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 :ٍِخص

ٌٍرحمك ِٓ لاتٍٍح ذطثٍك اٌعذٌذ ِٓ ّٔارج سطح الاسرداتح  Hasofer-Lind βHLذُ اسرخذاَ ِؤشش اٌّىثىلٍح 

اٌخطٍح وغٍش اٌخطٍح تٕاءً عٍى ذمٍٕاخ ذداسب اٌرصٍُّ ٌرمٍٍُ اٌسلاِح فً ظً اٌرحًٍّ اٌعشىائً، ضذ فشً لذسج 

راخ اٌّرغٍشاخ اٌّشذثطح ِرعذدج اٌّرغٍشاخ. ذُ فحص  c-ϕاٌرحًّ ٌلأساساخ اٌضحٍح اٌرً ذشذىض عٍى ذشتح 

اٌّمرشٔح تهزٖ إٌّارج تىاسطح طشٌمح  FORM / SORMاٌّىثىلٍح اٌرً ذُ اٌحصىي عٍٍها تاسرخذاَ ٔرائح 

ِحاواج ِىٔد واسٌى. ٌمذ ثثد أْ ذطثٍك هزٖ إٌّارج ٌمًٍ تشىً وثٍش ِٓ ولد اٌرٕفٍز وِرطٍثاخ اٌزاوشج، ِع وىْ 

الاسذثاط ٌؤثش تشىً وثٍش عٍى ِؤشش ِخطظ اٌرصٍُّ اٌّشوة اٌّشوضي هى الأوثش دلح. وٌسرٕرح أٌضا أْ اعرثاس 

اٌّىثىلٍح ِٓ اخً اٌمٍُ اٌىثٍشج ِٓ ِعاًِ الاخرلاف ٌضاوٌح احرىان اٌرشتح. وخذ أْ ِؤشش اٌّىثىلٍح حساط 

ٌّعاًِ الاخرلاف ٌضاوٌح احرىان اٌرشتح واٌحًّ اٌّطثك، خاصح فً حاٌح اٌّرغٍشاخ اٌٍىغاسٌرٍّح اٌّىصعح تشىً 

أظهشخ إٌرائح الاحرّاٌٍح أْ ِؤشش اٌّىثىلٍح ٌرٕالص تشىً وثٍش ِع صٌادج اٌضغظ  طثٍعً. تالإضافح إٌى رٌه،

اٌّطثك، وأْ هٕان فشق وثٍش تٍٓ لٍُ ِؤششاخ اٌّىثىلٍح اٌّحسىتح، عٍى أساط افرشاض اٌرىصٌع اٌطثٍعً 

 ِماسٔح تاٌرىصٌع اٌٍىغاسٌرًّ اٌطثٍعً، وخاصح تإٌسثح ٌلألً ٔطالاخ اٌرحًٍّ اٌّطثمح

  :اٌّفراحٍح اٌىٍّاخ

الأساساخ اٌسطحٍح، ذثآٌ اٌرشتح، اٌرحًٍّ اٌعشىائً، أسطح الاسرداتح ِٓ اٌذسخح اٌثأٍح، اٌرصٍُّ اٌّشوة 

 اٌّشوضي.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Abstract : 

The HL-Reliability Index is utilized to investigate the applicability of several linear 

and nonlinear response surface models based on design experiments techniques to 

evaluate the safety under random loading, against bearing capacity failure of shallow 

foundations resting on c-ϕ soils with multivariate correlated variables. The reliability 

results obtained using FORM / SORM coupled with these models, are checked by 

Monte Carlo simulation method. It is demonstrated that the application of these 

models significantly reduces the execution time and memory requirements, with the 

central composite design scheme being the most accurate. It is also concluded, that 

consideration of correlation, significantly affects the reliability index for large values 

of soil friction angle uncertainty. The reliability index is found to be highly sensitive 

to uncertainties of soil friction angle and applied loading, especially for the case of 

lognormally distributed variables. In addition, the probabilistic results show that 

reliability index decreases substantially with the increase of the applied pressure, and 

that there is significant difference between the reliability indices values computed, 

based on the assumption of normal distribution as compared to lognormal distribution, 

especially for the lower ranges of applied loading.  

Keywords 

shallow foundations, soil variability, random loading, 2
nd

 order response surfaces, 

central composite design.   

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 
 

 

Résumé : 

L'indice de fiabilité βHL est utilisé pour étudier l'applicabilité de plusieurs modèles de 

surface de réponse linéaire et non linéaire basés sur des techniques d'expériences de 

conception pour évaluer la sécurité sous chargement aléatoire, contre la défaillance de 

la capacité portante des fondations superficielles reposant sur des sols de type c-φ à 

paramètres corrélés. Les résultats de fiabilité obtenus à l'aide de FORM/SORM 

couplé à ces modèles, sont vérifiés par la méthode de simulation de Monte Carlo. Il 

est démontré que l'application de ces modèles réduit considérablement le temps 

d'exécution et les besoins en mémoire, le schéma de « central composite design » 

étant le plus précis. Il est également conclu que la prise en compte de la corrélation 

affecte de manière significative l'indice de fiabilité pour les grandes valeurs 

d'incertitude de l'angle de frottement du sol. L'indice de fiabilité s'avère sensible aux 

incertitudes de l'angle de frottement du sol beaucoup plus qu’à celle de la cohésion et 

du chargement qui ont approximativement la même influence, en particulier dans le 

cas de variables lognormalement distribuées. De plus, les résultats probabilistes 

montrent que l'indice de fiabilité diminue considérablement avec l'augmentation de la 

pression appliquée, et qu'il existe une différence significative entre les valeurs 

d'indices de fiabilité calculées, sur la base de l'hypothèse de distribution normale par 

rapport à la distribution lognormale, en particulier pour les gammes inférieures de 

chargement appliqué. 

Mots clés 

Fondations superficielles, variabilité du sol, chargement aléatoire, surfaces de réponse 

de 2
eme

  ordre, central composite design. 
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Nomenclature 

Les principales notations et symboles utilisées dans la présente thèse sont rassemblés 

ci-après : 

µ : Moyenne  

σ : Ecart type  

CoV : le coefficient de variation 

   [ ] : La variance 

COV : la covariance 

ρ : le coefficient de corrélation 

PDF : Fonction de densité de probabilité 

 (   ̅) : La fonction de performance 

  
  : la variable aléatoire réduite 

 ̅ : Le niveau limite (valeur admissible) 

Pf : la probabilité de défaillance  

R : La fiabilité 

βHL : L'indice de fiabilité Hasofer-Lind  

Φ : est la fonction de distribution normale standard cumulée 

αi : Les cosinus directeurs 

MPP ou X
*
 : le point de conception le plus probable  

   : Les courbures principales de la fonction d’état limite au MMP 

R : La matrice de rotation 

D (n × n) : La matrice de dérivée de second ordre de la fonction de performance 

MCS : la méthode de Simulation de Monte Carlo 

FOSM: First Order Second Moment 
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SOSM:  Second Order Second Moment 

FORM: First Order Reliability Method 

SORM: Second Order Second Moment 

φ : Angle de frottement interne 

c : Cohésion du sol 

γ : poids spécifique du sol 

q : la pression appliquée sur la fondation  

RSM : Response Surface Methodology 

b0, bi, bii et bij : Les coefficients de régression 

SD: Saturated Design 

BBD: Box-Behnken Design   

CCD: Central Composite Design  

qult: La capacité portante ultime 

Nc, Nq et Nγ : les approximations de Meyerhof pour les facteurs de capacité portante 

(Terme de surface, terme de profondeur et terme de cohésion respectivement) 

sc, sq et sγ : Les facteurs de forme  

dc, dq et dγ : Les facteurs de profondeur  

Df : la profondeur d'encastrement 
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1 Introduction générale 
1.1 Problématique 

La capacité portante ultime est un élément clé dans l’analyse, la conception et 

l’évaluation de la sécurité des fondations superficielles reposant sur des sols. Bien que 

la plupart des travaux de recherche sur le comportement des fondations superficielles 

soient essentiellement de nature déterministe, il y a une attention croissante au 

développement et à l'utilisation des méthodes probabilistes pour évaluer la fiabilité et 

la performance des fondations contre la rupture de la capacité portante dans des 

conditions incertaines de sol et de chargement. Pour accomplir cette tâche, un critère 

d'indice de fiabilité est généralement utilisé comme mesure de la sécurité du système. 

En variante, un critère de probabilité de défaillance peut également être utilisé comme 

indicateur de défaillance du système. Normalement, une valeur d'indice de fiabilité 

comprise entre   3,0 (c'est-à-dire la probabilité de défaillance Pf = 1,3 · 10
–3

) et 

  4,0 (c'est-à-dire Pf = 3,17 · 10
–5

) est acceptée pour une bonne performance du 

système dans un environnement et des conditions de chargement données. 

Des recherches probabilistes des fondations superficielles sur les sols cohésifs 

(par exemple, Griffiths et al., 2002 ; Sivakumar et al., 2006 ; Lingwanda, 2018) et les 

sols sans cohésion (par exemple, Puła et Zaskórski,2015 ; Lakehal et Tiliouine 2020), 

y compris des matériaux granulaires (par exemple, Dodagoudar et Shyamala, 2015 ; 

Ivandić et al, 2022) ont été réalisés par différents chercheurs. De plus, des évaluations 

de sécurité des fondations superficielles reposant sur des sols c- φ ont été effectuées 

par divers auteurs (par exemple, Cherubini a, 2000 ; Massih et al, 2008 ; Kawa and 

Puła 2019, pour n'en nommer que quelques-uns).  

Dans ce cas cependant, il est à noter que contrairement aux sols sableux ou 

argileux, caractérisés par un seul paramètre de résistance, la capacité portante ultime 

et donc la sécurité des fondations superficielles, reposant sur des sols de type c–φ, est 

essentiellement en fonction de sa résistance inhérente au cisaillement par frottement et 

par sa cohésion. 
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L'indice de fiabilité peut être calculé par diverses méthodes probabilistes, 

notamment les méthodes d'estimation ponctuelle PEM (Christian et Baecher, 2002), 

les méthodes de fiabilité du premier et du second ordre (FORM et SORM) (Hasofer et 

Lind, 1974), les méthodes des moments du premier et du second ordre (FOSM, 

SOSM) (Tiliouine et Chemali, 2016 ; Haldar et Mahadevan, 2017) et la méthode MCS 

(Ching, 2011). Contrairement aux méthodes approximatives ci-dessus, les résultats 

MCS peuvent être utilisés pour calculer non seulement les moments statistiques, mais 

également le PDF de la réponse. La méthode est généralement plus précise que les 

méthodes mentionnées ci-dessus car elle nécessite que les PDF du système ou des 

variables de composant soient prescrits. Cependant, il convient de souligner que, lors 

de l'utilisation de MCS ou de ses variantes (Tiliouine and Chemali, 2016) , l'indice de 

fiabilité ne peut pas être calculé directement et est généralement évalué indirectement 

à partir de la probabilité de défaillance Pf comme suit β = Φ
–1

(1 - Pf) où Φ 
–1

 est 

l'inverse de la distribution cumulative normale standard. En revanche, on cherche 

naturellement des moyens pour améliorer la convergence de la méthode MCS 

traditionnelle. L'approche BUS (Bayesian Updating with Structural reliability 

method) avec SuS (subset simulation) a été appliquée avec succès pour apprendre la 

distribution spatiale des propriétés du sol et mettre à jour la fiabilité des structures 

géotechniques, telles que les fondations superficielles et les murs de palplanches, sur 

la base de données d'essais in situ et de données de surveillance (par exemple Straub 

et Papaioannou , 2014 ; Straub et coll., 2016). D’autre part, il convient de souligner 

que diverses méthodologies, telles que la méthodologie FOSM (First-Order Second-

Moment) et la méthodologie de surface de réponse (RSM), peuvent être intégrées à 

l'analyse bayésienne pour améliorer le processus d'évaluation de la fiabilité. Ces 

méthodes aident à approximer l'effet des variables aléatoires sur la capacité portante 

(Sivakumar et al., 2006 ; Acharya et Acharya, 2019). 

De plus, il est important de noter que l'indice de fiabilité estimé à l'aide des 

méthodes FOSM ou SOSM n'est pas "invariant" car des fonctions de performance 

alternatives mais équivalentes conduisent en général à des valeurs différentes de 

l'indice de fiabilité (Haldar et Mahadevan, 2017). Dans ce travail, et à des fins 

d'évaluation de la fiabilité, on utilisera cependant l'indice de Hasofer et Lind βHL 

(défini dans l'espace normal standard, comme la distance la plus courte entre l'origine 
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des variables aléatoires et la surface d'état limite). Cette définition invariante est 

largement utilisée dans les études de fiabilité et peut être convertie en une formulation 

matricielle (Ditlevsen, 1981). En cas de nécessité, la probabilité de défaillance Pf peut 

être calculée à l'aide de la formule Pf = Φ(–βHL). Cependant, lors de l'utilisation de 

SORM, la formule suivante Pf=Φ(–βHL)(1 + κjβHL) doit être utilisée afin de tenir 

compte de la courbure de la surface de réponse au point de conception le plus 

probable MPP (voir par exemple, Haldar et Mahadevan, 2017 ; Phoon et Ching 2018 

pour plus de détails). Il convient également de noter que pour les distributions non 

normales, les paramètres d'entrée du sol et du chargement doivent être transformés en 

variables normales équivalentes à l'aide de la procédure de Rackwitz et Fiessler 1978. 

Lors de l'étude de fiabilité des fondations superficielles, il convient de noter que 

le choix du modèle déterministe de la capacité portante ultime (voir par exemple 

Eurocode 7 ; Móczár et Szendefy, 2017 ; Das, 2017) en vue de déterminer l'indice de 

fiabilité de la fondation est crucial. En fait, les analyses probabilistes utilisées 

conjointement avec le facteur de la capacité portante Nγ de Terzaghi constituent une 

tâche numérique difficile car les dérivées des variances par les méthodes du premier 

et du second ordre sont laborieuses, pour ne pas dire extrêmement difficiles (par 

exemple, Kumbhojkar 1993 ; Lakehal et Tiliouine 2020). 

Au contraire, l'utilisation de modèles de surface de réponse du second ordre 

pour établir des relations fonctionnelles précises entre la capacité portante et les 

paramètres du sol, permettent de calculer rapidement et précisément ces dérivées et 

par suite l'indice de fiabilité. Ces aspects numériques sont avantageusement utilisés 

dans la présente recherche pour extraire efficacement les informations de sécurité 

souhaitées , comme l'indice de fiabilité, en réduisant ainsi à la fois le temps 

d’exécution CPU et les besoins en mémoire par opposition aux efforts de calcul 

excessifs requis par la méthode MCS. 

1.2 Objectifs 

Contrairement à l'Eurocode 7 qui a une approche semi-probabiliste (Saber 

Imanzadeh 2005; Ivandić et al, 2022), dans cette étude, une analyse probabiliste à 

l’état limite de fondations reposant sur des sols de type c–φ avec des paramètres 
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corrélés multivariés est présentée. L'indice de fiabilité βHL est utilisé pour étudier 

l'applicabilité de plusieurs modèles de surface de réponse linéaire et non linéaire basés 

sur des techniques d'expériences de conception pour évaluer la sécurité sous 

chargement aléatoire, contre la défaillance de la capacité portante des fondations 

superficielles reposant sur des sols de type c-φ à paramètres corrélés (c-à-d entre les 

paires des paramètres d'entrée du sol (c,φ) , (c,γ) et (φ,γ)). 

 Deux distributions statistiques (normale et lognormale) des paramètres de sol 

d'entrée et de charge appliquée sont considérées. La théorie de la fiabilité est utilisée 

conjointement avec plusieurs modèles de surface de réponse linéaire et non linéaire 

pour développer une méthode précise permettant d'effectuer une analyse probabiliste 

multivariée efficace des fondations peu profondes reposant sur des sols de type c–φ.  

La sensibilité de l'indice de fiabilité aux réductions successives du nombre de 

variables aléatoires  (c.-à-d. : l'importance relative des variables aléatoires), ainsi que 

les implications d'une éventuelle corrélation croisée entre les paires de paramètres de 

sol d'entrée ϕ, c, γ sur la variabilité de la capacité portante ultime et sur la sécurité des 

fondations ont été examinées en détail à l'aide de la technique de simulation de Monte 

Carlo.  

De plus, une comparaison des résultats de fiabilité avec ceux de des méthodes 

Hasofer-Lind du premier ordre (FORM) et du deuxième ordre (SORM) ainsi que des 

méthodes Mean Value FORM couplées aux modèles de surface de réponse est 

effectuée et des conclusions d'intérêt pratique sont formulées. 

1.3 Organisation de la thèse 

Afin d'atteindre les objectifs de la présente recherche discutés dans la section 

1.2, les chapitres suivants seront considérés : 

Chapitre 2 : Ce chapitre commence par examiner les principales sources et types 

d'incertitude dans le domaine géotechnique, soulignant l'importance de l'utilisation de 

méthodes probabilistes comme alternative à l'analyse déterministe pour quantifier les 

incertitudes. Les types de distribution typiques et les valeurs de coefficient de 

variation (CoV) des variables géotechniques et de chargement ainsi que le coefficient 
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de corrélation (ρ) entre les paires aléatoires des variables du sol sont brièvement 

décrites. 

Chapitre 3 : Ce chapitre décrit certaines techniques probabilistes bien connues pour 

traiter les incertitudes. Une attention particulière est accordée aux simulations Monte 

Carlo (MCS), à la méthode First Order Reliability (FORM), à la méthode Second 

Order Reliability (SORM), aux méthodes First Order Second Moment (FOSM) et 

Second Order Second Moment (SOSM).  

Chapitre 4 : Le but de ce chapitre est de passer en revue quelques méthodes de 

surface de réponse afin de calculer l'indice de fiabilité. Différents type de schémas de 

conception expérimentale qui sont souvent utilisés pour générer des points 

d'échantillonnage expérimentaux pour l'ajustement des surfaces de 2
ème

 ordre sont 

présentés. L'algorithme numérique pour l'analyse de fiabilité à l'aide de la méthode de 

la surface de réponse couplé avec SORM est illustré. 

 Chapitre 5 : Les résultats globaux de l'analyse de fiabilité de la sécurité des 

fondations sur des sols de types c – φ avec des paramètres corrélés, ainsi que les 

résultats d'une analyse de sensibilité de l'indice de fiabilité aux distributions 

statistiques et les incertitudes des variables aléatoires du sol (ϕ, c, γ) et du chargement 

sont examinés dans ce chapitre.  

Chapitre 6 : Enfin, le document se termine par un résumé des principaux résultats et 

des principales conclusions.  
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2  Incertitudes sur les caractéristiques 

du sol et du chargement 

2.1 Introduction 

Les propriétés du sol et du chargement sont caractérisées par plusieurs 

incertitudes. Ces incertitudes peuvent avoir un impact significatif sur la sécurité des 

fondations et peuvent conduire dans certains cas à des défaillances de la fondation et 

de la structure (Phoon et Kulhawy, 1999). 

L'analyse de la fiabilité des fondations sous chargement aléatoire, sur des sols 

avec des paramètres corrélés nécessite, entre autres, que le coefficient de variation 

(CoV) des variables géotechniques et de chargement ainsi que le coefficient de 

corrélation (ρ) entre les paires aléatoires des variables du sol, soient connus. Ces 

paramètres sans dimension représentent des mesures pratiques de la dispersion des 

données autour de la moyenne de l'échantillon et de la corrélation entre les paires des 

variables du sol, respectivement (Haldar et Mahadevan, 2017). 

2.2  Sources d’incertitude 

 

Figure 2.1 : Incertitude dans les estimations des propriétés du sol (Kulhawy 1992) 

La variabilité géotechnique résulte de différentes sources d'incertitudes. La 

figure 2.1 expose les principales sources :  
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 La variabilité inhérente résulte principalement des processus 

géologiques naturels qui ont créé des couches de sol in situ.  

 L'erreur de mesure est causée par l'échantillonnage et les tests en 

laboratoire. Cette erreur est accrue par l’incertitude statistique résultant 

d’une quantité limitée d’informations.  

 L'incertitude du modèle est introduite lorsque les mesures sur le terrain 

ou en laboratoire sont transformées en paramètres d'entrée pour des 

modèles de conception impliquant des simplifications et des 

idéalisations. 

2.3 Types d’incertitude 

Les incertitudes associées à l'ingénierie géotechnique peuvent être divisées en 

trois catégories : l'incertitude inhérente ou naturelle (aléatoire), les incertitudes dues 

au manque de connaissance parfaite (épistémique) et l'erreur humaine. L’incertitude 

aléatoire est attribuée à la variabilité naturelle ou au caractère aléatoire d’une certaine 

propriété, telle que la variation spatiale des propriétés de la couche de sol, la cohésion 

et l’angle de frottement. Elle pourrait être quantifiée par des mesures et des 

estimations statistiques ou par des avis d'experts. Ce type d'incertitude est 

imprévisible et donc irréductible via la collecte de données plus expérimentales ou 

l'utilisation de modèles plus raffinés. Pour ce type d’incertitude, le terme probabilité 

désigne la fréquence d’apparition d’un événement aléatoire, qui est une propriété 

innée de la nature. 

L'incertitude épistémique naît du manque de connaissance d'un système et est 

liée à des données limitées ou ambiguës, à des erreurs de mesure, à des connaissances 

incomplètes, à des modèles imparfaits et à un jugement subjectif. Elle peut en 

principe être quantifiée par des experts, mais pas mesurée. Ce type d'incertitude peut 

être réduit en collectant davantage de données expérimentales, en améliorant les 

méthodes de mesure et de calcul et en utilisant des modèles plus raffinés. Pour ce type 

d'incertitude, le terme probabilité désigne le degré de croyance dans l'occurrence d'un 

événement aléatoire, qui est une interprétation subjective de l'individu, par ex. le 

jugement technique d’un expert. 
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  En géotechnique, des incertitudes aléatoires et épistémiques coexistent dans la 

plupart des applications pratiques. 

2.4 Distribution de probabilité et coefficient de variation 

Parmi les caractéristiques du sol, l'angle de frottement interne, la cohésion et le 

poids unitaire du sol sont les variables aléatoires les plus fréquemment utilisées car 

elles sont spécifiquement liées à la capacité portante du sol et donc à l'analyse de 

fiabilité des fondations superficielles. Lorsque des données suffisantes ne sont pas 

disponibles, les valeurs CoV de ces variables peuvent être estimées sur la base soit 

des valeurs publiées accessibles dans la littérature spécialisée, soit du classique 

« règle des trois sigma » (Duncan 2000). Les types de distribution typiques et les 

valeurs du CoV des paramètres du sol publiés dans certaines revues sont résumés dans 

le Tableau.2.1 

 Dans la gamme assez restreinte des valeurs courantes de l'angle de frottement 

φ pour les sols c- φ (20° ≤ φ ≤ 40°), le CoVφ varie typiquement entre 2 et 5 % 

(Nadim 2007) et peut atteindre 15 % (Phoon et Kulhawy, 1999). 

 Pour la cohésion effective, le coefficient de variation varie entre 10 et 70 % 

(Cherubini, 2000 a). 

 Pour le poids unitaire du sol, le coefficient de variation peut atteindre 10 % 

(Forrest et Orr 2010) ou même plus (Phoon et Kulhawy, 1999). 

Dans cette étude, les valeurs illustratives utilisées pour 

le coefficient de variation des variables d'entrée du sol drainé à long terme sont 

les suivantes :  

 Angle de frottement effective φ : CoVφ = 5-15% ;  

 Cohésion effective c : CoVc=10-30% ;  

 Poids spécifique du sol γ: CoVγ=10%. 

En ce qui concerne les incertitudes de chargement, le coefficient de variation de la 

pression appliquée q, est considéré dans ce travail, varier de 10 % à 30 % (Xue et 

Nag, 2011 ; Ellingwood et Galambos, 1982). De plus, on suppose qu'il n'y a pas de 

corrélation entre la charge et les variables d'entrée du sol. 
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Tableau 2.1. Résumé des coefficients de variation des paramètres du sol donnée par 

la littérature (Wu, 2013). 

Variable N° CoV (%) Distribution Référance 

c C1 16.2–31.6 / Alonso, 1976 

 C2 12–85 / Becker, 1996 

 C3 10–70 / Cherubini, 2000 a 

 C4 12–145 / Cherubini, 2000 b 

 C5 20–40 Normal Forrest et Orr, 2010 

 C6 14.5–106.8 / Hata et al, 2011 

 C7 9–23 / Lumb, 1970 

 C8 20–40 / Matsuo and Kuroda, 1974 

 C9 18–49 / Nguyen and Chowdhury, 1985 

φ F1 13.8–22.9 ( tan φ) / Alonso, 1976 

 F2 5–25 / Becker, 1996 

 F3 5–50 / Cherubini, 2000 a 

 F4 1–87.2 / Cherubini, 2000 b 

 F5 5–15 Normal Forrest et Orr, 2010 

 F6 5.7–76 / Hata et al, 2011 

 F7 12–56 / Lee et al, 1983 

 F8 0.8–5.9 (tan φ) / Lumb, 1970 

 
F9              5.8–46.6 / Matsuo et Kuroda, 1974 

 F10  2–5 / Nadim, 2007 

 F11             14–33 / Nguyen et Chowdhury, 1985 

  F12 5–15 / Phoon,et Kulhawy, 1999 

γ G1 2.5–6.8 / Alonso, 1976 

 G2 4–16 / Becker, 1996 

 G3 3–10 / Cherubini, 2000 a 

 G4 1–27.9 / Cherubini, 2000 b 

 G5 3–7 / Duncan, 2000 

 G6 1–10 Normal Forrest et Orr, 2010 

 G7 1–8 / Matsuo et Kuroda, 1974 

 G8 3–20 / Phoon,et Kulhawy, 1999 
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2.5 La corrélation entre les paramètres du sol 

Lorsque l’on considère deux ou plusieurs variables aléatoires, il faut définir un 

indicateur de leur « liaison » qui complète les paramètres qui les caractérisent chacune 

séparément (moyenne et écart type).  

Si X et Y sont deux variables aléatoires, la covariance est définie comme : 

COV(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)                                                                           2.1 

et le coefficient de corrélation est donné par : 

    
   (   ) 

     
                                                                                           2.2 

Une corrélation est dite : 

 Parfaitement positive si le coefficient de corrélation       , comme 

le montre la figure 2.2 (a)  

 Parfaitement négative si le coefficient de corrélation       , comme 

l’expose la figure 2.2 (b).  

 Cependant, le coefficient de corrélation      , alors les variables ne 

sont pas corrélées, comme sur la figure 2.2 (c).  

 

(a) Corrélation négative (c, φ)  

 

      (b) Corrélation positive (φ, γ)  

 

(c) Corrélation positive (c, γ)  

Figure 2.2.  Exemple d’une forte corrélation entre les paires des paramètres du sol   
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Tableau 2.2. Résumé des coefficients de corrélation entre les paramètres du sol 

donnée par la littérature (Wu, 2013).. 

Paires ρij,i≠j; i,j=ϕ,c   Observation Référence 

c, ϕ  −0.61 
−0.47 

 
Triaxial test (clay) 

Cherubini, 2000 a. 

Forrest et Orr, 2010 
 0.25 Consolidated undrained triaxial test Harr 1987 

 −0.1 

−0.81 

−0.87 

−0.572 

−0.554 

−0.49 

−0.359 

−0.557 
−0.7 to −0.37 

Consolidated drained triaxial test 

Hata et al 2011 

 

 

 

 

 

 

 
Lumb, 1970 

 −0.412 (Soil 1) Direct shear test (clay) Matsuo et Kuroda 1974 

 0.316 (Soil 2)   

 0.369 (Soil 3)   

 −0.474 (Soil 3) 

−0.748 (Soil 3) 
−0.47 

 

 
Drained triaxial test 

 

 
Wolff 1985 

γ, c 0.25 / Babu, et Srivastava , 2007 

 0.5   

 0.75   

 0.4 / Chowdhury et Xu 1992 

 0.5 / Low et Tang, 1997 

 0.44 Direct shear test (clay) Matsuo et Kuroda 1974 

γ, ϕ 0.25 / Babu, et Srivastava , 2007 

 0.5   

 0.75   

 0.7 / Chowdhury et Xu 1992 

 0.5 / Low et Tang, 1997 

 0.713 (soil 1) Direct shear test (clay, silt, silt sand) Matsuo et Kuroda 1974 

 0.656 (soil 2)   

 0.926 (soil 3)   

 0.859 (soil 3)   

 −0.943 (soil 3)   
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Certains auteurs ont basé leurs études probabilistes sur l’hypothèse que les 

paramètres de résistances du sol (c, φ)  ne sont pas corrélés. Ceci est souvent fait pour 

simplifier les calculs. Cependant, les paramètres de résistances du sol (c, φ) ne sont 

pas indépendantes, vue qu’ils sont basées sur le critère de Mohr-Coulomb (déterminer 

à partir d’une seule observation Wu, 2013). La dépendance entre les variables 

aléatoires est principalement déterminée par le coefficient de Pearson ρp de corrélation  

linéaire, comme le rapportent Lumb, 1970 ; Cherubini, 1997 ; Forrest et Orr, 2010. 

Des mesures en laboratoire (Forrest et Orr ; 2010, Hata et al, 2011 ; Lumb, 1970 et 

Cherubini, 1997) ont montré que c et φ sont corrélées négativement. Mais, ce n’est 

pas toujours le cas puisque certains résultats de corrélation positive ont été rapportés 

par Lumb, 1970  et Wolff, 1985. A cet effet, pour avoir une étude plus approfondie 

sur ce sujet important, des tests expérimentaux réalistes doit être  réalisé. 

Contrairement aux paramètres de résistances (c, φ), les données brutes 

disponibles pour examiner la corrélation entre les autres paires des paramètres du sol 

(c, γ) et (ϕ, γ) sont rares. Souvent, dans la littérature (Chowdhury et Xu, 1992; Low et 

Tang, 1997) le coefficient de corrélation est supposé positif. 

Un résumé des coefficients de corrélation entre ces paires est fourni dans le 

Tableau 2.2. 

Tableau 2.3. Coefficient de corrélation entre les paires des paramètres d'entrée du sol  

Coefficient de corrélation 

(ρij,i≠j; i,j=ϕ,c  ) 

ρϕc ρc  ρϕ   

Cas 1 non corrélé 0 0 0 

Cas 2 Corrélation faible -0.25 0.25 0.25 

Cas 3 Corrélation modérée -0.50 0.50 0.50 

Cas 4 Forte corrélation -0.75 0.75 0.75 
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Les valeurs illustratives des coefficients de corrélation (ρij,i≠j;i,j=ϕ,c  ) 

utilisées dans la présente étude sont résumées dans le Tableau 2.3 

conformément aux valeurs typiques trouvées dans la littérature (Chowdhury et Xu, 

1992). 

2.6 Conclusion : 

Dans ce chapitre, nous venons de donner un aperçu des différentes formes 

d'incertitudes liées à l'étude des propriétés des sols, telles que leur variabilité 

naturelle, leurs connaissances et les modèles que l'on utilise pour évaluer ces 

propriétés. Les effets d'incertitudes en géotechnique sont pris en compte par 

l'approche probabiliste qui devient nécessaire pour garantir un certain niveau de 

sécurité. La modélisation des variables d’entrée  sous  forme  de  variables  aléatoires 

étaient utilisés pour prendre en considération : le coefficient de variation et la 

corrélation entre les paires des paramètres du sol. En résumé, une modélisation 

statistique rigoureuse des paramètres de conception et un choix éclairé des fonctions 

de distribution sont essentiels pour concevoir des structures fiables et durables.  
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3 Les méthodes probabilistes 

3.1 Introduction 

Dans le cadre probabiliste conventionnel, les incertitudes sont modélisées 

comme des variables aléatoires avec certaines caractéristiques de distribution. Soit                                       

 ̅  [ ̅     ̅ ] désigne le vecteur des variables aléatoires et X le vecteur des 

variables déterministes ; la probabilité de défaillance Pf peut être donnée par : 

    [ (   ̅)   ]  ∫  ∫   (   ̅)   ̅  
 (   ̅)  

  ̅                                  (3.1) 

où  (   ̅)    ̅   (   ̅) est la fonction de performance du système, P[.] dénote la 

probabilité et  (   ̅)  0 définit l'événement de défaillance, par conséquent, la 

fiabilité peut être définie comme la zone du PDF de y qui se trouve en dessous du 

niveau  ̅;  ̅  [ ̅     ̅ ]  représente la réalisation de  ̅ ,   (   ̅) est la fonction de 

densité de probabilité conjointe qui est généralement approximée à l'aide d'ensembles 

de données mesurés des paramètres du système, y est la variable de performance et  ̅ 

est le niveau limite correspondant. 

Pour évaluer l'intégrale multivariée dans l'équation (3.1), de nombreuses 

techniques disponibles telles que les méthodes de Monte Carlo, FORM, SORM, les 

méthodes de surface de réponse (par exemple Ching, 2011; Farag et Haldar, 2016 ; 

Tiliouine et Chemali 2017) les méthodes d'estimation ponctuelle (par exemple Nowak 

et Collins 2012 ; Tiliouine et Chemali 2017) pour n'en nommer que quelques-uns, 

peuvent être mis en œuvre. 

Une mesure de la fiabilité du système peut être donnée par l'indice de fiabilité 

de Hasofer-Lind (Hasofer et Lind, 1974)     

La fiabilité R = 1- Pf est liée à l'indice de fiabilité par la relation bien connue :  

R=Φ(βHL)                                                                                                                  (3.2)  

où Φ est la fonction de distribution normale standard cumulée. 
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3.2 La méthode de Monte Carlo 

Dans l'analyse probabiliste, la méthode de Monte Carlo est souvent utilisée 

lorsque la solution analytique n'est pas réalisable et que le domaine de défaillance ne 

peut pas être exprimé ou approché par une forme analytique. L'estimation de Monte 

Carlo de Pf est donnée par 

    
 

 
                                                                                                                       (3.3)  

où N est le nombre total de simulations et n est le nombre de simulations qui ont des 

valeurs supérieures aux valeur limite (tel qu’illustré sur la figure 3.1). 

 Le problème avec la simulation Monte Carlo traditionnelle est que pour obtenir 

une prédiction précise de la moyenne et de la variance de la réponse, il peut être 

nécessaire d'effectuer des milliers d'exécutions. Le calcul est très long et coûteux. 

 

Figure 3.1. Calcul de la probabilité de défaillance Pf avec la méthode MCS 

Le pourcentage d'erreur des résultats des simulations de Monte Carlo peut être 

calculé à l'aide de l'équation (3.4) qui est basée sur l'intervalle de confiance à 95 % 

pour la probabilité de performances insatisfaisantes.  

          √
    

 
                                                                                                       (3.4)  

g(X)=0 
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où N = le nombre total de simulations et    = probabilité de défaillance 

Pour plus de détails sur MCS et la manière de générer des nombres aléatoires, le 

lecteur peut se référer à (par exemple Ching, 2011 et Nowak et Collins 2012). 

3.3 La méthode de Second Order Second Moment 

La première alternative relativement simple à MCS est la méthode bien connue 

du Second Order Second Moment, ou en bref SOSM, qui produit une linéarisation 

autour de la valeur moyenne des variables aléatoires d'entrée d'un problème 

probabiliste. 

Dans cette méthode, un développement en série de Taylor de premier ordre et 

de second ordre de la fonction de performance autour des moyennes des variables de 

conception et des paramètres est effectuée (par exemple Harr 1987 ; Tiliouine et 

Chemali 2016), puis les définitions de la moyenne et de l'écart type sont appliquées, 

en considérant toutes les variables statistiquement non corrélées et l'expression 

analytique correspondante sont calculées. 

Considérons y en fonction de X seulement et notons y
0
 =  ( ̅) la valeur de y 

lorsque X prend sa valeur moyenne  ̅. Alors le vecteur y peut être développé en une 

série de Taylor autour de    ̅ comme suit : 

 ( )    ( ̅)  ∑
  

   
(    ̅ )  ∑ ∑

(    ̅ )(    ̅ )

  

 
   

 
   

 
   

   

      
                   (3 .5) 

où les termes d'ordre supérieur ont été négligés dans le cas présent. 

  L'application de FOSM ou SOSM produit la moyenne et l'écart type de la 

variable de réponse. Ces statistiques sont les mêmes que celles concernant la fonction 

de performance g, car elles sont calculées en différenciant g, et y est une valeur 

constante. 

On peut montrer (par exemple Harr 1987 ; Haldar et Mahadevan 2017) que 

pour une distribution normale des variables d'entrée X, les approximations suivantes 

pour la moyenne et la variance de la fonction de réponse y sont : 
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 1
er

 ordre (FOSM) : 

 ̅( )   ( ̅)                                                                                                            (3.6) 
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 2
eme

 ordre (SOSM) : 
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(3.9) 

Notez dans l'équation (3.8) que la réponse moyenne du second ordre,  ̅( )  , 

n'est pas aux valeurs moyennes de l'entrée  ̅ , c'est-à-dire  ̅( )     ( ̅). Il est 

intéressant de noter que les premiers termes des membres droits de l'équation (3.8) et 

de l'équation (3.9) représentent une méthode du second moment FO, tandis que les 

membres droits de l'équation (3.8) et de l'équation (3.9) incluant tous les termes 

représentent une Méthode du deuxième moment SO étendue ici pour examiner la 

propagation de l'incertitude des paramètres d'entrés statistiquement corrélés. Les 

méthodes sont simples avec des difficultés reposant en grande partie sur le calcul des 

dérivées SD. 

Il convient également de noter que le ij
ème

 élément de la matrice de covariance 

du couple les variables aléatoires d'entrée Xi et Xj est défini par 

COVij = ρ σ Xi σ Xj     où  ρij = 1 si i = j.                                                            (3.10) 

Les éléments de la diagonale principale sont la variance et sont connus grâce à 

la loi de distribution supposée. Les éléments hors diagonale contiennent la corrélation 

ρij entre les différents variables aléatoires d'entrée. Notez que lorsque les coefficients 

de corrélation ρij = 0 pour i ≠ j, les variables aléatoires d'entrée X sont dites non 

corrélées alors que lorsque ρij = 1 pour i ≠ j, elles sont dites entièrement corrélées. 



Chapitre 3 

 

ENP 2024 Page 35 
 
 
 

3.4 First Order Reliability Method 

Un inconvénient de la méthode FOSM (ainsi que SOSM) est que les résultats 

dépendent de la valeur moyenne des variables d'entrée pour lesquelles les dérivées 

partielles de la marge de sécurité sont évaluées (problème d'invariance). De plus, la 

méthode FOSM n'est exacte que pour les fonctions linéaires, tandis que pour les 

fonctions non linéaires, des erreurs sont introduites dans l'analyse. 

La méthode Hasofer-Lind, également connue sous le nom de First Order 

Reliability Method, ou en abrégé FORM, permet de surmonter cette difficulté en 

calculant les dérivées de la marge de sécurité en un point critique de la surface de 

rupture, également appelé point de conception. Une solution itérative est 

généralement nécessaire pour trouver ce point, mais le processus à tendance à 

converger très rapidement. 

Dans cette méthode, l'évaluation de l'indice de fiabilité repose principalement 

sur la transformation/réduction du problème à un système de coordonnées standardisé. 

Ainsi, une variable aléatoire Xi se réduit à : 

  
  

(      
)

   

                               (i=1,2,…..,n)                                                       (3.11) 

où   
  est une variable aléatoire de moyenne nulle et d’écart type unitaire.  

Ainsi, l'équation. (3.11) est utilisé pour transformer la surface à l'état limite 

d'origine g(X) = 0 en une surface à l'état limite réduite g(X') = 0. Par conséquent, X 

désigne le « système de coordonnées d'origine » et X' décrit le « système de 

coordonnées transformé ou réduit ». Dans le système de coordonnées normalisé, 

l'indice de fiabilité Hasofer-Lind βHL correspond à la distance minimale de l'origine 

des axes (dans le système de coordonnées réduit) à la surface à l'état limite : 

    √(   ) (   )                                                                                              (3.12) 

Le point de distance minimale sur la surface à l’état limite est appelé « point de 

conception ». Il est noté par le vecteur x* dans le système de coordonnées d'origine et 

par le vecteur x'* dans le système de coordonnées réduit. Ces vecteurs représentent les 
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valeurs de toutes les variables aléatoires, c'est-à-dire X1, X2,…, Xn au point de 

conception correspondant au système de coordonnées utilisé. 

Pour le cas général d’une surface à état limite non linéaire, la distance minimale 

(pour n variables aléatoires) pourrait être estimée comme : 

     
∑   

  (
  

   
 )

 
 
   

√∑ (
  

   
 )

  
 
   

                                                                                              (3.13) 

où (
  

   
 )

 

 est la i
ème

 dérivée partielle évaluée au point de conception (  
  ,   

  ,…,   
  ).  

Le point de conception dans les coordonnées réduites est : 

  
                                                                                                                  (3.14) 

où αi sont les cosinus directeurs le long des axes de coordonnées   
 . Ils sont donnés 

par : 

   
(

  

   
 )

 

√∑ (
  

   
 )

  
 
   

                                                                                                     (3.15) 

En utilisant l'équation (3.11), le point de conception (dans l’espace d’origine) 

est donné par : 

  
     

      
                                                                                                 (3.16) 

L'algorithme numérique pour calculer l’indice de fiabilité βHL et le point de 

conception   
  est présenté sur la figure 3.2. 

Notons que l'indice de fiabilité Hasofer-Lind βHL peut être utilisé pour estimer 

une approximation du premier ordre de la probabilité de défaillance lorsque Pf ≈ Φ(–

βHL). 
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Figure 3.2. L'algorithme numérique pour calculer l’indice de fiabilité βHL 

Définir la fonction d’état limite g(X). 

Introduire  µX comme des valeurs initiales pour le point de conception 𝑋𝑖
  

Obtenir le point de conception dans l’espace 

réduit par l’équation (3.11) 

Estimer les dérivées partielles de la fonction de 

performance et évaluer en Xi’* en utilisant 𝐴𝑖  (
𝜕𝑔

𝜕𝑋𝑖
 )

 

 

Résoudre l’équation (3.13) pour obtenir  βHL 

Résoudre  l’équation  (3.16) pour obtenir un nouveau point de 

conception 𝑋𝑖
  

Critères de convergence 

atteins ? 

Stop 

Oui 

Non 

Calculer les cosinus directeurs par l’équation (3.15) 
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Enfin, il convient également de signaler que pour les distributions non normales, 

les variables aléatoires doivent être transformés en variables normales équivalentes à 

l'aide de la procédure de Rackwitz et Fiessler (illustrer sur l’annexe A). 

3.5 Second Order Reliability Method 

Le calcul de l’indice de fiabilité est simple à déterminer si la fonction de 

performance est linéaire. Cependant, la majorité des fonctions de performance sont 

non linéaires. Cette non-linéarité est engendrée par : 

 Une relation non linéaire entre les paramètres d’entrés 

  Types de distributions  

 La transformation de variables aléatoires corrélées en variables aléatoires non 

corrélées.  

 

 

Figure 3.3. Fonctions d'état limite linéaires et non linéaires 

Les fonctions de performance linéaires et non linéaires dans l'espace réduit sont 

présentées dans la figure 3.3. Malgré que les deux régions de défaillance son 

différentes [Pf (non linéaires) < Pf (linéaires)], ça n’a pas empêché qu’elles ont une 

valeur de β identique. Pour les deux fonctions, la méthode FORM rapproche la 

fonction performance linéaires et non linéaires avec une fonction linéaire et offrira 

donc la même approximation de Pf. Cette approximation introduit des erreurs dans 

l'évaluation de Pf. Par conséquent, il est préférable d’utiliser une approximation 

d’ordre supérieur pour le calcul de Pf. 
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La méthode SORM améliore l'évaluation donnée par FORM en incluant des 

informations sur la courbure (qui est liée aux dérivées du second ordre de la fonction 

d'état limite par rapport aux variables de base). Le développement en série de Taylor 

d'une fonction non linéaire générale g(X1, X2,…, Xn) au point de conception (  
 ,   

 ,…, 

  
 ) est donné par : 

 (          )   

 (  
    

      
 )  ∑

  

   

 

   

(     
 )  

 

 
∑∑

   

      
(     

 )(     
 )   

 

   

 

   

 (3.17) 

où les dérivées sont évaluées au point de conception. 

Pour l’analyse de fiabilité, l’espace des variables normales standard est plus 

pratique pour une approximation du second ordre de g(X). Dans ce qui suit, Xi et Ui 

feront respectivement référence à des variables aléatoires dans les espaces normaux 

standards non corrélés d'origine et équivalents. 

Dans l'approximation de la série de Taylor donnée par l'équation (3.17), FORM 

ignore les termes au-delà du terme du premier ordre, et SORM ignore les termes au-

delà du terme du second ordre (impliquant les dérivées du second ordre). 

Breitung, 1984  a proposé une solution simple de forme fermée pour le calcul de 

probabilité en utilisant la théorie de l'approximation asymptotique comme suit : 

    (      ) ∏ (         )   
   

    
                                                          (3.18) 

où    représente les courbures principales de la fonction d’état limite au point de 

conception, et βFORM est l’indice de fiabilité calculé par la méthode FORM.  

Le calcul de    est nécessaire pour l’approximation de Pf. Pour cela, les 

variables aléatoires dans l'espace réduit U sont pivotées vers l’espace U ', afin que la 

dernière variable Ui ' coïncide avec le vecteur α (α : le vecteur gradient unitaire de la 

fonction de performance au point de conception).  

Un exemple à deux paramètres est illustré sur la figure 3.4. L’exemple montre 

que le problème consiste une simple rotation de coordonnées, qui peut être procédée 

par une transformation orthogonale : 
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                                                                                                                      (3.19) 

où R est la matrice de rotation. 

  *
        
         

+          (cas à deux variable)                                                  (3.20) 

où θ est l’angle de rotation des axes dans le sens inverse des aiguilles d’une montre 

(Figure.3.4). [13] procurent plus de détail sur  la procédure de détermination  de la 

matrice R à n variables aléatoires,   

 

 

Figure 3.4. Rotation de l'axe dans l'espace normalisé 

La matrice A est ensuite calculée de la manière suivante en utilisant la matrice 

R : 

    
(    )

  

|  (  )|
            i,j=1,2,…,n-1                                                                        (3.21) 

où D (n × n) est la matrice de dérivée de seconde ordre de la fonction de performance 

dans l'espace normal standard évaluée au point de conception et |  (  )| est la 

longueur du vecteur gradient dans l'espace normal standard. 

La dernière variable Yn coïncide avec le vecteur β calculé avec l'approche 

FORM dans l'espace normal tourné. À l'étape suivante, la dernière ligne et la dernière 

colonne de la matrice A ainsi que la dernière ligne du vecteur Y' sont supprimées pour 
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prendre en compte ce facteur. L’état limite peut être réécrit en termes 

d’approximation du second ordre dans cet espace normal standard en rotation Y’ 

comme : 

  
    

 

 
                                                                                                      (3.22) 

où la matrice A est de taille (n – 1) × (n – 1). Enfin, pour calculer Pf, les courbures 

   de l'équation (3.18) sont évaluées comme les valeurs propres de la matrice A,  

La méthode SORM de Breitung utilise une approximation parabolique, dont elle 

néglige  les dérivées de termes mixtes dans le développement en séries de Taylor dans 

l’équation (3.17). Pour des grandes valeurs de l’indice de fiabilité β (en ingénierie la 

valeur d'indice de fiabilité est généralement comprise entre 3 et 4) la méthode SORM 

de Breitung est précise. Cependant, l’évaluation est moins précise pour les petites 

valeurs de l’indice de fiabilité. 

3.6 Conclusion 

Les méthodes fiabilistes, basées sur la théorie des probabilités, permettent de 

prendre en compte les incertitudes et de calculer précisément la fiabilité d'un 

système. Elles s'opposent aux approches déterministes utilisant des coefficients de 

sécurité qui manquent de généralité. Ces méthodes se distinguent par leur approche, 

leur complexité, et leur utilité pour différents types de structures et de problèmes de 

fiabilité. 

Les méthodes FORM et SORM sont des outils puissants en ingénierie de la 

fiabilité, offrant des avantages significatifs en termes d'efficacité, de précision et de 

comparabilité. Leur utilisation s'avère cruciale dans le cadre de l'évaluation des 

risques associés aux défaillances des structures. Mais ces méthodes nécessitent le 

calcul des dérivées partielles de la fonction de performance g(x) par rapport aux 

variables aléatoires, ce qui peut s'avérer complexe et coûteux en temps de calcul, 

surtout pour des problèmes de grande dimension.  La méthode de Simulation Monte 

Carlo permet de résoudre des problèmes avec des régions de défaillance complexes, 

mais elle nécessite un grand nombre de simulations (c.-à-d. un temps d’exécution 

élevé)  pour des résultats précis. 
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Les méthodes fiabilistes permettent une conception optimale robuste aux 

incertitudes en contrôlant le niveau de fiabilité. Elles combinent une analyse 

mécanique du comportement et une modélisation probabiliste pour identifier et 

quantifier les scénarios de défaillance. 
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4 La méthodologie des surfaces de 

réponse 

4.1 Introduction  

Dans ce travail, plusieurs algorithmes basés sur des plans expérimentaux pour 

modéliser des surfaces de réponses linéaires et non linéaires sont étudiés dans le but 

de calculer l'indice de fiabilité. L'idée de base de la méthodologie RSM est 

d'approximer la réponse par une équation polynomiale d'ordre inférieur en utilisant 

une analyse de régression multiple et une relation de fonction approximative entre Y 

(le vecteur de réponse observée) et les variables codées aléatoires d'entrée xi, i=1,…,k 

avec k nombre de variables aléatoires. 

La relation explicite approximative suivante a été employée dans ce travail : 

     ∑      ∑      
  ∑ ∑            

     
   
   

 
   

 
                                   (4.1) 

où Y est la réponse observée, b0, bi, bii et bij sont des coefficients de régression et ε 

représente l'erreur impliquée en négligeant d'autres sources d'incertitudes. Les 

coefficients de régression b0, bi, bii et bij peuvent être déterminés efficacement par 

analyse de régression en utilisant des réponses à certains points de données 

spécifiques appelés points d'échantillonnage expérimentaux (Myers et al 2016). Le 

nombre de coefficients de régression est p = 2k + 1 pour l'Eq. (4.1) sans termes 

croisés et p = (k + 1) (k + 2)/2 pour Eq. (4.1) y compris les termes croisés. 

La méthode des moindres carrés est utilisée pour déterminer l'estimateur de b tel 

que donné par Eq. (4.2) 

 ̂  (   )                                                                                                            (4.2) 

où x est la matrice expérimentale dans l'espace codé (voir annexe B) et x
t
 est sa 

transposée. 

Le modèle de prédiction est alors donné par l'équation (4.3) 

 ̂   ̂  ∑  ̂    ∑  ̂    
  

   
 
    ∑ ∑  ̂      

 
     

   
                                                (   ) 
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Comme les variables naturelles Xi sont généralement exprimées dans des unités 

différentes, leurs effets ne sont comparables que s'ils sont convertis en variables 

codées xi à l'aide de la relation 

    
   (   (  )    (  ))  

(   (  )    (  ))  
                                                                                      (4.4) 

 avec    (  )=     (  ) +hσi et    (  ) =     (  ) –hσi,  où h est un entier et σi 

sont les écarts-types des variables d'entrée (xi). 

 L'équation (4.3) peut ensuite être utilisée pour finalement écrire le modèle de 

prédiction de surface de réponse du 2
ème 

ordre en termes de variables naturelles. De 

plus, afin d'examiner l'adéquation du modèle ajusté, un tracé de probabilité normale 

doit être approximativement le long d'une ligne droite. De plus, les valeurs calculées 

des coefficients de déterminations multiples (R²) et R² ajusté, donnent également des 

informations sur l'adéquation du modèle ajusté, où 

     
    

   

   
(    )                                                                                         (4.5) 

avec L, nombre total d'observations (Myers et al 2016). 

4.2  Schémas de conception expérimentale 

Saturated Design (SD), Box-Behnken Design (BBD), Central Composite 

Design (CCD) sont des schémas de conception expérimentale qui sont souvent utilisés 

pour générer des points d'échantillonnage expérimentaux pour l'ajustement des 

surfaces de 2
ème

 ordre. D'excellentes descriptions de ces méthodes peuvent être 

trouvées dans (Myers et al 2016). 

Afin d'optimiser les paramètres de réponse, chaque paramètre du plan 

d'expérience est étudié à cinq niveaux différents (–α, –1, 0, +1, +α). Le choix des cinq 

niveaux pour chaque variable est requis par ce plan afin d'explorer la région de la 

surface de réponse proche de l'optimum. Saturated Design (SD) et Central Composite 

Design (CCD) sont les plans expérimentaux les plus largement utilisés pour modéliser 

respectivement des surfaces de réponse de second ordre sans et avec termes croisés. 
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a) Schéma linéaire  

 

 

b) Schéma SD sans termes croisés 
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c) Schéma SD avec termes croisés 

 

d) Schéma BBD 

 

e) Schéma CCD sans termes croisés 

Figure 4.1. Différents type  schémas de conception expérimentale dans l’espace 

codé pour k=3 

Le schéma SD sans termes croisés (illustré sur la Figure. 4.1.b, pour k = 3 

variables) est composé de 2k points axiaux (±α, 0, 0, …, 0), (0, ±α, 0, … , 0), …, (0, 

0, …, ±α) et un nombre de répétitions choisi au centre du domaine (0, 0, 0, …, 0) ou 

points centraux, avec α = (Nf)
1 /4  et  Nf =2

k
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Le schéma SD avec termes croisés (illustré sur la Figure. 4.1.c, pour k = 3 

variables) est composé de 2k points axiaux (±α, 0, 0, …, 0), (0, ±α, 0, … , 0), …, (0, 

0, …, ±α),  k(k-1) points des arêtes du cube (1, 1, 0, …, 0), (0, 1, 1, …, 0), …, (0, 0, 

…,1, 1) et un nombre de répétitions choisi au centre du domaine (0, 0, 0, …, 0) ou 

points centraux, avec α = (Nf)
1 /4  et  Nf =2

k. 

Le schéma BBD avec termes croisés (illustré sur la Figure. 4.1.d, pour k = 3 

variables) est composé de 2k(k-1) points des arêtes du cube (±1, ±1, 0, …, 0), (0, ±1, 

±1, …, 0), …, (0, 0, …,±1, ±1) et un nombre de répétitions choisi au centre du 

domaine (0, 0, 0, …, 0) ou points centraux. 

Le schéma CCD (illustré sur la Figure. 4.1.e, pour k = 3 variables) est composé 

de Nf = 2
k
 points au sommets du cube, 2k points axiaux (±α, 0, 0, …, 0), (0, ±α, 0, … 

, 0), …, (0, 0, …, ±α) et un nombre de répétitions choisi au centre du domaine (0, 0, 0, 

…, 0) ou points centraux, avec avec α = (Nf)
1 /4  et  Nf =2

k. 

4.3 Comparaison entre les schémas d'échantillonnage 

Le schéma Saturated Design est moins précise mais plus efficace puisqu’il 

nécessite un nombre de points d’échantillonnage similaire aux nombre total de 

coefficients inconnus pour définir la surface de réponse, mais il n’a pas le niveau de 

précision souhaité. En utilisant Saturated Design, un polynôme de 2
eme

 ordre peut être 

généré sans et avec des termes croisés et le nombre total d'échantillon nécessaire 

sera : 2k+1 et (k+1)(k+2)/2, respectivement.  

Le CCD est plus précis mais moins efficace car il  nécessite un nombre 

d'échantillon élevé pour construire un polynôme de 2
eme

 ordre. Le nombre nécessaire 

des points d'échantillonnage expérimentaux pour l'ajustement des surfaces de 2
ème

 

ordre pour le CCD est 2
k
+2k+1.  

Box et Behnken, 1960 ont développé une famille de conceptions efficaces à 

trois niveaux pour l'ajustement des surfaces de réponse du second ordre. Box-

Behnken deisgn est une option efficace et constitue en fait une alternative importante 

au CCD. Le nombre nécessaire des points d'échantillonnage expérimentaux pour 

l'ajustement des surfaces de 2
ème

 ordre pour le BBD est 2k(k-1)+1. 
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Les schémas d'échantillonnage SD sans et avec termes croisés, BBD et CCD 

avec termes croisés, sont représentés sur la figure 4.1 pour k = 3. D'après la figure, il 

est très clair que pour k = 3, ils nécessiteront respectivement 7, 10, 13 et 15 points 

d'échantillonnage pour tous les cas dans le but de générer un RS modéliser 

respectivement des surfaces de réponse de second ordre. 

Table 4.1. Comparaison entre les schémas d’échantillonnage 

schémas 

d'échantillonnage 

Nombre de 

variables aléatoires 
Nombre des points d'échantillonnage 

SD sans termes 

croisés 

5 

20 
2k+1 

11 

41 

SD avec termes 

croisés 

5 

20 
(k+1)(k+2)/2 

21 

231 

BBD 
5 

20 
2k(k-1)+1 

41 

761 

CCD 
5 

20 
2

k
+2k+1 

43 

1048617 

Dans le Tableau 4.1, lorsque le nombre total de variables aléatoires est 

relativement petit, pour k = 5, le nombre d'échantillon est 11, 21, 41 et 43 

respectivement pour les quatre schémas. Cependant, si k est augmenté à 20, ce qui 

représente un grand système structurel, les points d'échantillonnage expérimentaux 

seront respectivement 41, 231, 761 et 1048617. Cet exemple montre clairement, que 

pour des problèmes relativement petits, le CCD peut être utilisé avec une exactitude 

garantie. Par contre, pour des grands systèmes structurels, si l’on considère 

uniquement l’efficacité, le CCD ne sera pas pratique à mettre en œuvre. Cependant, 

SD et BBD nécessitent une étude plus approfondie compte tenu de l'efficacité et de 

l'exactitude du système à analyser. 

4.4 Méthode de fiabilité couplée à une surface de réponse 

En cas de réponse du système analytiquement inconnue ou dans le cas où les 

dérivées des variances par les méthodes du premier et du second ordre sont 

laborieuses (voir annexe C), Tandjiria et al, 2000  ont proposé une approche s’est 
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prouvé efficace et qui sera adopté dans cet étude. Le concept de cette méthode est 

d'approcher la réponse du système y(x) (par exemple l’équation (4.6)) par une 

fonction explicite des variables aléatoires, et d'améliorer l'approximation via des 

itérations. L'algorithme numérique pour l'analyse de fiabilité à l'aide de la méthode de 

la surface de réponse est illustré sur la figure 4.2. 

     ∑      ∑      
  ∑ ∑      

 
       

   
   

 
   

 
                                          (4.6) 

où : xi sont les variables aléatoires (µi et σi étant leurs valeurs moyennes et écart-type)  

k est le nombre de variables aléatoires ; et (b0, bi, bii et bij) sont des coefficients à 

déterminer. 

Une brève explication de l'algorithme est donnée comme suit : 

1. Évaluez la réponse du système y(x) au point de valeur moyenne µ et aux points 

2
k
+2k chacun à µ ± hσ où h est choisi égal à 1,64 dans cet article ; 

2. Les valeurs 2
k
 +2k+1 ci-dessus de y(x) sont utilisées pour résoudre l'équation. 

(4.6) et trouvez les coefficients (b0, bi, bii et bij). Ensuite, la fonction de 

performance g(x) peut être construite pour donner une fonction de surface de 

réponse provisoire ; 

3. Résolvez les équations (3.13) et (3.14)  pour obtenir un point de conception 

provisoire et un βHL provisoire soumis à la contrainte que la fonction de 

performance provisoire de l'étape 2 soit égale à zéro ; 

4. Résolvez l’équation. (3.18) pour obtenir un Pf provisoire ; 

5. Répétez les étapes 1 à 4 jusqu'à convergence de Pf. Chaque fois que l'étape 1 est 

répétée, les 2
k
 +2k+1 points échantillonnés sont centrés sur le nouveau point de 

conception provisoire de l'étape 3. 
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Figure. 4.2. Algorithme numérique pour l’analyse fiabiliste en utilisant la méthode de 

surface de réponse. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Identification des variables aléatoires (x), valeurs moyennes (µ), écarts types (σ) 

et réponses structurelles 

Choisir un plan d’experience 

Résoudre Eq. ( 4.2) pour obtenir les coefficients bi de la surface 

de réponse approchée, 

 

Déterminer le point de conception et l'indice de fiabilité β par 

FORM en utilisant la surface de réponse calculée à l'étape 

précédente 

 

Solve Eq. (3.18) to Obtain a Tentative Pf 

Critère de convergence  

: |βk+1- βk|< 10
-2

 

Stop 

Yes 

No Non 

Oui 
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Les évaluations successives pour déterminer βHL en utilisant RSM sont  

illustrées dans la figure 4.3. La courbe I est la limite réelle de la fonction de 

performance, qu’est une fonction de deux paramètres dans l’espace d’origine. Le 

point (C) représente le point de conception. A cet effet, βHL du système est obtenu en 

trouvant le point C. La première approximation de la fonction de performance est 

obtenue en supposant le point O comme point d'échantillonnage. Dès  que la fonction  

de performance approximative est définie, la nouvelle valeur de βHL du système ainsi 

que le nouveau point de conception A situé sur la courbe II sont simplement trouvés 

en résolvant les équations (3.13) et (3.14) respectivement. Cependant, le point A ne 

coïncide pas avec C. Pour cela, et on adoptant la même procédure, une deuxième 

approximation de la fonction de performance (courbe III) est nécessaire en prenant le 

point de conception A comme point d'échantillonnage pour  trouver les coordonnés du 

point B. Ensuite, le point de conception C sur la courbe IV (la 3
eme

 approximation de 

la fonction de performance) est obtenue en de la même procédure. Enfin, comme C 

sur la courbe IV coïncide avec C sur la courbe I où la solution est obtenue, le 

processus est terminé. 

 

Figure 4.3. Procédure pour obtenir un indice de fiabilité en utilisant la méthode de 

surface de réponse  
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4.5 Conclusion : 

Les modèles de surface de réponse du second ordre permettent d'établir des 

relations fonctionnelles précises entre la capacité portante et les paramètres du sol. 

Cela offre plusieurs avantages numériques pour le calcul de la fiabilité : 

 Calcul rapide et précis des dérivées : les modèles du second ordre 

permettent de calculer rapidement et précisément les dérivées de la capacité 

portante par rapport aux paramètres du sol. Cela est essentiel pour l'évaluation 

de l'indice de fiabilité. 

 Réduction du temps de calcul et de la mémoire : L'utilisation de ces 

modèles réduit significativement le temps d'exécution CPU et les besoins en 

mémoire par rapport à la méthode de simulation de Monte-Carlo (MCS). La 

MCS nécessite en effet des efforts de calcul excessifs pour obtenir une bonne 

estimation de la fiabilité. 

 Extraction efficace des informations de sécurité : Les modèles de surface de 

réponse du second ordre permettent d'extraire efficacement les informations de 

sécurité souhaitées, comme l'indice de fiabilité. Cela est particulièrement 

avantageux pour l'optimisation de la conception géotechnique. 

En conclusion, l'utilisation de modèles de surface de réponse du second ordre 

offre de nombreux bénéfices numériques pour l'analyse de fiabilité géotechnique, en 

termes de précision, de temps de calcul et d'extraction des informations critiques. 

C'est une approche efficace et avantageuse par rapport aux méthodes de simulation 

plus coûteuses en ressources. 
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5 Résultats Numériques 

5.1 Introduction 

La fonction de performance des fondations superficielles reposant sur des sols 

de type c–φ peut être obtenue à l'aide d'une formule de capacité portante. L'une des 

équations les plus couramment utilisées pour l'analyse de la capacité portante est 

l'équation de Terzaghi, avec les approximations de Meyerhof pour les facteurs de 

capacité portante Nc, Nq et Nγ, tous exprimés en termes d'angle de frottement 

(Meyerhof, 1960). Les facteurs de forme sc, sq et sγ et les facteurs de profondeur dc, dq 

et dγ sont décrits dans DAS 2017. 

                                                                                        (5.1) 

où, qult est la capacité portante ultime, Df la profondeur d'encastrement et B est la 

largeur de la fondation en bande. 

5.2 Analyse de fiabilité de la sécurité des fondations sur des sols à 

paramètres corrélées  

Dans ce travail, une semelle filante de largeur B = 1,5 m à une profondeur D f = 

1,0 m, reposant sur un sol de type c–φ est considérée. Les valeurs des propriétés du 

sol et du chargement pour l'analyse conventionnelle et de fiabilité sont présentées 

dans le tableau 5.1.  

Tableau 5.1. Propriétés statistiques des variables d'entrée aléatoires du sol et du 

chargement 

les variables du sol et du 

chargement 
µ σ Xmin

* 
Xmax

* xmin
* xmax

* CoV (%) Distribution 

Cohésion (c), kPa 12 3.6 6.08 17.92 -1 +1 30 Normale 

Angle de frottement (ϕ), ° 33 1.65 30.29 35.71 -1 +1 5 Normale 

Poids unitaire ( ), kN/m
3
 15.8 1.58 13.20 18.40 -1 +1 10 Normale 

Profondeur de la fondation (Df), m 1 0.1 0.84 1.16 -1 +1 10 Normale 

Pression appliquée (q), kPa 460 92 308.67 611.33 -1 +1 20 Normale 
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Les limites supérieure et inférieure Xmax et Xmin sont respectivement basées sur 

l'hypothèse que les paramètres d'entrée du sol et du chargement suivent une 

distribution normale avec un niveau de confiance de 90%.  

 Pour la variable φ, par exemple, les valeurs Xmax et Xmin  sont définies comme suit: 

    (  )=     (  ) +hσφ  

   (  ) =     (  ) -hσφ  

Où : 

     (  ) est la moyenne de la distribution. 

 σ est l'écart-type de la distribution. 

 ℎ est le facteur de confiance, qui est défini comme ℎ=1.64 pour un niveau de 

confiance de 90%. 

Pour la variable naturelle φ, les valeurs sont : 

 Xmaxφ=33+1.64*1.65=35.71° 

 Xminφ=33−1.64*1.65=30.29° 

Les variables Xmaxφ et Xminφ sont définies dans l’espace codée comme suit : 

       
     (   (  )    (  ))  

(   (  )    (  ))  
 =

      (           )  

(           )  
    

       
     (   (  )    (  ))  

(   (  )    (  ))  
 =

      (           )  

(           )  
    

Sur la base des valeurs moyennes des propriétés du sol, la valeur moyenne de la 

capacité portante ultime de la fondation est calculée comme étant égale à 1388,53 

kPa. Pour un facteur de sécurité égal à 3,0, la capacité portante admissible qadmissible du 

sol de fondation est qadmissible = 462,84 ≈ 460 kPa. 

5.1.1 Comparaison entre les méthodes probabilistes 

Basé sur la fonction de performance donnée par équation (5.2), ci-dessous 

 (        )      (        )                                                                      (5.2) 



Chapitre 5 

 

ENP 2024 Page 57 
 
 
 

où g(φ, c, γ, Df) > 0 indique la sécurité tandis que g(φ, c, γ, Df) < 0 représente la 

défaillance. 

Les expressions analytiques des dérivées du premier ordre et du second ordre 

correspondant à l’équation capacité portante nécessaires pour une analyse fiabiliste 

des fondations reposant sur basées sur RSM sont données à l’Annexe D 

Tableau 5.2 Indice de fiabilité par rapport à la défaillance de la capacité portante à 

l'aide des méthodes MCS, RSM pour k=4 variables aléatoires avec les caractéristiques 

statistiques suivantes (  =33°- CoVϕ = 5%;   =15.8 kN/m3- CoVγ = 10%;  =12 

kPa - CoVc = 30%;   
=1m - CoVDf = 10%) 

Le tableau 3 montre les valeurs de l'indice de fiabilité en utilisant MCS et 

SORM pour k = 4 variables aléatoires normales φ, c, γ, Df. On voit que la valeur de 

l'indice de fiabilité β en utilisant SORM couplé au schéma expérimental CCD pour 

ajuster le modèle de surface de réponse quadratique complète (abrégé ci-après en 

Méthode: 

Schéma de 
conception : 

  MCS 

 

 

RSM 

Linear 

 

RSM 

Linear 

+interaction 

 

RSM 

Saturated 

Design SD 

RSM 

Saturated 

Design SD 

RSM 

Box-Behnken 

designs               

( BBD) 

RSM 

Central 

composite 

design CCD 

N°   

points  

expérimentaux  

 

2
k
 

(16) 

2
k
 

(16) 

2k+1 

(9) 

(k+1)(k+2)/2 

 

2k(k-1)+1 2
k
 +2k+1 

β                             

Erreur 

3.69 3.05 3.20 3.31 3.98 3.85 3.71 

- -17.34% -13.20% -10.43% 7.94% 4.32% 0.61% 

Temps 

d’exécution 

(sec) 

1796.07 0.023 0.351 0.9596 1.0061 1.0451 1.0728 

Linear 2
k
:         ∑     

 
    

SD( 2k+1) :      ∑     
 
    ∑      

  
       

Linear +interaction 

2
k
:     ∑     

 
    ∑ ∑        

 
     

   
    

BBD+CCD+SD :     ∑     
 
    ∑      

  
    

∑ ∑        
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RSM-CCD) est le schéma de conception expérimentale le plus précis 

(Erreur/MCS=0.61%), avec des temps d’exécutions CPU comparables, par rapport aux 

schémas SD et BBD. 

De plus, les résultats du RSM-CCD sont en excellent accord avec ceux de la 

technique de simulation de Monte Carlo contrairement aux résultats obtenus à partir 

du Saturated design (RSM-SD avec (k + 1)(k + 2)/2 et (2k + 1) points échantillons). Il 

est également à noter que les résultats basés sur le RSM-BBD expérimental sont 

acceptables, tandis que RSM linéaire et RSM linéaire + les termes d'interaction pour 

l'ajustement des surfaces de réponse avec des points d'échantillonnage de 2k doivent 

être rejetés par rapport aux résultats de la méthode MCS. 

Il est également significatif que le temps d’exécution CPU requis pour générer 

l'indice de fiabilité par MCS en utilisant l'équation de Meyerhof (1796,07 s) était 1674 

fois celui nécessaire pour RSM-CCD (1,0728 s), en utilisant un ordinateur portable 

avec les caractéristiques suivantes : Intel® Core™ i5 Processeur M 520 à 2,40 GHz. 

Sur la base de ces résultats, nous ne considérerons dans ce qui suit que le schéma 

expérimental CCD (sauf indication contraire) pour effectuer des analyses de fiabilité. 

5.2.2 Résultats de la méthode de surface de réponse obtenue à partir de 

l'équation de Meyerhof 

Un indice préliminaire de fiabilité du calcul de sensibilité montre que pour la 

plage de variation des variables d'entrée φ, c, γ, Df, le problème de capacité portante 

avec k = 4 variables peut se réduire essentiellement à un problème avec k = 3 

variables φ, c, γ en utilisant la méthode MCS avec un pourcentage d'erreur sur β ne 

dépassant pas 4 % (c-à-d 
(                           ) 

             
=4%). Sur cette base, seules les 

variables de sol φ, c, γ seront considérées dans l'évaluation de la sécurité du problème 

de capacité portante à l'aide de l'équation de Meyerhof. 

Le tableau 5.3 montre une réplique de central composite design (voir figure 4.1.e) 

pour la construction d'une surface de réponse pour la capacité portante ultime à l'aide 

d'un modèle de surface de réponse quadratique complet basé sur 15 combinaisons de 

variables d'entrée du sol et la réponse correspondante obtenue à partir de l'équation de 
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Meyerhof. Pour les variables naturelles, par exemple (combinaison 7), les valeurs φ7, 

c7 et γ7  sont définies comme suit: 

  =     (  ) +hσφ =33+1.64*1.65=35.72 ° 

  =     (  ) +hσc =12+1.64* 3.6=17.94 kPa 

  =     (  ) -hσγ=15.8-1.64*1.58=13.2kN/m
3 

Tableau 5.3. Une réplique de central composite design CCD montrant 15 

combinaisons de variables de sol d'entrée (k = 3) et la capacité portante 

correspondante obtenue à partir de l'équation de Meyerhof 

No Exp 
Variables codées Variables naturelles                   

(kPa) 
xφ xc xγ   (°) c (kPa) ϒ (kN/m

3 
) 

1  -1  -1  -1 30.28 6.06 13.19 691.20 

2  -1  -1 +1 30.28 6.06 18.41 873.66 

3  -1 +1  -1 30.28 17.94 13.19 1142.40 

4  -1 +1 +1 30.28 17.94 18.41 1324.86 

5 +1  -1  -1 35.72 6.06 13.19 1391.72 

6 +1  -1 +1 35.72 6.06 18.41 1793.56 

7 +1 +1  -1 35.72 17.94 13.19 2129.46 

8 +1 +1 +1 35.72 17.94 18.41 2531.31 

9 -α 0 0 28.42 12 15.8 820.29 

10 +α 0 0 37.58 12 15.8 2525.58 

11 0 -α   0 33 2.01 15.8 907.74 

12 0 +α   0 33 21.99 15.8 1869.31 

13 0  0 -α 33 12 11.42 1163.70 

14 0  0 +α 33 12 20.18 1613.35 

15 0  0   0 33 12 15.8 1388.53 

Basé sur la formule de Meyerhof équation (5.1) et le schéma CCD, l'équation de 

surface de réponse du 2
 ème

 ordre pour la capacité portante est la suivante : 

qult=14402- 882.8 ϕ - 197.0 γ - 96.5 c+ 13.445 ϕ ²- 0.124 γ² - 0.024 c²      

       + 7.726 ϕ γ+ 4.434 ϕ c- 0.0001 γ c 

(5.3) 
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En traçant les courbes de parité (voir figure 5.1), donnant les valeurs prédites 

(équation (5.3)) en fonction des valeurs expérimentales (Tableau 5.3), on peut voir 

que les résultats obtenus à partir du modèle de surface de réponse du 2
ème

 ordre sont 

en excellent accord avec ceux des résultats expérimentaux de conception. La ligne 

approximativement droite dans le diagramme de probabilité normale illustré sur la 

figure (5.2) et les valeurs calculées de R² et R²adj (égales à 99,92% et 99,85% 

respectivement), confirment l'adéquation du modèle ajusté RSM-CCD de 2
ème

 ordre a 

noté que ces valeurs de R² et R²adj sont très proches de 100 %, ce qui indique que la 

majeure partie de la variabilité de la capacité portante est expliquée par le modèle de 

surface de réponse quadratique entièrement complet du 2
ème

 ordre. En utilisant Second 

Ordre Second Moment SOSM [16], les valeurs moyennes (μqult) et d'écart type (σqult) 

de la capacité portante (c'est-à-dire qult) obtenues sont respectivement de 1412,63 kPa 

et 363,37 kPa. 

Figure 5.1. Comparaison des valeurs expérimentales et prédites de qult  

Figure 5.2. Graphique de probabilité normale pour qult en utilisant le modèle RSM-

CCD 
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Une représentation 3D pour qult en utilisant équation (5.1) est illustrée à la 

figure 5.3 tandis que les tracés de contour pour qult obtenus à partir de RSM-CCD et 

équation (5.1) sont présentés dans la figure 5.4. Il est clairement observé que pour la 

plage de variation attendue des paramètres d'entrée du sol considérés dans la présente 

étude, les résultats de RSM-CCD coïncident pratiquement avec les courbes de niveau 

obtenues à partir de l'équation de Meyerhof, et que le RSM-CCD quadratique non 

linéaire complet de la capacité portante ultime est très précis. 

Figure 5.3. Représentation 3D pour qult en utilisant l'équation (5.1) 

Figure 5.4. Tracé de contour pour qult obtenu à partir du modèle RSM-CCD et de 

l'équation (5.1). 

82 30 32 34 3

006

0021

0081

0042

8282
8

4
036 38

2
16

12
8

202
6

0042

0003

)aPk( tluq

)aPk( c

)°( ϕ



Chapitre 5 

 

ENP 2024 Page 62 
 
 
 

5.2.3 Effet de la corrélation des paramètres du sol sur l'indice de fiabilité par 

rapport à la défaillance de la capacité portante 

Pour illustrer l'effet de la corrélation sur l'indice de fiabilité, le tableau 5.4 

présent les résultats de l'indice de fiabilité βHL calculé à l'aide de SORM pour les 

valeurs sélectionnées ci-dessus des paramètres statistiques et pour diverses valeurs du 

coefficient de corrélation ρ = 0, 25, 50 et 75 % correspondants respectivement au cas 

1, au cas 2, au cas 3 et au cas 4, en supposant des distributions normales et 

lognormales des variables d'entrée du sol. 

Tableau 5.4 L'indice de fiabilité βHL en supposant des distributions normales (ND) et 

log-normales (LND) des paramètres non corrélés et corrélés du sol  

On observe que les variations du coefficient de corrélation ont un effet 

considérable sur l'indice de fiabilité, particulièrement lorsque le coefficient de 

corrélation est grand (ρ = 0,75 ; cas 4). Par exemple, pour CoVφ = 10 % et ρ = 0,75 

(cas 4) en supposant des variables d'entrée du sol normales corrélées, βHL = 3,29 

(c'est-à-dire Pf = 0,0501 %) alors que βHL = 2,71 (c'est-à-dire Pf = 0,3364 %) lorsque ρ 

= 0 (cas 1). Cela représente une augmentation de 21,4 % de βHL (c'est-à-dire une 

diminution de 85 % de Pf). Pour les mêmes valeurs d'incertitudes des variables 

d'entrée du sol mais pour le cas d'une distribution lognormale, l'augmentation de βHL 

est égale à 21,85 % (soit une diminution de 98 % de Pf). En outre, il est clair que 

l'indice de fiabilité diminue considérablement avec l'augmentation des valeurs de 

CoVφ pour les distributions normales et log-normales. De plus, ces résultats montrent 

𝐶o ϕ 

(%) 

Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4 

ND LND ND LND ND LND ND LND 

5 3.93 4.97 4.02 4.97 4.04 5.05 4.06 5.11 

7 3.41 3.96 3.56 4.06 3.70 4.23 3.81 4.54 

10 2.71 3.02 2.87 3.14 3.06 3.33 3.29 3.68 

15 1.95 2.13 2.05 2.23 2.18 2.38 2.33 2.64 
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que la probabilité de défaillance est une indicatrice plus sensible de l'effet de 

corrélation que l'indice de fiabilité. 

 

Figure .5.5.  Indice de fiabilité de la capacité portante ultime pour les distributions 

normales (ND) et lognormales (LND) des variables d'entrée du sol (  =33° - CoV   

=5-15%;   =15.8kN/m
3
- CoVγ=10%;     =12kPa- CoVc=30%) 

De même, à partir de la figure. 5.5, on voit que pour le cas de la distribution 

normale (ND) des variables d'entrée du sol, l'indice de fiabilité augmente légèrement 

pour des valeurs croissantes de |ρij|, mais diminue de manière significative avec des 

valeurs croissantes de CoVφ. On peut également noter que la prise en compte de la 

corrélation entre les paramètres d'entrée du sol affecte marginalement les valeurs de 

l'indice de fiabilité pour les valeurs inférieures de CoVφ. Des tendances similaires 

sont également observées pour le cas de la distribution lognormale (LND) des 

variables d'entrée du sol, mais avec des valeurs d'indice de fiabilité plus élevées. 

5.3 Analyses de sensibilité de l'indice de fiabilité 

5.3.1 Sensibilité de l'indice de fiabilité aux distributions normale et lognormale 

des variables du sol et du chargement 

Les principaux résultats de l'étude de l'influence de la pression aléatoire q 

appliquée pour deux distributions statistiques (normale et lognormale) sur la sécurité 

de la fondation sont résumés dans le tableau 6. L'indice de fiabilité Hasofer-Lind βHL, 
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les points de conception correspondants (φ*, c*, γ*, q*) pour différentes valeurs de 

pression aléatoire appliquée allant de petites valeurs jusqu'à la pression appliquée 

ultime qult, sont présentés à l'aide de l'équation (5.4). 

 (       )      (     )                                                                                   (5.4) 

 

Tableau 5.5 Valeurs de l'indice de fiabilité β, points de conception correspondants et 

probabilités de défaillance à partir du critère de capacité portante ultime pour 

différentes pressions appliquées (  =33°-CoVϕ=5%;   =15.8 kN/m3-CoVγ=10%; 

  =12 kPa-CoVc=30%; CoVq=20%) 

Pressions appliquée q (kPa) σq ϕ* c* γ * q* βHL 

                                    Normal variables 

300 60 29.03 0.76 13.94 436.81 4.70 

460 92 29.74 4.91 14.58 651.39 3.57 

600 120 30.44 7.16 14.94 809.39 2.75 

800 160 31.31 9.22 15.28 998.89 1.82 

1000 200 32.02 10.52 15.51 1155.47 1.08 

1200 240 32.58 11.40 15.68 1285.79 0.48 

1388.53 277.71 33.00 15.80 12.00 1388.53 0.00 

                                    Lognormal variables 

300 60 29.20 7.28 14.36 685.66 5.23 

460 92 30.15 8.26 14.77 817.36 3.72 

600 120 30.78 8.94 15.01 916.57 2.80 

800 160 31.49 9.75 15.27 1042.85 1.81 

1000 200 32.07 10.43 15.46 1157.13 1.06 

1200 240 32.57 11.02 15.61 1263.13 0.46 

1376.73 275.35 33.00 15.80 12.00 1376.73 0.00 

Il ressort clairement du tableau 5.5 que l'indice de fiabilité diminue avec 

l'augmentation de la pression appliquée jusqu'à s'annuler pour une pression appliquée 

égale à la valeur moyenne de la capacité portante ultime. Ce cas correspond à un état 

de défaillance déterministe pour lequel le coefficient de sécurité F = 1 obtenu pour les 
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valeurs moyennes des variables aléatoires. La probabilité de défaillance 

correspondante est égale à 50 %. 

Il est à noter égalment que pour les plus faibles pressions appliquées, il existe 

une différence significative entre les valeurs βHL obtenues lors de l'utilisation des 

distributions statistiques normales et lognormales les variables d'entrée du sol et du 

chargement. Cependant, cette différence diminue pour la plage supérieure de pression 

appliquée jusqu'à la valeur moyenne de la capacité portante ultime. On remarque en 

outre que les valeurs du MPP de la pression appliquée q* sur la fondation et l'indice 

de fiabilité βHL sont significativement plus élevés pour une plage inférieure de 

pression appliquée en supposant une distribution lognormale du sol et des propriétés 

de chargement. 

5.3.2 Sensibilité de l'indice de fiabilité à la réduction du nombre de variables 

aléatoires 

Tableau 5.6. Analyse de sensibilité de l'indice de fiabilité à la réduction du nombre 

de variables (  =33°-CoV   =5%;   =15.8 kN/m3-CoVγ=10%;   =12 kPa-

CoVc=30%;    =1 m- CoVDf =10%; µq=460-CoVq=20%) 

Nombre de variables αϕ αq αc αϒ βHL erreur (%) 

 SORM 4variables (ϕ,c, γ,q) -0.55 0.58 -0.55 -0.22 3.57 
 

 SORM 3 variables (ϕ,c,q) -0.58 0.60 -0.55 - 3.67 2.80% 

 SORM 2 variables (ϕ,q) -0.70 0.72 - - 4.58 28.29% 

NB : erreur=
(         ) 

    
 

Le tableau 5.6 présente les résultats de l'analyse de sensibilité de l'indice de 

fiabilité aux réductions successives du nombre de variables aléatoires. On voit que le 

problème à 4 variables (φ, c, γ, q) peut être réduit à un problème à 3 variables 

comprenant les paramètres de résistance et le chargement (φ, c, q) avec des 

sensibilités également importantes : –0,58, –0,55 et 0,60, respectivement, et un 

pourcentage d'erreur sur βHL inférieur à 3 %. On observe aussi que pour le cas de 2 

variables aléatoires φ et q peut être écartés en pratique. Les facteurs de sensibilité    
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(Xi= ϕ, c, γ, q) traduisent l'importance relative des variables aléatoires affectant la 

fiabilité et peuvent être calculés à l'aide de l'équation (5.5) 

   
  

  

   
|
  

√∑
  

   
|
  

   
  

   ⁄                                                                                           (5.5)        

où X* est le point de conception.   

5.3.3 Sensibilité de l'indice de fiabilité aux incertitudes sur les variables de 

chargement et de résistance au cisaillement du sol 

Pour étudier les effets de la variabilité des paramètres de résistance du sol et le 

caractère aléatoire du chargement sur l'indice de fiabilité, la figure 5.6 montre l'indice 

de fiabilité par rapport aux coefficients de variation des variables de résistance du sol 

et du chargement. La valeur du facteur de sécurité est prise égale à 3 (µq = 460 kPa). 

Les résultats montrent que l'indice de fiabilité est fortement influencé par le 

coefficient de variation de l'angle de frottement beaucoup plus que celle de la 

cohésion et du chargement qui ont approximativement la même influence. Cela 

signifie que la détermination précise de ces paramètres est essentielle pour obtenir des 

résultats probabilistes significatifs. Des tendances similaires (non représentées sur la 

figure) sont également observées pour les variables aléatoires lognormales mais avec 

des valeurs βHL significativement plus élevées. 

Figure.5.6. Indice de fiabilité par rapport à différents niveaux d'incertitudes en 

utilisant une distribution normale (  =33°,    =12kPa,     =460kPa) 

 



Chapitre 5 

 

ENP 2024 Page 67 
 
 
 

Figure .5.7 Résultats de l'analyse de fiabilité utilisant le modèle RSM-CCD et MCS, 

par rapport à la pression appliquée pour différents CoVϕ (  =33°;   =15.8 kN/m3-

CoVγ=10%;   =12 kPa-CoVc=30%; CoVq=20%) 

Figure .5.8. Résultats de l'analyse de fiabilité utilisant le modèle RSM-CCD et MCS, 

par rapport à la pression appliquée pour différents CoVq (  =33°-CoVϕ=5%; 

  =15.8 kN/m3-CoVγ=10%;   =12 kPa-CoVc=30%) 

Les résultats probabilistes présentés à la figure 5.7, montrent que la pression 

admissible sur la fondation varie de 354 kPa à 515 kPa pour CoVφ = 5 %, de 216 kPa 

à 351 kPa pour CoVφ = 10 % et de 130 kPa à 235 kPa pour CoVφ = 15 % afin 

d'obtenir des valeurs d'indice de fiabilité βHL comprises entre 3 et 4, comme indiqué 

dans la zone ombrée. On voit également que la pression admissible calculée à partir 

de la formule classique de Meyerhof pour la capacité portante ultime pour un facteur 
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de sécurité égal à 3,0 (c'est-à-dire qall = 460 kPa) n'est satisfaisante que dans le cas de 

CoVφ = 5% car elle est associée à la plage requise d’indice de fiabilité β (3–4). 

De même, on peut montrer sur la figure 5.8 que la pression admissible sur la 

fondation formule classique de Meyerhof pour la capacité portante ultime pour un 

facteur de sécurité égal à 3,0 est dans le cas présent satisfaisante dans tous les cas de 

CoVq (10%–30%), car il est associé à la plage requise d'indice de fiabilité β (3–4). 

De plus, on peut remarquer que les résultats probabilistes obtenus à partir du 

modèle RSM-CCD coïncident pratiquement avec ceux obtenus à partir de la méthode 

MCS. Cependant, il faut noter que le nombre de simulations requises par l'algorithme 

RSM-CCD (2k + 2k + 1) pour k = 4 variables (φ, c, γ, q) conduit à 25*4 simulations 

(voir Tableau 5.7) contre 150000 MCS nécessaire pour atteindre une valeur stable de 

CoVPf < 5% (voir Figure 5.9) considérée dans la présente étude. Il s'ensuit qu'un 

avantage considérable de l'utilisation de l'algorithme RSM-CCD est en termes de 

temps d'exécution CPU et de besoins en mémoire. 

Tableau 5.7. Indice de fiabilité contre la rupture de capacité portante en utilisant 

la RSM-CCD couplées à la méthode SORM pour k=4 variables aléatoires φ, c, γ 

et q (µφ=33°- CoVϕ = 10%; μγ=15.8 kN/m3- CoVγ = 10%; μc=12 kPa - CoVc = 30%; 

μq =460kPa- CoVq = 20%). 

Méthode Itération ϕ* c* γ* q* β 
|Erreur| 

(%) 

Temps 

d'exécution 

RSM- CCD 

1 27,75 15,22 8,33 545,28 2,14 
 

1,1648 
2 26,33 15,26 8,55 537,36 2,41 11,20% 

3 26,22 15,26 8,46 540,19 2,47 2,43% 

4 26,18 15,26 8,44 540,98 2,48 0,40% 
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Figure .5.9. Coefficient de variation de la probabilité de défaillance en fonction 

du nombre d'échantillons en utilisant la méthode de simulation de Monte Carlo 

 

5.4 Conclusion 

Des modèles de surface de réponse quadratiques linéaires et non linéaires ont 

été appliqués pour l'évaluation de la sécurité des fondations superficielles contre la 

rupture de la capacité portante sous des charges aléatoires et reposantes sur des sols c-

φ présentant des propriétés corrélées multivariées. 

Il est montré, que les résultats probabilistes basés sur BBD et CCD sont en bon 

accord avec les résultats de simulation de Monte Carlo et peuvent réduire 

considérablement les coûts de calcul dans les analyses de fiabilité. 

Les deux cas de distribution normale et lognormale des variables de sol ont 

montré que la variabilité de la capacité portante ultime du sol est beaucoup plus 

sensible à l'angle de frottement qu'aux autres paramètres d’entrée. Il a été constaté 

que, les variations du coefficient de corrélation ont un effet considérable sur l'indice 

de fiabilité, particulièrement lorsque le coefficient de corrélation est grand (ρ = 0,75) 

et des valeurs du CoVφ élevées.  

Il est donc essentiel de choisir la distribution qui correspond le mieux aux 

caractéristiques des données analysées. L'utilisation d'une distribution normale peut 

être plus conservatrice, mais elle peut également conduire à des décisions non 

économiques. Une analyse approfondie et une compréhension des implications de 
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chaque distribution sont nécessaires pour optimiser les résultats des calculs et prendre 

des décisions éclairées. 
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Conclusions générales 

Le travail présenté dans cette thèse a étudié essentiellement l'applicabilité de 

plusieurs modèles de surface de réponse de 2
ème 

ordre en conjonction avec le modèle 

déterministe de Meyerhof, pour évaluer la sécurité sous chargement aléatoire, contre 

la rupture de la capacité portante des fondations superficielles reposant sur des sols de 

type c – φ avec des paramètres corrélés. Une comparaison des résultats de fiabilité 

obtenus à l'aide de la technique MCS avec ceux des modèles de surface de réponse du 

2
ème

 ordre basés sur des expériences de conception couplées à SORM a été réalisée. 

En outre, les implications d'une éventuelle corrélation croisée entre des paires de 

paramètres d'entrée du sol sur la sécurité des fondations contre la défaillance de la 

capacité portante ont été examinées pour les distributions : normale et lognormale. De 

plus, les effets de la variabilité du sol et du caractère aléatoire du chargement sur la 

sécurité des fondations ont été analysés. 

A partir des résultats présentés dans cette étude, les conclusions suivantes 

peuvent être tirées : 

 Les résultats des techniques de conception expérimentales montrent que CCD 

est plus précis (avec des temps d’exécution CPU pratiquement comparables) 

que BBD et SD par rapport aux résultats de MCS. Les valeurs de l'indice de 

fiabilité des termes linéaire et linéaire + interaction ont montré des écarts 

marqués par rapport aux résultats de simulation de Monte Carlo, ce qui 

suggère que ces modèles devraient être rejetés dans la pratique. 

 Il est également montré que la prise en compte de la corrélation affecte de 

manière significative l'indice de fiabilité pour les grandes valeurs d'incertitude 

de l'angle de frottement du sol. Contrairement aux sols sableux, l'hypothèse 

couramment utilisée de paramètres d'entrée non corrélés s'avère conservatrice 

comparativement à celle des paramètres corrélés. 

 L'indice de fiabilité s'avère très sensible aux incertitudes d'angle de frottement 

du sol beaucoup plus qu’à celles de la cohésion et du chargement qui ont 

approximativement la même influence, surtout dans le cas de variables 
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lognormales. Cela signifie que la détermination précise de ces incertitudes est 

essentielle pour obtenir des résultats probabilistes significatifs. 

 Les résultats probabilistes montrent que l'indice de fiabilité diminue de 

manière importante avec l'augmentation de la pression appliquée, et qu'il 

existe une différence significative entre les indices de fiabilité calculés, sur la 

base des hypothèses de distributions normales et lognormales, en particulier 

pour les plages inférieures de chargement appliqué. 
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Annexes 

Annexe A  

Dans la méthode de fiabilité du premier ordre (FORM), les paramètres d’entrés 

X sont prétendues d’être distribuées selon une loi normal (Hasofer, A. M., & Lind). A cet 

effet, l’évaluation de la fiabilité par l’équation (3.13) le calcul de probabilité 

structurelle donné dans l'équation 3.9 est inadéquat pour une distribution non-

normale. Hélas, la majorité des problèmes de fiabilité d’ingénierie estiment que la 

distribution des paramètres d’entrés incertains est non-normale. Pour cela divers, 

méthodes ont été développé pour contourner ce problème des variables aléatoires non-

normale en effectuant des transformations (telles que Rosenblatt [16], et Hohenbichler 

et Rackwitz [10]). Une transformation simple et approximative appelée distribution 

normale équivalente, est exposée ci-dessous.  

La distribution normale équivalente est obtenue en utilisant une approximation en 

série de Taylor (les termes d’ordres supérieurs sont ignorés) de la transformation au 

point de conception : 

      [   
(  

 )]  
 

  
(   [   

(  
 )])|

  
 (     

 )                                           (A.1) 

où :              

 

  
   [   

(  )]  
   (  )

 (   *   
(  )+)

                                                                             (A.2) 

En remplaçant l’équation (A.2) dans l’équation (A.1), on trouve :   

   
   *  

     *   
(  

 )+ (   *   
(  

 )+)    (  
 )+

 (   *   
(  

 )+)    (  
 )

                                                       (A.3) 

qui peut s'écrire sous la fourme :  

   
    

  
 

 
  
 

                                                                                                               (A.4) 

où    
(  ) est la fonction de distribution cumulative marginale,  
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(  ) est la fonction de densité de probabilité, 

    
  et    

  sont les moyennes et les écarts types équivalentes des distributions 

normales approximatives, et qui sont données par les formules suivantes : 

   
  

 (   *   
(  

 )+)

   (  
 )

                                                                                                (A.5) 

   
    

     [   
(  

 )]   
                                                                                  (A.6) 
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Annexe B 

Matrice expérimentale x pour k=3 variables codées 

 

 Schéma  linéaire  

 

  x1 x2 x3 

x= 

1 -1 -1 -1 

1 -1 -1  1 

1 -1  1 -1 

1 -1  1  1 

1  1 -1 -1 

1  1 -1  1 

1  1  1 -1 

1  1  1  1 

 

 Schéma SD sans termes croisés 

  

  x1 x2 x3 x1² x2² x3² 

x= 

1 -1.68  0  0 2.82 0 0 

1  1.68  0  0 2.82 0 0 

1  0 -1.68  0 0 2.82 0 

1  0  1.68  0 0 2.82 0 

1  0  0 -1.68 0 0 2.82 

1  0  0  1.68 0 0 2.82 

1  0  0  0 0 0 0 

 

 Schéma SD avec termes croisés 

 

  x1 x2 x3 x1² x2² x3² x1 x2      x1 x3    x2 x3 

x= 

1 1 1 0 1 1 0 1 0 0 

1 1 0  1 1 0 1 0 1 0 

1 0  1 1 0 1 1 0 0 1 

1 -1.68  0  0 2.82 0 0  0  0  0 

1  1.68  0  0 2.82 0 0  0  0  0 

1  0 -1.68  0 0 2.82 0  0  0  0 

1  0  1.68  0 0 2.82 0  0  0  0 

1  0  0 -1.68 0 0 2.82  0  0  0 

1  0  0  1.68 0 0 2.82  0  0  0 

1  0  0  0 0 0 0  0  0  0 
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 Schéma BBD  

 

  x1 x2 x3 x1² x2² x3² x1 x2      x1 x3    x2 x3 

x= 

1 -1 -1 0 1 1 0 1 0 0 

1 -1 1 0 1 1 0 -1 0 0 

1 1 -1 0 1 1 0 -1 0 0 

1 1 1 0 1 1 0 1 0 0 

1 -1 0 -1 1 0 1 0 1 0 

1 -1 0 1 1 0 1 0 -1 0 

1 1 0 -1 1 0 1 0 -1 0 

1 1 0 -1 1 0 1 0 -1 0 

1 0 -1 -1 0 1 1 0 0 1 

1 0 -1 1 0 1 1 0 0 -1 

1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 

1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 

1  0  0  0 0 0 0  0  0  0 

 

 Schéma CCD  

 

  x1 x2 x3 x1² x2² x3² x1 x2      x1 x3    x2 x3 

x= 

1 -1 -1 -1 1 1 1  1  1  1 

1 -1 -1  1 1 1 1  1 -1 -1 

1 -1  1 -1 1 1 1 -1  1 -1 

1 -1  1  1 1 1 1 -1 -1  1 

1  1 -1 -1 1 1 1 -1 -1  1 

1  1 -1  1 1 1 1 -1  1 -1 

1  1  1 -1 1 1 1  1 -1 -1 

1  1  1  1 1 1 1  1  1  1 

1 -1.68  0  0 2.82 0 0  0  0  0 

1  1.68  0  0 2.82 0 0  0  0  0 

1  0 -1.68  0 0 2.82 0  0  0  0 

1  0  1.68  0 0 2.82 0  0  0  0 

1  0  0 -1.68 0 0 2.82  0  0  0 

1  0  0  1.68 0 0 2.82  0  0  0 

1  0  0  0 0 0 0  0  0  0 
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Annexe C  

Dérivées partielles de l’équation de la capacité portante (l'équation de Terzaghi, avec 

les approximations de Meyerhof) 

 
     

   
  

     

  
= (c*((2*tan(π/4 + φ/2))/15 + 1)*((exp(π*tan(φ))*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 

1) + 1)*(tan(φ)^2 +1))/tan(φ)^2 - (3*γ*tan((7*φ)/5)*(tan(π/4 + φ/2)^2/30 + 

1/30)*((exp(π*tan(φ))*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1) + 1))/4 - (c*((2*tan(π/4 + 

φ/2))/15 + 1)*((exp(π*tan(φ))*cos(φ))/(sin(φ) - 1) - 

(exp(π*tan(φ))*cos(φ)*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1)^2 + (π*exp(π*tan(φ))*(sin(φ) 

+ 1)*(tan(φ)^2 + 1))/(sin(φ) - 1)))/tan(φ) - (3*γ*tan((7*φ)/5)*(tan(π/4 + 

φ/2)/15 + 1)*((exp(π*tan(φ))*cos(φ))/(sin(φ) - 1) - 

(exp(π*tan(φ))*cos(φ)*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1)^2 + (π*exp(π*tan(φ))*(sin(φ) 

+ 1)*(tan(φ)^2 + 1))/(sin(φ) - 1)))/4 - (3*γ*(tan(π/4 + φ/2)/15 + 

1)*((7*tan((7*φ)/5)^2)/5 + 7/5)*((exp(π*tan(φ))*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1) + 

1))/4 - (γ*exp(π*tan(φ))*(sin(φ) + 1)*(tan(π/4 + φ/2)^2/30 + 1/30))/(sin(φ) - 

1) - (γ*exp(π*tan(φ))*cos(φ)*(tan(π/4 + φ/2)/15 + 1))/(sin(φ) - 1) - (c*(tan(π/4 

+ φ/2)^2/15 + 1/15)*((exp(π*tan(φ))*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1) + 1))/tan(φ) + 

(γ*exp(π*tan(φ))*cos(φ)*(tan(π/4 + φ/2)/15 + 1)*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1)^2 - 

(π*γ*exp(π*tan(φ))*(tan(π/4 + φ/2)/15 + 1)*(sin(φ) + 1)*(tan(φ)^2 + 

1))/(sin(φ) - 1) 

 

(C.1) 

     

  
=(-(((2*tan(π/4 + φ/2))/15 + 1)*((exp(π*tan(φ))*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 

1) + 1))/tan(φ)) 

(C.2) 

     

  
 =(- (3*tan((7*φ)/5)*(tan(π/4 + φ/2)/15 + 1)*((exp(π*tan(φ))*(sin(φ) + 

1))/(sin(φ) - 1) + 1))/4 - (exp(π*tan(φ))*(tan(π/4 + φ/2)/15 + 1)*(sin(φ) + 

1))/(sin(φ) - 1)) 

(C.3) 
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 
      

    
 

      

   
  (2*c*((2*tan(φ/2 + pi/4))/15 + 1)*(tan(φ)^2 + 

1)*((exp(pi*tan(φ))*cos(φ))/(sin(φ) - 1) - (exp(pi*tan(φ))*cos(φ)*(sin(φ) + 

1))/(sin(φ) - 1)^2 + (pi*exp(pi*tan(φ))*(sin(φ) + 1)*(tan(φ)^2 + 1))/(sin(φ) - 

1)))/tan(φ)^2 - (3*γ*(tan(φ/2 + pi/4)/15 + 1)*((7*tan((7*φ)/5)^2)/5 + 

7/5)*((exp(pi*tan(φ))*cos(φ))/(sin(φ) - 1) - (exp(pi*tan(φ))*cos(φ)*(sin(φ) + 

1))/(sin(φ) - 1)^2 + (pi*exp(pi*tan(φ))*(sin(φ) + 1)*(tan(φ)^2 + 1))/(sin(φ) - 

1)))/2 - (2*c*(tan(φ/2 + pi/4)^2/15 + 1/15)*((exp(pi*tan(φ))*cos(φ))/(sin(φ) - 

1) - (exp(pi*tan(φ))*cos(φ)*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1)^2 + 

(pi*exp(pi*tan(φ))*(sin(φ) + 1)*(tan(φ)^2 + 1))/(sin(φ) - 1)))/tan(φ) - 

(3*γ*tan((7*φ)/5)*(tan(φ/2 + pi/4)^2/30 + 

1/30)*((exp(pi*tan(φ))*cos(φ))/(sin(φ) - 1) - (exp(pi*tan(φ))*cos(φ)*(sin(φ) + 

1))/(sin(φ) - 1)^2 + (pi*exp(pi*tan(φ))*(sin(φ) + 1)*(tan(φ)^2 + 1))/(sin(φ) - 

1)))/2 - (c*((2*tan(φ/2 + pi/4))/15 + 1)*((exp(pi*tan(φ))*sin(φ)*(sin(φ) + 

1))/(sin(φ) - 1)^2 - (exp(pi*tan(φ))*sin(φ))/(sin(φ) - 1) - 

(2*exp(pi*tan(φ))*cos(φ)^2)/(sin(φ) - 1)^2 + 

(2*exp(pi*tan(φ))*cos(φ)^2*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1)^3 + 

(2*pi*exp(pi*tan(φ))*cos(φ)*(tan(φ)^2 + 1))/(sin(φ) - 1) + 

(pi^2*exp(pi*tan(φ))*(sin(φ) + 1)*(tan(φ)^2 + 1)^2)/(sin(φ) - 1) - 

(2*pi*exp(pi*tan(φ))*cos(φ)*(sin(φ) + 1)*(tan(φ)^2 + 1))/(sin(φ) - 1)^2 + 

(2*pi*exp(pi*tan(φ))*tan(φ)*(sin(φ) + 1)*(tan(φ)^2 + 1))/(sin(φ) - 1)))/tan(φ) 

- (3*γ*tan((7*φ)/5)*(tan(φ/2 + pi/4)/15 + 1)*((exp(pi*tan(φ))*sin(φ)*(sin(φ) 

+ 1))/(sin(φ) - 1)^2 - (exp(pi*tan(φ))*sin(φ))/(sin(φ) - 1) - 

(2*exp(pi*tan(φ))*cos(φ)^2)/(sin(φ) - 1)^2 + 

(2*exp(pi*tan(φ))*cos(φ)^2*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1)^3 + 

(2*pi*exp(pi*tan(φ))*cos(φ)*(tan(φ)^2 + 1))/(sin(φ) - 1) + 

(pi^2*exp(pi*tan(φ))*(sin(φ) + 1)*(tan(φ)^2 + 1)^2)/(sin(φ) - 1) - 

(2*pi*exp(pi*tan(φ))*cos(φ)*(sin(φ) + 1)*(tan(φ)^2 + 1))/(sin(φ) - 1)^2 + 

(2*pi*exp(pi*tan(φ))*tan(φ)*(sin(φ) + 1)*(tan(φ)^2 + 1))/(sin(φ) - 1)))/4 - 

(C.4) 
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(21*γ*tan((7*φ)/5)*(tan(φ/2 + pi/4)/15 + 1)*((7*tan((7*φ)/5)^2)/5 + 

7/5)*((exp(pi*tan(φ))*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1) + 1))/10 - 

(3*γ*((7*tan((7*φ)/5)^2)/5 + 7/5)*(tan(φ/2 + pi/4)^2/30 + 

1/30)*((exp(pi*tan(φ))*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1) + 1))/2 + 

(γ*exp(pi*tan(φ))*sin(φ)*(tan(φ/2 + pi/4)/15 + 1))/(sin(φ) - 1) + 

(2*c*((2*tan(φ/2 + pi/4))/15 + 1)*((exp(pi*tan(φ))*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1) + 

1)*(tan(φ)^2 + 1))/tan(φ) - (2*c*tan(φ/2 + pi/4)*(tan(φ/2 + pi/4)^2/2 + 

1/2)*((exp(pi*tan(φ))*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1) + 1))/(15*tan(φ)) - 

(γ*tan((7*φ)/5)*tan(φ/2 + pi/4)*(tan(φ/2 + pi/4)^2/2 + 

1/2)*((exp(pi*tan(φ))*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1) + 1))/20 + 

(2*γ*exp(pi*tan(φ))*cos(φ)^2*(tan(φ/2 + pi/4)/15 + 1))/(sin(φ) - 1)^2 - 

(2*γ*exp(pi*tan(φ))*cos(φ)*(tan(φ/2 + pi/4)^2/30 + 1/30))/(sin(φ) - 1) - 

(2*c*((2*tan(φ/2 + pi/4))/15 + 1)*((exp(pi*tan(φ))*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1) + 

1)*(tan(φ)^2 + 1)^2)/tan(φ)^3 + (2*c*(tan(φ/2 + pi/4)^2/15 + 

1/15)*((exp(pi*tan(φ))*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1) + 1)*(tan(φ)^2 + 1))/tan(φ)^2 

- (γ*tan(φ/2 + pi/4)*exp(pi*tan(φ))*(sin(φ) + 1)*(tan(φ/2 + pi/4)^2/2 + 

1/2))/(15*(sin(φ) - 1)) - (γ*exp(pi*tan(φ))*sin(φ)*(tan(φ/2 + pi/4)/15 + 

1)*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1)^2 - (2*γ*exp(pi*tan(φ))*cos(φ)^2*(tan(φ/2 + 

pi/4)/15 + 1)*(sin(φ) + 1))/(sin(φ) - 1)^3 + 

(2*γ*exp(pi*tan(φ))*cos(φ)*(sin(φ) + 1)*(tan(φ/2 + pi/4)^2/30 + 

1/30))/(sin(φ) - 1)^2 - (2*γ*pi*exp(pi*tan(φ))*(sin(φ) + 1)*(tan(φ/2 + 

pi/4)^2/30 + 1/30)*(tan(φ)^2 + 1))/(sin(φ) - 1) - 

(2*γ*pi*exp(pi*tan(φ))*cos(φ)*(tan(φ/2 + pi/4)/15 + 1)*(tan(φ)^2 + 

1))/(sin(φ) - 1) - (γ*pi^2*exp(pi*tan(φ))*(tan(φ/2 + pi/4)/15 + 1)*(sin(φ) + 

1)*(tan(φ)^2 + 1)^2)/(sin(φ) - 1) + (2*γ*pi*exp(pi*tan(φ))*cos(φ)*(tan(φ/2 + 

pi/4)/15 + 1)*(sin(φ) + 1)*(tan(φ)^2 + 1))/(sin(φ) - 1)^2 - 

(2*γ*pi*exp(pi*tan(φ))*tan(φ)*(tan(φ/2 + pi/4)/15 + 1)*(sin(φ) + 

1)*(tan(φ)^2 + 1))/(sin(φ) - 1) 

      

   
 0                                                                                                (C.5) 

      

   
 0                                                                                                               (C.6) 
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 
      

      
  

      

    
  (((2*tan(phi/2 + pi/4))/15 + 1)*((exp(pi*tan(phi))*(sin(phi) + 

1))/(sin(phi) - 1) + 1)*(tan(phi)^2 + 1))/tan(phi)^2 - ((tan(phi/2 + pi/4)^2/15 + 

1/15)*((exp(pi*tan(phi))*(sin(phi) + 1))/(sin(phi) - 1) + 1))/tan(phi) - 

(((2*tan(phi/2 + pi/4))/15 + 1)*((exp(pi*tan(phi))*cos(phi))/(sin(phi) - 1) - 

(exp(pi*tan(phi))*cos(phi)*(sin(phi) + 1))/(sin(phi) - 1)^2 + 

(pi*exp(pi*tan(phi))*(sin(phi) + 1)*(tan(phi)^2 + 1))/(sin(phi) - 1)))/tan(phi) 

(C.7) 

      

    
  (exp(pi*tan(phi))*cos(phi)*(tan(phi/2 + pi/4)/15 + 1)*(sin(phi) + 

1))/(sin(phi) - 1)^2 - (3*(tan(phi/2 + pi/4)/15 + 1)*((7*tan((7*phi)/5)^2)/5 + 

7/5)*((exp(pi*tan(phi))*(sin(phi) + 1))/(sin(phi) - 1) + 1))/4 - 

(3*tan((7*phi)/5)*(tan(phi/2 + pi/4)^2/30 + 1/30)*((exp(pi*tan(phi))*(sin(phi) 

+ 1))/(sin(phi) - 1) + 1))/4 - (exp(pi*tan(phi))*(sin(phi) + 1)*(tan(phi/2 + 

pi/4)^2/30 + 1/30))/(sin(phi) - 1) - (exp(pi*tan(phi))*cos(phi)*(tan(phi/2 + 

pi/4)/15 + 1))/(sin(phi) - 1) - (3*tan((7*phi)/5)*(tan(phi/2 + pi/4)/15 + 

1)*((exp(pi*tan(phi))*cos(phi))/(sin(phi) - 1) - 

(exp(pi*tan(phi))*cos(phi)*(sin(phi) + 1))/(sin(phi) - 1)^2 + 

(pi*exp(pi*tan(phi))*(sin(phi) + 1)*(tan(phi)^2 + 1))/(sin(phi) - 1)))/4 - 

(pi*exp(pi*tan(phi))*(tan(phi/2 + pi/4)/15 + 1)*(sin(phi) + 1)*(tan(phi)^2 + 

1))/(sin(phi) - 1) 

(C.8) 

      

    
 0 

(C.9) 
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Annexe D 

Dérivées partielles de l’équation de RSM pour la capacité portante 

                            
       

       
         

                 
(D.1) 

 

 
     

   
  

     

   
                                                                                     (D.2) 

     

   
                                                                                        (D.3) 

     

   
                                                                                      (D.4) 

 
      

    
  

      

    
                                                                                                             (D.5) 

      

    
                                                                                                              (D.6) 

      

    
                                                                                                             (D.7) 

 

 
      

      
  

     

     
                                                                                                               (D.8) 

     

     
                                                                                                              (D.9) 

     

     
                                                                                                              (D.10) 
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