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Abstract

This engineering memory hinges on the study of a particular sort of
industrial robot; in fact, this robot belongs to the family of parallel robots
(ISIR8S).

The study had begun by a general introduction on parallel robots, then, the
delta robot was described with underlining his own characteristics. Next, we
have pursued by modeling the Delta robot. The core of our work was the part
devoted to the development of an appropriate control laws for the Delta robot
(quickness and accuracy).

Keywords: Manipulator Robots, Parallel robots, Delta, Robot’s Control

RESUME

Ce projet de fin d’étude se focalise sur 1’étude d’un robot industriel d’un
genre particulier. Ce robot appartient a la classe des robots paralleles (ISIR8S).

Notre étude a commencée par une introduction générale dont on a décrit les
différents travaux qu’on a abordé. Ensuite, on a introduit un chapitre qui traite
des généralités sur les robots paralleles, puis on a établi une mod¢lisation
(géométrique, cinématique et dynamique). Les deux chapitres suivants ont traité
des techniques de commande appliquées sur le robot. On a finis cette mémoire
par une conclusion générale dont on a cité les différents résultats établis tout au
long du projet.

Mots-clés : Robots manipulateurs, Robots paralléles, Delta, Commande des
robots.
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Introduction générale

Durant les trois derniéres décennies, le domaine de la robotique a connu
un progres considérable aussi bien en recherche scientifique que dans les applica-
tions industrielles. Selon leurs structures mécaniques, il existe, principalement,
deux types de robots manipulateurs; Les robots sériels et les robots paralléles.
Les manipulateurs séries consistent en un certain nombre de chaines cinéma-
tiques reliées en série les unes aux autres par des articulations. Chaque articu-
lation de la chaine cinématique est habituellement actionnée par un actionneur
hydraulique, pneumatique ou électrique. Ce type de structure est connu en tant
que mécanisme a chaine ouverte. Les manipulateurs paralléles sont constitués
d’un certain nombre de chaines cinématiques connectées en paralléle les unes
aux autres. Ces chaines cinématiques travaillent ensemble pour déplacer ’organe
terminal appelé effecteur. Ce type de robots est utilisé dans le milieu industriel
depuis les années 1990, plus particulierement dans l'industrie agro-alimentaire.
Par rapport aux robots sériels classiques, les robots paralléles présentent un cer-
tain nombre d’avantages. A savoir ; leur grande rigidité, leur vitesse d’exécution
¢levée ainsi que leur grande précision. Le robot delta est considéré comme le
premier robot paralléle léger développé dans les années 1980 par le professeur
Reymond Clavel [1] & 'Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne (EPFL). R.
Clavel a congu la structure mécanique du robot delta. Il a également élaboré
son modéle géométrique (directe et inverse) ainsi que son modéle dynamique
inverse. L’étude que nous avons menée dans ce travail concerne le robot pa-
rallele Delta ISIR88 a 4 degrés de liberté. Ce robot, disponible au Laboratoire
de Commande des Processus de 'ENP, a été congu par I'équipe de Clavel de
I’EPFL. A travers notre recherche, nous avons constaté que la quasi-totalité des
travaux considérent le modeéle géométrique établi par Clavel. Il est a noter que
la complexité de ce modele le rend difficile & manipuler analytiquement. C’est
le premier inconvénient que nous avons remarqué sur ce modeéle. Le méme pro-
bléme se présente dans le modéle géométrique inverse établit soit par Clavel [1]
ou par Codourey [2]. Notre recherche bibliographique nous a indiqué 'utilisa-

tion de la dérivation numérique afin d’éviter les calculs analytiques fastidieux

15



TABLE DES MATIERES

des deux modeles géométriques. La mise oeuvre d’'une commande sur le robot
exige au moins trois dérivées. Deux dérivées pour établir le modéle dynamique
et une troisieme dérivée pour la génération de la commande. En effet, la dériva-
tion numérique peut engendrer des erreurs importantes sur le résultat final. Afin
de remédier & cet inconvénient, nous avons développer un modeéle géométrique
(directe et inverse) dont les expressions algébriques sont simples et explicites
afin d’éviter les dérivées numériques et par conséquent les erreurs de calcul. En
effet, le modele d’état et les commandes linéaires, particulierement la linéari-
sation exigeant des dérivées partielles d’ordre 3, sont purement analytiques. Il
est & noter que le modele établi par Clavel décrit bien le comportement méca-
nique des robots a actionnement directe [3], ce qui n’est pas le cas pour le robot
Delta ISIR 88, car ce robot posséde un réducteur mécanique pour transmettre
les couples entre les moteurs et le bras correspondant (robot & actionnement
indirecte). Ce réducteur comporte une roue sous forme de demi-disque dont la
masse est considérable. Donc une force de gravité que nous avons jugé non négli-
geable. Cette modélisation constitue I'une de nos contributions principales dans
le présent travail. En plus de cette modélisation analytique, nous avons effectué
une modélisation mécanique par construction du robot Delta ISIR88 sous le
logiciel SolidWorks. Le modele élaboré est ensuite transporter vers I'outil Sim-

Mechanics qui est un outil de modélisation mécanique tres puissant sous Matlab.

Le mémoire est organisé en Cing chapitres :

Dans le premier chapitre, nous donnons une revue sur les robots paralléles, en
particulier le robot Delta. Leurs caractéristiques, leurs avantages par rapport
aux robots sériels ainsi que leurs utilisations industrielles.

Le deuxiéme chapitre traite de la modélisation, ot nous avons élaborés un nou-
veau modele géométrique. En observant la structure géométrique du robot d’une
maniére différente, nous avons pu aboutir & un modéle géométrique (directe et
inverse) plus simple que celui développé par Clavel. En exploitant ces modéles,
nous avons développés un modele cinématique analytique.

Ceci constitue une autre contribution dans notre travail. Nous avons ensuite éla-
borer un modeéle dynamique en tenant compte de la roue du réducteur, qui a été
négligé dans le modele dynamique de Clavel, cette contribution nous a permis
d’établir un modele dynamique plus réaliste. Ce chapitre est terminé avec une
modélisation dans 'espace d’état du robot sous une forme affine. Cette classe
de systémes présente plusieurs avantages en terme de synthése de lois de com-
mande, telles que les modes de glissements, le backstepping, les systémes flous,’

Le troisiéme chapitre concerne la construction d’un modeéle mécanique du robot
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en utilisant le logiciel SolidWorks qui sera ensuite connecté a 'outil SimMecha-
nics. L’ensemble est utilisé pour créer des animations du robot Delta ISTR88
ainsi que pour la comparaison des différents modeéles.

Le quatrieme chapitre est consacré a la synthése de la commande ou plusieurs
types de commandes linéaires et non linéaires sont proposées. Dans I’ensemble
des méthodes proposées nous avons pris en considération les interactions méca-
niques entre les chaines cinématiques. Dans les travaux que nous avons rencontré
dans la littérature, ces interactions sont souvent soit négligées, soit considérées
comme perturbations ou comme des erreurs de modélisation.

Dans le cinquieme et dernier chapitre, nous avons con¢u un estimateur de la
masse manipulée en vue d'une commande adaptative. Cet estimateur augmente
la robustesse des commandes d'une maniére remarquable. Un observateur du
courant des moteurs est également synthétisé.

Le travail est cloturé par une conclusion générale.
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES ROBOTS PARALLELES

1 Introduction

1.1 Définition

Un robot paralléle est un manipulateur & mécanisme en chaine cinéma-
tique fermée dont l'organe terminal est relié a la base par plusieurs chaines
cinématiques indépendantes. Les manipulateurs a cinématique paralleéle sont
aujourd’hui de plus en plus utilisés. Leur dynamique rapide (grande vitesse et
grande acceleration) et leurs capacités de charge importantes sont avantageuse-

ment mises & profit dans le monde industriel.

1.2 Historique

L’historique des robots paralléles est controversé. Cependant, grace aux
travaux de Merlet et de Bonev [3], il existe une chronologie assez précise de
I’apparition des robots paralléles. Tout d’abord, Merlet indique que la théorie
sur les mécanismes paralléles a été explorée bien avant l'apparition du terme
robot. Certains problémes théoriques concernant les robots paralléles ont donc
été résolus bien avant leur apparition. Ensuite, Bonev rappelle que le premier
brevet déposé pour un mécanisme paralléle porte sur un mécanisme sphérique
destiné a étre utilisé comme plate-forme de cinéma dynamique en 1928. Trop en
avance sur son temps, cette machine n’a jamais été construite. Quelques dizaines
d’années plus tard, Williard L.V. Pollard [4] congoit ce qui est considéré comme
le premier robot paralléle industriel. Son fils fait breveter cette invention qui

n’a, elle non plus, jamais été produite.
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Figure .1 — Premier robot paralléle spatial industriel, breveté en 1942 [1]

Finalement, le premier robot paralléle industriel ayant vu le jour est
I’hexapode en forme d’octaédre inventé par Eric Gough, également appelé plate-
forme de Gough. Cet hexapode a été construit afin de tester des pneus pour la
société Dunlop et le premier exemplaire a été produit en 1954. Pour beaucoup
de chercheurs, I'invention de la plate-forme de Gough marque le début de l’ére
des robots paralleles. L’autre événement majeur de la robotique paralléle est
I'invention du premier robot paralléle léger, le robot Delta, par le professeur
Clavel dans les années 80. Ce robot, qui est a ce jour le robot parallele le plus
vendu dans le monde, marque 'arrivée des robots paralléles rapides destinés,
entre autres, & des taches de conditionnement. Le robot Par4, est un parfait
exemple de 'engouement de l'industrie pour les robots paralléles rapides. Il
existe un grand nombre de cinématiques différentes de robots paralléles et leurs
applications possibles sont nombreuses : simulateur de vol, machine-outil, robot
de prise et dépose, positionneur de haute précision, robot médical, capteurs d’ef-
fort, etc. Aujourd’hui encore, de nouveaux domaines s’ouvrent pour ces robots
notamment grace a la recherche sur les robots redondants, les robots a cables

ou les robots ultra rapides.

2 Avantages des robots paralléles

e Capacité de charge élevée.

e Possibilité de mouvements a haute dynamique (accélérations élevées).

ENP 2016



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES ROBOTS PARALLELES

eRigidité mécanique élevée.
eFaible masse mobile.

ePossibilité de positionner les actionneurs directement sur la base fixe ou trés
proche de celle-ci. Cette particularité a les conséquences positives sui-

vantes :

1. grand choix de moteurs et de réducteurs par le fait que leur masse

joue peu de role dans l'inertie du manipulateur.

2. simplification importante des problémes de liaisons entre les moteurs,

les capteurs et le controleur (cablage plus simple et plus fiable).

3. facilité de refroidissement des actionneurs, donc diminution des pro-
blémes de précision diis aux dilatations et puissance potentielle éle-

vée.

4. facilité d’isoler les moteurs de 'espace de travail pour des activités
en atmosphere propre ou avec risque de déflagration ou encore pour

les applications nécessitant des lavages a grande eau.

5. Facilité d’intégration de capteurs.

3 Inconvénients des robots paralléles

eModeéles géométriques directs (MGD) parfois difficiles & déterminer.
eVolume de travail limité en regard du volume total du mécanisme.
eFort couplage entre le mouvement des différentes chaines cinématiques.

ePrésence de singularités qui conduisent a une perte de contréle de la structure

mobile.

4 Les générations des robots paralléles

Il existe deux générations de robots paralleles :

1. La premiére génération connue par les plates-formes de Gough et Stewart,
ces manipulateurs ont 6 articulations prismatiques et ils ont 6 degrés de

liberté.
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Figure .2 — Plateforme Stewart [1]

2. La deuxiéme génération connue par la structure Delta de Clavel. Les ro-
bots de cette famille sont capables de performances exceptionnelles (vi-
tesses jusqu’a 10 m/s et accélération jusqu’a 50 G). Ils ont comme prin-

cipales caractéristiques :
eDes actionneurs fixes sur le bati.

eDes composants mobiles légers.

Figure 1.3 — Robot Delta de 'EPFL [1]

5 Architecture

5.1 Introduction

Il existe différentes facons de classer les robots paralléles. La plus répan-
due consiste a les regrouper en fonction de la spatialité de leur organe terminal.

Il est difficile de faire une liste exhaustive de toutes les différentes architectures
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de robots paralleles, néanmoins Merlet répertorie un grand nombre de ces dif-
férentes architectures dans son livre dédié aux robots paralléles [3|. Dans la
suite de ce manuscrit, nous nous intéressons essentiellement aux robots paral-
leles de type plate-forme de Gough, Delta et Par4. Nous allons donc présenter

briévement ces trois types de robots paralléles.

5.2 La Plate-forme de Gough

Comme nous l'avons souligné précédemment, les hexapodes ont été les
premiers robots paralléles industrialisés. Un des représentant de cette famille, la
plate-forme de Gough, est I'une des architectures paralléles la plus étudiée et la
plus reproduite dans le monde universitaire ainsi que dans le monde industriel.
La plate-forme de Gough fait partie de la famille des manipulateurs a six ddl. Les
six chaines reliant la base a la nacelle sont identiques comme le montre le graphe
d’agencement. Cette architecture sera utilisée comme systéeme de mesure pour
I’étalonnage du robot Delta linéaire. Or, pour cette utilisation de la plate-forme
de Gough, le calcul de son modéle géométrique directe (MGD) est nécessaire.
Si, comme pour la plupart des robots paralléeles, le Modele Géométrique Inverse
(MGI) de la plate-forme de Gough, reliant les variables articulaires g aux va-
riables opérationnelles x, s’écrit facilement de maniére analytique & partir des
équations de fermeture de boucle, ce n’est pas le cas de son MGD. Il existe des
méthodes permettant de trouver toutes les solutions de ce polynome, les plus
rapides étant la méthode utilisant les bases de Grébner ou la méthode utilisant
I’analyse par intervalles. Néanmoins, pour I'instant, aucune méthode ne permet
de déterminer la solution qui correspond a la position et a ’orientation réelle de
la nacelle. L’alternative pour calculr le MGD réside donc dans le calcul approché
de ce modeéle grace a des algorithmes itératifs tels que celui utilisant la méthode
de Newton-Raphson. Il s’agit de linéariser le probléme, et de déterminer une
solution numérique proche de la solution correspondant au mode d’assemblage
courant du robot. Cependant, cette résolution n’est pas complétement satisfai-
sante car la solution obtenue n’est pas exacte et il existe un risque de divergence
des algorithmes itératifs.

Parmi les domaines d’application de la plate-forme de Gough ou Stewart on

trouve le simulateur de vol.
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Figure 1.4 — Plateforme Stewart [1]

5.3 Le robot Pard

le robot Par4 a été développé au Laboratoire d’Informatique, de Robo-
tique et de Microélectronique de Montpellier (LIRMM) par Nabat, a partir des
travaux de Pierrot, Company et Krut sur les robots rapides a nacelle articulée,
en collaboration avec le centre de recherche basque Fatronik. Le robot Par4
fait partie de la famille des manipulateurs a quatre ddl : trois translations et
une rotation. Il est composé de quatre chaines cinématiques identiques qui se
rejoignent par paires sur deux demi-nacelles. Les deux demi-nacelles sont reliées
entre elles par deux barres fixées par liaisons pivots formant ainsi une liaison
[T. Un systeme d’amplification de la rotation permet d’obtenir une rotation de
I'organe terminal comprise entre —m et m, alors que la rotation intrinséque four-

. : . , - 7
nie par le mouvement relatif des deux demi-nacelles est comprise entre - et 7

Ce robot est actuellement commercialisé par la société Adept sous le nom
de Quattro. Il est le robot le plus rapide du marché pour les taches de prise et

dépose et permet d’effectuer 240 cycles par minute.

5.4 Le robot Delta

5.4.1 Historique

Depuis le début des années 1980, des centaines de nouveaux modéles ont
été proposés, et presque autant de demandes ont été déposées. Beaucoup de ces
architectures paralléles sont véritablement novatrices, mais une seule a permis
de développer le robot paralléle le plus réussi pour les applications industrielles :
le robot Delta.

Au cours de I'été 1985, le professeur Reymond Clavel de 'EPFL en Suisse, a eu
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I’idée géniale d’utiliser des parallélogrammes pour construire un robot paralléle
a 4 ddl pour les opérations de transfert rapide. Il a demandé une série de brevets,
sur la base desquels plusieurs compagnies, dont ABB, ont éventuellement obtenu
des licences. Pendant la durée de vie de ses principaux brevets, plus de 10
000 unités ont été fabriquées. Aujourd’hui, le design du robot Delta n’est plus

protégé et des dizaines de sociétés proposent leurs propres versions, y compris

FANUC, Motoman, et Kawasaki.

5.4.2 Spécifications du Robot Delta

eLe robot Delta a été inventé afin de répondre a la problématique d'un robot
manipulateur doté de trois degrés de liberté et une grande accélération.
En l'occurrence la premiére implémentation fiit un robot manipulateur de

chocolats.

ePar rapport aux architectures classiques tel que le robot SCARA (Selective
Compliance Assembly Robot Arm), les robots delta peuvent atteindre de
tres grandes accélérations mais avec un volume de travail plus restreint et
une cinématique bien plus complexe qu'un centre d’usinage 3 axes clas-

sique.

e[’architecture est particuliécrement adapté a des mouvements rapides dans

I'espace et des efforts sur ’axe z du robot.

5.4.3 Applications du robot Delta

Le robot delta est utilisé pour la mise en boite dans I’agro-alimentaire
(ex : de chocolats) ou la pharmacie ; en médecine, pour la manoeuvre d’un micro-
scope en salle d’opération ou comme dispositif a retour de force pour simulation
d’opération ; dans I'usinage de haute précision, avec un systéme de mesure au
nanomeétre et dans I'industrie, pour la prise de piéces pour chargement d’auto-

mates.

Depuis peu, ce principe est aussi utilisé pour I'impression tridimension-
nelle mais de conception artisanale.
Une autre application populaire pour les robots paralléles est l'opération de
transfert rapide. C’est surtout les robots Delta qui sont utilisés a cette fin.
Ceux-ci sont maintenant fabriqués par ABB, FANUC, Kawasaki, Motoman,
Panasonic, et des dizaines de petits fabricants a travers le monde. Il y a cepen-
dant une nouvelle tendance, les robots a quatre bras identiques qui a commencé

au moment ot Adept Technology a introduit le Quattro. Le Veloce, de Penta
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Robotics, est un autre robot de ce type. Finalement, Codian Roboticset VEL-
TRU fabriquent des robots Delta & deux bras, alors que Electro ABI offre des

robots Delta asymétriques.

5.4.4 Les types de Robot Delta

5.4.4.1 Delta a actionnement linéaire La nacelle a 3 degrés de liberté qui
sont les trois translations dans l'espace. Elle reste toujours paralléle au plan
horizontale, contrairement & une plateforme de Stewart (hexapod) qui peut
faire varier la longueur de ses 6 bras et donc faire pivoter la nacelle. La position
de la nacelle est entiérement déterminé par les positions verticales des trois

coulisseaux.

5.4.4.2 Delta a actionnement rotatif Ce type de robot Delta utilise trois ac-
tionneurs rotoides, ces actionneurs ne peuvent pas étre fixés directement aux
barres paralléles comme c’est le cas dans le Delta linéaire, car ces actionneurs
produisent un couple et donc pour transmettre une force de traction/poussée
aux barres paralléles on doit prévoir un bras couplé a ’axe de 'actionneur. Cet
avant bras est fixé a 'arbre du moteur d’un coté et a la barre de fixation des
barres paralléles de 'autre. Cela permet d’avoir une configuration équivalente

au cas du robot Delta linéaire.

6 Conclusion

Les robots paralléles présentent plusieurs avantages en terme de rigidité
meécanique et dynamique rapide. Le robot delta représente la derniére génération
des robots paralleles, il est caractérisé par sa légereté et ses accélérations trés
¢levées. Il y en a deux types des robots delta, ceux avec actionnement linéaire

et ceux avec actionnement rotatif.
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CHAPITRE II. CONSTRUCTION D’UNE CONCEPTION MECANIQUE DU
ROBOT DELTA ISIR88 PAR SOLIDWORKS ET SIMMECHANICS

1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons construire un modele de simulations dy-
namique du robot Delta identique a celui du Laboratoire en passant par deux

étapes essentielles :

eFaire une conception technique par SolideWorks, du robot delta disponible
au niveau du laboratoire en se basant sur les dessins techniques associé

au robot.

eExporter les fichiers de la conception technique & partir de SolidWorks vers

un environement de simulation associé a Simulink.

Figure II.1 — Robot Delta construit sous Solidworks

2 Description du robot Delta ISIR88 disponible au la-

boratoire de commandes des processus (LCP)

Ce robot paralléle & 4 degrés de liberté (x,y,z et o), spécialement dédié
4 la manipulation de piéces légéres (0 4 20 g), peut atteindre une cadence de
travail deux & trois fois supérieur a celle des robots séries a titre d’exemple,
il peut assurer le transfert de 3 piéces par seconde par 3 mouvements aller et
retour complets |10].

Description du robot DELTA ISIR88 et définition de ses constituants :

La figure suivante nous servira pour la description du robot Delta ISIR88 et de

son fonctionnement.
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ROBOT DELTA ISIR88 PAR SOLIDWORKS ET SIMMECHANICS

. @®

Figure I1.2 — Schéma mécanique du robot Delta ISIR88 disponible au LCP

Ce robot a 4 degrés de liberté est essentiellement un parallélogramme de
'espace; il est principalement constitué d’une "base fixe" (1) solidaire d'un bati
support de 'installation (non représenté) et d’une plaque mobile ; le nom donné a
cette derniére piece est "nacelle". La liaison entre la base fixe (1) et la nacelle (5)
est assurée par 3 chaines cinématiques; chacune d’elles est formée d'un "bras"
(2) monté en articulation pivot sur la base fixe et de 2 "barres paralléles" (3)
munies chacune d’une articulation (4) a chaque extrémité ; 'ensemble formé de
2 barres paralléles et des 2 éléments de liaison au bras et a la nacelle sera nommé
"parallélogramme". Chaque bras (2) est entrainé par un "moteur de bras" (7)
qui aura le plus souvent la forme d’'un ensemble moteur-réducteur-capteur ; de
fagon générale. Le "préhenseur" (10) sera monté en pivotement sur la nacelle
et entrainé par le moteur (6) par l'intermédiaire de 1""arbre télescopique" (8)
muni d'une articulation de type cardan (9) a chacune de ses extrémités.
L’orientation de la nacelle est constamment assurée par les 3 parallélogrammes
comportants chacun 2 petits cotés et 2 grands cotés formés par les barres pa-
ralleles ; chaque petit coté solidaire de I'extrémité d’un bras reste constamment
parallele a I'axe de rotation du bras considéré ; les 3 paires de barres paralléles
garantissent que les 3 petits cotés solidaires de la nacelle restent paralléles &
ceux solidaires de 'extrémité des bras et donc paralléles aux axes de rotation
des bras qui, par construction, sont situés dans un méme plan.

Les articulations aux extrémités des barres paralléles sont de type rotule, chaque
barre peut donc tourner autour de son axe longitudinal ; cette rotation ne per-
turbe pas le comportement de cette structure articulée formant le parallélo-
gramme de 'espace ; une liaison par des ressorts et des étriers entre les 2 barres

paralléles permet de simplifier la construction des rotules et limite les ébats en
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rotation des barres paralléles

La transmission entre I’'un des moteurs et le bras correspondant d’apres la figure
n’est pas direct, en effet la transmission est assurée par un systéme de réduction
constitué par une poulie (11), pignon (12) et une roue (13).afin d’obtenir un

rapport de réduction égale a 12 :1.

3  SimMechanics

SimMechanis est une Toolbox de MATLAB, celui-ci offre la possibilité
de créer le modeéle physique d’une structure mécanique possédant plusieurs élé-
ments assemblés par des liaisons connues (liaison pivot, rotule, encastrement .
.. ), ce modeéle est ensuite totalement utilisable comme un bloc Simulink. Sim-
Mechanics fournie un ensemble complet de bibliothéques de blocs permettant
la modélisation d’une structure mécanique. Les piéces figurant dans ces biblio-
theéque sont utilisées sous forme d’un bloc Simulink, on peut ainsi profiter de
la puissances de Simulink afin de simuler le systéme seul, avec une commande
ou encore en interaction avec d’autres types de systémes (électriques, hydrau-
liques, . . . ). SimMechanics est basé sur le logiciel Simscape, cette plate-forme
produites pour la modélisation de systémes physique sous Simulink permet une
modélisation et une conception de systémes en fonction de principes physiques
de base. Contrairement a d’autres blocs Simulink, qui représentent des opéra-
tions mathématiques opérés sur des signaux, les blocs Simscape représentent
directement des éléments ou des relations physiques. Le systéme de conception
SimMechanics est ainsi trés particulier, la construction d’un systéme mécanique
se base sur la connaissance physique de sa structure et non sur la connaissance
des équations analytique qui le décrivent, ce qui facilite grandement la modéli-
sation du systéme. Avec un tel outil on peut modéliser un systeme de fagon trés
proche de la réalité car nous n’avons pas a faire d’hypotheéses simplificatrices,
hypothéses nécessaires dans le cas du développement du modéle analytique du
systeme. Afin de construire le modéle sous SimMechanics, on doit spécifier les
éléments de base constituants le systéme (corps solides ou liaisons mécaniques).
Leurs propriétés (masse, inertie, géométrie), leurs mouvements possibles (types
d’articulations, . . . ), les contraintes cinématiques (actionneurs, . . . ) et le
systéme de coordonnées auquel est référencé le solide. On doit aussi spécifier la
position initiale de la structure. SimMechanics intégre aussi des outils de visua-
lisation qui permettent d’afficher et d’animer le comportement dynamique d’un

modeéle 3-D de la structure, avant et pendant la simulation.

ENP 2016

30



CHAPITRE II. CONSTRUCTION D’UNE CONCEPTION MECANIQUE DU
ROBOT DELTA ISIR88 PAR SOLIDWORKS ET SIMMECHANICS

4 Relation Simmechanics-SolidWorks

La modélisation du robot delta sous SolidWorks a été faite en passant
par plusieurs étapes, on a commencé en dessinant chaque piéce selon son dessin
technique, puis on les a rassemblé par les outils d’assemblages disponibles dans

SolidWorks afin d’aboutir a I'apparence finale du robot :

Figure 1.3 — Différentes piéces du robot delta

Apres avoir construit le robot delta sous SolidWorks selon les dessins
techniques associées au robot du laboratoire, on a exporté le fichier & partir
de SolidWorks vers SimMechanics (environnement de simulations mécaniques)
associé au logiciel Simulink pour établir sa construction en blocs sous cet envi-
ronnement. La construction d'un modéle mécanique sous SimMechanics est spé-
cifié par les éléments de base constituants le systéme (corps solides ou liaisons
mécaniques), Leurs propriétés (masse, inertie, géométrie), leurs mouvements
possibles (types d’articulations, . . .) , et le systéme de coordonnées auquel est
référencé le solide, et par spécification de la position initiale de la structure.

Le simmechanics offre la possibilité d’utiliser le modele exporté :
eComme un modele géométrique direct pour tester les modeéles analytiques.

ecomme un modele dynamique direct, ou soit comme un modele dynamique
inverse, la premiére possibilité permet de faire des simulations pour vérifier
le modele dynamique analytique (les équations mécaniques), et 'utiliser

pour tester les commandes.

ENP 2016

31



CHAPITRE II. CONSTRUCTION D’UNE CONCEPTION MECANIQUE DU
ROBOT DELTA ISIR88 PAR SOLIDWORKS ET SIMMECHANICS
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tique.
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Figure I1.5 — Le bloc de la base
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CHAPITRE II. CONSTRUCTION D’UNE CONCEPTION MECANIQUE DU
ROBOT DELTA ISIR88 PAR SOLIDWORKS ET SIMMECHANICS

FFFFF L4 f D
aaaaaaa Pice1 PignorDants_& RIGD
& o
PPPPP ‘
Revolute 11 1_pouliel

O
Parallel
..,
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plus reducteur|

Figure I1.6 — Le bloc du bras
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CHAPITRE II. CONSTRUCTION D’UNE CONCEPTION MECANIQUE DU
ROBOT DELTA ISIR88 PAR SOLIDWORKS ET SIMMECHANICS

!
12 g5
Conni
Sphericall
Flo
5 F2
Y F1
Planar BarreParalieles_2_RIGID 7
o g
F1J5 Conn3
BarreParalleles_1_RIGI 7 7 Spherical?
Ppp—2 P P—C
Conn2 Connd
Spherical Sphericalp

Figure II.7 — Le bloc des barres paralléles

Parameétres Géométriques et mécanique :

Apres avoir dessiné le robot en solidWorks suivant les parameétres des dessins
techniques du robot (longueurs et matériaux de la matiére), on a utilisé les ou-
tilles d’évaluations de solidWorks (Propriétés de masse, Mesurer) pour calculer

les longueurs, les masses, et les moments d’inertie des différents organes.
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CHAPITRE II. CONSTRUCTION D’UNE CONCEPTION MECANIQUE DU

ROBOT DELTA ISIR88 PAR SOLIDWORKS ET SIMMECHANICS

Constante 1 | Désignation 2 Valeur 3
L Longueur bras 200 mm
I Longueur barres paralléles 300 mm
R Rayon de la base 150 mm
R Rayon de la nacelle 24 mm
r=Ri—R» Différence de rayon base/nacelle 126 mm
Mibras Masse de ’avant bras 0.08366 Kg
M oue Masse de la roue 0.18683
M, Masse de deux barres pralléles 2 x 0.01438 Kg
M; Masse de la nacelle 0.0416
i Moment d’inertie de la roue par | 691.620 x 107° Kg/m?*
rapport a son centre d’inertie
Jr Moment d’inertie de la roue par | 905.9125 x 1076 Kg/m?
rapport a l'axe d’articulation au
point A
T, Moment d’inertie de lavant bras | 403.409 x 1076 Kg/m?*
par rapport & son centre d’inertie
Ip Moment d’inertie de lavant bras | 693.3452 x 1076 Kg/m?*
par rapport & I'axe d’articulation
au point A
d, La distance entre 1’axe d’articula- 34.455 mm
tion au point A et le centre d’iner-
tie de la Roue
dyp La distance entre 'axe d’articula- 58.86 mm
tion au point A et le centre d’iner-
tie de I'avant bras
Jmoteur-pignon | Moment d’inertie de l'arbre de 37.28 x 1076 Kg/m?
moteur plus celle du pignon
Jpoutie Moment d’inertie de la poulie 3.91 x 1076 Kg/m?
i Moment d’inertie du réducteur 0.0071126 Kg/m?*
rapporté au bras (tel que les mo-
ments d’inertie de 'avant bras et
celle de la roue sont rapportés au
points A)

5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a pu construire un modeéle de simulation complet
identique & celui présenté dans le Laboratoire (LCP) grace au logiciel Solide-
works et les dessins techniques associés ce dernier, puis on a exporté le document
vers le SimMechanics pour étre présenté sous la forme de bloc Simulink pouvant
étre utilisé directement dans des schémas de simulation.

Le modéle qui a été réalisé sera dorénavant utilisé comme plateforme de test,
sur laquelle seront appliquées les commandes et avec laquelle sera validée la
modélisation analytique du robot (Modeéle Géométrique, Modéle Cinématique

et Modéle Dynamique) qui seront abordés dans le chapitre suivant.
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Chapitre 11/

Modélisation du Robot Delta
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CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

1 Modele Géométrique

1.1 Modele Géométrique Directe

Le modeéle géométrique a pour objectif de calculer la position de I'organe
terminale en fonction des angles articulaires (a;, az, as). le calcul du MGD
d’une structure sériels est systématique (transformation homogéne avec formu-
lation de DH ou Dombre), ce type de calcul n’est pas valable dans le cas ot on
veut étudier les structures paralléles telles que les robots delta car I'étude des
robots a chaine fermé est particuliére pour chaque structure, c’est la o1 on peut
avoir plusieurs visions ou bien plusieurs solutions pour une méme structure. Les
parties intéressantes pour établir le modéle géométrique du robot delta sont

celles indiquées dans la figure suivante :

Figure III.1 — Le repére Ry

Cette structure peut étre simplifiée si on fait une translation de R; des

/

r=R1-R2

segments [; et I, vers I'axe Oz.

Figure II1.2 — La longueur r
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CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

On obtient la structure géométrique simplifiée pour le robot delta :

Figure II1.3 — Structure simplifiée du robot delta

La description géométrique (MGD) du robot delta peut étre établi si les
trois points Ci, C, et Cs appartiennent & la méme surface de la sphére 'S’ centrée
en P, de rayon [,. Cette idée est celle développée par Clavel dans son ouvrage
[5].

On peut voir aussi que le centre de 'effecteur P est I'intersection de trois
spheéres centrées en C;, C, et Cs de rayon Ip, cette vision nous rammeéne aux
mémes équations établis par Clavel. L’équation qui définit la sphere 'S’ est la
suivante :

X=-x)2+(Y -y +(Z-2°=10; (T11.1)

(X, Y, Z) : représentent les cordonnées de P.
(x, ¥, z) : représentent les coordonnées d'un point appartenant & la surface de
'S’
Puisque on a trois points C;, C, et Cs, alors on aura trois équations de trois
inconnues, c¢’est un systéme d’équations non linéaires qu’on doit le résoudre pour
trouver la position de la nacelle P = (x, y, z)T en fonction de a;, a, et as.
Tout les ouvrages que nous avons consulté [5, 6, 7, 3, 2, 4, 8, 9, 1] qui
traitent le sujet du robot delta utilisent le méme modele géométrique établi par
Clavel, mais en voyant le résultat obtenu par la résolution d’un tel systéme
d’équations on ne peut méme pas penser a faire une étude analytique (les points
de singularité, dérivation analytique...).
Le fait qu'on ne peut pas faire une étude analytique sur les résultats
obtenus ne signifie pas qu’on ne peut pas commander le systéme. En effet on
peut remédier a ce probléme en utilisant la dérivation numérique. Cette solution

est adopté par plusieurs chercheurs (dans les ouvrages cités précédement). Les
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CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

dérivations numériques présentent plusieurs inconvénients, parmi eux on trouve :

e L’exigence d'un pas de dérivation tres court pour se mieux rapprocher de
la solution, mais quoique le pas de dérivation soit trés court l'erreur de
dérivation numérique se présente toujours. Ce type d’erreur peut étre

traiter comme une erreur de modélisation.

e Il peut étre un obstacle génant dans la partie commande ou il y a une pos-
sibilité d’étre restreint ou étre bloqué pour certains types de commande
qui exigent une dérivation analytique (par exemple : la commande par

changement de base et diffécomorphisme).

Donc, le fait d’avoir des expressions simples, va nous permettre de dis-
cuter les singularités clairement et établir les fonctions dérivées.
En observant bien la structure du robot, on peut remarquer que sa partie in-
férieure (la pyramide définie par les points Cy, C, et Cs (figure ci-dessous),
comporte une propriété qui peut nous aider de prendre un chemins raccourci

vers la solution.

Figure II1.4 — Modele Géométrique

La projection L du point P sur le plan (C;C,Cj3) représente aussi le centre
du cercle qui passe par les trois points C;, C, et Cs. En effet, il suffit de prendre
les trois triangles C;LP, C,LP et C3LP, et montrer qu’ils sont isométriques pour
démontrer la remarque (La projection L du point P est le centre du cercle com-
portant Cy, C, et C3).

En effet ces trois triangles comportent trois segments égaux C;P = C,P = C3P =
I, un segment commun LP, et trois angles droits situées autour du méme point
L (ils sont égaux parce que L représente la projection de P sur le plan (C;C,Cs),
donc le segment LP est perpendiculaire & chaque segment comporté par ce plan).
On peut conclure maintenant que C;L = C,L = C3L, donc L représente le centre

du cercle contenant C;, C, et C3, de rayon R = C;L = C,L = C3L.
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CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

Avant de passer au calcul de P on définit trois repéres R;, R, et R3 déphasé
par rapport au repére d’origine R par des rotations ¢ =0, by = — et 3 = —

respectivement autour de I'axe (0z) (dans notre cas R = Ry).

A3
L

Figure II1.5 — Les repéres R;
La matrice de passage du repére R au repére R; est définis par :

cos(¢p;) —sin(p;) 0
A;=|sin(¢p;) cos(p;) 0 (II1.2)
0 0 1

ecalcul de la postion du point C; :

Il est claire que dans le repére R; le point C; est positioné par le vecteur :

r+1l.cos(¢;)
ﬁ/m = 0 (II1.3)
—1.sin(¢p;)

Pour trouver la position de C; dans le repére d’origine R, il suffit de multiplier

le vecteur ﬁ /ri par la matrice de passage A; :

(r+1l.cos(¢py))cos(;)
OC; = A;.0C;/pi = | (r + I.cos(¢:) sin(es) (I1L.4)
—ll.sin((,bl-)

ecalcul de P(x,y,2) :

C’est claire que OP =0T+ TL+LP.
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CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

Figure II1.6 — Modele Géométrique

Avant de continuer, on définit les parameétres suivants :

a=|C1C2| b:|C2C3| C:|C1C3| (1115)
— (CC

v, =2 (I11.6)
a

—_—
Le vecteur OT se calcul comme suit :

. 0C,+0G,
or=—-—"_"= (II1.7)

TL=TL® (I11.8)

—

Soit le vecteur suivant : S = Cg_C; A CI—C; C’est un vecteur normale au
plan (C,C,Cs3), d’autre coté S =S.7 tel que : S représente deux fois la surface
du triangle C;C,Cs et 7 son vecteur unitaire normale.

S se cacule par la formule suivante : 2.R.S = a.b.c.
R : c’est le rayon du cercle qui passe par les points du triangle (C;C,Cs), alors

il est calculé par :

a.b.c

R =
Vp(p=2a)(p—-2b)(p - 2¢)

(I11.9)

tel que p=a+b+c

. —_ . .
Pour obtenir w on distingue deux cas comme montre la figure :

—

e Pour le premier cas : w = n A V.

. — — g
e Pour le deuxiéme cas : —w = n A V5.

En effet, dans le premier cas on trouve que
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CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

Figure II1.7 — Signe du vecteur w

C.C,Cs < g ce qui signifie d’apreés le theéoreme d’El Kashi dans le triangle
C1CoCs : a? = b2+ 2 —2.b.ccos(C,C,C3), que : a? < b2 + ¢2.

On trouve le contraire dans le deuxiéme cas (a* > b+ ¢?).

On conclut que : w = signe(b®>+c®>—a®>)n A V;.H nous reste a calculer TL.

Dans le triangle droit C,TL :

a\2
— 2 _ | =
TL=1/R (2) (I11.10)
Dans le triangle droit C;LP :
LP=./15-R? (II.11)
Finalement
LP=-LP7 (I11.12)

A ce point le calcul de P = (x, y, z) est terminé, il ne reste qu'une petite tache
qu'on va ajouter. En revenant a la définition des paramétres on voie que V;
(resp Vo, V3) n'est plus défini si a est nul (resp b, ¢ est nul) Il résulte qu’il y a
trois cas de singularités : Cy,C, € (02), Cy,Cs € (02) et C;,Cr € (0z) C.ad. s’il y
a deux points apprenants au méme axe (0z) (par ex C, et C3), alors méme si le
troisieme point (Cy) est fixe, 'effecteur peut prendre la position de n’importe
quel point porté sur un cercle centré au milieu du segment C3C; (C, = C3), voir

qu’il peut se déplacer dans une spheére g’ils appartiennent tous au méme axe
C3C1)2
2

(0z). Le rayon de ce cercle égale a r = l% - (

C’est la méme expression que celle de TL
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CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

1.1.1 Comparaisant avec le MGD de Clavel

position de la nacelle en 30

notre_P
P alpha & P - > IEI
MGD
alpha MGD_proposé ot |_> ]
Erreur
Generateur de alpha
Mapne i P_Clavel
MGD
MG_Clavel

Figure IT1.8 — Bloc Simulink

Les deux blocs regoivent les mémes angles de rotation a correspondants

a une trajectoire circulaire.

XY ZPlot
D -
02
o
b
M
04
06 - 02
02 0
U 0.2 0.2
Y Axis X Axis

Figure II1.9 — Trajectoire en 3D

Les résultats sur le scope nous ont donné des erreurs d’ordre de 107

d’ou la validation du MGD.

43
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CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

i Comparaison entre notre MGD proposé et celui de Clavel

—— Frreur]

Emeur (Dx Dy Dz) (m)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Time [(sacs)

Figure II1.10 — Erreur sur la position
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CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

1.2 Modele Géométrique Inverse

A. Introduction :

Le probléme cette fois-ci est de trouver les angles a; en fonction de la
position de l'effecteur. C’est une partie importante pour la commande
parce qu’il est clair que pour déplacer l'effecteur d’une position & une

autre il faut connaitre les angles correspondantes a cette position.

D’apres la figure ci-dessous, on remarque que C; se trouve dans un cercle
K; de rayon [; et de centre (r,0, 0)g, dans le repere R;, puisque la position
de l'effecteur est donnée et on cherche a trouver les angles a; qui nous
donnent cette position, il suffit de déterminer I'intersection entre le cercle
K; et la sphére (S) centrée en P et de rayon [y, cette intersection donne

deux points, I'un de ces deux point est le point C;.

Pour simplifier le probléme on ne va pas déterminer directement l'inter-
section entre (S) et K;, mais on détermine l'intersection entre (S) et le
plan (0x;z;), ¢ca nous donne un autre cercle qu'on appele K! appartenant

au méme plan, puis C; est déterminé par une intersection entre Kj et K}

(voir figure).

L'intersection entre 'S’
et OXiZi = le cercle Ki’

Figure II1.11 — Les intersections

B. Détermination du cercle K] (centre et rayon) :

D’apres la figure suivante on voie que pour déterminer le centre de K il

suffit de projeter P; sur le plan ox;z;.
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CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

'_Bi
%

_-' - -ﬂl
: ) L'effecteur
N P=(Xi,Yi,Zi)

Pt
Xi
/ | LecercleKi'

Figure II1.12 — Les bras et le repére R; correspondants a «;

P; represente les coordonnées du point P dans le repére R;. Donc dans le

plan (0x;z;) le point P; a les coordonnées suivantes :

X; cos¢p; sing; 0
Pi=|yi|=|-sin¢g; cosp; 0|.P (IT1.13)
zZ 0 0 1

Il nous reste a déterminer le rayon e; de K. Puisque la projection du point
P est perpendiculaire sur le plan (0x;z;), alors le triangle C;P;P est un

triangle droit en P;, il est déterminé par I, et |y;] :

e;=\/I5-y? (IT1.14)

C. Détermination de «a; :

Dans le plan (0x;z;), les deux cercles K; et K] forment deux intersections
(C; et C!) correspondants & a; et @} respectivement.

Les deux triangles A;C;P; et A;C!P; sont symétriques par rapport au
segment commun A;P; qui fait un angle B; par rapport a 'axe (0x;), si

on connait B; il suffit de connaitre P;A;C; =68, pour déterminer a; et a;

ai:ﬁj_éi ’ a;=,3,-+5i (11115>
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(a)

Zi

Ki

Xi

K'i

Figure II1.13 — Les intersections entre K; et K}

Calcul de B; :

D’aprés la figure précédente, I'angle B; est formé par l'intersection

entre 'axe (0x;) et le segment A;B;

o (IIL.16)

1

tan(f;) =

Le signe apparait du fait que tan(B;) est positive dans le premier
quadrant, alors que z est négatif dans ce quadrant, c’est le fait que
B est dans le sens contraire du sens conventionnel.

Remarque : B; n'est pas définit dans le cas ot z; = (x; —r) =0, ce
probleme on va le traiter plus tard, donc B; est définit d’aprés la

figure I11.14 comme le suivant :

-

Zj

atan( )six;—r>0

)

Zj

atan( )+msix; —r<0

Xi—
Bi=atan2(z;, x;i—r)=4 % xi—r=0 et—z;>0

2
v/
7 Xxi—r=0 et—2;<0

n'est pasdefinissix;—r=0etz;=0
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CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

(b)

Bi

Figure I11.14 — L’angle B;

Calcul de 6; :

Dans le triangle A;B;C; qui est déterminé par les trois segments A;B;,

e et I, on applique le théoreme de El Kashi comme ce qui suit :

IZ+A;B:—¢°

e’ = l§+Al~Bi2—212AiBi0035i — c0sH; = 21 A 2 (IIL.17)
Ca implique que :
B+ AB—e
§;=arcos| "1 (I11.18)
21,A;B:

Tel que : A;B; = \/zl2 + (x; —1)?

Les points de singularité :

Maintenant on va discuter le cas o B; n’est pas définit. B; n’est plus
définit si x; —r =0 et z; =0 en meme temps, mais ¢a signifie quoi
d’avoir ces deux equations vérifiés en méme temps ’

Ca signifie que la projection du point P sur le plan (ox;z;) représente
aussi le centre de K; (c.a.d : le point A;), donc leffecteur dans ce cas
est porté sur la droite qui est paralléle a I'axe (0y;) et passant par

A;.

ENP 2016

48



CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

Figure II1.15 — La projection de P est A;

On remarque aussi que le triangle A;C;P est droit au point A;, ainsi

on peut déterminer y; :

yil=\/E-1] = yi=+\/E-[} (I11.19)

Donc B; n’est pas définit pour les points suivants :

r r
Pu=|\/B=12|, Pp|-\/i2-12 (111.20)
0 0

Ces deux points sont exprimés dans le repére R;, pour les trouver

dans le repére Ry il suffit de les multiplier par :

cos¢p; —sing; 0
Aij=|sing; cosp; 0| , Piry=AiPir,
0 0 1

Ainsi on obtient :

r.cosg; r.cosg;
Piyry= |\ 12— Esing; |5 Pizyr,=|—y/I5—-sing; | (IL1.21)
0 0

Remarque :
Pour chaque angle a; on trouve deux points de singulatité P;; et P;»,

un dans le sens positif de (oy) et I'autre dans le sens negatif. A la
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fin on trouve 6 points de singularité qui sont tous situés dans le plan

(oxy) comme le montre la figure :

P11

———-———-b-——-——-———-8

Figure II1.16 — Points de Singularité

En réalité, ces points de singularité ne représentent aucun probléme

alu niveau pratique, parce que pratiquement on ne peut pas atteindre

ces 6 points (P;;) a cause des limites mécaniques.
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CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

1.2.1 Comparaisant avec le modeéle de Clavel

position de la nacelle en 3D

N [*]

—Pplp <‘ﬂ alpha
MGl

C ) t 4 P MGI_Proposeé
Erreur

fcn

Trajecoir (P=[xy;z])

——Pp 4 alpha
MGI

MGI_Clevel

Figure I11.17 — Bloc Simulink

Les deux blocs regoivent les mémes positions correspondantes a une tra-

jectoire circulaire.

XY ZPlot
D -
02
.m
e O
r
N4
06 - 02
0.2 0
0 0.2 0.2
X Axis

Y Axis
Figure II1.18 — Trajectoire en 3D

Les résultats sur le scope nous ont donné des erreurs d’ordre de 1071°

d’ou la validation du MGD.

ol
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» 1018 Comparaison entre les angles de MDI proposé et celle de Clavel =
- I Frreur ]
. I Erreur?
2 [— Erreur:3
PR T T
1 I N P l
B 05
&
E, 0
ol
4 05

O 0.5 1 15 2 25 3
Time (secs)

Figure I11.19 — Erreur sur la position

1.3 Validation du MGD et MGI en comparant avec Sim-

Mechanics
p! [CD]
SM
Cerae)w : L’ + D
5 ; p|— >
BITeUr  \aligation de MG
Y ® .
Modele inverse
ne P pP alpha
4 dPf——PdP ‘ dalpha
@—bt fen d2Pf—+——®d2P  fcn d2alpha
t Trajectoir <N — |:|
P alpha PH——P+
Erreur. L
L | dalpha ‘ ar D Validation de MGD
fen
| d2alpha d2rP

Modele Directe

Figure I11.20 — Block Simulink

Ce schéma bloc a pour but de valider notre modeéle géométrique (directe

et inverse).

Validation du MGD :

Le bloc du SimMechanics et celui du MGD recoivent les mémes angles de rota-

tion a et nous donnent les résultats affichés sur le scope nommé validation du
MGD.
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« 108 Comparaison de la position de la nacelle du model de simmechanics avec celle du MGD 2
e 2 V2NN
E
: -5
=
&
=
g |
B0 :
§ m— Frreur.
2 s Frreur. 2
5 Erreur.:3
@
u‘j =15
R B
0 0.5 1 1.5 2 2.5
Time (secs)

Figure I11.21 — Validation du MGD

On observe une erreur d’ordre de 107% d’ou la validation du MGD.

Validation du MGI :

Le modeéle construit sous SimMechanics regoit des angles de rotation calculés

par le bloc du MGI & partir de la consigne (trajectoire circulaire) puis nous

avons comparé cette consigne avec la sortie du modeéle construit. Les erreurs

sont affichés sur le scope nommé validation du MGI.

w108 Comparaison de la position de la nacelle du model de simmechanics avec la consigne pour valider MG L
: _CZ/: Q7D :f%%zg
E
; -5
=
g
5
E =10
- ——Frreur: |
= —Erreur 2
o Erreur:3
u‘j =15
20 F—
o 05 1 1.5 2 25
Time (secs)
Figure II1.22 — Validation du MGI
On observe une erreur d’ordre de 107% d’ou la validation du MGI.
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2 Modeéle Cinématique

2.1  Modele Cinématique Directe

Aprés avoir obtenu le modeéle géométrique directe nous 'avons utilisé
pour déterminer le modéle cinématique directe (MCD), le MCD consiste a trou-
ver les vitesses de variation des coordonnées de la nacelle en fonction des vitesse
de variation des angles a;, ce modéle est utile pour la simulation et éventuelle-
ment pour la commande.

On a trouvé que :

—_— —  —  — —_ s = = =

OP=0T+TL+LP= OP=O0T+TL+LP (I11.22)

Avant de passer au calcul de TL et LP on va calculer la dérivée de quelque
parametres :

1. Calcul de ﬁ ;
—l.sin(a;).cos(¢;)

P ———

OC; = | —L.sin(a;).sin(p;) | .d; (I11.23)

—1l.cos(a;)

2. les longueurs a, b et c :

a’=C,C,.C,C, (111.24)
Ca implique que :
) . . . C1C2 —)
2aa=CC,.CiC+ C1C,.C1C, =2.C1C,.C1C, = .C1C,
(ITL.25)
a=1,.C,C, (I11.26)
De méme on trouve :
. C C: —s V —_
b= ZbS C,Cy et ¢=—.CCq (111.27)
c
Tel que : CiCj = OCJ - OCl
3. La dérivée du vecteur unitaire V; :
_ — LY = — - C .C — .‘_/)
C1C2:d.‘/1:>C1C2:61.V1+a.‘/1:>‘/1:Lal (11128)

a

4. Calcul de Ti et 5 :

On a vu que S = C3C; A C1C,, ca implique que S = C3CiACCy + C3Cy A
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C G

D’autre part S = S. 7, par dérivation on trouve

(111.29)

Il apparait un terme S qu’on va le calculer plus tard.

Et :

w = signe(b2+cz—a2).(7i/\l_/;) — W= signe(b2+cz—a2)(7.i/\l_/;+7[/\ﬁ)

(IT1.30)
5. calcul de R :
On sait que :

R a.b.c , p=a+b+c (I11.31)

T /p(p—2a)(p—2b)(p—20)

Pour calculer R, on a deux chemins possibles, on commence par le plus

facile :

(a) Par la fonction logarithmique : On linéairise I'equation précédente

par la fonction logarithmique :

In(R) = ln(a)+ln(b)+ln(b)—% (In(p) +In(p-2a) + In(p—2b) + In(p — 2¢))

(IT1.32)
Il est facile de dériver :
. . ’ . 1 . -_2. -_2' -_2-
R= ﬁ+B+£—— L iy b+p “1.r (II1.33)
a b ¢ 2|p p-2a p-2b p-2c

(b) Par les dérivés partielles :
Pour calculer R on va chercher les dérivés partielles de R par rapport

a a, b et ¢, pour les trouver on va éviter d’utiliser la formule (111.31) :

. OR OR . OR ) : .
R=—.a+—.b+—.(=R/,+R;p,+R I11.34
50 b e jat Ryp+ N ( )
Dans le cercle qui entoure les points C;, C, et C3 on remarque que
I’angle inscrit C,C,C; et I'angle au centre C,LC; intercepte le méme
arc C3C; donc : C,LC; = 2C,C1C3 = 26 (propriété) et puisque le

triangle C,LCjs est isocele alors GL\T =0
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Figure I11.23 — Les longueurs a, b et ¢

calcul de R;, (en supposant que b et ¢ sont constantes) :

g =Rsin®) — g = R/q.5in(0) + R.cos(6).0

. a .cos(0) .
R/, = — . I11.35
— 2sin(0) sin(0) ( )
Puisque :
0 TL TL
Sii’l(9)=i e C,Os( ) =cotan(@) = —=2—
2R sin(0) al2 a
Alors :
. i.R 2.R.TL .
Rig=22 - 0 (111.36)
a a

a a été calculé, il nous reste a calculer 6 en fonction de a sachant b
et ¢ sont constantes.

D’aprés le théoreme d’El Kashi dans le triangle C;C,Cs3 on trouve :
a* = b*+c*—2.b.c.cosd (I11.37)

On dérive I'equation avec b et ¢ constantes.

2aa=2.b.c.sin(0)0 (I11.38)
. a.a a.a 2R
6 = = =—.a I11.39
= b.csin(@) a b “ ( )
2R

On trouve finalement que :

la —

iR 4.R.TL 4.R.TL\R
-7 c’z:(l— )—.a (IIL.40)
a

a a.b.c ’ b.c

On applique le résultat final pour trouver Ry et R, directement, on
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les remplace dans la formule de R et on trouve :

—.C
c

(111.41)

5

. 4.R.TL\R 4.R.ML\R . 4.R.KL\R
R=(1- 2 S (1- 2 e (12
a.

b.c a

b? c?
tq: ML= RZ_Z et KL:\/RZ—Z

6. calcul de S :

a.c

On a vu que 2.R.S = a.b.c, en linearisant 1’equation par la fonction lo-
garithmique on trouve In(2)+ In(R) + In(S) = In(a) + In(b) + In(c), par

dérivation on trouve . _
. |a b ¢ R

S=|—-t+—-+-——|.S I11.42

(a b c R) ( )

7. Calcul de OT - , _
57 _ 0Ci+0G,

(I11.43)
8. Calcul de TT :
: 9 9 a* : . aa
Puisque TL* = R* - T alors TL.TL=R.R- h
Donc :
. . 1\ 1
TL= (R.R— ﬂ) — (I1L.44)
4 JTL
TL=TL®G+TLWG (111.45)
9. calcul de LP :
IP=-LP.7i -LP7 (I11.46)
7 a été calculé, il reste LP
. —-R.R
LP’=])-R* = LP=—— (111.47)
LP
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2.2 Modele Cinématique Inverse

La modélisation cinématique inverse consiste a trouver les vitesses angu-
laires ay, d» et dz pour déplacer I'effecteur avec une vitesse désirée.

Pour trouver ce modéle on peut exploiter le résultat du MCD : X = J~'.&
— & = J.X, mais on ne va pas utiliser cette méthode parce que les termes qu’on
a trouvés dans J~! ne sont pas simples, ils vont étres compliqués a discuter et a
analyser (étude des singularités, commande...).

Une deuxiéme solution est de dériver les résultats du modéle géométrique
inverse :
a=f(X) = d:ﬁ.X

79,4
On a vu dans le modéle géométrique inverse que : a; = f;—0; = & =

,Bi —&;, donc on doit calculer ﬁi et §;.

1. Calcul de B; :

Pour calculer B; on peut dériver arctan (

<

) puisque B; = atan2(—z;, x;—
X;i—T

_Z .

r), ou bien on dérive tan(B;) = —l, le résultat est le méme, la seule dif-
-

férence est que tan(B;) n’exige pas un calcul de limite contrairement a

atan2. On a :

tan(B;) = (I11.48)

1
On dérive les deux termes :

1+ tan(B)*) i =

Zj

: X I11.49
-1 -2 ( )

On remplace tan(f;) par sa valeur dans (I11.83), aprés on divise pour

trouver ,B,- ;

Bi= & ¥ “iti (111.50)

z2 z2
! . _r .12
(1+ (xi—r))(xl r) (1+ (xi—r)z)(xl r)

Finalement on trouve :

: Xi—r . Zj .
F= — :+ ; I11.51
b (xX; —1)%+ 27 % (X; —1)%+ 27 A ( )

2. Calcul de 8;
D’aprés le théoreme d’El Kashi :

e; =I5+ A;B —21,.A;B;.cos(5;) (I11.52)

ENP 2016

o8



CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

On dérive les deux termes :
Ze,-e'l- = Z.AiBi.Ai.Bi — leAi'BiCOS(éi) + 211A,-B,-.sin(6,-)5i (HI53>

Ca implique que :

e;é;— (A;B; — l,.cos(6;)) A;B;

6= [11.54
’ 1, A;B,.sin(5;) (I11.54)
e
‘1 ///’/ : _
//'/ |
///‘ ‘ 7-=.B‘
._/_‘L/E’/f_f_f__f_f._f__f_f_f_f__f_f_f__f_f_i .
. H

Figure I11.24 — L’angle §;

D’aprés la figure B; H; = A;B; — [1.cos(6;). On note 1 A;B;.sin(6;) par D;

_ eié,- — B,‘Hi.Ai-Bi

o
D;

(I11.55)

Calcul de e;é; :
2

e;=1;—y; = eié; =~y (111.56)

1

Pour A;B; :

AiBi=Zi+(x;—1)* = A;Bi.A;B;=2z;Z;+(x;i— 1% (T11.57)

zizi  (xi—r1)

AB: = [11.58
Bi= ot g ( )
Donc : )
L Jr(acl-—r))é AH
—YiYi i|-Aild;
o;= AiBi _Aib; (111.59)
D;
Finalement :
g A=) TV B (I11.60)
D;.A;B; D; D;

En faisant la soustraction B; —§; on trouve a; :

. Zi AiH;.(x;—1)
@i= _2+22  D.AB:
(X —1)°+2; i-4iDj

Vi —Xi—T zi-AiHi :
- 5+ zZi ||| yi
D; (x; — 7')2 + Z; D;
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Puisque P; = A;.P et en notant :

Zj A,-Hi.(xl-—r) Yi —X;—T Z,'.AiHi
Gy = > - 5 + .Zi | |.A;
' (x; — 7‘)2+Zl. Di.AiBi Di (x; — r)2+zl. Di
(IH.62)
On trouve :
d; =Gg,.P (T11.63)
Finalement on trouve :
G,
a=|G,, |P=J.P (I11.64)
Gas
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o

2.3 Validation du Modéle cinématique en comparant
avec SimMechanics
SM
e + o ]
J—’ _ Eeur  \ alidation de MCI
Modele inverse
P

@—»t fen d2Pl—— pfd2P  fcn d2alpha

t

alpha

‘dP

Trajectoir

P 4\ dapha

Modele Directe

Figure II1.25 — Block Simulink

Ce schéma bloc a pour but de valider notre modéle géométrique (directe

et inverse).

Validation du MCD :

Le bloc du SimMechanics et celui du MCD regoivent les mémes angles de ro-

tation a et les vitesses angulaires et nous donnent les résultats affichés sur le

scope nommeé validation du MCD.

Emeur de vitesse (dx dy dz) (misec)

w1075 Comparaison de la vitesse de la nacelle du model de simmechanics avec celle du MGD

e Frreur.

E— Erreur.. 2

Erreur. 3 |||

p alpha PP
daipha  <4fA dP >+ >
fcn Erreur. L
L ! d2alpha a2pP P Validation de MCD

0 05 1 15 2 25
Time (secs)
Figure I11.26 — Validation du MCD
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On observe une erreur d’ordre de 107 d’oi la validation du MCD.
Validation du MCI :

Le modeéle construit sous SimMechanics recoit les angles et les vitesses angulaires

de rotation calculés par le bloc du MCI a partir de la consigne (trajectoire
circulaire) puis nous avons comparé cette consigne avec la sortie du modéle

construit. Les erreurs sont affichés sur le scope nommé validation du MCI.

w108 Comparaison de la vitesse de la nacelle du model de simmechanics avec la vitesse consigne pour valider MCI

— Frreur]
— Frreur 2

Erreur:3 || |

Erreur de vtesse (dx dy 42) (misec)

0 0.5 1 1.5 2 25
Time (secs)

Figure II1.27 — Validation du MCI

On observe une erreur d’ordre de 107 d’oii la validation du MCI.
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3 Les dérivées des modeéles cinématiques

3.1 calcul de de la 2eme dérivée de la postion P

calcul de quelque paramétres :

1. calcul de @ : On a trouvé que ﬁ = aa(Zx(i:idi
Ca implique : . .
OC; = OZZ?C" a2+ 600651' d@; (111.65)
Tel que :
20C —licos(a;)cos(d;)
307 - = [ -lLicos(aysin(ey) (111.66)
lysin(a;)

2. calcul de C;C; :

C,C; = OC;j - OC;  ce qui implique :

C:C; = 0C; - 0C; (I11.67)

Cl Cg = OCZ - OC1

N

C2C3 = OCg - OCZ (11168)

CgCl = OCI - OC3

3. calcul de d, b et ¢ :

2 = = . .
a° = C;C,.C,C,, on dérive deux fois :

a*+ ai = C,Cy.C,Cy + C,C,.C,C, (I11.69)

.o . . 1
i=(C1G.C1C + GGG Gy - d) - (111.70)
a

Par la meme méthode on trouve :

b= (C1C2.C1C2+C1C2.C1C2—b2)g (11171)
) L .

¢=(C1G.CiG+ CiGCi G - &) (IIL.72)
C

4. L’acceleration de ‘_/1 ;

T —_
On sait que C,C, = a.V;, par deux dérivés successives on trouve :

C\C, = iV, +24V; + aV, (I11.73)
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Vi=(CiG - avi -2aV) - (111.74)

5. calcul de R :

Dans la partie de la modélisation cinématique directe on avais :

(111.75)
P P, P, P

a b ¢ 1(P Pl Pg P3)
-+ —+—-——= —t+ —+
a b

R
R c 2

Tel que : P=a+b+c; P,=P—-2a; P,=P—-2bet P;=P—2c.

Par une autre dérivation on trouve :

calcul de S :

D’pares la relation :

i (I11.76)
S

i b B o(a? (b)Y (¢\? (R (S
S 2 N T o L1y PR
a b ¢ R \a b c R S
caleul de 71
On sait que S = S.7, on dérive deux fois :
S - 87 + 28T + S.7 donc :
= 11
S-Sn-28n S (ITL.78)
calcul de S
S - C3C; A C1C, ce qui implique :
§=C3C, A C,Cy+2C3C, A C,Cy + C3Cy A CCy (IT1.79)
calcul de w :

w — signe(’+c?-aHhn AV, = w=signe*+c*-aH(n AV, +
2AAVI+ AV

calcul de ES

10.
OP=OT+TL+LP — OP=OT+TL+LP
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(a) calcul de OoT :
57 0C, +0C,

(b) calcul de TL

(I11.80)

TL=TLG = TL=TL®+2TLd+TLw Tel que : TI? =

2
R? - " et aprés deux dérivations, on trouve :

.. .. -9 éa+ dz ) 1
TL=|RR+R - -TL | —
TL
(c) calcul de LP:
IP=-LP7% = LP=-LP7i —2LP7% —LP7 Tel que :
LP*=[;-R* =
.. RR+R2+LP°
LP=-
LP

(I11.81)

(111.82)

3.2 calcul de la 2éme dérivé de a en fonction de la 2éme

dérivée de P

a;=pi—-6; = d;=pi-0;

3.2.1 calcul de B; :

On a trouvé que :

. 0B; ., 0P,
, — L —— X
Bi 9z <j ox; Xi
Tel que :
0P Xi—r 00 —-Z;
= — et =
0z; (xX; —1)%+ 27 0x; (x;—1)?2+2z7
Il résulte que :
x _O°Bi, O°Bi., . 0P 0pi .. 0P
_ 2 2 o OPi o Obi,  ODi.
¥ A R R ™Y PR A P

1

Il y a trois termes a calculer :
62,6,- B 0 (Gﬁl) B 2zi(x; =) N dzﬁl- _ 2zi(x; =)
0z - 0z;\0z;) (x; —1)2+2° 02 Bl AB?

De la méme maniére on trouve :

(I11.83)

0B 2z;(x;—1) 02B;  2zi(x;i—r1)
— fr—— e S D S
0x; (x;—1)?+2; 0x; AB?
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Le dernier terme :
°Bi 0P 0 (G,B,-] -tz
dxidz,- Gzidxi ax,- dzi AB12

0°p;  (xi—1)’-2zf
axiézi B ABl2

En substituant ces résultats dans ’equation (II1.83), on trouve :

’B. 2 [(xi — r)zi(z'iz — xiz)] + [(xi — r)z — le] X;iZ;—(x;— I')ABlZZl + ZZABlle
i:
AB?
i

(I11.84)

3.2.2 calcul de §; :

On a la relation suivante (trouvé dans le MCI) :

8'—05ix~+05
ax;T 0

65,-2‘
aZi '

i
Yi+t
vio'
On en déduit que :

. 0%; ., 0°6; ., 0°6; ., 0%6; 0°6; 0°6; \ 0%°6; . 0°6;. 0°0; .
0;i=—5X;"+ yi<+ Zi°+2 + + + Xi+ Vi+ Z;
Oxl? dylz dzlz Gx,-ayi Oxidz,- Oyiaz,- Oxi ay, dz,-
(ITL.85)

On remarque qu’il y a six nouveaux termes qu’on doit calculer :
0*6; 0°6; 0°6; 0°6; 0%5; ; 0%6;

e
Oxl? 7 ale 7 dylz 7 Oxl-ayi’ Gxiaz,- Gyiazi

En réalité on doit calculer seulement quatre termes car si on sait 1’expression
25 2

0 0°0;
de —21 ou celle de _21 alors on peut déduire facilement ’expression de l'autre

X; 6zi

0°6; . 0%6;
car les expressions de 3 21 et 3 21 sont semblables de telle maniére que si on
X z
1 1

25.

remplace dans (x; —r) par z; et z; par (x; —r) avec un changement de

0%0;
27
Zj

i t O%0i ot crest Ta méme ch 0%, 00

Slgne on trouve —— €U C €SU la meme cnose pour (&

& o PO axdy: < ay.0z;

de passer au calcul de ces quatre termes on va calculer quelque parameétres et

, mais avant

leurs dérivées.

Ces parameétres sont :

AB;=\/(x;— 1?2+ 2
Di = llABisin((Si)
{ AH; =l cos(6;)

BH,' = AB, —AHZ'

CHi = llsin((?i)
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1. Les dérivés partielles de AB; :

OAB,- _ Zj ot 6AB,' _ X;i—r
Ozi _ABl' ax,- B ABZ

Les dérivés partielles de D; par rapport a P :
Di = llABlszn((S,)

— D (98B + 48,2
6Zi - Oz,- : ldzi
On rappele que :
66i _ —BHiZi OAB,- Xi—Tr

= et
Ozi DiABi az,- AB,'

Donc :
0D; lysin(6;) licos(6;)BH;
=Z; —
6Z,' AB,' Di
Sachant que :
D;
=— et 1 0;) = AH;
= 1 sinGy) et l1cos(0;) i
Alors :
OD,- _ Zi

aZ_D(mnm&W—AmBm)

Et puisque l1sin(d;) = CH; alors :

6Di _ Zi
Oz,- a Di

((CH? — AH;BH;) (T11.86)
On a AB? = z7+ (x; —r)* alors la variation de D; par rapport a la variation
de z; est similaire a la variation de D; par rapport a (x; —r) c.a.d :

aDi _ X;i—Tr
Oxi B Di

(CH? — AH;BH;) (T11.87)

i

Il reste a calculer . D’apres I'expression de D;, on déduit que :

i

aDi 651 —Ji
=1, AB;cos(0;) =l,cos(6;) AB; Y
Gyi Oy, D;

Puisque lycos(6;) = AH; et D;=CH;AB; alors :

oD;  y,AH;
- (IIL.88)
% CH;

ENP 2016

67



CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

Les dérivés partielles de BH; par rapport a P :
D’apres le théoreme d’El Kashi dans le triangle A;B;C; : I§ = A;B? + e —
2A;B;e;cos(e;).

i H;

D’autre coté : cos(e;) = . on déduit :
i
I = A;B? +e°—2A;B;.B; H; (T11.89)
On dérive par rapport a z; :
0A;B; 0A;B; 0B;H;
0=2 A;Bi+0-2 B;H;,—2A;B;
0z; 0z; 0z;
OBiH; _ 1\ p oy OAB
Gz,- B AiBi v e Ozi
. 0A;B;  z
Puisque A;B; — B;H; = A;H; et = alors :
dzi AiBi
O0B;H; =z;A;H;
SRl 21 (IT1.90)
Oz,- AiBi
On en déduit :
0B;H; (x;—r)A;H;
iti _ xi—rAiH; (I11.91)

axi AiBi2

En revenant a l'equation (I11.89) on dérive par rapport a y; et on trouve :

6el~ GB,-Hl-
—2A;B;

0=0+2¢;
laJ/i 0yi

On rappele que : 7 =IZ - y7 donc

0B:H: —v:
e (I11.92)
dyi  AiB;
On peut maintenant entamer le calcul des termes.
0%6;
1. calcul de 2’ ;
2
0; z;.B;H;
On a trouvé que : — = ————LOn linéarise cette equation par la fonc-
Zi Di.AiBi
tion logarithmique puis on dérive et on trouve :
0°6; 6; [ 0B;H; 1 0A;B; 0D;
Sl i S L l (IT1.93)
aZ? aZi B,-H,-Gz,- Zi AiBiaZi DiaZi

Toutes les termes qui sont apparus dans cette equation on les a déja

calculé.
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25.
i
2

X

2. calcul de

: On déduit du résultat précédant que :

0°6; 06, | 0B;H; R 0A;B;  0D;
le? _ax,- B,-Hi(')x,- Xi—Tr AiB,-Oxi D,-dxi

25s.
3. calcul de 070, ;
Z,'axi
00; —B;H;.z;
On sait que — = —— Z’, il resulte que :
Ozi AiBi.Di
0°6; 06;( 0B;H;  0A;B;  0D;
= ’( — — - ) (I11.94)
Gxidz,- Ozi BiH,-Oxi A,-B,-Oxi D,-dxi
Ou bien si on développe cette equation on peut trouver que :
6251' BiHl' i i A,-H,-.e?
_ Bl m )z o (I11.95)
axiazl- AiBi Di BiHi.CiHi
25.
4. calcul de 9 52’ .
oy:
66i _ —Vi — 6261' _ —_1+£6Di
6yi D; aylz D; D? 0y,
0D; -y;.A;H;
Puisque : A e alors :
0yi CiH;
0°6; -1 “AH ) -1 2, A;H;.A;B;
AR § Wi it PO e e (T11.96)
ayl. Di Di.CiHl' Di Di
25.
5. calcul de 970, ;
0z;0y;
Puisque 6_y: = ;DJ? alors :
0°6; _yidD; _y; z
Gzidyi Diazi Di Di( v e l)
Donc : ,
0°0; Yz 2
= CiH— A;H;.B;H; I11.97
azlayl D? ( 1 i 1 l 1 l) ( )
0%6;
6. calcul de L
0x;0y;
On déduit d’aprés le dernier résultat que :
025 : (xs —
LY o g2 A HLBH)) (IT1.98)

ox;0y;  D?

1
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7. La formule matricielle de 8;, B; et a; :

(a) Pour §; :

On peut écrire §; sous la forme matricielle suivante :

Tel que :

(b) Pour B; :

Tel que :

(¢) Pour a; :

Tel que :

Et :

5.1' = PTH(;‘I.P + Ggip

Gs

_051' _(051' 051 051)
' op; \ox; 0y; 0z
0%6; 0%5; 0%6;
0x:  0x;0y; 0x;0z;
0%5; B 0%6; 0%6; 0%6;

B OPZ B Gy,@xi aylz Oyiaz,-

0% ; 0%6; 0%,

0z:0x; 0zdy; 0z° )

]

ﬁi = PTHIBl.p + Gﬁip

B (0B ap;
Gﬁ"‘api‘(axi 0 Ozi)
0°B; 0 0°p;
0x? 0z;0x;

0 0 0
)
0x;0z; 072

1

d;=PTH, P+G,,P

Gy, = 0a; G G
%%~ 5p Bi [
_0a;
Hg, 3p? Hg, — Hg,

(d) calcul de P(d,d,a) :

(I11.99)

On exploite le dernier résultat : d; = PZ.T.Hal..P,- + Gaipi tel que :
p,‘ = AlP = Ai.]_ldi.
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On a déja calculer J dans la partie MCI (& = J.P) :
d;=a;"(JT.A Hy A J Vd;+ Gy, AP

Pour i=1, 2, 3 on obtient 3 equations :

r

dy=d,"(J T.AT.H,,.A1.J " Yd; + Gy, . AP

A\

dy=d, (J 1Al . Hy, Ay TV dy + Gy, . Ay P

d3=d3’ (J T.AT . Hy, . A3.J ) di3 + Gy, Ag. P

a"J Al Hy AT G, A
= d=|d, . JT.Al Hy,. Ap. T | @+ | Gy, Az | P
as’. J T.AT Hyy AT Ga,-As

— d¢=Hda+JP

— P=JYa-Ha

Remarque :
Ga,-Ay
)
J= Gag-AZ et H= 5
Gasy-As

Parce que : & = J.P. Ca implique que :

i=piyp
S0P

(I11.100)

(111.101)

(111.102)
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3.3 Validation des modéles des accélérations (di-

recte et inverse) en comparant avec SimMecha-

111CS
SM
Cercle XY
®
x=Y ° P Cercle ZY
zZe L Y @ [ 3
Y * ® Point B / »+
Modele inverse Ny /7 P - g
ne P I P alpha EMeUr  \aiidation de MAI
4 F PP\ daipha |
@—D t fcn d2P l | d2P fcn d2alpha
t Trajectoir
alpha PP
| dalpha ‘ dP
fcn » - |
| d2alpha d2pP >+ =
Modele Directe EITeUr \aligation de MAD

Figure II1.28 — Block Simulink

Ce schéma bloc a pour but de valider notre modéle des accélérations (di-

recte et inverse).

Validation du MAD :

Le bloc du SimMechanics et celui du MAD recgoivent les mémes angles

de rotation a, vitesses angulaires et les accélérations angulaires, ils nous

donnent les résultats affichés sur le scope nommé validation du MAD.
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w0 Comparaison de I"'acceleration de la nacelle du model de simmechanics avec celle du MAD
12 |

— Frreur ]
e Frreur. 2 -
S Errewr.: 3

celertion (d2x d2y d2z2) (misec)

WA AN A) m:u,\m

RV N ASVA N1

0 0.5 1 15 2 2.5 3
Time (secs)

Figure I11.29 — Validation du MAD

On observe une erreur d’ordre de 107* d’oi la validation du MAD.
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Validation du MAI :

Le modeéle construit sous SimMechanics recoit des angles de rotation, les
vitesses et les accélérations angulaires calculés par le bloc du MAI & par-
tir de la consigne (trajectoire circulaire) puis nous avons comparé cette
consigne avec la sortie du modeéle construit. Les erreurs sont affichés sur

le scope nommé validation du MAL

[N

« 10°* Comparaison de I'acceleration de la nacelle du model de simmechanics avec Macceleration consigne pour valider MAI

12 |
— Frreur ]
10 — Erreur 2
Erreur:3

Emeur en acceleration (d2x d2y d2z) (misect2)
oy

-4 — =
i
0 05 1 15 2 25 3
Tirme (secs)
Figure I11.30 — Validation du MAI
On observe une erreur d’ordre de 10™* d’oi la validation du MAI.
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4 Modeéle Dynamique

4.1 Modele Dynamique Inverse

Cette partie de modélisation présente une grande importance pour
la commande, car elle est destinée pour générer les couples nécessaires
qu’on doit appliquer aux avant-bras afin d’exécuter une tache bien déter-
minée.

D’abord, il est important de noter que les couples donnés par les
moteurs aux avant-bras servent a la fois d’annuler l'effet de la gravité, et
fournir des accélérations désirées aux différentes parties de la structure
selon la tache qu’on veut que la nacelle exécute (le mouvement suivant
un trajectoire avec une vitesse bien déterminée). Donc on peut diviser
le couple en deux, un pour annuler l'effet de la gravité, et 'autre pour
I’accélération. Par la suite on calcule chaque couple séparément en se
basant sur le formalisme de Newton, puis on les somme pour obtenir le

couple nécessaire qu’on doit appliquer aux avant bras.

(a) Le couple annulant effet de la gravité :
Pour calculer ce couple on considére que le systéme ne bouge pas
(sans accélération), donc l'effecteur est positionné dans un point P.
Les parties de la structure subissent des forces de gravité qu’on va
présenter ci-dessous. Par la suite on calcule ces forces puis on les

rapporte au points C; :

i. Avant-Bras :
Avant de passer au calcul de ces couples il est intéressant de
remarquer que le Robot ISIR 88 présente une structure différente
de celle de la figure qui suit, parce que 'articulation est placée
sur la surface externe de I'avant-bras ce qui signifie que le centre
de masse de ce dernier ne forme pas une droite avec le point A;

et le point C;
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Figure I11.31 — le segment A;G forme un angle (Aa=3.73 deg) avec le segment
A;C;

Donc pour simplifier I'étude dynamique nous rapportons les

deux forces de gravite de 'avant-bras et de la roue au point

C;.

alpha-Dalpha

Figure I11.32 — Avant-bras
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0 0
La force Z_V_;, =1 0 | = 0 . La force ﬁ; —
—Np —Mipras-8
0 0
0 | = 0 . On calcul le couple ﬁ; :
—N; —Miroue-8

AG, AN, = — AG,.Ny.cos(a; — Aa)y;

= —-AGyNp(cos(a;)cos(Aa) + sin(a;)sin(Aa)) ﬁ

= _ l—cos(Acx)N;7 licos(a;) + l—sm(Aa)Nb Lsin(a;) |y
1 1
AGy
licos(a;) 7 sin(Aa)Ny
= 0 N 0
. AG
—lLisin(a;) ~ 27 cos(Aa)N,,

1

Pour trouver le couple N;, il suffit de remplacer dans le dernier

i
résultat Aa par Aa + p? et AGy par AG,. On trouve :

AG,
llcos(a:,-) _Z—ICOS(Aa)Nr
AG, AN, = 0 A 0 (I11.103)
. AG, .
—lisin(a;) —sin(Aa)N,

1

Donc le couple totale de ces deux composants est :
Cpras = AG, A N, + AG, A N, (111.104)

—AGy.myp.sin(Aa) — AG,.m,.cos(Aa)

Chras = A—C: A 0 lg
1
—AGy.myp.cos(Aa) + AG,.m,.sin(Aa)
(I1.105)
Cpras = AC; AN (111.106)

N{ est la somme du poids de 'avant bras et celui de la roue,

rapportés au point C;.
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C1

Figure II1.33 — Gravité des avant bras rapportée aux points C;

ii. Les bras paralléles :
Pour cette partie de la structure on peut voir que la force de
gravité est appliquée aux extrémités comme il est indiqué dans
la figure suivante :

A2

Figure II1.34 — Les bras paralléles

i1i. La nacelle :

P

J\?;{ =M ;wf

Figure II1.35 — La nacelle

iv. Le systéme complet :
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Ny= Ny + 3N,

Figure I11.36 — Le systéme complet

Suivant la figure II1.36,la nacelle apparait comme si elle a un
poids égale a M3+§M2, en plus la force ﬁ; résulte de trois forces
portées sur les bras paralléles, donc il est nécessaire de connaitre
la composition de cette force ﬁ; suivant les directions portées

sur les bras paralléles ou bien suivant la base {u, us, uz}.

—_ —_
La force N, peut étre vue comme la somme de trois forces : Ny =

—_ - —

Zi1+ Zo+ Z3. Tel que Z; représente la force transmise au point P

par l'avant bras 'i’ suivant le bras paralleéle correspondant.

P
/’I \
3 |
Z | 4 <4
Z 7

Figure I11.37 — La somme des forces

Zi=21U, Zo=Zoty el Zy=Zs.l (111.107)
Puisque :
Ny=Z+ Zy+ Zs (I11.108)
Alors :
2,
JV;:Z+Z+Z,=(L71 w LTs) Z, (I11.100)
Z3

—

En notant : U:(ﬁi U, ﬁ;) Alors: N,=U.Z=Z =
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U-1.N,

. . - _ - —
Z; . représente 'expression de N, dans la base {u;, uy, us} :

N

= Z,.U; (111.110)
Zv=E DU, ; Z=(EZ)Us ; Zy=(F3Z)Us
Tel que :

E=(100 ; EB=(010 ; E=(00 1

Finalement les forces rapportées aux points C; sont :

c3

A3

Figure II1.38 — les forces appliquées sur les avant-bras

Il ne faut pas oublier que l'avant bras i a un seule dégré de
liberté, ce déplacement est portée sur le plans ox;z; du repére
R;. Cela signifie que 'avant bras i ne peut fournir aux bras
paralléle correspondant qu’une force portée sur le méme plan
0x;z;, donc cette force est elle-méme la projection de la force Z
sur ce plan.

Zi=Ziy, + Zi, (IIL.111)
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Z3

& le repere R3

¥3

Zy = Zs,. + Zs,

Zy, est perpendiculair surle
plans Oxz3

(9] Le plans Oxz3
dans le repere

R3

Figure II1.39 — Composition de Z; dans le repére R;

Par conséquent, il vaut mieux exprimer le couple Cg, fourni a
I'avant bras i dans ce repére. En effet dans ce repére le couple Cg,
a la meéme portée que l'axe (0y;). Pour cette raison on exprime
la force Zi dans le repére R; en la multipliant par la matrice de

transformation inverse A;', puis on la multiplie par la matrice :

1 00
00O
0 01

Pour trouver Zi,, dans le repére R;.

1 00
Zi.=|0 0 0 A;I.Z’
0 01
En posant :
100 cos(¢p;) sin(¢p;) 0
Bi=|o 0 0|A'=| o0 0 0
0 01 0 0 1
On trouve :
Ziy,=Bi.Z; (111.112)
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Le couple dt a la gravité se calcul par :

R —

Cgi

Cgi = AC; A (N + Zixy) (I11.113)
est porté sur I’axe oy; donc :

Cgi = ExCg; = EyAC; A (Ziv, + N) (I11.114)

Le couple annulant la gravité qui doit étre fourni au bras i est égale

a —Cgi.

Les forces d’accélération :

Chaque partie de la structure (avant-bras, bras paralléle, nacelle) a

une accélération, donc des forces pour 'assurer.

1.

11.

Pour la nacelle :

la force qui assure 'accélération :

—

F, = M;.0P (111.115)

OP en fonction de & se calcul plus tard.

Pour les bras paralléles :

Cette partie est soumise a deux forces aux extrémités sur 1'axe
(PC;) (voir la figure), ces bras ont des accélérations de transla-
tion et des accélérations rotationnelles autour du centre de gra-
vité G; (il est au milieu de PC; dans notre cas), mais ils n’ont

pas des rotations autour de l'axe (PC;).

Figure I11.40 — Les forces F; et F;

Un solide ayant un tel mouvement on peut le représenter comme

s’il est soumis a trois forces :

e Une force F_,; appliquée au centre du gravité G;, elle sert a

translater tout le corps.

R —

e Et deux forces ITZ; et —F;, appliquées aux extrémités du solide
(P et C;), Elles générent une accélération rotationnelle 6

autour du centre de gravité G;
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Figure I11.41 — Les forces F;, et Fj;

—

F;, = m,.0G; (111116)
. OC,+0P
tq 1 0G;=———

L’accélération du point C; se calcul par :

) —l.cos(a;).cos(¢;) li.sin(a;).cos(¢p;)
ﬁ= —L.cos(a;).sin(p;) a;’ - l,.sin(a;).sin(¢p;) | d;
L.sin(a;) l.cos(a;)
(ITL.117)

Il nous reste le calcul de 171; :

l?i; et —F_l-; générent une accélération 6 autour de I'axe A passant
par G; et qui est perpendiculaire & ces deux forces. Il est impor-
tant de remarquer que la direction du (A) est variable selon la

e
variation de F;, en sa direction.

Figure I11.42 — Les avant-bras

D’apres la figure précédante on peut écrire la relation de couple-

accélération par ’équation suivante :

! l .
101-,.§2+F,'r.52 =J.0 (II1.118)

Ou bien
Fi.l=J,.0 (I11.119)

Tel que : J représente le moment d’inertie du solide par rapport

(4).
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111.

L —
En multipliant les deux termes de ’équation par Ez.ug on trouve :

lz — l29 —_—
F,-r.zz.ug = Jo -y (I11.120)
tq :
g : Vecteur unitaire de méme direction que Z*T,;
Fiy = Fir.up.
— [0 _
,'Ci = T.ug
On peut écrire donc :
. l2 . . .
F,-r.g2 = 1,.G;C; = F. = M,.G;C; (I11.121)
2 .  _=. 0OC,-0P
Tel que M, = %, on trouve G;C; par : G;C; = IT
2

Accélérations des avant-bras :

Le couple générant cette accélération égale a Jy.d;. Tel que J;
représente la somme des moments du bras, de la roue, du pignon,
la poulie et le moteur, rapporté aux bras. D’aprés le théoreme de
Huigens on trouve les moments d’inertie par rapport qu points

A;.

Jp= ];7 + Mlbms-(AiGbi)2
Ir= ]; + leroue-(AiGri)2

Tel que : J; et J, représentent les moments d’inertie du bras et
de la roue par rapport aux leurs centres d’inertie, Gp; et G,; res-
pectivement. Le rapport de réduction entre (moteur + pignon)
et la roue est 12 :1 donc le moment d’inertie de (moteur + pi-
gnon) rapporté au bras égale a 122.]m0teu,_,,ignon. C’est la méme
chose pour la poulie avec un rapport de réduction 6 :1 on trouve
le moment d’inertie rapporté 6°.Jpoutse-

Donc :

J1= 62‘]poulie + 122~]m0teur—pign0n +Jp+ 7, (HIl22>

Le couple qui assure ’accélération de I’avant bras i égale a J;d;.

iv. Le couple d’accélération :
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A ce stade, on connait les forces qui doivent étre appliquées aux
points C; et P, donc le probléme est similaire au précédant ot
on a calculé le couple annulant l'effet de gravité. Par la suite on
va rapporter toutes les forces au points C;.

—

—_— —_—
On trouve les forces équivalentes a F;, , —F;, , et F;; comme il

est indiqué sur la figure :

Figure II1.43 — Les forces F;, et Fj;

—

Fi;
Au points C; la force appliquée est F irt+—— 5 qu’on 'appelle F

i My ==

—(OC OP)+—(OC OP)

- (My M\=> (M, M;\=>
Fi=|—+— OCl+ =21 OP
2 4 2

4

—

F; = 4,.0C; + a,.OP (I11.123)
Au niveau de la nacelle la force totale L appliquée égale a :

—~ — Fy+Fpy+F; — — —
L=F,+ 1 22t 3t_(F1r+F2r+F3r)

Figure I11.44 — Les forces F;, et Fj;
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Si on développe on trouve :

—

L = a3.0P + a,(300G) (I11.124)

Tel que :

M, M4) M, M,
et 1
4 2

az=Mz;+3|—+—
3 3 (4 2

—  0C;+0C, + OC.
0C = 1 2 3

. . - —_ — —
Maintenant on exprime la force L dans la base {u;, u,, us} por-

tée sur les bras paralléles :

Lu=U"V L =L, +Ly+Ls

&l

=l

Figure I11.45 — Décomposition de L

On trouve Z par :
L, =FE.Lu=E; (U L) = E,.U ' (as.0P + a,.(30G))

On trouve finalement la force équivalente appliquée au niveau

du coude C; :
— [ —
T;=L;+F; (111125)
A1 A3
A2 ca
¢
T, =L+ F, .
1 1+ 1 T, —Ti+ T
I c2
15 = Lo+ F5

Figure I11.46 — Les forces totales rapportées aux points C;

—
Comme on a déja vu, on s’'intéresse a la composante de T; portée

sur le plan (ox;z;) et on ignore celle portée sur (0y;).
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— — —
i=

Tiv,=B;.T; =B;(L; + F;) (IHIQ6>

Le couple de cette force par rapport au point A; :

Eg.ACi ANTiy, = EZ-ACi-Tixz

Tel que :
0 hsin(a;) 0
E, = (0 1 0) AC;=|-Lsin(a;) 0 —licos(a;)
0 ZICOS(ai) 0

Donc le couple totale que doit étre fourni & ’avant-bras i égale a :
Ca;=J1.6;+E>,.AC;.T;, (111127)

(c¢) Le couple totale :

Le couple totale C; appliqué au niveau de 'articulation 'i’ égale & :
Ci = Cdl' - Cg, (111128)

Le couple rapporté au moteur i est : T; =12.C;.
On note aussi : Ta; =12.Ca; et Tg; =12.Cg; qu'on va les utiliser

plus tard.

4.2 Modele Dynamique Directe

Si on développe I'equation II1.127, on trouve :

Ca;=],.d;+ Gila5 + Giz(@ + O_C,;) + Gigﬁ

Tel que :
Giy, = a3(E,.AC;.B;. U ;)(E;.U™ Y + a,.E,.AC;.B,;
Gi» = a,.E,.AC;.B;. U ;(E;. U™ )
Giy = a,.E,.AC;.B;. U ; (E;. U Y + ay.E,.AC;.B;

OC; et OCy sont les accelerations des deux points C; et Ck.

Giy, Gi, et Giz sont des vecteurs lignes. On sait que :

O;)—azﬁd2+a@d
oda? T da;

ENP 2016

87



CHAPITRE III. MODELISATION DU ROBOT DELTA

O;T_GZOC]' . 9 OOC]

C]_Txlz.aj + 3a; aj
. 2 Py
. k
En notant : _ _
0°0C;, _, . 00Ci _,
0a? R VR
320C; ~00C;
{ 6&? =h da =)
0°0C; . . 00C; _
| 0% Y day

Ca; =e;;.0; + eij.c'z'j +ej.ar+ b,‘j.djz + bik.asz + bii.diz + Gila)) (111129)

Tel que :
eii=J1+Gizlp
eij=Gi2J>
< eir = G Kz
bij = GixJh
birk = G2 Ky
bii = Gzl

Dans la partie du calcul de P(é,d,a) on a trouvé que : P =J (& - Hd). En
substituant ce résultat dans I'expression de Ca; et en remplacant 'indice i par

ses valeurs 1, 2 et 3 on obtient 3 equations qu’on écrit sous la forme matricielle

suivante :
Cay €11 €12 €13 b1 b2 bis dlz G .
Co=|[Cas|=|en ex ex|@+|bay by bay||d?|+]|Gi|OP (II1.130)
Cas €31 €32 €33 b3y b3y bss dgz Gis
Ou bien :
a,?
Ca=ei+b|ad,?|+G.OP (I11.131)
as?

En substituant I'expression de OP on trouve :
dr?
Ca=e.d+b|d,?|+G.J  (a-H.q) (I11.132)

a3
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Tel que :
G Cg
Cs Cgs
On trouve :
a,?

—  a=(e+GJ Y c+Cg-b]| a2 +G.]"1.H.c'x]

(132

Ainsi on obtient :

a,?

i=(e+GJOH](T+Tg12-b|d,? +G.]—1.H.a]

a3

(I11.133)

(I11.134)

(I11.135)

(I11.136)
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4.3 Validation du MDD et MDI en comparant avec Sim-

Mechanics
notre MDI
alpha |
Cerc.le}(\’ @ >
K=Y ° ° Cercle ZY dalpha
| —{ d2alpha T Les coupes
zZe e X P
»|d2p ]
P+
ve @ Point Modele inverse ':’—.
- . . alpha l —— Erreur Erreur(notre MDI)
(4] » 4 plap A daipha (T :
(:)4;t fon d2p d2P  fcn d2alpha
t Trajectoir1
alpha
dalpha - [:|
»{d2alpha T rl—>
» P Erreur. Erreur(MDI_Clavel)
| d2P
MDI_Clavel

Figure I11.47 — Block Simulink

Les trois blocs recoivent les mémes signaux correspondant a la trajectoire

indiquée par la figure.

XY ZPlot

0.1
R

0.3

Z Axis

04

0.1
Y Axis

Figure II1.48 — Trajectoire en 3D

Les couples générés pour cette trajectoire sont de I'ordre de 0.04.
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les couple du Robot_Simmechanics -
0.04 — —% —
E 002 LW 1
£
o
[ 0 I
Al
E
2 -0.02
=
[}
[}
=
<9004 H
=
=
g VARV W | W VIRV v
-0.06 t
—— notre MO
— notre MDI22
-0.08 notre MDI:3 ||
I
0 0.5 1 15 2 25 3

Time (secs)

Figure I11.49 — Erreur sur les couples

L’erreur entre notre modéle et le modeéle construit et de 'ordre de 107>,

donc lerreur relative a 'amplitude des couples est de l'ordre de 1073,

1078 Comparaison des couple de MDI analytigue avec les couple du Robot_Simmechanics
|
18 :

— e

[UK [Ul FAY )| i |

—
-9

—
3]

Erreur en Couple (T1 T2 T3) (N.m)
=]

—
[=]

0 05 1 1.5 2 25 3
Tirme (secs)

Figure II1.50 — Erreur entre notre modéle et le modéle de SimMechanics

L’erreur entre le modéle de Clavel et le modéle construit est de 'ordre

de 1073 donc, une erreur relative de l'ordre de 0.1.
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« 109 Comparaison des couple de MDI_Clavel avec les couple du Robot_Simmechanics [

5 e Erreur.:
e Erraur. 2
4 e Erreur. 3
E
=z 3
=y
|_
o2
E
=)
= 1
3
3
g 0
5
o]
v
-2

0 0.5 1 1.5 2 25 3
Time (secs)

Figure II1.51 — Erreur entre le modele de Clavel et le modéle de SimMechanics
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5 Modéle d’état

Dans notre cas, on a choisit les états du systéeme : les angles de rotation

des moteurs qu’on note (61, B, et 03), ces vitesses angulaires et les courants des

moteurs.
01 01 Il
Onnote:0=10,|;0=|6,|et I=|1L|.
03 8.3 Ig

D’aprés les relations éléctriques des moteurs a courant continue on peut écrire :

u; = R.I; +le' +Kegi

ou bien ( ©
b, = %e
fi:b291i+b1.li+b3.ui tel que < bg:_T
1
bg = Z
On écrit cette relation sous une forme vectorielle.
1251

I=b,0+b,.I+bs.U tel que: U=]|u,

Us

Il nous reste la partie mécanique. D’aprés la relation II1.137 et en prenant en
compte le réducteur : C=12T et 0 =12a avec 6(0) = a(0).
Alors :

s 2

a

0=12(e+GJ N '12.T, - b| a2 |+ G.J 'H.¢) +12°(e+ G.J )™ 'T (I11.137)
a3’

Sachant que T = K;.I et notant

a?

M=12(e+GJ ) (12.Ty - b| ay? |+ GJ 'H.c)
dis?

N=12%(e+G.J YT

On trouve :

=M+ N.I (I11.138)
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Paramétre | Définition

T couple moteur T = [T, T», T3]

T, couple moteur annulant l'effet de gravitée : Ty = [Ty, Ty,, Tg,]
T, couple moteur assurant l'accélération : Ty = [Ty, Tg,, Tg,]

C couple rapporté aux avant-bras (C = 12.T)
C couple annulant I'effet de gravitée rapporté aux avant-bras (Cg = 12.Tg)

oQ

C couple assurant 1'accélération rapporté aux avant-bras (C, =12.Ty)

Q

Table III.1 — Tableau des parameétres utilisés dans la modélisation

Parameétre du moteur (datasheet) | Définition
R résistance des moteurs (1.35Q)
L Inductance des moteurs (1.2mH)
K, constante de tension (FME) (0.1194rad/sec)
K; constante de couple (0.119 N.m/A)

Table II1.2 — Tableau des parameétres des moteurs

X1=60;X,=0; X3=1.

On considére pour le modeéle d’état finale.

X=X,
{Xo=M+N.I (IT1.139)

Xg =by. X5+ b1. X3+ b3.U

Remarque :

C’est un modeéle d’état non linéaire dont la non linéarité réside dans la deuxiéme
equation (M et N), le reste est linéaire.
La forme de notre systéme est affine, ¢’est un avantage important pour pouvoir

appliquer des commandes qui nécessitent une telle forme.
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6 Génération des trajectoire pour le robot

6.1 Introduction

La génération des trajectoires d'un robot s’intéresse aux formes des tra-
jectoires qui relient deux points de I'espace ainsi qu’a la maniére dont évolue la,
vitesse durant le trajet de I'outil.

La génération trajectoire posséde deux aspects : aspect géométrique et aspect
temporel. L’aspect géométrique concerne les formes du trajet (géométrie de la
trajectoire) et I’aspect temporel concerne 1'évolution de 'accelération, de la vi-
tesse et de la position dans le temps appelé aussi profils d’accélération, de vitesse
et de position respectivement.

Les deux aspects géométriques et temporels, 'un dépend de 'autre car tout
erreur spatiale (géométrique) induit une erreur temporelle et vice-versa. Les
formes des trajets sont trés importants et les profils temporels doivent ainsi étre
bien choisis de tel maniére de ne pas accélérer ni décélérer a n’importe ou sur

ces trajets.

6.2 Lois du mouvement

Les trajectoire de base sont classifiés en 3 catégories : polynomiales, tri-
gonométrique et exponentielles. On va illustrer ces types de trajectoires dans ce

qui suit. [2]

6.2.1 Les trajectoires polynomiales

Dans le cas le plus simple, un mouvement est définis en posant deux
instants # et £, et des conditions sur la position, la vitesse et 'accélération en
ces moments la. D’un point de vue mathématique, le probléme est de trouver
une fonction

q=q(t) h<t<ty
De telle maniére que les conditions prédéfinis soient satisfaites. Ce probléme
peut étre résolus facilement en considérant une fonction polynomiale

gt) = ag+ art+ at* + ...+ a,t"

Avec les n+1 coefficients a; qui sont déterminés de telle fagon que les contraintes
qu’'on a déterminé sont satisfaites. Le degré n du polynome dépend du nombre

des conditions prédéfinis.
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Position

Velocity

Acceleration

0 2 4 6 8 10

Figure II1.52 — Profile de position, vitesse et accélération d’une trajectoire po-
lynomiale 2]

Il existe plusieurs types de trajectoires polynomiales, parmi ces types on
trouve :
Trajectoires linéaires :
C’est la trajectoire la plus simple des trajectoire polynomiales, elle est définis
par

q(t) = ap+ a,(t— 1)

Cette trajectoire est caractérisée par une vitesse constante.

Position

Velocity

Acceleration
o

1
bt
n

Figure II1.53 — Profile de position, vitesse et accélération d’une trajectoire li-
néaire |2]
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Trajectoire parabolique :
Cette trajectoire, aussi appelé trajectoire gravitationnelle est caractérisée par

son accélération constante.

Figure 111.54 — Trajectoire avec une accélération constante [2]

6.2.2 Les trajectoires trigonométriques

Il y en a plusieurs types de trajectoires trigonométriques, parmi ces types
on trouve les trajectoires harmoniques.
Trajectoires Harmoniques
Une trajectoire harmonique est caractérisée avec un profile d’accélération pro-

portionnel au profile de la position.

Position

Velocity

Acceleration
o

1
o
n

Figure I11.55 — Trajectoire harmonique [2]

6.2.3 Trajectoires exponentielles

Cette trajectoire est caractérisé par un profile de vitesse de la forme

§(t) = v.e eV
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Position

Velocity

o N .
oF = k A

Acceleration

-5t

Figure II1.56 — Trajectoire exponentielle [2]

o et A sont des parameétres choisit.

7 Conclusion

Le modele géométrique du robot delta que nous avons établi nous permet
de passer de I'éspace articulaire vers I’espace opérationnel et vice vers ¢a, ¢’était
un modéle plus simple que celle établi par Clavel. En exploitant ce modéle
géométrique on a pu aboutir & un modéle cinématique purement analytique. En
utilisant les deux modeéles cinématique et géométrique et en faisant une étude
dynamique du robot, on a abouti a un modéle dynamique plus exacte du robot
et ca en prenant en compte une partie mécanique du robot qui a été négligé dans
le modéle établi par Clavel. Avec tous ces modeéles établis, on a pu construire un
modéle d’état non linéaire. A la fin, on fait une petite étude sur la génération
des trajectoires et les lois du mouvement. Tout au long du chapitre on a fait
des validations des modeéles établi, soit en comparant avec le modeéle de Clavel,

soit en comparant avec le modéle construit sous SimMechanics.
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CHAPITRE IV. LA COMMANDE DU ROBOT DELTA

1  Les commandes non linéaires

1.1 Commande par le mode de glissement

1.1.1 Définition

La technique des modes glissants consiste a amener la trajectoire d’état
d’un systéme vers la surface de glissement (S) et de la faire commuter a 'aide
d’une logique de commutation appropriée autour de celle-ci jusqu’ au point

d’équilibre, d’ou le phénomeéne de glissement. Pour que les objectifs de la com-

mande soient atteint, il faut que :

S$.5<0

S=0 pour S=0

1.1.2 Application de la commande

On cherche a faire tendre 'erreur AX; = Xj — r vers zéro.
AX, =X, -7, si Xo=F—A1,AX; alors AX; = -1,AX; donc AX; — 0.
Alors soit §;=Xo — 7+ ;A X].
Si S; — 0 alors l'objectif de commande est atteint.
Si §; = —-AS; alors §; — 0
C.ad:
S1=Xo—F+AAX; =M+ N.X3— i+ LAX; = -18

— X3=N1-21,8-M+7i-21,AX))

Soit la surface S, = X3+ V tel que V==-N"1(=1,8, - M+ - 1,AX))

L’objectif de la commande sera atteint si S, =0 ou bien, si :

S, =-K.signe(S,) = X3+V=-K.signe(S,)
D’aprés 'expression de X3 on conclut que si :
1 , .
U= (-K.signe(Sy) — by.Xo — by.X3— V)
3

Alors le systéme est stable.

(IV.1)

(IV.2)

(IV.3)

(IV.4)
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1.1.3 Validation

- »
Consigne T

alpha
dalpha
d2alpha
d3alpha Xxd - Xd

P u

dP XMN
| d2P
Point de Fonctionnement

Regulateur
Mede Glissant

P P alpha

®_’t 4 P aP 4 dalpha
d2pP d2pP d2alpha

El_’ ne  fen - op s ap " g3aipha

—
y

Trajectoir

YYYYYY

Figure IV.1 — Block Simulink de la commande par mode de glissement

Commentaires :

Ce schéma bloc représente I'implémentation de la commande par mode de glisse-
ment. De gauche a droite, on trouve : générateur de trajectoire, modéle inverse,
un bloc pour générer ’état désiré, le régulateur par mode de glissement, la fonc-
tion saturation et le robot delta construit sous SimMechanics. La commande
des moteurs se fait en fonction de 'erreur entre la position de la nacelle et la

consigne P.

- ] (@)

DP
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Z Axis

02 -

04

06 -

XY ZPlot

0.2 0
0 0.2 0.2
Y Axis X Axis

Figure IV.2 — Trajectoire en 3D

Comgparaison de la position de la nacelle avec la consigne

Consigne: 3
/ ]
— P2

~ /\\ /FA

\ T/ I\ \

-0.1

les coordonnes (x y z) (m)

.02 !

\ \

-0.3

1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Time (secs)

Figure IV.3 — Position de la nacelle

Commentaires :

Ces deux figures IV.2 et IV.3 représentent respectivement, la trajectoire spatiale

et la trajectoire temporelle. On remarque qu’on a une bonne poursuite de la

trajectoire sauf en quelque points, ot la nacelle change brusquement la positon.

w1073 Comparaison de la position de la nacelle avec la consigne &
T
s — Erreur:
—— Erreur:2
Erreur:3
6
E 4
N
- 2
=
3  —— — —
R e e —— |
2
8 -2
o
(%1
@
-4
-6
-8
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
Time |secs)

Figure IV.4 — Erreur sur la position de la nacelle
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Commentaires :

En remarquant le graphe de I'erreur on constate que la poursuite est bonne sauf
en deux points. Ces deux points dans la trajectoire sont des points ot la nacelle

a changer brusquement sa position.

Wisualisation de tensions
T T

10

Tension (V)
=

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
Time (secs)

Figure IV.5 — Les tensions des moteurs

Commentaires :

Le graphe ci-dessus représente les tensions appliqués par chaque moteur. On
remarque qu’il y a des pics lorsque la nacelle change de trajectoire d’'une maniére
brusque car en ces moments la, le robot demande plus d’énergie pour ramener
la nacelle a la position désirée. On remarque aussi la présence du phénomeéne
du chattering a cause de la fonction signe propre a la commande par mode de

glissement.
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1.2 Commande par Back Stepping

1.2.1 Définition

Backstepping est une technique de commande récursive basé sur les fonc-
tions de Lyapunov proposé au début de 1990 [8]. La technique a été comple-
tement traitée par Krstic, Kanellakopoulos et Kokotovic dans [9]. L’idée du
backstepping est de concevoir un controéleur récursive en considérant a chaque
¢tape I'un des état du systéme en tant que "commande virtuels". Le backstep-
ping assure les objectifs de commande (stabilité et poursuite). La preuve de ces
propriétés est une conséquence directe de la procédure récursive, car la fonction

de Lyapunov est construite pour tout le systéme.

1.2.2 Application de la commande

La forme du modeéle d’état est affine, donc on peut appliquer la méthode
du Backsteeping. Etant donné 3 états (qui sont des vecteurs), on procéde en 3
étapes :
Etape 1 :
On veut que X; — rcad AX;=X;—-r—0.

_ AX]AX,
Soit Vj = —Y donc :

Vi=AX AX = (X7 -iD)AX, = (X! - ihHAaX,

Si X, =7 —A;AX; alors V; est FDN, donc AX; — 0
Soit : AX, = X, — ¢y tel que ¢p; =7 - A1AX; qu'on veut qu’il tend vers 0.

Etape 2 :
AXAX, AX]AX,
2 = + .
2 2
Vo= AX{ (X — )+ AX) AX, (IV.5)
Etape 3 :
, AXIAX; AXJAX, AXTIAXs
Soit : Va3 = + +
2 2 2
Va=AX{ (X, — )+ AX] AXy + AXIAXs

= AX{ (o — F +AXo) + AXSAXy + AXT AX;

= —MAX{AX) +AXT(AX, +AXo) + AX] AX;

= —MAX{AX; +AXS (AX; + M+ N. X3 — ) + AXTAX;
ENP 2016 104



CHAPITRE IV. LA COMMANDE DU ROBOT DELTA

X3=AX3+¢p3 donc :
Va=-MAX][AX,—AX] (AX; + M+ N¢y—h, + NAX) +AXIAXs  (IV.6)
Puisque : AX; + M+ N¢o — 1 = —AAX, alors :
Vs = —-MAX] AX) — MAX) AXy + AX) NAX3 +AXs

AX] NAX;=AX] NTAX,

Donc :

Vs =~ M AX] AX - LAX] AXp + AXT (NTAX, +AXs) (IV.7)

Finalement si NTAX, +AX; = —A3AX; alors 'objectif de commande est atteint.

La commande obtenue est donc :

1 .
U= b_ [—AgAXg—ngZ—le?,—NTAXz-l-(PZ] (IV8>
3
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1.2.3  Validation

" j
> ]
Consigne
P
P »P alpha P alpha RDelta P
( :)—PT Regulateur .
dP P dP dalpha P dalpha -
g - i ﬁ d2aiphe || 62aipha BackStepping ,_ ﬂ 1]
»
[a |>fne 43P > @ap d3aipha | | g3aipha Xd = xd Erreur
DP
Trajectoir > P XMN v
» dP
P d2P
Point de Foncitonnement
Cercle XY
X=Y Cercle 7Y
z X

Figure IV.6 — Bloc Simulink de la commande par BackStepping

Commentaires :

Ce schéma bloc représente I'implémentation de la commande par backstepping.
De gauche a droite, on trouve : le générateur de trajectoire, le modéle inverse, un
bloc pour générer 'état désiré (Xy), le régulateur par backstepping, la fonction
saturation et le robot delta construit sous SimMechanics. Les résultats de simu-

lation pour une poursuite de trajectoire sont donné par les figures suivantes :

D -
—D.Z -
.8
P
0.4 -
06 - 02
02 1]
0 0.2 0.2
YV Avie X Axis

Figure IV.7 — Trajectoire en 3D
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lzs coordonnes (x yz) (m)

S\ \
\

-0.3

Comparaison de la position de la nacelle avec la consigne

e — Consigne: |
— Consigne: 2

0.2 4
b Consigne: 3
— D
——

== A\

\
\

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5
Time |secs)

Figure IV.8 — Position de la nacelle

Commentaries :

La deuxieme et la troisiéme figure représentent respectivement, la position spa-

tiale et la position temporel. On remarque qu’il y a une bonne poursuite de la

trajectoire.
w0 Comparaison de la position de la nacelle avec la consigne =
8
— Erreur]
& Erreur:2| |
Erreur:3
4
E
E 2
=
70 L -
é [
E 2
E ’
-4
K3 I
-8
0 0.5 1 15 2 25 3 a5 4 45
Time (secs)
Figure IV.9 — Erreur sur la position de la nacelle
Commentaries :

On remarque que l'erreur de poursuite est presque nulle sauf en deux instants

différents ot la nacelle effectue un changement brusque dans sa trajectoire.
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les tension

tension (V)
=]

RESRERE -

[1] 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Time (secs)

Figure IV.10 — Les tensions des moteurs
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2 Commandes linéaires

2.1 La linearisation

Il est intéressant d’appliquer plusieurs commandes linéaires caractérisées
par leurs performances et robustesse par rapport aux perturbations de com-
mandes, de sortie, bruit de capteurs et les erreurs de modélisation. Parmi ces
commandes on trouve le réglage PID, retour d’état a action intégrale et loop-
shaping.

Notre systéme est non linéaire qu’est de la forme suivante :

f

X=X, (linéaire)
{1 Xo=M+N.X;=g(X) (nonlinéaire)

ngbg.Xg+b1X3+b3U (llnéalre)

Ou bien
X=f(X,U)
(IV.9)
y=CX
Afin d’appliquer une commande linéaire, il faut que le systéme a com-
mander soit linéaire autour d’un point de fonctionnement (X, X, X3, U) qu’on
appelle Ey. Si le systéme est proche du point de fonctionnement E, alors le
systéme non linéaire aura un comportement presque linéaire. En effet, par un

développement de Taylor du premier ordre on représente le systéme non linéaire

autour du point E, par :

. : 0X
X(Ey+AE) = X(Ep) + (—) AE
Eop

OE
C.ad:
. (X, U of(X,U
AX:(L) .AX+(L) AU
0X g oU Jg,
AX = AAX + BAU (IV.10)
Ou bien : r
AX;=AX,
. 00X, 0X, 0X,
CAX) = —2AX; + —AX, + —=AX IV.11
2 0X, 1 0X, 2 0X; 3 ( )
AX; = byAX, + biAX; + bsAU

Les matrices d’état A et B se calculent au point de fonctionnement Ey = (Xo, Up).

L’objectif du robot est d’effectuer un déplacement suivant une trajectoire, d’ott
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la variation du point de fonctionnement a chaque instant. Donc, les régulateurs
linéaires qu’on calcule en fonction de A et B vont étre des régulateurs prépro-

grammes.

2.1.1 Calcule des matrices de linéarisation A, B et C

1. Calcule de B et C :

Les matrices B et C sont faciles a trouver, puisque y = X; alors Ay = CAX

tel que : C = (ngs 0343 03x3)'

6f(X U) O3x3
B="g 7| s
b3.1I3,3
2. Calcule de A :
0343 I3,3 0343 0343 I 0343
of(X,U 0 0 0
AU X0) | o8 g El-lo r 1
GX 0X1 6X2 0X3
0353 Do.d3x3 by.d3y3 Osxs D2 brd
0 0 0
Avec : Q = 6—;, R = G—Ji et L= a—i sont des matrices (3x3) qu’on va

calculer. (voir VI).

2.1.2 Validation de la linéarisation de A

Pour valider la matirice A il suffit que la relation :
X=AX+BU

Soit vérifiée dans le schéma suivant :

Calcul de matrice de
lineairisation a la position d2X=A*dX+B*dU
du systeme dY=C*dX

RDelta_analityque
_ alpha A » A
P dalpha
B—»B
P d2alpha
P d3alpha cC—»C d2X
i ]
P du/dt -—p dU d2x1

B ]

»dusdt >
d2x2
]

Figure IV.11 — Bloc Simulink

La simulation nous a donné les résultats suivants :
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Comparaison des couple de MDI analytigue avec les couple du Robot_Simmechanics e
200 ._____.-ql_l"
E
z
E 150
ﬁ Dm0
E — Demux1/1:2
@ Demux1/1:3
= 100 Demux/1:1 [
8 m— Demin1:2
5] — Demux/1:3
2 s0
i
0
0 20 40 60 a0 100 120 140 160 180 200
Time (ms)
Figure IV.12 - Xj
‘Comparaison des couple de MDI analytique avec les couple du Robot_Simmechanics =
900
T 700
z A
r-'_'_ﬁ‘ 600
I
C 500
=
< 400
[=%
3 //
2 A Demusx1/2:1
2 // —Dpmii2:2
5
g 200 / Demux1/2:3
w —[emux2:1
100 Demuxi2:2
i — .
o .g"‘- ‘ De‘muxrz.a
=100
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Time (ms'
Figure IV.13 - X,
18 Comparaison des couple de MDI analytique avec les couple du Robot_Simmechanics =
: I I ]
— Damux /301
18 — Demue(3:2
Demuc1/3:3
14 Demux/3:1
T m—Demux/3:2
= 12 Demux/3:3
o
-
oo
£
o 08
[=%
E]
a
‘I-: 06
a
5
2 04
]
02
0
=0.2
0 20 40 60 BO 100 120 140 160 180 200
Time (ms)

Figure IV.14 — X,

Les graphes sont confondus d’ou la validation.

2.2 Gain préprogramme

1. Définition :

Aprés avoir calculer les matrices A et B on synthétise un retour d’état
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avec action intégrale :

DX1*
(reference =[0;0;0] )

-

Ks /

DU

v

Systeme DX1

Lineairse

Kx™DX

DX

K

E—

Figure IV.15 — Retour d’état et action intégrale

Les gains K et K, sont fonctions de Ey = (X, Up), Ep est lui méme fonction

de la consigne r.

AU et AX se calcule par les relations :

AX=X-X"

AU=U-U"

Le schéma de commande :

Generateur du
Trajectoir

v
¥
v

{La consigne)

Calcule du:

1) point de fonctionnement
E0 = (X17, X2%  X3* U7
2) Lineairisation autour ce point
de fonctionnnement {Calcule de Q
R et Z pour obtenir AB et C)

EO

X1

U Systeme

K" DX

*1 nonlineair

- DX1

X1

X

DX

X*

Calcule de
K=[Kx Ks] & partir
deA BetC

Figure IV.16 — Gain préprogrammé

2. Calcul des points de fonctionnement :

Le courant et la tension se calculent en fonction de la consigne r =
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(a,a,d)”. La deuxiéme equation du systéme nous donne :
X, =M+N.X; = Xz=N'X-M) = X;j=N'(12&"-M)
La 3éme equation nous donne :

. 1 .
X3=bXo0+b; X3+ bsU — U*:b—(ng—lzbgd*—le;)
3

X; est calculé numériquement par :

L. Xr(+AD-XI(D
X3 -
At

Ou analytiquement (ce qu’on a utilisé).

Aad = RAa+ QAa+ LAI

On conclut que :
d=Ra+Qd+LI = I"=L"(a"-Ra-Qda")
3. Calcul de K, et K; :

AX = AAX + BAU

Ay=CAX

t
AU = —K,AX - st e.dZ = -K.AX - K,Z
0

Tel que Z=CAX -AX] =CAX, AX; =0.

AX
AU = —[KK]& tel que & = est un état augmenté. Le systéeme
Z
augmente :
. (x| [A o|[AaXx]| |B
E=| . |= + AU (IV.12)
Z) C 0 VA4 0
Ou bien :
& = A& + B, AU
4 (IV.13)
Au=C,&

A, est de dimension 12x12.

On impose la dynamique désiré (les poles désirés) pour calculer K, et K.
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2.2.1 Validation

Consigne

| Les Gains J
P P alpha alpha
®—’ t dP ap ua\gna |yl dapha 1 a
4 " < I Bl—»5
fon dzp d2P fen d2alpha I dz2alpha P
ne 3P 43P d3alpha P d3alpha c plc o Kx

Trajectoir [ = %0
u-o
Cercle XY g
x=Y, ., Cerclezy point de foinctionnement
et lineairisation
Ze .X
. . pu
Y Point A
[0,00] G/ L g
X
o >
Kx™X

>+
Erreur

Figure IV.17 — Bloc Simulink de la commande par gain préprogrammé

Commentaires

Ce schéma bloc représente la commande par gain préprogrammé. On a
le générateur des trajectoires, le modeéle inverse, le bloc qui calcule les
points de fonctionnement, le bloc qui calcule les gains (entrées A, B et
C et les sorties sont les gains K; et K,). Ensuite ces gains sont utilisés
pour le retour d’état et pour 'action intégrale. Finalement la commade

est appliquée au robot delta et les signaux de sortie et les erreurs sont

visualisés.

0.3 T T T T

0.02

0015

0.0

0.005

1.57 158 158 18 1.61

-0.297
-0.298
-0.299

0.3
-0.301
-0.302

lzs coordonnes (x yz) (m)

04 1 1 1 1

2 Time |secs) 3 4

Figure IV.18 — La position de la nacelle

ENP 2016

114



CHAPITRE IV. LA COMMANDE DU ROBOT DELTA

4 103
E2f
M
=
a

e

E 0 e Y—-‘f o S
5
=
g.
m 2T
]

_4 1 1 1 1

0 1 2 3 4

Time (secs)

Figure IV.19 — Erreur sur la position de la nacelle

Commentaires :

Les deux figures IV.18 et IV.19 montrent la poursuite de la trajectoire
en utilisant la commande par gain préprogrammé. Il est a noter que le
systéme est bien évidement rapide. Cette commande a donné de bons

résultats avec une erreur de l'ordre de 1073,

les tension

tension V)
-

Figure IV.20 — Les tensions des moteurs

Commentaires :

On remarque que la forme des tensions est plus lisse par rapport aux com-
mandes non linéaires, cela est dit & 'absence du phénomeéne de broutement

(shattering).
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2.3 Réglage en cascade

Notre systéme est divisé en deux parties, partie mécanique et partie élec-

trique. Le sous systéme électrique est trés rapide devant le sous systeme

mécanique, ¢’est 1a ot on peut régler la sortie Ay (position) par le couple,

et on régle le couple calculé par le premier réglage en utilisant la tension

AU.

Le systéme en boucle ouverte :

T AXs = bo. A X + b AX3 + by AU
AT = Ki.AX;

AXo=QAX) +RAXy + ZAT

AU AX3 = bo.AXo+ bl AXy + by AU AT AX)=AX, AXy
[ AT = Ki. AX; —
AXy=QAX1+RAXy + ZAT
Le systeme Electrique Le systeme Mecanique
Figure IV.21 — Décomposition en sous-systémes
Le systéme avec réglage :
AT | [AX =AX; AX,

AX

K I
L

Figure IV.22 — Réglage en cascade
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2.3.1 Reéglage de la partie électrique (Réglage du couple par tension)

AX;3 = by.AXy + by AXs + b3 AU

AT (IV.14)
AT=K;.AX3 = AXz=—
Ki
AU AX3 = b.AXy + b.AX; + b AU AT
—( AT = Ki.AX; —

Le systeme Electrique

Dans ce systéme éléctrique, le terme AX, est apparus comme un signal

externe qu’on veut éliminer pour que ce systéme soit simple.

AU
Si on pose AUy = by.AX, + b3 AU tel que AU, = AUy |.
AUg3
Alors le systéme électrique devient :
AX; =bAXs+ AUy
AT (IV.15)

AXg =

K;

Le systéme devient en schéma block :

AXy
bo Le systeme Electrique
AU, ¥ 1 AU .-"lX:; = b AXo + . AX3 + 3. AU AT
»O0—| . [—— ar=rkiax, ’

Equivalent a :

Le systeme Electrique

AUy AX; = b.AX;3 + AUy AT
- K AT = Ki.AX, i

Le systéeme est bien découplé, ce qui signifie que chaque sous systéme
¢électrique (i) correspondant & chaque moteur i la méme forme d’equation

d’état précédentes :
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Le systeme Electrique

AU || AXy = bAXy, + AU, | AT
AT, = K;AXy,

La représentation par fonction de transfert est :

Le systeme Electrique
AU, K, AT,

—| (s) = >
/ s+ 01

En insérant un régulateur PI nous aurons :

C'est la sortie
du regulateur
mecanique Le systeme Electrique
AT} , K, | Al , K g
l T R(s) = Kp+ — |——] I2(s) = s+ bl .
] "

C’est la sortie du régulateur mécanique :

K; s+ K/K,
R(s) =K, + 5 K,———

Le systéme en boucle ouverte :

s+Ks/K, K;
S s+ b

GBO - RFI = Kp

On compense le pole by en choisissant : K = ?1, donc : Gg, =
p

K,.K;

En boucle fermée on trouve :

K,.K;
Gpr=—0—

S il (IV.16)
S+ Kp.Ki

On veut accélérer la dynamique du systeme deux fois c.a.d on impose un
-P
pole P =—2.by, pour cela il faut que : K, = o
i
-P

s—P

Le systéme devient : Ggp =
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2.3.2 Reéglage de la partie mécanique (Réglage de la position par le

couple)

AX; =AX,
AX> = QAX, + RAX, + ZAT (L=K;.7)

Le systéme est fortement couplé. Pour simplifier le réglage nous annulons

ce couplage par la méthode suivante.

2.3.2.1 Découplage du systéme mécanique

AX; =AX,

AXy = QuAXy + RyAXo + ZyAT + QuAX, + RyAXo + Z4AT

Tel que :

°Qu, Ry, Z; : représentent les matrices diagonales de Q, R, Z respecti-

vement.

¢Qu, Ra, Zy : représentent les matrices anti-diagonales de Q, R, Z res-

pectivement.

Si on veut que le systéme soit découplé de la maniére suivante :

AXy = A, (IV.17)

AXy = QuAXi +RiAX, +V V= (1,V,, V3)T

Alors il suffit que :
AT =Z YV -QuAX,—RsAX;)  Clest un découpleur. (IV.18)

On fait la synthése du découpleur :

Vi AXy
V= ("",'—’) . AX, = (i\XVz)
Va ; AXi=AXp AX3
+O O—| 27 |—— ——
- l T AXp = QAX, + RAXp + ZAT
Ry Qu
1

Figure IV.23 — Découplage du systéme mécanique
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On obtient le systéme equivalent suivant :

'lq ﬁ;’:]:,ﬂ;fg ‘l}{l - in?
{—

AXiy

ﬂ.Xg = Qdﬂ-xl + RgAXo+V

Figure IV.24 — Systéme mécanique découplé

C’est un systéme qui est bien découplé, c.a.d il est composé de 3 sous

systémes de la forme suivante :

AXU = AXgi
| (IV.19)
AXoi = QuiAXyi+ RaiAXoi +V;
i~ 1,23
Vi AX1; = AXo; A Xy
> —

AXp; = QaiAXy; + RaiAXo; + V;

Figure IV.25 — Le sous-systéme élémentaire correspondant a chaque moteur i

La fonction de transfert de ce systéme :

S.AXU =AX;

2. AXo; = QuiAXy; + S. Ry A Xy + V;

D’ou on trouve :

CAX(9) 1
B == = s on (IV.20)

Les parameétres R;; et Qg; sont en fonction des points de fonctionnement
(ou bien la consigne), donc fonction du temps.

Pour remédier au probléme d’une maniére plus facile on fixe la dynamique
du systéme par un retour d’état puis on applique des différents réglages

associé au RE.
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2.3.2.2 Imposition de la dynamique par un Retour d’état On écrit le

systéme de la forme suivante :

AXy; 0 1 |[AXy 0
= + |V (IV.21)
AXy; Qai Rai | \AXy; 1

Ou bien sous forme plus simple :
Z=A;.Z;+B,.V; (IV.22)

On impose deux poles désirés P; et P, en prenant V; = —Kj;AXy;— Ko, A Xy +

référence ou bien V; = —-K;.Z;.
Z;=(A;—B;.K))Z; + B;.r (IV.23)
Le polynome caractéristique :
PA)=A*+ (Ko — Rg)A+ K —Qq

En comparant avec le polynome : A2 — (P, + P,)A+ P, P, on trouve :

Ky =P,P,+Qn
Ky = R4 — (P + Py)

On a maintenant 1’équivalence :

T v AX” —AXy AX[I - Ti 1 AX[,‘
0O —_— i) =
. > - &) = oG
AXpi = QaiAXyi + RaidXpi + Vi

II\" I
L1

Figure IV.26 — Fixation de la dynamique avec le retour d’état

Il nous reste a synthétiser un régulateur pour assurer la robustesse en
performance et en stabilité vis a vis les perturbations et les erreurs de

modélisation. Pour cela on fait 3 différents réglages.

2.3.2.2.1 Régulateur Retour d’état avec Action Intégrale

1

“ = TrG-p)

Dans cette on calcule Py et P, et Kj(gain de 'action intégrale).
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AXy;

. J k. / N PR .
Ga(s) (s —pl)(s — p2)

T

Figure IV.27 — Retour d’état + Action intégrale sur le systéme découplé

K; K;
GBOZGl.R: =
S(S—Pl)(S—PZ) 33—(P1+P2)82+P1P2.S

K
§3— (Pl +P2)Sz +P1P2.S+K]

Gpr =

On inseére les poles s, s, et s3 :

A=s1)A=8)A—-s3) = A3 — (§1+ 8+ 33)12 + (8182 + S253 + §153) A — §18283

=3+ DA%+ A — 51883

Par comparaison :

P1+P2:—b
— P{+Db.P,+c=0
P1P2:C
On trouve finalement :
'P —b+VD2—4.c
1:
2
-b—-Vb?*-4.c
2:
2

Kr=—515:83
avec.
b= —(81 + 82+Sg)

C=81S2+ 883+ 5183

\

2.3.2.2.2 Retour d’état avec Loop-shaping
(a) Définition :
La technique du loop shaping est une technique de commande qui
se fait en deux étapes. La premiére étape est de reformer la fonction
de transfert (ou matrice de transfert) en boucle ouverte de telle fa-
con que le systéme atteint les objectifs de commande en terme de

robustesse et de poursuite. La deuxiéme étape consiste de réaliser un
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correcteur de phase pour corriger la phase du systéme en connaissant
les valeurs nominales de la fonction de transfert en boucle ouverte et

la valeur nominale du systéme.

(b) Syntheése de la commande :

La poursuite : On considére que la sortie suit la consigne si ’erreur

statique est inférieur a 0.001 (Imm) ou bien :

. R(s).G(s) 10
lim |1 - <0.001 = |R(0).G(0)| >1000 — |[R(0)]| > —
s=0|"  1+R(5).G(s) |G

e Si on choisit les poles du retour d’état P, = P, = —1 alors |G(0)| = 1.
e Si on choisit un pdle double comme (choix simple) et on choisit la
valeur —1 parce que si P; et P, sont trés inférieurs a 1 alors |R(0)|
va étre trés grande mais s’ils sont trés grands par rapport a —1
(P; = —0.05 par exemple) alors le gain va prendre des bonnes valeurs
mais le systéme devient trés lent. Pour cela on choisit Py = P, = —1,
mais méme avec cette valeur le systéme reste lent, donc on augmente
le gain de R(s) de tel sorte que w, =70 (fréquence de coupure du sys-
téme). Le systéeme G(s) est représenté dans le domaine fréquentielle

avec un pole double dans la figure suivante :

Bode Diagram
Gm = Inf dB (at Inf rad/s) , Pm = -180 deg (at 0 rad/s)

Magnitude (dB)

-80

Phase ({deg)

w
g

180 . R . | . |
102 107" 10? 10
Frequency (rad/s)

Figure V.28 — Diagramme de bode de G(s)

Si on multiplie le systéme par K = 5000 alors on résout deux pro-

blemes :
e Le probléme de la pouruite (K > 100).

e La rapidité du systéeme tel que la nouvelle fréequence de coupure

égale : w.=70.7 rad/s.
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Rejet de perturbation sur la commande (ou sur la sortie) :

P,

_,0—] R —CL—'G (s) L

. ‘ TGS —2)

T

Figure IV.29 — Les perturbations de commande

On considére que P.(t) est une perturbation sinusoidale : P.(f) =
A.sin(w;1). On suppose que A<0.1 et w; < (f—(; (basses fréquences).
P, fournit en sortie une réponse forcé sinusoidale de méme pulsation
w1, amplifié et déphasé par rapport a elle-méme. Ainsi, 'entré P.(t)
donne en sortie e () = ey.sin(w;.t+¢1) ou % et ¢, sont respective-
ment, rapport d’amplitude et de phase.

Ces deux derniers se représentent par le diagramme de bode ou

1
bien par la fonction de transfert y,(s) = avec

. 1+G(jw))R(jwy)’ ’
ZO =1ys(jwl et ¢=/y(jw).
D’ou :

A

— - - < 0.001
1+ G(jw).R(jw)]

€o

|G(jw)R(jw)| > 1 pour des basses fréquences. On trouve :

A
€o <0.001 = |G(jw)R(jw)|> 0.0L =10=20db

~1GGo)RGw))

Avec le régulateur précédent R = K = 5000, cette condition est bien

vérifiée.

Remarque : Les fréquences w; et w, ont été choisis de telle maniére

que la bande passante fait trois décades entre les deux gabarits, cen-

trée en w,.

Rejet de bruit de capteur et les erreurs de modélisation :

_:.O—- R "[Gils) = (s —pl)(s — p2) l ]
?_ B,

Figure IV.30 — L’effet de bruit de capteur

De la méme maniére et avec un bruit de P,, = As.sin(w,t) tel que

ENP 2016 124



CHAPITRE IV. LA COMMANDE DU ROBOT DELTA

Ap =0.1, on veut que |e,, ()] <0.001 ou ey, = Az.|T)(jwy)l. On trouve

|G(jw2)R(jw,)| < —40dB tel que : w, = 15.0,.

ENP 2016 125



CHAPITRE IV. LA COMMANDE DU ROBOT DELTA

Bode Diagram

= ]

Wc=70.7 W2

20

Magnitude (dB)

40~

B0

w1

Phase (deg)
T

La marge de phase
desirée = 55

-180

1072

1071 10? 10" 102 10% 10*
Frequency (rad/s)

Figure IV.31 — Diagramme de bode de K(s).G(s)

Le systeme G.R a une mauvaise marge de phase. Le systéme risque
d’étre instable & cause des erreurs de modélisation, on remédie au

N . Zz ~ . ,
probléme en insérant un correcteur a avance de phase, mais d’'une
maniére différente.

Correcteur a avance de phase :

Le correcteur a avance de phase habituel présente une petite difficulté
dans sa synthése parce que le gain de ce correcteur a la fréquence de
coupure de systéme n’est pas nul. Ce dernier cause une chute dans la
marge de phase, pour cette raison on change la méthode de synthese

de ce régulateur. Soit le correcteur :

C(s):ﬁ.r—ri_as

telque p>1,r>0,a>0

C’est claire que C(jw) fait un cercle de rayon r et de centre (B.r,0)

dans le plan de nyquist comme montre la figure :
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img(C)

w = ()

(3—1)r
O

B+ 1)r

Figure IV.32 — Représentation de C(s) dans le plan de Nyquist

La phase maximale de ce régulateur correspond & la fréquence w, de
tel sorte que le rayon |C(jw)| soit tangent sur le cercle. Alors on ex-
ploite cette propriété pour synthétiser un régulateur C(s), autrement

dit, on va calculer (a, B, r) qui satisfaire les conditions suivantes :

eLe régulateur doit compenser la différence entre la marge de phase

désirée et celle du systeme (A} = Psysreme — Passire)-
*W, = Wo parce que /C(]wo) = Pmax
*/C(jw) =1=0dB

On choisit donc ¢,q = Adp.

D’aprés les relations angulaires dans le triangle droit :

B

Figure IV.33 — Les relations angulaires

On a :
b/

l-a.jw
D’autre coté, 6 représente 'argument de (—r.#)
l+a.jow,

0=n-2.atang(a.w,) (IV.25)
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D’aprés (IV.24) et (IV.25) on trouve :

g )
a= (IV.26)
We

D’aprés les relations trigonométriques dans le triangle droit :

1

- '6 - Sin((Pmax)

Sin(Pmayx) = (IV.27)

ﬂ
=
| =~

1

yf = —

VB -1

Notre systéme présente une fréquence de coupure w, =70.7 rad/s et

Ansi: (B.rH)*=1+1? =

marge de phase égale & 1.62°. On veut que cette derniere soit égale

2 55° donc Pmax = A =55—1.62 = 53.38°.

Magnitude (dB)

Phase (deg)

( 53.38
tang|45— 5
a= =0.0047>0
70.7
\ sm(153.38)
r=———=1.8455>0
V(g2-1)
0.01414.5s+0.3309
Donc C(s) =
{ 0.004681.s+1
Gm = Inf , mez:ii’a:er;“;at 70.7 rad/s)

Frequency (rad/s): 70.7

—R
System: C1

Freiuermi (rad/s): 70.7

10" 102 10° 10
Frequency (rad/s)

Figure IV.34 — Diagramme de bode de C

Notons que C; comporte le déphase désiré ¢, = A¢d avec un gain

nul (en dB) pour w = w..
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Finalement le diagramme de bode du systéme complet (K.C(s).G(s)) :

Bode Diagram

Gm = Inf dB (at Inf rad/s) , Pm = 55 deg (at 70.7 rad/s)
T i T ! T

Magnitude (dB)
[

[ -
System: untitled1

Freiuenci radis): 1.04e+03 _
I L

Phase (deg)
T

102

A0 i b naa b nn e b naa i b e

107" 10° 10" 10° 10° 10*
Frequency (rad/s)

Figure V.35 — Diagramme de bode de (K.C(s).G(s))

On remarque que le systéme réglé satisfaire bien le cahier de charge.

R(s) = K.C(s)
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2.3.2.2.3 Validation Validation de la commande Retour d’état avec

Action intégrale

e
Seg point de fonctionnement
P PP alpha f|— alpha o
dP ] dP dalpha - dalph:
dzp } 1 a2p ﬁdza\uha dzalpha L]
d3P ‘ pd3p d3alpha d3alph a »a
Trajctoir2 »P R >R
P
z »z
42 »
? DT_

h 4
o
=

—]

P

:

= ]

5

= o s

2

=8

&
5

ERs

gs

R

20

5

Figure IV.36 — Bloc Simulink de la commande RE avec Action integrale

Commentaires :

La figure IV.36 montre le schéma bloc de la régulation par retour d’état mais

aprés le découplage. La régulation se fait en cascade. On commence par le

réglage de la partie mécanique en utilisant un retour d’état, aprés on régle la

partie mécanique en imposant une dynamique rapide. L’entrée de la commande

est injectée dans le robot delta et les signaux de sortie sont visualisés comme

suit :

Comparaison de la position de la nacelle avec la consigne

=
%]

X\ =

ey

/"\

N

— P consigne: 1

—— P_consigne: 2
P_consigne: 3

I P“]

—— e

P:3

AN
\ |\

=0.1

les coordonnes (X ¥y z) (m)
o !
-

-0.2 V

-0.3

ai

04 I I

et

4
Time (secs)

Figure IV.37 — La position de la nacelle

Commentaires :

La figure IV.37 montre la poursuite de la trajectoire, on voit bien que la nacelle

suit la trajectoire avec des petites déviations au moments ot la nacelle fait un

changement brusque dans sa trajectoire.

Validation de la commande Retour d’état avec Loop shaping
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Segma
p

dP

\
d2P
d3irP T ;
Trajctoir2

> P R

»|d2P >

Point de foncitonnnepen

z
DT_ »{DT_

DX1_
DX1

- DX2 Du

» DT
Dx2

Regulateur de

:

Reguiateur de la partie electrique

la partie mecanique
“LoopShaping-

Figure IV.38 — Bloc Simulink de la commande RE avec Al aprés le découplage

Commentaires :

La figure IV.38 montre le schéma bloc de la régulation par retour d’état mais
aprés le découplage. La régulation se fait en cascade. On commence par le
réglage de la partie mécanique en utilisant la technique du loop-shaping, aprés
on regle la partie mécanique en imposant une dynamique rapide. L’entré de la

commande est injecté dans le robot delta et les signaux de sortie sont donnés

par la figure suivante :

Comparaison de la position de la nacelle avec la consigne
T T T T

les coordonnes (X yz) (m)

——— Consigne 1

1| — Consigne: 2 [

Consigne: 3

] —

— T

P:3

Time |secs)

Figure IV.39 — La position de la nacelle

3 Etude comparative

Dans cette partie de notre travail nous comparons entre les différents

commandes par rapport a :
eLa poursuite

eLa rapidité

*Rejet de perturbation de commande

*Rejet de bruits de capteurs

eLes erreurs de modélisation (la

masse attachée)
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On injecte des perturbations sur la commande et de bruits sur les variables

mesurées :
P.
ri ,L Theta
»Q | R > » Robot >
- U .
tension * "

Figure IV.40 — Schéma de la commande avec les pertubations

Tel que :
Pc : perturbation sur la tension, cette derniére subit une perturbation composée
de deux signaux, le premier signal est un échelon d’amplitude A qu’on I'injecte
4 I'instant t=0.1 sec, et le deuxiéme est un signal sinusoidale & base fréquence
(f1=10) et d’amplitude A, injecté a I'instant t=0.5, cette perturbation a la forme

suivante en prenant A = 5.

5 I L L L L L L - .
(1] 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

Figure IV.41 — Forme de la perturbation injectée

Pm : est un bruit de capteur, qui est de la forme Pe=B*sin (f2*t) tel que

f2 = 500. Injecté a4 l'instant t=1.2 seconde.

05

-0.5
(1] 05 1 15 2

Figure IV.42 — Bruit de capteur

Mode de glissement Les perturbations Pc et Pm sont injectées comme indiquée

dans la figure suivante :
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oS Sur la commmande
Perturbations |-+ h—ll

P »F alpha |— alpha RDelta_analityque
dalpha Regulateur P

CL)_. ‘ dP 1 dP ‘ dalpha —
d2pP »{az2p dealpha d2alpha Mode Glissant
[ © wel 11 ploe g ploapia  xal— o Y
Trajectoir ‘ I > P X u ﬁ’f) »u X
dP MetN
d2pP ’—' M et N
Pont de Fonchonnement

cccccc
)

Perturbations ‘ P | |

Figure IV.43 — Schéma de test de la robustesse pour la commande MG

Pm et Pc sont dans ce cas des vecteurs.

Simulation :

Nous avons testé la commande (mode glissant) pour plusieurs valeurs de A et
B et pour plusieurs fréquences par exemple pour A=B=0.1 et f1=10 et 2=500

nous avons obtenu les graphes suivants de la position.

0.3

0 0.2 0.4 0.6 08 1 12 14 1.6 18 2

Figure IV.44 — Test de la poursuite sous la présence des perturbations

On remarque un bon rejet de perturbation de commande, mais on a une
mauvaise poursuite quand le systéme est soumis a des bruits de capteur. On

constate donc que cette commande n’est pas robuste.

Conclusion :

Le probléme revient au choix de la surface de glissement, les résultats confirment

qu’on a choisi une mauvaise surface de glissement.
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Back-Stepping Les perturbations Pc et Pm sont injectées comme indiquée dans

Consgne @
Perturbations sur la commmande E
mmmm._.@

P
P F apha |—#alpha RDelta_analtyque | |©

C'—)—il P »fae daipha daiph Regulateur
4 . sazr P dzaoha | w2 BackStepping 2
"“ e e 437" gapna d3alpha xd xd £

x u ‘o@—b u B e
Trajectoir 0
dP Met N
d2P M-N
Point de Foncitonnement ]
Carele XY
Ke¥, T, CerdeZy
[ S
2 .
¥* * point » I

la figure suivante :

Perturbations

Perturbations de Bruit

Figure IV.45 — Schéma de test de la robustesse pour la commande BS

Simulation :

Nous avons testé la commande (BackStepping) pour plusieurs valeurs de A et

B et pour plusieurs fréquences, mais nous avons trouvé cette fois ci des bons

résultats meme si A=B=5 et f1=10 et 2=500.

Perturbation » capte
de Commande Comparaison de la position de la nacelle avec la consigne =
i — Consigne: 1
0.2 s Consigne:2
[ Consigne. 3

01

/

/

-0.1

les coordonnes (x y z) (m)
=]

-0.2

<03

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5
Time (secs)
%107 Comparaison de la position de la nacelle avec la consigne o
B8
6
E 4
N2
X
g 0
5 .2
$-
g .4
2
-6
-8
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Time (secs)
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Les erreurs sont d’ordre 3. On remarque que les perturbations sur la
commande et celle des capteurs ont été rejetés d’une maniéré parfaite, parce

que le choix de A=B=5, signifie que le systéme subit du biais sur :
eLes tensions par une valeur de 5 v .
eLes positions angulaires sont perturbées par une valeur de 5 rad.
eLes vitesses angulaires sont perturbées par une valeur de 5 rad/sec.
eLes courants sont décalées par une valeur de HA.

Les perturbations en réalité sont négligeables par rapport & ces valeurs choisis
en simulation. On constate donc que la commande BackStepping a été tres per-

formante et robuste.

Inconvénients Les tension presentent le phénoméne de broutement (Cha-

tering) :

U],
ug)
|

-y

Figure IV.46 — Phénomeéne du broutement

C’est un phénomene qui peut endommager les moteurs.

Gain préprogrammé Les perturbations Pc et Pm sont injectées comme indi-

quée dans la figure suivante :
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CHAPITRE IV. LA COMMANDE DU ROBOT DELTA

Figure IV.47 — Schéma de la commande sous la présence des perturbations

Simulation :

La comparaison des coordonnes (x y z) de la nacelle avec la consigne nous a

donnée les resultats suivant pour A=B=5 et f1=10 et {2=500 :

o |

0.05

0

-0.05

01

015

02r

-0.25

03[

4 1
~\ {
am {
- {
an 1
L 1
= 1

T T T T

*

-0.35

0 02 04 06 08 1 12 14

Figure IV.48 — Poursuite de la trajectoire sous la présence des perturbations

C’est la remarque que nous avons cité pour les résultats de la commande
par BackStepping. On constate donc que la commande par Gain Préprogrammé
a été tres performante et robuste. Mais & un degré moindre par rapport a la

commande par BackStepping.
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dalph oh
! P ‘mnﬂ: 2 sioh

dlaipha

Mags .1

foncitormemen

Figure IV.49 — Schéma de réglage sous la présence des perturbations

Reglage en cascade (Retour d’état avec action intégrale) Simulation :

La comparaison des coordonnes (x y z) de la nacelle avec la consigne nous a

donnée les resultats suivant pour A=B=5 et f1=10 et {2=500 :

Comparaison de la position de la nacelle avec |a consigne =
T

m— Consigne: 1
E— Consigne:2

/ﬁ\ ,ﬁ\ Consigne: 3

— P
— P2 A N
— D3

les coordonnes (x y z) (m)

/ /L
NS
e

0 05 1 15 2 25 3 3.
Time (secs)

4

Figure IV.50 — Poursuite de la trajectoire sous la présence des perturbations

Cette fois ci les résultats confirment que la commande RE avec action
intégrale est la meilleure jusqu’a maintenant. En effet on remarque une bonne
poursuite , et que les perturbations presque n’a aucune influence sur le réglage
de la position. On constate donc que le réglage en cascade (RE avec Action
intégrale) a satisfait les performances désirées en rejet de perturbation sur la
commande et celle des capteurs d’une maniére beaucoup mieux que les com-

mande précédente.

Réglage en cascade (Retour d’état avec LoopShaping) La simulation nous a
donnée les résultats suivants pour les memes parameétres A=B=5 et {1=10 et
£2=500 :
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Comparaison de la position de la nacelle avec la consigne
1 [ 1

= —— Consigne: 1
Consigne: 2
02 Consigne: 3 /
= /
01 m—P:2 7
il S | m—p:3 )
0 - | — S oriit de capteur

S

1/ ot TN T [P
- s LSl
S

0 02 04 06 0.8 1 1.2 14 1.6 18
Time (secs)

o
[X]

les coordonnes (x yz) (m)

[=]
L]

Figure IV.51 — Poursuite de la trajectoire sous la présence des perturbations

Comparaison de la position de la nacelle avec |a consigne o
0.01 w— Add 1
e A2
Add:3
E 0005
N
=
=
§ Q F——_——__ —_— T T e
5
2
3
L= ]
& -0.005
-0.01
] 0.5 1 15 2 25
Time (secs)

Figure IV.52 — Erreur sur la trajectoire

C’est la méme remarque et la méme constatation que celles citées pour

la commande du Retour d’état avec action intégrale.

4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons synthétisé plusieurs types de de commande
pour le robot delta. Nous avons commencé par appliquer des commandes non
linéaires, notament la commande par mode de glissement et la commande par
back stepping. Les résultats obtenus sont trés satisfaisantes en terme de stabilité
et poursuite. Ensuite, nous avons fait une linéarisation du modeéle d’état, ce
qui nous a permis d’appliquer des commandes linéaires telles que : le retour
d’état avec action intégrale. Aprés la linéarisation, nous avons synthétisé un
réglage en cascade en séparant les deux parties électrique et mécanique. Pour
la partie mécanique, nous avons pu faire un découplage, ce qui nous a permis

d’imposer une dynamique désirée et puis appliquer des commandes linéaires
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comme le retour d’état avec action intégrale et le retour d’état avec loop shaping.
D’apres les résultat obtenus, on constate que les commandes linéaires sont plus
performantes et adaptées au robot delta que celles non linéaires. En effet la
commande par mode glissant est apparue la moins performante & cause du
mauvais choix de la surface de glissement. Le BackStepping a été performante
en rapidité et en poursuite et robuste vis a vis les perturbations, mais présente le
probléme de broutement au niveau des tensions. Donc c¢’est une commande qui
n’est pas adaptée au robot. D’un autre coté, les commandes linéaires donnent
des performances élevées en rapidité et poursuite. Elles présentent également
une robustesse par rapport aux erreurs de modélisation, de perturbations sur la

commande et de bruits de capteurs.
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CHAPITRE V. ESTIMATION ET OBSERVATION

1 Estimation de la masse porté par la nacelle

Le but de réaliser un tel estimateur est d’augmenter la robustesse de la
commande dans le cas ol nous avons des grandes variations de la masse sur la
nacelle. L’objectif est de réaliser un estimateur qui peut estimer la masse portée

par la nacelle a partir des variables mesurées X;, X, et X3 et la tension. Pour

X
R > Robot >

L 4

U

My X

Estimateur

Figure V.1 — L’estimateur de masse

satisfaire cet objectif, on cherche un paramétre mesuré (ou bien estimé & partir
des grandeurs mesurées , Xj, Xp, X3) dont la forme est : y = M3.Z tel que Z est
un parameétre bien connu et ne dépend pas de Ms.

On peut trouver une telle relation dans les expressions des couples C;. Le couple

C; peut étre écrit de la maniére suivante :
C,=M;3.CHh+Cp (Vl)

Tel que C;; et Cj» sont connus et ne dependent pas de M3. Si on pose y; = C;—Cj,
alors Z; = C;j; d’ou y; = M3 Z;.

C; est connu (C; =12T; = 12K;X3(i)). Il reste a calculer Cj; et Cyo.

Rappelons que C; = Ca; — Cg;, donc on doit écrire Ca; et Cg; de la méme forme

que C;.

Ca; = MsCaj; +Ca;»

Cgi=M3Cgi1+Cgi»

Ch=Ca;—CgnCi=Ca;z—Cgi»

1. La mise en forme de Cg; :
Rappelons que : Cg; = E,.AC; (N + Zixs) (modele dynamique).

N ne dépend pas de M3 au contraire avec ZT)XZ donc on développe ZT)XZ

R ———

Ziv:=BiZ; = Bi(E; Z)u; = B;(E;.U ' N ;.
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On connait déja que : ﬁ; = SN; + ng: tel que N, ne dépend pas de Ms, au
contraire avec ﬁ; qui est égale & —M3.g.EJ (E3=10,0,1]7).

Donc on peut écrire :
Cgi = E,.AC;.N +E,.AC;.Bi(E;.U ™ 3N,) U} — E». AC;.B; (E;.U " .EN u}.g. Mj

Cgi=Cgin+Cgi1 M3

2. La mise en forme de Ca; :

On a trouvé que :

Ca;=d;+ Gilo;).P + Giz(@ + O;éi;) + Gi3O;)Ci
Le seul terme qui dépend de M3 est G;; :

Gi1 = a3(E».AC;.B;.u) (E;.U™") + a1.E,. AC;.B;

M, M.
Tel que : a3=M3+3(TZ+74) =M3+3a2

Donc en posant :

G}, = 3a(E>.AC;.B;. W) (E.U™") + ay E». AC1. B,
Et G} = (B2.AC;.B;.uy) (E;U™Y)
Alors G = G;kl + G;-kl*.Mg

Finalement on trouve :
Ca; = J1d; + G, 0P+ G;»(OC; + OCy) + G =+ G} OP.M; (V.2)

Les termes Ca;p, Ca;p, Cgi, Cgip sont calculés a partir du vecteur d’état
mesuré (Xi, Xo, X3).

Ainsi y; = M3.Z; a été calculé. y; et Z; sont calculés a partir du vecteur
d’état (X7, X5, X3).

e Z; peut étre nul pour certains instants. Donc M3 n’est plus défini a cet
instant, c.a.d on ne peut pas connaitre sa valeur.

eSolution : la grandeur y; représente en réalité le couple que doit fournir
chaque avant-bras pour que la masse bouge avec une acceleration désirée.
C’est évident que les couples y;, ¥» et y3 ne peuvent pas étre nuls en
méme temps, sauf si on veut que la nacelle soit libre (il n y a pas de forces
appliquées) ce qui n’est pas un cas intéressant.

Donc si on prend la variable mesurée suivante : y = y; + y» + y3 alors :
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y=Z.Ms tel que Z =27+ Z,+ Z3. Le couple y (ou bien Z) ne peut pas
étre nul.

e Algorithme d’estimation :

y=2Z.Mj

Soit I’estimateur suivant : y = Z.Ms et U'erreur e = y— y: AM = Mz — M.
On veut que AM = —1.AM alors My — M. D’autre coté on a :

. d N 2
AM = —(M;— Ms3) = —M.
dt( 3 3) 3

A ~ e
e=y—y=Z(M3—M3) — AMgZE

X e ~
On conclut donc que si M3 =1 ~ alors Mz — Mj

B

My M, 11 _ e Calculedeyetz |+—

)
—

5 q—'f_:—g_g 5
_

| =

=2 |

Figure V.2 — L’estimateur de la masse

1.1 Validation

Segma

dP
d2P
d3p

Trajctoir2

Regulateur de
la partie mecanique
_LoopShaping_

M3_ X

@qi Estimateur de M3

M3_

Figure V.3 — Bloc Simulink pour I'estimation de la masse

Commentaires :

Dans ce schéma on montre I'estimateur de la masse que nous avons construit.
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Comme montre la figure, 'estimateur de masse (le bloc en bas), prend comme

entrée le vecteur d’état X, sa sortie nous fournit la masse estimée. Il est & noter

que la masse a été attachée a la nacelle en utilisant un bloc de masse sous

SimMechanics comme montre la figure suivante :

Une charge
attachée a la
nacelle \
( 5Kg)
Cy—»m sama—»( 1 )
T4 Segma

"‘
.
e ]

ofp—I Bras
"1 4eme deore
- F1
S W [y T
- aptet —1 {-- b
loss _ Brasd anpras |/t ———) | e -k dr
R7 ® F1 11 | - NaceleZ_1_RIGID
25— j~} | E— - o I [ 1es terminaL1_RIGID
: re
e R10 lsiws __anprea) :
o _— p— Nacellel_1_RIGID
fix)= 0 o 1 Ll | Conn4
Rr nf—I BrasP arakelle3
R
R ss
Brast =
ss
Picel_Base_1_RIGID —
ss pha Theta
T = Theta
7 £
=1 pss o
Transborm Latabe b eloha dTneta
ss dThet
—»
Tedudelr
ss
=
Figure V.4 — La masse ajoutée

les coordonnes (x y z) (m)

Cette erreur 32stdue ala 03500
masse ajouté au debut de 0350
simulation, le regulateur a e
pu assurer la poursuite — Consine:1
T . .0.3500 1] m— Consigne:2| |
grace a l'éstimateur Consigne:2.
062 0008 0% 008 G491 G902 004 018 P L
Comparaison de la position de la nacelle avec la consigne L o -233 - -
03 7 La poursuit < 1044
Consigne: 1
0.2 " — Cons:rgne:z I
Consigne: 3 1
I \ /A‘ E— [ Coeeran fe B poston o B race mecTs o
01 2 T
/ / —— -0.335 |
o ¢ .34
QR V -0.35
03 P L | e |y, 0,355
' N, i rd V V \'f NN 465 47 4 == P2
| - | - gy
04 La rapidite
[1] 1 2 3 4 5 [ T 8 9 10
Time |secs)

Figure V.5 — Validation de la position
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w10 Les Emeurs en X ¥ Z ==
4 e
— Erreur:2
3 Erreur:3
2
E 1
: A
N T . = - N - 5
=
a
o =1
-2
-3
-4

Time (secs)

Figure V.6 — Erreur sur l'estimateur de la masse

Commentaires :

Les deux figures V.5 et V.6 reflettent les performances de I'estimateur de masse.
Il est & noter qu’on a utiliser une masse supplémentaire de 5Kg (la nacelle pése
34g), cette valeur est exagérée, mais on a comme méme utiliser une valeur
assez grande pour monter les performance de l'estimateur. Comme montre la
lere figure, la nacelle suit bien la trajectoire de prise dépose. Les pics dans la
figure des erreurs correspondent aux changements brusques dans la trajectoire
de la nacelle. Il faut aussi remarquer qu’au début de la trajectoire il y avait une
erreur de position, cette erreur est due a la masse qui a été mise au début de la

simulation.
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La masse estimé = la masse de la nacelle
+ la masse de l'arbre telescopique + la
masse ajoutée(5 Kg)
/ La Masse M3 estime . L

I I / I I I I | e Estimateur de MSI—

5 T g - W*“P_P-lq

1 \ _ |

La Masse M3 estme h

g3} ]
Q
4

E Py ! % || e Estimatour ca i3 | | T [ |

335 - 1
3 3
1 25 ]
o 005 0.1 :IIIS CIZ
oL - : Tima [socs | - - —
La rapiditée de I'estimateur
1 | 1 1 1 | 1 1 1
1] 1 2 3 4 5 [} 7 B 9 10
Time (secs)

Figure V.7 — Validation de la position

Commentaires :

Cette figure (V.7) montre la convergence vers la masse. On remarque que 'esti-
mateur est rapide dans son estimation de la masse ajoutée. Il est aussi important
de noter que la masse estimée comporte la masse de la nacelle, la masse de I’arbre
télescopique et la masse ajouté (5Kg). Cette figure montre que notre estimateur

a des bonnes performance en terme de convergence et de rapidité.
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2 Estimateur de masse avec observateur du courant

L’estimateur précédent est basé sur le retour d’état dont le courant a
été considéré mesurable, ce qui n’est pas vrai pour notre cas. Alors dans cette
partie nous allons estimer la masse de la nacelle et observer le courant Xjz.

Dans la partie précédente on a trouvé que :
Ci=CinMs+Ciz

On sait que C; =12T; = 12K;.I; = a.l;.
Cip = al; — Ciy Ms.
On remarque que :

ea : constante connue.

eCj1, Cip : variables connues.

e [; : variable inconnue

e M5 : constante inconnue
Soit y;1 = Cy alors :

yin=a.l;—CiyMs

On a besoin d’un autre paramétre mesuré y;, de la méme forme.
En dérivant y;; @ yi1 = a.l;— CqiM;.

Rappelons que I'equation électrique du moteur est donné par :
ji = bgéi +b1.1; + bs.u;
En la substituant on trouve :

yil = Cl.bg.éi + Cl.bl.li + a.bg,.ui — CilMg

En posant y;» = yi1 — a.b..0; — a.bs.u; on obtient :
yi2 = a.bl.I,- - CilMg

¥i2 est un parametre qu'on peut Le calculer a partir du retour d’état Xy, X, et
X, (on obtient X, en dérivant X, numériquement).

Pour augmenter la précision de calcul, on prend les deux parameétres y; et y»
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suivants :

Yi=yntya+tys=all+ L+ 13)—(C+Co +C3)Ms

et Yo =Yio+Yo+Yy3

Sion pose SI=1+ I, + I3 et SC = Cy; + Cy; + C3; alors on trouve :

y1=a.8I-SC.M.
1 - (V.3)
et yzza.bl.SI—SC.Mg

Les estimateurs :

Y1 = a.SI— SCM3

Yo = Cl.bl.SI— SCM3

N

) ; y=¢.P.
2

( a —SC) (sz)
d.bl -SC M3

¢ : matrice des mesures.

Soit y = (

e=y-jy
AP=P-P

Soit 'estimateur : y¢.P et soit 'erreur

On veut que AP = —[.AP.

e=y—-jy=¢p.AP = AP=¢ ‘e
Ansi: AP=—L¢le (1>0), d’autre coté AP = P—P.

Il résulte que si : P=P+ l.p~'.e alors : P— P.

I
rejéte en augmentant [ (1> 0).

i 0
p= ( | : on la considére comme erreur de modélisation d’observateur et on la

SI

Finalement, si p= l.p~'.e alors P— P =
M;

). Aprés avoir obtenu My (bien

estimé), on retrouve les courants :

. ~ 1
L=0n+ CnMs)E

o ~ 1
S L=+ CZIM?’)E (V.4)

A ~ 1
I3 = (ys1 + C31M3)E
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2.1  Validation

Consigne

Linearisation et
Segma l Paint de fonctionnement
p + P alpha alpha u-o
dP dP dalpha dalpha
1T < I
dzp T W ] d2P P dZ2alpha d2alpha X0 X0
43P T @p  "°" gaaphal pf asapha
QF—pQ
Trajctoir2 » P
l—b dar R R Regulateur: Tension_Couple
i 2P » U_0
M3 zL w7 oT_—— 35
{3 v
2
X1
» X2 X
RDelta_SM

X1
Regulateur de
la partie mecanique
- LoopShapin -

I:l M3_ W u ‘J

X3 X2

La masse estimee I< — Xa_ X1t
M3 s Estimateur de M3
Le couramt estime

X3_

Figure V.8 — Bloc Simulink pour I'estimation de la masse et du courant

Commentaires

Pour estimer la masse on doit avoir accés a toutes les variables d’état, y compris
le courant. Dans le schéma bloc ci-dessus, on a réaliser un observateur de cou-
rant pour qu’on puisse 'utiliser afin d’estimer la masse. Le schéma est presque
identique avec celui de I'estimateur de masse. La seule difference est la présence
d’un observateur de courant en plus de I'estimateur de masse. La position et

I'erreur sont donnés par les figures suivantes :
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les coordonnes (x yz) [m)

=01

| 'effet de la masse ajoutée a été
rejeté grace a I'éstimatuer

Comparaison de la position de la nacelle avec la consigne
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——— Consigne: 2
Caonsigne: 3

0.2

—
—
—

o1

I

03 e, F_N % —
| / AV IRV SRV WV
04
(1] 1 4 5 [ 7 8 9
Time (secs)
Figure V.9 — Validation de la position
w103 Les Emeurs en XY Z =
|
m— Erreur |
4 m— Erreur2 | ]
Erreur:3
3
2
A
: A
‘E‘ 0 [e— W ;___ S
=
]
-1
-2
-3 Les/erreures sont
dlordre 10"-4
=4
(1] 1 4 5 [+ 7 8 9
Time (secs)
Figure V.10 — Observation du courant
Commentaires :

Les deux figures V.9 et V.10 illustrent la position de la nacelle et 'erreur sur la
position. On remarque que les graphes de la position sont quasi identiques avec
les consignes. Grace a 'estimateur qu’on a concu, l'effet de la masse ajoutée a

été rejeté. On remarque aussi que Uerreur est de 'ordre de 1072 ce qui confirme

les bons résultats donnés par notre estimateur.
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4.28

4.24

422

4.2

418

2402 2404 2406 2408 241 2412 2414 2416

7,..4.---"‘"

T

/# — Y 2
X3 3

]

WP

— e

Time (secs)

comparaison entre les couranl estimes et les courants reelles des moteurs

Le courant (4A)

Figure V.11 — Estimation de la masse

Commentaires

La figure V.11 nous montre les graphes des courants mesurés (en simulation,

on a acces au

courant) et les courants observés, on remarque que les graphe

sont presque identiques avec une erreur de 'ordre du milliampére. On remarque

aussi qu'il y a
brusques dans

élevés mais il

des pics en quelques instants, ces pics sont dus aux changements
la trajectoire de la nacelle. Ils peuvent prendre des valeurs trés

faut noter que la masse avec laquelle nous avons fait des test

est de 10Kg, considérée grande mais cela est fait pour tester la robustesse de

I'observateur et ’estimateur.

La masse (Kg)

La Masse M3 estime ’?mh
| —
o b - hi#de
a8 = "'::_ S—— - - --‘-“"\h
“.-“'“"".. T mIisalas s AR \\‘;
[+ 1 ~, prygucu au \‘
/ changement \
1 M i
41 i brusque dans i
\ | l'acceleration J
: . | delanacelle | /
] * ',-’
°la rapidité de ['éstimateir™~~1.____. -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Time (secs)

Figure V.12 — Estimation de la masse
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Commentaires :

La figure V.12 montre que l'estimateur de masse converge rapidement vers la
masse estimée. Dans cette figure, il existe des pics dus aux changements brusques

dans 'accélération de la nacelle.

3 Etude Comparative

Dans cette partie on veut evaluer les performances de la commande adap-
tative basée sur ’éstimateur de la masse attachée 4 la nacelle. Pour cela on teste
la commande la plus robuste et la plus performante parmi les commandes syn-
thétisées dans ce travail (qui est la commande par loopShaping).Tout en injec-
tant les memes perturbations de cammandes et de capteurs de test précedent.
En plus on attache une masse de 10 kg sur la nacelle. Pour tester sa robustesse
contre ce genre d’erreur.( En réalité Le robot ne peut pas déplacer une masse
de 10 kg. En effet il déstiné pour déplacer des masse de 20 g [Voir la description
de Robot Deltla |). Puis on refait les mémes tests sur la méme commande en
ajoutant un estimateur de masse (Commande adaptative).

Sous simulink la masse de 20 Kg est attachée dans le bloc de robot delta comme

la montre figure :

Une charge
attachée a la

nacelle
(20 Kg) T~

ofp—I Brast 111
"1 T
"2 o sttt
[ ‘ y il
4 Aprat
T
Wioed Clpm B st
o
[3 £
Pyp-r-hFo—~ g T
Rigi |
vvvvv - [Faks  FI
4
I
St L

nnnnnnnnnnnnnn

Figure V.13 — Schéma bloc sous SimMechanics

Les perturbations de commande et de capteurs sont ajoutées comme

montrent les figures.
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Segma

? - o

= T e an "
e : ap 1M saign - =
Trajcorz P ”

L e
e
Point de
ot insarnsation

Figure V.14 — Schéma bloc sous Simulink

3.0.0.1 Pour La commande (RE avec LoopShaping) sans estimateur

Comsigre

J Linearisation et
Poirt de fonclionnement
gk

;1:§

L]
i

Traictor2

DT_
e zb—»z o2 ouf— )——
oT_|
. e

T
Reguaeur. Tenson_Cougle

| T
_ x (2
E,.J —— | — | |
Perturbabions ar la Tmmande

Figure V.15 — Schéma bloc de la commande avec I'estimateur

3.0.0.2 Pour La commande (RE avec LoopShaping) avec estimateur (com-

mande adaptative) Simulation :

1. Résultat de La commande (Retour d’état avec LoopShaping) :
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Comparaison de la position de la nacelle avec la consigne ==
03
m—— Consigne: 1
0.2 E— Consigne: 2
' == Consigne: 3
—— 1
0.1 — P2
E Py
— 0 - N B B
‘5’ -0.1 h‘: 1. “ 1
g f\
=
g 0.2
2
S AW,
w -0.3
g v
-0.4
-0.5
0.6
0 2 - 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (secs)

Figure V.16 — Poursuite de la commande sans estimateur

2. Résultat de La commande adaptative :

une poursuite rapide grace

Comparaison de la position de la nacelle avacla consigne = a |'estimateur,malgre une
03 : ms‘ - erreur de 20 kg
— Consigne:

FAYA — consgnoiz| | s ==

02 I A === Consigne:3[d | | oo
/\ J — D1 Joxs —
01 — P2 . —t
fl—= . [
7

—
————

\
/==
VAL

03 ,,—L rﬁ
 — 7 N N I

I'effet de bruits
de capteurs

=
A
.t

o 1 2 3 4 5 ) 7 B 9 10
Time (secs)

Figure V.17 — Poursuite de la commande avec estimateur

On remarque clairement que la premieres repenses sont complétement
altérées, il n’y avait aucune poursuite. Tant qu’on regarde que les repenses
de la commande adaptative suivent bien les consigne malgré que la masse
ajoutée et Les perturbations injectées sont exagérée d’une maniére tres

loin de la réalité.

4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons réalisé un estimateur de masse, qui a pour
but d’estimer la valeur de la masse au moment ol le robot faire une prise d’'un
objet. Des tests ont été faites et ’estimateur a donné des résultats satisfaisantes.
Ensuite, nous avons réalisé un observateur de courant puisque ce dernier n’est

pas mesurable.
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En ajoutant un estimateur de masse a la commande RE avec LoopShaping, la
robustesse vis & vis aux erreurs de modélisation (les masses manipulées spéci-
fiquement) a été augmentée d’'une maniére remarquable. Les résultats de test
nous ont permis de choisir la commande adaptative comme la meilleur com-

mande adaptée au robot.
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VI

Conclusion générale

Notre travail s’est focalisé sur deux aspects du robot manipulateur pa-
ralléle Delta : la modélisation et la synthése des commandes. Pour ce qui est
de la modélisation, la caractérisation du robot a englobée plusieurs niveaux de
modélisation, nous nous somme principalement intéressés pour notre part au
modeéle géométrique, cinématique et dynamique de la structure. Cette modéli-
sation nous a permis de mettre en évidence les particularités d’un robot paralléle
comme le Delta et ceci sur plusieurs points :

La modélisation géométrique ne fait pas appel a des méthodes systématiques
comme c’est le cas pour les robots séries mais a l'utilisation des formes géomé-
triques caractérisant les liaisons passives et actionnés du robot (cercle pour un
pivot et sphére pour une rotule). L’analyse des contraintes de la boucle du ro-
bot paralléle amene a lier ces équations pour en tirer le modele géométrique. Le
développement de ces méthodes sera donc particulier a chaque robot paralléle.
Vu la complexité du modéle géométrique, la mise en évidence du modeéle ciné-
matique n’est pas aisée pour le cas du robot Delta, I'approximation numérique
de celui-ci a donné cependant les résultats escomptés. A travers notre recherche,
nous avons constaté que la quasi-totalité des travaux considérent le modeéle géo-
métrique établi par Clavel. Il est & noter que la complexité de ce modéle le rend
difficile & manipuler analytiquement. C’est le premier inconvénient remarqué
sur ce modéle. Le méme probléme se présente dans le modeéle géométrique in-
verse établit soit par Clavel ou par Codourey. Notre recherche bibliographique
nous a indiqué l'utilisation de la dérivation numérique afin d’éviter les calculs
analytiques fastidieux des deux modéles géométriques. Afin de remédier a cet in-
convénient, et vu I'importance des modéles géométriques nous avons développé
un modeéle géomeétrique (directe et inverse) dont les expressions algébriques sont
simples et explicites afin d’éviter les dérivées numériques et par conséquent les

erreurs de calcul. En établissant les modéles cinématiques analytiques. Et ses
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dérivées partielles analytiques.

Pour ce qui est du modeéle dynamique, le modéle établi par Clavel ne décrit
pas d'une fagon compléte le comportement mécanique de robot Delta ISIR 88
disponible dans le laboratoire, a cause de la négligence de la gravité de la roue
du réducteur dont la masse est relativement considérable. Cette modélisation
constituait I'une de nos contributions principales dans le présent travail. Afin de
compléter ce travail, on se devait d’avoir un autre modele du robot que celui dé-
coulant des équations analytique. Notre choix s’est alors porté sur I'utilisation
du logiciels SolidWorks pour construire mécaniquement un robot delta iden-
tique a celle disponible au laboratoire. Le modéle élaboré est ensuite transporté
vers l'outil SimMechanics qui nous a permis de construire de facon indépen-
dante des équations dynamiques, un modeéle de simulation et de visualisation
3D du robot identique & celle de laboratoire. Avec cette double modélisation
(mécanique ou structurelle sous SimMechanics et analytique) nous avons pu
valider la totalité des équations géométriques et dynamiques du robot et avoir
ainsi une base solide en vue du développement des lois commande. Une par-
tie importante de notre travail a été ensuite consacrée a la commande, c’est 1a
ol nous avons appliqués plusieurs types de commandes, commandes linéaires
et commandes non linéaires. Dans les deux types de commandes nous avons
bien pris en considération les interactions mécaniques entre les chaines cinéma-
tiques. C’est un avantage par rapport a plusieurs commandes qu’on a rencontré
dans plusieurs ouvrages car dans ces références, ils ont considéré les interac-
tions entre les chaines cinématiques comme des perturbations ou comme des
erreurs de modélisation (c’est un découplage décentralisé). Il est évident que si
on néglige les interactions (ou bien la présence des erreurs de modélisation sur
le systéme a commander) peut diminuer les performances du robot en terme
de rapidité et poursuite. En effet nous avons essayé d’annuler les interactions
entre les trois moteurs par bouclage pour avoir des performances et robustesse
élevées. La derniére étude faite sur ce sujet est la quantification des commandes.
Il a été constaté que les commandes linéaires sont plus performantes et adap-
tées au robot delta que celles non linéaires en terme de nature des signaux de
commande qui restent les plus acceptées par le systéme. En effet la commande
par mode glissant apparait la moins performante & cause du mauvais choix de
la surface de glissement. Le BackStepping a été performant en rapidité et en
poursuite et robuste vis a vis les perturbations, mais présente le probleme de
broutement au niveau des tensions. C’est une commande inappropriée au ro-
bot. D’autre coté, les commandes linéaires présentent une performance élevée

en rapidité et poursuite et robustesse vis a vis les erreurs de modélisation, per-
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turbations de commandes, et bruits de capteurs. En ajoutant un estimateur de
masse, la robustesse par rapport aux erreurs de modélisation (les masses atta-
chées spécifiquement) a été augmentée d’une maniére remarquable. Les résultats
de test nous ont amené a choisir la commande adaptative comme la meilleure

commande adaptée au robot.
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Annexes

Calcul de Q, R et L

Q, R et L représentent les dérivées partielles du vecteur X, = g(X) par
rapport aux vecteurs Xi, X, et X3 (c.a.d AXy = QAX; + RAX, + ZAX3). Pour
trouver ces dérivées on peut dériver directement g(X) (qui est égale & M+ N, X3).
Mais avant de dériver g(X) il est important de se rappeler que X, = g(X) re-
présente le modeéle dynamique direct qu’on a trouvé a partir du MDI, c.a.d si
on cherche a trouver Q, R, et L a partir du modéle dynamique inverse, alors ¢a

sera plus facile que les trouver a partir du modéle dynamique directe.

Calcule de ), R et L a partir du MDI

Rappelons qu’on a trouvé dans le MDI les couples Ty, T» et T3 en fonction
de 0, 0 et 6.
T:(0,0,0)
T=|T.0,0,0)
T5(0,0,0)

On linéarise T par rapport 4 60, 6 et 6 :

AT = a—TA0+ 6—?A9+ a—TAé
00 90 06

On en déduit :

3} OT\ (0T oT\'(oT\ . (oT\!
ANO=—|—=| [=|A0-[=]| |—=|A6+|—]| AT
00 00 00 40 06

En utilisant la représentation en X;, X, et X3 on obtient :

Ao (aT)—l(aT)AX (aT)-l(aT)AX+(aT)‘1KAX (AT = K.AXY)
~aa) Vo)™ \eg) aa) 72 \ag) T T
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T\~
Par comparaisant et en notant (E) par Z on trouve :

oT oT
Q=755 i FR=-Z— ; [L=KZ (VL)

Le couple T représente la réduction C, tandis que 6 représente I'amplification

de a :
Cl (a) d; a)

C
T=E tel que C=|Cy(a,q,d) |; 0 =12a

C?)(a)d)(x-)
donc :
0T 0(C/12) oC 1
- - VI.2
00 0(12a) Oal2? ( )
De la méme maniére on trouve :
O_T B oC 1
P 0a 122
5T 9C 1 (V13)
0T 0d122

Finalement on remarque que le calcule de Q, R et L se base sur le calcule des

dérivés partielles de C=Ca—Cg tel que :

Cay(a,d, @) Cgi(a)
Ca=|Cayla,d, i) ;  Cg=|Cgla) (VI4)
Cas(a,a,d) Cgs(a)

Les dérivées partielles de C :

dC _9dCa oCg
. o Oa
oa oa oa
dC _dCa 0dCg
dd  dda  dd

On remarque que le probléme de linéarisation du modéle d’état X = f(X,U)
revient a la linéarisation des deux couples Ca et Cg.
Par la suite on va linéariser les deux couples Ca; et Cg; pour trouver la linéa-

risation de Ca et Cg.

1. Linearisation de Ca; :

Ca; = (1+GisLb).d;+(GioJ2).0+(GioKo).di+(GioJ1).0 2 +(GioKy).di*+(Gis ). >+ Gy
(VL.6)
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Une petite variation de Ca; s’exprime par :

ACa, = 0C%in g 0C s, 904
T dd dd oa
0Ca;
(a) Calcule de fll ;
a
(6Ca, 90C, 90P
= (J1 + Gis—) + G ——
3, (1 i3 3, ) "11 a4,
dCa; 00C; _ 0P
\ — =Gijp—+Gj1——
aaj aaj an
0Ca; _ . 00C; d0P
ad'k - Gak i Gak

op op 0P

Les nouveaux termes qu’on doit calculer sont : et

ob

Calcule de
a;

D’aprés le résultat :

dd,’ 0d» ddis

@=Ha+].P
En dérivant par rapport a & on trouve :

ob

P =J! (VL7)

Donc pour trouver — il suffit de prendre la ligne i de la matrice

d;
J~%. On peut écrire :
op | . ) A
— =75l ; —=J'Ef ; —=J'E
0di) s O S b 03 S Es
0C6ll' dCai 6C6li
b) Calculde d t ;
(b) acueeadi,adje 3
D’aprés I'equation VI.6 :
dCa; 90D
=2.Gizha; +G; VI8
adi i3« il 0di ( )
C.ad: .
OCCZi —2G 0ZOC,a 00P
adi - i3 aaf i il 6(1,
) OCai G 62@ oy aO—P)
= . —a. .
da'j B aai / i da]
0Ca; 0°0Cy d0OP
=2Gi3———adr+G;
k aak i3 P i 0973 zla L

ENP 2016

162



BIBLIOGRAPHIE

#0C, 8*0C; &0C;

Les termes > > € >— ont été déja calculés.
oa; Oaj oot
d0P 00P  OOP
Les nouveaux termes sont —, — et —,
a; 6aj aak
)
Calcul de —
a;

D’aprés les relations citées dans le paragraphe concerné par le calcule
de P(d,d,a) on peut écrire :
. T .
P, .H, P,
a=|B, .Hy,P,|+JP (VL9)

. T .
Py .Hy, Py

En dérivant par rapport a d; on trouve :

0 %Halpl PlTHal g—zt )
0= %{H@Pz + PZTH@% +]§01;
’ %H%P;; P! H%
Ou bien :
aP:ITH 5, 0
S 15 T I
o, ) 60; Hy, P, |~ PZTHazaE (VL.10)
GGL;;{H(XE;PES Pz?Hasg_zE:
Tel que :
o= 5= e = Mg =AML
Tel que :
1 00f si i=1
Ei=<10 1 0] si i=2
001 si 1=3
ENP 2016 3
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On trouve les résultats suivantes :

(6P AP AP
—aai = A1]_1E1T —aaj = Az]_lElT —aaj = A3]_1E1T
0P 0P 0P
4 dal = AJUE] S dai = AJ'E] S —M‘;’ = A3)E]
P, op, dP;
:A —IET :A —IET :A —IET
dds ks | 9t o) ks dd; s/ B

0Ca; 0Ca; ; 0Ca;

e :
da; = Oa; oa
On sait que :

(c) Calcule de

Ca; = Gigﬁ + Giz(O_)Cj + O_)Ck) + Gilas+].d',-

0Ca; B aGigﬁ e 60C GG,Z 0G;; OOP
da;  Oa; : B oa; dal oa; Toa; 6a,
$ &4 _OTBGE 4 S0 (B + 0Ch) + Gio—t + 210D + Gy,
6aj daj oa j Ga] daj CZJ:
0Ca; 0G;;—= 0G 00C; 0G;== _ OOP
= OC (OC + OCk) + Gjo + OP + Gj,
oa, Oaj oa oa, Oay Qg

0G;, 0G; 0G; 00P 00C,

Donc les parameétres a calculer sont : : , : : :
a Oa O« a oa;

00C; . 00Cy
e .
oa oay

555 905, 555
1. Calcule de 0 ! et OCk

: On rappelle que :

da; = da; Oa
lycos(a;)
0C; = 0
—Lisin(a;)
Donc :
. — | =hsin(a;)
—  00C; . 00C; .
OCi:Tx,-ai telque: 3a, = 0 a;
—licos(a;)
—~. 9°0C; ., 90C; 0°0C; _ —
OC; = ™ a;’+ e d@; tel que: o =-0C;

1

LR — ., a@
OCl-:—OC,-ai +

a;
i
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De la méme maniére :

00C;  90C; ., 0%*0C;

da;  oa; 7 eaz
Ou bien : .
d0C;  00C; -, — .
== - — OC; d; VI.12
6(1,‘ dai al * ( >

On déduit aussi :

d0C;  00C;

- _ 2_0C:d; VI1.13
aaj aaj CZ] Ja] ( )
OCi.  00C; -, — .

= — - 0C VI1.14
éak Oak ak e ( )

0G;; 0Gj . 0Gi
€ :
a; ’ 605]' (Mk

ii. Calcule de

On rappelle que :

G, = as(E,.AC;.B;. u;) (E;.U™Y) + a,. AC;.B;

0G;; 0AC; _, OZ 1 — oU~!
=a3E, | —B;u; + AC;.B;.— | (E;. U )+as(E>.AC;.B;.u;) | E;—— |+
6&,- i 0 i aai
(VI.15)
e =~ %8| EeACiBim— | (E.UT) +as (E».AC;.B;.u;) | E;. .
j j J
(VI.16)
0G; 6_: — oU!
L= g (EZ.AC,-.Bi—u) (E.U™) + as (E2. AC;.B,. W) (Ei. )
dak 6a:k aak
(VL17)
On calcule par la suite les nouveaux termes :
0 licos(a;) 0
0AC;
0a-l =|-Ilcos(a;) 0 Lisin(a;) (VI.18)
0 —lisin(a;) 0
ou—' out oU!
iii. Calcul d t ;
iii. Calcul de 3o om e 3,
U~! est défini par la relation suivante :
0 oU!
uul=1 = a;j Uu'l+u al; =0 (VI.19)
i i
ou1 - _p- ou gl ou! - _p- ou gl ou! - _p- ou -1
Oail a Oal ’ 00:2 a 6a2 ’ 6(13 a 66!3
(VI.20)
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. . . —_ — —> N
U c’est une matrice définit par : U = (uy, U, u3) c.a.d :

oU _ (0u1 , aug , Gug) (V121>
6a,~ aa,- 0afi 605,'
Sachant que u; est défini par la relation aﬁ =Lu;
ou; 0GP _1[90P 90C d0P 0AC
th_ T Y -1 (V1.22)
da; bLoa; l oa; oa; I, | o0a; oa;
d0OP
=J'ET, donc :
Oai !
6u1 [] 1 T 0AC1
6a1 lg ! 0a1
Jou 1 e (V1.23)
6@ lg
Gul 1 [ IET]
6(13 l2
De la méme maniére on trouve :
(0w, 1
=[]
6(11 lg
Jouz _ 1 []‘1E2T aACZ] (VI.24)
Gaz lg 0 a-
6@ 1 1 6u1
IR ——— ET —
Oag lg [] 3 ] aag
ow, o
da, O0a,
d d
 Ous _ Oy (V1.25)
6@ oa,
%_1 ]—1ET _6AC3
Gag, lg 3 Oag,
0Gj» 0G; 0G;
iv. Calcule de 2, 2 ot 2.
a; O0aj; oay
G2 = a1 (B, AC,.B;. u;) (E; U™ (VI.26)
Par dérivation on trouve :
G2 _ g p (aACB U, + AC.B; a_»)(E U™ +a, (E,AC..B; u)(E o~
oa; 1 oa; l_) 0a; L2 : oa;
[ G _, (E ou i)(E- U™ +a, (E,AC,.B ﬁ’)(E- U )
aaj— 1 2- zaaj i- 1 2 -Dij-Ug i- aaj
Giz Ou; -1 7 oU”!
= a, | E. i (E;.U Y+ ay (E2AC;.B;.u;) | E;.
dak ay 6C¥k
(VL.27)
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(d)

0G;3 0Gj3  0G;3
, et :

. Calcule d ;
v. Calcule de ' o da,

Gi3 = a;(E,.AC;.B;. ;) (E;.U™ Y + a,.E,.AC;.B;

(VIL.28)

On remarque que la formule de G;3 ressemble a celle de G;1, donc

si on remplace az par a; et a; par a, dans 'expression de G;3

on obtient G;3. Alors pour obtenir les dérivées partielles de G;3

il suffit de faire le méme remplacement dans les dérivées de Gj;.

Calcule de O_P :
oa

On sait que d; = PZ.T.Hal..Pi + Galﬁi donc on obtient trois equations :

df.l = P‘lT-Hal-P.l + Galpl

A\

dy =Pl .Hy, . Py +Gg, P,

'3 = P.3T.Ha3.P'3 + Ga3p3

(VI.29)

Par la suite on dérive chaque equation par rapport a a;, a, et as,

op

on obtient 9 equations avec 9 inconnus qui sont les éléments de —.

En dérivant la premiére equation par rapport a a; :

0P, _-.0H,, .
+PI—1p +
16051 1 0051 ! dal

0Ga, « P

d, Pi+G
1 [24] aal

——l_9opTH
6(11 1o

C’est a dire :

0P, - .0H,, .
Ly pT—4p 4

0=2PTH, —
1 0”6041 1 0a1 0051

De la méme maniéere on trouve ces 9 equations :

f

61‘51 N apl * 6Ha . aGa .o
G, — =2PTH + pT LP, + LP,=a
“oa, V7% 1 0oy Y, M
0P . 0P . 0H, . 0G,, ..
3 G"“a—al =2PTH,, 66}51 + P! M”” P+ #Pl = ay,
) 2 2 2
0P . 0P . 0H, . 0G
Gala_l_ZPiTHala 1+P1Ta a1P1+ 3 a1P1:a31
a as as
([ aB, . 2 oOH,, . .
G, —==2PI'H +pPI—=p P, =a
a2 0051 2oz 6051 6051 2 0(11 2 12
6P2 N apz N 6Ha N aGa
{ G, —=2PI'H + PT :p P, =a
oa PO ga C dae T
2 : 2 .
G“ZGTOLE;_ZPZTHazaag PzT Gazzpz 0@22P2=6l32

a

(VL.30)

(VI.31)

(V1.32)

(V1.33)

ENP 2016

167



BIBLIOGRAPHIE

(

0P, . 0Py - 0H,, . 0G,, .
Go,— =2PTH, +PI——P;+ —P;=a
m T
{ Goy=—=2PTHyy— +PI—8p,+ 8P, =g VI.34
ags 0y T ey B T
3 : 3 as o as
Go,— =2PTH, +PI——P;+ —P;=a
L a36a3 3 as@ag 3 6053 5 0(13 5 53
Pour trouver — on prend les 3 premiers equations de chaque sous
a
systéme :
C )2 4
aq aal 11
OP
1 —Gaz—z ap (V135)
66_5.2
G 0P; 4
as 6“3 13
On rappelle que :
Ga1A1
Pi = Alp et J= GOézAz
Ga3A3
Donc :
Ga op o op
_ _ -1
azd | 5 a - 6711__] ao
Ga3A3 a3
On en déduit que :
op “ ob “
-1 -1
—=- et —=-— VI1.36
dt, J 7| ax dats J | as ( )
a3 ass
On peut conclure la relation suivante :
o ap dz ds
% = | a2 dr ds32 (VI37>
a3 dzz dss

Les nouveaux termes apparus sont :
0H,, O0H,, 0H,,

* 9a  da et oa
0P, 0P, 0P

* Pa’ da ot oa
0G,, 0Gy, 0Gy,

" 9a  da et oa
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On commence par le plus facile.
op
i. Calcule de — :
oa

P peut étre obtenu par la maniére suivante : P = E(P). Puisque
: , _ . 0P _ 0P
P est une fonction de a et @ alors : P=—a + a—,a.

a a

D’autre coté on a trouvé que dans la partie de calcule de P(d, &, a)
on a :

P=J'a-J 'Ha

Par comparaison on conclut que :

. PTH, A,
opP -1 -1 5 -1
3o =) H =T P[Hoyhs |J (VI.38)
PIH,, As

0Ga,

ii. Calcule de
a

Dans le chapitre de MCI on a trouvé le résultat suivant : a@; =
GalPi et par dérivation on trouve :
a;

. T
“=Pi5p,

Pi + Ga,-pi (V139>
D’autre coté on a :

d; = P.iTHaipi + Ga,-pi

_ 0G,,
C’est claire donc que : —— = H,.
i
0G,, 0G 0G 0G,,
Pour trouver 0;1’ 06(:2 et 6(:3 il faut passer par 6;1 parce
que Gg, est une fonction de P et non pas de a. Si on prend par
aGai .
exemple , alors le calcule va étre comme le suivant :
a
GGai _ 6Gai Xm + OGai 6yl + OGai 6z,-
da; 0X; da; dy; Oay 0z Oa,
0Gy,
0X;
_(0X; 0y dzi) 0Ga, | (api]T(aGai)
“\da; da; da 0y; RGE 0P;
0Gy,
aZi
0Ca; _ (api)TH (VL.40)
0a1 B 0(11 @i '
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111.

1v.

Tel que : .
OP; 0P;/dt 0P;
da; Oa,/dt Odd

(VL41)

0P; e , :
Hy, est connue et — ont été dé¢ja calculés. Donc on peut revenir
ay

au résultat de VI.11. De la méme maniére on trouve :

0G,, (0P;\T
P — ., VI1.42
o, (6&2) l ( )
- = H,. VI1.43
oas (aas) l ( )

0H,,
Calcule de -
oa

Rappelons que Hy, est une fonction de P; et non pas de a donc :

aHai _ OHal. 0Xl 6Ha,- dyl OHal. Gzi (VI44>
oa 0X; 0ay O0y; 0a; 0z; 0a;
Les termes apparus n’ont pas été calculés auparavant :
aXi GP,- dy, E GP,- t Gz,- B GPi 0 lai 1
= = e = . On va laisser le
66151 10“17 6(}51 26“1 0051 30“1

aj

oP

sont trouvés en substituant les expressions de

calcule de au dernier paragraphe. Les 9 equations suivante

Xm- Oyl t dzi
€ .
Oa,-’ 0a,- aai

(0H, H 0P, H. 0P, H, 0P
= El + E2 + 3
6a1 (')Xl aal ayl Gal Gzl 6a1
0H, H, 0P, H, 0P, H, 0P
= E + E E VI1.45
Oaz 0X1 16052 ayl 20(12 0z1 30“2 ( )
OHy _Hu 0P\ Hay 0Py Hay OP)
(| 0as 0X; Oaz 0y, O0az 0z Oas
(0H,, H,, 0P, H,, 0P, H, 0P,
= 1t B —+ 3
oda; 0X, O0a; 0y, 0a; 0z, 0da;
0H, H 0P, H 0P, H, opP
2o tp 24 _2p, 2, _2p, 2 (VL.46)
Gaz GXZ 6052 Gyg 0(12 ng 06{2
OHa, _Ha . OP;  Ha,, 0P Ha,  OP;
\ Gag B GXZ laag ayg 26@3 a.Zg 36053
0H,, H,, 0P;3 H,, 0P; H oP
& = 3E1 3 + 3E2 2 + 22 E3 2
0(11 an 6(}51 ayg Gal 023 0a1
0Hy,, H. . 0P; H,  0P; H, 0P
= E + E + E VI1.47
da, 0X; 0ar 0y; ~0ar 0z 0as (V1.47)
0H,, H, 0Py Ha, 0Py H,, 0P,
- E1 + E2 + 3
( Oag, an dag 6y3 6(13 6Z3 Oag
O0H,.
Calcule de o
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Rappelons que : Hy, = Hg, — Hs, tel que :

0°Bi 0 0°B;
0X? 070X,
Hg, = 0 0 0
0°Bi 0 0°p;
0z;0X; 0z2
0%5; 0%6; 0%6;
OXIZ aXlayl 6X,6zl
0%6; 0%5; 0%6;
GXidyi dylz Oyidz,-
0%6; 0%6; 0%6;
0X;0z; 0y0z; 0z

Donc :
( aHai B 6H,3l. 6H5l.
0X; 0X; 0X;
0H,, O0Hs OHj,
dyi  Odyi  Oyi
0H,, 0Hs 0Hj,
Oz,- B 0zi Gz,-
Tel que :
0°Bi 0°Bi
0ox? 0z;0X?
aHﬁi l “o aHﬁi aHﬁi
ox, | D 0 Ty Y oy
! a3ﬁi 63ﬁi Vi Vi
6zi6Xl.2 aXidzl?
Et on a :
036, 336, 036,
0Hs;, | %, @, 6%,
OXl- B ayléXlZ GX,dylZ 6X,~6yi6z,~
336, 035, 035,
0Zi6Xi2 OXiﬁyiaz,- 0Xi6z§
036, 0%6; 0%6;
6ylaX12 éXlaylz 6X,6y,0z,
oHs, | %, %6 %,
dy; | 0X,0y° oy’ 0z;0y?
236, %6, 036,
GXlaylazl 0z,0y12 aylazlz

0°Bi
dziaXl.z

0°Bi
dXiazi
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Et :
038; 035; 038;
OziOXl.z 6X,~0y,~6z,- 6X16Z?
0Hj, 038; 035; 038;
0z, | 0X:0y,0z; 0z;0y;  0y;0z¢
036; 036; 036;
0X;02 0y;0z7 0z}

On remarque qu’il y a 4 nouveaux termes qui sont apparus dans
le calcule des dérivés partielles de Hg, et 10 autres termes dans

les dérivés partielles de Hg,.

Par la suite on va citer directement les résultats de calcule sans pas-
ser par les étapes de calcule.

A. Les dérivés partielles de f; :

3R. X — 2
Ohi_ X r(1—4( “ )) (VL.48)
0z;  AB; AB;
63 ; . 1\ 2
Pi_ Z’4(1—4( il ) ) (V1.49)
0X; AB! AB;
0°Bi 0°Bi
= — VI.50
0z;0X? 0z ( )
0°Bi 0°Bi
e Y VI.51
0X,;0z2 0x> ( )
0%B; 0%B;
On peut remarquer que : 6)’?121 =— Oz"i?l’ il résulte de cela que :

0°B; 0P [0°P; __0Bi 0B, __53,5i
GXizazi_ézi 0X? 0z 02 T 072

1

C’est ¢a ce qui explique le dernier résultat (VI.51). On peut évi-
demment faire la méme chose pour obtenir le résultat avant le der-
nier(VI.50).

Les dérivées partielles de 6; :

Avant d’entamer le calcul des dérivées partielles de §; on va défi-
nir les parameétres suivants (on considére aussi les paramétres définis

dans le calcule de 6; et &;) :

6AH,' _ BHi(Xi -7r) . 6AHi Vi
0X; AB? " 8y;  AB;
GAH, _ BHi.Zi
0z;  AB?
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0CH; AH;BH;
= (X

0X; ~ CH;AB’

i—T

GCH,- _ —AHi.yi
dy;  D;

)

\0CH;  AH,BH,
= - A
CH;.AB?™

az,-

0CH;
4 0z; _ 0D
CHZZ—AH,BHl D,-Oz,-

0°D; CH

aZ? Ozi

1

oD; |1

Zj

dCH;
dX, 0D,
CH?- AH;BH; D;0X;

Yoxz -

]

0D; 1
+4
aXi Xl' -r

0AH;

0yi B
AH,

0CH;

dyi
CH;

0°D; 0D; |1
5)’? 0y

Vi

0°D;  —zi(X;—1)
0X;0z;  D?
0°D; -yi.z;.BH;
< Gyiaz,- a CI‘I,I)Z2
0°D; -yi(X;—r)BH;
0Xi0y; CH;D?

(CH? — AH;.BH,)*

0AB;

X — ) ——1L
a1 NTUGX32AB 1z 0AB; 3°AB;

_ zXi-r)

dX2 ~ AB;  AB2  03z2 AB; AB? 3z 0X;0z

(0°BH; 0BH,; (

0AH; 1 20AB,~)
6Z? B Gz,-

AH,-Gz,- " Z_l - ABiaZi
0’BH; OBH; | 0AH, 1 20AB
aX> ~ 0X; (AH,@X,- TXor ABiaXl-)
azBHi _ Zi(Xi —-r)
0X;0z;  AB?

(BH; —2AH,)

Avec DH; = CH? — AH;.BH;.

036;
0z;

00;

_05,[ 0BH; 1 0AB; 0D
BHiaZi

= + — —
Ozl? Zj ABiGZi D,-dzl-

0°BH;

AB?

0°AB;  0°D;

.\ _(GBHilazl-)z_(l)2+( AAB; )2+( aD; )2
Ozi BHi Zi ABl-dzi Diazi

+ — —
BH,'@Z? ABiaZl? D,@zf

(VL.52)
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036i_626i[ OBH, 1 0AB; 0D, l

= + — —_
0X} O0X?|BH;0X; X;—-r ABj0X; D;0X;
+65i ( OB H; )2 ( 1 )2+( 0AB; )2+( aD; )2+ 0*BH; 0°AB; *D;
0X; | \BH;0X; Xi—r AB;0z; D;0z;) BH;0z; AB;0z; D0z
(VL5:
0°6; _ 0°6; | 0BH,; L _04AB;  0Di |,
OXZ'GZ? a éXidz,- BHl-éz,- Zj ABiaZl' D,-@z,-
0BH; (0BH; 0AB;0AB; 0D;dD;
651' _ 6X,- dzi n 6Xi 6Zi +6Xi aZl- " azBHi _ 62ABi _ GZD,-
dz,- Ble ABlz D? BH,-OXiézi ABiaX,-az,- DidX,-dzl-
(V1.5
0%6; _ 0°6; [ OBH; L1 0AB; 0D, l
0z;0X? 0X;0z; |BH;0X; X;—r AB;0X; D;0X;
+66i 0BH;0BH; s 0AB;0AB; s 0D;0D; .\ 0°BH; 0% AB; 0°D;
6Xi BHI-ZOXZ'OZZ' AB?@Xiéz,- D?OX,-GZI- BH,-OX,—@zi AB,@Xl-azi D,~0Xl-6zl—
(VL.
%6; o0D; 1 |0D; 8*D; 2 (dD;)\*
= +— +yi -— - VI.56
dy? D:0y; D?|0dy; Vi dy: D (Gyi) Yi ( )
05; DH; 3\ v
— = [DHi—z? 1+3( ‘) ) y—; (VL57)
dy,-dzl. Di Di
336, ; .DH; 0D,
lzzy—’s[DHi—yl?—?,M ’] (VL58)
OyiOXl. Di D; Oyl
036, i iDH; 0D;
—zzz—3 DH,-—yf—gy \ (V1.59)
6zi6yi Di Di ayl
635i Xi —-r 2 yiDHi GDI
= DHl -y:=3 VI60
0X;0y: D} [ Vi D; 5%‘] ( )

2. Linéarisation de Cg; :

On a trouvé que :
Cgi = E,AC; A (N + B; Z;)
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0Cg; 0Cg; 0Cg;
Cg; ne dépend ni de @ ni de &, il ne faut que trouver & : & et gl.

a;  0a; oay
0Cg: _ 0AC;, — —  — 0Z
=K, ANN+B;Z)+ E,AC; N | B;
Gai Gai dai
0Cg:  — 0Z
1 :EZACi Bl
Oaj lej
aak o : laak
0Z 0Z 07 , — o
Les nouveaux termes sont : , et .// On sait que Z; = (Ey Z) u;,
Oa; Oa; Oag
donc : . -
9% (592G 1 5,720
aai - laai : : éai
<GZ Eaz _’+(E§)6E
daj laaj ! ' Gaj
0% _ (0% i+ (57 2L
dak B laak : : dak

—_ —

U; VA
On a déja calculé a—l dans cette partie (), il reste e
a

a
— oU— 0Z
N,=U.Z — 0= Z+U VI.61
" Gai 66(,' ( )
_ 0Z_ y 19U
éai a éai
Et c’est la méme chose avec j et k.
Finalement pour tout les valeurs de i, j et k on trouve :
07, _ E 0z 7+ 5724
aal a la(ll ! ! 60:1
0Z, 0Z\_ _ — 0w
124 g2\ w5, 22 (V1.62)
6a2 0a2 a(lz
0Z, Ea? ﬁHE}»)aﬁ;
- = —lu JE—
Gag 16053 ! ! aag
97, _(,92 (B, 0
dal B 25“1 2 2 6051
07, 0Z\— _ — 0w
—=|E,— +(E, Z)— VI.63
3 3a, 25 u; + (E )Oaz ( )
07, Ea? _,+(E}»)GJ§
—_— — u —
66(3 26053 2 2 aag
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YA 0Z\_  — ou
—=|E3—|us+(E3Z)—
6a1 6a1 a;
YA 07\  — 0w
— = | E3— +(E3/)— VI1.64
4 e, 30052 us + (E3 )6052 ( )
0 _ E 02 7+ (5,728
6a3 a 30@3 5 5 006;;
Démonstration
Dans le triangle C;TL on trouve :
sin@) = 22 a (VL65)
l = —— = .
2R 2.5in(0)
Figure VI.1 — Le rayon R
Dans le triangle abc et d’aprés le théoreme d’El Kashi :
b* + c? — a? ) 5 ) (b? + ¢ — a?)?
cos(0) = NNV —  sin@)*°=1-cos@)"=1- NN (VI.66)

4.b°.c* = (b*+c*—a*)? _ (b +c*—a’+2.b.c)(-b*—c*+a*+2.b.c)

. 0 2 —
sin() 4.b%.c? 4.b%.c?

(VL67)
[(D+c)*—a*][- (b-c)* + a?]

. 2 _ —
sin(0)” = 102 TR [(b+c+a)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)]
(VI.68)
: p(p—2a)(p—2b)(p—2c)
sin(0)* = NN (VL.69)
Finalement on trouve :
.b.
R a.0.° (VL70)

T V/p(p—2a)(p—2b)(p 20

Avec p=a+b+c
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La surface Sp du triangle :

Figure VI.2 — La surface Sx

3 c.h B a.b.sin(0)
2 2

A

On a trouvé :

Vp(p=2a)(p—-2b)(p - 2¢)

sin@) = > he

Donc :

1
Ss=7\/Plp=2a)(p-2b)(p-20

Alors :
4.R.Sy=a.b.c

Finalement on trouve, pour S =2.S, alors :

2.R.S=a.b.c

(VLT1)

(VL.72)

(VL.73)

(VL.74)

(VL75)
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