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Résumeé : Le travail présenté dans ce manuscrit est une contribution a I’étude
des vibrations non-linéaires des poutres isotropes et en composite, en mouvement de
rotation. Le modele mathématique utilisé est basé sur la formulation intrinséque et géo-
métriquement exacte de Hodges, dédiée au traitement des poutres ayant des grands
déplacements et de petites déformations. La résolution est faite dans le domaine fré-
quentiel suite & une discrétisation spatio-temporelle, en utilisant ’approximation de
Galerkin et la méthode de I’équilibrage harmonique, avec des conditions aux limites
correspondantes aux poutres encastrées-libres. Le systéme dynamique final est traité
par des méthodes de continuation : la méthode asymptotique numérique et la méthode
pseudo-longueur d’arc. Des algorithmes basés sur ces méthodes de continuation ont été
développés et une étude comparative de convergence a été menée. Cette étude a cerné
les aspects : statique, analyse modale linéaire, vibrations libres non-linéaires et les vi-
brations forcées non-linéaires des poutres rotatives. Ces algorithmes de continuations
ont été testés pour le calculs des courbes de réponse sur des cas traités dans la litté-
rature. La résonance interne et la stabilité des solutions obtenues sont étudiées.

Mots-clés : Vibration non-linéaires des poutres en composite. Formulation intrin-

séque. Galerkin. Méthode de I’équilibrage harmonique. Continuation. Bifurcation Hopf.

Abstract : The work presented in this manuscript is a contribution to the
non-linear vibrations of the isotropic beams and composite rotating beams study. The
mathematical model used is based on the intrinsic formulation and geometrically exact
of Hodges, developped for beams subjected to large displacements and small deforma-
tions. The resolution is done in the frequency domain after a spatial-temporal dicretisa-
tion, by using the Galerkin approximation and the the harmonic balance method, with
boundary conditions corresponding to the clamped-free. The final dynamic system is
treated by continuation methods : asymptotic numerical method and the pseudo-arc
length method, whose algorithms based on these continuation methods were develop-
ped and a convergence study was carried out. This study surround the aspects : statics,
linear modal analysis, non-linear free vibrations and the non-linear forced vibrations of
the rotating beams. These continuation algorithms were tested for the response curves
calculations on cases elaborated in the literature. Internal resonance and the stability
of the solutions obtained are studied.

Key words : Nonlinear vibration of composite beams. Intrinsic formulation, Galerkin

method. Harmonic balance method. Continuation methods. Hopf bifurcationn.
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1.1 Introduction générale

L’analyse des vibrations des structures mécaniques est d’une grande importance dans
le domaine industriel et technologique. Souvent, ces vibrations sont dangereuses cau-
sant des dommages et des bruits. Dans le cas de petites oscillations, elles sont linéa-
risées autour d'un point d’équilibre stationnaire. Elles sont largement étudiées et une
multitude de méthodes analytiques et numériques ont été développées pour ’analyse
de ce type de problémes. Cependant, si les oscillations sont importantes une analyse
non-linéaire des systémes dynamiques et vibratoires découlant des équations de mou-
vement est essentielle pour comprendre le processus physique de ces systémes. Ce sujet
n’est pas récent, mais il connait actuellement un regain d’intérét pour des besoins de
conception des structures dont les problématiques rencontrées concernent essentielle-
ment des questions de dimensionnement, ou de contrdle du bruit et des vibrations.
Les poutres sont des éléments fondamentaux dans les structures d’ingénieries. Elles
sont utilisées dans divers domaines. En mécanique et en aérospatiale, telles que, les

pales des éoliennes et des hélicopteres, les hélices des turbopropulseurs, les aubes des
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turbomachines, les bras manipulateurs, les antennes des avions et les panneaux des sa-
tellites. En génie civil, on peut citer les ponts et les hauts immeubles. Dans le domaine
de la médecine, on trouve les bras et les mécanismes flexibles utilisés dans la chirurgie.
Pour cela, I'étude statique et dynamique, théorique, numérique ou expérimentale de
ce type de structure simple, est trés importante pour ’appréhension du comportement
notamment vibratoire des structures complexes et réelles et par conséquent pour faire
un bon dimensionnement et un controle efficace.

Les structures en forme de poutres sont souvent sollicitées avec des charges dyna-
miques donnant lieu a des oscillations avec des amplitudes larges et des couplages entre
les modes, et par conséquent, a des vibrations non linéaires. Des phénomeénes impor-
tants surgissent dans les structures en présence des non-linéarités, tels que les sauts,
les résonances internes et les interactions modaux accompagnés d’échanges d’énergie,
de saturation, qui peuvent conduire dans certains cas au chaos. Ces phénoménes ne
peuvent pas étre expliqués ni modélisés par des modéles linéaires. Naturellement, il
n’y a aucun systéme physique linéaire et par conséquent, les modeéles linéaires sont
limités a des domaines de fonctionnement restreint, telles que les petites amplitudes
de vibration.

Ce travail s’inscrit dans le cadre des activités de recherches sur les systémes dy-
namiques non-linéaires, des deux laboratoires LGMD de 'ENP — Algérie et LIMATB
de 'UBS — France. Au LGMD, on poursuivait depuis des années des travaux de re-
cherches sur la dynamique des structures en composite et le délaminage. Au LIMATB,
des travaux de recherches ont été lancés depuis plusieurs années sur ’application et
I'utilisation de la méthode de continuation la MAN, ‘Méthode Asymptotique Numé-
rique’, dans l'analyse des systémes dynamiques non linéaires, notamment pour les
structures mécaniques vibrantes.

Théoriquement, la non-linéarité se manifeste par des produits de variables dépen-
dants entre elles et de leurs dérivées dans les équations de mouvement, les lois de
comportement, et les conditions aux limites. Dans la dynamique des structures, les

sources de non-linéarité peuvent étre classées comme suit [123, 124] :

- Matériaux, quand la loi de comportement reliant les contraintes et les déforma-
tions est non linéaire. On peut citer a titre d’exemple le caoutchouc, les matériaux

travaillant & haute température.

- Géométrique, ce type de non-linéarité est lié aux systémes subissant de larges
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déplacements ou déflections. Elle se manifeste par des relations déformation-

déplacement et courbure-déplacement non linéaires.

- Inertie, la non-linéarité est causée par les forces de Coriolis, gyroscopiques et

centrifuges.

- Amortissement, qui est de nature un phénoméne non linéaire. L’amortissement

linéaire visqueux est une idéalisation.

- La non-linéarité due aux conditions aux limites, par exemple une poutre libre

d’un coté et mise sur un appui simple avec un ressort de torsion de 'autre coté.

- D’autres types de non-linéarités existent, a titre d’exemple, celles liées a des
systémes avec un contact intermittant dans les rotules, une fissure, des forces

magnétiques ou électriques, etc.

Dans ce travail, la non-linéarité considérée est géométrique résultant des grands dé-
placements et des grandes rotations.

Dans cette these, les vibrations non linéaires des poutres en mouvement de ro-
tation avec des matériaux isotropes et composites sont étudiées. Ce travail s’inscrit
dans l'optique de développement des outils numériques et des algorithmes permettant
d’analyser efficacement le comportement vibratoire des structures. Cette analyse a
deux aspects : 'aspect linéaire par la détermination des fréquences et des modes de
vibration naturels, et I’aspect non linéaire par la détermination des courbes de réponse

de vibrations libres et forcées non linéaires.

1.2 Etat de 'art

1.2.1 Les théories des poutres

De nombreuses théories des poutres ont été développées, elles sont basées sur des
hypothéses diverses et conduisent a différents ordres de précision. Les premiers pas
faits pour développer une théorie des poutres, ont été abordés par Daniel Bernoulli
(1694). Sa contribution connue comme ’hypothése de Bernoulli considére que la section
transversale reste non déformée dans ’état déformé. Sa nouvelle position est définie
par les relations entre les déplacements et les déformations. Leonhard Euler (1744),
connu par son manuscrit ‘elastica’ [112], a étudié les poutres planes sans déforma-

tions de cisaillement. Des contributions ultérieures sont dues & Saint-Venant (1845)
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par ses hypothéses liées a la torsion. Kirchhoff (1859) a fait une généralisation dans
I'espace des travaux d’Euler. Love (1893), connu par la théorie des poutres appelée de
Kirchhoff-Love, qui se caractérise par ’ajout d’une déformation axiale de traction. Les
fréres Cosserat (1907) ont fait une généralisation de la théorie de Kirchhoff, appelée
la théorie de Cosserat spéciale. Toutes ces théories ne prennent pas en considération
les déformations de cisaillement et par conséquent les sections transversales restaient
toujours orthogonales a la ligne passant par les locus, i.e. les centres de gravité surfa-
cique, le long de la poutre. La premiére amélioration a été faite par Timoshenko (1921)
en tenant compte de l'effet de cisaillement. Un historique sur le développement de la
théorie de 1’élasticité, y compris les problémes de flexion des poutres, a été détaillé
dans Love [112] etTimoshenko [168]. Depuis ces premiers travaux jusqu’a nos jours,
un nombre important de papiers visant a améliorer et développer ces théories ont été

publiés, ce qui rend I'impossibilité de les citer tous.

En général, les théories des poutres peuvent étre classées en trois catégories :

(a) La théorie d’Euler-Bernoulli appelée la théorie classique des poutres.

(b) Les théories des poutres de déformation de cisaillement, i.e. la théorie de Ti-
moshenko qui est le premier ordre d’approximation du cisaillement, la théorie
des poutres de cisaillement de troisiéme ordre, la théorie des poutres d’ordre
supérieurs de cisaillement, et la théorie des poutres de cisaillement par couches

applicables dans le cas des poutres en composite stratifiées
(c) La théorie des poutres a trois dimensions.

La théorie d’Euler-Bernoulli est connue par les hypothéses dites d’Euler-Bernoulli :
(i) la section transversale reste plane aprés déformation, i.e. il n’a pas de gauchisse-
ment dans le plan (ii) seule la déformation axiale est prise en considération et (iii)
une section perpendiculaire a la ligne de référence avant déformation reste perpen-
diculaire aprés déformation. Ces hypothéses s’appliquent seulement dans le cas des
poutres élancées et isotropes. Pour mieux décrire I'état de la section transversale, la
théorie de Timoshenko améliore la théorie d’Euler-Bernoulli par I'introduction des dé-
formations de cisaillement du premier ordre, viennent ensuite les théories des poutres
de troisiéme ordre et plus, qui améliorent la théorie de Timoshenko par I'introduction
d’une distribution non uniforme de la déformation de cisaillement sur la section trans-

versale. Cette déformation non uniforme, appelée aussi le gauchissement en dehors du
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plan de la section transversale, peut étre exprimée par un coefficient appelé facteur de
correction de cisaillement qu’il faut ajouter quand on utilise la théorie de Timoshenko,
Pai et Schultz [130]. Ce facteur de correction dépend de la forme de la section trans-
versale. Dans les théories des poutres a trois dimensions, tous les gauchissements sont
pris en considération : dans le plan et en dehors du plan de la section transversale et
par conséquent les effets de toutes les contraintes en trois dimensions sont calculées,
Nayfeh [124].Dans cette théorie et dans les théories de cisaillement d’ordre supérieur,
Il n’est pas nécessaire de mettre un facteur de correction de cisaillement.

Les théories des poutres d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko peuvent étre consi-
dérées comme des approximations a la théorie des poutres 3D, du moment qu’elles
prennent comme point de départ les champs de déplacement et de déformation. Le
cisaillement transversal est inversement proportionnel a I’élancement de la poutre, i.e.
il est négligeable pour les poutres élancées, mais il est significatif pour les poutres
courtes, ou il faut appliquer la théorie de Timoshenko ou une autre théorie d’ordre
supérieure.

Lorsque le centre de cisaillement et le centre de gravité surfacique ‘locus’ sont dif-
férents, c’est le cas d’'une poutre isotrope avec une section transversale ayant moins de
deux axes de symétrie, ou une poutre anisotrope, le mouvement de flexion va engendrer
une torsion. La maniére la plus simple pour étudier un tel couplage flexion-torsion est
de joindre la théorie d’Euler-Bernoulli avec les hypothéses de Saint-Venant de torsion
[68].

Dans le cas des poutres en composite, du fait que les matériaux hétérogeénes utilisés
sont fragiles en cisaillement, 'effet du cisaillement transversal et le gauchissement di
a la torsion deviennent importants, ce qui va engendrer des couplages entre les mou-
vements élastiques. Ces phénoménes sont présents dans les poutres avec une courbure
initiale, comme par exemple une poutre vrillée. Ces mémes phénomeénes sont toujours
présents lorsqu’il s’agit des poutres a parois minces ou épaisses, avec des sections ou-
vertes ou fermées, Jun et al.[94]. A cause de l'anisotropie et de la dissymétrie de la
section transversale, d’autres effets peuvent surgir dans les poutres en composite tels
que leffet du bord libre et 'effet de trapéze appelé parfois 'effet bifilaire. Ce dernier
effet traduit le couplage entre les mouvements d’extension et de torsion. Tous ces ef-
fets permettent de conclure que la théorie qu’il faut utiliser pour étudier les poutres

anisotropes doit étre non linéaire et doit permettre la détermination de toutes les com-
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posantes du champ de déformation.

La nécessité de prendre en compte toutes les déformations a conduit au dévelop-
pement des théories des poutres dites géométriquement exactes, ou la compatibilité
entre ces déformations avec les équations d’équilibres est vérifiée indépendamment
des magnitudes des déplacements et des rotations, autrement dit, il n’y a aucune ap-
proximation géométrique. Les chercheurs ont donné de I'importance a cet axe suite au
premier travail de Reissner (1972) sur une théorie des poutres capable de traiter des
grands déplacements avec des petites déformations et des rotations modérées [148].
Cette théorie des poutres dite théorie de déformation finie de Reissner est géométri-
quement exacte seulement en statique et en déformation plane, i.e. en 2D. Elle a été
améliorée par des travaux tels que celui du Simo (1985) [156] qui a été une formulation
dynamique en 3D de la théorie de Reissner. Par la suite, Simo et Vu-Quoc (1986)
[157]ont implémenté ce modéle en utilisant la méthode des éléments finis. Toutefois,
cette théorie souffre des singularités algébriques et de nombreuses techniques ont été
proposées afin de 'améliorer. On peut citer par exemple 'utilisation de la formulation
Lagrangienne et le changement de paramétrisation du champ de rotation[47, 92, 117].
Cette catégorie est plus compacte, mais elle est tout de méme développée sur la base
des hypotheéses sur le champ de déplacement et elle est restreinte aux petites déforma-
tions.

En raison du présent travail consacré aux poutres isotropes et composites en mou-
vement de rotation, il est utile de se restreindre aux articles et aux livres pertinents et
nécessaires, entre autres ceux qui ont traité principalement le comportement vibratoire

des poutres rotatives.

1.2.2 Vibrations des poutres rotatives

Les poutres rotatives sont généralement des poutres élancées en matériaux com-
posites, telles que les pales des hélicoptéres, les pales des éoliennes et les hélices des
propulseurs. Ces poutres sont exposées a des vibrations non linéaires et des instabi-
lités dynamiques qui sont les conséquences des grands déplacements et des grandes
rotations. On entend par vibrations des poutres rotatives les oscillations autour d’une
position stationnaire (régime permanent) dans le repére local de la poutre, qui peuvent

étre déterminées en éliminant les termes temporels des équations d’équilibre de la
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poutre rotative. Cette solution stationnaire est caractérisée par les fréquences et les
vecteurs propres de vibrations, appelés modes de vibrations. Ces caractéristiques sont
obtenues par une linéarisation des équations d’équilibres autour de la position station-
naire. Ces modes de vibrations concernent les modes de tractions, les modes de flexions
dans les deux plans latéral et transversal, et les modes de torsion. Dans cette thése,
Les vibrations recherchées seront calculées par rapport a cette position stationnaire
et la position finale d’'un point matériel sera la somme des deux vecteurs de position
obtenus.

La modélisation dynamique et vibratoire des poutres isotropes rotatives est plus
riche en matiére de références bibliographiques que celle des poutres en composites.
Ceci est di a ce que les chercheurs préférent toujours cerner les problémes les plus
simples avant de passer aux problémes les plus complexes. A cet effet, les poutres iso-
tropes et uniformes avec une double symétrie sont les premiers modéles étudiés. Sous
leffet du mouvement de rotation, il y a, en plus des forces centrifuges, deux autres
forces induites par I'inertie : les forces de Coriolis et les forces gyroscopiques. Ces deux
derniéres forces sont souvent négligées afin de simplifier la résolution des modéles dy-
namiques obtenus.

Dans la littérature, a I'exception des introductions courtes dans les différents pa-
piers publiés,il y a peu de travaux d’expertise et de synthése relatifs aux vibrations des
poutres rotatives. Dans le papier de Bazoune [23], une synthése a été faite sur les mo-
déles et les méthodes de résolution utilisés dans la détermination des caractéristiques
dynamiques des poutres rotatives isotropes, i.e. les fréquences propres et les modes
propres. Une synthése faite par Hajianmaleki et Qatu [78] concerne les vibrations des
poutres en composite et aborde dans une section l'effet rotatif. Cependant, d’autres
synthéses ont été faites sur les modéles dynamiques des pales en composites des ro-
tors telles que celles de Hodges [82, 84] et celle de Jung et al.[94]. Dans ce qui suit,
les vibrations des poutres rotatives pour les deux cas poutres isotropes et poutres en

composite sont passées en revue séparément.

1.2.2.a Vibrations des poutres isotropes rotatives

Le premier travail sur les poutres rotatives isotropes revient a Southwell et Gough
[161], portant sur la détermination des caractéristiques vibratoires de flexion des

poutres encastrées avec une vitesse de rotation constante en se basant sur le théo-
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réme d’énergie de Rayleigh. Une équation pour estimer les fréquences naturelles d'une
poutre rotative a été suggérée, appelée I’équation de Southwell. Ce Travail a été étendu
par un nombre important d’études. Nagaraj et Shanthakumar [118], Putter et Manor
[143] ont étudié les modes naturels des poutres rotatives, d’Euler-Bernoulli et de Ti-
moshenko respectivement, avec les éléments finis. Hodges et Rutkowsky [87] ont utilisé
plus tard la méthode des éléments finis version « hp » pour I'analyse des fréquences
naturelles d’une poutre d’Euler-Bernoulli rotative avec 'effet du rayon du moyeu. Dans
ces études il a été montré que les fréquences naturelles augmentent avec la vitesse de
rotation conduisant ainsi a un accroissement de l'intensité des forces centrifuges et
par conséquent a une rigidification de la poutre. Les équations d’équilibre relatives
aux mouvements de flexion sont linéarisées par la troncature des termes non linéaires
qui traduisent le couplage entre les mouvements de flexion et de traction causé par
I’effet de Coriolis. Des modéles plus complexes ont été développés pour obtenir des
fréquences naturelles précises, en introduisant d’autres effets tels que la variation de la
section transversale, i.e. poutre fuselée, dans Klein [102], le vrillage dans Swaminathan
et Rao [165], et en jumelant les effets du rayon du moyeu et 'angle de calage dans le
papier du Yokoyama [177], les deux effets le fuselage et la masse au bout dans [100].
Des formulations hybrides ont été utilisées, ou les déformations sont fonctions des co-
ordonnées curvilignes le long de la poutre dans Yoo and Shin [179]. Dans ce dernier
papier, on démontre que le couplage gyroscopique entre les mouvements de traction
et de flexion diminue considérablement les fréquences propres et que cet effet est né-
gligeable pour les poutres élancées. Récemment et dans le méme contexte, d’autres
modeéles ont été développés sur la base de la théorie des poutres de Timoshenko, en
introduisant les effets de la non uniformité de la section transversale, du vrillage et
de loffset i.e. le rayon du moyeu dans les travaux de Bazoune et al.[24]. Banerjee [20]
a étudié les fréquences propres d’une poutre d’Euler-Bernoulli rotative avec diverses
conditions aux limites et une section uniforme et fuselée en utilisant la méthode de
la rigidité dynamique et les séries de Frobenius. Ce travail a été étendu aux poutres
de Timoshenko rotatives par le méme auteur [21], o une comparaison entre les deux
modeéles d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko a été donnée et discutée.

Récemment, Ozdemir et Kaya.[126] ont appliqué la méthode de transformation des
différentielles sur les équations de mouvement finales d’une poutre d’Euler-Bernoulli

fuselée. Ce travail a été étendu pour une poutre de Timoshenko et doublement fuselée
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[127], ot les équations de mouvement sont obtenues en utilisant le principe d’Hamil-
ton en appliquant un schéma de troncature aux expressions des énergies potentielle
et cinétique. La troncature est faite selon 'ordre de grandeur des termes. La méme
technique a été utilisée dans Hodges et Dowell|85], ot les équations de mouvement ont
été dérivées en utilisant le principe d’Hamilton et la méthode Newtonienne. Zhu [188]
a utilisé les équations de Lagrange et la méthode de Rayleigh-Ritz pour étudier les
vibrations libres transversales d’une poutre de Timoshenko doublement fuselée.

Tous ces travaux sont fondés sur des analyses modales linéaires et se sont limités
globalement a I’étude de la sensibilité des fréquences propres et modes propres dune
poutre isotrope rotative aux différents effets d’inertie, géométrie et conditions aux li-
mites. Cependant, quand la non-linéarité est importante sous 'effet par exemple des
forces de Coriolis ’analyse vibratoire non linéaire est inévitable. Il y a quelques tra-
vaux qui ont traité I’aspect vibratoire non linéaire d’une poutre rotative, tels que les
travaux de Rao et Carnegie [146, 147]. Ils ont étudié les vibrations libres et forcées
dans le plan d’une poutre symétrique et rotative sous l'effet non linéaire des forces
de Coriolis. Ce probléme a été repris par Ansari [10] en ajoutant l'effet du vrillage,
de la non uniformité et 'asymétrie de la section transversale. Pour la résolution il a
utilisé une formulation de systémes discrets. Les courbes de réponse forcées ont été
comparées avec celles de Rao et Carnegie [147]. Brons et Kliem|[43] ont étudié le flam-
bement et les vibrations non linéaires des poutres montées sur un anneau rotatif et
orientées a l'intérieur. Hamdane et Al-Bedoor|79] ont étudié les vibrations libres non
linéaires d’une poutre rotative avec une courbure non linéaire en utilisant la méthode
de transformation du temps. Dans [139], Pesheck et al. ont approché la géométrie et
les surfaces invariantes pour construire les modes normaux non linéaires d’une poutre
rotative d’Euler-Bernoulli. Le méme travail a été repris par Apiwattanalunggarn et
al [11], ot on montre que 'approximation de Galerkin présente une réduction plus
exacte que les séries asymptotiques particuliérement pour les grands déplacements.
Turhan et Bulut [63] ont étudié les vibrations non linéaires libres et forcées d’une
poutre rotative d’Euler-Bernoulli avec une courbure non linéaire et des non-linéarités
géométriques jusqu'aux termes cubiques. Les auteurs ont démontré qu'une poutre ro-
tative peut changer de comportement du rigidifiant a ’assouplissant en fonction de la
vitesse de rotation. Plus récemment des analyses modales non linéaires ont été faites.

Arvin et Bakhtiari-Nejad [12] ont appliqué la méthode des échelles multiples sur les
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équations de mouvement discrétisées par la méthode de Galerkin et obtenues a partir
d’un modeéle de poutre basé sur les relations de Von Karman. Arvin et al. [13] ont
appliqué les mémes techniques sur un modéle dynamique géométriquement exact dé-
veloppé par Lacarbonara et al. [104].

Dans les probléemes réels tels que les rotors des hélicoptéres, des éoliennes et des
turbopropulseurs, les vibrations de flexion se manifestent dans les deux plans perpen-
diculaires des pales. Le mouvement vibratoire est du type trois dimensions et seuls les
modeéles des poutres a trois dimensions peuvent représenter ces pales. Dans le cas ou
la section transversale ne présente aucun plan de symétrie, les modes de flexion dans
les deux plans, les modes de torsion et les modes axiaux sont couplés. Les travaux de
recherches qui ont été faits pour la détermination des caractéristiques vibratoires de
ce type de poutres sont affectés aux formulations des équations de mouvement, autre-
ment dit aux théories des poutres en trois dimensions, telles que la théorie linéaire de
Houbolt et Brooks (1958) [90]. Peu de tentatives ont été faites pour la recherche des
fréquences propres et les modes propres d’une poutre rotative en utilisant ces équations
de mouvement vue le nombre important des termes non linéaires. Murthy (1976) [116]
a utilisé la méthode de la matrice de transfert afin de déterminer les caractéristiques
dynamiques des pales d'un rotor décrit par Houbolt et Brooks, ou les équations de
mouvement ont été réduites a des équations différentielles du premier ordre. Hodges
et Dowell (1974) [85] ont dérivé des équations de mouvement non linéaires en utilisant
le principe d’Hamilton et la méthode Newtonienne. Un schéma d’ordre de troncature
a été appliqué ou seulement les non-linéarités quadratiques sont retenues. Cependant,
aucune tentative n’a été faite pour obtenir des résultats numériques a partir de ces
équations de mouvement [23|. En utilisant les mémes techniques, d’autres formulations
non linéaires ont été développées telles que celle de Rosen et Friedmann (1978) [152] et
celle de Crespo da Silva et Hodges (1986) [58]. Ces théories sont basées sur la théorie
de base des poutres d’Euler-Bernoulli.

Dans les travaux précédemment cités, la vitesse de rotation est considérée constante.
Il y a peu de travaux ou la vitesse de rotation n’est pas constante. Il s’agit d'une ac-
célération ou décélération et par conséquent ces études ont traité la dynamique des
poutres rotatives particuliérement en présence des résonances internes. Les premiers
travaux reviennent a Kammer et Schlack (1987) [95, 96] sur une poutre uniforme en

mouvement de rotation. Young (1991) [180] a traité la dynamique des poutres vrillées
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et fuselées avec des résonances combinées. Ghorashi et Nitzsche (2009) [74] ont cherché
la réponse dynamique d’une pale en composite en accélération en utilisant des pertur-
bations.

En plus des propriétés d’inertie et de rigidité, les poutres rotatives ont des proprié-
tés d’amortissement. Cet amortissement peut étre di aux matériaux de construction,
i.e., propriété inhérente aux matériaux, ou aux systémes d’amortissement entre autres
les vérins, les supports et les liaisons. Cependant pour les structures en mouvement
de rotation, l'effet de ’amortissement est minime en comparaison aux autres effets de
rigidification et par conséquent peut étre ignoré [23].

En dehors des théories et des travaux numériques, il y a peu d’études expérimen-
tales publiées, menées sur l'analyse modale des poutres rotatives. Parmi ces travaux
nous pouvons citer celui du Wilkie et al. (1997) [176], qui a porté sur la détermination
des fréquences propres d'une pale d’hélicoptére articulée. Une bonne concordance a
été trouvée entre les valeurs mesurées et celles calculées avec le logiciel MSC/NAS-
TRAN utilisant les éléments finis. Dans le papier de Bucher et Ewins|[44], des études

expérimentales sur les structures rotatives ont été sélectionnées et passées en revue.

1.2.2.b Vibrations des poutres en composite rotatives

Les poutres en composite rotatives, ol le mouvement est dans un plan créé par
son axe longitudinal, sont principalement liées aux pales des rotors des hélicopteéres,
aux pales des rotors des éoliennes et aux bras manipulateurs utilisés en aérospatial.
Les couches formant les stratifiés sont composées d’une matrice qui est généralement
une résine époxy renforcées par des fibres qui peuvent étre en carbone, en Kevlar, en
Aluminium, ou en verre. Le terme composé graphite-époxy est utilisé pour des ma-
tériaux en composite fabriqués a partir de fibres en carbone et une résine époxy. Ces
matériaux sont devenus les plus utilisés dans les pales des rotors en raison des taux
élevés de leurs caractéristiques mécaniques par rapport au poids, de leur résistance a
la corrosion, de leur durée de vie longue relativement aux matériaux métalliques, et de
la possibilité d’optimiser 'aéroélasticité des pales et I'incorporation des profils d’ailes
adéquats a n'importe quel segment. Les structures en composite se caractérisent par le
couplage élastique entre les mouvements d’extension, de flexions dans les deux plans,
et de torsion. Par conséquent, les sections transversales ne resteront plus planes aprés

déformation et l'effet du gauchissement est important. Le couplage est avantageux
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dans quelques cas. Par exemple le couplage extension-torsion produit dans les pales
des rotors d’hélicoptéres ou des éoliennes des distributions différentes des angles de
twist a chaque vitesse de rotation et produit en méme temps des complications vibra-
toires. A cet effet, une théorie précise des poutres rotatives en composite s’avére trés
importante. Elle doit prendre en compte le mouvement global de n’importe quel point
de la poutre et des sections transversales a géométrie et matériaux arbitraires. Une
alternative pour traiter de telles structures composées des matériaux anisotropes et
hétérogenes est la méthode des éléments finis tridimensionnelle qui devient trés gour-
mande en terme de temps de calculs pour conduire & une précision acceptable.

Les premiéres études ont été consacrées aux caractéristiques vibratoires a l'état
statique. Parmi ces travaux, nous citons celui du Abarcard et Cunniff (1972) [1]. IIs
ont étudié les vibrations libres des poutres en composite, encastrées-libres, et en pré-
sence des déformations de cisaillement et de l'inertie de rotation. Il faut comprendre
par inertie de rotation celle acquise lors du déplacement transversal de chaque élé-
ment différentiel de la poutre en mouvement de flexion. Dans ce papier, les auteurs
ont utilisé un modeéle discret basé sur la méthode de Myklestad. Ils ont obtenu une
bonne concordance entre les valeurs numériques et les valeurs expérimentales. Teo et
Huang [166] ont présenté une analyse théorique des vibrations libres des poutres ortho-
tropes et encastrées-libres. Les auteurs ont utilisé ’approche énergétique en prenant
en compte les effets du cisaillement et de I'inertie de rotation. Ils ont trouvé que dans
une petite plage d’orientation des fibres les modes de vibration des poutres orthotropes
changent significativement. La conclusion la plus importante tirée a partir de ses pre-
miers travaux c’est que la théorie des poutres d’Euler-Bernoulli ne convient pas aux
poutres en composite. Plus tard, les travaux de recherches ont été menés beaucoup
plus sur la dynamique globale des pales en composite. Une étude de synthese peut étre
trouvée dans le papier de Hodges [81].Cependant, il y a peu de travaux qui ont traité
les vibrations des poutres en composite rotatives et en particulier ’aspect non linéaire.

Stemple et al. [162] ont étudié les vibrations libres d’une poutre en composite a sec-
tion rectangulaire non rotative et une poutre-caisson en composite rotative. Une bonne
corrélation a été observée entre les résultats numériques obtenus sur la base d’une for-
mulation des éléments finis et ceux issus de l'expérimentation. Dans les travaux de
Chandiramani et al. [51, 52|, deux analyses ont été faites sur les vibrations libres et

forcées des poutres rotatives en composites & parois minces avec un caisson. Les deux
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études ont été fondées sur la théorie des poutres a déformation de cisaillement du
premier ordre et la théorie des poutres & déformation de cisaillement d’ordre supérieur
respectivement tout en négligeant 'effet de Coriolis. Les auteurs ont montré qu’avec la
deuxiéme théorie les fréquences propres enregistrent une augmentation considérable.
Oh et al. [125]ont utilisé un modeéle de poutre en composite & parois minces et rota-
tive, qui prend en considération 'effet directionnel des fibres, le rayon du moyeu, le
pré-vrillage et 'angle de calage. Les auteurs ont étudié l'effet de ces paramétres sur
les fréquences propres et les modes propres. Dans [108], Lee et al. ont fait une analyse
modale des poutres en composite avec des stratifiés symétriques en mouvement de ro-
tation. En utilisant les variables de déformation hybrides pour dériver les équations de
mouvement, les auteurs ont étudié l'effet de la vitesse de rotation, de l'orientation des
fibres et du rayon du moyeu sur la variation des caractéristiques vibratoires. Ce travail
a été étendu par Yoo et al.[107|. D’autres résultats numériques ont été présentés en
comparaison avec ceux du logiciel ANSYS. Ghayour et al. [72]| ont étudié les vibrations
libres des poutres en composite rotatives avec des stratifiés symétriques mais fuselées,
i.e. la section transversale symétrique change linéairement en épaisseur le long de la
poutre. Ce changement se manifeste par un nombre de couches dans la partie libre
réduit par rapport au nombre de couches de la partie encastrée.

Les méthodes de calcul utilisées dans les travaux cités jusqu’ici, dont la résolution
est basée sur la méthode des éléments finis, sont limitées aux sections transversales
a double symétrie et ne peuvent traiter les poutres en composite rotatives avec des
sections transversales a forme générale, ce qui correspond au cas général rencontré
réellement. Dans le cas des poutres géométriquement non linéaires avec des sections
transversales complexes présentant des matériaux anisotropes, les déplacements dus
aux gauchissements dans le plan et en dehors de la section transversale sont importants
et I'état de contraintes doit étre calculé en trois dimensions. Parker (1979) [132, 133]
a montré qu’une combinaison entre la solution de gauchissement de Saint-Venant avec
un modele de poutre unidimensionnelle et non linéaire est naturelle et peut représenter
I'état de contraintes tridimensionnelles. Berdichevsky (1981) [31] a montré qu’avec la
méthode asymptotique variationelle développée par le méme auteur en (1979) [30], le
probléme d’élasticité géométriquement non linéaire des poutres tridimensionnelles peut
étre découplé en un probléme non linéaire unidimensionnel et un probléme (générale-

ment) linéaire d’une section transversale bidimensionnelle. Comme les gauchissements
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sont des déplacements locaux relativement a la section transversale déformée, leur in-
fluence sur les forces d’inerties est négligeable. Cependant, ces déplacements locaux
affectent les propriétés élastiques et par conséquent pour calculer ’état de contrainte
tridimensionnel, il est nécessaire d’introduire I'effet du gauchissement dans ’expression
de 'énergie de déformation et des lois de comportement [124, 129].

Dans le travail de pionnier de Giavotto et al. (1983) [75]les poutres en composite
prismatiques ont été modélisées en utilisant le principe de Saint-Venant et le principe
des travaux virtuels. Seules les solutions centrales seront connues a la fin des calculs.
Une analyse de la section transversale basée sur la méthode des éléments finis a été
développée fournissant une matrice de rigidité reliant les six déformations de la section
transversale (trois déformations et trois courbures) aux chargements de la section, trois
forces et trois moments. A l'issue de cette formulation, un code de calcul HANBA2 a
été développé au niveau de la Polytechnique de Milan, Italie. La méme approche a été
utilisée par Borri et Mantegazza (1985)[39] et Borri et Merlini (1986) [38] pour modé-
liser la dynamique non linéaires des pales des rotors avec des courbures initiales. Le
travail de Borri et Mantegazza [39] est la premiére formulation faite des équations de
mouvement géométriquement exactes des pales rotatives. Hodges (1990) [81]a présenté
une formulation non linéaire des poutres en composite rotatives initialement vrillées et
courbées. Les équations de mouvement intrinséques et géométriquement exactes ont été
dérivées en utilisant une méthode mixte basée sur les deux approches Newtonienne et
variationelle. L’idée de base de Hodges est de pouvoir profiter de la décomposition, au-
trement dit la réduction, du probléme d’élasticité non linéaire d’une poutre 3D en une
analyse 2D linéaire et une analyse 1D non linéaire selon Berdichevsky [31]en utilisant
la méthode variationelle asymptotique. Ces travaux s’appuient sur les études menées
par Danielson et Hodges (1987) [62] permettant de décrire le champ de déformations
tridimensionnelles en fonction des déformations intrinséques unidimensionnelles pour
une poutre initialement vrillée et courbée.

L’analyse 2D linéaire permettra de fournir les constantes de rigidité de la section
transversale sur la base d’une approximation asymptotique du gauchissement tridimen-
sionnel. Ces rigidités peuvent étre définies analytiquement pour des poutres isotropes
avec une section transversale relativement simple. Ou dans le cas général, elles peuvent
étre déterminées par une application des éléments finis. Cette partie est appelée parfois

I’analyse de la section transversale. La matrice de rigidité obtenue porte I'information
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sur la position du centre du cisaillement [84, 184]. Dans les années 1990, Hodges et ces
collaborateurs, principalement C. E. S. Cesnick, B. Popescu et W. Yu, ont développé
le code VABS au cours de leurs travaux de doctorat [48, 140, 184]. Les étapes du dé-
veloppement de ce code sont présentées dans [84]|. Actuellement, il y a deux versions
du code VABS : la premiére qui est I'originale développée au niveau de I'Institut Tech-
nologique de Georgia et la deuxiéme développée plus tard au niveau de I'université de
Michigan. Dans W. Yu et al. [185], une comparaison et une validation numérique a été
faite entre la technique de réduction dimensionnelle basée sur la méthode variationelle
asymptotique et le code des éléments finis tridimensionnel ABAQUS. En traitant des
poutres en composite, les auteurs ont trouvé qu’il y a une bonne corrélation entre les
deux techniques de calcul que ce soit pour les variables unidimensionnelles des poutres
ou pour les distributions des déformations et des contraintes sur les sections trans-
versales. Avec ABAQUS, ces résultats sont obtenus avec un temps de calcul trois fois
plus grand. Le travail de cette thése est fondé sur cette théorie intrinséque et géomé-
triquement exacte des poutres en mouvement qui est basée sur ’analyse des sections
transversales. Dans ce qui suit, cette théorie sera référencée par la théorie de Hodges.
Plus tard, d’autres codes ont été développés pour 'analyse de la section transversale
des poutres en composite tels que BECAS en développement depuis 2010 & I’Université
Technique du Danemark [35, 36| et PreComp en développement depuis 2005 au niveau
du NREL [33, 34]. Dans [36], une étude comparative est faite entre BECAS et VABS
montrant leur concordance.

Concernant les vibrations poutres en composite rotatives, Hodges et al.[88]ont étu-
dié 'effet de la vitesse de rotations sur les fréquences propres d’une série de poutres en
composite avec des bouts déviés et qui se différent de I'orientation des fibres des em-
pilements. Les résultats numériques obtenus montrent une bonne corrélation avec les
résultats expérimentaux de Epps et Chandra [70]. Dans les travaux de Traugott et al.
et Althoff et al.[6, 7, 169] les caractéristiques vibratoires d’une pale d’hélicoptére active
ATR ont été calculées avec la méthode des éléments finis et la méthode de Galerkin.
Les résultats montrent que la méthode de Galerkin converge plus rapidement que la
méthode des éléments finis. Dans le travail de Palacios [131], les modes normaux non
linéaires ont été construits a partir de la formulation intrinséque de Hodges. Les ap-
plications numériques ont concerné des poutres isotropes et composites non rotatives

en présentant les modes de vibrations libres linéaires et non linéaires.
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1.3 Les contributions de cette thése

Dans cette section nous résumons briévement les contributions de cette thése. Les

travaux associés sont [25-29]

- Dans le domaine de I'analyse vibratoire non-linéaire des poutres rotatives, nous
proposons une analyse vibratoire non-linéaire dans le domaine fréquentiel ba-
sée sur les équations intrinséques et géométriquement exactes de Hodges. Les

particularités de cette formulation sont les suivantes :

(i) Les variables de déplacement et de rotation ne sont pas présentes dans les
équations finales, ce qui éloigne toute sorte de singularité mathématique

dans les calculs.

(ii) Aucune approximation géométrique n’a été faite et par conséquent, primo
la configuration de la poutre a 1’état déformée est réelle et secundo, tous les

effets inertiels sont pris en considération en leur état couplé.

(iii) Les poutres traitées sont avec des sections transversales uniformes mais la
forme peut étre générale telle qu’un profil d’aile, le cas des pales ou les ailes

d’avions, ou une section a parois minces telle quune poutre-caisson.

Cette analyse vibratoire concernera les vibrations non-linéaires forcées et libres

des poutres rotatives isotropes et anisotropes.

- Contrairement aux travaux précédents ot la méthode asymptotique numérique
‘MAN’ est appliquée avant la discrétisation spatiale qui se fait généralement par
les éléments finis [40], nous adaptons la MAN a un probléme non-linéaire aprés

la discrétisation spatiale.

- Nous proposons une méthode de calcul des branches bifurquant d’un point de
Hopf & partir d'un point singulier avec un déficit de rang d’ordre 2. Cette mé-
thode est basée sur la MAN et peut étre généralisée a un probléme avec un déficit

de rang d’ordre supérieur.

- Nous présentons une étude comparative entre les deux méthodes de continuation,

la MAN et la méthode pseudo-longueur d’arc.
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1.4 Organisation de la thése

Le présent document est organisé comme suit.

Nous avons exposé dans ce premier chapitre, une introduction au probléme, I’état
de I'art sur les théories des poutres et spécifiquement les poutres rotatives et la contri-
bution de cette thése. Nous explorerons dans le chapitre 2, dans un premier temps
les différentes techniques de modélisation des structures mécaniques non linéaires et
ensuite les techniques de résolution des équations de mouvement et les méthodes de
continuation. D’autres sections ont été dédiées aux spécificités des systémes dyna-
miques non-linéaires telles que les bifurcations, I’étude de stabilité et les intéractions
modales.

Le chapitre 3 est consacré au modéle de poutre de Hodges utilisé dans ce travail.
En premier lieu, nous passons en revue les théories des poutres et I'implication de la
méthode variationelle asymptotique MAV ‘en anglais Variational Asymptotic Method
- VAM’ développée par Berdichevsky [30], utilisée pour la détermination de la matrice
de rigidité de la section transversale des poutres. Ensuite, une section est dédiée a une
description de I'analyse de la section transversale. Une derniére section est réservée aux
équations intrinséques et géométriquement exactes développées par Hodges [81, 83].

Le chapitre 4 présente les techniques et les outils utilisés dans la résolution du
systéme dynamique final, tels que la discrétisation spatio-temporelle, le calcul des dé-
placements et des rotations a partir du vecteur de déplacement généralisé, I’analyse de
la section transversale. La derniére section est réservée a l’analyse statique des poutres
encastrées-libres avec des chargements simulant ’effet des forces centrifuges et des mo-
ments de flexion.

Le chapitre 5 est dédié a l’analyse modale et I’étude des vibrations libres non-
linéaires des poutres isotropes et anisotropes. L’effet de la vitesse de rotation sur le
comportement de la poutre, la rigidification et les fréquences naturelles a été étudié.
Un algorithme est développé sur la base de la méthode asymptotique numérique pour
le calcul des courbes de réponse aux vibrations libres avec une étude de convergence.
Les résultats numériques ont porté sur les poutres isotropes et en composite avec une
vitesse de rotation.

Le chapitre 6 est un complément du chapitre 5. Il est consacré aux vibrations for-

cées non-linéaires des poutres en mouvement de rotation. Deux algorithmes ont été
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développés basés sur les méthodes de continuation ; la méthode asymptotique numé-
rique et la méthode pseudo-longueur d’arc. Une étude de stabilité est présentée basée
sur la méthode de Hill. Comme applications, des poutres isotropes et en composite
ont été étudiées. Les excitations sont des forces concentrées harmoniques appliquées
aux bouts des poutres. L’analyse faite, prend en considération l'effet de la vitesse de

rotation et les parameétres géométriques des poutres.
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Chapitre 2

Analyse de la dynamique des structures

non-linéaires
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Introduction

L’approche présentée dans cette thése se limite a la dynamique non-linéaire des
structures. Toutefois le domaine de la dynamique des systémes non-linéaires concerne
énormément de domaines, telles que la mécanique des fluides, la chimie, I’électronique,
I’électromagnétisme et méme 1’écologie. L’étude d’un systéme non-linéaire revient a la
détermination d’une réponse (sortie) suite & une excitation (entrée) et I'identification
des principales caractéristiques telles que les points singuliers et les zones instables

de fonctionnement. Cependant, avant d’arriver a cela il faut tout d’abord avoir le
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systéme ou le modéle dynamique non-linéaire qui se résume généralement en des équa-
tions différentielles non-linéaires. De nombreux ouvrages ont été publiés traitant de la
dynamique non-linéaire. Nous pouvons citer entre autres Nayfeh et Mook (2004) [123],

Neyfeh et Balachandran (2004) [122], Seidel(2010) [153] et Marinka (2011) [113].

Dans ce chapitre, nous présentons les techniques de modélisation des systémes dy-
namiques vibratoires et les techniques de calcul utilisées dans I’étude du comportement
dynamique de ces systémes et particulierement les structures mécaniques soumises a
des excitations périodiques. Les techniques de calcul utilisées sont souvent basées sur
I’hypothése que la solution recherchée est périodique. Cependant, cette périodicité n’est
pas toujours évidente avec la présence des termes non-linéaires dans les équations de
mouvement et peuvent donner lieu a des mouvements chaotiques. Dans ce travail, nous
nous intéressons seulement aux techniques de calcul des solutions périodiques. Un in-
térét particulier a été donné aux méthodes de résolution dans le domaine fréquentiel et
les méthodes de continuation parce qu’elles constituent une base des développements
des approches d’approximations décrites dans le chapitre 4. Nous donnerons ensuite un
apercu sur les particularités de ces systémes non-linéaires entre autres les bifurcations
et I’étude de la stabilité des solutions périodiques, qui sont d’une importance capitale
pour l'identification des solutions physiquement observables. Enfin, nous exposerons
les interactions modales qui peuvent surgir dans un systéme non-linéaire et changer

complétement son comportement.

2.1 Modélisation des systémes dynamiques

L’étude des vibrations non linéaires des poutres comme pour la plupart des sys-
témes dynamiques commence par la formulation des équations de mouvement et des
conditions aux limites, autrement dit la formulation d’'un modeéle mathématique de
poutre ou tout simplement un modéle de poutre. La précision d’un tel modéle est
basée principalement sur le choix des hypothéses imposées lors du développement des
équations de mouvement et des méthodes de résolution. Généralement, les équations de
mouvement sont représentées par des équations aux dérivées partielles. Il y a deux tech-
niques pour dériver ces équations de mouvement. La premiére technique est la méthode

Newtonienne basée sur 1’équilibre d’un élément différentielle de la poutre. La deuxiéme
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technique est la méthode variationelle qui consiste a déterminer les équations de mou-
vement par I'application du calcul des variations aux quantités d’énergie cinétique, le
travail des forces et éventuellement 1’énergie potentielle. Les approches couramment
utilisées dans la formulation des systémes mécaniques, accompagnées souvent par la
définition des nouvelles coordonnées généralisées, sont le principe d’Hamilton, le prin-

cipe des travaux virtuels et les équations de Lagrange.

Pour les structures continues telles que les poutres, la méthode variationelle asymp-
totique de Berdichevsky (1976, 1981) peut étre appliquée [30, 84]. Cette technique a
I’avantage de ne pas utiliser les hypothéses d’Euler-Bernoulli et les hypothéses de Saint-
Venant, dites ad hoc qui sont applicables seulement dans le cas des poutres construites
de matériaux isotropes et homogénes avec des sections transversales simples, et ce qui
posent probléme pour les poutres & matériaux anisotropes et hétérogénes et avec des
sections transversales complexes telles que les pales en composites [182]. Ces hypo-
théses ad hoc qui n’existent pas physiquement et que l'on ajoute pour résoudre le
probléme global vont forcer la solution finale suivant ces hypothéses ce qui va rigidifier
le systéme a résoudre. Les déplacements obtenus seront par conséquent petits relati-

vement a ceux que 1’on peut avoir en utilisant la théorie d’élasticité 3D.

Lorsque les équations aux dérivées partielles de mouvement sont obtenues par 'une
des techniques citées ci-dessus, il y a deux approches générales pour leur traitement.
Dans la premiére approche les équations aux dérivées partielles avec les conditions aux
limites sont traitées directement soit numériquement ou analytiquement.Dans le cas
d’un systéeme d’équations aux dérivées partielles non-linéaires, les méthodes de pertur-
bation telles que la méthode des échelles multiples peuvent étre utilisées [121].Dans la
seconde approche, qui est introduite comme une alternative a I’approche directe et qui
est devenue la plus utilisée, les équations aux dérivées partielles avec les conditions aux
limites sont discrétisées en utilisant soit une méthode variationelle soit une méthode
de résidus pondérés [124]. Cette approche permet d’obtenir un systéme d’équations
différentielles qui sera résolu numériquement ou analytiquement. Le point de départ

de ces méthodes est de supposer une solution de la forme

X = 0 (2.1)
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o, (®;,i = 1,2,..nf) sont des fonctions linéairement indépendantes qui satisfont les

conditions aux limites et les x; sont des coefficients & déterminer.

Les méthodes variationnelles sont basées sur le calcul des variations. La solution ap-
prochée est obtenue a partir d’une valeur extréme ou stationnaire d’une fonctionnelle,
qui peut étre I'énergie potentielle ou I'énergie complémentaire. Dans la dynamique
des structures, la méthode variationelle de Ritz, communément appelée méthode de
Rayleigh-Ritz, est la plus utilisée. Cependant, les méthodes de résidus pondérés, sont
basées sur la minimisation du résidu. Parmi ces méthodes nous pouvons citer la mé-

thode de Galerkin, la méthode des moindres carrés et la méthode de collocation.

Classiquement, les équations différentielles du mouvement des systémes mécaniques

sont écrites sous la forme d’un systéme d’équations différentielles d’ordre 2 :
M+ Cq+ Kq+ F(q,4) = F.(t) (2.2)

q(z,t) représente ’ensemble des variables dépendantes de 1'espace et du temps carac-
térisant le systéme, appelé généralement le vecteur de déplacement, ¢ et ¢ sont les
vecteurs vitesse et accélération, M est la matrice de masse, C' est celle de 'amortis-
sement, K celle de rigidité et enfin F et F, représentent les termes non-linéaire et les
sollicitations extérieures appliquées. L’objectif est de chercher la solution de g et d’étu-
dier sa stabilité afin de déterminer si elle a un sens physique ou non. Le systéme linéaire
obtenu, en éliminant le terme non-linéaire F(g,¢) de (2.2) est appelé systéme linéaire
sous-jacent ou associé. L’étude de ce dernier constitue une base de comparaison pour
identifier le comportement typiquement non-linéaire. La forme d’écriture de 1’équation
(2.2) fait apparaitre a la fois le vecteur de déplacement ¢ et le vecteur de vitesse q.
Une autre écriture plus compacte et plus simple a résoudre ot les deux inconnues sont

regroupées dans un nouveau vecteur appelé vecteur d’état est la suivante :
Aq+ Bq + F(q,4) = F.(t) (2.3)

Si le facteur temps n’apparait pas dans les équations (2.2) ou (2.3), le systéme d’équa-
tion est dit systéme dynamique non-linéaire autonome. Dans le cas contraire le systéme
est dit non-autonome. Le mot systéme dynamique se référe aussi & un processus dyna-

mique avec une existence physique. Par commodité, on utilisera la notation suivante,
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sous I'hypothése de 'inversibilité de A :

q=1F(qg1) (2.4)

Ces systémes (2.3 ou 2.4) peuvent étre transformés en un systéme d’équation algébrique

tout en éliminant le facteur temps pour prendre la forme du formalisme suivant :
R(q,\) =0 (2.5)

A est un parameétre du systéme appelé paramétre de controle. Il peut représenter,
I’amplitude de la force d’excitation, le taux d’amortissement, ou comme dans notre

cas la pulsation de vibration du systéme dynamique w.

2.2 Meéthodes de résolution des systémes dynamiques

Les solutions analytiques sont privilégiées pour les systémes dynamiques avec une
faible non-linéarité. Elles peuvent étre obtenues en faisant recours a la méthode de
I’équilibrage harmonique ou & des méthodes de perturbation telles que la méthode
de Lindstedt-Poincaré ou la méthode des échelles multiples. Ces solutions analytiques
sont toujours approchées mais permettent d’établir des relations entre la réponse et
les caractéristiques physiques du systéme. Dans le cas de forte non-linéarité, seules
les méthodes purement numériques sont envisageables. Il est possible de les classer en
deux catégories : les méthodes temporelles et les méthodes fréquentielles. Il faut noter
que ces méthodes numériques peuvent étre utilisées pour les systémes avec une faible

non-linéarité.

2.2.1 Les méthodes temporelles

Les méthodes temporelles, ou méthodes d’intégration directe, sont naturellement
les plus adaptées pour la résolution des systémes non-linéaires. Le mot "directe" in-
dique qu’aucune transformation du systéme d’équations différentielles n’est nécessaire
pour la résolution. Elles ont 'avantage d’étre simple & utiliser et de pouvoir traiter
tout type de systémes non-linéaires y compris ceux qui peuvent avoir des solutions

apériodiques ou chaotiques.
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Ces méthodes temporelles consistent & déterminer la solution progressivement dans
le temps, pas a pas, a partir d’'un point de départ et des conditions initiales quel-
conques. Les vecteurs de vitesse ¢ et d’accélération ¢ sont approchés par des formules
de différences finies. La procédure la plus effective est la méthode des différences finies
centrales [22|. Pour les systémes du premier ordre (2.3), on peut citer comme méthode
d’intégration directe, la méthode d’Euler et la méthode de Runge-Kutta. Pour les sys-
témes du second ordre (2.2), plusieurs méthodes d’intégration directe sont utilisées :
la méthode de différences finies centrales, la méthode de Houbolt, la méthode de New-
mark, la méthode de Wilson, la méthode HHT (Hilber-Huges-Taylor) dite la méthode
a qui est une généralisation de celle de Newmark et posséde un amortissement numé-
rique, . .. etc [22, 91]. Ces derniéres méthodes sont inconditionnellement stables et elles
utilisent le schéma d’intégration implicite, ou le calcul de la solution au temps tx,1
est basé sur l'utilisation des conditions d’équilibre a l'instant ¢;,,. Si les conditions

d’équilibre sont utilisées a l'instant ¢x, le schéma d’intégration est dit explicite.

Tous les schémas implicites cités ci-dessus peuvent étre utilisés dans les systémes
linéaires et les systémes non-linéaires. Le choix de la méthode a utiliser pour une so-
lution efficace dépend du probléme étudié. Les schémas implicites sont généralement
utilisés pour étudier la dynamique des structures, ot la réponse est dominée par les
modes basses fréquences, tandis que les schémas explicites sont utilisés beaucoup plus
pour traiter les problémes de dynamique, pour lesquels la contribution des moyennes et
hautes fréquences est importante. Dans certains cas ot les caractéristiques de rigidité
et de masse peuvent étre différentes d’une partie a 'autre, il est avantageux d’utiliser
différentes méthodes d’intégration [22]. Dans le cas des systémes non-linéaires la sta-
bilité inconditionnelle des schémas implicites n’est plus valide et une restriction sur le
pas de temps est nécessaire. L’estimation du pas temps critique At, se fait analytique-
ment en linéarisant le systéme non-linéaire autour de la position d’équilibre a I'instant

considérée.

Les méthodes d’intégration directes peuvent étre coliteuses dans le sens ot le temps
de calcul nécessaire pour arriver au régime stationnaire. Cette partie de solution, qui
nous intéresse le plus souvent, peut demander I'intégration du systéme sur des durées
longues, particuliérement lorsque le systéme non-linéaire a résoudre est rigide et qu’il

faut prendre des pas de temps trés fins afin de garantir la stabilité et la convergence
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des calculs. A cet effet, les méthodes temporelles ne sont pas avantageuses pour 1’étude

des systémes dynamiques paramétrés.

D’autres méthodes temporelles ont été développées sous I’hypothése d’une réponse
périodique telle que la méthode de tir et la méthode de collocation orthogonale. Ces
méthodes ont I'avantage de ne pas prendre en compte la partie transitoire. La méthode
de tir consiste en une optimisation de 1’état initial du systéme de fagon a ce que le
cycle obtenu aprés constitue une période. Cette technique est beaucoup plus intéres-
sante pour les systémes de faible dimension, son application aux systémes larges est

généralement trés cotiteuse.

2.2.2 Les méthodes fréquentielles

Dans la recherche des réponses d'un systéme dynamique, on s’intéresse particuliére-
ment aux réponses périodiques et stationnaires. Cet intérét est fondé sur une connais-
sance a priori du comportement du systéme dynamique, connaissance acquise de 1’ex-
périmentation et des simulations numériques préalables. Ceci va nous permettre de
décomposer la solution du systéme dynamique en série de Fourier. Cette décompo-
sition en série infinie de fonction trigonométrique sera approchée par une série de
Fourrier tronquée. L’expérimentation montre que le contenu fréquentiel d’une réponse
d’un systéme dynamique est souvent limité aux premiers modes. Ces concepts forment
I'idée de base des méthodes fréquentielles. Parmi ces méthodes on peut citer la méthode
de I'équilibrage harmonique connue sous le nom de la méthode de Fourier-Galerkin ou
méthode de I’équilibrage harmonique, la méthode de 'équilibrage harmonique incré-
mentale, la méthode de Galerkin rapide dite FG (pour Fast Galerkin) et la méthode
AFT (pour Alternating Frequency/Time). Ces méthodes sont passées en revue dans
[120]. La méthode de 'équilibrage harmonique incrémentale est connue dans la litté-
rature sous d’autres appellations : La méthode de Newton-Raphson/Galerkin ou la

méthode de I’équilibrage harmonique/Newton-Raphson.

Dans ce travail, nous allons nous intéresser a la méthode de 'équilibrage harmo-
nique, qui sera utilisée ultérieurement dans les développements des chapitres 4 et 5.
Elle a été largement utilisée dans la littérature pour étudier les vibrations non-linéaires
forcées [17, 110] et les vibrations non-linéaires libres [17, 109, 150]. Le principe de base

de cette méthode est de supposer que la solution recherchée est périodique et qu’elle
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peut étre écrite sous la forme de série de Fourier tronquée :
H-1
q(t) = 2 (qj cos jwt + ¢j sin jwt) (2.6)
j=0

ot H est le nombre d’harmoniques, ¢f et ¢; (j = 0, H — 1) sont les nouvelles inconnues
a déterminer et w est la pulsation fondamentale du systéme. Les harmoniques d’ordre

supérieur ne sont pas prises en compte.

L’introduction de ces développements dans les équations de mouvement Eqs. (2.2
ou 2.3) conduit, apres identification a zéro des coefficients des cosinus et sinus, & un
systéme algébrique de taille (2H — 1) fois la taille du vecteur des inconnues original
q. La difficulté de cette méthode réside dans le nombre des harmoniques dominantes
qu’il faut retenir. Cependant, elle a plusieurs avantages : elle n’est pas restreinte aux
systémes avec une non-linéarité faible ; elle permet de convertir le systéme différentiel
en un systéme algébrique; elle permet d’éviter la phase transitoire et par conséquent
de réduire les cotits de calcul ; elle permet d’interpréter ’apport en vibration de chaque
harmonique ; finalement lorsqu’elle est couplée avec une méthode de continuation, elle

permet de décrire comment la solution périodique se comporte avec la fréquence.

Il faut noter que le principe de superposition utilisé dans les systémes vibratoires
linéaires et basé sur la détermination des caractéristiques modales, qui sont les fré-
quences et les modes propres, ne s’applique pas dans le cas des systémes vibratoires
non linéaires, ot les fréquences varient en fonction des amplitudes. Cependant, pour les
systémes faiblement non-linéaires la méthode de linéarisation équivalente est utilisée
dans la prédiction de la réponse des systémes non-linéaires [123|, ou la solution sta-
tionnaire est considérée ayant la méme fréquence que la source d’excitation. Il s’agit
de chercher la meilleure approximation linéaire tout en minimisant ’erreur sur une
période. Cette procédure de linéarisation n’est pas évidente pour un systéme avec une

forte non-linéarité.

2.2.3 Les méthodes de continuation

Les algorithmes de continuation ont montré qu’ils sont un outil approprié pour

I’analyse des vibrations non linéaires des systémes continus. Le calcul des branches
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est lié aux calculs des bifurcations et leur classification. (types de points de bifurca-
tion). Les solutions périodiques stationnaires qui permettent de calculer les branches
solutions peuvent étre obtenues avec des méthodes dans le domaine temporel telles
que la méthode du tir [137] et la méthode de collocation orthogonale [67], ou avec des
méthodes dans le domaine fréquentiel telles que la méthode de la 1’équilibrage harmo-

nique [28].

On s’intéresse dans cette section aux systémes d’équations algébriques non-linéaires :
R(q,A) =0 (2.7)

La fonction R représente le résidu, qui indique en méme temps la convergence des
méthodes de résolution. Par commodité, nous adopterons les notations suivantes :
la jacobienne R, = 0R/0q = 0R;/0q;, souvent notée dans la littérature par J et
R\ =0R/OA.

Une méthode de continuation consiste & calculer une courbe solution, appelée
branche, qui représente 1’évolution de ¢ en fonction de A & partir d'un point initial
(qo, Mo)- Ainsi (g, \) est une solution statique de (2.7), indépendante du temps, appe-
lée aussi un point fixe ou point d’équilibre. Les méthodes de continuation sont basées

principalement sur le théoréeme des fonctions implicites suivant :

Théoréme 1

Considérons une fonction R(q,\), avec ¢ € R"™ et A € R. (qo, \o) est un point fize
de R. Si la fonction R est continuement différentiable au voisinage de (qo, \o) et si la
matrice jacobienne de R : J = R, est inversible en (qo, o), alors l’équation (2.7) a

une branche de solution unique q(\) au voisinage de (qo, \o)-
La démonstration de ce théoréme peut étre trouvée dans [80, 103].

Deux catégories de méthodes de continuation se trouvent dans la littérature telle
que les ouvrages de Allgower et Georg (1990) [5] et Nayfeh et Balanchandran (2004)
[122]. La premiére catégorie est la famille des méthodes prédiction-correction (PC),
qui sont généralement basées sur l’algorithme de correction de Newton-Raphson. La
deuxiéme catégorie est celle des méthodes dites simplical ou piecewise-linear (PL).

Cette seconde catégorie, moins répandue, est basée sur une approximation linéaire des
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branches solutions. Pour plus de détail sur ces méthodes le lecteur est renvoyé a 1’ou-
vrage de Allgower et Georg (1990) [5]. Dans ce qui suit, on s’intéresse aux méthodes

de prédiction-correction.

2.2.3.a Les méthodes de prédiction-correction

Les méthodes de continuation de type prédiction-correction sont utilisées dans de
nombreux logiciels de continuation tels que AUTO [65] et MATCONT [64]. La branche
solution est déterminée point par point a partir d’'un point de départ (g, \g). Chaque
point solution (g;, A;) est obtenu a partir d'un point précédent (¢;—1,Aj—1), en se ba-

sant sur les points suivants :

— La prédiction qui donne une estimation de la solution. La prédiction peut se
faire par deux techniques : la prédiction par la tangente telle que la méthode de
continuation pseudo-longueur d’arc développée par Keller [98| et la prédiction

polynomiale telle que celle de la sécante.

— La correction satisfaisant un critére de convergence |R(g;, ;)| < €, ol € est un

nombre trés petit.

— La paramétrisation, c.-a-d. I'introduction d’'un parameétre de chemin, qui peut
étre la mesure de la longueur de la branche. Le tracé de la branche solution est
lié principalement au type de paramétrisation, c.-a-d. au choix du parametre de

chemin.

— Le controle de la distance entre deux points solutions consécutifs. On 'appelle

le pas de controle.

La courbe solution est représentée discrétement par un ensemble de points générés
successivement & partir d’un point initial qui est généralement imposé par les conditions
initiales du probléme ou obtenu avec la méthode d’homotopie ou une méthode itérative
telle que celle du Newton-Raphson. Le parameétre de chemin peut étre la mesure de
la longueur de la branche tel que pour la méthode pseudo-longueur d’arc, comme il

peut étre le paramétre du systéme lui-méme (A), comme par exemple dans les deux

28



2.2. Méthodes de résolution des systémes dynamiques

méthodes de continuation séquentielle et celle du Davidenko-Newton-Raphson [122].
Le tracé de la branche solution est lié principalement au type de paramétrisation, c.-
a-d. au choix du parametre de chemin. Le pas de controle doit suivre une stratégie
de fagon a ce que le nombre d’itérations de correction ne soit pas trop élevé (5 a 6

itérations par exemple).

La continuation séquentielle

La méthode séquentielle est la technique de continuation incrémentale la plus
simple, appelée aussi continuation d’ordre zéro, ou continuation & parameétre natu-
rel. Elle consiste & une analyse pas-par-pas en utilisant le paramétre du systéme (\)
comme parameétre de continuation. L’intervalle de A est discrétisé en plusieurs pas dé-
finis par plusieurs points Ag, A1, Az, ... A,. La solution obtenue au point j, (¢;, A;), est
prise comme prédiction de la solution recherchée au point 57 + 1. La correction se fait

par un schéma itératif de Newton-Raphson.

¢ =+ A (2.8)

ot, l'indice k indique le nombre des itérations avec pour k = 1, qjl- +1 = ¢j- Un para-
métre de relaxation peut étre ajouté a 1’équation (2.8). Ag” est la solution du systéme

algébrique suivant obtenue par Newton-Raphson :

R,q(QfHa Aj+1) Aqk = _R<Q;'€+17 Aji1) (2.9)

Figure 2.1 Continuation séquentielle

Pour un systéme algébrique compliqué, la jacobienne IR , peut étre évaluée numérique-
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ment. Dans le cas d'un point tournant ou un point de bifurcation, R, présente une

singularité et le schéma séquentiel échouera en ces point.

Méthode de continuation de Davidenko-Newton-Raphson

Similairement & la continuation séquentielle, la méthode de Davidenko-Newton-
Raphson utilise le paramétre du systéme A comme paramétre de chemin. Cette tech-
nique a été proposée par Davidenko (1953) [153]. La résolution d’un systéme d’équa-
tions différentielles ordinaires avec comme conditions initiales (go, Ag) peut se faire a
I’aide d’'une méthode de Runge-Kutta. Cette derniére introduit des erreurs de tronca-
ture. A cet effet le point obtenu représente la prédiction. La correction du point prédit
se fait par la méthode itérative Newton-Raphson. La différentiation de I’équation (2.7)
donne

dR = R, dg+ R d\ =0 (2.10)

ce qui va permettre de calculer la tangente & la branche a condition que la jacobienne

R, soit réguliere.

d
Y _pR, 2.11)

Point obtenu par solveur EDO

; ¢
[ ]

Figure 2.2 Continuation - méthode de Davidenko-Newton-Raphson

La correction du point prédit se fait par la méthode itérative Newton-Raphson.
Cependant, cette technique de continuation échouera, aussi, aux points tournants et

aux points de bifurcations a cause de la singularité (I'inversibilité) de la jacobienne
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R, rencontrée dans la phase de correction. Pour surmonter la limitation des deux
méthodes, la séquentielle et celle du Davidenko-Newton-Raphson, il faut choisir un
parameétre de chemin différent. La variable ¢ et le paramétre A sont fonction de ce

paramétre de chemin noté généralement 'a’ : ¢ = g(a) et A = A(a).

Continuation par longueur d’arc

Cette technique utilise la longueur d’arc comme paramétre de chemin, ce qui revient

a résoudre le probléme paramétré suivant :
R(q(a), Aa) ) =0 (2.12)

avec les conditions initiales, ¢ = ¢y et A = A\g pour a = 0.

La différentiation de ’équation (2.12) par rapport a a donne
R, dq/da+ R d\/da =0 (2.13)

L’objectif est de calculer le vecteur tangent (dg/da,d)/da) que I'on note (¢’, \'), qui
va permettre d’obtenir un point de prédiction. Pour se faire, une équation doit étre

ajoutée. On peut utiliser celle de la normalisation Euclidienne
T +\N*=1 (2.14)
d’ot, la prédiction s’obtient avec un pas Aa
g=qo+qAa et = Xg+ NAa (2.15)

On peut trouver dans la littérature d’autres propositions pour I’équation supplé-
mentaire [153]. L’incrément Aa peut étre fixé par P'utilisateur ou calculé automatique-

ment selon une certaine stratégie.

La correction peut se faire par une méthode itérative telle que Newton-Raphson,
et le schéma prédiction-correction continu jusqu’a la fin de la courbe. Similairement a
la technique séquentielle et la méthode de Davidenko-Newton-Raphson, ce schéma de

continuation ne peut résister aux points tournants et aux points de bifurcation a cause
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de la singularité de la jacobienne R ,. Pour éliminer ce probléme, un autre algorithme

appelé : pseudo-longueur d’arc a été initialement proposé par Keller(1987) [122].

q'Aa

Figure 2.3 Continuation par longueur d’arc

Continuation par pseudo-longueur d’arc

Dans cette technique développée par Keller [66, 97], il s’agit d’utiliser une approxi-
mation de I’équation de paramétrisation (2.14) obtenue avec une multiplication de Aa

et une discrétisation :
(¢ —q0)gh + (A — Ao)Ny — Aa =0 (2.16)

Géométriquement, cette méthode consiste a chercher une solution dans un hyperplan
perpendiculaire au vecteur tangent a la courbe au point (go, Ag) et distant de Aa de

ce dernier [66].

La méme approche, avec un parametre d’échelle introduit dans I’équation de para-
métrisation, est utilisée dans la méthode de continuation appelée : méthode a longueur
d’arc sphérique, développée par Riks [151] et Wempner [173] et utilisée dans plusieurs
travaux tels que [56, 109, 149]. Une autre version de cette méthode est appelée : mé-
thode a longeur d’arc cylindrique. Ces deux méthodes sont décrites avec plus de détail
dans 'ouvrage [57].

La valeur du pas de continuation Aa peut étre variable et suivre une stratégie
de fagon a ce que pour les zones qui nécessitent un grand nombre d’itérations et dé-

passent une certaine valeur recommandée (généralement 5 itérations), telles que pour
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les zones & courbure forte, la valeur du pas Aa est réduite. Cependant, dans le cas ou

la convergence est rapide cette valeur est augmentée.

(0)
N

Figure 2.4 Continuation par pseudo-longueur d’arc

2.2.3.b Méthode asymptotique numérique

La méthode asymptotique numérique (MAN) est une procédure de résolution des
problémes non-linéaires basée sur une technique de perturbation. Les premiers travaux
portant sur la mise en ceuvre de la MAN revient & Damil et Potier-Ferry [61] et Azrar
et al. [18, 19]. Cette méthode consiste a remplacer le systéme non-linéaire initial par
une suite récurrente de problémes linéaires. Pour cela, chaque inconnue du probléme
est développée sous forme d’une série entiére en fonction d’un paramétre de controle
'a’. Ces développements sont injectés dans le probléme non-linéaire initial. L’identifica-
tion par rapport au parameétre de controle permet d’obtenir une succession de systémes
linéaires. La résolution récursive de ces systémes permet de déterminer une partie de
la solution validée par le calcul du rayon de convergence des séries. Pour obtenir toute
la branche solution, on applique la procédure a nouveau (continuation), avec comme
point de départ le point solution défini par la limite de convergence de la partie de la
solution précédente.

La MAN est considérée comme une extension des méthodes de type prédiction-
correction ou le prédicteur est d’ordre élevé sans aucune itération de correction. Ce-
pendant, pour améliorer la solution MAN, des correcteurs d’ordre supérieur ont été
introduits a travers quelques transformations d’homotopie a la fin de chaque pas. Plu-

sieurs algorithmes de correction ont été présentés dans [4, 105].
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La MAN a été utilisée dans plusieurs domaines avec succés. Dans [142], une étude
bibliographique a été présentée montrant les différentes applications qui ont touché les
problémes de flambement des structures, les vibrations non-linéaires des structures et

la mécanique des fluides.

Perturbation

La MAN est une technique de perturbation. Le principe est de chercher une solution
des inconnues X = (¢, \) du systéme algébrique non-linéaire (2.12) sous forme d’une
série entiére en fonction d’un parameétre de chemin ’a’ & proximité d’une solution initiale

(point de départ pour a = 0) Xy = (o, Ao), qu’on considére connue :
w .
X(a) = ) d'X; (2.17)
i=0

Ces développements doivent étre solution de (2.11), i.e. R(g(a), AM(a)) = R(X(a)) = 0.
Le développement de Taylor de R donne :

R(X(@) = R(Y,aX)

OR
= R(Xo)+ | (aXi+a*Xo+...)+
0X |y,

1R 5 5
5@ (CLX1+CLX2+...>(CLX1+&X2+...)+...
Xo

-0 (2.18)

L’identification suivant les puissances de ‘a’ conduit a 1’écriture suivante :
R(X(a)) = aRy +a’Ry+--- =0 (2.19)

Cette relation doit étre vérifiée pour toute valeur de a, on en déduit une infinité

d’équations linéaires qui vont nous permettre de déterminer successivement les termes
de la série (2.17) :
R,=0, pourp >1 (2.20)

~ . 2 . ~ 2 . 9 2 .
Pour chaque ordre p, on a un systéme linéaire a résoudre en X, = (g, A,), qui s’écrit
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sous la forme :

0R

—| X,=F" 2.21

a X % p p ( )
0

ol le second membre Fg”, est entiérement déterminé et ne dépend que des ordres

précédents. Il s’agit donc d’une succession de systémes linéaires avec le méme terme a

gauche a inverser.

q q
Prédictions

o\ éme
2 2~ " morceau
v’
’ A

4 er

A 1~ morceau

(90, 40) (90, 40)

A A

(a) Méthodes prédiction-correction (b) La MAN

Figure 2.5 Comparaison entre les méthodes de prédiction-correction et la MAN

Définition du parameétre de chemin

Dans la pratique on est amené a tronquer la série entiére (2.17) & un ordre de
troncature n. A ce stade, les systémes (2.21) sont sous déterminés : le nombre des
équations est n, alors que, suite a la définition de X donnée dans (2.17), le nombre des
inconnues est n + 1. Reste donc le parameétre de chemin 'a’ qui n’est pas encore défini.
La définition la plus couramment utilisée correspond a la projection de I'incrément
(X — Xp) sur le vecteur tangent X;, dite projection sphérique [57]. Ceci se traduit

par :
a=(X—-X0)" X1 =(q—q) a1 + (A= Ao)\s (2.22)

L’introduction du développement en série (2.17) dans cette derniére équation (2.22)

et 'identification suivant les puissances de 'a’ fournissent des équations supplémentaires
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Chapitre 2. Analyse de la dynamique des structures non-linéaires

permettant d’enlever l'indétermination :

lg|>+22 =1,  alordre p=1 (2.23)

Gai+MA =0,  alordre p=2,...n (2.24)

Le paramétre de chemin peut étre défini par une projection restreinte de I'incrément
(¢ — qo) sur le vecteur tangent ¢;, dite projection cylindrique [57]. L’équation (2.22) se
réduit a :

a=(q—q)" a (2.25)

ainsi, les équations supplémentaires deviennent :

la> =1, alordre p=1 (2.26)

ngl =0 , al'ordre p=2,...n (2.27)

La résolution des systémes linéaires en cascade permet de calculer les coefficients
(i et \;;, pour i=1,...n) et par conséquent de déterminer une partie de la branche
solution. Cette représentation polynomiale peut étre améliorée par I'introduction des
fractions de Padé : o

Rip1-p(a)

X(a) = X + ; oo X; (2.28)

ou R et O sont des polynomes d’ordre k. Ces fractions, appelées approximants de
Padé, ont tous le méme dénominateur. Cette représentation, testée dans [42, 119],
permet d’augmenter la validité de la branche solution. Les racines du dénominateur
@Qn—1, appelés poles, préconisent des informations sur le comportement du systéme

algébrique non-linéaire, des instabilités ou des points singuliers.

Technique de continuation de la MAN - Pilotage

Du fait que la solution recherchée est une série polynomiale tronquée, elle est forcé-
ment valable que jusqu’a une certaine valeur, appelée rayon de convergence. Un critére
simple a été proposé par Cochelin (1994) [53] pour l'estimation du rayon de conver-

gence, qualifié généralement de critére géométrique, puisqu’il est basé sur I’écart relatif
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2.3. Bifurcations des solutions stationnaires

entre deux approximations d’ordre successif (n et n — 1). Il s’agit donc de calculer la

valeur maximale a,,s pour laquelle la représentation en série est valide :

1

lal \ ™
Ams = s 229
( |qN> (229)

ou 7, est un petit nombre et représente la différence imposée entre les deux approxi-
mations successives. Il existe également d’autres critéres basés sur la minimisation de
l'augmentation du résidu d’une branche a l'autre [42] ou sur le calcul du plus petit
pole |71]. Dans le cas d’une représentation avec les approximants de Padé, la zone
de validité [0 @] est définie par la valeur maximale a,,,, qui peut étre calculée en

utilisant le critére proposé par Elhage-Hussein (2000) [69] défini par :

HQn(amp> - Qn71<amp>H
|G (@mp) — o

<y (2.30)

ol 7, est un petit parameétre. Les parameétres 7, et 7, sont choisis par l'utilisateur. Ils
définissent a la fois la longueur des pas et la convergence des solutions obtenues. La

technique de calcul de a,,, est décrite dans ’annexe B.

Le critére de convergence sera donc vérifié pour toute valeur de 'a’ appartenant a
I'intervalle [0, Gmqz], définissant par conséquent la branche solution (& noter a,q. =
Ums OU Q). De la méme maniére, une autre branche peut étre calculée avec comme
point initial le point final de la branche solution précédente. Ces étapes définissent la

technique de continuation par la MAN.

2.3 Bifurcations des solutions stationnaires

L’étude du comportement d’un systéme non-linéaire en fonction du changement
d’un parameétre s’appelle la théorie des bifurcations. Un point est dit de bifurcation
si la réponse du systéme change de nature (qualitativement) lorsqu'un paramétre du
systéme évolue. Elle passera par exemple d’une réponse stable a une réponse instable
ou d’une réponse statique & une réponse périodique. Le fondement mathématique de
la théorie des bifurcations est 'objet de plusieurs éminents ouvrages tels que Wig-
gins (2003) [175], Nayfeh et Balanchandran (2004) [122] et Seidel (2010) [153]. Dans

la dynamique des structures continues, le phénoméne des bifurcations concerne les
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Chapitre 2. Analyse de la dynamique des structures non-linéaires

vibrations forcées et les vibrations libres non-linéaires. Il existe plusieurs types de bi-
furcation, qui dépendent principalement de la solution étudiée : stationnaire (statique)
(2.5) ou périodique (2.4). Dans ce manuscrit, nous allons nous intéresser aux solutions

stationnaires qui correspondront aux cas étudiés dans les chapitres qui vont suivre.

Un point de solution stationnaire est dit point tournant (appelé aussi point limite,
neeud-col, en anglais saddle-node et fold) si la jacobienne R, est de rang n — 1, i.e.
singuliére avec une valeur propre nulle, et la matrice [R,, R ] est de rang n. Cela cor-
respond géométriquement a un maximum du parameétre \, Figure (2.6a) et les branches
solutions qui se rencontrent en ce point ont le méme vecteur tangent. Cependant, un
point solution est dit bifurcation simple si les deux matrices R, et [R,, R ] sont de
rang n — 1. La singularité de cette derniére matrice conduit a ’apparition de nouvelles
branches. Dans le cas d'une bifurcation simple, deux configurations sont possibles : les
bifurcations transcritiques, Figure (2.6b), et les bifurcations en fourche, Figure (2.7a,
b). Les branches solutions n’ont pas les mémes tangentes et elles ont un échange de

stabilité.

Ngq ——stable (a) \ g (b)
----instable

>
>

Figure 2.6 (a) point tournant, (b) point de bifurcation transcritique

\q —— stable (a) q (b)

----instable

A A

>
> >

Figure 2.7 (a) point fourche super-critique, (b) point fourche sous-critique
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Lorsque la jacobienne R, présente, en un point solution fixe (statique) go, Ao, une
paire de valeurs propres purement imaginaires et conjuguées pu(Ag) = *iw et tout le
reste des valeurs propres ont des parties réelles non-nulles, on peut dire qu’il s’agit
d’un point de bifurcation de Poincaré-Andronov-Hopf ou de facon abrégée un point
de bifurcation de Hopf, lorsque la condition suivante est satisfaite : du(XAg)/d\ # 0 en
A = A, c’est la condition de transversalité et qui implique une vitesse transversale
non-nulle [122, 153|. La branche solution statique devient périodique en temps au pas-
sage de ce point de bifurcation de Hopf avec une période initiale de Ty = 27/w. La
condition de transversalité est généralement satisfaite et la bifurcation est dite dégé-
nérée. Dans les vibrations non-linéaires des structures continues, le phénomeéne d’une

bifurcation de Hopf est rencontré en vibrations libres.

Similairement aux points de bifurcation de fourche, Figure (2.7), lorsque les so-
lutions périodiques au voisinage de la bifurcation est stable, i.e. lorsqu’il y a eu un
échange de stabilité entre la branche de solutions statiques et la branche de solutions
périodiques stationnaires, le point de bifurcation de Hopf est dit sur-critique. Dans le
cas ou la stabilité est perdue entre les deux branches de solutions, le point de bifurca-

tion de Hopf est dit sous-critique.

La bifurcation flip dite aussi bifurcation de doublement de période est une bifurca-
tion caractérisée par la perte de stabilité d’une solution mono-périodique et la naissance

d’une solution 2-périodique, i.e. la naissance de deux branches solutions (fourche).

2.4 Stabilité des solutions stationnaires

Les méthodes de continuation et les méthodes fréquentielles exposées dans la sec-
tion précédente convergent vers des solutions sans donner de précisions sur la stabilité
de ses solutions. Or, une solution instable n’est pas observable physiquement. Une so-
lution périodique est dite stable ou asymptotiquement stable si la réponse a une petite
perturbation des conditions initiales reste petite lorsque le temps tend vers U'infini, i.e.
il y a un bassin d’attraction. Sinon la solution stationnaire est instable, i.e. la solution
s’éloigne de 1’état d’équilibre initial vers un autre état d’équilibre suite a cette per-
turbation avec un changement significatif de la réponse du systéme. Dans le cas ot la

perturbation induite est grande on parle d’une stabilité globale. Dans ce manuscrit on
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s’intéresse a la stabilité locale.

L’étude de stabilité est indispensable et permet de déterminer la stabilité des so-
lutions, qui va se traduire par un calcul supplémentaire intervenant apres la phase de
calcul des solutions. Dans le domaine temporel, en utilisant les méthodes d’intégration
directe, la solution ne converge pas pour un point solution instable et par conséquent
ces méthodes peuvent détecter a priori les zones instables. La stabilité d’une solution
périodique peut étre étudiée, a posteriori, par le calcul de la matrice de monodromie.
Dans le domaine fréquentiel, qui nous intéresse, la méthode la plus utilisée est celle de

Hill basée sur la théorie de Floquet. Ces notions vont étre définies ultérieurement.

Parmi les définitions mathématiques associées a la stabilité qui existe dans la lit-
térature, on trouve : la stabilité au sens de Lyapunov, stabilité au sens de Poincaré
(dite aussi orbitale), stabilité Lagrangienne, stabilité asymptotique, etc. Il est donc
nécessaire de donner un apergu sur ces approches et de préciser laquelle est la plus

convenable pour I’étude des solutions périodiques stationnaires.

La stabilité de Lyapunov est la définition la plus connue. Une solution d'un sys-
téme y est dite stable au sens de Lyapunov si, pour un petit nombre ¢ > 0, il existe un
nombre § = §(¢) > 0 tel que toute autre solution z pour laquelle |y — z| < J en t = ¢,
vérifie |z — y| < € pour tout ¢t > ty [122|. Si de plus la condition lim;_,.|z — y| = 0 est
vérifiée, la stabilité est dite asymptotique. Cette définition est appropriée pour I'ana-
lyse de la stabilité des points d’équilibre. Dans le sens de stabilité orbitale, introduite
par Poincaré, une solution y d’un systéme, de trajectoire C', est dite stable si pour tout
t > to, distance(z,C) < g, ce qui signifie que les orbites sont proches I'une de I'autre.
Une autre définition plus générale est celle de Lagrange : une solution y est stable au
sens de Lagrange s’il existe un nombre positif L tel que pour tout ¢t > t, |y| < L. Ce

qui signifie que la solution est stable si elle est bornée, autrement dit, non divergente.

Les définitions de stabilité présentées ci-dessus permettent de conclure que pour
notre cas, 'analyse des solutions périodiques, la définition la plus adéquate est celle
de Poincaré ou orbitale. Cependant, cette définition a un sens de stabilité globale et
ne donne aucun schéma explicite pour la détermination a posteriori de la stabilité des
solutions périodiques. Dans ce qui suit, nous présentons un schéma explicite basé sur

la théorie de Floquet (1883) [122].
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2.4.1 Théorie de Floquet

On considére le systéeme dynamique (2.4) avec une solution périodique (go(t), Ao)
avec une période T (T-périodique). La stabilité locale est étudiée en ajoutant une

petite perturbation :

q(t) = qo(t) + dq(t) (2.31)

L’évolution de la solution perturbée ¢(t) en fonction du temps est étudiée. Si dg(t)
tend vers zéro avec le temps, alors qo(t) est stable et si la perturbation augmente alors

qo(t) est instable.

En substituant I’équation (2.31) dans (2.4), le développement de Taylor au premier
ordre de F' autour de la solution périodique qo de période T', tout en négligeant les

ordres supérieurs, permet d’obtenir le systéme d’équations différentielles du 1¢" ordre.
0 = F4(t) 6q, avec F (t+T)=F,4t) (2.32)

oll, F' est considérée du type C?, dg est un vecteur colonne de n variables indépen-
dantes, avec comme conditions initiales dq(tp), et la matrice F, de dimension n x n

est T-périodique, (i.e. F (t+T) = F,(t)). Cette matrice est fonction du temps.

Le systéme linéaire (2.32) a n solutions d¢; linéairement indépendantes. Ces solu-
tions dg; sont appelées solutions fondamentales. Les théoréemes 8.3 et A.1, dans Jordan
et Smith [93], justifient I'existence et I'unicité de ces solutions. La matrice composée

de ces derniéres s’appelle la matrice fondamentale
Q(t) = [6q1(t) 0ga(t) - .. Ogn(t) ] (2.33)
Cette matrice vérifie, bien évidement, les équations d’équilibre du systéme dynamique :
Q) = Fy(t) Q(1) (2.34)

La matrice () représente une base des solutions, i.e. toute autre solution est une

combinaison linéaire de ces colonnes

saft) = Ye: dat) (2.35)
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Comme les solutions d¢;(t) sont T-périodiques, alors d¢;(t + 1) sont aussi des solutions

et sont des combinaisons linaires de d¢;(t), d’ou on peut écrire :

Qt+T)=Q) ® (2.36)

otl, d est une matrice constante de dimension (n x n) appelée communément la matrice

de monodromie.

At=0,Q(T)=Q(0) ® et puisque Q(0) = I, matrice identité, on aura
o =Q(T) (2.37)

Le théoréme de Floquet (|99, théoréme 2.67, page 69) montre que la matrice fonda-
mentale () peut étre écrite sous la forme d’'un produit de deux matrices de dimension
(n x n), tel que

Q(t) = P(t) (2.38)

ou, P(t) est une matrice (n x n) T-périodique et B est une matrice (n x n) constante et
qui peut étre complexe. Le fait que Q(0) = I, implique que P(0) = I et par conséquent,
en revenant a (2.37),

P =ePT (2.39)

De (2.36), la solution aprés N périodes est Q(N.T) = ®N*T!1 ce qui permet de
conclure que la stabilité est gouvernée par les valeurs propres p; de ®, appelées les
multiplicateurs de Floquet. En conséquence de 1'écriture (2.39), ces multiplicateurs de

Floquet peuvent étre écrits sous la forme suivante

pi:e“iT izl,...,n (240)
o,
1 2k
i = T Inp; + j%, avec k entier et j2 =—1 (2.41)

i, appelés les exposants de Floquet, sont définis & une constante additive pres 27k/T.

La stabilité de la solution périodique ¢(¢) s’obtient soit par les multiplicateurs de

Floquet p;, soit par les exposants de Floquet p; de la maniére suivante [8, 122, 153] :
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— Si R(w;) < 0 (ou |p;] < 1) pour i = 1,...,n, toutes les solutions fondamen-
tales d¢; tendent vers zéro en fonction du temps et par conséquent, la solution

périodique ¢o(t) est dite asymptotiquement stable.

— Si R(pi) > 0 (ou |p;| > 1), la solution fondamentale dg; augmente exponentielle-

ment et la solution périodique ¢o(t) est instable.

— Si R(p;) =0 (ou |p;| = 1), la stabilité peut étre perdue dans les cas suivant :

e p; = 1 avec Im(p;) = 0, ce cas peut correspondre & un point limite, un

point de bifurcation transcritique, ou un point de bifurcation en fourche,

e p; = —1 avec Im(p;) = 0, correspond & un point de bifurcation avec période

double, i.e. une nouvelle branche est créée avec une période 27,

e |p;| = 1 avec Im(p;) # 0, correspond & un point de bifurcation de Hopf

secondaire ou un point de bifurcation de Neimark-Sacker [8].

Dans le cas d'un systéme dynamique autonome, i.e. la fonction R du systéme (2.5)
dépend implicitement du temps, I'un des multiplicateurs de Floquet est toujours égale

a l'unité (p; = 1) et la stabilité est statuée par le reste des multiplicateurs.

L’étude de la stabilité des solutions périodiques basée sur le calcul de la matrice de
monodromie dans le domaine temporel est largement utilisée. Il s’agit de calculer ses
valeurs propres et de comparer leurs modules a 'unité, ce qui permet de statuer sur
la stabilité. Plusieurs techniques existent pour le calcul de la matrice de monodromie
[106], mais elles sont lices & des méthodes de calcul des solutions périodiques dans le

domaine temporel.

2.4.2 Meéthode de Hill

L’étude de la stabilité par la méthode basée sur la théorie de Floquet a I'avantage
d’étre précise mais elle est trés cotiteuse en termes de temps de calcul. Il existe une al-
ternative dans le domaine fréquentiel, c¢’est la méthode de Hill, qui profite de I’avantage
des méthodes fréquentielles d’étre plus rapide. Dans le domaine fréquentiel la solution
du systéme dynamique est décomposée en série de Fourier (2.6). Conjointement & cette
décomposition, la méthode de Hill commence par la décomposition de la perturbation

dq;(t) et de la jacobienne R ,(t) en série de Fourier.
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La solution recherchée est écrite, comme dans (2.31), q(t) = qo(t) + dq(t). De (2.38),
la perturbation est sous forme de Floquet, i.e. le produit d’un terme périodique avec
un terme exponentiel,

5q = p(t) e (2.42)

o, p(t) est un vecteur T-périodique et p sont les exposants de Floquet. En substituant
I'équation (2.42) dans l’équation de mouvement (2.2) et en utilisant une méthode
d’équilibrage harmonique (p(t) = Zszf ~ P €*%) tel que dans [171], on obtient un
probléme aux valeurs propres quadratique de taille n(2N + 1) de la forme (2.48) :

(Ho + pHy + p*Hy) P =0 (2.43)

qui peut étre transformé en un probléme aux valeurs propres linéaire de taille 2n (2N +
1) de la forme (2.48).

Cette méthode est connue par des résultats peu fiables pour les trois raisons sui-
vantes [106, 158| : Primo, la précision dépend du nombre d’harmoniques retenues. Le
résultat exact s’obtient avec un nombre infini mais dans la pratique, et il est évident
que seul un nombre limité d’harmonique peut étre utilisé. Secundo, cette méthode est
coliteuse en terme de temps de calcul surtout pour des systémes de grande taille. Ter-
tio, 'existence de n valeurs propres supplémentaires, non-physiques, dans le probléme
linéaire aux valeurs propres peut conduire a une mauvaise évaluation de la stabilité.
Pour éliminer les valeurs propres supplémentaires, non-physiques, Lazarus et Thomas
ont proposé une technique pour filtrer ces valeurs propres [106]. La démarche est un
peu différente de celle montrée ci-dessus. Chaque solution fondamentale est écrite sous
forme de Floquet :

5q; = pi(t) et (2.44)

o, p;(t) est un vecteur T-périodique et u; sont les exposants de Floquet. Cette écriture
conduit & la décomposition du vecteur p;(t) en série de Fourier au lieu de d¢;. La

décomposition du vecteur p;(t) et de la matrice jacobienne R ,(¢) donne :

+00 ‘
pi(t) = Z predkt (2.45)

k=—o0
+00 .
Ry(t) = Y Jreftah (2.46)

k=—o0
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oll, w = 27/T est la pulsation, p} sont des vecteurs de dimension n et Rf“q sont des
matrices de dimension n x n. En remplagant les développements (2.45) dans le systéme

(2.32) on obtient :

+00 ) 0 +00 ]
Z (11 + jkw)pfe(uiﬂkw)t - Z Z Rgpfe[uiﬂ(lﬁl)ﬂt (2.47)
k=—w0 k=—wl=—w0

Cette équation peut étre réécrite sous forme d’un probléme de valeurs propres de

dimension infinie suivant [106] :

(H—pul)p=0 (2.48)
ou, p et p sont définis dans (2.42). H est la matrice de Hill avec des dimensions infinies
R 77 Y A

H=1|... Jt Jo g (2.49)
CEN s CRN Y

On peut remarquer que cette matrice est complexe et n’est pas symétrique, ce qui
n’est pas avantageux pour le calcul des valeurs propres. Pour des raisons numériques,
la matrice H est tronquée. Les valeurs propres obtenues sont filtrées sur la base d’un
critére lié aux valeurs médianes des vecteurs propres et seules n valeurs propres sont
retenues celles qui représentent les exposants de Floquet. La comparaison de leurs
parties réelles a zéro permet de statuer sur la stabilité de la solution périodique. Le
nombre d’harmoniques utilisé pour la perturbation compte beaucoup plus pour la
précision que le nombre d’harmoniques utilisé pour la solution [164]. Cette technique
améliore la méthode de Hill classique et nous 'avons adopter pour l'analyse de la

stabilité, dont l'efficacité a été démontrée dans [106, 138, 164, 167].

2.5 Interactions modales

Parmi les phénoménes compliqués que peut exhiber la réponse d’un systéme non-

linéaire, on trouve la contribution de plusieurs modes dues aux interactions modales.
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Une interaction modale est définie par une relation spécifique entre deux ou trois
fréquences propres du systéme, ou entre les fréquences propres et la fréquence d’exci-
tation. L’interaction entre les modes peut conduire & une résonance interne (appelée
aussi auto-paramétrée), une résonance externe combinée (dite aussi paramétrée), ou
une interaction non-résonante [123]. Les poutres comme les autres types de structures
ont été l'objet de plusieurs études numériques et expérimentales traitant les interac-
tions modales en vibrations libres et forcées et avec différentes conditions aux limites
[9, 59, 109, 128, 149, 163|. Pour plus de détail concernant ces phénoménes et leurs im-
plications dans les systémes discrets et continus, nous renvoyons le lecteur a l'ouvrage
de Nayfeh et Mook (1995) [123]. Dans ce qui suit, nous définissons la terminologie uti-
lisée dans la littérature concernant les intéractions modales. On considére un systéme
avec des fréquences naturelles w; (i = 1,...,n), soumis a une excitation externe d’une
fréquence (). Cependant, il est utile de rappeler quelques notions de résonance sans
intéractions. On parle d’'une résonance primaire quand la fréquence d’excitation est
proche de I'une de ses fréquences naturelles (i.e., Q ~ w;, i = 1,...,n). La résonance
est dite subharmonique si 2 ~ kw; avec k entier. Dans le cas ou 2 ~ w/k, la résonance

est dite superharmonique.

Pour un systéme avec une non-linéarité cubique, une des interactions modales est
la résonance interne qui peut avoir lieu dans les cas ou les fréquences naturelles w;
sont lices linéairement par une des relations suivantes : w; ~ wj, w; ~ 3 wj,
w; ~ | 2 w; £ wy|, ouw; & | £ wj +wg +w. Pour un systéme avec une non-linéarité
quadratique, la résonance interne peut avoir lieu si w; ~ 2 w;, ou w; ~ w; + wy. Les
résonances internes peuvent engendrer des couplages et des échanges d’énergie entre
les modes. L’excitation d’'un mode & fréquence supérieure peut produire une réponse
dans une fréquence inférieure impliquée avec la premiére fréquence dans une résonance
interne. Un mouvement plan d’une structure, par exemple une poutre symétrique, peut
devenir instable et produit un mouvement en dehors du plan initial. Il peut arriver
qu’en augmentant I’amplitude d’excitation et arrivant a un certain seuil, 'amplitude
du mode a haute fréquence excitée n’augmente plus, elle est dite saturée, et toute

I’énergie sera transférée au mode a basse fréquence.

Un autre type d’interactions modales peut se produire pour les systémes soumis
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a une force d’excitation harmonique simple avec une fréquence 2. Ces interactions
sont appelées les résonances externes combinées (ou paramétrées). Pour un systéme
avec une non-linéarité cubique, ces résonances peuvent avoir lieu dans les conditions
suivantes : Q ~ 2 |w; Tw;|, @~ [ +2 w; tw;], Q~ $(w; tw;), ou Q ~ | +w; +w; +wyl.
Pour un systéme avec non-linéarité quadratique, ces résonances externes peuvent se

produire si 2 ~ |w; + wj.

Les interactions modales non-résonantes transférent 1’énergie des modes a haute
fréquence aux modes & basse fréquence sans qu’il y ait une relation entre leurs fré-
quences. La seule raison pour que ce transfert d’énergie apparaisse est que ces modes

soit largement espacés w; < wj.

2.6 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté des rappels sur les notions et les outils d’ana-
lyse de la dynamique non-linéaire dans le but de donner au lecteur une vision large
des différentes caractéristiques d’'un comportement non-linéaire. Ceci est fait en vue
de préparer la suite de I’étude consacrée aux vibrations non-linéaires des poutres rota-
tives. Parmi les méthodes de calcul présentées ici, on s’est intéressé en particulier aux
deux méthodes de continuation : la méthode asymptotique numérique et a la méthode
pseudo-longueur d’arc. Ces deux techniques de continuation opérent dans le domaine
fréquentiel et profitent de 'avantage en termes de temps de calcul. L’analyse de la sta-
bilité sera fait a posteriori avec la méthode de Hill. Pour la recherche des solutions de
la dynamique des poutres rotatives, nous optons pour les deux approches d’approxi-
mation suivantes : Galerkin-Equilibrage Harmonique-MAN et Galerkin-Equilibrage
Harmonique-Pseudo-longueur d’arc. Ce choix basé sur 'hypothése d’une réponse pé-
riodique et stationnaire, permettra de confirmer les résultats en faisant des comparai-
sons entre ces deux approches. Avant de passer a ’application de ces méthodes qui sera
réalisée dans les chapitres (4 - 6), nous allons, tout d’abord, identifier notre systéme
dynamique non-linéaire des poutres en mouvement de rotation, qui sera présenté dans

le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Modéle dynamique non-linéaire

des poutres
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Introduction

Dans ce chapitre nous passons en revue le modéle dynamique des poutres utilisé

dans cette these, il s’agit de la théorie des poutres anisotropes développée par Dewey
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3.1. Théorie générale

H. Hodges et ses co-auteurs, particuliérement : Danielson [62], Atilgan [14]|, Cesnik
[48], Popescu [140] et Yu [181]. Cette théorie, dont les premiers travaux ont été publiés
a partir de 1987, reste jusqu’a nos jours en cours de développement. [145; 159|. Ces
travaux, dont la plupart ont fait 'objet de théses de doctorat, ont été regroupés, en
2006, dans un livre intitulé : ‘Nonlinear composite beam theory’ [84].Cette théorie, qui
est le fruit de plus de deux décennies de travaux, a pour objectif principal I’étude de la
dynamique non-linéaire des rotors des hélicoptéres et des éoliennes composés de pales
en composite assujetties & de grands déplacements et & de grandes rotations. Cette
théorie est basée principalement sur la théorie unidimensionnelle des poutres, initiée
par Cosserat (1909) [55]et suivi par la formulation intrinseque de Reissner (1972) [148],
et la méthode asymptotique variationelle (MAV), qui est une méthode d’approxima-

tion asymptotique développée par Berdichevsky (1979) [30].

Dans la premiére section nous présentons la théorie générale dans le but de ré-
pondre a la question relative au choix de cette théorie et de sa position relativement
aux théories classiques, celles de Euler-Bernoulli et de Timoshenko. Dans la méme sec-
tion, nous donnons une description de la méthode variationelle asymptotique (MAV).
La deuxiéme section sera consacrée a ’analyse de la section transversale d’une poutre
en passant par la cinématique des poutres. Finalement, la troisiéme section sera dédiée
a l'analyse de l'elastica, i.e. les équations de mouvement intrinséques et géométrique-

ment exactes.

3.1 Théorie générale

3.1.1 Modélisation des poutres via I’analyse de la section trans-

versale

Les poutres sont des structures 3-D relativement longues. Il est peu pertinent de
les modéliser avec la théorie de 'élasticité (3-D), dont les solutions analytiques sont
restreintes a des cas simples. Pour les poutres en composite et avec des sections trans-
versales & géométrie complexe on a recours, généralement, a la méthode des éléments

finis et aux codes de calcul commerciaux. Les coflits sont extrémement élevés surtout
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lorsqu’on veut faire une analyse d’optimisation. A cet effet, on fait une réduction du
probléme en éliminant les petites dimensions et par conséquent le probléme original
de T'élasticité 3-D sera réduit a un probléme 1-D. Les théories classiques d’Euler-
Bernoulli et de Timoshenko sont des modéles réduits et simples. Elles sont basées sur
des hypotheéses cinématiques ad-hoc concernant le champ de déplacement de la section
transversale, ce qui induit la négligence de certaines déformations. Par exemple, pour
les hypothéses de la section transversale rigide dans Euler-Bernoulli et Timoshenko,
la réduction est faite par I'intégration des caractéristiques géométriques sur la section
transversale. Pour les matériaux isotropes, les hypothéses ad-hoc sont généralement
évidentes et justifiées, mais pour les matériaux composites ces hypothéses ne sont pas
justifiées et toutes les déformations doivent étre prises en considération. Une technique
de réduction, qui ne fait pas appel aux hypothéses ad-hoc, est la MAV [30, 32, 84|. Elle
permet de diviser le probléme 3-D en un probléme linéaire & travers les dimensions né-
gligées, i.e., la section transversale 2-D, et un probléme non-linéaire le long de la ligne
de référence 1-D. La Figure 3.1 montre ce schéma de décomposition du probléme 3-D.
Pour obtenir un modéle réduit fiable, on peut appliquer la MAV sur ’énergie totale,
puisque elle détermine complétement le comportement de la poutre, ainsi on aura a

reproduire asymptotiquement une énergie équivalente tout en réduisant le modéle.

3.1.2 La méthode asymptotique variationelle (MAV)

La MAV est une méthode d’analyse des fonctionnelles, développée par Berdichevsky
(1979) [30]. Elle permet la minimisation des fonctions ayant un nombre fini d’inconnues
et un ou quelques petits parametres. C’est un outil trés utile pour la construction des
modéles réduits des structures du fait que le probleme d’élasticité est généralement
transformé en un probléme de minimisation de la fonctionnelle de ’énergie poten-
tielle, ou il y a souvent quelques petits paramétres géométriques. La MAV est basée

sur I'idée de négliger les petits termes dans la fonctionnelle de ’énergie, ce qui nécessite
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Chapitre 3. Modéle dynamique non-linéaire des poutres

la reconnaissance des petits termes et la compréhension de leurs effets dans la fonc-
tionnelle, mais avant de décrire la technique d’application de la MAV, il est utile de
rappeler quelques symboles utilisés souvent dans une analyse asymptotique (O, o, ~).
Soit deux fonction f(z) et g(z) définies et continues dans un domaine Dy et possédant

des limites quand x — xy dans le domaine Dy, on définit :

o f(z) = O(g(x)) quand = — =z si |f(z)| < Klg(x)| aux environs de zy avec K
constante. On dit que f(z) est de I'ordre de g(x) ou f(x) est limitée en grandeur

asymptotiquement par g(z) quand x — .

o f(z) = o(g(x)) quand x — zq si |f(z)] < €|g(x)| aux environs de zy pour toute

valeur positive de €. On dit que f(x) est asymptotiquement petite que g(z).

o f(x) ~ (g(z)) quand x — x¢ si f(x) = g(x) + o(g(x)) aux environs de xy. On dit
que f(z) est asymptotiquement égale a g(x).

Soit une fonctionnelle I(u, h) définie dans un domaine D et dépendant d’'une va-
riable u et d’un petit paramétre h. On considére que la fonctionnelle I(u,h) a un
point stationnaire dépendant de h, noté i, et que u;, tend vers g pour h — 0. Les
questions qui se posent sont : Comment peut-on construire une fonctionnelle qui a g
pour point stationnaire 7 Comment déterminer une fonctionnelle rafinée, dont le point

stationnaire approche 1, avec une certaine précision ?

En premier lieu, on néglige tous les termes dans I(u,h) dépendant de h, ce qui
donne la fonctionnelle y(u). Soit Dy 'ensemble des points stationnaires g de Io(u).
On fait maintenant le changement de variable suivant u = gy + uy, ou, gy € Dy et
uy est plus petit que %y dans un sens asymptotique, i.e., u; ~ O(tp). En gardant
dans la fonctionnelle (g + uy, h) les principaux termes contenant uy, on obtient une
nouvelle fonctionnelle I; (g, ui, h), ou 'existance de g est dit aux termes impliquant
a la fois 1y et uy. Maintenant on cherche les points stationnaires ; de la fonctionnelle
Iy (g, uy, h), qui dépend de 7. On répéte le processus jusqu’a ce que la différence entre

deux solutions stationnaires successives soit inférieure & une petite valeur.

Pour construire une fonctionnelle raffinée en présence des termes de l'ordre e(h),
i.e. il y a des petits termes en fonction du paramétre h, on doit les garder tous. Pour

démontrer cela, on considére le probléme de minimisation dans un espace D d’une

52



3.1. Théorie générale

fonctionnelle quadratique I(u, h) définie par :
I(u,h) = E(u,u, h) — L(u, h) (3.1)

E(u,v, h) est une fonctionnelle bilinéaire et symétrique en u et v et L(u,h) est une
fonctionnelle linéaire. On considére qu’on peut écrire ces deux fonctionnelles sous forme

de développement en série en fonction du paramétre h
g(uv v, h) = 50(U, U) + €(h) 51(“’7 ’U) + 5/(h) 52(U, U)
Liwh) = Lo(w) +£(h) L) +£'(h) La(w)
ou, £'(h) = o(e(h)) et e(h) — 0 quand h — 0
La premiére approximation uy du point minimum de la fonctionnelle I(u,h) est le
point minimum de Iy = & (u, u) — Lo(u). ug satisfait 'équation d’Euler-Lagrange

Mettons u sous la forme u = uy + u*. En gardant dans I(u, h) les termes dominants
contenant u* et les termes d’interaction dominants contenant v et u*. En utilisant
I’équation

2 & (u,u™) — Lo(u*) =0 (3.4)

nous aurons la fonctionnelle suivante & résoudre pour le point minimum «* :
I (ug,u*, h) = E(u*,u*) + e(h)&1 (ug, u*) — e(h) Ly (u™) (3.5)
Aprés la substitution de u* = ¢(h) w, on aura une nouvelle fonctionnelle & minimiser
I (ug, u*, h) = e(h)2I* (ug, u*, h) = E(w, w) + &1 (ug, w) — Ly (w) (3.6)

qui ne dépend pas du petit parameétre ¢ et par conséquent, u* ~ £(h) et pour construire
une solution de l'ordre de £(h), tous les termes de l'ordre de (h) ne doivent pas étre

écartés.

La VAM est basée principalement sur 1’évaluation de 'ordre asymptotique non

seulement des termes (fonctions) de la fonctionnelle mais parfois aussi de leurs dérivées,
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ce qui est lié & la notion de la longueur caractéristique. On considére une fonction f(z)
définie pour = € [a,b] et f est la différence maximum de cette fonction entre deux

points quelconque du domaine, i.e.

f=_ max [f(z1)— f(z2) (3.7)

z1,22 € [a,b]

Pour un nombre réel positif [ suffisamment petit, I'inégalité suivante est vérifiée

f
; (3.8)

41
dz

La constante [ la plus grande satisfaisant cette inégalité est appelée la longueur carac-
téristique de la fonction f(x) dans son domaine de définition. Cette définition de la
longueur caractéristique permet d’estimer a priori les dérivées des fonctions, dit 'ordre

de la dérivée de la fonction et noté
(3.9)

Si on a besoin d’estimer des dérivées d’ordre supérieures jusqu’a l'ordre k, la lon-
gueur caractéristique est la plus grande constante [ satisfaisant toutes les inégalités

sulvantes :

d fod? d*
‘d_i‘ < %, af < / 'l < 2 (3.10)

de2l 20 7 dak] T

3.2 Analyse de la section transversale

Cette section est consacrée a ’analyse variationelle de la section transversale d’une
poutre. Dans un premier temps nous nous intéressons a l’analogie avec la théorie
classique d’Euler-Bernoulli, qui convient aux poutres élancées, oul les déformations de
cisaillement sont considérées nulles et le vecteur unitaire axial de la base vectorielle
associée a l’état déformé est tangent a la ligne de déformation. Les approximations
asymptotiques d’ordre zéro et d’ordre un sont étudiées. En deuxiéme partie, le modéle
de poutre général est élargi vers ’analogie avec la théorie de Timoshenko. Les défor-
mations de cisaillement sont présentes et le vecteur unitaire axial de la base vectorielle

associée avec 'état déformé n’est pas tangent.
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3.2.1 Cinématique des poutres

La Figure 3.2 montre une poutre initialement courbée et pré-tordue représentée par
la ligne de référence courbée mesurée par la coordonnée curviligne x;. Chaque point de
la section a ’état déformé est associé a un point original dans la section transversale a
I’état non déformé. La description de la cinématique peut se faire a partir d’'un repére
global (a) avec des vecteurs unitaires a;, 7 = 1,2, 3, dont le mouvement est connu dans
le référentiel inertiel. Deux repéres locaux vont étre définis (b) et (B). Le premier est
associé a la section transversale de I'état non déformé avec un vecteur unitaire axial
tangent a la ligne de référence de la poutre. Le deuxiéme associé a I'état déformé avec
un vecteur unitaire axial, n’est pas necéssairement tangent sauf dans le cas d’'une ana-

logie avec la théorie classique d’Euler-Bernoulli.

Dans ce chapitre et la suite du manuscrit nous adoptons les conventions suivantes :
les vecteurs et les tenseurs sont écrits en gras, les indices grecs prennent les valeurs 2 et
3, alors que les indices latins prennent les valeurs 1,2, et 3. L’opérateur (-) = 0(-)/0x;.
Le symbole tilda transforme un vecteur en une matrice anti-symétrique (v) = —e;jx(-)x,
avec e;ji, tenseur de permutation dans un systéme de coordonnée cartésien. L’intégra-
tion d’une entité sur la section transversale est symbolisée par {(-)) = §,(-)dwodus.

La notation ({(-))) = § ,(-)\/gdxadzs est aussi utilisée, avec g, déterminant du tenseur

métrique avant déformation défini dans (3.13).

A Tétat non déformé, la position d'un point matériel est défini par le vecteur
x (1, T2, x3) défini dans les coordonnées curvilignes xy, x5 et x3, ot 1 est la coordon-
née curviligne le long de la ligne de référence, et x,, sont des coordonnées normales a la
ligne de référence. En ce point, on peut définir une base dans le systéme de coordonnées

curvilignes (x1, x9, x3) appelée base vectorielle covariante et définie par [172] :

ox
; = 3.11
gi(z1, 22, T3) o, (3.11)
La base vectorielle contravariante associée est définie par [155] :
; 1
g' (71, 22,23) = 5—— eijr g5 X G (3.12)

N
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ou g est le déterminant du tenseur métrique défini dans 1’état non déformé

g = det(g; - g;) (3.13)

Chaque point sur la ligne de référence est représenté par un vecteur r = x(x1,0,0)
dans le repére global. A partir de la définition (3.11), le repére (b) de I’état non dé-

formé avec des vecteurs unitaires b;,7 = 1,2, 3 est défini par :

0x(x1,0,0)  or(wy)
&xi B ﬁfL‘l

bi(ZEh0,0) = :gi(xhoa()) (314)

Ainsi, le vecteur by(x1) est tangent & la ligne de référence et b, (z1) définissent la
section transversale non déformée. Le vecteur position d’une particule de la poutre

peut étre défini par :

w($1,$2,$3) = 'l"(l‘l) + €<I2,SE3) (315)

01\17 €<I27{L’3) = xaba(ld)

Pour simplifier les dérivations, la ligne de référence est choisie comme celle formée
par les locus des centres géométriques des surfaces transversales et les axes centraux
sont le long de x5 et x3. Dans ce chapitre et le reste du manuscrit, la dérivée spatiale

par rapport a x; est notée par le symbole ('). Ainsi, de (3.14), on peut écrire : ' = b;.

L’intégration de I’équation (3.15) sur la section transversale non déformée donne :

(k) = Ar +{xy) b, (3.16)

avec A = (1). Le second terme a droite s’annule du fait que la ligne de référence de la
poutre passe par les centres géométriques des sections. Ce qui permet de dire que r

représente la position moyenne de tous les points sur la section transversale :

) _ (3.17)

Lorsque la section transversale présente une obliquité, les propriétés géométriques
et matérielles sont prises a partir de la section oblique, qui n’est pas normale a la ligne
de référence. Le vecteur position d’une particule est calculé par rapport & un repére

associé avec la section oblique noté c avec les coordonnées vy, i.e., le deuxiéme membre
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3.2. Analyse de la section transversale

a droite de I’équation (3.15) devient : &€(y2,y3) = YaCa(x1). Les vecteurs unitaires des
deux repéres sont liés par les cosinus directeurs de la section transversale oblique f;;,
i.e., b; = B;;c;. Dans ce qui suit, nous nous intéressons au cas d’une section transversale

sans obliquité. Pour plus de détail, nous renvoyons le lecteur aux références [140, 141].

bs Etat non déformé ‘
b,
Vi bl Ligne de réfs
€férence X,
X

as

Référentiel g

X

7
“*— Section non gauchie

Figure 3.2 Schéma du modéle de poutre, repéres et ligne de référence

A D’état non déformé, un point matériel précédemment spécifié par x(x1, xq, z3) sera
présenté aprés déformation par un autre vecteur position X (z1, g, x3). Similairement

a I’état non déformé, la base covariante en ce point est définie par :

0X
axi

Gz‘($1,9€2,$3) =

(3.18)

Cette base n’est pas nécessairement orthogonale. Une base orthonormale B; est intro-
duite telle que les vecteurs unitaires B, sont dans le plan de G, et s’obtiennent par
une rotation rigide de la section transversale en z; [62]. Le vecteur B; est normal au
plan formé par B,, (i.e., By = By x Bg). Il n’est pas tangent a la ligne de référence
sauf dans le cas de 'hypothése d’Euler-Bernoulli. La rotation relative entre ces deux
repéres (b) et (B) s’effectue par le moyen d’un tenseur orthogonal C?® appelé tenseur

de rotation globale
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Similairement au vecteur @ dans (3.15), on peut représenter le vecteur position
d’une particule de la poutre déformée dans le repére déformé (B), qui a initialement

le vecteur position r exprimé dans le repére non déformé (b), comme suit :

X = R(x;)+ chb [ €(xo, x3) + w(xy, T2, 73) |
= R(ZEl) + z,B, + wi(xl, T2, l‘g)Bl (320)

o, le vecteur w = w;(x1, T2, x3)b;, représente le déplacement de gauchissement associé
aux translations et rotations en corps rigide de la section transversale. Les composantes
w; décrivent les deux formes de gauchissement, dans le plan et en dehors du plan, des

points matériels constituant la section transversale avant déformation.

L’ajout du gauchissement de cette facon dans I’équation (3.16) introduit des re-
dondances, i.e. le champ de gauchissement, sur la surface de la section transversale,
peut reproduire ses mouvements du corps rigide (dits modes du corps rigide), qui se
résume en un déplacement axial, deux déplacements transversaux et une rotation au-
tour de la ligne de référence. A cet effet, quatre contraintes sont & ajouter au champ
de gauchissement pour éliminer ces redondances. Une des techniques (ce n’est pas la
seule) est d’imposer des valeurs moyennes nulles de ces déplacements et rotation le

long de la section transversale.

Les trois premiéres équations de ces contraintes sont donc définies comme suit :

(wi) =0 (3.21)

La quatriéme contrainte est liée a la déformation de torsion. D’aprés la théorie
de I'¢lasticité, la rotation locale autour de z; a n’importe quel point de la section

transversale est :

1 1
Gl(xl, 9, ZL’3) = —(b3 . Bz - b2 . B3) + —(wg,g - wg,g) (322)
2 2

Le fait que la rotation locale moyenne de la section transversale autour de I'axe x; soit
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indépendante du champ de gauchissement, implique :

(wz g —was3) =0 (3.23)

cela définit la quatriéme contrainte. Les équations définissant les quatre contraintes

(3.21, 3.23) peuvent étre écrites sous la forme :

Taw)=0 (3.24)
avec B ~
1 0 0
0O 1 0
I, = (3.25)
0 0 1
[0 =03 0|
o, 0, = %.

Ces contraintes permettent aussi de définir le vecteur position moyen a 1’état déformé,
similairement & celui donné dans (3.17). L'intégration de I’équation (3.20) sur la sur-

face transversale donne
(X)=AR + (x,) By + {w;) B; (3.26)

ol, le second terme a droite s’annule par le choix précédent de la ligne de référence.

L’application de ces contraintes permet d’écrire :

X

E="

(3.27)
En posant R = r+ u, tel qu’il est montré sur la Figure (3.2), on peut dire que u repré-

sente le déplacement moyen de tous les points se trouvant sur la section transversale

avant déformation :
_ (X —x)
N A

u (3.28)
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3.2.2 Formulation du champ de déformation

3.2.2.a Déformations généralisées 1-D

Les déformations généralisées 1-D, conformément a la théorie de Cosserat [84], sont
exprimeées en écriture tensorielle comme suit :
,Y _ CbB . R/ _ 7‘/

(3.29)
k= C'P. K-k

o, K est le vecteur de courbure de l'é¢tat déformé exprimé dans le repére (B). v
et k sont les vecteurs de déformations généralisées correspondants aux forces et aux

moments respectivement :

v = [y 272 2m3]"

(3.30)
]T

K = [FLl K9 K3

o, 711 est la déformation d’extension, 27, sont les déformations de cisaillement (d’in-
génieur), k1 est la déformation de torsion (vrillage par unité de longueur) et k, sont

les déformations de flexion.

k et K sont les vecteurs de courbure de 'état non déformé et de 'état déformé res-

pectivement, définis par :

b, = k x b;
(3.31)
B, - K x B;

Analogiquement a la vitesse angulaire, ces coubures sont liées aux matrices des cosinus
directeurs comme suit :
( Cba)/ Cab

k=
i (3.32)
K = (CBG)/ CaB

3.2.2.b Champ de déformations 3-D

La réduction du systéme est basée sur la description de 1’énergie de déformation
emmagasinée dans ce systéme, il s’agit donc de définir le tenseur de déformation 3-D.
En utilisant le concept de la décomposition du tenseur de rotation |62, I’expression des

composantes du tenseur symétrique (3 x 3) de déformation de Jaumann-Bio-Cauchy,
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3.2. Analyse de la section transversale

pour des petites déformations et rotations locales, est simplifiée en :

7Xij+in_5

Dy = XX g, (3.33)

ol, 0;; est le symbole de Kronecker et x;; représente les composantes du tenseur du

gradient de déformation exprimées par :

Xij = Bi- Grg"® - b; (3.34)

G\, et g*, définis dans (3.18) et (3.12), sont successivement la base vectorielle covariante
de I’état déformé et la base vectorielle contravariante de 1’état non déformé. En utilisant

(3.15) et (3.31.a), la base vectorielle covariante de 1'état non déformé est définie par :

g1 = bl + ZEab/a = (]_ — I'ng + Zlfgk’g)bl — $3k§1b2 + Z’Qk‘lb3
(3.35)

da :ba

Les vecteurs g, sont des vecteurs unitaires, mais le vecteur g; n’est pas unitaire sauf
si la poutre n’a pas une courbure initiale. Il est normal aux vecteurs g, dans le cas

d’une poutre non tordue méme si elle est courbée.

La racine carrée du déterminant du tenseur métrique de ’état non déformé est donnée

par :

VG =91 (g2 x g3) = 1 — xaks + 23k» (3.36)

La raison de I'utilisation du tenseur de Jaumann-Biot-Cauchy au lieu par exemple
de celui de Cauchy-Green est que le tenseur de Jaumann-Biot-Cauchy est plus simple
a exprimer en termes de déformations généralisées unidimensionnelles (1-D) pour pou-
voir réduire asymptotiquement le champs de déformation 3-D. De plus, on démontre

que lorsque les déformations sont petites, ces tenseurs de déformation sont équivalents
[62].

Similairement a la base covariante g;, la base covariante G; de I'état déformé est

déterminée en utilisant (3.31.b).
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3.2.3 Energie de déformation

Le comportement d’une structure élastique est complétement déterminé par son
énergie de déformation calculée a partir du champ de déformation 3-D. Notre objectif
est de réduire asymptotiquement cette fonctionnelle a 'ordre adéquat, dont elle est

fonction des déformations généralisées 1-D.

3.2.3.a Energie de déformation 1-D

Dans le cas d’une formulation analogue a Euler-Bernoulli, autrement dit lorsque la
réduction du systéme se fait asymptotiquement en imitant Euler-Bernoulli, le vecteur
B; est tangent a la ligne de référence apres déformation, les déformations de cisaille-
ment généralisées (271,) sont nulles et donc le vecteur de déformations généralisées

1-D comprend seulement 4 composantes :
E=[yn A1 K Ka|® (3.37)
L’énergie de déformation unidimensionnelle doit étre écrite sous la forme suivante :
2U=e"S¢ (3.38)

otl, S est la matrice de rigidité (4 x 4) correspondante. A noter ici que dans le cas de
I’analogie avec Euler-Bernoulli les termes de déformation de cisaillement sont présents
dans le champ de déformation 3-D défini par (3.32), mais ils seront éliminés aux cours

des développements.

Dans le cas d’une formulation analogue & Timoshenko, le vecteur B; n’est pas
nécessairement tangent a la ligne de référence aprés déformation, les déformations
de cisaillement généralisées (271,) ne sont pas nulles et par conséquent le vecteur de

déformations généralisées 1-D est étendu et comprend 6 composantes :
e = [ 272 273 K1 Ko KB]T (3.39)
L’énergie de déformation unidimensionnelle est écrite sous la forme suivante :

2U=¢] Se& (3.40)
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3.2. Analyse de la section transversale

ol, S est la matrice de rigidité (6 x 6) correspondante.

Pour une poutre prismatique isotrope avec une section transversale symétrique, la
matrice de rigidité, dans les deux cas d’analogie Fuler-Bernoulli ou Timoshenko, est

diagonale.

3.2.3.b Energie de déformation 3-D

L’énergie de déformation de la section transversale d’une poutre, dite énergie de
déformation par unité de longueur, ou parfois densité de I’énergie de déformation, peut

étre écrite sous la forme suivante :
2U = (TTDr)) (3.41)

ot ((8)) = {_(e),/gdxsdzs et T est un vecteur colonne regroupant les six composantes
du tenseur de déformation symétrique de Jaumann-Biot-Cauchy défini dans (3.33)

comme

['=[Ty 20y 203 Tg 2093 sz ]F (3.42)

D (6 x 6) est la matrice relative a la loi de comportement, qui est définie par
c=DT (3.43)

o regroupe les composantes du tenseur de contrainte 3-D exprimé dans I’état non
déformé, i.e. le repére (b), parce que les déformations 3-D, représentées par I', sont

exprimées aussi dans ce repére.

3.2.4 Réduction dimensionnelle

La réduction dimensionnelle d’'un probléme de structure élastique par la MAV
se fait asymptotiquement en approchant 1’énergie de déformation tridimensionnelle
3-D (3.41), dont les déformations I';; sont exprimées en fonction des déformations
généralisées 1-D, a énergie de déformation unidimensionnelle 1-D (3.38 ou 3.40).
Dans ce travail, on considére que 'effet du déplacement du gauchissement sur I’énergie

cinétique et le travail des forces surfaciques et de volume appliquées sont négligés. Un
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tel effet a été évoqué dans [183].

3.2.4.a Identification des petits paramétres

La premiére étape dans la réduction dimensionnelle consiste en I'identification des
petits parameétres qui seront impliqués dans le processus de réduction. Le tenseur
de déformation de Jaumann-Biot-Cauchy a été défini sous la forme simplifiée (3.33)
suite a ’hypothése des petites déformations, qui est imposée aussi sur les vecteurs de

déformations généralisées (3.29). Cette hypothése peut étre écrite sous la forme :

2
=
||

H’laX|Fij($1,£C2,l'3)| «1
O(&) = max|y, hig] « 1 (3.44)

O<6> = ma’X|71a hﬁia 7105| <1

On définit un ordre de grandeur globale des déformations noté comme suit :
E=0T)=0(E)=0() « 1 (3.45)

Une autre inconnue impliquée dans le processus de réduction est le gauchissement
w défini dans (3.20). Les méthodes asymptotiques ont prouvé que le gauchissement est
de lordre de (hé) [89], ou h représente ici la caractéristique géométrique de la section

transversale.

Deux autres caractéristiques géométriques impliquées dans le processus de réduc-
tion sont la longueur axiale de la poutre notée [ et le rayon de courbure R défini par
R = 1/VETE. On considére que [ et R sont du méme ordre et que h2/L* ~ h2/R? « 1
et on note h ~ h/L ~ h/R. Suite a la définition de la longueur caractéristique donnée

dans la section (1.2), on considére aussi que ()’ est de ordre de ()/R.

Dans ce travail, nous nous limitons & une analyse linéaire de la section transversale
et par conséquent, il est adéquat d’éliminer les termes de déformation quadratiques et
plus de I’énergie de déformation. Ces termes seront épargnés par exemple dans le cas

d’une analyse de leffet de trapéze [84].
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3.2. Analyse de la section transversale

3.2.4.b Analogie avec la théorie classique d’Euler-Bernoulli

La réduction de la fonctionnelle de ’énergie de déformation exprimée en 3D (3.41) &
une forme unidimensionnelle (3.38) ou (3.40) veut dire que I'inconnue & chercher est le
vecteur de gauchissement w = [wy, wy, w3]T. A partir des relations (3.29, 3.30, 3.37) et
en écartant (i.e. négligeant) les produits du gauchissement avec les déformations géné-

ralisées, on peut réarranger le vecteur colonne défini dans (3.42)sous la forme suivante :

I'=Tpyw+T.+T'grw+ Flw' (346)

ou,
['=[Ty 20 203 Doy 2095 Iz "
w=[w, wy ws]" (3.47)

E=[n k1 ke K3]"

Les opérateurs I'y, I'., I'gr et I'; sont définis par :

[0 0 0]
2 0 0
20 0
3
T, = (3.48)
0 % 0
0 0
0 & &
0
00 2]
_1 0 T3 —1132_
0 —z3 0 0
110 2 0 o0
| — (3.49)
Vilo o o o0
0 0 0 0
0 0 0 0 |
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1 ]%'f‘]gk?l(l‘g% —wzﬁ)
Tp=— (3.50)
N Os

I, = i los (3.51)

ol, O3 est une matrice 3 x 3 nulle, I3 une matrice 3 x 3 d’identité, et g est le déter-
minant du tenseur métrique de 1’état non déformé défini dans (3.13), tel que pour une

section transversale non oblique, /g = 1 — x2k3 + 3k,

La décomposition du champ de déformation 3-D tel qu’il est montré dans (3.46)
est trés utile. Premiérement, il est devenu clair que ce champ de déformation 3-D est
linéaire en fonction de e, w et de ses dérivées. Deuxiémement, elle permet de définir
I’apport de chaque opérateur dans le champ de déformation global. Le premier opé-
rateur ['y, indique l'effet du champ de gauchissement, le second opérateur I'. indique
Ieffet des déformations généralisées liées a la ligne de référence, le troisiéme opérateur
I'r montre l'effet de la courbure et le quatrieme opérateur I'; indique I'influence de la

longueur sur le champ de déformations globales.

Le premier opérateur 'y, a une propriété importante dans la recherche d’une solu-

tion de gauchissement, c’est qu’il présente un noyau défini par :
Fhw =0 (3.52)

Ceci représente un systéme de six équations différentielles, qui admet pour solutions

les fonctions suivantes :
wp = C1

Wy = — 4T3 + Co (3.53)
W3 = C4T9 + C3
ou, ¢y, C9, c3 et ¢y sont des constantes arbitraires. On peut obtenir le noyau de 1'opé-
rateur I';, en mettant & chaque fois une des constantes égale a 1 et les autres nulles,
ie.ci=1 ca=c3=c4=0,ensuite co =1, ¢ =c3 =c¢4 =0, ... etc. On obtient le

noyau de 'opérateur I'y, suivant :
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100 0
=101 0 —a3 (3.54)
001

Soit Uy la densité de I'énergie de déformation d’ordre zéro, telle que
2ty = (TTDTy)) (3.55)

ou, Iy est 'approximation d’ordre zéro de I' et est obtenue & partir de (3.46) en ne

gardant que les termes prépondérants on obtient :
Iy=Thw+T. (3.56)

Rappelons que notre objectif est la recherche d’une solution du gauchissement w
en fonction de & qui doit minimiser ’énergie de déformation U, tout en respectant les

contraintes définies dans (3.52).

Pour pouvoir traiter des sections transversales avec des géométries arbitraires et
des matériaux anisotropes, on utilise la méthode des éléments finis pour minimiser

I’énergie de déformation. Le champ de gauchissement est discrétisé comme suit :
W(l‘l,l'g,l‘g) ZN(ZEQ,I'g)V(ZL‘l) (357)

ou, N (xq, x3) représente les fonctions de forme et V' est un vecteur colonne des valeurs
nodales des déplacements de gauchissement sur la section transversale. Substituant
'équation (3.57) dans (3.56) et par la suite dans (3.55) on obtient la version discrétisée

de la fonctionnelle U :
2Uy=VTEV +2V'D,. +&'D..z (3.58)

E = {[TxS]"DIT.ST))
Dpe= ([T%S]"DT)) (3.59)
D..= <<FZDF8>>
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Pour résoudre le probléme numériquement, on aura besoin de discrétiser ’équation des

contraintes (3.24)

VD, =0 (3.60)
avec D, = (I'.S)

Similairement, la matrice du noyau (3.54) est dicrétisée sous la forme :
Y =5V (3.61)

oll, la matrice ¥ contient les valeurs nodales de 1, ce qui permet d’écrire I',S¥ = 0
et par conséquent, en revenant a (3.59), la matrice ¥ constitue aussi un noyau de F,

i.e. E¥ =0, ou encore VTE = 0, & cause de la symétrie de E.

La dérivation de la solution d’ordre zéro est réduite maintenant & la minimisation
de I’équation (3.58) objet de I’équation des contraintes (3.60), qui peut étre résolu en
utilisant ’équation d’Euler-Lagrange et a 1’aide des multiplicateurs de Lagrange notés
ici (A) :

EV + Dy = DA (3.62)

En multipliant les deux cotés par U7 et en utilisant la caractéristique de noyau de £,

on obtient :

A= (U'D)" "D,z (3.63)

De nouveau, 'utilisation de la caractéristique du noyau conduit & A = 0 du fait que

VT Dy = {(TL,SY)T DL,y = 0, (i.e. Dy est orthogonale au noyau ¥), on obtient :
EV = —Dp.z (3.64)

Comme la partie droite de cette équation (3.64) est orthogonale au W et en introduisant
I’équation des contraintes (3.60) pour enlever la singularité, on obtient une solution de

(3.64) notée V*. La solution compléte est :

V= V*+ U\ (3.65)
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ol, A est déterminé similairement a A :
A= —(U'D)'DIv* (3.66)

Finalement le champ de gauchissement, qui minimise la fonctionnelle (3.58) soumise a

I'équation des contraintes (3.60) est :

v—|a-w(Dl'v) 1DCT]V* = Vo = Vg (3.67)

Le gauchissement obtenu Vj représente ’approximation d’ordre zéro de V. Il est main-

tenant fonction des déformations généralisées ¢ et il est de l'ordre de €.

L’injection de (3.67) dans ’expression de ’énergie de déformation (3.58) donne
I'énergie de déformation par unité de longueur asymptotique a 'ordre O(ué?) (p est

un parameétre caractérisant I’ordre des constantes élastiques du matériau) comme suit :
2 Uy = & (Vy Dpe + D2 )e (3.68)

L’équation (3.68) prend la forme matricielle suivante :

R - _ ~ 7 (_ )

Y11 S11 Sz Sz Su Y11

K1 So1 Saa Saz Say K1
2Up=< ¢+ | T (3.69)
Ko S31 Sso Ssz Ssa Ko

K3 ) | Sa1 Sa2 Siz Saua| [ Fs

ce qui implique une loi unidimensionnelle de la forme

P Sii Si2 Sz Su Y11 Y11
M, So1 Saa Saz Soy K1 K1
e r =S4 > (3.70)
M, S31 Ssa Ssz Ssa Ko Ko
| M5 | | Si Siz Sis Sua| | Rs K3 )

ol, S est la matrice (4 x 4) de rigidité de la section transversale de la poutre (i.e. par

unité de longueur), F, est la force axiale, M, est le moment de torsion et M, sont les
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moments de flexion.

Ce modéle d’ordre zéro se rapporte au modéle de poutre d’Euler-Bernoulli généra-
lisé avec un tordage et courbures initiaux. Il convient beaucoup plus a ’analyse statique
et dynamique avec des fréquences basses des poutres élancées isotropes et anisotropes.
Cependant, il peut donner de mauvais résultats lorsque le moment de torsion est pré-
pondérant. Dans cette situation, pour que ce modéle puisse donner de bons résultats,

la ligne de référence doit étre définie par les locus des centres de cisaillement.

3.2.4.c Théorie raffinée - Approximation d’ordre 2

Le modele d’Euler-Bernoulli généralisé est non précis losrqu’il s’agit des poutres
courtes ou l'effet du cisaillement n’est pas négligeable. A cet effet, une approximation
d’ordre supérieur de I’énergie de déformation est nécessaire. Une perturbation du pre-
mier ordre du champ de gauchissement par rapport au petit paramétre h est suffisante
et conduit a une approximation du second ordre en h de I’énergie de déformation, i.e.

O(h22).

La perturbation du champ de gauchissement est définie par :
V=W+W (3.71)

ol, Vi est asymptotiquement plus petit d’un ordre que Vy i.e. V) ~ hVj. Substituant
les équations (3.71), (3.57) et (3.46) dans I'équation (3.41), les termes prépondérants

de I'énergie de déformation de la section transversale sont :

2Uy = ET(V{ Dye + Do) + 2(VE DV + VI DV + Vi Doé + ViTDy€) +
VI'EV) + 2V (DpgVo + DIV + Dgeg) + 2ViE Dy Vg + 2V DV +
QW/TDIEE + ‘/E)TDRRVE) + Q%TDRlVH + VE)/TD”VH (372)

Dur = ([ThSI"DITRS]))  Drr = [TrS]"D[TrS]))
Dp. = ([TrS]"Dr.)) Dy = ([TwS)"D[TuS]))
Dy = (OSIDINST)  Die = (0iS]TDrL))
Dr = {[TrSI"D[LWST))

(3.73)
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Les quantités E, Dy, et D, sont définies dans (3.59). Les termes prépondérants d’ordre

2 contenant V; ainsi que les termes d’intéraction entre V; et les termes d’ordre inférieur

sont :
2Ui = VIEV, + 2V Dgz + 2V Dg&’ (3.74)
ou,
Dr= (Dnr+ DgR)‘/}O + Dge (3.75)
Ds = (Dw — D})Vy — D (3.76)

Le probléme & résoudre maintenant consiste en la minimisation de la fonctionnelle
(3.73) conditionnée par les contraintes (3.59). De nouveau, cela peut se faire en résol-

vant I’équation d’Euler-Lagrange avec 'introduction des multiplicateurs de Lagrange :
EVi + Dré + Dgg’ = DA (3.77)

En multipliant de part et d’autre par U7, on obtient I’expression de A :
A = (¥D,) 0" (Dge + Dse') (3.78)

Ce multiplicateur n’est pas nul en général comme dans ’approximation d’ordre zéro.

L’équation linéaire (3.76) devient :
EVi = | D(¥"D) " — A|(Dpz + Ds?) (3.79)

L’approximation du premier ordre du gauchissement, V/, peut étre obtenue sous forme

de la décomposition suivante :
Vi = Vigé + Visé’ (3.80)

Vir et Vig sont des nouveaux coefficients d’influence du gauchissement. En injec-
tant I’expression (3.80) dans (3.72), on obtient I’énergie de déformation asymptotique

d’ordre 2 exprimée par :

2U, = T Az + 26" BE + &7 CE 4 28" De" (3.81)
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ou,

A= VIDy. + VI (Dyr + Dl + Drp) Vo + VL Dpe + Vi Dg
B =V (Dw + D)V + DEVo + (Vi Dy + DEYVig+
S (DEVas + VI Dulh + VRDET) + VikDL) (352)
C = Vi DiVas + VisDiVo + VisDie + Vi DV
D = (DL + Vi D) Vis

Cette approximation asymptotique de I’énergie de déformation a l'ordre 2 est liée
a la théorie d’Euler-Bernoulli et la matrice A dans (3.81 et 3.82) est de taille 4 x
4. Elle contient contrairement a ’approximation d’ordre zéro vue précédemment les
corrections liées au tordage initial et aux courbures initiales. La présence des dérivées de
¢ rend difficile I'utilisation de la fonctionnelle (3.81), qui représente une approximation.
Cela nécessite, aussi, 'introduction des conditions aux limites, dont 'interprétation
physique n’est pas évidente et qui ne sont pas présentes dans les théories d’Euler-

Bernoulli et de Timoshenko.

3.2.4.d Analogie avec la théorie de Timoshenko

La fonctionnelle présentée dans I’équation (3.81) est correctement asymptotique
a lordre 2, i.e. elle est suffisamment précise. Cependant, comme elle ne peut traiter
que les poutres élancées, elle est difficile & pratiquer. Une transformation a été faite a
cette fonctionelle pour pouvoir traiter les poutres courtes avec un tordage initial et des
courbures initiales [183, 184], dont le cisaillement n’est pas nul. De plus ces poutres
peuvent étre soumises a des vibrations a hautes fréquences. Cela implique 'introduc-
tion des déformations généralisées de cisaillement 27, et par conséquent la matrice

de rigidité recherchée est de taille 6 x 6.

Les déformations de cisaillement sont caractérisées par l'introduction des angles
d’orientation supplémentaires de la section transversale,appelés les angles de cisaille-
ment notés 2v;5 et 2913. A cet état déformé, le vecteur B, n’est pas tangent a la ligne
de référence et les autres vecteurs B, sont paralléles au plan moyen de la section
transversale. Pour que la transformation soit plus pratique, un nouveau repére (T)

est introduit tel que le vecteur unitaire axial T'; soit tangent a la ligne de référence.
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Les vecteurs T, sont déterminés par une rotation autour de T';. La différence dans
l'orientation entre les deux repéres (T) et (B) est diie aux angles de cisaillement. La
Figure 3.3 montre la situation des deux repéres (B) et (T) dans le plan x; —x3. Sous
I’hypothése des petites déformations, on peut exprimer facilement Bj et pareil pour

B, dans le repére (T), ce qui permet d’écrire les relations suivantes :

B2 = T2 + (2’712)T1

Le vecteur B est défini par B = By x Bj et par conséquent la relation entre les deux

bases vectorielles (B) et (T) peut étre exprimée par la matrice de passage suivante :

B, I =2y —2vs| [Th
By =12m2 1 0 T, (3.84)
B; 2vi3 0 1 T;

Dans le repére (T), le fait que T’ soit choisi tangent a la ligne de référence signifie
que les déformations de cisaillement font partie du champ de déplacement du gauchis-
sement. Le vecteur position d’'un point d’'une particule de la poutre a I’état déformé

dans le repére (T) est défini par :
X = R(ZEl) + z, T, + QDZ‘<JZ1, T, "133)11Z (385)

ott, R(z) représente le vecteur position d’un point sur la ligne de référence et w;(z1, x2, x3)
représentent les fonctions de gauchissement dans le repére (T). Dans ce repére, le
vecteur des déformations généralisées 1-D correspond a la théorie classique d’Euler-

Bernoulli exprimé dans (3.36) par :
E=[y1 F K Ks]" (3.86)

ol, les déformations k; définissent donc la variation le long de x; des vecteurs unitaires
T; telle que :
T = (k+R)x T, (3.87)

K2
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T3

B;
2y13

Figure 3.3 Repéres utilisés pour prendre en considération I'effet de cisaillement

Dans le repére (B) les déformations généralisées de Timoshenko sont notées par :

= [711 R1 R2 /‘13]T (3 88)

Y = [2 712 2 713]"

Les déformations généralisées classiques d’Euler-Bernoulli € et les déformations géné-

ralisées de Timoshenko (e et ;) sont liées cinématiquement comme suit [184] :

E=ec+ Qv +Ps (3.89)
ou, ) ) ) )
0 O 0 0
0 0 ko ks
Q= P = (3.90)
0 —1 -k 0
|1 0 | 0 k|

Le champ de déformation 3-D considéré ici est basé sur le tenseur du gradient de

déformation x;; exprimé dans le repére (T) :
Xij = Ts - Grg" - b; (3.91)

A cet effet et similairement & ’analogie faite précédemment avec la théorie clas-
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sique généralisée, on aura les mémes développements et la fonctionnelle de I’énergie de
déformation asymptotique au second ordre sera exprimée par I’équation (3.81). L’ob-
jectif maintenant est de transformer et d’exprimer cette fonctionnelle en fonction des

déformations généralisées de Timoshenko (e et 75) comme suit :
2U ="' Xe + 2TV v, + 747G, (3.92)

Les matrices X (4 x 4), Y(4 x 2) et G(2 x 2) sont les nouvelles inconnues a déterminer
en fonction des matrices A, B, C' et D exprimées dans (3.81 et 3.82). Une comparaison
entre les formules (3.81) et (3.92) montre qu’il faut en premier lieu éliminer les dérivées
de &. Pour cela, les équations de mouvement 1-D sans les forces distribuées d’une poutre
initialement tordue et courbée ont été utilisées dans Popusco et Hogdes (2000) [141] et
Yu et al. (2002) [184]. On montre dans [184] que suite & une approche de perturbation

on trouve, a 'ordre zéro, les relations analytiques suivantes :

A=X-YG 1yt
Y = BTA7'QG (3.93)
G=(A"'Q)"cAaQ)™

Le calcul se fait dans l'ordre suivant : GG, Y et X. Le passage au premier ordre né-
cessite la résolution d’un systéme matriciel plus compliqué. Pour plus de détails, nous
renvoyons le lecteur aux références [84, 141, 183, 184]. Les matrices G, Y et X peuvent
étre réarrangées sous forme d’une matrice S (6 x 6) dite matrice de rigidité de la section

transversale définie comme suit :

( O 1 ( \

Y11 Si1 Sz Sis Suu S5 Sie 711
2712 So1 Sag Sog Saa Sas Sae 2712
2713 Sa1 Sz Ssz Ssa S35 Sse 2713 T
2U = < > $ =¢, S ¢y (3.94)
R1 Sa1 Ssz Saz Sua S5 Sue R1

Rg Ss1 Ss2 Sss Ssa Sss Sse Ra

R3 Se1 Se2 Se3 Sea Ses See R3
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ou encore sous forme d’une loi unidimensionnelle
F = S¢g (3.95)

avec, F = [F M]T = [Fl FQ F3 M1 M2 Mg]T.

La matrice de rigidité S sert comme donnée pour une analyse unidimensionnelle
d’une poutre, elle contient également l'information sur le locus du centre de cisalle-
ment de la poutre définit par (—S54/S44, S24/S41). Elle permet également, a partir
des résultats fournis de 'analyse 1-D, de déterminer les composantes du champ de

déformation et du champ de contrainte 3-D.

Dans ce travail nous nous sommes intéressés a une analyse de la section transversale
linéaire, i.e. basée sur la théorie de 1’élasticité linéaire. Cependant, pour pouvoir traiter
des phénomeénes non-linéaires tels que l'effet de trapéze, 'analyse non-linéaire de la
section transversale est nécessaire. Une telle approche a été présentée dans Popesco et

Hodges (1998) [140].

3.2.4.e Relations de recouvrement

Les relations (3.69, 3.94) expriment des lois unidimensionnels 1-D des modéles clas-
sique et Timoshenko respectivement, ot les matrices de rigidité obtenues a l'issue d'une
analyse de la section transversale font les liens entre les déformations généralisées et
les vecteurs de forces et moments appliqués. Cependant, pour que la modélisation soit
compléte, il faut déterminer les champs 3-D des déplacements, déformations et des
contraintes par le biais des relations de recouvrement qui vont lier ces variables 3-D

aux déformations généralisées et aux coordonnées locales de la section transversale.

Pour une poutre initialement tordue, courbée et modélisée en Timoshenko généra-
lisé, les fonctions de gauchissement 3-D sont définies suite aux relations (3.57, 3.80)
par :

w(z1, T2, x3) = N(z1, 22) [ (Vo + Vir)E + Vise' | (3.96)

ou, Vi, Vig et Vig sont des valeurs nodales de I’apport de I’approximation d’ordre zéro
et des deux corrections dues aux courbures initiales et 1'effet de cisaillement respec-

tivement. Le terme & représente les déformations généralisées 1-D classiques qui sont
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3.2. Analyse de la section transversale

lices aux déformations généralisées de Timoshenko par (3.88).

Le champ de déplacement 3-D peut étre obtenu en utilisant I’expression suivante :
Ui(z1, 2, x3) = wi(21) + a[Cai(®1) — 0ai] + Cij(@1)w;(21, 2, T3) (3.97)

oit, Cj; sont les composantes de la matrice des cosinus directeurs de la section trans-
versale, u; le déplacement de la ligne de référence et U; sont les composantes du champ

de déplacement 3-D. Cj; et u; sont obtenues a partir de I'analyse globale 1-D.

Le champ de déformation 3-D peut étre obtenu en injectant (3.96) et (3.89) dans
I'équation (3.46) tel que :

I'= [Th+Tr)(Vo+Vig) +T](e+ Qv + Prys) +
[(T), + Tr)Vis + Ti(Vo + Vir)| (€' + Q7 + PAl) +
IVis(e"+Q~" +P~)) (3.98)

Les dérivées des déformations généralisées de Timoshenko peuvent étre déterminées a

partir de la loi de comportement 1-D (3.95) comme suit :
g =S F (3.99)

La premiére dérivée de F est obtenue a partir des équations d’équilibre (Eq. 5.39) de

Hodges (2006) [84] réarrangées sous la forme :

Os

F'=RF—¢ = | F e (3.100)

+

€17

o, ¢ = [f1 fo f3 m1 ma m3]T, constitue les forces appliquées et d’inertie distribuées
dans le repéere B, et O3 est une matrice 3 x 3 nulle. La différentiation de I’équation

(3.100) donne :

F'= (R*-R)F+Rp—¢

(3.101)
F'=(-R*+RR +2RR—R")F+ (—-R*+2R )¢ + R¢' — ¢"
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Ayant F', F” et F”, on peut obtenir ¢}, €/ et ¢/ a partir de I'équation (3.99) et
par conséquent les déformations généralisées de Timoshenko qui seront injectées par
la suite dans (3.98) pour avoir le champ de déformation 3-D. Les dérivées de ¢ et k

doivent étre connues.

Finalement, le champ de contrainte est calculé en utilisant la loi de comportement

(3.42).

3.3 Equations d’équilibre non-linéaires et intrinséques

Dans cette section nous présentons les équations d’équilibre gouvernant la dyna-
mique des poutres anisotropes obéissant a la théorie de Timoshenko généralisée. Ces
équations d’équilibre sont composées de deux équations de mouvement et de deux
équations cinématiques complémentaires. Les équations de mouvement intrinséques et
géométriquement exactes des poutres de Hodges (1990) [81] sont plus commodes pour
I’analyse de la dynamique des poutres anisotropes avec des sections arbitraires et qui
font 'objet de grands déplacements. Ces équations de mouvement sont basées sur une
formulation mixte (i.e. utilisation des déplacements/rotations ainsi que des moments
cinétiques linéaire et angulaire), en appliquant le principe d’Hamilton. En plus de ces
équations intrinseques de mouvement, qui ont montré un bon accord avec I’expérimen-
tation, tel que dans Hodges et Patil (2004) [86], deux autres équations intrinséques ont
été ajoutées, Hodges (2003) [83], reliant les vitesses linéaires et angulaires généralisées

avec les déformations généralisées.

Ces équations d’équilibre, appelées modéle dynamique des poutres de Hodges, ont

les avantages suivants :

e Elles sont intrinséques du fait qu’elles sont indépendantes du choix des variables
des déplacements et des rotations et que ces variables ne figurent pas dans ces

équations.

e Elles sont géométriquement exactes puisqu’il n’y a aucune approximation géomé-
trique et par conséquent, elles peuvent modéliser les poutres avec grands déplace-
ments, troisiémement, elles présentent une non-linéarité relativement faible par

< . . , .
rapport a d’autres formulations (au maximum d’ordre 2), ce qui est avantageux

pour la résolution et le traitement numérique de ces équations.

78



3.3. Equations d’équilibre non-linéaires et intrinséques

e Elles tirent profit des caractéristiques unidimensionnelles et de I'analyse de la
section transversale vue dans la section précédente et par conséquent elles sont
adéquates pour les poutres initialement tordues et courbées avec des sections

transversales et des matériaux arbitraires.

Les équations de mouvement sont dérivées a partir d’'une formulation variationelle en

appliquant le principe d’Hamilton, qui peut étre écrit comme suit :

F JL [5(/6 —U) + WV] dzydt = §A (3.102)

olu, t; et ty sont des temps fixes arbitraires, L la longueur de la poutre, K et U sont
I’énergie cinétique et I’énergie de déformation par unité de longeur, ¢ indice de variation
Lagrangienne & un temps fixe, WV est le travail virtuel des forces appliquées par unité
de longueur, et §.A est I’action virtuelle due aux conditions aux limites en temps et en

espace.

3.3.1 Variation de I’énergie de déformation

La variation de I’énergie de déformation est par rapport aux déformations généra-
lisées exprimées par les deux vecteurs v = [y11 Y12 Y13]7 et & = [k1 K2 k3]T. L'énergie
de déformation est fonction de v et k, i.e. U = U(7y, k), et & partir des équations (3.94)
et (3.95), on peut déduire les dérivées partielles de U définies par :

a\’
T (%)
. (3.103)
oU
(%)

ol, les vecteurs F' et M sont exprimés dans le repére de 'état déformé B.

M

La variation de I’énergie de déformation par unité de longeur est exprimée en

fonction des variations vy et dx comme suit :
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U = TF+ox"M
= 6 -5 R -5 @ |F

l(@’)T - @Tf(} M (3.104)
otl, 09p = —6CCT avec C' = CPP est la matrice des cosinus directeurs correspondante au
tenseur défini dans (3.19), 5 q = Cdu avec u représentant les composantes du vecteur
de déplacement moyen défini dans (3.28) et exprimé dans le repére b, et e; = [1 0 0]7.
Pour plus de détails sur les expressions de d et dr utilisées dans (3.104), le lecteur
est renvoyé aux références (81, 84]

3.3.2 Variation de I’énergie cinétique

L’énergie cinétique de la poutre est définie par :

L oy = L Lp(o™) " v dry (3.105)

otl, p est la densité de masse, v™! est la vitesse d'un point matériel m dans un référentiel

inertiel I. L’énergie cinétique par unité de longueur est donc :

K = 5 Co(o™)" ™) (3.106)

La vitesse v™! d’un point matériel m dans le référentiel inertiel I peut étre exprimée
en fonction de ces deux vitesses linéaire (V') et angulaire (£2) mesurées dans B par :
o™ =V 4+ Q¢ (3.107)
ou,
V =C(v+ 4+ &u)
N _ (3.108)
Q=-CC+CwC

v est la vitesse linéaire de l'origine du repére b (i.e. du point de ligne de référence),
mesurée dans b et w est la vitesse de rotation du repére b dans le référentiel I et

mesurée dans b.
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En indroduisant la masse par unité de longueur, le moment d’inertie et le moment

d’inertie quadratique de masse définis par :

p=~<py
pé = Lp&) (3.109)
I={p("EA—€€7))

la densité de I’énergie cinétique peut étre écrite sous la forme :

1 ~_
K= 3 (LVTV —2uQ"VE+ QTIO) (3.110)
avec,
ip+i3 0 0
I=1| 0 i iy (3.111)
0 log 2

ou, Iy = J p x§ dzodxs , 13 = J p :Eg dzodzrs et 193 = J p xox3 dredrs.
S S S
sont des moments quadratiques de masse.

A présent, nous pouvons définir les moments cinétique et angulaire noté P et H res-

pectivement comme suit :

P (%) -slr-a0)

. X (3.112)
H = <6K> =1Q+ pév

o

Pour pouvoir écrire I'expression de la variation de 1’énergie cinétique par unité de
longueur, il faut définir les variations de la vitesse linéaire §V et angulaire 62. On

démontre dans [81, 84| les expressions suivantes :

SV =dq" —5q 1 — 50"V

L (3.113)
5Q = 5T — 5" Q)

81



Chapitre 3. Modéle dynamique non-linéaire des poutres

Par conséquent, la variation de I'énergie cinétique par unité de longueur est :

K = oY'P+6kTH
- (@T 50— @W) P+ <5TpT - @Tﬁ) H (3.114)

3.3.3 Travail virtuel

On consideére que 'effet du gauchissement sur le travail virtuel des forces de volume
et des forces de traction surfaciques est négligeable. Le travail virtuel des forces et des
moments distribués appliqués par unité de longueur, notés par f et m respectivement,

est donné par :

L
SW =f <(ETf + (%Tm>dx1 (3.115)
0

3.3.4 Equations de mouvement intrinséques

A présent nous pouvons écrire la formulation variationnelle en appliquant le prin-

cipe d’Hamilton :

to L . .
ff{(@T_—q%_wv)m(w_m%)g
t1 0
@y - a R s |- )" - a0k |

+ <@Tf + @Tm> }dxldt

L t2 to o o R
- f <5q Py (szﬁ) dz, — J (5q TF oy &pTM)
0 t1 t

1
o, les quantités a droite avec chapeau () représentent les valeurs discrétes des condi-

L
dt (3.116)
0

tions aux limites des force, moment, moment cinétique linéaire et moment cinétique

angulaire.
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Aprés Uintégration par partie de ’équation (3.116) on obtient

to Li - . -
JJ(SqT{(F’JrKFJrf—P—QP)
t1 0
+57bT[M’+f(M+(e"1+a)F+m—H—QH—x7P]}dxldt
“l—=r( =T 7
:f léq (P—P)+5¢ (H—H)] dxq
0 t1
to o . o R
—J [5qT(F—F)+5wT<M—M)]
t1

a partir de cette équation (3.117), les équations d’Euler-Lagrange nous donne les équa-

t2

L

dt (3.117)
0

tions de mouvement intrinséques :

F'+KF+f =P+QP
N L N (3.118)
M+EKM+ (&1+5)F+m = H+QH+ VP

3.3.5 Equations constitutives

Les variables dans les deux équations de mouvement sont liées entre elles par deux
équations constitutives linéaires. La premiére concerne la matrice de rigidité S, vue

dans (3.94), et peut étre écrite sous la forme :

F U Vv
- Los? (3.119)
M vt W K K
La deuxiéme équation constitutive concerne la matrice masse M reliant les moments

cinétiques avec les vitesses généralisées. Elle est définie comme suit :

P G K| |V 1%
- - M (3.120)
H KT 1|]|@ Q

avec, G = pA (A est une matrice d’identité 3 x 3) et les matrices I et K sont définies

dans (3.111) et (3.109.b) respectivement. L’équation (3.120) peut étre écrite sous la
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forme :

( A B 7 )
P H 0 0 0 Hxs —HTo %
Py 0 w 0 —pzz O 0 Vs
P 0 0 z 0 0 V

Y = S ¢ (3.121)
H1 0 —,UJi’g ,ui‘g f]g + I.]3 0 0 Ql

H2 [}J[f‘g 0 0 0 Iig ﬁ23 QQ

\Hg) _—/L.f'g 0 0 0 IEI23 IEI3 ) \Qg)

3.3.6 Equations cinématiques intrinséques

La formulation, (3.18, 3.19, 3.20), est complétée par des équations cinématiques
reliant les déformations aux déplacements et la matrice des cosinus directeurs, qui

peuvent étre obtenues suite & une écriture matricielle des équations (3.29) donnant

[84]

v = Ceg +u' + ku) — e

. S (3.122)
F=—-CCT+CrCT—k

avec C =CB k=K —kete =[001]7.

Les équations cinématiques intrinseques sont obtenues par l’élimination des va-
riables de déplacement et de rotation des équations des déformations généralisées et

des vitesses généralisées [83, 84]. Elles sont définies par :

VI+ KV + (6 +9)Q = 4

’ (3.123)
QO+ KQ = i

L’avantage de ces deux équations est qu’elles vont permettre d’établir des lois de
conservation en temps et en espace et des schémas d’intégration simplifiés [83]. La for-
mulation est maintenant compléte, elle est intrinséque et géométriquement exacte. Elle
regroupe les deux équations de mouvement (3.118), les deux équations cinématiques

(3.121) et les équations constitutives (3.119) et (3.120).
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3.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons présenté la théorie non-linéaire des poutres anisotropes
dévelopée par Hodges et ces collaborateurs, qui est composée de deux grands volets :
L’analyse de la section transversale (2-D) qui est basée sur la MAV et la technique d’es-
timation des grandeurs prépondérantes permettant de faire la réduction dimensionnelle
et la formulation intrinséque et géométriquement exacte gouvernant le comportement
dynamique d’une poutre. Cette formulation est constituée principalement des équa-
tions de mouvement, des équations cinématiques et les équations constitutives et tire
profit des résultats obtenus de ’analyse de la section transversale. Avant de passer aux
techniques de résolution utilisées dans ce travail, il est utile de synthétiser les équations
vues dans le chapitre précédent.

Le modeéle mathématique, résumé dans le tableau 3.1, est constitué de deux équa-
tions de mouvement. Ajoutant a ces équations aux dérivées partielles, i.e. différentia-
tion par rapport & z; (noté dans le reste du document z) et par rapport au temps ¢,
deux équations constitutives permettant de minimiser le nombre des inconnues. Au fi-
nal, nous avons 8 équations pour 8 inconnues (F'(z, t), M(z, t), V(x, t), Q(z, t), P(x, t),
H(z, t), y(z, t) et k(z, t)). Rappelons que K = k + k ou k est la courbure initiale i.e.
connue, et e; = [1 0 0]T est un vecteur unitaire. Par conséquent le systéme peut
étre résolu. Les équations constitutives servent a remplacer des variables en fonction
d’autres. Les variables F, M, V et 2 sont plus pratiques pour exprimer les conditions

aux limites. Ces variables sont dites primaires et v, k, P et H sont dites secondaires.

Les conditions aux limites

Une poutre de longueur L est conditionnée dans ces deux bouts. Des conditions
aux limites peuvent étre imposées soit sur les forces et moments appliqués soit sur les
vitesses linéaires et angulaires, qui traduisent les conditions aux limites des déplace-
ments et des rotations. Dans le cas d’une poutre rotative encastrée a 1'origine, d’autres
conditions aux limites ont été étudiées dans [159, 160]|. On choisit donc, de limiter les
vitesses au niveau de la racine (z = 0) notées VO et QY et de limiter le nombre de
chargement dans le bout de la poutre notés F© et ML,

Au bout (x = L), FL et ML sont la force et le moment appliqués. A lorigine

(x = 0), les vitesses V? et Q° sont nulles si le rayon du moyeu de fixation est nul.
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Table 3.1
Modeéle mathématique de Hodges pour la dynamique des poutres

Les équations intrinséques

F+KF+f =P+QP
M +EKM+ @ +3)F+m = H+QH+ VP
V4 KV +(E+9)Q = 4
O+ KQ = &

Les équations constitutives

F B U Vv v
M v W | &
P G K V
H KT 1 Q

Les conditions aux limites

Poutre encastrée-libre, en mouvement de rotation et ex-

citée dans son bout

V(0,t) = V°
00, t) = Q°
F(L,t) = F*
M(L,t) = M*
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Introduction

La premiére partie de ce manuscrit a été consacrée aux traitements de la dyna-
mique des poutres d’une maniére générale. Nous nous intéressons dans ce travail aux
vibrations non-linéaires libres et forcées de poutres en mouvement de rotation. Les
vitesses de rotation sont considérées constantes (ou stationnaires). Les sections trans-
versales sont uniformes le long des poutres. Elles peuvent étre initialement tordues et
courbées et peuvent aussi subir de grands déplacements. Pour tenir compte de tous
les éléments précédents, un traitement spécifique des développements mathématiques
introduits au chapitre précédent sera proposé. La premiére section est dédiée aux mé-
thodes de discrétisations en espace et en temps pour pouvoir résoudre le probléme dans
le domaine fréquentiel tout en spécifiant les conditions aux limites. Cette forme de dis-
crétisation spatio-temporelle, qui est valable pour ’étude des vibrations non-linéaires

libres et forcées, va nous permettre de déterminer une fonctionnelle avec un vecteur
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des coordonnées généralisées et en ayant comme parameétre la pulsation de vibration
de la poutre. Dans la deuxiéme section, nous allons voir les relations permettant de
calculer les déplacements et les vitesses d’un point spécifique a partir d’'un vecteur de
déplacement généralisé. La troisiéme section sera dédiée aux techniques de calcul des
propriétés élastiques et inertielles, i.e. matrices de rigidité et de masse, découlant d’une
analyse de la section transversale. Finalement, avant d’aborder la dynamique nonli-
néaire des poutres rotatives, nous allons voir, a travers des exemples traités dans la

littérature, une analyse statique de deux poutres une isotrope et ’autre en composite.

4.1 Discrétisation spatiale et temporelle

Dans la dynamique des structures, les équations d’équilibre sont généralement des
équations aux dérivées partielles en espace et en temps. La résolution de ces équa-
tions nécessite en premier lieu une discrétisation dans l'espace pour les transformer
en équations différentielles en temps. Pour les équations intrinséques gouvernant la
dynamique des poutres, cette discrétisation peut se faire par la méthode des éléments
finis (MEF) dans son ordre faible dite 'version A’ [169], ou par des séries de fonctions
dites 'version p’ [135], ou par une combinaison de la MEF et des séries de fonctions
dite 'version hp’ [136]. On démontre dans [135] et [136] que 'approximation de Galer-
kin en utilisant les polynémes de Legendre est plus fiable que les autres techniques et
qu’avec un petit nombre de fonctions la solution converge rapidement vers la solution
théorique relativement a la méthode des éléments finis. La MEF est plus adaptée pour
les poutres présentant des discontinutés et des changements dans les propriétés de la
section transversale. Une discrétisation dans I'espace et dans le temps par la méthode
des différences finies a été proposée dans [73, 74].

Dans ce travail, les poutres traitées ont des sections uniformes le long de la poutre.
A cet effet, la discrétisation spatiale sera faite par I'approximation de Galerkin avec
les polyndémes de Legendre. Cette approximation est compatible avec le principe de

I’énergie consistante, que 1’on précisera ultérieurement.

4.1.1 Approximation de Galerkin

La méthode de Galerkin fait partie des méthodes des résidus pondérés telle que
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la méthode de Rayleigh-Ritz utilisée pour la résolution des équations aux dérivées
partielles. Dans la dynamique des structures, ce sont des équations de mouvement en
fonction de I'espace et du temps. Les variables sont exprimées par une somme de fonc-
tions de comparaison qui vérifient les conditions aux limites. Une variable w(zx, t) est

exprimée sous la forme :
n

w(w, 1) = > ®i(w) a(t) (4.1)

i=1
®;(x) sont n fonctions spatiales indépendantes, appelées fonctions de comparaison et
¢i(t) sont les variables généralisées correspondantes. Le choix de la forme et du nombre
des fonctions de comparaison est crucial pour avoir une solution précise. Dans ce qui
suit nous allons voir deux approches de I'approximation de Galerkin, I’approche stan-
dard utilisée généralement dans la résolution des équations différentielles et ’approche
basée sur un bilan d’énergie ou les fonctions de pondération sont cohérentes avec le
principe de conservation de I’énergie. Cette derniére approche est celle adoptée dans

ce travail.

4.1.1.a Critére d’approximation de Galerkin

Une approximation conduit systématiquement & un résidu noté R(w, x). On consi-
dére n fonctions de pondération W, () dites aussi les fonctions test. Une approximation
de Galerkin standard, telle que I'on peut la trouver dans la littérature, est basée sur
I'hypothése que R est orthogonal & W, () et par conséquent I'intégral du résidu pondéré

est nul :

L
f U, Rdx =0 (4.2)
0

ou, par définition, 'orthogonalité de deux fonction f(z) et g(z) sur un domaine [a b]
est définie par SZ f(z)g(x)dx = 0, et le domaine d’intégration pour une poutre de

longueur de longueur L est défini par [0 L].

Dans la méthode de Galerkin, les fonctions de pondération coincident avec les

fonctions de comparaison, i.e. :
Ui(z) =Q(x), i=1,2,...,n (4.3)

A partir du critére (4.2), on obtient n équations différentielles ordinaires en temps
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seulement aprés 1’élimination de la dépendance de 'espace par intégration. La résolu-
tion de ces équations différentielles permet de déterminer les fonctions ¢;(t). Lorsque
le nombre des fonctions de comparaison/pondération n tend vers l'infini, il se trouve
que le résidu R doit étre orthogonal a une infinité de fonctions indépendantes et cela
ne peut se faire que si le résidu lui méme tend vers zéro et c’est ce qui démontre la
convergence de la méthode de Galerkin. Cela permet de dire aussi que plus le nombre

de fonction de comparaison est grand plus la convergence est bonne.

La méthode de Galerkin est utilisée dans les systémes conservatifs avec des opéra-
teur auto-adjoints (symétriques) et dans les systémes non-conservatifs possédant des

opérateurs non-auto-adjoints (asymétriques) [115].

4.1.1.b Approximation basée sur un bilan d’énergie

La précision de la méthode de Galerkin dépend principalement du choix des fonc-
tions de pondération qui jouent en méme temps le role des fonctions de comparaison.
Dans ce qui suit nous utilisons seulement la terminologie de fonction de pondération.
Dans cette section nous allons voir comment choisir des fonctions de pondération co-

hérentes avec le bilan d’énergie d'une poutre en mouvement.

Considérons la pondération des équations aux dérivées partielles intrinséques et

des conditions aux limites résumées dans le tableau (3.1) :

L
f { VT[F'+f(F+f - P—QP]
0

+QT[ ’+I~(M+(€1+§)F+m—H—§H—X7P]
FT\V' + KV + (6, +9)Q — y] + MT[Q’+KQ—/<;] }dx
— F(0, t)7 [V(o 1) — vO] ~ M(0, t)T[Q(O, ) —QO]
~ V(LT F(L, ) = F| = o, o [ M, ) - M5 =0 (44

L’expression (4.4) peut étre réduite suite a I'intégration par partie des deux termes

VTF et MTC) comme suit :

L L , , L L
f {VTF’ + MTQ’}dm = f { ~V'F - M" Q}dx + VTF‘ + MTQ‘ (4.5)
0 0 0 0
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En remplagant ces termes dans (4.4) on obtient I'expression réduite suivante :

L

LL [VTP + QTH] de + L [FTy + MT/%] d

— JL [VTf + QTm} dx

0
VL, o7 Pr oL, o7 Mk

—F(0, TV — M(0, t)TQO] —0 (4.6)

Interprétation physique

Pour pouvoir interpréter 1'équation (4.6), on introduit les expressions des taux de
changement de I’énergie cinétique T , de I’énergie potentielle U , de la puissance due aux
travail des forces distribuées P¢*! et de la puissance due aux conditions aux limites y
compris les forces concentrées appliquées aux limites (& x = 0 et x = L), notée P. En

premier lieu, cherchons les taux de changement des puissances cinétique et potentielle :

T T .

1 (L |v G K| |V : Ly G K| |V
T:_J dxstj . pdz (4.7)
2 o | O KT 1 QO

T r T N

1t U Vv . L U Vv )
Uz—J K 7 d:)::>U=J K T s (4.8)
0o |k vt W\ |k 0o |k v W | &

ce qui permet d’écrire :

T = r (VTP + QTH]|dz (4.9)

L
U = f [F"4 + M"k| dx (4.10)
0

Le taux du travail des forces et moments distribués, puisqu’il s’agit des forces/moments

multipliés par des vitesse, est défini par :

. L
wert = f [VIf+Q"m]|da (4.11)
0

91



Chapitre 4. Techniques d’aide a la résolution du probléme

Finalement le taux des travaux di aux conditions aux limites (y compris Veffet des

forces concentrées appliquées aux limites) est défini par :
W =V(L, )TF* + Q(L, )T MY — F(0, t)"V° — M (0, t)TQ° (4.12)

A cet effet, I’équation (4.6) représente un bilan de conservation de ’énergie qui
stipule que le taux de changement de ’énergie totale est égal aux taux des travaux

subits par la poutre, i.e. :

T+ U =Wt 4 Wl (4.13)

Par conséquent, l'approximation de Galerkin appliquée aux équations intrinséques

(3.118, 3.123) fournira une meilleure solution numérique.

Approximation

Considérons que les variables primaires F, M, V et € sont approchées par les séries

suivantes :
F(z, t) = Z Fi(z) fi(t)
M(z, t) = i M; () my(t)
- (4.14)
Vi 1) = ) Vila)u (o)
Qz, t) = Zn: Qi(z) wi(t)

~
Il
—_

Chacune de ces variables est constitée de 3 composantes, d’ou Fj(x), M;(z), Vi(z)
et Q;(z) sont des matrices diagonales (3 x 3) et fi(t), my(t), v;(t) et w;i(t) sont des

vecteurs (3 x 1). A titre d’exemple F(z, t) peut étre développée sous la forme :

Fi(z, t) | Fu@) 0 0 Fual®)
Fy(z, 1) =Z 0  Fu(z) 0 Failt) (4.15)
F3(x, t) = 0 0 Fy(x) fi()

Afin de simplifier la procédure d’approximation de Galerkin, on définit un vecteur

de coordonnées généralisées en temps ¢(t) composé de ¢;(t) tel que :
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Fla, 1) = ) @ @)a(t), ®f (z) = [Fi(z) 0 0 0]
M(z, t) = > &M ()qi(t) . oM(x) = [0 Mi(z) 0 0]
=1 (4.16)
Vie, ) = 3, @ ()ait) . o (z) = [0 0 Vi(z) 0]
e, 1) = 3, 20 @a(),  ®Ma)=[00 0 Q)]

ow, ¢;(t) = [f;(t), my(t), vi(t), wi(t)]" et par conséquent, le vecteur des coordonnées

généralisées total ¢(t), de dimension (12n x 1), s’écrit sous la forme :

Q(t) = [(h(t): QQ(t>7 B Qn(tﬂT =

[f1<t>? ml(t)ﬁ Ul@)? wl(t% T fn(t)’ mn(t)v vn(t)> wn(t)]T (4'17)

L’introduction de ces approximations dans 1’équation (4.6) donne :

L
0 :f { @kVT[GCDZV+K<I>?]qi+®XT[—®f'—k¢f]qi—d>ZTf

0

+ o/ [3XGDY + KDY) — (STOF + TOM)PF ] Gid;

+ 02" [KTY + H@?]qi + <I>,?T[ oM oM éléf]qi —o?"m

+ 0" :é?(K%jV +109) + Y (GTDY + KO?) — (STOF + TOM) M
~(RO] +S07)0! | g

+ cbfT[Rcbf + S@f”]cji + <1>£T[ — 3V keY - élcb?]qi

+ of ' — (§TOF + TOM )@Y — (RIT + SO1)0f |qig;

+ 0T |STOF 4 ToM |G + @] - B — ko?|gi +

o[ - 7O + T80, s
- o ()2} )] + 2 OV - 2} (0)| 82(0) | i + 2} (0)0°
+ ol ()| of (D) | — o ()P + o (1)| @ (L) |0: - " (L) M*
(4.18)
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En utilisant la notation d’Einstein, cette équation (4.18) peut étre réorganisée sous

une forme abrégée :
Awiq + Briq + Crijq - q + Di + fr +my. =0 (4.19)

ol, q est le vecteur des inconnues décrit dans (4.17) et les différents tenseurs sont

définis par :
L 7 T
A = f { o) |GOY +Kq>?] + @ [KT@Y +M>?]
. _
+of "[RO + 50| + 0} [0 + T} | }dx
L T / ~ oT / ¥
B,ﬂ.zj { of | - of — kel | + o[ - 02— kel — &0 |
. _
+of " oV — faY — élcbg] + <1>MT[ of — ff@?]] }dx

—a8"(0) [@X(o)] — oM (0) [<I>§3<0)]
rol ()| ef ()] + o (1) @l (1)
o/ BX(GOY + KeP) — (ST + To)of |
+o | BHKTDY +197) + BY (C7} + Ka) — (5T0F + T2})2)’

- (RT + 5010 |

+oF T[ (STOF + TOM)DY — (RDF + S@M)cpﬁ]

+<I>,Q4T[— (STOF + ﬁ?)@?]}dx

D, = OOV + oM (0)Q° — oY (L)L — 2T (L) M~
L
fi = J { - @XTf}dx
0
L T
my = J {—@? m}dx
0

Fonctions de pondération

(4.20)

Il faut maintenant définir les fonctions de pondération/comparaison pour pouvoir

traiter numériquement la fonctionnelle (4.19). Ces fonctions de pondération doivent
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répondre aux points suivants : orthogonalité, satisfaction des conditions aux limites
et la possibilité de fournir une solution statique. Parmi les solutions qui peuvent étre
adoptées, les polynomes de Legendre décalés constituent une trés bonne opportunité du
fait de leur formule générique simple et par conséquent leurs simplicité d’intégration.

Ils sont orthogonaux sur 'interval normalisé défini par :

x
T =— 4.21
7= (1.21)
Dans ce travail, ces fonctions de pondération/comparaison sont définies par :

F =vFp(z), VF=[1000]
M =vMp(z), VM =1[0100]

(4.22)
dY =vVp(z), ¥ =[0010]
o =V'p(z), Y¥=[000 I]

ou, P; sont les polynémes de Legendre définis par les formules récursives suivantes [3] :

P =1
P =21 (4.23)
P (2(k=2)+1)(2z = 1)Pym1 — (k — 2) Py

. —

k—1
L’orthogonalité des polynémes de Legendres décalés est définie par :

1
_ _ 1
L P(z) P(z)dx = 25+ 1 0ij (4.24)

Les polynomes orthogonaux de Tchebychev constituent une autre alternative, mais

ceux de Legendre adoptés pour ce travail sont plus simples & manipuler.

4.1.1.c Poutres a section uniforme avec courbure et chargement constant

Les poutres considérées dans ce travail ont des géométries (sections, courbures)
constantes le long de leur ligne moyenne. Les chargements extérieurs sont également

considérés constants. Pour ce cas spécifique, les tenseurs décrits dans (4.20) sont sim-
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plifiés sous la forme suivante :

Al

By

Chij

Dy,

Jr

ou,

T { wy’ [@\IJX + K\y?] + \II%T[KT\I/Y + MJ?]

+ \IkoT[R\I/f + S\I/,.M] + \IJ,QJT[ST\I{ + T\I/ZM] }

7 { R T T ww}

d
Iki

70 | - Ml - wi e

{ —OVTRUE w2 (R 46 OF) — UET (Y 4 6 00) — uM T/%xp?}

7 [ el + utel|

7,

kij

{ T [BGYY + K — (STUF + THI ) |

(4.25)

(4.26)

+ W[ GXRTGY 4+ TU2) + Y (GTWY + KUP) — (STUF + TwM)u

L
—(RY + UMW)

+ f| = (STOF 4 T Y — (RUT + SUM)w?|

cu | - (ST ﬁg’wy'}
[Ty g TQO] + I,f[ VTR quTML]

']

\Ilng]

Z; sont des intégrales d'une fonction simple.

T et Z¢4 sont des intégrales d’un produit de deux fonctions.

T}i; des intégrales d'un produit de trois fonctions.

TV et Z1 représentent les valeurs de Py(z) enz =0et x = L

T30 et TWL représentent les valeurs du produit Py(x)Pi(z) en x = 0 et x = L
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Ces constantes sont définies comme suit :

Z; :J; Py.(x)dz = Lj; P.(z)dz
7 :J; Pu(2)P,(2)dx iy J; Pu(7)Py(7)dz
7 — [ Po)P/()de - | n@P/@a
Jo 0 (4.31)
T, - | A@R@REE - 1| P@RE@REE
7 = PR0), i = P(D)
IV —RORO), T - R(DP(L)

La détermination des coefficients (4.31) permet de calculer des tenseurs coefficients
exprimés dans les équations (4.25 - 4.30). Pour une courbure initiale uniforme, les
tenseurs Ay, et Cp;; sont uniquement fonctions des matrices de rigidité et de masse
de la section transversale. Le tenseur By; est indépendant de ces matrices. L'effet des
conditions aux limites se manifeste seulement dans le vecteur D;. Par conséquent la
résolution de la fonctionnelle (4.19) repose principalement sur la détermination des

matrices de rigidité et de masse.

4.1.2 Méthode de I’équilibrage harmonique

La méthode de I’équilibrage harmonique est une technique couramment utilisée
dans la litérature pour 'analyse des systémes vibrants dans le domaine fréquentiel
[17, 109, 110, 150]. L’excitation considérée est une force concentrée, harmonique et

appliquée au bout libre de la poutre exprimée sous la forme :

FE(t) = Fycoswt (4.32)

En conséquence, la réponse est supposée périodique et peut étre discrétisée en série de

Fourier tronquée sous la forme :

H-1

q(t) = Z (qj cos jwt + qj sin jwt) (4.33)
=0
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o1, H est le nombre d’harmoniques, g.; et g; sont les nouvelles inconnues a déterminer
et w est la pulsation d’excitation du systéme. Cette expression (4.33) est reportée dans
I'équation (4.19) et on équilibre les coefficients des cosinus et des sinus. Suite & cet

équilibrage, un nouveau vecteur inconnues (q) est défini :

q=1le" " & ¢ agm T " (4.34)

L’équation d’équilibre (4.19) est réécrite dans le domaine fréquentiel sous la forme :
R(q,w) =wAq+Bg+Cq-g+D=0 (4.35)

ou, les matrices A, B, C et D sont dérivées a partir des matrices Ay;, By, Crij et Dy.

Par exemple pour trois harmoniques, i.e. H = 3, le vecteur de déplacement généralisé

q(t) est donné par :

q(t) = q5 + ¢fcoswt + ¢jsinwt + g5cos2wt + g sin 2wt (4.36)

Ce vecteur peut étre écrit sous forme matricielle définissant le nouveau vecteur incon-

nues q :

a=[a" " " 5" )" (4.37)

Le produit By;q est réécrit sous forme matricielle :

(B, 0 0 0 o | [
0 By 0 0 0 ¢
Buig = Bg=| 0 0 By 0 0 @ (4.38)
0 0 0 By 0 0
0 0 0 0 Bu| | & ]|

La matrice A est obtenue aprés la dérivation de I’équation (4.36) par rapport au temps.
Le premier terme est constant et a une dérivée nulle. Par conséquent, le produit A;;q

aura une autre disposition :
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0 0 0 0 0
0 0 A; 0 0

A=10 -A,; 0 0 0 (4.39)
0 0 0 0 2A4
[0 0 0 —24s 0 |

Comme le produit Cyi;q.q est quadratique en g, il faut déterminer en premier
lieu la représentation matricielle de Cg, qui peut étre obtenune par un équilibrage

harmonique du produit de deux vecteurs ayant le méme ordre d’harmoniques :

Crij(a§) Crij (%) Crij (%) Crij (%) Cuij(%)
Crij(¢5) Crij(a5+2) Crij(%) Crij (%) Crii(%)
0= | (@) Cri(%)  Crijla5-%) Crij(—%) Criy(%) (4.40)
Crij(05) Cri(3)  Crig(=%)  Crij(§) 0
| Chig(@) Cui(3)  Cu(B) 0 Crij(a6) |

La premiére composante du vecteur D concerne la partie constante de Dj, donnée par les
conditions aux limites. La deuxiéme partie est liée a ’amplitude Fjy de I’harmonique d’exci-

tation FL(t) = Fycoswt , et le reste des composantes sont nulles.

Qi
I
[a)

(4.41)

Dans le cas des vibrations libres, I’'amplitude de la force d’excitation est posée nulle, e.i.
Fy = 0. La poutre peut également étre sollicitée avec une force distribuée ou un moment
distribué. Au lieu de Fjy dans I’équation (4.41) on met fi ou my obtenus & partir de (4.29)
et (4.30).

La fonctionnelle finale (4.35) est une équation algébrique avec § comme inconnue et la
pulsation w comme paramétre. Cette fonctionnelle peut étre traitée maintenant avec les mé-
thodes de continuation définies précédement dans le chapitre 2. Dans ce travail nous avons

choisi d’utiliser deux techniques : la méthode pseudo-longeur d’arc (PLA) et la méthode
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asymptotique numérique (MAN) avec ses deux versions en utilisant les développements en
série et les fractions de Padé. Elles seront détaillées dans les chapitres 5 et 6 dédiés aux vi-
brations libres et forcées non-linéaires tout en montrant les spécificités de chaque cas traité.
Dans le chapitre 6, une étude comparative est menée entre ces deux méthodes de continuation
en terme de précision et temps de calcul.

Le resultat de ces calculs est représenté par la variation du vecteur de déplacement généra-
lisé @ en fonction de la pulsation w. Cependant, pour étudier les poutres, on fait généralement
référence aux déplacements du point du milieu pour les poutres avec double encastrements
ou avec double appuis simples, et aux déplacements du bout de la poutre pour les poutres
encastrées-libres. La section suivante montre la méthode de calcul des déplacements et des

rotations des sections transversales & partir du vecteur de déplacement généralisé.

4.2 Calcul des déplacements

Nous avons déja mentionner dans le chapitre 3, que les équations d’équilibre sont intrin-
séques, i.e. indépendantes des variables de déplacements et de rotation. Cependant, une fois
calculées les déformations généralisées, les déplacements et les rotations peuvent étre déter-
minés & partir des équations cinématiques (3.122). Les expressions les plus simples de ces
équations sont obtenues dans le repére (b) comme suit :

' +ku+e —CTler+4)=0
~ ~ (4.42)
C'+(kR+k)C—-Ck=0
La forme de ces équations nécessite une discrétisation spaciale suivant la coordonée axiale

x. Par conséquent, les déplacements et les rotations sont obtenus, dans un repére inertiel (a)

par :
Uny1 = [CEBT (v, + e1) —er]dl + uy,
can, _ (A, Fn +ha\ T (A Rtk aB (4.43)
Tl 2 di 2 n

avec, C28 = (CB, + C4P) /2, F, = (Knt1 + kn)/2, A matrice identité (3 x 3 ) et dl le pas

de discrétisation suivant x.

La formule discrétisée des équations (3.20, 3.96) permettant d’avoir le vecteur position

de la ligne de référence a I'état défomé calculé dans le référentiel a est exprimée par :

Roi1 + tns1 = Ry + up + CEB (7, + e1)dl (4.44)
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Ces formules peuvent étre utilisées & 1’état initial non déformé, en éliminant les déformations,

permettant de décrire la géométrie initiale en présence d’une courbure initiale :

A kBN Ak,
- (305) (35w
a2 dl -~ 2 (4.45)

Th+1 = Tp + égb e1 dl

Les orientations de la section transversale sont obtenues a partir de la matrice des cosinus

directeurs.

4.3 Analyse de la section transversale

La formulation intrinséque décrite dans le chapitre 3 est basée principalement sur les
équations constitutives (3.119, 3.120) et par conséquent sur les matrices de rigidité et de
masse, appelées les constantes élastiques de la section transversale. Dans le cas des poutres
isotropes avec des sections transversales prismatiques, ces constantes élastiques peuvent étre
déterminées analytiquement. Dans le cas ot la ligne moyenne passe par le centre de gravité
des sections transversales le long de la poutre, les matrices de rigidité et de masse sont
diagonales. L’expression analytique de la matrice de masse est déduite de la matrice exprimée

dans (3.121).

pw 0 0 0 0 0
0 pu O 0 0 0
Mmoo |00 000 (4.46)
0 0 0 12413 0 O
0 0 0 0 ig 0
[0 0 0 0 0 i3]
Cependant, la matrice de rigidité est exprimée par :
[ EA 0 0 0 0 0 |
0 kGA 0 0 0 0
S - 0 0 kaGA 0 0 0 (4.47)
0 0 0 GJ 0 0
0 0 0 0 FEl»p 0
| 0 0 0 0 0 FElss |
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ou, A, Ir, I3z et J sont les caractéristiques géométriques et inertielles de la section transver-
sale. E/ et GG sont les caratéristiques du matériau. k1 et ko sont les coefficients de cisaillement,
pour une section rectangulaire on prend la valeur 5/6.

Dans le cas général ou les sections transversales peuvent avoir une géométrie arbitraire
avec des matériaux non homogénes et anisotropes, on fait recours a la solution numérique,
i.e. la méthode des élements finis, pour résoudre ce genre de probléme. Ce choix naturel est
adopté dans les deux codes commerciaux d’analyse des sections transversales des poutres
VABS et BECAS.

Le premier code VABS, Variational Asymptotic Beam Sectional Analysis, dévelopé au
niveau de Georgia institute of technology, Georgia-Tech, par Hodges et ces collaborateurs,
[48, 49, 84, 141, 184, 185]. Il est implémenté en Fortran. Le deuxiéme code BECAS, BEam
Cross section Analysis Software, dévelopé au niveau de DTU Mechanical engineering du Da-
nemark par Blasques et ses collaborateurs [35, 36]. Il est implémenté en MATLAB. Ces deux
codes sont en développement jusqu’a présent et ils ont été de plusieurs travaux de validations
avec les méthodes analytiques et les codes commerciaux de conception assistée par ordinateur
(CAO) 3D tels que ANSYS, NASTRAN et ABAQUS. [36, 184, 185].

Dans le cas général, la section transversale est discrétisée en éléments finis. Chaque élé-
ment doit étre homogéne dans son domaine et par conséquent il ne doit pas étre positionné
dans l'intersection des couches, tout en regroupant deux couches en méme temps. L’élément
fini isoparamétrique & huit nceuds est I’élément le plus précis, du fait de I'interpolation quadra-
tique utilisée dans chaque coté permettant de discrétiser efficacement les frontiéres courbées.
Pour discrétiser les couches & petites épaisseurs ’élément isoparamétrique & six nceuds est le
plus efficace, tout en disposant sur le coté des deux nceuds dans le sens de ’épaisseur. Ceci
fait I'objet de la premiére étape des codes de calcul cités auparavant, dite maillage de la sec-
tion transversale. Un maillage d’une section transversale simple peut étre fait manuellement
mais une section transversale complexe nécessite 'intervention d’un générateur de maillage
tels que ceux équipant les codes CAQO.

Dans ce qui suit, nous donnons une bréve description sur les principales notions et les
étapes de calcul faites dans un code d’analyse des sections transversales des poutres, tel que
le code VABS [48, 49], qui est basé sur une discrétisation par les éléments finis. Les éléments
isoparamétriques sont généralement les éléments les plus convenables pour une géométrie ar-
bitraire |22, 91].

Pour ces éléments finis isoparamétriques et parallélement aux coordonnées curvilignes
(éventuellement cartésiennes) xo et x3, il y aura des coordonnées naturelles liées & chaque

élément £ et n et dont leurs domaines de définition est [—1, 1].
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4.3. Analyse de la section transversale

Les coordonnées x5 et x3 sont définies & l'intérieur de chaque élément fini par :

ng
Ty = Z N; w9,
i=1
- (4.48)
vy = >\ N; a3
i=1

oll, ng est le nombre de nceuds par élément, N; sont les fonctions de formes. Ces équations

d’interpolation peut étre réécrites sous forme matricielle :

x2

X = —NX (4.49)
€3
ou,
N — 1 2 3 4 ng (450)
Nl N2 N3 N4 ce Nnd
et,
XZT _ 21 22 23 24 2"d (451)
xr3, I3, X33 T3, - x3nd

La figure (4.1) montre les systémes de coordonnées isoparamétriques et globales utilisés,
la numérotation des noeuds et la position des points d’intégration de Gauss pour un élement

isoparamétrique & huit noeuds.

x3

Y

X2

Figure 4.1 Systémes de coordonnées global et isoparamétrique, position et
numérotation des noeuds et position des points d’intégration de Gauss pour un
¢lement isoparamétrique a 8 noeuds.
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Les fonctions de forme utilisées dans la dérivation de ’élement isoparamétrique a 8 nceuds

" Nu(Em) = S0 = €)1 =)~ (Vs + No)
Ny(, n) = 3(1+€)(1 =) = 5(N5 + No)
Na(,m) = {(L+ )1 +1) = 5(No + Vo)
Ni(€, ) = %(1—5)(1 +a) = (N + Ny) .
N5 (&, m) = 5 (1= €)1 =)
No(&, m) = 501+ 61— )
Ne(gm) = 51— €)1+ )
Nu(&, m) = 51— (1 — )

Les fonctions de formes utilisées dans la dérivation de I’élement & 6 nocuds peuvent étre obte-
nues a partir de I’équation (4.52) en éliminant N7 et Ng. On peut utiliser la méme technique
dans la dérivation de I’élement & 4 nceuds

Les matrices de rigidité finales s’obtiennent a partir de I’assemblage des quantités expri-
mées dans (3.59), donnant une matrice de rigidité Sjx4, ou de l'assemblage des quantités
(3.73), permettant de calculer les quantités (3.93) et donnant lieu & une matrice de rigidité
Sexe- Les composantes de la matrice de masse s’obtiennent en faisant un assemblage des
quantitiés (3.109). L’assemblage de ces quantités se fait pour tous les éléments finis discré-
tisant le domaine, i.e., la section transversale. Chaque élément fini doit étre spécifié par sa
matrice des matériaux Dgyg, autrement dit la matrice relative a la loi de comportement, ainsi
que par les angles d’orientation du stratifié et des fibres.

Dans le repére local de I’élement fini, i.e. sans prendre en compte les orientations du
stratifié et des fibres, la matrice des matériaux notée D,, est symétrique. Elle est obtenue a

partir des relations (3.42, 3.43).

_7711 0 0 Dy 0 Dis |
Dy O 0 0 O
o Dy 0 0 0 (4.53)
Dy 0 Dy
Symeétrique Dss 0
L DGG _
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ou,

D11 = E1(1 — va332) /A

D14 = Es(v12 + v13v32) /A

Dy = E3(v13 + via103) /A

Doy = G12

(4.54)

D33 = Gz

Dy = Ea(1 — vgi113) /A

Dys = E3(rvo3 + v21113) /A

Des = E3(1 — va11v12) /A
avec, E; sont les modules d’élasticité, G; sont les modules de cisaillement, v;; sont les coef-
ficients de Poisson, et

A=1-— V19V21 — V32923 — 21/211/13V32 (4.55)

Afin de prendre en compte l'orientation du stratifié la matrice Dy, doit étre multipliée par la
matrice de passage T' correspondante & I'orientation. La matrice des matériaux finale notée
D est exprimée par :

D=1"'D,, T (4.56)

La figure 4.2 montre l'effet de 'orientation des fibres et la relation entre les deux repéres. La
matrice Dy, est définie dans le repére local du matériau, i.e. initial (y1, y2, y3), par contre la

matrice D est définie dans le repére global de la poutre avant déformation.

Y3

X
V2 N X2

[T

Figure 4.2 Relation entre le systéme de coordonnées global (21, x2, z3) et le
systéme de coordonnées local du matériau (y1, ¥, y3)

y
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La matrice des cosinus directeurs reliant ces deux repéres est :

cos(f1) —sin(61) O
L = |sin(f;) cos(f1) 0 (4.57)
0 0 1

En utilisant I’écriture matricielle (3 x 3), la relation entre les tenseurs de déformations est

exprimée par :

' I'12 I3 i, T2, Tis3,
22 Loy | =L Iy, Tas, | L (4.58)
Symétrique  I'ss Symétrique  I'ss,,

En revenant a I’écriture du tenseur de déformations en vecteur colonne (3.42), on obtient une
relation symilaire a (4.56) :

r=71'r,, T (4.59)

La matrice de passage T est obtenue en faisant la correspondance entre les termes de I' et

L,

[ cos? 6, 2 cos 0 sin 01 0 sin? 6, 0 0_
—cosfysinf; cos?f; —sin? 6, 0 cos 01 sin 64 0 0
0 0 cos 01 0 sinf; O
T = (4.60)
sin? 6, —2cos 01 sin 61 0 cos? 6, 0 0
0 0 —sin 64 0 costy O
i 0 0 0 0 0 1]

Dans le cas de deux orientations successives, celle du stratifié et celle des fibres, on aura
deux matrices de passage 11 et T5. Ces matrices de passage peuvent étre obtenues similaire-

ment que (4.60). La matrice des matériaux dans le repére global est exprimée par :
D=TLTID,, T\ Ty (4.61)

La plupart des termes a calculer et assembler dans les équations (3.59) et (3.73) sont fonctions
de la matrice S des fonctions de formes, définie dans (3.57). Comme le vecteur de gauchisse-

ment a trois composantes, on peut le représenter matriciellement, pour un élément finis a 8
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4.3. Analyse de la section transversale

nceuds, comme suit :

Ny O 0 Ny O 0O -+ Ng O 0
N=]10 N ©0 0O N, O --- 0 Ng O (4.62)
0 0 Ny O 0 Ny .-+ 0 0 Ng
et,
T
V= |:‘/11 ‘/12 ‘/13 ‘/21 ‘/22 ‘/23 T V81 V82 VSg] (463)

Suite au changement de variables, les intégrales sur la surface des termes définis dans les

équations (3.59) et (3.73) sont exprimées par :

Dy = | () vadeda - J fl(-)detJ\/ﬁd&in (4.64)
ou, det J est le déterminant de la jacobienne J défini par :
J=D¢y X (4.65)
la matrice X; est définie dans (4.51) et D ¢, est exprimé par :

D Nie Nae¢ Nze Nig -+ Npge
N/
Nlm NZn N37n N4777 Nndm

(4.66)

avec, Nj¢ = 0N;/0 et N;, = 0N;/on.

L’évaluations de ces intégrales (3.59, 3.73) se fait numériquement en utilisant les points

d’intégration de Gauss.

Exemple 1 : Poutre isotrope avec section transversale carrée

Ce premier exemple montre la convergence des méthodes numériques (codes d’analyse des
sections transversales) appliquées & une poutre isotrope avec une section carrée traitée dans
[184] et présentée dans la figure 4.3. La section transversale a les dimensions 0.5 in. x 0.5
in. subdivisée en 64 (8 x 8) élements finis quadrilatéres a 8 nceuds. Les caractéristiques du
matériaux sont : F = 2.6 x 107 psi et v = 0.3. L’analyse de la section transversale donne la
matrice de rigidité présentée dans le tableau 4.1. Les valeurs qui ne sont pas présentées sont
nulles. Les présents résultats ont une erreure moyenne de 10! relativement aux résultats

analytiques.
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X3

Figure 4.3 Poutre isotrope avec section carrée

Table 4.1
Rigidités d’une section transversale carrée avec matériau isotrope

S Analytique Eq. (4.47) Présent VABS [184]
S11 6.5 x 10° 6.5 x 108 6.5 x 10°

Soo 2.07 x 10° 2.07 x 10° 2.07 x 10°
Sss 2.07 x 10° 2.07 x 10° 2.07 x 10°
Saa 8.79 x 10° 8.79 x 10° 8.79 x 10°
S 1.35 x 10 1.35 x 10 1.35 x 107
See 1.35 x 10° 1.35 x 10 1.35 x 107

Exemple 2 : Poutre isotrope avec section transversale carrée tordue

Cet exemple concerne la méme poutre de I'exemple précédent, mais avec une courbure
k1 = 0.05, i.e. tordue. Avec une subdivision de 64 (8 x 8) élements finis quadrilaréres a 8
nceuds, ’analyse de la section transversale donne la matrice de rigidité présentée dans le
tableau 4.2 en comparaison avec [184]. Les valeurs qui ne sont pas présentées sont nulles. Les

présents résultats sont en parfaite cohérence avec ceux de [37] et [184].
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Table 4.2

Rigidités d’une section transversale carré avec matériau isotrope et courbure initiale

ky = 0.05
S Présent [37] [184]
S 6.5 x 10° 6.5 x 106 6.5 x 106
S 212 x 103 2.12 x 103 2.12 x 103
Soy  2.07 x 106 2.07 x 10° 2.07 x 108
Sy —1.36 x 10> —1.36 x 10> —1.36 x 10?
Sg3 2.07 x 10° 2.07 x 10° 2.07 x 108
Sy —1.36 x 10> —1.36 x 10> —1.36 x 103
Sy 879 x 10° 8.79 x 10°  8.79 x 10°
Sss  1.35 x 10° 1.35 x 103 1.35 x 103
See  1.35 x 10° 1.35 x 10° 1.35 x 10°

Exemple 3 : Poutre orthotrope avec section transversale carrée

Cet exemple concerne la méme poutre carrée de 'exemple précédent, avec a = 0.1 m,
mais cette fois-ci avec un matériau orthotrope. Les caractéristiques du matériaux sont les

mémes que celles utilisées dans [36] :

E; =480 GPa
E2 = E3 =120 GPa
G13 = 50 GPa
(4.67)
G12 = G23 = 60 GPa
v13 = 0.26

V19 = V93 = 0.19

L’analyse de la section transversale donne la matrice de rigidité présentée dans le tableau
4.3. Le maillage est constitué de 64 (8 x 8) élements finis quadrilaréres & 8 nceuds. Les

résultats montrent une bonne cohérence avec ceux de [37].
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Table 4.3
Rigidités d’une section transversale carré avec matériau orthotrope

S Présent [37]

S;1 0.48010°  0.480 10!
Sy 5.039107'  5.039 107!
Sss  4.2011071 4201 107!
Sy 77371074 7.73710°*
Sss  4.0011073  4.001 1073
Ses  4.0011073  4.001 10-3

Dans le reste du manuscrit, des poutres traitées dans la littérature, ont été séléctionnées
pour étudier leurs comportements vibratoires non-linéaires libres et forcées. Pour chaque cas

d’étude nous allons identifier leurs matrices de rigidité et de masse.

4.4 Analyse statique linéaire

Avant de passer a ’étude dynamique des poutres, il est important de vérifier la conver-
gence de ce modéle en statique. Dans ce qui suit, nous allons étudier le comportement statique
d’une poutre isotrope a section rectangulaire et d’une poutre-caisson en composite. Ces deux
exemples ont été traités dans [74] du point de vue comportement dynamique d & une ac-
célération de la vitesse de rotation. En dynamique vibratoire des poutres rotatives, comme
nous allons voir dans les chapitres suivants 5 et 6, les poutres sont sollicitées avec des forces
axiales d’inertie et des forces/moments de flexion. Dans cette section, nous allons simuler
statiquement cet état par un chargement composé d’une force axiale et un moment de flexion

pure appliqués au bout libre d’une poutre encastrée.

Cas 1 : Poutre isotrope a section rectangulaire

La figure 4.4 montre une poutre prismatique isotrope & section rectangulaire et encastrée

a son origine. Les caratéristiques géométriques et du matériaux sont :
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L=1m
b=02m, h=0.1m
A = 0.02m?
(4.68)
E =1.792 x 10" N /m?
v=20.3

p = 1770 kg/m>
On applique un chargement au bout composé d’une force axiale F et un moment de flexion

pure My avec les valeurs suivantes :

F1 =10 k‘N, M2 =1kN.m (469)

Figure 4.4 Poutre encastrée isotrope et uniforme - Géométrie et systéme de
coordonnées.

Les solutions analytiques du vecteur de déplacement et de ’angle de rotation des sections

transversales sont exprimées par :

F
I 0
u=< 0 »—=x 0 >x
M-
0 213 (4.70)
0
_ M.
0= E7]22 T
0

Pour la procédure numérique, on calcule tout d’abord les matrices de rigidité et de masse a
partir des équations (4.46, 4.47) ou le code d’élements finis dédié a l'analyse de la section

transversale :

S=Diag[358.00 113.46 113.46 0.3149 0.2983 1.1933] x 107 (4.71)
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./\/lzDz'ag[35.4 354 35.4 0.1475 0.0295 0.1180] (4.72)

La figure 4.5 montre les déplacements et les rotations des sections calculés par la méthode
analytique et par le modeéle actuel. Numériquement, il s’agit de résoudre le systéme (4.19) a
un point fixe par la méthode Newton-Raphson. Les résultats montrent une bonne cohérence
avec une erreur relative maximale de I'ordre de 107°. La méthode de calcul des déplacement

a partir du vécteur de coordonées généralisées est expliquée dans 'annexe C.

3 0,2 0,0
10° 10
0,1 05
—~ 2
£ E
;; ’E‘ 0,0 >-1,0
1 =
0,1 1,5
0+ . . . . Y -0,2 T T T T y -2,0+ T T T T y
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,2 4 0,2
S 10
goﬂ ’_8‘ 3 %\0,1
< =2 €00
0,0 o] =0,
D
0,1 1 -0,1
0,2 0+ -0,2
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
X X X

Figure 4.5 Déplacements et rotations le long de la poutre isotrope uniforme.
Solution analytique en ligne continue, solution numérique en symbole (+) ou (x) .

Cas 2 : Poutre-caisson en composite

Comme le modéle converge bien statiquement pour une poutre isotrope, il est utile, &
présent, de traiter une poutre en composite. La figure 4.6 montre un exemple de poutre-

caisson en composite carrée. Ce modele est traité dans [50, 74].

45° AS4/3506-1

- 45° APA -45° APA

Figure 4.6 Poutre-caisson en composite, section transversale [74]
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Les caractéristiques géométriques sont définies par : une longueur de 10 cm et une distance

de 2.5 cm entre les lignes médianes de chacun des deux c6tés opposés, donnant une surface

utile de 5.08 x 1072 m2.

Les cotés supérieur et inférieur sont formés de 4 couches du matériau AS4,/3506-1 avec une

orientation de 45° avec l'axe de la poutre et les cotés latéraux sont composés de 4 couches de

APA en —45°. 'épaisseur de chaque couche est de 0.127 mm. La densité moyenne considérée

est p = 1770kg/m?>.

AS4/3506-1

E, =142 GPa

Es =9.8 GPa, E3 = 0.8E;
G1a = 6.0GPa

Goz = 4.8 GPa

V1o = 03, Vi3 = V12, V23 = 0.42

APA
FEy =422 GPa
Ey =175 GPa, EF3 = 0.8F>
(4.73)
G12 = 5.5GPa
Gos = 4.4 GPa

V19 = 0354, V13 = V12, V23 = 0.42

Suite au (4.8), les matrices U, V et W de taille (3 x 3) formant la matrice de rigidité S calculée

par la code de calcul VABS [74], sont exprimées comme suit :

[7.977 x 10° —0.9873 —0.8575
U=| —09873 2.5482 x 10° 4.6845 x 1073
| —0.8575  4.6845 x 1073 2.296 x 10°

[ 1.5056 x 103 —7.3017 x 1073 1.348 x 1073

V=1]-3.897x 103 1.962 x 103 5.9626 x 10~° (4.74)
| 1.0716 x 1072 9.912 x 1075 —2.8055 x 10?
86.95 2.1193 x 10~* 1.6532 x 10~*
W= 121193 x 10~* 90.397 3.6091 x 106

1.6532 x 10~% 3.6091 x 10~ 79.4434

Les matrices G, K et I, formant la matrice de masse M, sont exprimées par :

G=pAAQsxs
K = 03x3
9.9555 0 0 (4.75)
I= 0 49777 0 x 1079 x 1770
0 0 4.9777
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Similairement & la poutre isotrope du premier cas, on applique le chargement suivant,

Fy =100N, M, =10N.m (4.76)

Suite & ce chargement similaire a celui appliqué sur la poutre isotrope du premier cas, les
déplacements et les rotations de la poutre-caisson en composite sont présentés sur la figure
4.7. On peut remarquer 'effet du couplage dans les structure en composite ; le déplacement
ug et les rotations 0, et 63 ne sont pas nuls contrairement au cas de la poutre isotrope.

4 4

5 -
14 10 0,010 0 10
12 -0,2 -1
~ 10 0,4 €2
E o8 — =3
- = 08 57,
] 0,6 = -
«~-0,8
04 S -5
1,0
0,2 6
0,01 1.2 7]
000 002 004 006 008 010 000 002 004 006 008 010 000 002 004 006 008 0710
10 _ ¥
25 14 1072 O\10°
-1
520 -’812 .
© @ 10 ie)
=15 = T3
° Foe £
1,0 0,6 -4
05 0,4 5
' 0,2 -6
0,0+ 0,04 71
000 002 004 006 008 010 000 002 004 006 008 010 000 002 004 006 008 0,110
X X X

Figure 4.7 Distribution des déplacements et des rotations le long de la
poutre-caisson en composite

Les angles 61, 02 et 63 sont obtenues a partir de la matrice des cosinus directeurs C' et
représentent les orientations de la section transversale. Elles sont différentes des pentes de la
ligne de référence définies par la dérivée du déplacement (u'). La matrice C' et v’ sont liés par

la relation (3.122.a).

4.5 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons décrit les outils et élements requis pour la résolution de notre
modeéle de poutre, tels que les techniques de discrétisation, I’analyse de la section transversale
et le calcul des déplacements. Une analyse statique linéaire de deux exemples de poutre a
été menée permettant de valider le modéle statiquement. La fonctionnelle algébrique obtenue
permettra de traiter les problémes de vibrations libres ainsi que les vibrations forcées non-
linéaires. Les méthodes de continuation, précédemment introduites, seront alors utilisées. Ces

études sont 'objet des chapitres 5 et 6.
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Chapitre 5

Vibrations libres non-linéaires des poutres

rotatives
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5.3 Bilanduchapitre. . . . ... .. ... L 0oL oo 145
Introduction

L’étude des vibrations libres est d’une importance capitale dans une étude dynamique des
poutres flexibles et rotatives. Elle permet a travers une analyse modale linéaire et non-linéaire
de déterminer le spectre des premiéres fréquences & grandes énergies, d’inspecter 1’existance
des résonances et des échanges d’énergies et de donner une idée sur le comportement de ces
structures en vibrations forcées. Dans la premiére section de ce chapitre, nous allons procéder
& une analyse modale linéaire du modéle dynamique présenté dans les chapitres 3 et 4. Cette
analyse sera concrétisée par une étude comparative avec les résultats issus de la littérature ou
les paramétres mis en jeu seront adimensionnels. La deuxiéme section sera dédiée a 1’analyse
des vibrations libre non-linéaires. Une méthode numérique sera présentée, elle permet de

calculer les branches solutions & partir des points de bifurcation & double singularité dite
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de Hopf (co-rang 2). Les applications montrées dans ce chapitre concerneront les poutres
prismatiques isotropes et des poutres en composite, ot l'effet de la vitesse de rotations sur
les courbes de réponses sera examiné. Les poutres sélectionnées sont traitées et étudiées dans
la littératures sous d’autres aspects et avec d’autres techniques de calcul.

Les résultats présentées dans ce chapitres ont fait 'objet des travaux suivants : [25, 26, 28, 29].

5.1 Analyse modale linéaire

Les fréquences naturelles sont obtenues & partir d’une linéarisation de I'une des équations
d’équilibre (4.19) ou (4.35) autour de la solution stationnaire (¢ = 0,q = qo) ou (¢ = 0,7 =
do), tout en éliminant les excitations externes, i.e., sans force concentrée et sans force ou
moment distribués (Fy = 0, fr = 0, my = 0). L’utilisation de I’équation (4.35) fait ressortir
les superharmoniques sous 'effet de I’équilibrage harmonique. Dans le cas de I’équation (4.19),

la fonction A linéariser est :
G(4, q) = Awiq + Briq +Crijq-q+ D = 0 (5.1)

Le développement de Taylor au voisinage de (¢ = 0,¢ = qo) et limité au premier ordre donne :

. . oG . 0G
G(d, a) = Gldo, q0) + 5 AG+ = Ag =0 (5.2)
9 1(do, 90) (4o q0)
avec,
G(go, q0) =0
G
- = Ag;
q (do; q0) (5:3)
G
o = Bri + (Chij + Crji)ao
7 1(40, 90)
Le probléme aux valeurs propres se résume en :
AmAq + BkiAq =0 (5.4)

avec /Alkl = A et Bkz = By; + (Ckz’j + iji)qo

Ensuite nous insérons une solution harmonique Ag = Xe“! [135], oit X est le vecteur propre,
appelé le mode de vibration, et w est la fréquence propre. L’équation algébrique correspon-

dante & ce probléme de valeurs propres est :

[ — wAgi + Bi] X =0 (5.5)
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5.1. Analyse modale linéaire

Les modes de vibrations des déplacements et des rotations sont déterminés a partir du
vecteur propre X et necéssitent certaines manipulations. La méthode de calcul des déplace-
ments et la configurations finale en 3D des poutres en modes de vibration est présentée dans

’annexe C.

5.1.1 Coeflicients adimensionnels

Afin de pouvoir comparer les résultats obtenus avec la littérature, plusieurs paramétres

adimensionnels sont introduits [127, 188] :

QO = Q3T, w* = wT
_mLt _r

T= Eiy’ =7 (5.6)
iy AL

5u - IEI37 B - ﬁ2

ol, 7 est le rayon du moyeu, p est la masse par unité de longueur, i et i3 sont les moments
d’inertie quadratiques de la section transversale autour des axes xy et x3 respectivement.
Les variables Q* | w*, §p, & et B représentent le taux de la vitesse angulaire, le taux de la
fréquence, le taux du rayon du moyeu, le taux des moments d’inertie quadratiques et le taux

de I’élancement, respectivement.

5.1.2 Résultats numériques

Comme application de ’analyse modale linéaire vue précédemment, nous allons présenter
une étude comparative avec la littérature utilisant des théories classiques des poutres. Ceci va
nous permettre premiérement de valider ’approche de résolution du modéle et deuxiémement
de comprendre le phénoméne de couplage entre les modes, qui constitue une source de non-

linéarité. Dans ce qui suit, des poutres isotropes et des poutres en composite sont examinées.

5.1.2.a Poutre isotrope prismatique

La figure 5.1 montre la géométrie et les repéres utilisés pour une poutre prismatique en
mouvement de rotation. Le code utilisé pour le calcul des fréquences naturelles est implémenté
en MATLAB, ou les propriétés de la section transversale sont obtenues de la littérature
[6, 7, 73, 127, 184]. Le nombre des fonctions de comparaison dans l’approximation de Galerkin

est pris ny = 10, ce nombre est optimal et il a été utilisé dans les cas étudiés dans [135].
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Az

Figure 5.1 Poutre prismatique isotrope en mouvement de rotation

Le tableau 5.1 montre la variation des deux premiéres fréquences naturelles de flexion
latérale d’une poutre uniforme par rapport au taux de 1’élancement ( et la vitesse angulaire
adimensionnelle Q*. Les fréquences naturelles sont obtenues a partir de 1’équation (5.5) en
utilisant la fonction (eig) appliquée sur des matrices de taille (120 x 120). Les résultats ob-
tenus montrent une cohérence parfaite avec ceux trouvés dans les références [127, 188|, dans
les deux cas : poutre de Euler-Bernoulli, qui correspond a (5 > 1000) et la poutre de Timo-
shenko sans vitesse angulaire (2* = 0). Pour la poutre de Timoshenko avec vitesse angulaire
(8 = 50 a 10), les fréquences naturelles obtenues sont plus petites que celles reportées dans
[127, 188|. La différence est plus significative avec 'augmentation de la vitesse angulaire. La
raison est que les expressions de I’énergie utilisées dans ces travaux sont approchées alors que
celle utilisée dans notre modéle est sans approximation car les équations de mouvement sont
exactes. Un résultat similaire est obtenu dans [179]; ot les effets de cisaillement et d’inertie
sont négligés. Il a été montré dans la référence précédente, que le couplage gyroscopique entre
les mouvements d’extension et de flexion diminue significativement les fréquences naturelles
et que cet effet de couplage devient négligeable avec I’augmentation du taux de 1’élancement.

En effet, dans [188], les équations de mouvement sont dérivées en utilisant les équations
de Lagrange & partir des expressions de ’énergie potentielle et de I’énergie cinétique qui sont
obtenues d’un ensemble de variables de déformation hybrides. Ces équations sont simplifiées
en négligeant le couplage entre les deux mouvements de traction et de flexion. Une simpli-
fication similaire est utilisée dans [187|. Ces termes de couplage ne sont pas apparants dans
les équations de mouvement dérivées dans [127], basées sur le principe d’Hamilton, ou les
énergies cinétique et potentielle sont basées sur un schéma de troncature. Ce type de théorie
est abordé dans [84], chapitre 1. A cause de ces approximations les résultats présentés dans
[127] et [188] sont relativement proches.

Les figures 5.2 a et b, présentent 'effet de la vitesse de rotation sur le premier mode de

flexion horisontal, le premier mode de flexion transversal et sur le premier mode de torsion.
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Chapitre 5. Vibrations libres non-linéaires des poutres rotatives
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Figure 5.2 Effet de la vitesse de rotation sur le 1°" mode de flexion horisontal, sur le
1°" mode de flexion transversal et sur le 1" mode de torsion. Les déplacements et les
rotations correspondants. Poutre encastrée, isotrope et uniforme avec g = 70
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5.1. Analyse modale linéaire

Chaque mode de flexion est présenté avec une courbe de rotation correspondante & ce mode.
Le déplacement axial correspondant est d’ordre faible. Dans la figure 5.2 a, cas sans vitesse
de rotation, on peut remarquer que ces modes ne sont pas couplés. Cependant, la figure 5.2b
montre que sous leffet de la vitesse de rotation (2* = 12), le premier mode de flexion dans
le plan de rotation (i.e. horisontal) est couplé avec l'extension, le premier mode de flexion
dans le plan transversal (i.e. battement) est couplé avec la torsion et le premier mode de
torsion est couplé avec la flexion transversal. Ce couplage entre ces mouvements, qui est
observé aussi bien pour les poutres d’Euler-Bernoulli que pour celles de Timoshenko [111],
est le résultat d’'une non-linéarité dans I’équation de mouvement. Cette non-linéarité devient
apparente quand la vitesse de rotation n’est pas nulle. Ceci est expliqué par le fait que la
matrice C;jq dans (5.1) est nulle quand il n’y a pas de vitesse de rotation|28].

La figure 5.3 montre 'effet de la vitesse de rotation sur le premier mode de flexion dans
le plan de rotation. On remarque que ce mode tend vers une droite au fur et & mesure que
la vitesse de rotation augmente. Ceci est dii & ce que la poutre se rigidifie en augmentant la

vitesse de rotation. Ce résultat est similaire & celui donné dans [179].
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- »
./'/. . ceee- =8
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0,0 0,2 0,4 0,6 08 1,0
XL

Figure 5.3 Variation du ler mode de flexion en fonction de la vitesse de rotation,
Poutre encastrée, isotrope et uniforme.

5.1.2.b Poutre isotrope tordue

Le couplage entre les modes vu précédemment est causé par la vitesse angulaire, peut
aussi étre causé seulement par la courbure de la poutre. Le tableau 5.2 présente les quatre
premiéres fréquences naturelles adimensionnelles d’une poutre prismatique d’Euler-Bernoulli
tordue, pour différents angles de tordage («) et sans vitesse angulaire. La figure 5.4 montre
les modes propres pour un angle de tordage av = 30°. Du point de vue convergence, on peut

remarquer qu’il y a une cohérence parfaite entre les résultats de cette étude et ceux donnés
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Chapitre 5. Vibrations libres non-linéaires des poutres rotatives

Table 5.2
Comparaison des quatre premiéres fréquences naturelles en fonction de I'angle de
tordage «, (8 = 1000,7 = 0,6, = 0,8 = 0.25, k,G/E = 0.25).

Poutre encastrée, non rotative et isotrope

a’ Présent [187] [178]

1re 30 1.7623 1.7622 1.7623
60 1.7748 1.7748 1.7748
90 1.7950 1.7950 1.7950

2me 30 3.4793 3.4793 3.4793
60 3.3798 3.3798 3.3799
90 3.2425 3.2426 3.2425

3me 30 11.1691 11.1691 11.1693
60 11.6044 11.6040 11.6046
90 12.2646 12.2644 12.2649

4me 30 21.4475 21.4470 21.4489
60 20.1533 20.1531 20.1545
90 18.7295 18.7301 18.7307

Figure 5.4 Les quatre premiers modes de déformation avec leurs modes
compagnons, « = 30° et L = 10 m, (—) : mode menant, (—-) : mode compagnon
Poutre encastrée, isotrope et uniforme
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5.1. Analyse modale linéaire

dans [178, 187]. Ces fréquences adimensionnelles sont calculées en utilisant 12 au lieu de i3
dans (5.6) afin de pouvoir comparer les résultats avec la littérature. Les valeurs relatives au
deuxiéme et au quatriéme modes sont proches des valeurs présentées dans le tableau 5.1.
Dans les deux papiers [178, 187], les expressions de 1'énergie potentielle sont dérivées a partir
d’une formulation hybride des variables de déformation. Les termes de couplage entre les
mouvements d’extension et de flexion sont ignorés. Il est remarqué aussi que les termes de
la matrice de rigidité appartenant & V Eq. (3.119), composante de la matrice de rigidité S,
n’ont qu'une petite influence sur les fréquences naturelles.

Ces quatre premiéres fréquences naturelles adimensionnelles correspondent aux modes
de flexion comme suit : Wizy, Wiz, W2gs €6 wag,, respectivement. A cause du tordage,
I’excitation de la poutre suivant un de ces modes, appelé menant, va induire un autre mode,
appelé mené ou compagnon, dans la direction transversale. La figure 5.4 montre les modes
de déformation de ces fréquences naturelles avec leurs modes compagnons correspondants
a l'angle a = 30°. On peut remarquer que les modes compagnons ont le méme ordre de
grandeur que les modes excités et qu’ils ne sont pas couplés avec l'extension et la torsion, ce

qui explique la bonne concordance des résultats présentés dans le tableau 5.2

5.1.2.c poutre en composite ATR

Comme exemple d’analyse modale d’une poutre en composite, nous étudions la pale du
rotor principal d’hélicoptére, appelée ATR : Active Twist Rotor, traitée dans les papiers
[7, 154, 169]. La figure 5.5 montre le profil et la composition des plis dans chaque zone. Cette
pale est congue pour un rotor articulé, elle est fabriquée & partir des fibres de verre type E
et S et des fibres actives AFC : Actif Fiber Composite, formant un profile d’aile du type
NACA 0012 et une logueur L = 1.397 m. Pour plus de détails sur cette pale, nous renvoyons

le lecteur aux références [154, 169].

Région cambrée
E-Glass 0°/90°

AFC +45°

E-Glass +45°/-45°

AFC -45°

E-Glass 0°/90° Carénage

E-Glass 0°/90°

Nez

E-Glass 0°/90° 3 - ;
S-Glass 0° 3 ‘ Masse non travaillante ‘ :
E-Glass +45°/-45° | §

E-Glass 0°/90° | _/4.85mm =

47.75 mm || E-Glass 0°/90°
E-Glass 0°/90°
107.70 mm

< >

Figure 5.5 Profil de la pale ATR et la composition des plis [169]
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Chapitre 5. Vibrations libres non-linéaires des poutres rotatives

Les paramétres de la structure sont donnés dans le tableau 5.3. Ces paramétres sont

déterminés en utilisant la ligne de référence passant par le centre de gravité surfacique des

sections transversales. Les axes xo et x3 sont principaux, i.e. 193 = 0 et le centre de gravité

massique est localisé en (Zz = —6.9240 x 10~% m, 3 = 0 m). Pour une raison de simplicité,

nous considérons que les forces des actionneurs caractérisées par des forces/moments de cou-

plage ne sont pas présentes.

Table 5.3

Paramétres de la structure de la pale ATR [6, 7|

L =1.3970 m

Ty = —6.9240 x 107 m

iy = 6.4630 x 107% kgm

Uy; O
U= 0 Ugo
0 0

[Uu = 1.6377 x 106 N

\/13 = —9.7975 x 103 Nm
Wy = 3.5330 x 10" Nm?

p=6.9310 x 1071 kgm™!

.1_33:0. m

i3 = 3.7018 x 10~* kgm

0
V=1| 0
Vi

0 Vi3
0 0
0O O

[U22 = 2.0300 x 105 N

Vi, = —1.4820 x 102 Nm
Wasy = 3.9868 x 101 Nm?

IEI23 = 0. k:gm
Wy, 0 0
W = 0 W22 O
0 0 Wss

[U33 = 2.3150 x 104 N

ng = 1.1381 x 103 Nm2

Table 5.4

Les quatre premiéres fréquences naturelles de la pale ATR en fonction de la vitesse

de rotation

Q3=0rad/s Q3=10rad/s  Q3=20rad/s
Mode
[169] Présent Présent Présent
17 /a3 13.68 13.64 17.44 25.53
17 /2o 70.76 70.60 70.73 71.10
2me /13 86.71 84.40 88.13 98.47
3me /3 248.8 232.0 235.5 246.5
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Figure 5.6 Pale ATR, les 1°" modes de flexion et de torsion, Q3 = 0rad/s.
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Chapitre 5. Vibrations libres non-linéaires des poutres rotatives

Le tableau 5.4 présente les quatre premiéres fréquences naturelles de flexion. La compa-
raison avec la littérature s’est limitée a la référence qui présente des fréquences naturelles de
la pale sans vitesse de rotation et calculées par la MEF. On montre dans [135] que la méthode
de Galerkin utilisée dans nos calculs est plus précise que la MEF.

Les figures 5.6 et 5.7 montrent le couplage des modes 1, 2 et 5, correspondants aux modes :
le 1°" mode de flexion transversal, le 1¢" de flexion horizontal (dans la plan de rotation, appelé
aussi flexion de corde) et le 1¢” mode de torsion respectivement. La figure 5.6 concerne 1’état
statique, i.e. sans vitesse de rotation. Le couplage des modes est di & la non-homogéniété
du matériau. On peut remarquer que le 1°" mode de flexion transversal est couplé avec le
premier mode de torsion, le 1¢” mode de flexion de corde est couplé avec le premier mode
d’extension, et le 1¢" mode de torsion est couplé avec un mode de flexion de battement. La
figure 5.7 montre ces couplages en ajoutant la vitesse de rotation. Ils deviennent plus com-
plexes et d’autres modes ont été impliqués. Le 1" mode de battement est couplé encore avec
un mode d’extension. Pour le 1¢" mode de flexion de corde le 1¢” mode de torsion, on peut
remarquer que les modes en couplages sont influencés aussi par 'effet de la vitesse de rotation
est deviennent plus rigides.

En conclusion, le phénoméne de couplage entre les modes peut étre causé par 'un des
effets suivants : la vitesse de rotation, la courbure de la poutre, ou la non-homogénéité et
la non-isotropie du matériau. Le couplage entre les modes induit des non-linéarités dans le
comportement vibratoire des poutres. La vitesse de rotation a des effets multiples sur une
poutre, elle rigidifie la poutre, elle couple les modes et elle change les fréquences naturelles,
généralement on enregistre des augmentations. Dans la littératures [111, 177, 179], des des-
criptions qualitatives sont données sur 1’évolution des fréquences naturelles en fonction de la
vitesse de rotation, tout en jouant sur 'implication des termes gyroscopiques et en faisant
varier I’élancement de la poutre et le rayon du moyeu. Dans le chapitre 6, nous discuterons
I’aspect 1lié au phénoméne de résonance interne relatif au changement de la vitesse de rotation.

La section suivante est dédiée a ’étude des vibrations libres non-linéaires, ot un nouvel al-
gorithme est développé pour le calcul des branches solutions a partir des points de bifurcation

avec double singularités.

5.2 Vibrations libres non-linéaires

Dans la plupart des systémes mécaniques dynamiques, les effets gyroscopiques sont om-
niprésents et ménent & des opérateurs non auto-adjoints. Ceci peut étre causé également

par l'application de la méthode de I’équilibrage harmonique sur les équations différentielles
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5.2. Vibrations libres non-linéaires

d’équilibre afin de les convertir en des équations algébriques. Les valeurs propres obtenues
sont complexes sous forme de paires conjuguées et ont par conséquent des vecteurs propres
complexes conjugués a droites et & gauches [134]|. Quand il n’y a aucun amortissement, les
valeurs propres sont des paires conjuguées purement imaginaires. Un exemple de tels sys-
témes dynamiques, est le systéme des équations intrinséques de la dynamique non linéaire
des poutres anisotropes. Ces équations comme présentées dans [28, 81, 83| contiennent des
termes gyroscopiques et présentent donc un systéme dynamique gyroscopique non-linéaire et
conservatif.

Les points de bifurcations simples (points singuliers simples) correspondent a un co-rang 1.
Ils sont généralement associés aux vibrations libres et aux flambements des structures. Ils ont
été étudiés considérablement avec différentes méthodes de continuation. A titre d’exemple,
nous pouvons citer les études traitant les vibrations libres non-linéaires des poutres et des
plaques [109, 150, 163] avec la méthode de continuation pseudo-longueur d’arc, ou le vecteur
propre linéaire correspondant & la valeur propre considérée est utilisé comme approximation
du point de départ. Dans [16], la MAN est utilisée, basée sur les conditions d’orthogonalité
obtenues a partir de la réduction de Lyapunov-Schmidt et avec un premier vecteur de dépla-
cement nul, la solution triviale, qui n’est pas toujours le cas. Dans [77], les mémes techniques
ont été utilisées. Elles sont appliquées dans le cadre de la mécanique des fluides avec quelques
nouvelles reflexions. Ces techniques sont toutes fondées sur I’hypothése que le noyau de ’opé-
rateur tangent est composé d’un seul vecteur. Formellement, cette hypothése est insuffisante
avec un probléme de bifurcation co-rang 2 ou plus et doit étre améliorée.

Le probléme de bifurcation avec un co-rang 2 est considéré comme un probléme de va-
leur propre double ou un probléme avec un point singulier double dans [15, 45, 174]. Un cas
particulier de ce probléme est les vibrations libres d’un systéme dynamique en présence de
forces gyroscopiques, ou la branche solution bifurque d’un point d’état d’équilibre statique
vers un état dynamique et périodique. Par définition, il concerne un probléme de bifurcation
de Hopf [8, 153], qui est classé également comme une bifurcation dynamique [122]. Un point
de bifurcation de Hopf est caractérisé par une paire de valeurs propres complexes purement
imaginaires et conjuguées pour chaque mode. Le théoréme de bifurcation de Hopf peut étre
trouvé dans la littérature, par exemple le théoréme 2.11 dans [153|. Si une des conditions
n’est pas respectée, par exemple ’état de transversalité, le point de bifurcation de Hopf est
qualifié de dégénéré. Pour le traitement des bifurcations de Hopf, il y a équivalence entre les
approches du domaine fréquenciel et celles du domaine temporel [114]. La méthode asympto-
tique numérique est principalement basée sur le théoréme de fonction implicite, qui se tient

pour le noyau unidimensionnel (co-rang 1) c.-a-d. la bifurcation simple, et est généralisée
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pour des noyaux avec des dimensions plus élevées (co-rang > 2), voir le théoréme 1.5.1 et le
théoréme 1.19.2 dans [101].

Dans ce travail, un nouvel algorithme utilisant la méthode asymptotique numérique est
présenté pour résoudre des problémes de bifurcation de co-rang 2 avec un seul paramétre. Cet
algorithme peut étre étendu aux problémes d’ordre élevé de co-rang n > 2. Pour la mise en

ceuvre, nous allons appliquer cet algorithme a la formulation intrinseque Eqs. (3.118, 3.123).

5.2.1 Algorithme de branchement en un point de bifurcation

Hopf via la MAN

Dans ce qui suit nous allons déterminer, en premier lieu, la solution statique des équations
intrinséques spécifiques aux vibrations libres et définir la liaison avec le point de bifurcation.
Ensuite, nous allons appliquer la MAN et résoudre le probléme. Les développements montrés

dans cette partie ont fait 'objet de la publication [29].

5.2.1.a Equations d’équilibre - vibrations libres non-linéaires

Dans le cas des vibrations libres la poutre est sans excitation (forces ou moments). Les

équations intrinséques Eqs. (3.118, 3.123) deviennent :

+(k+R)F= P+QP
M'+(k+R)M+(é +3)F= H+QH+ VP 5.7
V' + (k %)V+(€1+7)Q= gl

+(k+R)Q= &

Similairement & (4.35), ce systéme d’équations différentielles est réduit & une équation

algébrique nonlinéaire dans le domaine fréquentiel,
R(q,w) =wAG+Bg+Cq-g+D =0 (5.8)

ot le vecteur D contient seulement Ueffet des conditions aux limites. Cette fonctionnelle (5.8)

peut étre réécrite sous forme d’opérateurs :
R(Gw) =wAq+ Lg+Q(7,q) =0 (5.9)

avec L(.) = B(.) + D est Popérateur linéaire, et Q(.,.) = C(.,.) est Uopérateur quadratique.

Nous rappelons que ¢ est 'inconnue et w est un paramétre.
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Dans le cas général, la fonctionnelle R(g,w) est considérée comme étant une application

C? de R x Y, avec Y est un espace Banach.

5.2.1.b Solution de I’état stationnaire

La solution de I’état stationnaire gos de R(q,w) est obtenue en écartant le terme temporel
wAg des équations. (5.8) et (5.9), i.e. quand la dérivée en temps du vecteur inconu g est
nulle, et utilisant une méthode itérative incrémentale, la plus connue est le schéma itératif de

Newton-Raphson. Ainsi, ggs est la solution du probléme non-linéaire suivant :

Rs(q) = Ldos + Q(dos, Gos) = 0 (5.10)

Cette solution de I’état stationnaire gps n’est pas une solution triviale a cause de la présence

du vecteur constant D dans l'opérateur linéaire L.

Le systéme non-linéaire (5.9) peut étre résolu avec la méthode de continuation pseudo-
longueur d’arc [28]. Cependant, pour ce probléme des vibrations libres des poutres rotatives,

la MAN est plus adéquate [29].

5.2.1.c Meéthode Asymptotique Numérique - MAN

La MAN consiste & introduire des développements en séries des inconnues (G et w) en
fonction d’un parameétre de chemin a dans la fonctionnelle (5.9) donnant une succession de
systémes linéaires. Ces développements sont définis & partir d’un point solution régulier et

connu (qo, wp), tel qu’il est montré dans la section 2.2.3.

7a) = G+ ), dg
ik (5.11)

n
w(a) = wo + Z alw;
j=1

ou, ¢; and w; sont les nouvelles inconnues a déterminer, et n est I'ordre de troncature des
développements asymptotiques.
Le paramétre de chemin peut étre défini par une projection restreinte de l'incrément

(G — Go) sur le vecteur tangent g, dite projection cylindrique [57],

a=(G—ad) @ (5.12)
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L’insertion des développements polynomiales (5.12) dans (5.9) et (5.11), tout en égalisant

les puissances en a, donne des systémes linéaires sauf & 1'ordre zéro qui est non-linéaire :

Ordre 0

R (o, wo) = woAdo + Bgo + C(q0-G0) + D=0 (5.13)

L’ordre zéro est lié au premier point de la branche, ou wy est la fréquence naturelle du mode
choisi. Comme le vecteur D a seulement la composante de la premiére harmonique (statique)
non nulle, le produit Agy est égale a zéro. Le vecteur go correspond & la solution de 1'état
stationnaire gps et par conséquent, le point de bifurcation est ( o = Gos,wp). Par définition
c’est un point de bifurcation de Hopf qui relie un état d’équilibre statique 4 un mouvement

périodique (vibration libre non-linéaire). Donc, a l'ordre 0 on aura,

R(qo,wo) = Bgo + C(go-qo) + D =0 (5.14)

Dans les développements suivants, le terme Agy est éliminé.

Ordre 1

La=0 (5.15)
ada =1

ott, LY(.) est 'opérateur tangent calculé au point de bifurcation (go,wp), il est exprimé par :

R _ o _

LY () = g (@0:00) = w0 A() + B() + € @) +Ca. ) (5.16)

et q1 € Null(LY) i.e. le noyau de LY.

Le tenseur C est du troisiéme ordre et il peut étre réécrit d’une facon équivalante en
notation indicielle comme : C = C_;m-j. Ainsi, C(.,qo) avec une permutation des indices est
équivalent a Cgj;(go, ). Ce terme sera noté dans ce qui suit par C(go, .).

Comme résultat, on aura C(;,q;) # C(g, @;) sauf si ¢; = @;, et par conséquent, 'expression

(5.16) peut étre réécrite comme :

L2 () = [woA + B+ Cqo + Co] () (5.17)
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Ordre 2<p<n

g, = D
’ = (5.18)
a4 =0
avec .
p—i
Dp = — Z wp_,-.A(ji + ch,cjp_z (5.19)
i=1

Une fois les inconnues calculées a chaque ordre, la solution polynomiale Eq.(5.11) est
remplacée par les approximants de Padé définis dans (2.28) [60, 69]. L’estimation des rayons
de convergence est faite avec I'un des critéres définis dans (2.29) ou (2.30). La précision de
la solution est fonction de 'ordre de troncature n, du parameétre de précision 7, ou 7, ainsi

que de la précision du point initial.

5.2.1.d Calcul des branches solutions post-bifurcation

Pour résoudre les systémes d’équations Eqgs.(5.15 - 5.19), des manipulations particuliéres
doivent étre faites. Par exemple, le calcul du vecteur tangent §;, nécessite la projection du
systéme linéaire de I'ordre 2 sur les vecteurs propres de gauche. Ceci est expliqué dans la
section 5.2.1.e. Similairement, pour résoudre le systéme linéaire de I'ordre p pour 2 < p < n,
on doit projeter le systéme linéaire de l'ordre p + 1 sur les vecteur propres & gauche pour

déterminer la partie droite du systéme linéaire de l'ordre p. Ceci est expliqué dans 5.2.1.f.

5.2.1.e Le vecteur tangent ¢,

Comme nous 'avons mentionné précédement (en 5.2) , en présence des termes gyrosco-

piques, le noyau est de dimension 2 et a cet effet on définit les noyaux et le rang suivants :

Null(LY) = Span{gi, G}
Null(Z") = Span{dsr, ds2} (5.20)
Rang(L{) = {yeY: @Z;l-y =0}

avec, ;- Gij = Gy - Gpj = Qs - Ggj = Oij

o, ¢i(i = 1,2) sont les vecteurs propres conjugués correspondants & wy appelés les modes

de déformation tels que :
LY (qu) = [woA + B+ Co + Cqo) (Gri) (5.21)
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et Gg;(7 = 1,2) sont les vecteurs propres de gauche, satisfaisant les relations suivantes

=T 10 T
gLy = 0
d’; (5.22)
ou L? qej = 0
et par conséquent la relation suivante est vérifiée :
@y L)) =07 VYV veY (5.23)

Comme dans [77], les vecteurs propres de gauche, gy; peuvent étre déterminés par un systéme
augmenté, en utilisant les expressions (5.22.b) et (5.20.d) comme suit :
" g, G0 0
t dtj de;j _ (524)
@; 0 k 1
Le noyau est composé de deux vecteurs {Gs1,G2}. Ainsi, le vecteur tangent recherché g; au

point (o, wo) est écrit dans cette base comme suit :

Q1 =0a g+ B qe (5.25)

« et [ sont des constantes & déterminer par une projection du systéme linéaire de 'ordre 2
sur les deux vecteurs propres de gauche, tout en vérifiant la condition ¢{ .q; = 1 décrite dans
Eq. (5.15.b). Sans tenir compte de I’équation du paramétre de chemin et la valeur de w, le

second ordre est défini par :

Ordre 2

LY (q2) = wiAq + C(q1, @)

(5.26)
i@ =0

En projetant I'équation (5.26.a) sur les vecteurs propres a gauche gs; (j = 1, 2) et en utilisant

I'équation (5.22), on obtient :
Gp LY (@) = w1a@h; Aq + 35;C(q1, @) =0, pour j =1, 2 (5.27)

En utilisant 'expression (5.12) définissant le paramétre de chemin ‘a‘ qui nécessite que wy # 0

(projection cylindrique) et a partir de 1’équation (5.27) on obtient :

05C(q, @) =0, for j=1,2 (5.28)
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Ce qui implique que cjgkc_ (Gi»qj) = 0 pour k, i et j =1, 2. Ceci correspond a un point de
bifurcation de Hopf du type dégénéré, a cause de la condition de transversalité qui n’est pas

respectée [101, 153].
En annullant le terme restant dans l’expression (5.26), on obtient :

%{}A(Oé gn + B qre) =0, for j=1,2 (5.29)

Cette derniére expression représente deux équations indépendantes, ce qui donne deux solu-
tions paramétriques. On peut mettre o = 1 pour obtenir S et normaliser le vecteur obtenu

g1 = & @1 + B @2, condition donnée dans (5.15.b), ou § peut prendre une des deux valeurs :

B = T x= s for j=1, 2 (5.30)

Pour chaque solution de g, le vecteur g est obtenu en résolvant le systéme linéaire (5.26.a).

En pratique, une seule solution du vecteur tangent ¢; est utile.

5.2.1.f Calcul des vecteurs ¢, for p > 2

Résoudre le systéme linéaire a 'ordre de troncature p > 2 implique la détermination de
la partie droite D), dont I'unique inconnue est w;,_1. Cette derniere peut étre déterminée par
une projection de I'équation (5.18.a) sur les vecteurs tangents de gauche (gg; for j = 1, 2)
pour donner :

p—i
q_dT,J[ > wpiAd + C(q, (Ypfi)]

=2
Wp—1 = — v, (5.31)
P qz;jA(h

La condition d’orthogonalité (5.18.b) peut étre obtenue en mettant ( qg;j .Gy =0,

pour i = 1et 2), ainsi I’équation singuliére (5.18.a) est résolue par le systéme augmenté :

L?T q_tl qt2 q_p Dp
@G 0 0 k1l |=1] 0 (5.32)
b 000 k2 0
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5.2.2 Remarques

Remarque 1 : Equivalance de ’algorithme avec la réduction de Lyapunov-

Schmidt

En analysant la solution globale (5.5), on peut remarquer que le vecteur de déplacement
généralisé est composé de trois parties : La premiére partie est le vecteur de déplacement
initial gg, la deuxiéme partie est la contribution de la solution triviale du vecteur tangent
définie par : g1(a).q1 = g1(a).(.gu1 + B.Gr2), avec g1(a) peut étre g1(a) = a ou fi(a) selon le

développement utilisé, polynomial ou les approximants de Padé, et finallement la troisiéme

partie définie par la forme générale 22:11 gj(a).g; qui est orthogonale a la solution triviale et
par conséquent a la deuxiéme partie. On peut conclure que la solution globale est équivalente
a la réduction de Lyapunov-Schmidt utilisée généralement pour la résolution des problémes
de singularité.

Dans le cas d’un point de bifurcation Hopf non-dégénéré, ot q_gké (Gi» q;) # 0, Pexpression
(5.27) donne deux équations avec trois inconnues («, § and wy ), et pour résoudre le probléme
une équation additionnelle doit étre ajoutée tout en respectant la condition d’orthogonalité

telle que la réduction de Lyapunov-Schmidt soit toujours vérifiée.

Remarque 2 : Equivalance entre I’équation algébrique de bifurcation et le

systéme linéaire du second ordre de la MAN

L’expression (5.27) peut aussi étre obtenue en faisant la différentiation du second ordre de
la fonctionnelle R(q,w) = 0 , appelée I’équation algébrique de bifurcation [76]. La premiére

différentiation en un point général (g, w) donne :

Ri7 +Ryw =0 (5.33)
1, OF .
ot Rq= 5 (0.w) = wA+B+C1+Cq
OF :
_ i) = Ad 5.34
Re = 2-(a,w) = Aq (5.34)

—/:@ w/:aﬁ
da’ oa

avec ‘a’, le paramétre de chemin défini dans (5.12).
Au point de bifurcation (gg,wp) le vecteur tangent associé (¢',w’)” est (g1, w1)’. Posons

Rg =LY = %(cjo,wo) et RY = gTRO(cjo,wo). A partir des équations (5.33, 5.23), il s’ensuit
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que R € Range(LY).

La seconde différentiation de la fonctionnelle F(g,w) calculée en (go,wp) donne :

R(q) q// + Rg w// _ _[quq/q/ + 2ngq/.w/ —I—ngw’.w’]
(5.35)
= —[R%G1.G1 + 2R, G w1 + RY,wi.wi]
avec,
R, _
2q = TQQ(QO,WO) =C+C
’R _
Ryw = 25— (a =R = 5.36
qw aq(f}w (q07 WO) wq A ( )
*R

ng = W(Q(hwo) =0

En projetant 1'équation (5.35) sur les vecteurs propres de gauche gg; (j = 1, 2) et en uti-
lisant (5.23) avec le fait que, R, € Range(RY) et C(q1,q1) = C(q1,q1), on obtient que la
partie droite de I’équation (5.35) doit étre dans le Range de Rg et par conséquent la méme

expression (5.27) est obtenue multipliée par 2,

2 [wgp;Aq + 45;C(a1, ) ] =0, for j=1,2 (5.37)

En résumé, le premier et le deuxiéme ordre de troncature correspondent a la premiére et
la seconde différentiation de la fonctionnelle en (go,wp) respectivement, ce qui permet de dire
que le développement asymptotique donné par la MAN est équivalent au développement de
Taylor de la fonctionnelle R en (go,wp), et les ordres de troncature supérieurs sont des termes

de correction.

5.2.3 Reésultats numériques

Dans cette section, des simulations numériques des vibrations libres de deux cas de poutres
encastrées et en mouvement de rotation ont été réalisées pour démontrer 'efficacité de cet
algorithme. En premier lieu, nous simulons une poutre isotrope et dans le deuxiéme cas une
poutre en composite. Les poutres ont des sections transversales uniformes et les vitesses de
rotations sont considérées constantes. En se basant sur les études précédentes, le nombre
des fonctions de comparaison utilisées dans I'approximation de Galerkin est choisi ny = 10.

Ce nombre a été utilisé dans tous les cas présentés dans [135], ot on a montré qu’il est
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optimal. Le nombre des harmoniques H = 3 est adopté pour un temps de calcul optimal
[28]. Les paramétres adoptés de la MAN sont : I'ordre de troncature n est supérieur a 15 et
le parameétre de précision 7, est inférieur a 10~% [28, 41, 77]. Les courbes sous forme d’épine

dorsale présentées ici sont obtenues avec un seul pas de la MAN.

5.2.3.a Poutre isotrope prismatique

La poutre isotrope utilisée dans cet exemple est la méme que celle utilisée dans [11—
13, 139] pour modéliser une pale d’un rotor avec une vitesse linéaire subsonique au bout de
la pale. Elle est présentée sur la figure 5.8 et a pour caractéristiques : longueur L = 9 m,
densité par unité de longueur x4 = 10 kg/m, rigidité de flexion EI = 3.99 x 105 Nm?, rigidité
axiale FA = 2.23 x 108 N, rayon du moyeu r = 0.5 m, et une vitesse angulaire constante

Q3 = 30 rad/s.

I )Qs w(x, t)

' u(x, t)

Y

Figure 5.8 Schéma d’une poutre rotative, prismatique et isotrope [11-13, 139]

Les papiers [11-13, 139] ont traité ’aspect non linéaire des vibrations de flexion en utili-
sant des modéles dynamiques non-linéaires pour construire les modes normaux non-linéaires
(MNNs). Dans [139], les auteurs ont utilisé le modéle de poutre d’Euler-Bernoulli et les
séries asymptotiques et les variétés invariantes pour la construction des modes normaux non-
linéaires. La référence [11] montre que I’approche basée sur Galerkin présente une meilleure
réduction que les séries asymptotiques utilisées dans [139], particuliérement pour les grands
déplacements. Dans [12], le modeéle de poutre a été basé sur les relations de déplacements-
déformations de Von Karman. Les auteurs ont appliqué la méthode des échelles multiples
(MEM) sur les équations de mouvement discrétisées par une réduction de Galerkin afin de
construire les MNNs. Dans [13], le modéle dynamique utilisé est basé sur une formulation
géométriquement exacte tout en utilisant la MEM pour construire les MNNs.

Le tableau 5.5 présente les fréquences naturelles transversales (de battement) et axiales
(d’extension), notées respectivement par w fi b wai- On peut remarquer qu’il y a une concor-

dance parfaite entre les présents résultats et ceux de [13]. Les différences avec [11, 139] sont
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dues au modéle dynamique basé sur Euler-Bernoulli, et avec [12] & cause des relations de Von
Karman utilisées comme 'unique source de géométrie non-linéaire.

Pour les courbes de réponse, les figures suivantes concernent le déplacement transversal de
battement du bout de la poutre. La figure 5.9 montre deux courbes solutions correspondant
aux deux vecteurs propres associés a la premiére fréquence naturelle, en utilisant la MAN avec
les approximants de Padé, un ordre de troncature n = 20 et un paramétre de convergence
np = 107%. La courbe C3 (valeur absolue de C2) est ajoutée afin de faciliter la comparaison.
On remarque qu’il n’y a pas de symétrie entre les deux solutions. A cette vitesse angulaire
Q3 = 30 rad/s, la poutre exhibe un comportement durcissant, identique a celui montré dans
[11, 139]. Cependant, elle exhibe un comportement assouplissant dans [12, 13].

Dans les papiers [12, 13], les courbes solutions sont présentées avec une amplitude maxi-
male trés faible, alors que pour ce type de géométries de poutres flexibles, une courbe solution
doit étre plus significative avec une amplitude ayant un ordre de grandeur important et ac-
compagnée d’une étude de précision. Pour cette derniére raison et pour valider D'efficacité
de notre approche, premiérement, le résidu tout le long de la courbe solution, défini par la
fonctionnelle elle méme, i.e. 'équation (4.35), est présenté dans la figure 5.10, avec une valeur
moyenne autour de 107°. Deuxiémement, la courbe solution obtenue est présentée avec la
courbe de réponse forcée dans la figure 5.11, ce qui indique, encore une fois, la précision des
résultats obtenus. Les réponses forcées non-linéaires des poutres rotatives sont le sujet du
papier 28] et il fera l'objet du chapitre suivant.

La figure 5.12 montre le déplacement axial lié aux mouvements de battement du premier
mode. Au point de bifurcation, i.e. & I’état stationnaire, les forces centrifuges entrainent une
extension de la poutre et par conséquent ’extrémité de la poutre aura un déplacement axial
positif. L’augmentation du déplacement vertical le long de la courbe de réponse entraine une

diminution de ce déplacement axial.

Table 5.5
Les premiéres fréquences naturelles wy; de battement et w,; d’extension (rad/s),
d’une poutre prismatique rotative a 23 = 30 rad/s en comparaison avec [11-13, 139
W1 W2 Wwgs Wiy Wa1 Wa2
Présent 33.99 95.67 199.75 349.20 825.84 2473.14
Pesheck et al. 2002 [139] 34.03 95.84 200.5 351.5 824.1 24739
Apiwattanalunggarn etal.2003[11] 34.03 95.84 200.49 351.49 - -
Arvin et al. 2011 [12] 35.06 95.04 201.23 352.08 823.65 2472.40
Arvin et al. 2012 [13] 34.00 95.75 200.19 350.72 823.65 2472.40
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1,0

— C,: solution utile (utilisée)

0849 --- Cz: solution secondaire
. | 1
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0,0
0,24 ~ . o
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Figure 5.9 Courbe d’épine dorsale correspondant au premier mode de battement
non-linéaire d’une poutre encastrée, prismatique et isotrope. En utilisant la
MAN-Padé, avec n = 20, 1, = 1072 et Q3 = 307ad/s - (e) solution stationnaire.

|[Log|Resid||
w
1
1

0 T T T

T T T
33,99 3400, (radis) 3401 34,02

Figure 5.10 La précision de la courbe de réponse correspondante au premier mode
de battement non-linéaire, d'une poutre encastrée prismatique et isotrope, a
Q3 = 30rad/s, MAN-Padé, avecn = 20 et n, = 107
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1,0

—— Vibration forcée
- - - Vibration libre

0,8 1

g 0,6 - -
X 0,44 L
0,2 1 L
0.0 T T T T T T T T T
33,98 33,99 34,00 34,01 34,02
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Figure 5.11 Les courbes de réponse de vibratios libre et forcée du premier mode de
battement, d’'une poutre encastrée prismatique et isotrope, a Q3 = 30rad/s,
MAN-Padé, avec n = 20, 1, = 107 et une amplitude de la force appliquée Fyy = 1 N
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Figure 5.12 Le déplacement axial associé au premier mode de battement
non-linéaire, d’une poutre encastrée prismatique et isotrope, a 23 = 30rad/s, avec
n = 20etn, = 107

La figure 5.13 résume le comportement du deuxiéme et du troisiéme mode non-linéaire
de battement et la précision des calculs. Ceci démontre, encore une fois, l'efficacité de cette

approche. Ces deux modes exhibent un comportement adoucissant.
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Figure 5.13 Les modes 2 et 3 de vibrations libres de battement, résidus et courbes
de réponses forcées d'une poutre encastrée prismatique et isotrope. Mode 2 (a, b, et
c) et mode 3 (d, e, et f), en utilisant la MAN-Padé, n = 20, i, = 107, Q3 = 30 rad/s
et des amplitudes de forces Fy = 2, 20N respectivement
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5.2. Vibrations libres non-linéaires

5.2.3.b poutre en composite ACA

Comme exemple de vibrations libres non-linéaires d’une poutre en composite rotative,
nous avons repris la poutre-caisson en composite, figure 4.6, étudiée statiquement dans le
chapitre 4. Les caractéristiques géométriques, les propriétés des matériaux et les matrices de
masse et de rigidité sont définies dans la section 4.4 page (111) et peuvent étre trouvées dans
[74]. Dans ce papier, Pauteur a étudié l'effet de 'accélérationn, du repos jusqu’a 100 rad/s,
sur la dynamique de la poutre. Pour la simplicité, les forces des actionneurs caractérisées par
le couplage forces-moments ne sont pas considérées.

Les quatre premiéres fréquences naturelles a Q3 = 0 et 100 rad/s sont présentées dans
la tableau 5.6. On peut remarquer que ces fréquences ne sont pas trop influencées par ce
changement de vitesse angulaire. La figure 5.14 montre la courbe d’épine dorsale du premier
mode de battement correspondant & la premiére fréquence dans le tableau 5.6. La courbe du
résidu correspondante est présentée dans la figure 5.15 avec une valeur moyenne de 1075.

Pour les poutres en composite, les déplacements et les rotations sont couplés. La figure
5.16 présente ces variables couplées correspondants au premier mode non-linéaire de flexion
en battement a Q3 = 0 (courbes continues) et 100 rad/s (courbes discontinues). On peut re-
marquer que, similairement aux fréquences naturelles, ces courbes sont pratiquement collées
et ne sont pas influencées par le changement de la vitesse angulaire. Les déplacements de
battement et de corde du bout x2 4, and x3, 4, et les rotations correspondantes 6x3 ¢, and
0x2, tip sont du méme ordre de grandeur et elles sont importantes relativement aux déplace-
ment axial x1, ¢, et a la torsion 6z, ;) respectivement.

Similairement & la poutre prismatique isotrope traitée dans la section 5.3.a, les figures 5.17
et 5.18 montrent les courbes de réponse en épines dorsales du deuxiéme mode de flexion en
battement et le premier mode de torsion correspondants aux deuxiéme et troisiéme fréquences

propres au repos. La courbe de réponse de vibration libre du deuxiéme mode de flexion est

Table 5.6
Les premiéres fréquences naturelles de flexion wy; et de torsion wy; (rad/s) de la
poutre-caisson en composite a 23 = 0 et Q3 = 100 rad/s
Q3 (rad/s) Wi Wr2 W W3
0 8882.25  9966.60  33687.99  41106.02
100 8882.52  9966.78  33687.95  41106.47
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Figure 5.14 Courbe de réponse libre du premier mode non-linéaire de battement -
Poutre-caisson en composite a {23 = 0 rad/s, utilisant MAN-Padé, avec n = 20 et
mp = 1077
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Figure 5.15 Précision de premier mode de battement - Poutre-caisson en composite
a Q3 = 0rad/s, utilisant MAN-Padé, avec n = 20 et , = 1077
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5.2. Vibrations libres non-linéaires

présentée avec la courbe de réponse forcée dans figure 5.17. La précision dans les deux cas

est approximativement d’une valeur moyenne de 107°. La derniére courbe présente une non-

linéarité faible.
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Figure 5.16 Couplage des déplacements et des rotations correspondants au premier
mode non-linéaire de flexion en battement - Poutre-caisson en composite &
Q3 = 0rad/s (—) et Q3 = 100 rad/s (---), avecn = 20 and 5, = 107
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Figure 5.17 Courbe de réponse libre du 2" mode non-linéaire (de battement) -
Poutre-caisson en composite a Q3 = 0rad/s, Fp = 1N,
MAN-Padé, avec n. = 20 et 5, = 107
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Figure 5.18 Courbe de réponse libre du 3¢ mode non-linéaire (de torsion) -
Poutre-caisson en composite a {23 = 0 rad/s, utilisant MAN-Padé, avec n = 20 et
-9
np, = 10
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A partir des courbes des résidus, figures 5.10, 5.13b, 5.13¢, et 5.15, une perte de précision
est observée, qui est discutée dans [28|. Cette perte de précision de la MAN peut étre améliorée
par l'introduction d’'un correcteur dans les calculs, telle que la méthode proposée dans [46],
qui a I’avantage d’améliorer la qualité de la solution sans augmenter le temps de calcul.

En terme de stabilité, lorsque la courbe du mode principal exhibe un comportement
durcissant, la bifurcation de Hopf est super-critique, et la stabilité est échangée localement.
Cependant, dans le cas d’'un comportement assouplissant la bifurcation de Hopf est sous-
critique, et la courbe de réponse (la branche solution) est localement instable [153].

Il faut noter que seules les courbes de réponses libres sont déterminées par un seul pas.
Les courbes de réponses forcées sont déterminées par plusieurs pas. Ceci s’éxplique par le fait
que I’équation du parameétre de chemin 5.12 est moins contraigante que celle utilisée dans le

chapitre suivant 6.2.

5.3 Bilan du chapitre

Ce chapitre était destiné a étudier les vibrations libres non-linéaires des poutres rotatives
dans le domaine fréquentiel en utilisant les méthodes de continuation. L’analyse modale li-
néaire a permis de déterminer les causes principales de la non-linéarité pour les deux types
de poutres : les poutres prismatiques isotropes et les poutres en composite. Les fréquences
naturelles obtenues sont comparées avec la littérature et l'effet de la vitesse de rotation sur
le comportement des poutres est étudié.

Un nouvel algorithme pour le calcul des branches solutions & partir des points de bifurca-
tion de Hopf (co-rang 2) a été développé. Cet algorithme est basé sur la MAN et la réduction
de Lyapunov-Schmidt. Les applications se sont limités, aux calculs des courbes de réponse
des vibrations libres non-linéaires (courbes d’épine dorsales). Cependant, la technique peut
étre utilisée dans d’autres domaines d’application en rapport avec les points de bifurcations
de Hopf dégénérés et non-dégénérés. Une attention particuliére a été donnée a l’effet du cou-
plages entre les variables de déplacements qui sont omniprésentes dans le cas des poutres en
composite.

Il a été démontré que le systéme linéaire du second ordre, i.e. deuxiéme ordre de tron-
cature, est équivalent & l’équation algébrique de bifurcation utilisée dans la littérature et
obtenue & partir de la seconde différentiation de la fonctionnelle.

Comme complément de cette étude, nous étudions, dans le chapitre suivant, les vibra-
tions forcées non-linéaires des poutres rotatives en utilisant un autre algorithme de la MAN

en paralléle avec la méthode de continuation pseudo-longueur d’arc.
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Introduction

L’étude des vibrations forcées est d’une importance capitale, elle permet de comprendre
le comportement dynamique des poutres et par conséquent d’en faire un bon controle et un
dimensionnement adéquat. Ce chapitre est dédié a ’analyse des vibrations forcées des poutres
rotatives dans le domaine fréquentiel. La premiére section est consacrée a ’établissement de
deux algorithmes : le premier est basé sur la MAN et le deuxiéme sur la méthode pseudo-
longueur d’arc. La deuxiéme section est dédiée aux résultats numériques, qui porteront sur des
poutres prismatiques isotropes et des poutres composites. Dans le cas des poutres isotropes
et sans courbure, nous allons confirmer encore une fois que la source de non-linéarité est la

vitesse de rotation. Des phénomeénes vibratoires tels que la résonance interne et la saturation
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6.1. Algorithmes de continuation pour les vibrations forcées non-linéaires

accompagnant généralement les vibrations forcées sont rencontrées dans le cas de la poutre en

composite ATR, vue dans le chapitre précédent. Ces phénoménes sont identifiés et analysés.

6.1 Algorithmes de continuation pour les vibrations

forcées non-linéaires

6.1.1 Algorithme de la méthode asymptotique numérique (MAN)

Dans cette section, un algorithme de continuation basé sur la MAN est développé pour
résoudre le probléme de vibrations forcées (4.35) et obtenir les courbes de réponse. Les incon-
nues sont le vecteur de déplacement généralisé g et la fréquence w, qui peuvent étre développés
sous forme de séries de puissance (2.17, 5.11) en fonction d’un paramétre de chemin ‘a’ au

voisinage d’une solution réguliére (G, wp), qui est supposée connue :

qa)= @+ ),dq
5 (6.1)

dans lequel g; et w; sont les nouvelles inconnues que ’on doit calculer. Le parameétre de che-
min ‘a’ peut étre défini comme la projection des incréments de ¢ et w sur le vecteur tangent
(@1, wi), dite projection sphérique [57], :

=(7—q)" @1 + (w — wo)wr (6.2)

En introduisant les développements (6.1) dans les équations (4.35) et (6.2) et égalisant
les termes ayant les mémes puissances en ‘a’, on obtient des systémes linéaires & ’exception

du systéme d’ordre zéro qui est non-linéaire :

Ordre O
R(Go,wo) = woAGo + Bgo + Cdo-go + D =0 (6.3)

L’ordre zéro est lié au premier point de la branche. Généralement wq est choisi égal a zéro,
ainsi qp correspond a la solution de I’état stationnaire et peut étre obtenue avec une méthode
itérative telle que celle de Newton-Raphson. Ce calcul est fait seulement pour le pas initial

de la méthode de continuation.
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Ordre 1
Ri @i = —wiAgo
.+ wi=1
Ordre p
Rq@p = Dy
(j{.(jp +wiwp = 0
p—i

avec D, = —w,Agy — Z wp—1AG; + CGi-Gpi
i=1

ou la Jacobienne, considérée réguliére en g, est définie par :

Rq = OJOA +B+ 2@(}0 (6.6)

Comme il a été expliqué dans le chapitre 5, les solutions polynomiales (6.1) peuvent étre
améliorées avec I'introduction des fractions de Padé. Ces solutions sont bien concordantes dans
un domaine de validité [0 aps], ou [0 amp] et diverge en dehors de ce domaine. Les limites
ams (ou amp) peuvent étre calculées automatiquement en utilisant un des deux critéres (2.29)
ou (2.30).

En réappliquant itérativement cet algorithme, en prenant un point de la zone de validité
comme le nouveau point de départ du prochain pas, rend possible la détermination de toute

la courbe réponse.

6.1.2 Algorithme de la méthode pseudo-longueur d’arc (PLA)

Un autre algorithme basé sur la méthode pseudo-longueur d’arc (PLA) [122] est présenté
dans le but de valider les résultats obtenus avec la MAN. Cette méthode est un schéma

prédicteur-correcteur et il est basé sur deux étapes :

Step 1 : Prédiction

La différentiation de 1’équation (4.35) par rapport au paramétre de chemin en (gy, wp) donne :

R4 + Rowo' =0 (6.7)
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oil, Rg et R, sont les dérivées par rapport a q et w.

Pour un vecteur tangent normalisé (q()T.(jé + w{)z = 1), on aura :
wh=+(1+2"2)712 (6.8)

ou a partir de (6.7),

qh = wyz , avec z = —RglRw (6.9)

Le signe dans (6.9) détermine la direction de continuation. Par conséquent, le point de

prédiction est obtenu aves un pas de continuation As :

1= Go+qyAs
’ (6.10)

w1 = wo+wy'As

Step 2 : Correction

Ce point est corrigé le long de la normale du vecteur tangent ((j{)T,wé)T. On obtient une

seconde équation :
G(G.w) = (7~ 1) % + (@ —wo)wh — As =0 (6.11)

ol, s est la coordonnée curviligne.
Les équations (4.35) et (6.11) définissent le systéme non-linéaire a résoudre par la méthode

de Newton-Raphson. Les inconnues a 'itération (k + 1) sont définies par :

k+1 =  Qr +AQ
(6.12)

Wpr1 = wk + Aw

En introduisant ces deux incréments dans les équations (4.35) et (6.11) et en négligeant
les termes du second ordre en Ag et Aw, on obtient le systéme linéaire suivant a résoudre

par la méthode itérative de Newton :

RgAG + RyAw = —R(q,w)
(6.13)

(j’TA(j—i— WAw = -G(q, w)
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6.1.3 Stabilité des solutions

L’étude de la stabilité locale est cruciale pour statuer si les solutions obtenues sont physi-
quement possibles ou non. La section 2.4 du chapitre 2, page (39), donne une description sur
I’étude de la stabilité locale, qui se fait en ajoutant une perturbation & la solution considérée
qo & wp :

q(t) = qo(t) + Q(t) (6.14)

La stabilité de gg est liée au comportement de la perturbation @Q. Si la perturbation
disparait avec le temps, alors gy est stable, et si elle augmente alors qg est instable. La per-
turbation est d’abord étudiée dans le domaine temporel et ensuite en appliquant la méthode
de I’équilibrage harmonique on passe au domaine fréquentiel, ce qui est convenable pour les
deux méthodes de continuation : la MAN et la PLA. En substituant ’équation (6.14) dans
(4.19) et en développant le résultat sous forme d’une série de Taylor aux environs de gy tout

en préservant seulement les termes linéaires de la perturbation, on obtient :
AkiQ + BriQ + 2Ckijq0-Q = 0 (6.15)

Utilisant la forme de Floquet, la perturbation peut étre exprimée comme le produit d’un

terme périodique par un terme exponentiel :

H-1
Q(t) = &t Z (Qjcosjwt + Qsinjwt) (6.16)
j=0
o, & sont les exposants de Floquet & déterminer. En inserrant 1’équation (6.16) dans (6.15) et
utilisant la méthode de I’équilibrage harmonique, on obtient le probléme aux valeurs propres

suivant :

{(—MK’) - MA}Q ~0 (6.17)
ot, Q = [ ST Q‘fT Qi’T... Q%’Z Q;—I:]T, A est la matrice identité, H est le nombre des
harmoniques utilisées dans I'étude de stabilité. Comme il est noté dans [163], H peut étre

différent du nombre des harmoniques H utilisées dans 'étape de continuation. Pour H = 3,

A 00 0 0
0 As 0 0 0
M=| 0 0 A; 0 0 (6.18)
0 0 0 Ay O
0 0 0 0 Ay |
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et K est définie par :
K = woA+ B+ 2Cqo (6.19)
Le nombre des exposants de Floquet nécéssaires pour déterminer la stabilité de la solution
est (12 ny) et ils seront séléctionnés parmi toutes les valeurs propres du systéme (6.17). Nous
adoptons la méthode de sélection utilisée dans [106], basée sur la comparaison de la médiane
des vecteurs propres.
Par définition, si z; est la j**¢ composante du vecteur z, la médiane est 3, jlz;|/ >, |z;].
Les valeurs propres sélectionnées correspondent aux vecteurs propres ayant les valeurs
médianes les plus proches de la valeur [12 ny(2H — 1)]/2. Ces exposants de Floquet &;,i =
1,...12 ny sont utilisés pour définir la stabilité de la solution.
Si R(&;) < 0 pour tout 4, la solution est asymptotiquement stable.

Si (&) > 0 pour tout ¢ = 1,...12 ny, la solution est instable.

6.2 Reésultats numériques

Dans cette partie, des simulations numériques des vibrations forcées des poutres isotropes
et des poutres en composite encastrées-libres et rotatives sont faites. Cette analyse prend en
considération l'effet des différentes conditions telles que la vitesse angulaire et le rayon du
moyeu. Les codes utilisés sont implémentés en utilisant I’environnement MATLAB, alors que
les propriétés des sections transversales sont prises de la littérature [6, 7, 73, 127]. En se
basant sur les études précédentes, le nombre des fonctions de comparaison est pris ny = 10,
montré optimal et utilisé dans tous les cas traités dans [135]. Le nombre des harmoniques
H = 3 est adopté dans [40, 144] et H = 6 pour I'é¢tude de la stabilité [163]. Les paramétres
choisis pour la MAN sont :I’ordre de troncature n = 15 [77], le paramétre de précision est pris
ns = 10~* pour la continuation avec la MAN-séries et 1, = 10~* pour la MAN-Padé [2, 40],
contre un paramétre de précision e = 107 pour la méthode de Newton-Raphson. Pour la
méthode de continuation PLA, le pas est pris As < 1.5 dans le but d’obtenir une courbe

lisse.

6.2.1 Poutres prismatiques isotropes

La figure 6.1 montre la courbe de réponse forcée, relative aux trois premiers modes de
flexion de battement, d’une poutre prismatique isotrope excitée par une force concentrée

harmonique au bout. Sur I'axe des z, la fréquence est adimensionnelle. La poutre étudiée
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Chapitre 6. Vibrations forcées non-linéaires des poutres rotatives

ici est traitée dans [73] pour modéliser une pale articulée d’un rotor et étudiée statiquement
dans le chapitre 4, page(111). Les valeurs numériques sont : A = 0.2 x 0.1 = 0.02 m?, E =
1.792 101 N/m?,v = 0.3, p = 1770 kg/m®, L = 10 m. Pour obtenir trois modes, quatre
points initiaux, soit trois étapes sont nécessaires pour la MAN-Padé alors que la MAN-série
utilise plusieurs trongons et quatre segments discontinus. Les valeurs de fréquences naturelles

correspondent a celles d’Euleur-Bernoulli sans vitesse de rotation présentées dans le tableau

Tab5.1.

x10~
4

1er " 1 N
point
initial

| 2eme
\ / 4eme

3 . :

0 10 20 30 40 50 60 70

Figure 6.1 Courbe de réponse d’une poutre prismatique, isotrope, encastrée-libre,
excitée harmoniquement a l'extrémité, Fy = 103N, ( @ Padé et = séries)

La figure 6.2 montre ’effet de la vitesse angulaire sur la courbe réponse du premier mode
d’une poutre excitée harmoniquement au bout. On peut remarquer que la fréquence, qui re-
présente le premier mode de flexion de battement, augmente avec la vitesse angulaire et la
courbe de réponse devient non-linéaire. La figure 6.3 montre que cette non-linéarité dépend
de la valeur de la vitesse angulaire, et que la poutre exhibe un comportement durcissant. Il
est indiqué dans [63] qu’une poutre rotative peut exhiber un comportement durcissant ou

adoucissant en fonction des conditions géométriques et cinématiques.
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Figure 6.2 Courbe de réponse d’une poutre prismatique, isotrope, encastrée-libre,
excitée harmoniquement au bout, Fy = 102N - Effet de la vitesse angulaire

x
—
Q

0 rad/s

o
1
o]
S
1l

1

,/h
w

X3, (x

PO ST T Y N VN ST TN W N YONNT SN WO W Y VAN T WO SN (N W ST

Figure 6.3 Courbe de réponse d’une poutre prismatique, isotrope, encastrée-libre,
excitée harmoniquement au bout, Fy = 5 - 10°N, Q3 = 0 = 30 rad/s,
(- : solution instable ).
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Chapitre 6. Vibrations forcées non-linéaires des poutres rotatives

Intéressons nous maintenant aux effets des paramétres : Le rayon du moyeu et 'angle
de tordage sur les fréquences naturelles. La figure 6.4 est un zoom montrant I'influence de
ces parameétres sur les caractéristiques dynamiques sur une poutre rotative. La non-linéarité
enregistrée avec 'introduction de ces paramétres n’est pas significative. On peut remarquer
que les courbes de réponse se déplacent a droite et que les fréquences naturelles augmentent
avec ces parameétres.

Par conséquent, pour une poutre prismatique et isotrope, la cause principale de la non-
linéarité est la vitesse angulaire. Le terme de non-linéarité dans (4.35), i.e. le tenseur C,

disparait dans le cas d’une vitesse angulaire nulle.

-2
30 x 10 i
| E —Q,= Orad/s
25 | I Q, =20 rad/s
| Q,=20rad/s, r=0.04
1 Wo— Q,=20rad/s, r=0.04, k, = /60
20- |
s ] i
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95 100 105 110 115 120
o (rad/s)

Figure 6.4 Courbe de réponse d’une poutre prismatique, isotrope, encastrée-libre,
excitée harmoniquement au bout, Fy = 102N, L = 10m.
Effets du rayon du moyeu et du tordage

6.2.2 Poutres en composites

Dans cette partie et pour mieux comprendre les phénoménes relatifs aux résonances in-
ternes et aux couplages entre les modes de vibration, deux exemples ont été sélectionnés :
le premier exemple concerne une poutre en composite sans résonance interne et le deuxiéme
exemple concerne une poutre en composite avec résonance interne. Ces phénomeénes d’inté-
ractions modales sont fréquents dans le cas des vibrations forcées des poutres en composite.

ils sont accompagnés par des échanges d’énergie entre ces modes.
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6.2. Résultats numériques

6.2.2.a Poutres en composites sans résonance interne

Nous revenons a ’exemple de la poutre-caisson en composite, étudiée statiquement dans
le chapitre 4, page (112), et les vibrations libres non-linéaires dans le chapitre 5, page (141).
Nous avons montré, a travers les figures 5.14 et 5.16, que la vitesse de rotation n’a pas
d’influence significative sur le comportement des courbes de réponses du mode menant, i.e.
suivant x3, et les autres mode en couplage. Les fréquences naturelles sont présentées sur le
tableau 5.6. Regardons maintenant 'effet de "'amplitude de 'excitation. La figure 6.5 montre
leffet de I'amplitude de ’excitation sur le comportement des courbes de réponse forcées.
On remarque que ces courbes s’élargissent en augmentant I’amplitude de 'excitation et que
toutes les courbes tendent vers l'infini. Les autres modes couplés enregistrent aussi le méme

comportement.

0,08

—F,=5N
N —-—=-F,=10N
N ---F,=20N

- - - - Vibration libre

Figure 6.5 Courbes de réponse forcée d’une poutre-caisson en composite
encastrée-libre, excitée harmoniquement & I'extrémité — effets de 'amplitude
d’excitation

6.2.2.b Poutres en composites avec résonance interne

Le modéle de poutre en composite choisi pour ce cas est la pale ATR, décrite et étu-
diée dans le chapitre précédent du coté analyse modale linéaire. Elle est présentée aussi dans
[7, 154, 169]. Dans ces papiers, seulement 'effet de la vitesse angulaire sur les fréquences natu-

relles a été étudié. Nous allons étudier, a présent, les courbes de réponse des vibrations forcées
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Chapitre 6. Vibrations forcées non-linéaires des poutres rotatives

non-linéaires de cette pale encastrée et avec vitesse angulaire. Les forces des actionneurs ca-
ractérisées par leurs couplages forces-moments ne sont pas considérées. Les caractéristiques
géométriques et les matrices de rigidité et de masse sont identifiées dans le tableau 5.3

Le tableau 5.4 présente les quatre premieres fréquences naturelles. On peut remarquer
que pour ces cas de vitesses angulaires, wy/,; ~ Wiy, + Wiz, ce qui est identifié par la
résonance interne, qui implique plus de deux fréquences naturelles du type flexion-flexion
[27, 124, 170, 186|. Ce phénoméne disparait pour les vitesse angulaires 23 > 20 rad/s. Dans
[28], intéraction entre ces modes et I’échange d’énergie sont discutés dans les deux cas avec

et sans vitesse angulaire.

La figure 6.6 montre la courbe de réponse, obtenue par deux méthodes de continuation :
la MAN et la PLA. Elle représente le premier mode de flexion en battement, o I'ampli-
tude de la force harmonique appliquée au bout est de Fy = 20N et sans vitesse angulaire.
On peut remarquer que la non-linéarité est plus prononcée pour cette poutre anisotrope et
qu’il y a une cohérence parfaite entre les deux méthodes de continuation. Les solutions in-
stables sont présentées par les lignes discontinues. Malgré 'absence d’amortissement, aussi
bien dans le modéle mathématique que dans les procédures numériques, la courbe de réponse

exhibe un comportement de structure avec amortissement. Ce dernier est du a la résonance

| ——PLA

—=— MAN (séries)

—=— MAN (Padé) y
/
/

o (rad/s) ° 20 25

Figure 6.6 Courbe de réponse de la pale ATR excitée harmoniquement a I’extrémité
Fy = 20N, Q3 =0rad/s, n séries, et o Padé. zone discontinue : solution instable
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6.2. Résultats numériques

interne entre les déplacements de battement et de corde, ce qui rend apparent 'effet gyrosco-
pique et par conséquent il s’agit du phénoméne pseudo-amortissement [54]. Ceci explique, le
décalage a l'intérieur de la fréquence naturelle quand ’amplitude de I’excitation augmente,

tel qu’il est montré dans la figure 6.8.

Les figures 6.7(a, b), montre une évaluation de la précision de ces deux méthodes de
continuation autour du premier mode (0 < w < 25 rad/s), le résidu est obtenu a partir
de la norme du vecteur R(q,w), Eq. (4.35), en se basant sur les paramétres de convergence
indiqués sur ces deux figures. L’ordre de troncature est pris n = 15 dans la figure 6.7a, et
n = 20 dans la figure 6.7b. On peut remarquer que la PLA est plus précise que la MAN
malgré I’augmentation de l'ordre de troncature, mais comme il est représenté sur le tableau
6.1, la MAN est généralement moins cotiteuse en terme de temps de calcul d’unité centrale
(UC) que la PLA pour des tolérances de I'ordre (s = 1077). Ceci est principalement dii au
nombre d’inversions de la matrice jacobienne, qui est inférieur avec la MAN qu’avec la PLA.
Un autre avantage d’utilisation de la MAN réside dans I’expression analytique de la solution
obtenue, sous forme d’une série polynomiale ou méme avec les approximants de Padé, et le
pas qui est ajusté automatiquement et adapté a la difficulté de la branche, au lieu d’une

solution point par point obtenue avec la méthode itérative PLA, avec un pas (As) (6.11).

De plus, le tableau 6.1 montre que le temps de calcul UC augmente avec I'ordre de tronca-
ture, alors que le nombre de pas (i.e. le nombre des inversions des matrices) diminue. Ceci est
dit au temps de construction de la partie droite D, (6.5) qui est plus grand, pour le nombre
des inconnues considérées ¢;, que le temps pour inverser la matrice Jacobienne. Dans les ap-
plications classiques de la MAN, ou la discrétisation spatiale est réalisée avec la méthode des
éléments finis, une partie importante du temps de calcul est utilisée dans la triangulation de

la matrice Jacobienne quand le nombre des inconnues est important.

La figure 6.8 montre 'effet de la magnitude d’excitation pour une poutre non-rotative.
Pour ce cas, la courbe de réponse des vibrations libres bifurque du point (§ = 0, w; =
13.64 rad/s). Si on ajoute une vitesse de rotation, le point de bifurcation change (w >
w1, G # 0), correspondant au nouvel état stationnaire. On peut remarquer que l'amplitude
maximale de ces courbes de réponse est insensible & 'amplitude de la force d’excitation. Ce
phénomeéne, appelé saturation, se produit dans les réponses forcées d’un systéme dynamique

avec une non-linéarité quadratique en présence d’une résonance interne[123].
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Figure 6.7 Précision de la MAN-série vs. PLA (Cas de la pale ATR excitée
harmoniquement & l'etrémité, Fy = 20N et Q3 = 0 rad/s )

158



s/ppagy = ™

ee el eLg ST'Y 68°0 LTS 26°¢ G180 v [(npwsoy)o13oT|
V¢a 0ve 1,8 a1 88¢ 86T LTT (s) DN sdway,
78¢ Ve 61 el Ve Ve 4! sed op aIqUION
,-01=3 -01="t , o1="L0 ,01="L so01="L ,01="L L 01="U 90URIY[O],
V'id 0g=U 2IN)ROUOI} SD dIPI() GT=TU 2IN}eIUOI} dP AIPI() m
oIR P INONSUO[-OPNOSJ (sougs - NYIN) enbugumu enbrjojduidse opoyiay

(s/pp0 = 5 pue 0T = )
‘Inoq ne juswenbruouLrey 99310Xe Yy ored ©[ op sey) ‘s/pv. [6g ‘0] = ¢ mod np1sa1 o] 1o H) Mored op sdua], ‘sed op dIqUION
1°9 9lqeL



Chapitre 6. Vibrations forcées non-linéaires des poutres rotatives
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Figure 6.8 Courbes de réponse de la pale ATR excitée hormoniquement au bout -
Effet de 'amplitude de la force, Fy = 10N, 20N ,30N avec Q3 = 0 rad/s

1 — X3 bout/corde
0,4

69 —-
Xy bout/corde

> 10 o (rad/s) 15

Figure 6.9 Courbes de réponse dans le plan et en dehors le plan de la pale ATR
excitée hamoniquement au bout, Fy = 20N, Q3 = 0 rad/s.
Zones discontinues : sloutions instables
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6.2. Résultats numériques

La figure 6.9 montre comment sous l'effet de cette résonance, le premier mode de flexion
en battement est accompagné par un autre mode en flexion latéral (corde). On peut remar-
quer qu’il n’y a pas de branches secondaires et par conséquent le mode compagnon est di
a la fois au couplage et & la résonance interne. Cette courbe du mode accompagnateur est

similaire au résultat de [186].

L’amplitude maximale du mode accompagnateur correspond & 'amplitude minimale du
mode menant (de battement). Ceci est expliqué par un échange partiel de ’énegie. 11 est expli-
qué dans [186] que lorsqu'une poutre excitée au voisinage du mode de flappement w; /5, pré-
sentant une résonance interne du type flexion-flexion, il y’aura une interaction et un échange

d’énergie avec le mode de corde wy g,

La figure 6.10 illustre le nouveau format de la courbe de réponse induit par 'introduction
d’une vitesse angulaire Q3 = 20 rad/s. On peut remarquer que la courbe, obtenue par les
deux méthodes de continuation MAN série/Padé et la PLA, est distordue et le comportement
durscissant est devenu adoucissant sous l'effet de la vitesse angulaire, particuliérement au dé-
but de la courbe. La fréquence naturelle du premier mode a augmenté de 13.64 a 25.53 rad/s,

comme il est montré dans le tableau 5.4.

1 — Q= O rad/s
g4 ——Q,=20rad/s

10 o (rad/s) 15

Figure 6.10 Courbe de réponse de la pale ATR excitée harmoniquement au bout—
Effet de la vitesse angulaire Fy = 20N | et Q3 = 20 rad/s
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Figure 6.11 Courbes de réponse dans le plan et en dehors le plan de la pale ATR
excitée harmoniquement au bout, pour les cas 23 = 0 rad/s et Q3 = 20 rad/s.
Les symboles indiques les points initiaux de la MAN
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Figure 6.12 Courbe de réponse de la pale ATR excitée harmoniquement au bout—
Effet de la vitesse angulaire Fy = 20N , et Q3 = 20 rad/s
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6.2. Résultats numériques

La figure 6.11 récapitule les courbes de réponse des modes en résonance avec et sans
vitesse angulaire. Les sauts remarqués sur 6.11(b,d) correspondent aux cas avec vitesse de
rotation. Ils se manifestent autour de (w ~ 19 rad/s) et ils sont diis & un échange intermittent

d’énergie, tel qu’il est montré sur la figure 6.12 [27].

La figure 6.13 illustre les courbes de réponse de cette pale pour deux valeurs de la vitesse
angulaire ; 10 et 20 rad/s. La fréquence naturelle change mais le comportement général reste
le méme. Ce comportement, qui est observé aussi pour d’autres valeurs de vitesse angulaire,
nous permet de conclure que la vitesse angulaire transforme le comportement dynamique de

la pale ATR du durcissant en adoucissant.

Les nouvelles courbes de réponse ont des zones instables, qui commencent & partir du
premier point tournant, ol un saut peut survenir. L’amplitude de résonnace est plus petite
que dans le cas sans vitesse angulaire, ce qui donne un aspect amortissant a la pale. On peut
également remarquer la diminution de la réponse a I’état stationnaire, i.e. le point initial de
la courbe. Un autre point singulier est observé a w = 18.986 rad/s. Celui-ci ne peut étre

atteint & cause des sauts aux points tournants.

En terme de convergence, comme il est montré dans le tableau 5.4, le meilleur résidu
final pour la MAN-série est obtenu avec une tolérance 1, = 10~%. La méthode PLA est plus

précise, avec au maximum (3 a 4) itérations dans 1'étape de correction.

— Q.= O rad/s
g4 ——Q,=10rad/s
—Q,= 20 rad/s

o (radls)

Figure 6.13 Courbe de réponse de la pale ATR excitée harmoniquement au bout,
Fy = 20N - influence de la vitesse angulaire
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Chapitre 6. Vibrations forcées non-linéaires des poutres rotatives

6.3 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons étudié les vibrations non-linéaires des poutres isotropes et
anisotropes excitées avec des forces concentrées harmoniques aux bouts. Des algorithmes
basés sur les méthodes de continuation, la méthode asymptotique numérique et la méthode
pseudo-longueur d’arc, sont développées et utilisées dans les solutions numériques. En traitant
une poutre en composite, une étude comparative de convergence entre ces deux méthodes de
continuation a été faite. On montre que la méthode pseudo-longueur d’arc est cotiteuse, mais
elle est la plus précise.

La non-linéarité rencontrée dans le cas des poutres isotropes est due & la vitesse de
rotation et elle est faible. Cependant, une forte non-linéarité a été observée pour la poutre
en composite, en présence d’une résonance interne de type flexion-flexion. Les courbes de
réponse ont été distordues sous 'effet de la vitesse angulaire avec I'apparition de quelques
points singuliers expliqués par la présence de la résonance interne et un échange intermittent

d’énergie.
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Conclusion générale et perspectives

Le travail présenté dans ce manuscrit est une contribution a 1’étude des vibrations non-
linéaires des poutres isotropes et des poutres en composite en mouvement de rotation. Le
modéle mathématique est basé sur la formulation intrinséque et géométriquement exacte de
Hodges, basée sur deux principes : la décomposition du tenseur de déformation et la méthode
asymptotique variationelle (VAM). Cette formulation utilise les déformations généralisées, qui
constituent des variables unidimensionnels (1D), et les caractéristiques découlant de 1’analyse
de la section transversale (2D). Pour des sections transversales avec une géométrie arbitraire
et des matériaux anisotropes, 'analyse de la section transversale se fait par la méthode des
éléments finis. Cette formulation permet le traitement des poutres ayant des grands dépla-
cements et petites déformations. Cette étude a cerné les aspects : statique, analyse modale
linéaire, vibrations libres non-linéaires et les vibrations forcées non-linéaires des poutres ro-
tatives.

La résolution est faite dans le domaine fréquentiel suite & une discrétisation spatio-
temporelle, en utilisant ’approximation de Galerkin et la méthode de 1’équilibrage harmo-
nique, ou le systéme d’équations aux dérivées partielles a été transformé en un systéme
dynamique d’une non-linéairité relativelment faible, i.e. quadratique. Ce systéme dynamique
est représenté par une équation algébrique avec un vecteur de déplacement généralisé comme
inconnue et la pulsation du systéme comme paramétre. Les conditions aux limites corres-
pondent aux poutres encastrées-libres.

Pour la déterminations du spectre des fréquences propres des poutres rotatives, le pro-
bléme de vecteurs/valeurs propres a été déterminé en ajoutant une perturbation au systéme
temporel. Les analyses modales faites dans cette étude ont concerné les poutres avec et sans
vitesse de rotation; les poutres isotropes d’FKuler-Bernoulli et de Timoshenko et les poutres
en composite. L'effet des termes gyroscopiques et la non-linéarité due a la vitesse de rotation
ont été identifiés.

Pour la résolution du systéme dynamique non-linéaire, des algorithmes de continuation
ont été développés, en se basant sur la MAN avec deux versions : séries et approximants
de Padé et la PLA pour chaque cas d’étude; i.e. le cas des vibrations libres non-linéaires
et le cas des vibrations forcées non-linéaires. Une étude comparative de convergence a été
menée donnant I’avantage a la PLA d’un point de vue précision et a la MAN de point de vue

temps UC. L’algorithme des vibrations libres non-linéaires est basé sur la MAN seulement. 11
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permet la résolution d’un probléme de branchement avec un point de bifurcation ayant une
double singularité de type Hopf dégénéré, caractérisé par deux valeurs propres imaginaires
conjuguées et deux vecteurs propres. Cet algorithme de branchement est basé sur la réduction
de Lyapunov-Schmidt et il est limité aux problémes de co-rang = 2.

Il a été démontré que I'équation algébrique de bifurcation est équivalente au deuxiéme
ordre de la MAN et par conséquent, les développements en série de la MAN sont équivalents
au développement de Taylor et du fait que le systéme dynamique est quadratique, les termes
supérieurs a deux sont des termes de correction.

Les algorithmes de continuation ont été testés pour le calcul des courbes de réponse tout
en jouant sur les différents paramétres qui peuvent surgir dans le cas d’une poutre rotative :
I’anisotropie du matériau, le rayon du moyeu, ’angle de tordage, la section transversale, la
vitesse de rotation et la résonance interne. La stabilité des solutions obtenues est étudiée
dans chaque cas en utilisant un algorithme basé sur la méthode de Hill. Les valeurs propres
du systéme perturbé sont séléctionnées suite & un critére sur la valeur moyenne des vecteurs
propres correspondants.

Dans le cas des vibrations libres et forcées non-linéaires, ’effet du couplage des modes et
les échanges d’énergie ont été étudiés particuliérement en présence d’une résonance interne.
Les applications vues dans ce manuscrit ont concerné des cas traités dans la littérature per-
mettant de faire la comparaison et d’éprouver & chaque fois la convergence et la précision du
modéle mathématique et les méthodes de résolution utilisées.

Cette étude est restreinte aux poutres rotatives avec des sections transversales uniformes
le long de la poutres. Elle peut étre élargie aux poutres avec des actionneurs intégrés ou avec
des sections qui changent axialement, ayant un seul cdéne ou double cone, tout en utilisant la
méme formulation intrinséque et les propriétés découlant de ’analyse de la section transver-
sale.

L’analyse des sections transversales des poutres isotropes et anisotropes est expliquée
dans la section 4.3. Le code éléments finis que nous avons actuellement, basé sur cette sec-
tion, permet seulement le calcul des matrices de rigidité et de masse des sections transversales
des poutres isotropes et avec des géométries simples. Pour les poutres en composite traitées
dans cette thése, nous avons utilisé les données trouvées dans la littératue. Néanmoins, le
présent code de 'analyse de la section transversale pourra étre élargie a des sections trans-
versales anisotropes avec des géométries complexes. Ceci nécessite 1'utilisation d’un mailleur
d’éléments finis.

Les techniques de réduction utilisées dans les codes des éléments finis sont dévenues de

plus en plus efficaces. Une étude comparative entre notre modéle et la méthode des éléments
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finis 3D appliquée aux poutres en composite rotatives serait une grande opportunité.

La méme procédure peut étre appliquée pour I’étude des vibrations non-linéaires des
plaques et des coques en composite, qui modélisent parfois les structures minces mieux que
les poutres, telles ques les aubes des turbines et les structures & parois minces, ou l'effet de la
température est parfois important. Ces travaux peuvent aussi étre fondés sur des formulations
intrinséques et géométriquements exactes pour les plaques et les coques.

L’algorithme développé pour la résolution du probléme de branchement en point de bifur-
cation de Hopf est limité & un co-rang de 2 et appliqué aux vibrations libres non-linéaires des
poutres rotatives, mais il peut étre appliqué & d’autres systémes dynamiques non-linéaires
tels ques la mécanique des fluides et les réactions chimiques. Il peut aussi étre étendu pour

des problémes ayant un co-rang supérieur en poursuivant la méme méthodologie.
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Annexe A : Approximation de Padé

Dans la MAN, la représentation polynomiale du vecteur de déplacement généralisé q est

la suivante :

q(a) —qo = Z a’qj (A.1)
j=1

o, n est 'ordre de trancature et gy est une solution initiale et a est le paramétre de chemin.
Afin d’étendre le domaine de validité de la représentation (A.1) et par conséquent réduire
le nombre de pas nécessaires pour obtenir toute la solution, une approximation rationnelle
est utilisée, basée sur des fractions rationnelles ayant le méme dénominateur, appelées les

approximants de Padé.
n—1

g(a) —qo = Y| d'fia)g (A.2)

=1

ou, fi(a) sont les approximants de padé, déterminés dans la MAN de la maniére suivante :

(1) La base (¢1,92,93, - ,qn) est orthonormalisée par la procédure de Gram-Schmidt (la
plus utilisée), donnant une base notée (g7, ¢5, g5, - ,¢;) et déterminée comme suit :
( *
11491 = 41
n—1
ol = ai— Y iy (A.3)
i=1
qz*Tq;k = 6’5,] <Z7] = 17 e 7n>

\

On obtient une nouvelle expression de (A.1) dans la base (¢) :

n

q(a) —qo = ] a'fi(a)g} (A4)

i=1
o, ﬁ(a) sont des séries définies par : ﬁ-(a) = ZZ;S aHk,iak.
(2) Les séries f;(a) seront remplacés par des fractions f;(a) = DD(T(L;%:ES)’ ayant le méme
dénominateur D(,_1)(a) afin de limiter le nombre de poles. Ces polynomes sont définis
par :

Di(a) =1+ Bya + Bya® + - - - + Bia’ (A.5)

i—1
avec, By = (app—i + Xjp_1 Br Op—kp—i)/ Op—ipi
(3) La premiére racine du dénominateur (i.e. le premier pole) est calculée par une méthode

de résolution d’équations algébriques, telle que ’algorithme de Bairstow.
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Annexe B : Algorithme de
continuation de la M AN-Padé

L’algorithme de continuation de la MAN basé sur les approximants de Padé est résumé

comme suit :
(1) Calcul de la solution en série (polynomiale)
- Calcul des vecteurs de la série jusqu’a I'ordre n
- Calcul de la limite de validité a,,s de la solution polynomiale (2.29)
(2) Calcul des approximants de Padé (Annexe A)
- Orthogonalisation de Gram-Schmidt
- Calcul de dénominateur et de son premier pole réel r
(3) Choix de la solution
- Si |r| < |ams, on considére la solution polynomiale

- Si|r| > |ams, c’est généralement le cas, on calcul par une dichotomie la limite de
validité de la représentation rationnelle a,,, dans I'interval [am,s, 7], en appliquant
le critére (2.30). i.e. la premiére itération sera donc de voir si (ams + 7)/2 vérifie
ce critére. Si oui on passe a la moitié droite de 'intervale précédent. Le nombre de
subdivisions faites dans ’algorithme de dichotomie peut étre limité & une valeur

choisi entre 20 et 100.

(4) Le dernier point de I'une des deux représentations choisies, correspondant & a = a,,s ou

@ = Gpyp, est le nouveau point initial. Retour au point (1).
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Annexe C : Calcul des modes de

vibration

La résolution du probléme aux valeurs/vecteurs propres (5.5) permet d’obtenir des couples

(A, Y;), dont le vecteur propre Y; correspond aux variables suivants (4.17) :

}/i = [f17 my, V1, W1, *, fna Mp, Un, wn]T (C]-)

o, les coefficients (f;, m;,,v;,w;) correspondent aux variables (F, M, V, Q).
En vibration des structures, on s’intéresse beaucoup plus aux modes de vibrations en dépla-

cements u = [x1,29,23]7 et en rotations § = [0,1,0.2,0.3]". Dans ce modéle dynamique,
dont les vibrations sont calculés autour d’une position d’équilibre, ces modes sont déterminés

de la maniére suivante :

(1) On fait une extraction directe du vecteur force F' et du vecteur moment M a partir du
vecteur propre Y; en utilisant les équations (4.16) et (4.22).

(2) On détermine les vecteurs de déformations généralisées v et k en utilisant 1’équation
constitutive définie dans le tableau 3.1.

-1
¥ U Vv F

= (C.2)

vt w M

(3) Les déformations généralisées sont liées aux déplacements par les relations (3.122) :

v = Cler +u +ku) —e;

B (C.3)
fo=—-CC'T+CrRCT —k
La forme discrétisée de ces équations (C.3) est la suivante :

Uni1 = [CT (v +e1) — e1]Az + uy, (C.4)

RAZ

Chi1 = Ch+e — I3x3

ou, les rotations sont déterminées & partir de la matrice des cosinus directeur C' = C'B?,
qui représente l'orientation du repére aprés déformation (B) dans le repére avant défor-

mation (b).
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Annexe C

(4)

Les modes de déformations et les déplacements statiques, tels qu’ils sont présentés dans
les chapitres précédents, sont calculés a partir de deux relations discrétisées (C.4), qui
concernent uniquement les déplacements de la ligne moyenne de la poutre. Les modes des
vitesses V' et € sont obtenus directement du vecteur propre Y; (C.1) et doivent étre équi-
valents a un coefficient prés (la fréquence \) aux modes de déplacement et de rotation.
Ce double calcul permet de vérifier 'exactitude des résultats.

Le déplacement d’un point p de la section transversale, défini par les coordonnées locales

X, = [0,7p2,2,3]7, est déterminé par la relations suivante :

u, = =+ u, +CL - X, (C.5)

Les figures (C.1) et (C.2) présentent les premiers modes de vibrations en 3D d’une poutre
isotrope et prismatique et d’une poutre en composite ATR & une vitesse de rotation nulle.
Concernant la poutre en composite ATR, les déplacements diis aux couplages discutés
dans le chapitre 5 sont relativement faibles par rapport aux dimension de la poutre et
apparaissent pas dans les figures. Ces figures sont obtenues en utilisant la fonction (patch)

de Matlab, dédiée au dessin de polygones en 3D.
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Annexe C

1¢" mode de flexion (z) 1¢" mode de flexion (y)

2¢¢ mode de flexion (z) 2¢¢ mode de flexion (y)

3¢ mode de flexion (2) 3¢ mode de flexion (y)

1¢" mode de torsion

Figure C.1 Modes de vibration en 3D - Poutre prismatique isotrope
avec 23 = 0 rad/s et un coefficient d’élancement g = 70
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0.1
Angle o de torsion di au
couplage flexion—torsion

—0.05 o] 0.05 0.1

2¢¢ mode de flexion (2)

01

,
-0.05 [ 0.05 0.1 0.15

1¢" mode de torsion

Figure C.2 Modes de vibration en 3D - Poutre en composite ATR a Q3 = 0 rad/s
(Les caractéristiques de la poutre ATR sont définies dans la sous-section 5.1.2.c.)
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