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J ĵxùi! jLaalujLj t*3Jj j

tV' '"'•'"' iUaâi-ft »^*1.JJJ t^Jlijj ; ^ ' " " ^ '"*' tn

Résumé

L'objet de ce travail est l'élaboration d'un code de calcul, qui permet
d'étudier le comportement dynamique de réducteur à engrenages cylindriques, à
dentures droites ou hélicoïdales. Ce logiciel permet de tenir compte des
paramètres qui influent sur le fonctionnement, tels que les erreurs géométriques.

Les résultats obtenus ont permet d'étudié l'influence des défauts de
forme sur l'effort dynamique appliqué sur le contact Hertzien, en utilisant le
modèle masse - ressort.

Mots-clés : comportement dynamique, réducteur, engrenages, écarts de forme,
effort dynamique, erreur de transmission, raideur d'engrènement. modélisation.

Abstract

The object of this work is thé development of a computer code, which
makes it possible to study thé dynamic behavior of cylindrical gear reducer with
right or helicoid teeth. This software allows taking account of thé parameters,
which influence opération, such as thé geometrical errors.

The results obtained hâve allows of studied thé influence of thé defects of
form on thé dynamic stress applied to thé Hertzien contact, by using thé model
mass - spring.

Keywords: dynamic behavior, reducer, gears, variations of form, dynamic stress,
error of transmission, stiffness of engaging, modeling.
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[K]

k(t)

largeurs du pignon et de la roue (mm)

matrice amortissement (kg/s)

couple d'entrée (N.mm)

couple de sortie (N.mm)

amortissement modal (kg/s)

fonction de dissipation due au travail des forces visqueuses

erreur géométrique relative au pignon et à la roue (uni)

erreur géométrique totale relative au pignon et à la roue (fini)

module d'élasticité équivalent J- = 1
1A, 7C

I v?
l i i

erreur dans le plan d'action (um)

vecteur des forces extérieures (N)

effort dynamique instantané (N)

effort statique (N)

module de cisaillement des matériaux constituant le pignon et la roue

paramètre du matériau = a E^

épaisseur du film lubrifiant (um)

paramètre d'épaisseur du film --&-
R\t primitif

inerties de masse par unité de longueur des arbres moteur et récepteur (kg.mm)

moments d'inertie du pignon et de la roue (kg.mm2)

inertie de masse du moteur et du frein (charge résistante) (kg.mm2)

inerties polaires des arbres moteur et récepteur (kg.mm2)

matrice raideur (N/mm)

raideur d'engrènement (N/mm)

raideur élémentaire (N/mm)
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k j : raideur du film lubrifiant (N/mm)

km : raideur moyenne (N/mm)

kmax - raideur maximale (N/mm)

k0 : raideur modale (N/mm)

LU : longueurs de l'arbre moteur et récepteur (mm)

[M] : matrice masse (kg)

mi.2 : masses du pignon et de la roue (kg)

mm, : module normal (mm)

mto : module apparent (mm)

m^ : masse modale (kg)

fi 1.2 : normales extérieures aux profils en contact

Pb : pas de bas (mm)

Phi '• pas de base réel (mm)

Pht : pas de base apparent (mm)

Px : pas axial (mm)

q! : coordonnées généralisées du système

R : rapport de l'effort dynamique maximal sur l'effort statique

r(t) : rapport de l'effort dynamique instantané sur l'effort statique

Ri.2 : rayons de l'arbre moteur et de l'arbre récepteur (mm)

Rbi.2 : rayons de base du pignon et de la roue (mm)

Rgj 2 : rayons de tête du pignon et de la roue (mm)

Rx : rayon de courbure au point de contact (mm)

T : énergie cinétique (kg.mm2/s2)

Ti.2 : intersection de la ligne d'action avec les cylindres de base du pignon et de la roue

T'i.2 : point de début et fin d'engrènement

Tm : période d'engrènement (Hz)

U : énergie de déformation (énergie potentielle)

ui.2 : vitesses tangentielles des deux surfaces Si et 82 (mm/s)

U* : paramètre de vitesse -
EéqRx

W : travail virtuel des forces extérieures généralisées

\y* : paramètre de charge normale = — ~
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{X} : vecteur déplacement (mm)

{Xst} : vecteur déplacement statique (mm)

Zi.2 : nombre de dents du pignon et de la roue

Zo(t) : erreur géométrique suivant le profil de la denture (um)

: dérivée première et seconde par rapport au temps

a : coefficient de piézoviscosité fi-urtexp(ap)

cc<) : angle de pression de taillage (degré)

ctn : angle de pression normal (degré)

cct : angle de pression apparent (degré)

po : angle d'hélice de taillage (degré)

(5b - angle d'hélice de base (degré)

A(ij) : erreur de transmission (mm)

e : facteur d'amortissement

Et : rapport de conduite total

£a : rapport de conduite

Ep : rapport de recouvrement

{<}>,} : vecteurs propres (modes propres)

<|)(t) : fonction représentant les variations de la raideur d'engrènement

uo : viscosité à pression relative nulle de Phuile (kg/mm.s)

V],2 : coefficients de Poisson relatifs aux matériaux 1 et 2

61.2 ; petite perturbation (torsion) du pignon et de la roue (rd)

6 S,2 : angles de rotation total du pignon et de la roue (rd)

0C : petite perturbation (torsion) de l'arbre au niveau du moteur (rd)

0S : petite perturbation (torsion) de l'arbre au niveau du frein (rd)

pK2 : masses volumiques du pignon et de la roue (kg/mm3)

pai,2 • masses volumiques de l'arbre moteur et récepteur (kg/mm1)

QI 2 : vitesse de rotation à l'entrée et à la sortie du réducteur (rd/s)

G>i.2.... • pulsations naturelles du réducteur (rd/s)

coe '• pulsation des erreurs géométriques (rd/s)

wm : pulsation d'engrènement (rd/s)
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Les transmissions de puissance par engrenages ont depuis longtemps été largement

utilisées du fait de leur rendement élevé et de leur grande précision, mais aussi pour leur

faible encombrement et leur faible rapport poids/puissance transmise.

Théoriquement, dans les engrenages., les flancs de deux dentures en prise roulent sans

glisser l'un sur l'autre, et le rapport des vitesses de rotation reste constant du début jusqu'à

la fin de la prise. Les profils correspondants sont dits conjugués. Les engrenages ainsi

construits, s'ils sont correctement lubrifiés, ne s'usent pas, assurent la transmission du

mouvement avec un excellent rendement, et n'engendrent pas de vibration de torsion dans

les arbres, ni de nuisance sonore. Les deux profils conjugués employés dans la pratique sont

les profils épicycloïdaux, en petite mécanique de précision, et les profils en développante de

cercle, dans les applications industrielles.

Depuis une vingtaine d'années, les engrenages ont subi des perfectionnements

techniques et technologiques afin d'améliorer leur fonctionnalité tant en durée de vie,

résistance et capacité de charge qu'en rapport spécifique poids/puissance. Depuis peu, une

nouvelle pression technologique s'applique à ces mécanismes avec une réduction du niveau

sonore ou vibratoire transmis. Ces excitations que l'on veut réduire au maximum, ont pour

grandeur représentative l'erreur de transmission qui est influencée par plusieurs paramètres

(les défauts géométriques, les défauts de montage, les conditions de travail), ces

phénomènes vibratoires peuvent être vus comme des pertes de puissance du mécanisme.

Donc, il faut modéliser le comportement dynamique des engrenages pour trouver un

compromis entre tous les paramètres qui influent sur notre mécanisme, pour qu'ils puissent

travailler dans des conditions optimales.

Pour des raisons de simplicité, les travaux de modélisation du comportement

dynamique des engrenages se sont, dès l'origine, orientés vers des représentations à

paramètres concentrés. Les engrenages sont assimilés à des cylindres rigides liés par une
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raideur d'engrènement, qui représente de manière plus ou moins précise, les contributions

de l'ensemble des parties déformables

D'un point de vue théorique, la représentation de type paramètres concentrés n'est

représentative que des premiers modes d'un système, et ne tient compte des contributions

des corps d'engrenages que d'une manière approximative, l'analyse exacte relevant de la

mécanique des milieux continus. Mais ce type d'approche n'a toutefois jamais été

réellement mis en cause pour les géométries conventionnelles et à été largement confirmé

par l'expérimentation.

Les limites propres à ces modèles concernant les applications aéronautiques et d'une

manière générale les staictures allégées avec en particulier des roues à voiles minces.

Notre étude a pour but de modéliser le comportement dynamique d'un réducteur à

engrenages à axes parallèles, en mettant au point un outil numérique permettant la

simulation de celui-ci. Etant donné, que Ton a vu la difficulté qui existe dans ce type de

mécanisme du fait qu'il y a plusieurs paramètres qui rentrent en jeu et qu'ils induisent des

phénomènes qui se superposent. Nous allons étudier seulement l'influence de l'écart de

forme, qui est un défaut géométrique, tout en sachant que ceux-ci sont les principales

causes de fonctionnement anormal, c'est-à-dire s'éloignant du fonctionnement

théoriquement désiré.

Nous avons adopté dans notre étude une modélisation masses - ressorts à quatre

degrés de liberté de torsion, la flexion n'intervient pas car les raideurs de flexion des arbres

sont supposées suffisamment grandes.

Dans ce travail, nous présentons au chapitre l une étude bibliographique détaillée qui

montre l'évolution de la modélisation du comportement des engrenages.

Le chapitre II est consacré à la modélisation des écarts de forme

Dans le chapitre 111 on étudie la cinématique des engrenages, les différentes vitesses

du point de contact sont déterminées ainsi que l'erreur cinématique.

Dans le chapitre VI on présente la méthode de discrétisation qui va nous permettre de

déterminer la raideur d'engrènement.

Dans le chapitre V on a établi le modèle mathématique à partir du système physique

en appliquant les équations de Lagrange, sans oublier qu'afin d'obtenir des déplacements et
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des efforts finis pour les vitesses critiques, on a introduit des termes d'amortissement à

partir d'hypothèses raisonnables sur la propriété d'orthogonalité de la matrice

d'amortissement (hypothèse de Basile).

Le chapitre VI est réservé à la présentation du programme numérique et les fonctions

de ses différentes parties.

Rntïn, !e chapitre VII fait l'objet de l'analyse des résultats obtenus grâce au logiciel

développé, et leur comparaison avec les résultats obtenus par la méthode des perturbations

(méthode analytique).
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Chapitre I Etude bibliographique

I. 1. Introduction

Le soucie d'avoir des engrenages toujours performants malgré les conditions

extrêmes dans lesquels ils travaillent, impose aux chercheurs d'approfondir leurs études

dans ce domaine, en prenant compte du maximum de paramètres pouvant influencer le

fonctionnement de ces organes mécaniques

Les approches utilisées dans l'étude du comportement des engrenages à profil en

développante de cercle, dans les conditions de fonctionnement, sont de trois types :

expérimentale, analytique et numérique. Nous allons voir dans les paragraphes suivant le

développement de ces différentes approches

Dans notre travail, nous avons utilisé une approche numérique pour étudier le

comportement dynamique d'un réducteur. Les différentes étapes de la modélisation ont été

détaillées dans les chapitres qui vont suivre.

I. 2. Approches expérimentales

Les travaux expérimentaux sont d'une importance capitale dans l'identification des

paramètres influents sur les déplacements et la résistance à la rupture des dentures. Les

résultats sont obtenus soit en utilisant les jauges de déformation [1], soit par photoélastieité

[2] ou par la méthode holographique [3],

I. 2. 1. Approche mécanique de la flexion de la dent

La flexion des dents d'engrenages à été étudiée dès 1938 par WALKER [4] afin de

résoudre le problème de modification du profil des dents. Cette étude à été réalisée sur un

appareil d'essai présenté sur la figure T. 1 .

La charge est appliquée à la dent à l'aide d'une dent de crémaillère qui peut agir à

différentes profondeurs, mais la valeur de la flexion est obtenue au moyen d'un micromètre

palpant un galet introduit dans l'entre dent, près du sommet. Cet appareil permet de

mesurer la flexion des dents en tout point de la ligne d'action.

Le domaine expérimental a connu un développement continu avec l'apparition des

dispositifs de mesure et des méthodes capables de mieux traduire les phénomènes de

déformation [5], [6].
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Figure 1.1. Dispositif d'essai

I. 2. 2. Approche optique

II existe plusieurs méthodes optiques qui peuvent être appliquées à la mesure du

déplacement. On peut cité d'entre elles les méthodes Moiré [7], Moiré interférométrique [7]

ou encore Moiré holographique [8].

Cependant, les méthodes optiques n'ont pas donné des résultats satisfaisant qu'à partir

de 1980, où on a perfectionné ces méthodes grâce à l'apparition de nouveaux instruments

optiques, pour arriver à des résultats en accord avec ceux obtenus par les méthodes

numérique [9], [10], [1 1], [12], [13]

BELHANECHE [3] a étudié le comportement statique d'engrenages à axes

parallèles à denture droite par la méthode optique de granularité « Speckle » et

l'interferométrie holographique par réflexion. Il a mesuré les déplacements au voisinage du

contact de deux dents et la raideur statique, puis, il a fait l'analyse vibratoire statique d'une

seule roue et ensuite de deux roues en prise. Les résultats qu'il a obtenu sont très proches

des résultats numérique [ 1 1 ], [12].

7
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Chapitre I Etude bibliographique

I. 3. Approches analytiques

L'étude théorique essaie de traiter le problème complexe des déformations des dents

d'engrenages, en introduisant la géométrie particulière des dents d'engrenages et en prenant

compte du maximum de paramètres influent le comportement des engrenages en statique et

en dynamique-

La plus part des travaux effectués dans la méthode analytique du problème [14], [15],

consistent à utiliser des modèles comme des plaques, poutres, masses-ressorts, ces analyses

faites en bidimensionnel ne tiennent pas compte des paramétres suivant la largeur des

engrenages, ni ceux de fabrication ou de montage.

Dans le domaine dynamique, COKNELL [16] a modélisé l'engrenage par des

éléments composés d'une partie rigide massive qui représente la masse de l'arbre de la

jante et la denture et d'une partie flexible qui traduit la flexibilité globale de l'engrenage. Il

a aussi examiné l'effet de la modification de profil, des défauts de fabrication sur les

contraintes

TOBE [17] a utilisé la théorie des plaques d'épaisseurs variables, mais cette méthode

appliquée au calcul des engrenages reste très limitée à cause des grandes difficultés pour

des structures de géométrie variables où les charges appliquées sont irrégulières.

D'autres méthodes ont été utilisées comme celle du potentiel complexe [18],

I. 4. Approches numériques

De nombreux travaux ont été effectués dans le domaine numérique surtout avec la

méthode des éléments finis [9], [10], [11], [19], [20], [21] et par l'application des équations

intégrales (méthodes des éléments frontières) par BREBIA [22],

Par la suite plusieurs études sont apparues dont on peut citer celles de WILCOX et

COLEMAN [10], VELEX [11] et SAINSOT [12], qui ont utilisé la méthode mixte de

résolution par couplage de deux méthodes numériques (méthode de NEWMARK et

éléments finis d'effet global et local) avec différents types de modélisation.

1. 5. Conclusion

L'importance des engrenages dans tous les domaines de leur application, incite les

chercheur d'approfondir leur étude en tenant compte de toutes les phénomènes qui peuvent

parvenir que se soit en statique ou en dynamique, et cela dans le soucie de rendre ces

8
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organes mécaniques les plus fiables, les plus performants et qui produisent le moins

possible de nuisance.

En résumé, l'étude bibliographique nous a montré qu'il faut sans cesse essayer

d'améliorer les recherches, et cela en utilisant de nouvelles technologies et en prenant en

compte tous les paramètres qui influent le comportement des engrenages dans le cas réel.

i
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Chapitre II Ecarts de forme

II. 1. Introduction

Les erreurs géométriques sont des écarts de forme, à la fois dans le plan d'action

(c'est-à-dire des écarts dans le sens de la largeur des dents) et par rapport aux

développantes de cercle théoriques.

Ce sont des erreurs inévitables qui varient selon le procédé de fabrication et des

traitements de surface. Des analyses ont montré que les écarts de forme sont couramment

de l'ordre de 5 à 20 microns. Certains écarts peuvent être conseillés puisqu'ils permettent

Pamélioration du comportement vibratoire de réducteur. Parmi ces écarts, on peut citer les

corrections des profils et les bombés [13].

II. 2. Discrétisation des surfaces d'attaque

_ Les écarts géométriques sont considérés dépendants des trois directions de l'espace.

• Dans le repère Ro(Pi, Xo, Y(), Zo), (voir f i g . I I . l ) [13]. L'écart géométrique en un point

matériel M(x0, yo, z«) appartenant à la surface d'attaque d'une dent est donné par :

où EX(XO, yo, z0) : écarts géométriques suivant la direction x0 au point M(XO, yo, z(,) de la

surface d'attaque.

• E^XO, yo, z«) : écarts géométriques suivant la direction YO au point M(XO, yo, z(l) de la

surface d'attaque.

Ecarts de profils zo(t)

11
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y? >

/ Vl+1 Plan d'action

Ecarts dans le plan d'action EiiXo, Yo)

Figure II. 1. Ecart géométrique

l
I
l

Le procédé de discrétisation consiste à partager la surface d'attaque d'une dent en

petites surfaces élémentaires d'aire AS = Au.AZ (voir figure 11.2.). Nous proposons la

notation indicielle suivante :

Soient i, j et k les indices tels que :

i : indique le numéro de la dent (numéro de la ligne de contact).

j : indique le numéro de segment suivant la largeur de la dent,

k : indique le numéro de segment suivant la développante de cercle.

Chaque surface élémentaire de la surface d'attaque est représentée par trois indices

permettant sa localisation.

Az

Mi22

o

Vt

Figure II. 2 : Discrétisation de la surface d'attaque de la dent n°i

12
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*./ xr» notation
M(x0, y0, z<))Ro ** *• Mjjk

Un point matériel M(x(), yo, zo)Ro peut être défini par trois paramètres i, j et k

Une surface élémentaire Sjjk esî centrée en MJJK

L'écart géométrique au point M,JK est la projection sur la normale extérieure, au profil

de la distance maximale séparant le point théorique, dans la condition où les dents sont

géométriquement parfaites et le point réel Mjjk appartenant au parallélépipède rectangle de

base S^ et de hauteur unitaire.

Dans ces conditions, l'erreur ne peut être que normale au profil, et pour un point

M(XO, yo, zn)R() elle s'écrit :

E(x<),y0,zo)=Ex(xo,yo,Z())Xo+Ey(xo,y(),zo)Yo

-E(xo.y0^o)iï (H. I)

ou n : la normale extérieure au profil au point MJJK.

E(XO, yo, ZQ) : écart géométrique normal.

L'indépendance proposée entre les écarts géométriques suivant la largeur de la

denture et les écarts géométriques par rapport à la développante de cercle permet une

séparation de variables dans l'expression de I"écart géométrique normal. Cette séparation

conduit à écrire l'écart géométrique normal comme le produit de deux termes indépendants

E(x(!, y0, z0) Er(x(», y,,) z0(t) ( I T . 2 )

Le premier terme représente la variation normale des erreurs dans le plan d'action

(dans le sens de la largeur des dents).

Le deuxième terme représente la variation normale des erreurs par rapport aux profils

en développantes de cercle

Le signe de l'erreur en un point M appartenant à une ligne de contact est déterminé

par les normales extérieures aux deux profils au point considéré.

• Pour le pignon :

ni : la normale extérieure au profil [Pi] au point considéré. L'écart géométrique normal au

point M du pignon est donné par :

E](x(i, y0, z0) = Er|(x0, yo) zol(t) ( I I . 3 )

• Pour la roue :

13
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Chapitre II Ecarts de forme

rÎ2 '• 'a normale extérieure au profil [P2] au point considéré. L'écart géométrique normal au

point M de la roue est donné par :

E2(xn, yo, zo) = Er2(x(), y()) z(,2(t) (11.4)

EI(XO, yo, zo) et E2(x(], yo, zo) seront notées dans ce qui suit E](i, j) et E2(i, j) pour raison de

simplification.

L'erreur totale en un point M appartenant aux deux engrenages à l'instant t est donnée

par :

La différence d'erreur entre deux points M(i, j) et Mc à l'instant donné t vaut :

ôE]2(i, j) = E,2(iJ) - Ei2( iMc, j\ic) (H.6)

Si MC représente le point vérifiant, à l'instant t la condition suivante :

alors : 6Ei2(i, j) < 0

C'est cette différence d'erreur qui va apparaître dans la suite de nos calculs.

Théoriquement, le maximum de E12(i, j) peut être atteint en plusieurs points, il suffit de

prendre l'un de ces points.

11. 3. Conclusion

Les écarts de forme que nous venons de voir vont faire apparaître des perturbations

supplémentaires qui s'ajoutent aux efforts extérieurs, et c'est précisément ce que nous

allons étudier dans les chapitres suivants et, bien sur, nous allons essayer de voir l'influence

de ces erreurs géométriques sur le comportement du réducteur.
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Chapitre III Etude cinématique

111. 1. Introduction

La cinématique des corps rigides défini l'état de référence à partir duquel on calcule

les déformations élastiques et les erreurs géométriques d'où l'utilité du paragraphe.

Il nous paraît nécessaire de poser quelques hypothèses préalables [13] Pour toutes ces

études on choisit les repères suivants :

_ Repères :

R2(02.X2.Y2,Z2) lié à ia roue

(voir figure 111.1)

111. 2. Hypothèses générales

• Pas d'erreur de montages: les axes géométriques dl et d2 coïncident avec les axes

instantanés de rotation.

• Les paliers sont rigides. La flexion des arbres moteur et récepteur est négligeable

• Les contacts entre les profils actifs se font sur le plan d'action.

• Les normales aux différents points de contact, entre profils actifs, font un angle ph avec

Taxe (Pi,Y0) •

111. 3. Cinématique des corps rigides avec écarts de forme

A - Vitesse du point de contact M appartenant an solide St

Dans le repère R(1 :

Pi M = p,Oi + OiM +Ei(M)

Vf(M) = 7°(0,) + aAÔiîvT + £(S(M)) (III.

v'too - ô*

Vf(M) - Q Î ~

16
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I

I

\x-
/ : \

V

I

l
l
l

i
i

P,M

Oi
0
0

-Rhi

Figure III. 1. Schéma du réducteur

PlM - Yn,

On obtient : OjM

a = fn,l

Ain
Ym

17
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Vl'(M) =

RM

dt
(E,y(M))

(I1I .3)

ËIX.Y : Représentent les composantes de l'écart géométrique normal au point de contact M,

relatif au pignon dans le repère R().

n, Y

V?(M) n, =

-RM o,
0

_ xm n,_ R,,

" cos^O "

-sin(|3h)

0

ni (I1I.4)

On a

E|(M) : représente l'écart géométrique relatif au pignon suivant la normale au point M du
profil [PI] .

Ei(M) ni- F,

v?(M) n, = -RM n, (111.5)

Vl'(M)-ni représente la composante normale de la vitesse au point de contact M du solide

S,.

I
I
I

B - Vitesse du point de contact M appartenant au solide 82

Dans le repère RO :

O,O2 + O2M

- V'toz) + Q2AQ2M +
dtvlj

V°(02) - 0

(1II.6)

(111.7)

18
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( 0
0

On obtient : Q2M = Ym

P,M
= 0

n2 = n2
°

ddt(E2y(M)) ( I I I . 8)

E2\,y : représentent les composantes de Pécari géométrique normal au point de contact M,

relatif à la roue dans le repère Ro.

m

Rb2 ^2

0

_-O2 (Xm-TlT^
R,

"cosfly'

-sindU

0

ni (TTT.9)

JR,

On a :

' n2 - - ta'vu ' ni -

E2(M) : représente Pécart géométrique relatif à la roue suivant la normale au point M du

profil [P2J.

~ (111.10)ni = Rh2 O2 cosd5,,) - È2(M)

Vi(M) • m • représente la composante normale de la vitesse au point de contact M du

solide S2.

I

C -Conclusion

D'après Péquation de compatibilité des corps rigides, il vient :

ni = 0 ^ ^ vïM) ni - V^M) ni - 0

19
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Chapitre III Etude cinématique

-Rhi Oi cos(ph) + Êi(M) - Rb2 O.2 cos(|3b) t R2(M) = 0

par suite ;

M cos(]3b)

On pose :

Êi(M) + É2(M)

La vitesse de rotation £22 de la roue menée dépend du temps. Cette variation de £22 provient

de la variation de Terreur géométrique au cours du temps.

D — Conséquences

En analysant l'expression de la vitesse de rotation de l'arbre de sortie, on constate que

dans le cas où on n'aurait pas d'écarts géométriques, le deuxième terme de l'équation

disparaît et on retrouve l'expression pour l'engrenage indéformable et géométriquement

parfait :

Dans le cas où il existerait des écarts géométriques, on distingue deux cas :

Les écarts de forme sont indépendants de la position sur la développante du cercle, donc

du temps, (par exemple les bombés ou défauts d'angle d'hélice). Ce type d'écart de forme

n'a pas d'influence sur la vitesse de rotation à la sortie et la relation (111.12) est conservée

Les erreurs (ou écarts) de forme varient en cours d'engrènement (dépendant du temps),

(par exemple erreurs sinusoïdales des profils), H? dépend du temps par conséquent une

excitation supplémentaire vient perturber le système réducteur.
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Chapitre IV Raideur d'engrènement

IV. 1. Introduction

L'étude statique a pour but principal la détermination des raideurs permettant la

représentation la plus fidèle possible du comportement dynamique d'engrenages en prises

Le calcul de ces termes de raideur passe évidemment par une analyse des

déformations sous différentes charges. Dans cette étude, la raideur d'engrènement est

supposée linéaire. La raideur constitue une donnée du problème.

IV. 2. Raideur de liaison

La transmission des charges par engrenages se fait dans le plan d'action par

l'engrènement d'un ou plusieurs couples de dents. L'engrènement d'un ou plusieurs

couples de dents entraîne une variation de la raideur au cours du temps. A partir des valeurs

de déplacements normaux sous différentes charges, il est possible de déterminer les raideurs

selon le plan d'action directement utilisables pour le calcul vibratoire [11] . On distingue

pour chacun des engrenages trois raideurs distinctes supposées linéaires :

ki : raideur de voile,

k|\r de flexion des dents,

kh : raideur hertzienne ou de contact liant deux dents en prise.

La raideur équivalente est donnée par :

kcq kn kn kh k,2 kr:

On montrera dans la suite que l'influence de la raideur du lubrifiant est négligeable.

IV. 3. Influence du film lubrifiant

Dans le contact entre profils adjacents, la présence de frottement entraîne des efforts

tangentiels sur les profils et des pertes de puissance conduisant à un dégagement de

calories. Pour réduire le coefficient de frottement entre profils actifs et par suite diminuer

les efforts tangentiels et facilité l'évacuation de la chaleur dégagée, les contacts sont

lubrifiés.

22
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L'épaisseur minimale du film d'huile au centre de contact hertzien lubrifié (galet-

plan), lorsque les effets de bord sont négligeables, est donnée dans la solution

élastohydrodynamique exacte de Dowson et Higginson [20] par :

II, 0,985 U*n'7 G*0-6 W*-°-13 ( IV 2)

Dans les conditions où les vitesses tangentielles sont constantes et les matériaux sont

fixés, l'épaisseur minimale du film lubrifiant est donnée par :

H Ci W *-0,13
W = C2 (1V.3)

La raideur du film d'huile est donnée par :

kL = = 7,692 C2 H*-8.692 (TV.4)

h est de l'ordre de quelques microns de même pour Hm

Les raideurs associées aux deux engrenages sont de l'ordre de 108 N/m tandis que k,

est de l'ordre de 1050 N/m, ce qui implique : !CL » ki, k2. (voir figure IV. I.)

La raideur du film est très grande donc le film est très peu déformable.

La lubrification modifie très peu la raideur de liaison, donc on peut négliger sont effet

sur le calcul de la raideur équivalente.

i

Figure IV.l. Influence du lubrifiant
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IV. 4. Méthode de discrétisation

L'idée fondamentale pour le calcul instantané de la raideur est d'effectuer une

discrétisation des lignes de contact. Cette opération consiste à subdiviser chaque ligne de

contact en plusieurs segments possédant chacun une raideur élémentaire [11] (voir figure

IV.2.)

\Yo

/*

T'1 \2

Figure IV. 2. Discrétisation des lignes de contact

Connaissant la valeur de la raideur moyenne d'un couple de dents en prise et le

nombre de segments de la discrétisation par ligne de contact, une simple division de la

raideur moyenne par le nombre des segments par ligne de contact donne la valeur de la

raideur d'un segment. L'augmentation du nombre des segments entraîne des changements

plus continus (ou dérivable) de la valeur instantanée de la raideur d'engrènement.

La valeur de la raideur variant d'un segment à un autre, (les raideurs des segments

extrêmes sont moins importants que celles des segments milieux), il est possible

d'introduire une fonction permettant de moduler la répartition de la raideur le long des

lignes de contact.

Afin de décrire le défilement des lignes de contact sur le plan d'action et d'assurer la

continuité de l'engrènement, des lignes de contact fictives sont introduites, (voir figure

IV.3.)
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Y O

-f

Xo
—5>

Ti TaLignes Fictives

Figure IV.3. Défilement des lignes de contact dans le plan d'action

i

i

La fenêtre d'engrénement est la surface rectangulaire appartenant au plan d'action de

largeur égale à la largeur minimale des deux engrenages et de longueur T'iTY La fenêtre

d'engrènement est le lieu géométrique ou les différents couples de dents adjacentes entrent

en engrènement.

Un paramètre LJJ est introduit dans l'expression de la raideur élémentaire, ce

paramétre vaut 1 si le segment de discrétisation appartient à la fenêtre d'engrènement, 0

dans le cas contraire

Vu l'existence des erreurs géométriques (écarts de forme), le contact ne se fait pas en

tous les points de lignes de contact appartenant à la fenêtre d'engrènement. Cet effet est

traduit par l'introduction d'un nouveau paramétre PJJ qui vaut 1 si le segment de la

discrétisation considéré est en contact, 0 dans le cas contraire.

L'expression finale des raideurs élémentaires est donnée par

K(i, j) - % Fidij) Lij Pij ( IV .5)

km : raideur moyenne d"un couple de dents en contact.

N : nombre de segments par ligne de contact.

Fj(nj) : fonction associée à la ième ligne permettant de moduler la répartition de la raideur

sur la ligne de contact

LJJ : paramètre permettant de décrire le défilement des lignes de contact sur le plan d'action,

donc de simuler rengrènement par :

L,

L,j = 0

si T,T', <Xo(Mi j )<T ,T 2

dans le cas contraire

I
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Chapitre IV Raideur d'engrènement

Pij : paramétre permettant de décrire si on a contact au segment centré au point MJJ, donc de

simuler le contact par :

PJJ = 1 si on a contact au segment considéré

PJJ - 0 dans le cas contraire

i : indice indiquant le numéro de la ligne de contact.

j : indice indiquant le numéro du segment de la ligne de contact.

La raideur globale (raideur d'engrènement) à l'instant t est la somme de toutes les

raideurs élémentaires :

K(t) = v K(ij) (IV.6)
i-.i

IV. 5. Conclusion

Le nombre de segments existants dans la fenêtre d'engrènement varie en fonction du

temps, donc la raideur globale dépend du temps, et l'augmentation de nombre de

discrétisation par ligne de contact entraîne une continuité meilleure pour la raideur globale.

L'existence des erreurs géométriques et la condition de contact en un point M(i,j)

peuvent faire intervenir les variables d'état du système et la raideur d'engrènement peut

dépendre des variable du système.
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Chapitre V Modélisation masses-ressorts du réducteur
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V. I. Introduction

A partir des résultats statiques de déflexions sous charge, nous allons étudiés la

construction d'un modèle représentatif des différentes approches de l'analyse dynamique

existante dans la littérature

Moteur

Pignon

! ki, Ii ,Ri

R.oue

Freui

Figure V. 1. Modélisation masses ressorts du réducteur

i

Une série d'hypothèses est formulée [I3J;

a) Les perturbations par rapport aux mouvements nominaux, dans les conditions des corps

rigides, sont caractérisés par des petites rotations (vibration de torsion).

b) Les équations développées découlent de la modélisation masses - ressorts du système

mécanique.

c) II n'y a pas d'erreurs de montage dans les engrenages qui fonctionnent en régime

lubrifié.

La formulation du problème dynamique par les équations de Lagrange sera

systématiquement utilisée.

Le modèle utilisé est représenté dans la figure V. 1 . Notre système possède quatre

degrés de liberté de torsion : deux rotations instantanées des cylindres de bases des deux

engrenages par rapport à l'état de référence, et deux perturbations en torsion, toujours par

rapport à Pétât de référence, au niveau du moteur et du niveau du frein.
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Chapitre V Modélisation masses-ressorts du réducteur

V. 2. Erreur de transmission

L'erreur de transmission est définie comme la déviation de position des engrenages en

cours de fonctionnement, par rapport à la position qu'occupent les deux engrenages s'ils

sont indéformables et géométriquement parfaits.

L'erreur de transmission est mesurée généralement comme étant l'écart linéaire, dans

le plan d'action, normale aux lignes de contact. Par convention. Terreur de transmission est

comptée positivement si le contact entre le couple de dents est maintenu et négativement si

on a perte de contact (séparation des deux dents adjacentes).

L'erreur de transmission en un point M appartenant aux deux solides Si et 82 est

défini par [11] :

, K oA(M) = dK0OiM • ni + dh°02M • n2 ( V . l )

dR°OiM -ni : représente la variation normale (suivant n i ) du point de contact M (point

de référence dans la condition des corps rigides sans écarts géométriques) appartenant à la

roue n°l par rapport à l'étal de référence.

dK°O2M 'nz : représente la variation normale (suivant ri: ) du point de contact M (point

de référence dans la condition des corps rigides sans écarts géométriques) appartenant à la

roue n°l par rapport à Tétât de référence.

Un point M peut être défini par (i, j) avec :

i : le numéro de ligne contenant le point M,

j : le numéro de segment contenant le point M.

9*2=02-1 '"62

• n - - • m • de! + - - -n, • dE, (V.2)
<>Q] (-c.\r rapport aux références : corps rigides, sans erreurs de forme. Une variation de

l'angle total de torsion ?Q\ entraîne un déplacement du point M appartenant au solide Si,

donné par :

rR"0,M = - RM cos(ph) ?Q\, (V.3)
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^o,

n, - RM cos(ph) (V.4)

Une variation de Terreur de forme <?E, entraîne un déplacement du point M

appartenant au solide Si, donné par :

(V.5)

• ^§ M - -m = l (V.6)
• ' t-i

de! - ai (t + dt) + G, - a, t - elrcr (Q^- o>

de! - 61 + a dt (v.7)
d E , = E , -E l r c f = E, (E l r o r=0) (V.8)

En reportant (V.7), (V.8), (V.6) et (V.4) dans (V.2), il vient :

dR°O,M n i ^ - R b i (0, i Qi dt) cos(ph) f Ei (V.9)

De même :

dRuO2M rî2 = - Rh2 (62 + Q2 dt) cos(ph) + E2 (V.10)

On obtient :

A(M) = A(i,j) - - cos(I\ [Rbl a + Rl)2 Qj dt - cosph) [Rbl Oi + R,l2 62] + Ei2(ij) (V. 1 I)

Avec :

Or, on un point de contact Mc, on a

En introduisant (V. 12) dans (V. 11), il vient :

A(i,j) = cosfl3b) fR h l Oi + Rh2 62] + Ei2(»j) - Ei2(Mc) (V.13)

Soit :

5Ei2(i, j) = Ej2(i, j) - E,2(MC)

A(i,j) - - cos(pb) LRb l 61 4 Rh2 62] i ÔE12(iJ) (V.14)

ÔE]2(i, J) représente Terreur géométrique au point M(i, j) par rapport à un point de

contact dans les conditions de corps rigides Me- Donc, le paramètre important n'est pas
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Pécari absolu du point M par rapport aux développantes de cercle théoriques mais l'écart

relatif à un point de contact dans les conditions des corps rigides.

V. 3. Equations du mouvement

Les équations de Lagrange qui donnent les équations du mouvement du système sont :

_d
df

V. 3. 1. Calcul des énergies cinétique et de déformation

a. Arbre moteur

La figure V.2. représente le schéma de l'arbre moteur.

( V A S )

r1

Mo rem

\

•i \E ki, Ii ,Ri 4 wi
i i
' '

1 L, '
J?

%
f J

— Pignon
fil

Figure V.2. Arbre moteur

L'hypothèse de variation linéaire de Pangle de torsion suivant la longueur de l'arbre

est retenue.

Les conditions aux limites sont :

e'(0) - e,,

i
i

D'où

L,
0,

L'énergie de déformation de Parbre moteur est donnée par

^-lû1 V
i r M-'" HvJi J ~ I ax

0 < x < L
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i i --1- r i M 0 ' " 0 KUi - 0 Oi Ji M T

(V.16)

L'énergie cinétique de l'arbre moteur est donnée par

T

T|

r , <v
'' rt

dx

- 0

X

L,
e, dx

fe? + ÔK + 0, ê (V. I7 )

Remarque : La vitesse de rotation de l'arbre moteur dans les conditions de fonctionnement

des corps rigides Q L , est constante Sa contribution dans le calcul de l'énergie cinétique

n'est pas introduite dans (V. 17), car elle disparaît après les dérivations dans les équations

de Lagrange.

b. Arbre récepteur

La figure V.3. représente le schéma de l'arbre récepteur.

Roue

Freui

Figure V.3. Arbre récepteur

i
i
i
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Vu l'existence des écarts géométriques sur les dentures, la vitesse de rotation de

l'arbre récepteur peut dépendre du temps. 02 et 6S restent toujours des petites perturbations

par rapport à l'état de fonctionnement des corps rigides.

On a toujours l'hypothèse de variation linéaire de l'angle de torsion suivant la

longueur de l'arbre.

Les conditions aux limites sont :

I e'(L2) = es + 0R
0R : angle de torsion de l'arbre s'il est indéformable

( x "} x
O'(x) = I - — 02 i -- Os + 0k 0 < x < L2

^ L2J L2

L'énergie de déformation de l'arbre moteur est donnée par :

_ 1 ' • = fr0 lY
2 2 2 2 o [te)

\

s ~ 02 dx

U2 = ^^(0s-02)~ (V.18)

L'énergie cinétique de l'arbre moteur est donnée par

X . X

0; s dx
L2.

T2 - -^ (0s2 + 0' + Os Ô2) + -^ Q2 (0s + 02) +- 7 h L2 ni (V. 19)

c. Moteur

L'énergie cinétique du moteur est donnée par :

Tm - ̂  !,„ 0r; (V.20)
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Le moteur est supposé rigide par suite :

Um = 0 (V.21)

d. Frein

L'énergie cinétique du frein est donnée par :

Tr - { li (0S + fi/ (v-22)

de même le frein est supposé indéformable par suite :

UF = 0 (V.23)

e. Engrenages

L'énergie de déformation au niveau de Pengrènement est donnée par :

I U, - ̂  I K. A' (V.24)

I

avec : A,, = cos((3h) [Rhl 0, + Rh2 62] + ÔE,2

L'énergie cinétique des engrenages est donnée par :

" Te - Ici (Ô)2 + Io2

T O I (a, + é,) + U2 (n2 + 02r (V-25)

f. Réducteur

J A partir des équations (V.16), (V.18), (V.21), (V.23) et (V.24) l'énergie de

déformation totale est :

•
, , _ , ,2 | 2 /A n , , v k- A 2UT - ^ -: — (0, - 0|.j + x — - (0s -62) + X 2, K : | A,

• L'énergie cinétique totale, calculée à partir des équations (V. 17)n (V. 19), (V.20),

(V.22) et (V.25), est :

TT - - (Ôi2 + 0K + é, 0]-;) + (OS ( 02 + OS Ô2) + " ^ °2 (0S

ÔH + IF (ôs + n^2 + ici (n, + é,)2 t- 1,
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Certains termes d'énergie cinétique sont supprimes de l'équation (V.27), car ils

disparaissent au cours de dérivations par rapport aux coordonnées généralisées et au temps

dans les équations de Lagrange.

V. 3. 2. Amortissement

_ Vu l'existence de dissipation d'énergie dans l'ensemble réducteur et afin d'obtenir

• des déplacements et des efforts finis pour les vitesses critiques, il est nécessaire d'introduire

_ des termes d'amortissement.

L'amortissement est introduit d'une manière globale directement dans les équations

du mouvement. Pour définir l'amortissement équivalent dans le réducteur, on a posé les

deux hypothèses suivantes :

Une approximation des efforts dissipatifs par des efforts d'amortissement

visqueux équivalents, dissipant la même quantité d'énergie par cycle pour une excitation

harmonique, est retenue.

Nous supposons que la matrice amortissement visqueux équivalente est

orthogonale par rapport aux modes propres du système a l'arrêt.

Le réducteur peut être caractérisé par des modes réels {</>[} qui correspondent à une

matrice raideur constante moyenne (matrice raideur à l'arrêt).

• Matrice amortissement visqueux équivalente

M Pour une matrice raideur à l'arrêt, il vient :

{o,}1 [c] fo} - o i ^ j

=-

avec•

k<i>i = {0j} [K] {<t>j} raideur modale

m<M - j<t>j} [M] {Oi} masse modale

Dans la base modale (modes à l'arrêt), la matrice amortissement s'écrit

I
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i
i
i

I
I
I

I

[C*i] = [*]'[C]

par suite : [C] = [O] ' [Co]

[M] - [<I>] ' [Mo]

[<I>] ' = [M0J ' [<I>] ' [M]

[O] r = [M] [<!»] [Mo] '

En remplaçant (V.30) et (V 3 1) dans (V.29), il vient :

[C] = ([M][<I>][Mo] 'HCoKtMo]

Eiîij (Oj

(V.28)

(V.29)

(V.30)

(V.31)

[M])

- /-

En conclusion, à partir de l'hypothèse de l'orthogonalité de la matrice

d'amortissement par rapport aux modes propres de la structure (connue sous le nom

d'hypothèse de Basile), il est possible de déterminer les termes d'amortissement dans la

base modale et physique.

V. 3. 3. Utilisations des équations de Lagrange

(0, - 0],;) + cos^P,,) RM (RM 6] + Rh2 02)X ,,) Rb1Ç k,, 5E,, (V.32)

- Os) + cos2(I5h) R,,2 (Rhie, + Rll2e2)S k j j - cos(|ih) Rh2v k,, ÔF,, (V.33)
'

GiJi
Li

(e,. - e,)

-2 (es - o2)

(V.34)

(V.35)

soit rU

[e, e2 e,, 0s]1

(V.36)

i
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Chapitre V Modélisation masses-ressorts du réducteur

L]

L2

GiJi
L,

0

G2J2

L2

GtJl
Li

0 G2J2

L2

{F,} = - cos(j\ v k i i SEij [RM Rh2 o o]1

i - 1,2, E, S

Li l i
0, +

rT-r

_ç
a ^e, Lili

-> ' H n

L2h

+ 1,

rt
Ljl:

-In +1]

M ^ ÎF2}
l J l 2|

[M].

1

Lili , , A L]Ii n
-, ' L-l u ,- uj 6

0 ^2^2 1 T 0 ^'2 '20 3 l \a 0 6

Lih n Lili n

6 ° 3 f lm °

0 L2'2 0 L2^2 i i
_ 6 ° 3 '^

^ l].-

(V.37)

(V.38)

(V.39)

(V.40)

(V.50)

(V.51)

(V.52)

(V.53)

(V54)

(V.55)
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Le travail virtuel des forces extérieures est :

6W - - Ci.; Ô0r - Cs ôOs

seK

ôW _ _„" Cs

(v-56>

I
I

[C] {x} (V.57)

On propose une fonction de dissipation qui prend en compte le travail des forces

visqueuses équivalentes tel que :

Finalement, nous arrivons à partir des équations précédentes à la formulation des

équations de Lagrange sous la forme matricielle comme suite :

I
[M] {x} + {F2} + [C] {XJ + [K] {X} , {Fl} = {F}

[M] {X} + [C] M + [K] {X} = {F} - {Fl} - {F,}

JF| } : représente un effort supplémentaire causé par les écarts de forme.

IF?) : représente un effort supplémentaire causé par l'erreur cinématique.

V. 4. Conclusion

Cette étude dynamique, nous a permis d'établir un modèle mathématique modelisant

le système physique étudié, grâce à l'utilisation des équations de Lagrange. Cette

formulation nous a conduit à un système d'équations différentielles linéaires à quatre

degrés de liberté

Nous pouvons maintenant résoudre ce système en utilisant des méthodes numériques,

qui seront présentées dans le chapitre consacré à la présentation du logiciel.

i
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Chapitre VI Présentation du logiciel

VI. î. Introduction

Pour analyser le comportement dynamique d 'un réducteur, avec écarts géométriques,

un logiciel de calcul est développé.

Ce logiciel est écrit en langage Delphi.

VII. 2. Description

Notre logiciel est compose de plusieurs fonctions qui permettent a l'utilisateur de

sélectionner le traitement désiré.

Les parties essentielles qui constituent le logiciel sont :

1 Une partie préparation qui réalise :

L'entrée des caractéristiques du réducteur,

L'entrée des écarts géométriques,

Calcul des paramètres géométriques du réducteur,

Calcul des matrices masse et raideur,

Calcul des valeurs et vecteurs propres.

Calcul de la matrice d'amortissement,

Recherche des conditions initiales par une résolution statique.

2. Une partie résolution numérique du problème contenant :

Calcul des déplacements de la ligne de contact.

Calcul des écarts géométriques,

Calcul de la raideur instantanée,

Résolution par la méthode pas à pas de H.H.T.,

Récupération des résultats,

Traçage des courbes.

On peut voir dans la figure VI. I . l'organigramme du logiciel.
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i

i

Début

Fntrée des données et des
écarts géométriques

Calcul des caractéristiques du réducteur,
des modes propres et des matrices masse
raideur à l'arrêt et amortissement dans les

bases modales et physiques

Résolution statique, conditions initiales
Xi(t = 0) = Xi su Xi(t-0)-Xi(t-0)=0

Calcul des nouvelles positions
des lignes de contact

appartenance
fenêtre de contact

Recherche du point Mf de contact
dans les conditions des corps rigides

Calcul de Terreur cinématique Q.2 et Q2

Calcul de l'écart géométrique
total Ôej j ( t ) à l'instant t
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Calcul de la raideur d'engrènement

Calcul de la matrice raideur et
du vecteur force à l'instant t

Résolution pas à pas par la méthode H.H.T.

Calcul de l'effort dynamique élémentaire
Pr,j et de Terreur de transmission A J J

Oui

Oui

Non

Récupération des résultats

= k.

Figure VI. 1. Organigramme du logiciel
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i
i

VII. 1. Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats obtenus avec le logiciel développé au

cours de cette étude. Puis, nous allons les comparer aux résultats obtenus avec une méthode

approchée appelé la méthode des perturbations (Annexe III).

VII. 2. Données géométriques du réducteur

Pour faciliter la comparaison des résultats analytiques et numériques, on propose

l'étude du réducteur possédant les paramètres suivants :

- Nombre de dents du pignon

- Nombre de dents de la roue

- Angle de pression de taillage

- Module normal de taillage

- Coefficients de déports

- Coefficients de saillie

- Coefficients de creux

- Largeurs du pignon et de la roue

— Masses volumiques du pignon et de la roue

— Longueur de l'arbre moteur

- Longueur de l'arbre récepteur

- Masses volumiques des arbres moteur et récepteur

- Raideur d'un couple de dent

— Modules de cisaillement des arbres moteur et récepteur

- Rayon de l'arbre moteur

- Rayon de l'arbre récepteur

/., = 28

Z2 = 56

a0 = 20°

mm, = 4 mm

X| = X2 = 0

haï = ha2 = 1

hn = hj2 = 1

bi = b2 = 40 mm

p, =p 2 = 7,8.1er6 kg/mm3

L| = 120 mm

L2 = 220 mm

Pai =Pa2 = 7,8.10'6 kg/mm3

Kc = 7.105N/mm

G, =G 2 = 8.104N/mm2

Ram = 40 mm

Rar = 80 mm
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I

- Inertie de masse du moteur

- Inertie de masse du frein

- Couple moteur et couple résistant

- Angle d'inclinaison d'hélice

- Vitesse de rotation du pignon

3.106kg.mm2

2.107kg.mm2

C , = C 2 = 3.I05N.mm

p (variable)

QI (variable)

La première partie de notre programme nous permette de calculer les caractéristiques

des engrenages, grâce aux relations géométriques cités dans l'Annexe I. Nous obtenons les

résultats présentés dans le tableau suivant :

Tableau VII. 1. caractéristiques des engrenages du réducteur
en fonction de l'angle d'inclinaison de l'hélice

I

P IdegréJ

R] 2 |mm|

Rbi 2 [mm]

Rj,i 2 [mm]

Pbt [mmj

T|T2 [mm]

T,T', [mm]

T2T'2 [mm]

T'iT2 [mmj

8,

E [mmj

R,

R2

RM

Rh2

Rai

Ra2

0

56,000

112,000

52,623

105,246

60.000

116,000

11,809

57,459

8,681

28,635

20,144

1,706

168,000

10

56,864

113,728

53,338

106,675

60,864

117,728

11,969

59,138

9,337

29,821

19,981

2,222

170,592

18

58,882

117,764

54,992

109,985

62,882

121,764

12,340

63,137

10,890

32,641

19,606

2,572

176,646

22

60,398

120,796

56,221

112,443

64,398

124,796

12,616

66,210

12,074

34,805

19,331

2,725

181,194

30

64,663

129,326

59,612

119,225

68,663

133,326

13,377

75,161

15,484

41,088

18,589

2,981

193,990
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i

i

i

i

VII. 3. Analyse des résultats sans erreurs géométriques

Vil. 3. 1. Raideur d'engrènement

Comme on l'a vu aux chapitres précédents, la raideur d'engrènement dépend du

temps et cela est due principalement au fait que la longueur de contact varie au cours du

temps.

La raideur se présente donc sous la forme d'une fonction périodique de période

d'engrènement Tm.(voir figure VII. 1.)

K(t)

-max

-iriuy moy

Figure VII.1. Variation de l'engrènement au cours du temps

La raideur d'engrènement peut s'écrire comme suit :

K(t) = kmoy + ka <D(t) = kmoy (1 + a O(t)) (VII.l)

Avec

km0y : Raideur moyenne

Lr — l - L-*^a J^-max *-moy

a — ka / kmoy

O(t) : Fonction périodique de période Tm, représente la variation de la raideur
d'engrènement en cours du temps.

Pour les engrenages droits la variation de la raideur est en créneau vue qu'il y a un ou

deux couples de dents en prise. La longueur de contact passe brusquement d'une valeur

minimale égale à la largeur de la denture à une valeur maximale égale à deux fois la largeur

de la denture, (voir figure VII.l.). La fonction 3>(t), dans ce cas, est une fonction en

créneau. Elle est discontinue en certains points.
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Pour les engrenages hélicoïdaux, contrairement aux engrenages droits, la longueur de

contact passe progressivement de sa valeur minimale à sa valeur maximale, (voir figure

Vll.L).

VII. 3. 2. Etude analytique

L'étude analytique effectuée dans l'Annexe 111, en utilisant une méthode approchée

I (méthode de perturbation) permet d'approcher la solution exacte du système différentiel,

non amorti, suivant :

[M]{X}+ [K(t)]{x} = {FO} (vn.2)

par la solution suivante :

= {Xstî + c

moy

2
na>t

L'erreur de transmission est donnée par :

A(t)=-cos(fJb){bbl,bb2,0,oXX(t)}

• Fd(t)=K(t)A(t)=kmoy(l+a<Kt))A(t)

Fd(t)=-kmo>.(l+a<|i(t))coiKpb){bbhbb2,0,0}{X(t)}

Fd(t)=- kmoyeos(]3b){bhhbh2^,0j({xo(t)}+a{x,(t)}+a(t)(t){xo(t)}+a2(t>(t){x1(t)î)

L'ordre a° : Fdo(t)=- kmoycos(^{bbl,bb2,0,0){Xo(t)} (VII.6)

L'ordre a 1 : Fdl(t)=-kmoycos(pb){bbi,bb2,0,oX{Xi(t)}+«|>(t){Xo(t)}) (VI1.7)

L'ordre a2 : Fd2(t)=- kmoycos(ph){bbhbb2,0,OÎ((i)(t){xl(t)î) (VIÏ.8)

Fd(t)=Fd0(t)+aFdi(t)+a2Fd2(t)

II y a possibilité de résonance d'effort pour les excitations vérifiant :

I n com=û>j -> (0m~",r i=l,n
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n = 1 correspondant à l'excitation d'engrènement fondamentale,

n = 2 correspondant à l'excitation d'engrènement double,

n = 3 correspondant à l'excitation d'engrènement triple.

VTI. 3. 3. Analyse des résultats numériques

I

I

a. Effort dynamique

L'étude analytique des équations du mouvement donne une solution approchée de la

forme :

(VII. 10)

Numériquement, la réponse temporelle Fd(t) est une fonction périodique de période

Tm. Le développement de la fonction en série de Fourier permet d'écrire la réponse sous la

forme :

uu

Fd(t)=Fo+ X linCos(no)mt+((>0)+gnsin(na)mt+((»D) (VII.ll)

On a effectué une analyse fréquentielle de la réponse pour avoir une idée de

l'importance des harmoniques qui la constituent, (voir figure VII.2. et figure VII.3.). Cette

analyse est relative à une Vitesse de rotation donnée. Un changement de la Vitesse entraîne

un changement du spectre de la réponse.

I

I

W,Vf

0,06

0,05

0,04

0,03

0,02

0,01

n I I , .

10

w/wm

15 20

Figure VTI.2. Les 20 premières fréquences pour {3 = 0e

i
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i

i

i

n'est plus perturbé. Mais ceci est beaucoup plus compliqué à réaliser car il faut tenir

compte :

1. des déformations élastiques et des corrections qui modifient sensiblement le rapport de

conduite,

2. des variations de couple en fonction de Vitesse (ou du temps).

c. Influence des coefficients d'amortissement sur l'effort dynamique

La figure VII.7. montre l'influence des coefficients d'amortissement sur la réponse,

on constate qu'une diminution du coefficient d'amortissement entraîne une augmentation

de l'effort dynamique, les coefficients d'amortissement retenus, pour approximer l'énergie

dissipée sont compris entre 0,01 et 0,2.

0,75
300 600 900 1200 1500

wl

Figure VII.7. Courbes de réponse en Vitesses de rotations

pour différents coefficients d'amortissement (p = 0°).

d. Erreur de transmission

La figure VII.8. montre l'influence de l'angle d'hélice sur Terreur de transmission.

Une augmentation du rapport de conduite total assure une continuité meilleure de l'erreur

de transmission.
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i

t / T m

Figure VII.8. Variation de l'erreur de transmission

pour différents angles d'hélice (p = 0° et 15°).

VII. 4. Analyse des résultats avec erreurs géométriques

VIL 4.1. Introduction

Dans ce chapitre, on s'intéresse aux écarts géométriques dans le sens de la largeur de

la denture : écarts axiaux ou écarts dans le plan d'action.

En ce qui concerne la direction selon la développante de cercle, les profils de denture

sont supposés parfaits. Les premiers points d'engrènement sur le pïan d'action sont les

points définis par la cinématique des corps rigides.

On propose, dans cette étude, l'analyse de l'influence de certains types d'écarts

axiaux sur le comportement dynamique du réducteur. Les écarts choisis sont des

modifications de forme réalistes conformes aux ordres de grandeurs rencontrés dans

l'industrie de l'engrenage [25]. Nous traitons les types d'écarts de forme suivants, (voir

figure VII.9. et VIL 10.) :

Défaut d'angle d'hélice,

- Erreurs axiales sous forme d'ondulations sinusoïdales.
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i

12

10

0,2 0,4 0,6
x/largeur

a) Défaut d'angle d'hélice b) Ondulation sinusoïdale

Figure VII.9. Différents types d'écarts de forme

Plan d'action

Ti T2 T2

Figure VII. 10. Défaut d'angle d'hélice

VII. 4. 2. Etude analytique

Dans le cas, avec des écarts de forme axiale, le système différentiel associé à notre

modèle (non amorti) est de la forme :

[M] x + [K(t,x)J {X} = {FO} + ÎFi(t,x)} (non linéaire) (VIL 12)

Dans le cas où la longueur de contact est maximale, la matrice raideur ne dépend pas

des variables d'état. Le système différentiel devient linéaire. Il est de la forme :

(VIL 13)[M] x} + [K(t)j {X} = {F,,} + {F,(t}}
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la solution analytique du système différentiel (1) ou (2) est indéterminée. Une solution

approchée, dans le cas du système linéaire (2) est recherchée en utilisant la méthode des

perturbations [3], (méthode approchée). La solution pour des écarts sous forme

d'ondulations sinusoïdales est trouvée sous la forme, (Annexe 3) :

(X(t)} = (Xoî + S {Xi} sin(i.com.t) + {Y;} cos(i.<am.t)

+ a y cos(hBm-t) + (VIL 14)

Le résultat approché est en concordance avec le résultat numérique. Même si les

ondulations sinusoïdales n'interviennent pas directement dans la périodicité de la solution,

elles causent des perturbations dans la répartition des harmoniques de pulsations ncom qui

constituent la solution (de période Tm).

La figure VII.ll. montre que, pour une Vitesse de rotation de 200 rd/s, les

ondulations sinusoïdales sur la largeur de la denture, n'a pas d'influence sur le spectre de

X(t) dans le cas des engrenages droits. Par contre, pour les engrenages hélicoïdaux, (figure

VIL 12) et pour la même Vitesse de rotation, le spectre de la réponse r(t) est modifié. De

nouvelles harmoniques prennent de l'importance, (o> = 4 cùm, 5 (Om et 6 com). Une explication

possible peut se baser sur le fait que pour les engrenages droits, l'entrée des couples de

dents en contact est instantanée par contre pour les engrenages hélicoïdaux, on a une entrée

progressive des ondulations sinusoïdales qui affectent, dans ce cas, le déroulement de

Fengrènement.

0,06

0,05

0.04

0,03

0,02

0,01

0 _L
5 10

I , , , . .
15 2

0,06

0,05

<o
•a 0,04

s.
E 0,03

0,02

0,01

0
0 (

w/wm

l" "l ~l 1 1

5 10 15 2

w/wm

a) Sans erreurs géométriques b) Avec erreurs géométriques

Figure VII. 11. Influence des ondulations sinusoïdales sur le spectre

fréquentiel de la réponse r(t) dans le cas des engrenages droits (p=0°)
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I

I

0,012

0,01

0,008

•S
3
-•= 0,006
CL
Ë

0,004

0.002

n . I I I , . I , ,

0,012

0,01

ai
-D 0,008
£
~5.
E 0,006

0.004

0,002

0 _L, 1 ..... I , , l.,,,l .

w/wm

a) Sans erreurs géométriques

w/wm

b) Avec erreurs géométriques

Figure VII. 12. Influence des ondulations sinusoïdales sur le spectre

fréquentiel de la réponse r(t) dans le cas des engrenages hélicoïdaux (p=15°)

VII. 4. 3. Analyse des résultats numériques

Les résultats présentés dans les figures VII.13, VII.14, VII.15 et VI1.16, nous

permettent d'analyser les effets négatifs ou positifs des différents écarts de forme sur

l'effort dynamique.

On constate d'après ces résultats que les engrenages droits supportent mieux les

erreurs axiales. Globalement le coefficient dynamique r(t) diminue en passant des

engrenages droits aux engrenages hélicoïdaux. Une explication possible serait la

modification du rapport de conduite. Pour les engrenages droits, le rapport de conduite

n'est pas affecté pour les écarts de forme, par contre, pour les engrenages hélicoïdaux les

écarts géométriques le réduisent sensiblement. La largeur de denture intervenant dans le

calcul du rapport de conduite, cette réduction est d'autant plus importante que l'angle

d'hélice soit plus grand.

Relativement aux ondulations sinusoïdales les défauts d'angle d'hélice sont plus

dangereux. Car l'aire de contact est plus réduite et la charge n'est pas symétriquement

répartie, donc il aura une apparition d'un moment suivant 2.0. il y a une forte concentration

de chargement.
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a) Défaut d'angle d'hélice \\> = 3 KT4 rd b) Défaut d'angle d'hélice y = 5 KT4 rd

Figure VII. 13. Influence du défaut d'angle d'hélice sur la répartition

Des efforts dynamiques dans le cas des engrenages droits (P=0°)

a) Ondulation sinusoïdale d'amplitude 10 (a b) Ondulation sinusoïdale d'amplitude 5 u

Figure VII. 14. Influence d'ondulation sinusoïdale sur la répartition

Des efforts dynamiques dans le cas des engrenages droits (p=0°)
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a) Défaut d'angle d'hélice \j/ = 3 10"4 rd b) Défaut d'angle d'hélice y = 5 10"4 rd

Figure VU. 15. Influence du défaut d'angle d'hélice sur la répartition

Des efforts dynamiques dans le cas des engrenages hélicoïdaux (p=15°)
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a) Ondulation sinusoïdale d'amplitude 10 |i b) Ondulation sinusoïdale d'amplitude 5 jj

Figure VIL 16. Influence d'ondulation sinusoïdale sur la répartition

Des efforts dynamiques dans le cas des engrenages hélicoïdaux (p=15°)

Dans certaines conditions de fonctionnement, (couple faible, amplitude de l'écart

importante et/ou voisinage d'une vitesse critique), l'aire de contact peut être instantanément

nulle (voir Figure VII.17). Dans ce cas, la roue et le pignon ne sont plus en contact. Le retour en

contact s'accompagne d'un impact, on est en présence d'un fonctionnement avec succession de

chocs.

I

a) Défaut d'angle d'hélice vy = 5 10"4 rd

i
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i

b) Ondulation sinusoïdale d'amplitude 5 u

Figure VII. 17. Perte de contact total, fonctionnement avec une

succession d'impacts dans le cas des engrenages droits (P=0°)

(Q i = 800 rd/s Ce - 200 Nm Eps = 0,1)

i

VII. 5. Conclusion

Les résultats obtenus nous permettent de faire les remarques suivantes :

Pour les défauts d'angle d'hélice, on constate que la distribution de charge sur un couple de

dents est concentrée sur l'une des extrémités. La dent n'étant que partiellement chargée ce qui

entraîne une réduction du rapport de conduite suite à la diminution de la largeur de contact.

Pour des erreurs sous forme d'ondulations sinusoïdales, on retient quelles conduisent à la

réduction de Taire de contact et du rapport de conduite, pour les engrenages hélicoïdaux.

Dans les deux cas ces écarts induisent des perturbations supplémentaires sur le réducteur,

modifiant ainsi le spectre fréquentie! de la réponse de l'effort dynamique et augmentant les

efforts dynamiques sur les dentures.
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CONCLUSION GENERALE

Le présent travail a consisté en le développement d'un modèle mathématique relatif

au comportement dynamique des engrenages par application des équations de Lagrange au

réducteur à engrenages, à axes parallèles, dans le cas partait et avec des erreurs

géométriques.

Ce modèle nous a permis à développer un code de calcul qui détermine les différents

paramètres géométriques du réducteur, et calcule les paramètres qui influent sur le

comportement dynamique de réducteur.

La comparaison de nos résultats à ceux obtenus par ailleurs, a montrée une bonne

corrélation.

On a obtenu des résultats dans les cas de couple faible, d'amplitude de l'écart

importante et/ou au voisinage d'une vitesse critique qui montre qu'il y a perte de contact

suivie par des chocs, ce qui est en accord avec les constatations expérimentales.

Dans le cadre de ce travail, nous avons considéré l'hypothèse que le contact s'effectue

dans le plan d'action de Pengrènement Celle-ci est acceptable sous réserve que les dents

soient corrigées, ce qui limite Papplication de notre modèle dans le cas où les dents ne

seraient pas corrigées ou dans le cas où il y aurait un supplément de correction.

Comme complément à ce travail, il serait judicieux d'approfondir cette étude en

introduisant l'effet des différentes corrections de profil des dents sur le comportement

dynamique d'un réducteur. On peut envisager aussi d'étendre ce modèle au cas des

engrenages larges en prenant en considération la flexion de ces derniers.

Les résultats théoriques obtenus doivent être vérifiés expérimentalement, dans ce

contexte une simulation doit être envisagée
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Annexe I

PARAMETRES GEOMETRIQUES DES ENGRENAGES

CYLINDRIQUES A PROFILS EN DEVELOPPANTE DE CERCLE

1. Engrenages cylindriques à denture droite

En chaque point de Pengrènement, les géométries et les vitesses de surfaces de

dentures ainsi que la charge transmise varient. II a été montré que pour des engrenages

cylindriques droits à axes parallèles, on peut représenter un point donné de l'engrènement

en régime permanent par le contact entre deux cylindres d'axes parallèles munis des mêmes

charges, géométries et vitesses, (figure 1.)

•\ , ' . - -"-•• ' • . .,>-"
*\L/ ï " • •

Figure 1. Simulation d'engrènement

Cette simulation est utilisée pour une analyse point par point des paramétres de

contact au cours de Tengrènement, à partir de connaissance en ces points des paramètres

constituants Tétât mécanique
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Généralement, on choisit cinq points :

T! : Premier point de Tengrènement en pied de pignon avec deux couples de dents en prise ,

T"i : Point de transition entre pied de pignon et primitif, de deux à un couple de dents en

prise, la charge normale étant supposée transmise par un seul couple de dents ;

I : Point de contact confondu avec le primitif;

T"2 Point de transition entre primitif et sommet de pignon, de un à deux couples de dents en

prise, ici encore la charge normale est supposée transmise par un seul couple de dents ,

T2 : Dernier point de Tengrènement au sommet du pignon avec deux couples de dents en

prise.

En chaque point du profil, il faut définir ;

- Les rayons de courbure des deux dents antagonistes au point de contact : R,, R2.

- Les vitesses respectives des deux massifs : U], LJ2.

- La charge par unité de longueur, normale en contact : w/L (figure 2.).

Figure 2. Diagramme de charge

Pour cela, il faut connaître les caractéristiques de taillage et de fonctionnement de

'engrenage, qui sont les suivants :

Le nombre de dents Z,, /2 ;

Les coefficients de déports x,, x2 ;

L'angle de pression de taillage 0.0 ,

Le module de taillage Mo ;
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La largeur de l'engrenage le plus étroit L ,

Les coefficients des saillies des dents yai, yil2 ;

Les coefficients des creux des dents yn, y!2 ;

La vitesse d'entrée coi.

Les caractéristiques du matériau et du lubrifiant doivent également être connues

Les coefficients de Poisson V], v2 ;

Les modules d'Young EI, L2 ;

La viscosité à l'entrée du contact u v ,

Le coefficient de piézoviscosité a ;

Le coefficient de frottement f ;

Les masses volumiques pi , p2.

Avec ces données, on peut définir :

Les rayons primitifs nominaux :

Les rayons de base :

Les rayons de tête :

Le pas de bas :

L'angle de pression de fonctionnement

L'entraxe :

Le module de fonctionnement :

Les rayons primitifs fonctionnement :

Les longueurs :

MoZ,

rhi=ncos(ao)

(Zi+Z2)

cos(a')

cos'«o))— , ,vcos(a)

M1 Zi
2

T,T2= ~fb2Ï

i = 1.2

i = 1,2

i = 1,2

i = 1,2
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Le rapport de conduite
Ph

( \ 2 1- 2Le module d'Young équivalent : 1 -II v> . v?

On peut calculer les caractéristiques de Pengrènement en (n+1) points du profil. Pour

cela, on divise la ligne d'action entre T'i et T'2 en n segments de longueur p=

On a alors en chaque point : Ri=TiT'i+ip

i R2-TiT2-Ri

n /-ïo (Idr- <>,0.ï 0,7, \0,7rt 0.4.1W f '
hm=0,98a"-6Eeq ja (U,+U2) Req ™ )

U2-R2C32

Le rayon de courbure équivalent est : RL,q = -- -•--

La charge appliquée est déterminée par le diagramme de charge choisie

Ainsi on peut déterminer :

L'épaisseur minimale du film fluide (Dowson - Higginson)

V0.13

L

La pression de Hertz au centre du contact

( ^
n -y / W \ Req/W\J avec: a= .- l , /

Trav L ' K heqy L '
\

Les glissements spécifiques

o Glissement spécifique par rapport au pignon

I „ Ui-LJa
esi~ U,

• o Glissement spécifique par rapport à la roue

r _ U i ~ U 2

• ^s2 U2

o Glissement spécifique absolu
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2. Engrenages cylindriques à denture hélicoïdale

I

Par rapport aux engrenages droits, les engrenages hélicoïdaux ont la particularité

d'avoir une charge par unité de longueur qui varie peu pendant Fengrènement. Par contre,

au niveau du contact, il faut prendre en compte le fait que les rayons de courbure des dents

varient d'une extrémité à une autre de la ligne de contact, bien que leur somme reste

constante (figure 3.).

Figure 3. Simulation du contact entre dentures hélicoïdales

Le contact entre deux dents d'engrenage hélicoïdal ne sera donc plus représenté par le

contact entre deux cylindres, mais par le contact entre deux cônes de sommets Si et 82, de

même conicité Bh.

En un point M de la ligne de contact défini par ses distances T|M et T2M aux axes des

cônes, les rayons de courbure de ces cônes sont (T]M/cos ph) et (T2M/cos ph), 'es centres de

courbure des surfaces étant normaux au contact.
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Au voisinage du point M, les deux cônes eux-mêmes peuvent être remplacés par deux

cylindres de rayon R,= TiM/cos p,, et R2= T2M/cos ph, soumis à une charge par unité de

longueur w/L que Ton peut considérer comme constante.

i

•

L est la longueur de la ligne de contact, cette longueur varie légèrement durant

l'engrènement.

Pour être dans les conditions les plus défavorables, on prend la longueur minimale qui

est :

L=U'T/ir?+~'m"T S1 Px>e+E'cotan([Jb)sm(ph) cos(ph) VKb/

u-T'iTS n'.p e+£'cotan(6j Px
ou L • VQ\ /n x + - m ' si p,<e+e'cotan(p.)sm(Ph) cos(ph) cos(ph) w

avec Px : Pas axial ;

u, u? , e, s' tels que : l=i>pv+s

Pht : Pas de base apparent

I : Largeur de l'engrenage.

Dans un premier temps, les caractéristiques de l'engrenage sont déterminées dans le

plan réel (ou normal) et dans le plan apparent (ou tangentiel). Pour cela, il faut connaître :

Le nombre de dents Z], Z2 ;

Les coefficients de déports XK x2 ;

L'angle de pression normal de taillage a,,o ;

Le module normal de taillage Mno ,

L'angle d'hélice po;

La largeur de l'engrenage I ;

Les coefficients des saillies des dents y;,i, ya2 ;

Les coefficients des creux des dents yti, yv ;

• - La vitesse d'entrée m i ;

La puissance transmise Q ;

Les coefficients de Poisson v t , v2 ;

Les modules d'Young EU E2 ;

i
i
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La viscosité à l'entrée du contact n ;

Le coefficient de piézoviscosité a ;

Le coefficient de frottement f ;

Les masses volumiques pi, p2.

On peut alors calculer :

L'angle de pression apparent de taillage

L'angle d'hélice de base :

Le module apparent de taillage :

Les rayons primitifs nominaux :

Les rayons de base :

Les rayons de tête :

Le pas de base réel :

Le pas de bas apparent :

Le pas axial :

L'angle de pression de fonctionnement :

L'entraxe :

L'angle d'hélice de fonctionnement :

4 f tantôt,*))^ctto-arctad —^f
\0) )

(5ir--arctan(tan(p0)-cos(a(o))

= Mno

10 cos(p(J)

n,L=ricos(ain)

sin((

inv(a't) inv(ain)+-

cos(a',)

= i 'y

i ^ 1,2

i = - 1.2

cos(a',)J

L'angle de pression normal de fonctionnement : aln"arctan(tan(a'l)-cos(pt)}

L'entraxe de fonctionnement : E

Le module réel de fonctionnement

Le module apparent de fonctionnement : M1

cos(ctV)

M'n

cos(p')

Les rayons primitifs de fonctionnement : r'i-- 4 i - 1,2
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Les longueurs

Tt]T'2=T|T2-T,T1i-T2T1

Le rapport de conduite : ? -U-L^
PN

T ^ ^ * l-tan(P')Le rapport de recouvrement : gp=——^

Le rapport de conduite total : sr~eu+ep

Le module d'Young équivalent :
i_

La longueur minimale de la ligne de contact : L

1 _ l f ' - V l 2 , ' - V 2

U 2 E, E2

On peut déterminer les caractéristiques de Fengrènement en (n+1) points du profil.

T' T1Pour cela, on divise la ligne d'action entre T'j et T'2 en n segments de longueur p- ] 2 .

On a alors en chaque point : Ri=(TlT'i+ip)/cos(|3ll) i=0,n

R2=IV[-2/cos(|3h) R,

Ui=RifOiCOs(ph)

• Le rayon de courbure équivalent est : Rar"~^ — ~

La charge appliquée est déterminée par le diagramme de charge choisie.

Ainsi on peut déterminer :

L'épaisseur minimale du film fluide (Dowson - Higginson)

A no 06r- °-°-1 °-7/ , \^-7n 0,4.î|W 1hn^O^Sa'-'Eeq |.i (Ui+U2> Req [^ )

La pression de Hertz au centre du contact

P(J=-2_(w
uT 1 avec : a=

8 Req W
^L

A
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Les glissements spécifiques

o Glissement spécifique par rapport au pignon

u,
o Glissement spécifique par rapport à la roue

o Glissement spécifique absolu

I _Ul~U2
^K~ r î 4-1 1
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RESOLUTION PAS A PAS, SCHEMA IMPLICITE H.H.T.

1. Schéma implicite de Newmark

Soit le système du second ordre ;

Y - f(Y,Y,t)

Le schéma implicite de Newmark [ 1 1 ] est construit on faisant un développement de

Taylor aux vecteurs déplacement et vitesse à l'instant t}= to + At, on obtient ainsi :

{Y,} - {YO} + At {Y()} + j At2 {YO} + £ (6P) At1 {YO} + o(At4)

{Y,} - {YO} + At {YO} + J- (2y) At2 {YO} + o<Atl)
2.

p et y sont des facteurs de pondération utilisés dans le but de stabiliser la solution.

On posant :

! fr i _ {Y,} - {YO}
X Y°> At

L'algorithme de Newmark s'écrit :

{Y,} = {Y,,} + At {y,,} + At2 | ̂  p ) {Y,,} + P {Y,}
' ' J

} + 7 (Y,}J (2)
Ce schéma est inconditionnellement stable pour :

y > 0,5 et

Mais ne possède aucune propriété d'amortissement des erreurs.

Les utilisations classiques sont ;

• p—1 et y=^, ce qui correspond à une approximation linéaire de l'accélération sur At.
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|}--j et y=^-, ce qui correspond à une approximation constante de l'accélération qui est
~T £,

égale à la valeur moyenne de l'accélération sur Al. 11 s'agit de la méthode des trapèzes

2. Schéma implicite de Hilber - Hugues - Taylor (H.H.T.)

Ce schéma vient pour améliorer le schéma précédent en introduisant un

amortissement numérique des erreurs. Ce dernier s'écrit ;

{Y,} = {Y,,} + At {Y()} + At2

{ Y , } = { Y O }

y, = (1 ta)

P UY O }+P{YI }

f(Yo,\VO

= | - - a et p = (1 -a)'

(3)

(4)

(5)

(7)

a doit être choisie entre 0 et 0,33 de façon à assurer un amortissement suffisant et à

conserver la stabilité du schéma, l'amortissement optimal est obtenu pour a = - 0,25.

3. Application du schéma implicite H HT à notre système

I

Nous avons

= Xo - At xo + At

{x,}={xo}+ At[ ( i - T ){

X, = (I+a) f(X,-X]-t) - a

y - I 4- - a et

= - 0,25 Y =

a)2

= 25
64

(8)

(9)

(10)

Si a -= 0, on retrouve le schéma de Newmark.

L'étude dynamique conduit à une équation différentielle de la forme suivante

(H)



i

à l'instant t = t i , on remplace J X ] } et {x,} par leurs valeurs, il vient

{[[[M] + y.(l+a)-At-[c]

+ [K] ({Xo} + At.jxJ + At2-(0.5 a

Connaissant {x,}, on calcule {Xi} et {x,} d'après (8) et (9).

Annexe II

- Ho)}j (12)

i

i

Introduction des conditions initiales

Calcul de

Calcul de { X , } et {x

t = t + At

Organigramme de l'algorithme de la méthode HHT
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METHODE DES PERTURBATIONS

Soit le système différentiel non amorti associé à notre modèle :

[M] {*} + [K(t,X>] {X} = (F(t)} (1)

Dans le cas où le système serait linéaire, la matrice raideur ne dépend pas des

variables d'état, le système différentiel s'écrit ;

[M](x}+[K(t) ]{x}= {F(t}} (2)

[K(t)] = [KC] + k(t) kJ = [KC] + d + « <j>(t)) [K,,,] (3)

où k (t) : raideur d'engrènement,

kni : raideur d'engrénement moyenne,

a = — - ; coefficient sans dimension « I .
K.m

F(t) = {FO} + (F,(t)} -f (F2(t)} (4)

{Fo} : vecteur des efforts extérieurs,

',F](t)î : représente un effort supplémentaire causé par les écarts de forme,

représente un effort supplémentaire causé par Terreur cinématique.•

Le système différentiel associé à notre modèle peut s'écrire :

[M] {x} + [KC] {x} +- (i + a <Kt» [K,,] {x} = {FO} + {F,(O} + {F2(0} (5)

Deux cas peuvent se présenter :

Cas 1 : Sans écarts de forme

[M] {x} + [KC] {x} + (i + a (j>(t)) [K,,,] {x} = {FO} (6)

4>(t) est périodique de période Tm (période d'engrènement), donc elle admette un

développement en série de Fourier.

I <j>0) = I a,, cos(n (0ni t) + b,, sin(n (1)m t) (7)

i
n=0
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II a été prouvé que les équations différentielles à coefficients périodiques

n'admettent pas de solutions analytiques exactes. Une solution approchée peut être

envisagée en utilisant des méthodes approchées telle que la méthode des perturbations

[3]- En formulant l'hypothèse d'un a petit devant l'unité, ce qui est le cas des

engrenages, il est possible de décomposer la solution de l'équation en une partie

principale et une somme de perturbations de poids décroissants, soit :

{X} = \X0\ {Xi} +ct2 {X2} + ...

On se l imite à l'ordre 1 :

|XJ = î X o î + a Î X , } (8)

En introduisant (8) en (6), il vient :

M &(>} + a M (xj + [KC] {xo} + « [KC] {xj + (i + a <j>(t)) [K,,J {x0}

+ a (1 + a (KO) [Km]{Xi} = {FO}

N {xo} + ( [KC] + [Km] ) {x0} + a [M] {x,} + ( [KC] + [Km] ) {x,} + <j)(t) [KDI] {x0}

soit : [Ks] = [Kc] + [Km]

Hn négligeant les termes en a2, (a petit), en identifiant les terme de même ordre, il

vient :

Ordre a° ;

[M] &„} + [K&] {x0} =-- {F,,} (9)
La solution en régime permanent de cette équation coïncide avec la solution statique pour

• une raideur moyenne JX S ( } .

Ordre a :

[M] {x,} + [KS] {x,} - [Km] 4>(t) {xj

Posons : {A } = [KniJ {X,}

[M] {x,} + [KS] {x,} = {A} I Bn cos(n con, t) + bn sin(n Wm t) (10)
ii=0

On revient à une équation différentielle à excitation périodique dont on connaît la

solution :
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(Xi(t)} = S {An} cos(n (0lll t + <t>n) + {BU} sin(n com t + <j>n)
n

La solution générale en régime permanent sera :

|
{X(t)} = {xs,} + « S {An} cos(n &m t + <|> ) + JBn} sin(n Wm t + <j> ) ( 1 1 )

T1

Si QI, H2, . . . , H,, sont les fréquences propres du système. On constate la possibilité

de résonance en wm = Q;/n, i - 1, 2, 3, . . ,

Cas 2 : Avec écarts de forme suivant la largeur des dents seulement

Le système différentiel devient, en restant dans le cas linéaire :

[M] {x} + [KC] {x} + ( i + a <Kt)) [K»,] {x} = {Fo} + {F,} {12)

En uti l isant le théorème de superposition, il suffit de résoudre le système suivant :

[M] {x} + [KC] {x} + (i + a <f>(t)) [Km] {x} - {F,} (13)

{Fi(t)}= S k i j ôei, {v(}

I
Z kij Ôeij = } k(x) Ôe(x) dx

• i.i o

• Cas d'un défaut d'angle d'hélice :

k (x) - k0

5e (x) = eo x

Z kij Ôeij = j kd en x dx ^ ~~^ Lc(t)
i

\) = L,, + Z a, cos(i (ùlll t) +- bi sin(i Wn] t)
m i = l

™ Utilisons encore le théorème de superposition. Il suffit de chercher la réponse à une

harmonique de sin( i com t).

{F,,} = ̂  a? sin2(i o,m t) {V,} = ̂  a? (1 - cos(2 i (0m t)) {V,} (14)

(13) devient :

[M] {x} + [KC] {x} -H ( i + a <j>(t)) [K,,,] {x} = (i - cos(2 i (0lll t)) {Vi}
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La méthode des perturbations limitée à l'ordre I donne :

M {x,,} + [KB] {xo} - {v,} - {v,} cos(2 i «,„ t)) }

[M] {x,} + [K&] {xi} = - <Kt) {xo} ( 16)

La solution de ( 15) est :

{Xo}= {xc}- (X,}cos(2i CD,,, t)

- 4>(t) {X,,} = - 4>(t) {Xo} + «KO {X;} cos(2 i «m t)

<|>(t) est périodique de période Tm d'où - <|>(t) {Xe} peut s'écrire :

- <|>(t) {xc} ~- Z {Ci} cos(i com 0 + {DJ} sin(i Um t)

De même - (|>(t) cos(2 i tom t) {X,\t s'écrire :

- <J)(t) cos(2 i (on] t) {x,} - Z {ptj} sin[(2i+j) (om t] + {ij sin[(2i-j) (0m t j
j

+ {y }cos[(2i+j) (onl t] + {A,j}cos[(2i-j) a,m t]
V J f L J' ^""' J V ".\t •-' -" —ni J

La solution générale de ( 12) est de la forme :

{X(0} = {xj - {X,} cos(2 i «m 0 + a £ {hj sin[(2i±j) (om t] + fe,}cos[(2i±j) ̂  t] (17)

Cas d'un écart sous forme d'ondulation sinusoïdale

k (x) - k()

ôe (x) = eo sin(cox x)

Z kij 6e,, - j ko eo sin(Wx x) dx = -^-^ (1 - cos((ox Lc(0))
ij 0 COS

Le théorème de superposition nous permet de chercher uniquement la réponse à

• l 'harmonique de Z kij Ôei, , f(t) = Z kj , Ôeij est périodique de période Tm, (f(t+Tm) ~ f(t))
i.l

car Lc(t) est périodique (Tm). Il suffit de résoudre le système suivant :

[M] {x} + [K J {X} + (1 -f a <]>(t)) [Km] {X} = {Vi} sin(i (Om t) (18)

La méthode de perturbation limitée à l'ordre 1 donne :

[M] &o} + [KS] {Xo} = {Vi} sin(i (om t) (19)
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[M] {x,} + [KS] {x,} = - 4>(t) {x0} (20)

La solution de ( 19) est :

{Xo} = {Xi} sin(i Wm t) - <HO {x(,} =1 {c,} sin[(i±j) om t] + {DJ} cos[(i±j) &m t]
j

La solution générale de ( 12) est :

(X(t)} - {Xo} + S {H;} sin(i (onl 0 + {Ci} cos(i <ùm t) + a S ^} cosO «m t) + {/J sin(j (0m t)


