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Ab_strncl

In this work, the decentralised variable structure control using sliding modes is
presented in the two forins, non generalised then generalised by considering the control
derivatives . _

These two control approaches have been applied to the PUMA 560 robot arm .As
regards to the generalised aproach ,we first considered the presumed linear model obtained
from identification then the nonlinear one by cosidering the mechanical tirie constants .

The generalised form of the control has enabled the elemination of chattering that still
appears in the non generalised form and gives better performances for the following trajectory
by considering different sliding surfaces.

key words: generalised varable structure ,sliding modes sliding surfaces ,decentralised
control . ' ‘ A '
Resumé

Dans ce memoire, la commande a structure variable décentralisée par les modes

glissants est présentée sous ses deux formes , non généralisée puis généralisée en tenant
“compte des dérivées des entrées .

Ces deux approches de commande ont été appliquées au bras manipulateur PUMA 560.
Concernant I"approche généralisée, on a d’abord considéré le modéle pré;umé linéaire issu de
I'identification puis le modéle non-linéaire en tenant compte des constantes de temps
mécaniques. |

La formie généralisée de la commande a permis I’élimination du broutement encore
présent dans la forme non généralisée tout en assurant de meilleures performances pour la
poursuite en considérant différentes surfaces de glissement.

mots clés: structure variable géneralisée , modes glissants, surfaces de gl.ssement, commande
décentralisée.
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INTRODUCTION GENERALE

La problématique de la commande des systémes non-linéaires de grande dimension et
des systémes interconnectés que constituent les robots manipulateurs est & I'heure actuelle
'une des préoccupations majeures et I'un des axes de recherche privilégiés dans le domaine
de la robotique. En effet, la complexité de la dynamique des robots, due aux interconnexions
entre les différents axes d’un bras manipulateur mais aussi aux variations parameétriques par
rapport 4 la charge manipulée généralement inconnue, rend le contrdle pratiquement
impossible par les régulateurs standards a action proportionnelle, intégrale et dérivée.

En regle générale, un robot se compose de sept parties principales: la structure
mécanique articulée constituant son squelette et qui comprend des segments placés les uns &
la suite des autres, la source d’énergie (lectrique dans notre cas ), les actionneurs, les
transmissions, les capteurs internes et externes ainsi que le systéme de commande. Les
segments du robot sont mobiles les uns par rapport aux autres et celte mobilité s'exprime en
termes de degrés de liberté . La structure mécanique dans le cas de robots a base fixe (cas
traité dans ce projet Jcomporte deux parties fonctionnelles : le porteur , généralement doté de
trois degrés de liberté permetiant de positionner son extrémité en un point quelconque de
I'zspace atteignable et 'organe terminal , doté de possibilités d’orientation (1, 2 ou 3 degrés
de liberté). :

Par ailleurs, les exigences de I'industric concernant les performances statiques et
dynamiques en rapidité et en précision mais aussi les considérations pratiques font que la
production exige des manipulateurs de plus en plus légers réalisant des tiches a grandes
vitesse et précision en gardant une bonne répétabilité.

Les recherches effectuées dans ce sens ont abouti 4 un certain nombre d’algorithmes
de commande robuste dont la commande a structure variable classique par les mode glissants
illustre un parfait exemple. C’est en URSS que depuis les années soixante, plusieurs
algorithmes ont vu le jour et ceci-a partir des résultats théoriques du mathématicien russe
AF.Filippov qui a résolu le probléme de I’équation différenticlle 4 second membre
discontinu. 1.’équipe du professeur S.V.Emelianov est celle dont les résultats ont été les plus
connus. De nombreuses suites ont ét¢ données a cet axe de recherche, . notamment avec
V.LUtkin qui a mis en évidence le principe de la commande équivalente. Parmi les
applications qui ont suivi et qui concernent I’application de la technicue en robotique, on peut
citer par exemple les articles de V.ILUtkin, J.J.E.Slotine, F.Harashima, T.Ueshiba,
}H.Hashimoto. : '

Malgré les améliorations ainsi apportées pour la commande, un certain nombre de
problémes continuent a comprometire Papplication des modes glissants classigues. Le
probleme de la centralisation de la commande qui rend la synthése plus difficile peut étre
résolu par différentes appreches de décentralisation .L’autre probléme de taille, propre a la
méthode de la commande & structure variable classique, est le phénoméne de broutement
«t chattering » correspondant & un phénomeéne d’oscitlations a haute fréquence compromettant
la précision et qui constitue ainsi le principal inconvénient de cette technigue.

L’¢limination du « chattering » est donc devenue elle méme un sujet de recherche.
Flusieurs solutions ont été proposées, La plus en vogue a consisté a remplacer la fonction
SIGN ayant Pallure d’un relais par des fonctions plus douces « smooth function »au prix
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d'une faible détérioration des performances. Néanmoins, le recours & ces fonctions
a’amélioration, caractérisées par un gain élevé afin d’obtenir une faible erreur
dapproximation ne garantit pas la disparition des oscillations. En eet , I’approximation du
mode glissant ainsi généré garantit la convergence dans un petit voisinage de la surface de
commutation mais rien ne peut étre dit sur le comportement dans ce voisinage. D’autres
approches ont €té envisagées par la suite, le plus souvent basées sur un préfiltrage

au niveau de 'entrée en faisant intervenir les dynamiques de la commande. Ces approches
dites « integral sliding mode control » ou encore « second order sliding mode control »étaient
‘donc globalement basées sur un méme pringipe |,

Par la suite, Vintroduction de I’algébre différentielle comme nouvel outil de synthése
€n automatique et les résuliats des travaux théoriques de Fliess et Messager concernant les
formes canoniques généralisées et la stabilisation discontinue des systémes a donné naissance
a une approche plus générale dans le sens des deux derniéres citées, désormais connue sous le
riom de commande a structure variable généralisée « generalised variable structure control » .
Cette derniére méthode avec une approche décentralisée constituera done la technique adoptée
dans cette étude en vue de la commande d’un systéme interconnecté représentant un bras
manipulateur de type série et de structure rotoide (R-R-R) 4 3 rotations principales (par
rapport a la base, a la poignée et au coude) et 3 degrés de liberté (du porteur )pris en
considération  (parmi 6 dans le cas porteur + effecteur).Ce bras manipulateur est le robot
PUMA 560 fabriqué essenticllement par la société américaine Unimation, constituant ’un des
robots d’assemblage les plus utilisés en industrie et dans les laboratoires.

L’objectif de cette étude est la comparaison entre deux(2) formes de commande a
structure variable décentalisée ,la forme non généralisée et la forme généralisée faisant
intervenir les dérivées des entrées. Cette comparaison sera entreprise du point de vue de
I"¢limination du phénoméne de broutement mais aussi par rapport aux performances en
termes de précision ( en régimes transitoire et permanent), de rapidite et de robustesse.

Ce travail est divisé en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré & la modélisation cinématique et dynamique du robot
PUMA 560 basée sur les formalismes de Denavit-Hartenberg et ’Euler-Lagrange et 2 la
simulation du systéme d’équations obtenues a vide.

Le second chapitre concerne la commande a structures variables non généralisée dans
le cas décentralisé sans I'utilisation de fonctions d’amélioration.

Enfin en troisi¢me partie, on appliquera la commande décentralisée par les modes
plissants généralisés avec deux approches différentes pour la synthés:: de la commande :

- La premi¢re consistera en la détermination d’un modéle présumé linéaire, faisant
apparaitre les commandes avec leurs dérivées, par identification paramétrique du bras
manipulateur ,ce qui revient en réalité  la synthése de la commande en linéaire .

- Dans la seconde approche, on considérera le modéle dynamique décentralisé du bras

manipulateur (qui est non-linéaire) mais en faisant cette fois intervenir les dérivées des entrées

en tenant compte des constantes de temps mécaniques dont on aura au préalable étudié

Pinfluence .On étudiera également les performances du systéme. ainsi que I’atténuation ou

élimination du phénoméne de broutement en fonction des différents types de surfaces de

jglissement choisis(linéaires ounon) .



Chapitre 1 Modélisation cinématigue et dynumique du rebot Puma 560

L1 INTRODUCTION

La naissance de la production automatisée telle qu’on la connait s’est produite aux
environs des anndes 1975 et fit adoptée d’emblée au Japon. Le recours a cette nouvelle fagon
de produire dans les entreprises industrielles s’est accompagné d’une croissance de la
productivité. Ceci a €té rendu possible grice a des robots manipulateurs a fonctions multiples
et a taches répétitives dont les performances en termes de rapidité, précision et répétabilité ont
considérablement modifié le processus de production en milieu industriel,

Parmi les robots d’assemblage les plus utilisés dans I’industrie et dans les laboratoires
d’université, les robots Puma sont probablement les plus communs. Congus par
Vie Schienmann et financés par General Motors au M.LT ( Masashussett Institute of
Technology) au milieu des années 70, les robots Puma (Programmable Universal Machine for
Assembly) ont €1é produits pendant de nombreuses années par la société américaine
Unimation avant que d’autres sociétés ne le produisent sous licence(Westinghouse puis
Staubli en suisse). :

Le robot étudié dans ce travail est le robot PUMAS60 . Cz robot est de structure
sphérique a six axes alors que son poignet décrit trois rotations autours de trois axes
rectangulaires et nous ne considérerons dans notre modélisation que les trois axes principaux
& articulations rotoides (structure R-R-R).

Pour décrire convenablement le mouvement des trois axes, on adoptera la
modélisation cinématique (convention de Denavit-Hartenberg) puis dynamique(formalisme
d’Euler-Lagrange).

1.2 MODELISATION CINEMATIQUE [ 41,[ 19 ],[ 21 |

1.2.1 MODELISATION CINEMATIQUE DIRECTE

Le modéle cinématique d’un robot manipulateur vise & repérer le déplacement du
terminal par rapport au référentiel fixe dit espace de tiche. Ceci est rendu possible grace a des
transformations homogénes déterminant ’orientation d’un repére par rapport a 'autre en
considérant le manipulateur comme une chaine de liaisons connectées par des charniéres ou
glissiéres d’articulation.

* Coordonnées homogémes d’un vecteur :

Pour simplifier les transformations entre reperes, il est judicieux de ramener les
informations cinématiques et dynamiques au repére d’inertie de la base en les localisant par
rapport a leurs articulations avec des informations ramenées a la base.

Mvec des rotations , on se contente d’une matrice de transformation de troisiéme ordre, mais
ayec une translation on augmente I’ordre de cette matrice 4 4 afin de permettre le déplacement
en translation entre référentiels. Dans ce cas, on augmente le vecteur position p = [p,‘ :Py> pz]

OUr avoir un vecteur position p’=(vp, , VP. » VP. » V|.Le vecteur sera exprimé avec ses
F p X y rVPz sV P

coordonnées physiques si y =1.
L*expression de la matrice augmentée de transformation sera :



Chapitre | Modélisation cinématique et dynamigue du robot Puma 560

_nx Sx ax px
T % % Py
- nz SZ az pz
0 0 0 1

Et onaura: py, = T.pl,
Avec : OXYZ référentiel fixe au niveau du socle.

OUVW référenticl en mouvement par rapport 8 OXYZ.
T matrice de transformation entre ces deux référentiels.

L2.2 CONVENTION DE DENAVIT —HARTENBERG

Le robot manipulateur est une chaine de liaisons interconnectées a travers des -
articulations(charnicres ou glissiéres).Chaque liaison fait des rotations ou translations par
rapport au repére d’inertie représentant le référentiel fixe . La convention de Denavit-
Hartenberg permet le passage d’un référentiel 4 l'autre grace & des transformations
homogeénes préalablement définies. La principale difficulté pour I’application de cette
méthode systématique est le choix adéquat des repéres au niveau des liaisons afin de
simplifier autant que possible le calcul des matrices homogeénes et pour arriver a exprimer les
informations de la base (espace de tiche) vers I’élément terminal ou ’inverse.

Cette méthode systématique concerne les chaines cinématiques ouvertes ou
Particulation posséde un seul degré de liberté. Les surfaces adjacentes doivent rester en
contact, et on utilisera a cet effet des charniéres ou glissiéres.

La technique se présente sous forme d’étapes successives a suivre :

1. Numérotation des segments constitutifs du bras manipulateur de la base vers I’élément
terminal en associant le zéro 4 la base et ’ordre n a I'élément terminal.

2. Définition des axes principaux de chaque segment :

* Zi. est 'axe de déplacement(translation ou rotation) du segment i dans le référentiel i-1.

s Iaxe x; est perpendiculaire 4 z; et z;..

# Siz et 2, ne se coupent pas, on prend x; paralléle & I’axe perpendiculaire au plan formé
par ziet z,.

®*  Sipar contre z; et z;) sont colinéaires , on choisit x; dans le plan perpendiculaire a z; ).

3. Définition des paramétres de chaque articulation d’indice i:
» . Coordonnée de I'origine O; dans I’axe z;.).
C’est autrement dit la distance entre O, et I’intersection de z;.javec x;.

Cette distance est constante pour une charniére et variable pour une glissiére.

*. @i: Angle obtenu par vissage de xi; vers x; autours de z.,.Cet angle représente constante
pour le cas d’une glissiére et une variable d’état pour celui d’une charniére.
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* a;: Distance entre les axes z; et z,;mesurée sur 'axe x; négatif 4 partir de son origine
jusqu’a Pintersection avec ’axe z.,.

* ou:Angle entre 7 et z;, obtenu en vissant z;., vers z; autours de x;

Ancistron(D)

Sagmant 1~ 1

Sagmunt 1w}

Jane
Ju *oRo

Fig L1 : Systémes de coordonnées associés au segments d’un robot et leurs paramétres selon
' la convention de Denavit-Hartenberg

4. Cette derniére étape consiste 4 former les matrices homogénes de transformation de
Denavit-Hartenberg reliant rotation et translation .

La rotation est définie par la partie supérieure gauche de la matrice de transformation ;et la
translation est définie par le vecteur a droite de la matrice.

T - it Qi L1
-l [0 0 0 1} (L)
Avee:
¢0s@; —cosq,;sing; sing,sing;
i1 =|sing; cosqcosh; —singycosp; (12)
0 sin gy cosqy;
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Fi ;

di =[a; cosp; a;sing, 4:1i]T (L3)

Ce qui donne la matrice homogéne de transformation en passant du référenticl i-1 au
référentiel i :

cos@; —cosq;sing; sing;sing; a; cosg;

: sing;  cosq cosh; —sing;cos@; a;sing,
Ty = ti €039 na ' o (14)
0 sin gy, coSqy; - d;
0 0 ‘ 0 1

1.1.3 PRESENTATION DU ROBOT PUMA 560 [ 4]

Fig 1.2 : Représentation du robot Puma 560 a la position (9,=0,8,=0,0:=0)
« Zero position angle »

En considérant les trois degrés de liberté caractérisant les trois rotations du robot, on dresse le
tableau suivant :

N°dela Variable 6i a; d; (o
liaison
1 G Gi 0 0 -90°
2 G2 02 L d; 0
3 qs3 03 I3 0 0

Tableau I.1 : Informations géométriques sur le robot Puma 560
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¢ DEFINITION DES REPERES ET MATRICES DE TRAN SITION

1. Ro(Xy,Ye,Zg) :L’origine de ce repére d’inertie est prise & I’intersection entre 1’axe de la
premiére articulation et I’axe de liaison 1 avec :

Zo paralléle a la premiére articulation .
Xo parallele a ’axe de la liaison 1.

fas

Ry(X1,Y1,Z;) : Lorigine de ce repére coincide avec celle du repére Ro .L’axe Z, est
parallele a I’axe de la premiére articulation.

3. Ry(X2,Y27Z3) : Ce repére repose sur la seconde articulation avec X, suivant la direction
de la liaison 3. h

4. R3(X3Y3,Z;3) : Ce repére est sur le centre de masse de Peffecteur.

Les transformations obtenues en utilisant le formalisme de Denavit-Hartenberg sont :

¢, 0 -5 0 c; ~-s; 0 le, c; —5;3 0 Iy,
E 0 ¢ O 2 |82 ¢ 0 Ls, 3 85 € 0 Ly
TD“0_100 Tl‘001c12 T=lg o 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 6 0 0 1
[cic, —¢8; =5 160 ~dys, ]
2 1812 =815, € Leps) +dye
T(]: 0 l
=5 =G —~ G
| 0 0 0 1 |
C1C23 —CiSy3 =5 cl(l2c2 —13023)'—d251
T3 = S1€3 —8%3 ¢ 51(1202 +13°23)+dzc| ' (L5)
. | ™83 —Cp 0 —(1252 +13523)
0 0 0 1

Avec ¢=c058; ; si=sini ;c=cos(0i+0;) ; sy=sin(Q+6y)-



Chapitre 1 Modélisation cinématigue et dynami Jue du robot Puma 56

1.2.4 MODELISATION GEOMETRIQUE [ 19 ]

La modélisation géométrique permet de connaitre la position du bras manipulateur en
fonction de sa configuration, en considérant la relation entre coordonnées opérationnelles et
genéralisées,

La portée de la charge est caractérisée par un point centrique dans I’espace qui définit une
position en coordonnées cartésiennes et donne & I'élément terminal la position et
|’orientation pour manipuler les objets.

l.ss transformations précédentes permettent d’exprimer la position de I'organe terminal par
1apport au repere Ry sous la forme d’une fonction r(Rg), a4 partir de variables articulaires
(;, ,comme suit :

r=[P.B,. 2|

4=[9,,9.95]" . (L6)
t(Ry) =T .17

Ob:
r; : Coordonnées de I’outil terminal dans le référentiel Ry = r =[0001].

Ty : Transformation homogéne du référentiel Ro au référentiel Rj.
On obtient, en remplagant la transformation homogéne précédente par sa valeur :

P, = ¢ (136, +15053) - d5s
Py =8,(I;¢; +13¢23) +ds¢, | (1.7)

{_ette derniére relation nous donne la modélisation géométrique du bras manipulateur . En
considérant cette relation , on pourra retrouver la relation inverse reliant les coordonnées
généralisées qi aux coordonnées cartésiennes, ce qul revient i conmderer le modéle
cinématique inverse,
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1.2.5 MODELISATION CINEMATIQUE INVERSE [ 4 ],[ 19 ]

Le probléme cinématique direct a toujours une solution en considérant les relations
entre variables articulaires et position géométrique. Le probléme inverse est plus délicat, car
on ne peut pas atteindre une position géométrique donnée de maniére quelconque.

La solution proposée repose sur ’approche géométrique de LEE et ZEIGLER en 1984.

Pour le PUMA 560, on définit trois indicateurs de configuration dans la configuration
géometrique qui constituent les singularités de ce robot :

-la singularité Alignment (ou Arm,Bras) : décrivant le fait que le poignet est aussi prés de la
premiére liaison qu’il le peut.

-La configuration Right Arm, pour §,>0, fait mouvoir le poignet dans le sens des zo
positifs alors que la troisiéme articulation est inactive.

-La configuration Left Arm est identique a la précédente mais avec un mouvement
dans le sens des z négatifs.

-ia singularité Elbow(Coude) : Décrivant la limite d’extension ou de repliement du coude.

-La configuration Above Arm est telle que la position du poignet dans la
configuration Right Arm ( Respectivement Left Arm ) par rapport au référentiel de
I’épaule a une coordonnée négative( Respectivement positive) le long de I'axe y.

-La configuration Blow Arm est telle que la position du poignet dans la configuration
Right Arm ( Respectivement Left Arm ) par rapport au référentiel de I’épaule a cette
fois une coordonnée positive( Respectivement négative) le long de Paxe y, .

la singularité Wrist(Poignet) : Pour le cas ou les 4°™ et 6™ liaisons sont alignées. Les
configurations Wrist down et Wrist up décrivent les mouvements du poignet.

Avec
wrist down

Wrist= 4! +_.1

*

-1 left arm —~1 below arm

{+1 right arm {+1 above arm
Arm= W= .
I wrstup

SOLUTION POUR LES TROIS ARTICULATIONS

Le vecteur position est défini comme suit :

Py ¢i{laey +13C23)—dz°1
Py [={si(l2¢2 +13653 )+ dye, N (18)
P, *(1252 +13523)

L2s calculs consistent en des projections de plans(x;.;,yi.;)des différeates articulations.
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SOLUTION DE LA PREMIERE ARTICULATION

—amp, \Jpl +pl —d} —p,d,

Pe +P) |
. 2 2 2
_annpx‘\/px +py '-"dz +pyd2
cos@, = (L9)
2 2
P« +Py
2 2 2
-1 aﬂnpyvpx +py "‘d2 +pxd2

arm p, \/p} +pZ +d} = p,d,

SOLUTION DE LA SECONDE ARTICULATION

sin@, =sing cosP +arm elbow cosy sinfy
€0s@, = cosqy cosi}+arm elbow sin g sinB (1.10)

an-! siny cosf} + arm elbow cosgy sinf§
02 = cos cosf +arm elbow sin g sinf}

avee |

—amy/p} +p; - d P,

cosQ = sing, =
P2 +02 +p? —d Pt +p2 +p2—-d?

2 2 2 2 2 2 :

Px +Py +P, -d3 15 -1 :

cos|3= y2 > 22 2 23 smB:wfl_coszﬁ
212\/px+py+pz—dz

SOLUTION DE LA TROISIEME ARTICULATION

13 +13 - P +p; +P; —d
12
3

cos@ = ' sin(p = arm e:lboww,ifl—-:cos2 ¢ (L11)

avee | |

@==93+'"

10



Clapitre 1 Modélisution cinématigue et dynnmiyue du robot Puma 560

1.3 GENERATION DE TRAJECTOIRE [ 4 ],[ 19 ]

Dans le but d’assurer le déplacement de I'élément terminal d’un robot d’une position
initiale & une position finale avec des commandes admissibles sur les articulations , on impose
auz robot une trajectoire de référence réalisable. Cetie trajectoire de référence donne
Iévolution de la position, vitesse et accélération désirées au niveau des trois articulations. La
commande consistera ainsi 4 ramener la position de chaque articulation d’une position initiale
a une position finale désirée en poursuivant une trajectoire bien déterminde (dynamique
imposée).

L'une des trajectoires les plus utilisées en robotique est la trajectoire cycloidale assurant la
continuité de la position, vitesse et accélération désirées.

¢+ TRIECTOIRE CYCLOIDALE

La i*™ trajectoire de référence de type cycloidale pour Particulation i est donnée par la
fonction du temps suivante : ’

D, - t
2 (0) + —|2g— —sin| 2x— our0<t<t
qus ={ ¢ )+2R[ i ( ntfﬂ posristst (112)

Qig (ty) pour t >ty

a4 D; =qy,(t;)—q;4(0)est le déplacement de larticulation i, et tr est Pinstant final du
mouvement qui doit étre, de préférence, le méme au niveau des trois axes du bras
mantpulateur, ' :

Qid A
Qia(te)

113 3
Fig 1.3 : Trajectoire cycloidale

¢ TRAJECTOIRE DE LEAHVY

Concernant notre robot Puma560, on adoptera la trajectoire cycloidale proposée par

LEAHVY. Cette derniére est définie par le déplacement des trois arziculations du robot de la

position {-50°-135°,135°} a la position {45°-85°,30%}en un temps de mouvement égal a 1.5

secondes. L’intérét du choix de cette trajectoire réside dans le fait qu’elle active le
-mouvement du bras manipulateur dans toute son amplitude.

i1



Q;hggitre 1 Modélisation cinématique et dynamigue du robot Puma 360

L4 MODELISATION DYNAMIQUE [4),[19]
1.4.1 INTRODUCTION

Les modéles dynamiques des bras manipulateurs sont décrits par un ensemble
d’équations ‘contenant les dynamiques du systéme. Ce systéme d’équations peut étre
déterminé par les lois classiques de la mécanique Newtonienne et Lagrangienne. Nous nous
considérerons donc les approches d’Euler-Lagrange et de Newton-Euler pour établir les
équations dynamiques du mouvement du robot. '

14.2 APPROCHE D’EULER—LAGRANGE

Cette méthode s’adapte fort bien aux calculs assistés par ordinateur et vise 3 modéliser
la dynamique du robot avec les équations du mouvement. Un autre avantage de la méthode est
que le formalisme d’Euler ~Lagrange peut trés bien étre combiné avec la transformation
homogene de Denavit-Hartenberg et améne dans ce cas & un algorithme compact pour

-représenter les équations dynamiques du mouvement.

La forme générale de I’équation de’Euler —Lagrange est la suivante :

d(oL) oL gEp .
% vl =TT i=1..,n (113)
dt(dqi) oa; " aq, |
Ou L désigne le Lagrangien qui s’exprime par :
L=E;-E,; (L.14)

Ec : énergie cinétique totale de toutes les liaisons.

Ep : énergie potentielle totale de toutes les liaisons.

Ep : énergie de dissipation en cas de présence de frottements visqueux.
qi : i coordonnée généralisée.

q; dérivée de la i*™ coordonnée généralisée.

n: nombre de degrés de liberté.
ENERGIE CINETIQUE

L’énergie cinétique est calculée a partir de I’expression de la vitesse.

i 4 o
07 gt . (L.15)
r(; = Tyr!

Cur} est la coordonnée homogéne du point i exprimée dans le repére R;.
Comme nous sommes dans le cas de lizisons qui ne sont pas flexibles, on peut écrire :

12



Chapitre 1 Modélisation cinématigue et dynzmigue du robot Puma 560

dr;
o =

Cette derniére égalité implique :

ol dg;

Vi - r,-
‘ J=l aq.i dt

(L.16)

Ou Tjest la matrice de transformation homogéne entre la base(référentiel fixe) et la i™
articulation. Nous pouvons désormais écrire I’équation précédentc sous une forme plus

compacte comme suit :

=l
Avec ;
o, {FeTh isi
Sl jzi
Et Q;telle que :
Pour une liaison rotative , on a :
[0 -1 0 0]
| 1 0 00
%=lo 0 00
0 0 00
Pour une liaison translationnelle, on a :
[0 0 0 0
0 000
“=lo 0 0 1
0 000

L’énergie cinétique de 1’élément i dans la liaison i est ;

dE; = —;— trdcc(Vi ViT)d.m

En développant I’expression précédente, on obtient :

1 i -
dECi = ?2" trace(z kz Uij (rilri'Tdm)U'i[l‘(qjqk )
J= =

L’¢nergie cinétique de la liaison i est :

13

(1.17)

(L.18)



Chapitre 1 ‘ Modélisation cinématigue et dynamigue du robot Puma 560

Eg :Etrace( UﬁJiU};qjqu (L19)

x;dm Ixiyidm J-xizidm Ixidm-
x;y;dm | yidm _[yizidm fyjdrn
inzidm ¥;z;dm szdm Jzidm
[xdm  [y;dm [zdm  [am _

L’énergie cinétique des actionneurs est donnée par :

Be = ZI 4t (1.20)
l:l
0 I caractérise un moment d’inertie dans le cas d’une rotation ¢t une masse dans le cas

t’unc translation de I'actionneur i. L’énergic cménque totale sera :
E =ZECi +Ec, : (L21)
i=l
L’énergie potentielle est donnée par :

-mlgTra =- mlg "1, g (L22)
2

Avec :

=fo 0 —|g 1]

Ou g est la gravité(g=9.81m/s? ).

Enfin I’énergie de dissipation est donnée par :

1

E 2 f\rlql ( 123 )

Ou {,; est le coefficient de frottement visqueux pour i=1,n.
L’expression finale du Lagrangien sera :
- R O T n Tepi i _
trace(UuJiUik)q i+, mg T (124)
=l

En appliquant la formule d’Euler —Lagrange a la fonction Lagrangienne donnee ci-dessus, on
aboutit & Pexpression de la force ou couple généralisé

ki iitmce(ujk']juﬁ)qk-‘.zzjrzmce( Jli U )qkql Zl'l'llg UJI +fqu|

J
J:l k=1 J.._ I k=1 1=t
(125)

14
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Avec

LQTOQT, k<jsi
Vi = TQIS'QT, jsksi
0 j<igk

l.4.2.1 METHODE DJIRECTE 1

Cette méthode est basée esse_ntiellcment sur les équations d’Euler-Lagrange , sa forme
générale est : |

n n

L =§Mu(®‘h + 22 Nx@44+G(@+H@)  i=l.n (126)
Avee ;
M;(q)= Zn:_.trace(Uk,-JkUL) i=l..,n; j=1,..,0 (127)
ketna(i, j)
Gi(g) = —Jzn; mig'U,r] | (128)
N (@) = 2 trace(UukJ,Uﬁ) i=lo,n; j=ho,n; k=10 (129)

l=max(i,j,k)
H;(q;) =14, (1.30)
{n peut finalement réécrire I’équation dynamique sous forme matricielle comme suit :

M(q)4 +N(q,9) + G(q) + H(q) =T(1) | (131)

Avec geR",qeR",§eR"  représentant respectivement les positions, vitesses et
accélérations articulaires et :

-M(q)e R"™ : Matrice symétrique définie positive des accélérations inerticlles . L’élément M;
de cette matrice est I'inertie de la i articulation sur la ™ articutation.

-N(q.9) e R" : Vecteur des forces ou couples dus aux accélérations centrifuge et de Coriolis,
-G(@)e R" : vecteur des forces ou couples dus & la gravitation. '

~H(q) € R":Représente les frotiements visqueux.

-T()eR" : Vecteur des forces ou couples moteurs.

15



Chapitre 1 Modélisution cinémat‘igue el dynamique du robot Puma 560

1.4.2.2 METHODE DIRECTE 2

La méthode qui vient d’étre abordée est efficace mais la détermination du vecteur di
aux accelérations centrifuges et de Coriolis est longue. Ceci a conduit 3 la recherche d’une
nouvelle formulation pour e caleul rapide de ce vecteur.,

Le modeéle dynamique est alors calculé en trois étapes ;

1. Calcul des élément de Ja matrice d’inertie par la méthode directe 1,

2. Caleul de deux matrices centrifuges et de Coriolis(obtenues par dérivation de la matrice
d’inertie) qui seront multipliées par leurs vecteurs respectifs. La somme des deux vecteurs
obtenus par des produits nous donne le vecteur N précédemment défini,

3. Enfin le calcul des vecteurs de viscosité et de gravitation par la méthode directe 1.

En appliquant la procédure ci-dessus, on obtient le modéle final qui est le suivant :
M(Q)d + D(@)[4a]+ C(a)[d* ]+ G(a) + H(@) = T(1) (132)

Avee qeR",qQeR",{R" représentant respectivement les positions ,vitesses et
accélérations articulaires et ;

~M(q) e R™" : Matrice symétrique définie positive des accélérations inertielles dans

I’élément My de cette matrice est I'inertie de la i*™ articulation sur la j™™ articulation.
n{n-1) '

-D{qQ) e R™ 2 Matrice des couples de Coriolis .
-C(q) e R™" : Matrice des couples centrifuges.

-G(q) e R" : Vecteur des accélérations gravitationnelles.
-H(q) e R" : Représente les frottements visqueux..

-T(t) e R" : Vecteur des forces ou couples généralisés.
. nx{n—I}
;-[q q] eR 2 :vecteur de produit des vitesse généralisées

- [(f ] e R" : Vecteur de carré des vitesses généralisées.
Odona: |

[49] =[2G 8230828 s | (133)

. L2 . .2 YT
[4*]=[al.45. - .a2] (134)
La matrice D de Coriolis est calculée par la formule suivante :

| D; =2p™ X (135)
Ol le symbole de Christoffzl est défini par ;

16
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Bi,jk__l_I:aMij oM ank}

= + - (1.36)
21 dqy, g i 04;
Puisque la matrice d’inertic est déﬁnie positive, on aura :
oMy aM .
Vi, .k
N
(L37)
M 0 sk ik "
qx S
Par ailleurs, les éléments de la matrice centrifuge sont donnés par I’équation suivante :
Cy =R (1.38)

Cette derniére methode permet la déduction du modéle dynamique décentralisé qm sera
présenté ultérieurement.

17
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1.4.3 MODELE DYNAMIQUE GENERAL [ 4 ]

Le modeéle dynamique général d’un robot manipulateur rigide a n degrés de liberté
peut étre représenté par un systéme d’équations différentielles non linéaires de second ordre 3
entrées formant le vecteur de forces ou couples généralisées T , et n sorties qui forment le
vecteur position q. Les équations de ce systéme a n liaisons , décrites dans I’espace des
coordonnées articulaires, sont données sous forme matricielle con:me suit

M(@)d + B(q, )4 + K(g.4)a +G(q) +H(q) = T, (t) + T(1) (L.39)
Avec geR",GeR",§eR".

-M(q) € R™" : La matrice d’inertie.

-B(q,9)4 + K(q,4)q e R" : Englobe les couples dus aux forces de Coriolis et centrifuges.
-G(q) e R" : Vecteur des forces ou couples dus 4 la gravitation.

-H(q) e R" : Vecteur des frottements visqueux.

-To(We R" : Vecteur des forces ou couples de perturbation externes.

-T(t) e R" : Le vecteur des forces ou couples moteurs,

Le modele du robot tel qu’il vient d’étre défini est complexe car les éléments de
M,B.K,G et Hont généralement des expressions trés compliguées et non linéaires par rapport
aux coordonnées généralisées du bras manipulateur. C’est pourquoi le modele ainsi défini doit
vérifier des propriétés fondamentales pouvant étre exploitées pour simplifier ’analyse du
comportement du systéme et le calcul de la loi de commande.

*  Propriété 1 :
La matrice M(q) est symétrique et définie positive , ce qui signifie que tous ses
¢iéments diagonaux sont positifs.

» Propriété 2 : o
Les matrices M,B,K et les vecteurs G et H sont uniformément bornées.

«  Propriété 3 : '
L’entrée de commande est indépendante pour chaque articulation du bras
manipulateur.

= Propriété 4 :
Le vecteur des frottements visqueux et secs H(q) est caractérisé par les n
€léments Hi(q;) i=1,...,n tels que :

H (q)=1fq; + fg;sign(q;)

- Ou fy; et fy désignent respectivement les coefficients de frottements visqueux
et secs de la i*™ articulation.

‘ Toutes les hypothéses précédentes découlent de la nature physique du bras
manipulateur. La 3°™ propriété est due au fait que les flexibilitds des articulations et
structures ne sont pas prises ¢n compte(articulations rigides). Daos notre cas , chaque degré de
liberté (articulation)est piloté par un actionneur représentant un motewr & courant continu,

I8



Chapitre 1 Modélisation cinématique et dynzmigue du robot Puma 560

I.4.4 MODELE DYNAMIQUE DU ROBOT PUMA560 | 19 |

Le bras manipulateur effectue trois rotations, la premiére suivant I’axe horizontal, la
sconde et la troisieéme suivant deux axes verticaux.
Le modele dynamique est le suivan

T = (M(q) + AM(@) )i + N(9,9) + G(@) + T, (1.40)
Avec :
I +1,03 41565 +140500 L5853 +1¢8; L5893 -
M(q) = L5803 +148; I +14c5 Iy +05k,c (1.41)
5854 Ig +0.5,¢c, I,
—(2(135202 +12523323)+I4(02323 +52°23))‘11Q2 —(212523023 +I402323)QICI3
+(16C‘2 +15023)(1§ +(2Is°za )‘iz% +(15023)(1§
N(q.q) = T\ o 1.42)
4 (Isczsz +15€3593 +0-5I4(52023 +02323))Qf —(1453)%% “(03453 )Q§
(12323023 +0-514°2°23)"112 + (0-51433)(1§
0
G(q) = | - (mal; +05m,1, )gc, —05mylygcyy - (L43)
—0.5m;l;gc0,; .
[
T=T, . (1.44)
I3
Ou:

c=cos(q)  cy=con(qitq)
smsin(qi)  sy=sin(qitqy)
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Chapitre 1 Modélisation cinématique et dynamigue du robot Puma 560

Les équations précédentes dépendent des paramétres ; qui valent :

I =Ly 41 +m2d2(d2 +e)+m3d§ + s + L +mtd§ + 1

b=l =g+l Ly +ml3

Iy =1, — 1, + myl2 4 m, )2

I, =myl,l, 4+2m,1,], .

Is =05mglad, +2m 1,1, (1.45)
I¢ = 05m212(d2 +e)+m3d212 +md,l,

Iy =Ly +1s + Myl + L +mi (15 +13) +md, 1,

Iy =l3 +1, +m i3

Ig =l +1,,

La matrice AM représente les effets de Ieffecteur car la masse de ce dernier est non
négligeable. Ona:

AMy =1 +de§ + 1 + (Iyy'l' ~ Lt +mTl§)c§3 + m-,~l§c§ +2mylyle,0,;
AM; = ml3d; 8,3 + myd,lys,
AMy; = mylyd,s,,

AMp =T + mT(l% +l§)+IM2 +2mylylye, (1.46)
AMy; =lop +my1f 4 mplylgey

AM;; =1, +mTl§ ++lms3

AM2| :AM:“ :AM32 == 0

Avec

Imi : Moments d’inertie des différents moteurs.
Lur , Lyyr , Lar : Moments d’inertie totale par rapport aux principaux axes de I'effecteur.

Le vecteur des couples additifs Tog représente Ieffet de la charge , il est calculé a partir de la
matrice Jacobienne , Cette derniére est la dérivée du vecteur position de Peffecteur,

P

Ji(qQ) =
(@) 2,

(147)

En particulier, pour le robot PUMA 560, on a 3 articulations ,ce qui donne :

J@=[11@) 1@ I3q)]

P=[°1(12C2 +13'323)-'d25| Sl(lzcz.+13023)+dzc| —(1252 +13323)]T
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Chapitre 1 . Modélisatiun ciné¢muntique et dynamique du robot Fuma 560
D’ou la matrice Jacobienne :

—51(1252 +13°23)-d2°1 “Cl(lzsz +13523) —01(13523)
)= 01(1202 +13°23)—d251 =5 (1252 +l3323) - (5113523) (148)
0 —(1202 +13°23) “(13023)

Le couple dG a la portée de la charge sera :

Too =m3T@P@d+i (@ +g]  (149)
Avec:

g=[o o 9s1]

Notons que la dérivée par rapport au temps de J intervient dans le calcul précédent , il faut
donc Pintroduire dans le programme de la simulation 3 vide.

Les parameétres du bras manipulateur sont :
= Masses des différentes liaisons et articulations :

m;=17.40kg my=5.04kg my=0.82kg ms=0.35kg me=0.09kg
mr=myt+ms+tms=1.26kg.

s Paramétres géoinétriques:
d;=149.09mm L=431.8mm 1;=433.07mm.

s Parameétres d’inertie :

N° de la liaison | Tui(kg.m®) I,i (kg.m®) I (kg.m”) Ini (kg.m®)
] - 350 10” - ' 1.14
2 130 107 - 524107 539 10~ 4.71
3 192 107 15.4 107 212 107 0.83
4 1.3 107 1.8 107 1.8 107 -
5 0.3 10° 0.310° 0.4 107 -
6 0.04 107 0.15107 0.15 107 -
4+5+6 1.64 107 2.25107 235107 -

Tableau 1.2 : Paramétres d’inertie du Puma 560
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Chapitre 1 _ Modélisation cinématique et dynzmique du robot Puma 560

LS RESULTATS DES SIMULATIONS

Les simulations des réponses a vide (en boucle ouverte Jdes trois articulations du bras
manipulateur PUMA 560 sont données par la figure ( 1.4 ). Chacune des trois articulations est
‘soumise 4 une excitation indicielle. Cet essai effectué sans charge (my=0) met en évidence le
comportement instable du robot. En effet, on observe une instabilité divergeante au niveau
des premiére et troisiéme articulations , et un comportement oscillatoire au niveau de la
seconde articulation.

L6 CONCLUSION

D’aprés le modele cinématique et dynamique du bras manipulateur PUMA 560, et au
vt des résultats des simulations en boucle ouverte sans charge, notre robot présente de fortes
irterconnexions non-linéaires. Ainsi, I"application d’une commande non-linéaire stabilisante
s'avere nécessaire. La commande par mode de glissement est intéressante de ce point de vue.
Pour résoudre le probléme des interconnexions, notre commande sera décentralisée et il
restera par la suite a étudier Ie¢ phénoméne de brouwtement.
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Chapitre I Modélisation cinématigue et dynamigue du robot Puma 560
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Fig 1.4 : Réponse indicielle du robot Puma 560 ¢n position et en vitesse
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hapitre 11 Commande a stracture variabile décentralisée

IL1 INTRODUCTION [2],[4],[ 14]

Les équations dynamiques du robot sont non linéaires et présentent de fortes
interconnexions. L approche utilisée ici est celle de la commande 2 structure variable par les
modes glissants dont l'origine est dans les résultats théoriques mis en évidence par le
mathématicien russe F.FILIPPOV en 1960.0n avait ainsi permis la résolution de systémes
d’équations différentielles & second membre discontinu,

Ces résultats ont permis a plusieurs auteurs en ex-URSS dont Péquipe du professeur
EMELYANOYV, de développer des algorithmes a structures variables.
Ce n’est qu'a la fin des années 70 que V.L.UTKIN a mis en évidence le principe de la
commande équivalente permettant de remplacer la commande discontinue par une commande
continue représentant la moyenne de la fonction de commutation.

Pour la commande elle méme, il faut noter que le régulateur peut prendre deux valeurs
distinctes. La commutation d’une valeur a I'autre se fait alors suivant le signe d’une fonction
qui est la surface de glissement (que 'on définira ultérieurement)dans le but d’améliorer les
performances. Le changement de structure se fera donc par commutation au niveau de
I’organe de commande.

Organe de
Umax coil?mande

O Ol u Systéme ——p
Umin© 0.

Loi de
commutation
S(x)

Fig 1.1 :Schéma de principe de la commande & structure variable
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Chapitre IT - Commande a structure varigble décentralisée

11.2 DEFINITIONS

1. SYSTEME A STRUCTURE VARIABLE :

Un systéme est dit a4 structures variables lorsque sa structure ou celle du correcteur prend
d’une fagon discontinue n valeurs, Plus précisément, il doit vérifier le systéme d’équations
différentielles suivant :

fi(x) sicondition 1 vérifiée

%= fieC*k>1 (IL1)

f,(x) sicondition n vérifiée

Lorsque la condition i est vérifiée le systéme commute vers la structure associée. On
s'intcressera donc particuliérement au choix d’une fonction et d’une logique de commutation.

2. MODE GLISSANT

La commande par modes glissants correspond au cas particulier du systéme & structures
variables précédent avec n = 2. Elle retrouve ses origines dans la théorie de la commande
optimale de type Bang-Bang mais aussi celle des systémes & relais ou en électronique de
puissance.

3. SURFACE DE GLISSEMENT (OU DE COMMUTATION)

C’est la surface désirée vers laquelle le systéme doit évoluer et converger afin d’assurer la
régulation de la variable correspondante 3 celle-ci.

4. MODE DE CONVERGENCE

C’est le comportement avec lequel la variable a réguler se déplace a partir de ’état initial
jusqu’a la surface de glissement. Ce comportement est bien observé dans le diagramme de
phase. : '

5. REGIME DE GLISSEMENT

(’est le comportement du systéme le long de la surface de commutation. La dynamique de ce

mode est fonction du choix de la surface de glissement.

o Le régime glissant idéal correspond a une oscillation de fréquence infinie et d’amplitude
nulle. Dans ce cas, le systéme glisse parfaitement sur la surface de glissement.
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Chapitre 11 Commande a striucture variable décentralisée

AX2

S(x)=90

X1

Figll.2 :Régime de glissement idéal

¢ Concernant le régime de glissement réel ,on peut dire qu’en pratique, 'organe de
commutation est réalisé a partir de relais presentant des imperfections telles que les
retards de commutation. La trajectoire de phase en régime glissant reste au voisinage de la
surface de commutation, produisant ainsi des oscillations indésirables diminuant la
précision du systéme tout en gardant la stabilité.

S+¢
S(x) =0 X2

4 X1

Figll.3 :Régime de glissement réel

¢ Explication du phénomeéne :

En supposant qu’a un instant , le point de fonctionnement du systéme coupe la surface
de glissement avec la commande Ui et dés qu’il atteint le point de basculement A(seuil
inférieur de basculement du relais) la commande bascule alors vers la valeur Up,y et de
nouveau le point repréaentauf coupe la surface mais la commande ne bascule de nouveau vers
Upnin que quand le seuil supérieur ( B ) de basculement est atteint.

C’est ainsi qu’un mouvement continu & P'intéricur de la zone dite d’hysiérisis du relais force
le point de fonctionnement 4 commuter autours de la surface de glisszment et lorsque le point
représentatif atteint la zone de zéro, il continuera & commuter sans s’¢n éloigner,
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Chapitre 11 Commande & structure variable décentralisée

« Umax

5 " » 5(x)

Umin |

Figll.4 :Relais a hystérisis

S+
S5()=0
S-¢

Fig I1.5 :Mode de glissement

6. REGIME PERMANENT

Ce régime est considéré afin d’étudier la réponse du systéme autours du point d’équilibre. 11
ciractérise la qualité de la commande et les performances de la régulation.
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Chapitre 11 ' Commande 3 strycture variable décentralisée

I3 PRINCIPE DE LA METHODE [4] [ 6 ]

Soit le systéme décrit par les équations suivantes :

f*+(x,ut 1s(x,t)>0
k= {l (7)) sishot)> (11.2)
f=(x,u7) sis(x,t)<0
'O les champs de vecteurs £+ et f~ sont bien définis avec :
* osi ,£) >0
Lo 1 s(x,t) > (1L3)
u” si s(x,t)<0

Avecu” et u” éiant les bornes inférieure et supérieure de u.

Il.4 METHODE DE SYNTHESE DE LA COMMANDE [ 4 ],{2]

Ii.4.1 METHODE DE FILLIPOV

En 1960, le mathématicien russe FILIPPOV a donné une méthode de résolution pour
les équations différentielles 4 second membre discontinu en démontrant Pexistence et
I"unicité de la solution des systémes dynamiques en régime glissant,

Sa méthode consiste a déterminer le résultat de la vitesse du champ de vecteur £° qui est

piloté par deux champs de vecteurs‘convexes f+ au dessus et £~ en dessous de I'intersection
dans Pintersection de la surface avec la tangente en un point donns,

Soit le systéme non linéaire décrit par ’équation :

X = f(x,u,t)
u ut s os(x,1) 50 (1L.4)
T lum osios(x,)<0

La trajectoire d’état en régime glissant s’écrit :
:'(:.-f°=|,|,f++(1—u)f' avec 0<p<l (1L.5)
Avec  dépendant de la direction des vecteurs f* et f~ et du vecteur gradient de s(x,t).

_ [grad [s(x,t)]]f -
H= [erad[sx 0]+ - 1)

(1L6)

et en substituant ) par son équation dans (11.3)
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Chapitre J1 Commande & structure variable décentralisée

. grad s. f- R grad s, f*
X= — -
grad s.(f~ —f*) grad s.(f~ - f*)

(IL7)

Ainsi la méthode de FILLIPOV permet de trouver une trajecicire d’état en mode de
glissement idéal.

IL.4.2 METHODE D’UTKIN
Soit le systéme non linéaire (linéaire par rapport 4 la commande ) décrit par I’équation :
X =1(x,t) +g(x,t)u (1L8)

En régime de glissement idéal , la loi de commutation s’a.nnule( $(x,%,t) =0) avec :

T . os ‘
8(x,X,t) = [a] at (11.9)
Cn aura donc ; .
wxinl 2] (¢ E_g 110
s6k,0 =) 20| (000 +809u, )+ = (1L10)

Dle ce qui précéde , nous obtenons finalement la commande équivalente en mode de

glissement idéal :
T T
Ugg = -{(—a@-}s;) g(x,t):]o[[-éa-z) f(x,t):| +g§ (11.11)

Avec la condition de transversalité ;

asY |
dct{(a ) g(x):|;t0 ‘ (IL.12)

Ce régime idéal n’est pratiquement jamais réalisable, ¢’est pourquoi on ajoute un second
terme dans I’expression de la commande pour ramener I'état du systéme a la surface dés qu’il
s'en écarte. Ce second terme sera donné par :

u, :S(X,t) (1.13)

s CONDITION D’EXISTENCE DU MODE DE GLISSEMENT:

Construisons le ¢ritére autours d’une fonction de LYAPUNOV (positive et de dérlvee négative
afin de garantir la stabilité du systéme)

Choisissons :

1
vgmzig%m S (11.14)
En dérivant ,on obtient :
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Chapitre 1§ Commande 3 structure variable décentralisée

Vi (%, 1) = 5;,(x) 5 (x) ) (1L15)

Ainsi , pour que le carré de s; diminue et pour obliger les trajectoires du systéme a
commuier autour de cette surface, il faut vérifier :

5,(%)8,(%) < 0 - (1L16)
Cette derniére condition est dite condition d’attractivité .
Généralement ,on choisit donc :

(1.17)
U= ch + U,

{us = (%) = -ps(x) - Ksign(s(x))

Avec > 0,K >0,
Gn a dans ce cas la forme d’un relais.

e SIGNIFICATION PHYSIQUE DE LA COMMANDE EQUIVALENTE : [ 9]

La commande équivalente a un sens physique, elle représente en effet la valeur
moyenne que prend la grandeur de commande lors de la commutation rapide entre Umax et
Umin telle que I'état du systéme soit maintenu sur la surface de plissement (s(x) = 0).

Cette commande doit étre comprise entre Umin et Umax et sa caractéristique peut étre
représentée comme suit

V.
UL

Figll.6 :Caractéristique de la commande équivéle:me
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1L5 INTRODUCTION DE L’APPROCHE DE DECENTRALISATION
[23},[17),[4]

L’approche proposés est valable pour des robots manipulateurs & plusieurs degrés de
iberté . Le robot est considéré comme un systéme interconnecté dans lequel chaque articulation
constitue un sous systéme commandé par une station de commande locale La commande a
structure variable est basée sur la forme générale de la surface de glissement synthétisée pour
chaque sous systéme. Nous sommes dans le cas particulier du robot PUMAS60 a 3 degrés de
liberté.

Uy —» Axel ¢

Fonction
D’inter -
-Axe 2 »

) Connexion
(axes 1, 2, 3)

I

Fig 11.7 : Représentation de I’approche décentralisée

U2 —’

Us — Axe3

<

.

L’objectif de la décentralisation est d’assurer une bonne poursuite de trajectoire pour
chiaque axe pris séparément. Les trois lois de commande relatives aux trois axes du robot
dépendent des surfaces de glissement correspondantes et aussi des termes d’interconnexion. Le
signal de commande est ainsi la combinaison de trois signaux par contre réaction.

Pour pouvoir appliquer cetle approche , il est nécessaire d’écrire le systéme d’équations
sous une nouvelle forme car le systéme matriciel présemé dans la premiére partie ne permet pas
de prendre chaque articulation séparément. C’est pour cetle raison que le modéle dynamique
geénéral est transformé A V'aide d’artifices mathématiques en un modéle dynamique décentralisé
ol I’équation de chaque axe est présentée et dépend de la commande de I’axe et de la variable
correspondante.

L’approche décentralisée nous évitera les méthodes de découplage utilisées pour la
commande & structure variable généralisée.
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I1.6 MODLE DYNAMIQUE DECENTRALISE [ 4]

D’aprés le chapitre 1, le bras manipulateur rigide a n degrés de liberté peut éure représente
par un systéme matriciel d’équations diftérentielles non linéaires du second ordre :

M(a)d +B(9,9)4 +K(9,4)q + G(@) + H(Q) =T + T, (1) - (LI8)

Odn:

q,4.4 e R" : Position ,vitesse et accélération articulaires.
M(q) e R™" : Matrice d’inertie. _
B{q,9)q + K{q,q)q € R" :Vecteur des couples dus aux forces de Coriolis et centrifuges.

Gi{q) e R" : Vecteur des forces ou couples dus a la gravitation.
Hiq) e R" : Vecteur des frottements visqueux et secs.
T,(Me R" :Vecteur des forces ou couples de perturbation externe.

T(t) e R" : Vecteur des forces ou couples moteurs.

Les éléments de M, B, K, G, et H sont généralement des fonctions non linéaires avec des
expressions compliquées.

Les commandes a synthétiser sont les couples a appliquer par les moteurs & chaque
charge. Comme les moteurs considérés sont des moteurs 4 courant continy, celles-ci peuvent étre
calculées en termes de tensions en prenant : u=K;'.T (en volis) ou K. est une matrice

diagonale traduisant les constantes de couples des moteurs. Néanmoins , pour le cas traité¢ du
robot PUMA 560, les commandes seront directement prises égales aux éléments du vecteur des
couples moteurs : u =T ( i.¢: Les commandes sont des couples et non des tensions ) car ceci
constitue la convention habituelle pour le PUMA 560 dans la littérature.

Le schéma de commande décentralisée & structure variable est développé en considérant
chaque axe du robot comme un sous systéme, le tout formant un systéme interconnecte.
Traduisons I’équation précédente en un systéme de n équations (i=1, ..., n) :

M, (@) + 3 M@, (1) | +] Bal@,)a; (0 + Y, By(a,0)d;(1)
J=l J=1
Jt ) It

- Kii(q=Q)qi(t)+2Kij(q:Q)qj(t) +Gi(Q)+Hi(Q)=Tpi(t)+']‘;(t) i=1,..,n
"
. (1L19)

&mne e

1.’indice i est celui de la i articulation ou i*™ sous systéme. Les termes faisant intervenir
Pindice j seront tous considérés comme termes d’interaction ou d’interconnexion avec la tme

articulation.
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Chapitre 1 Commande & structure variable décentralisée

Nous avons :
q.:(ql:'"!qi!“'!qn)T H] Q-—‘(q]:"':qi!"'!qn)T s ﬁ=(Ci|9"'stii5‘“'=Cin)T

G(q) =(G1(q)s- (s G, (@)’

H(q) = (H;(q),....H;(q),...H (C'l))T

Tp(t)=(Tpl(t),---ani(t)a 3 pn(t))

T(t) =(Kclul(t)="'= ci |(t)! i..II u(t))

Notons que si les commandes sont considérées comme étant des couples comme c’est le cas

avec le robot PUMA 560, alors les termes K. disparaissent de I’équation précédente puisque ce
gain est un facteur de tous les termes la constituant.

L[’équation précédente peut Etre mise sous forme plus simple et plus compacte comme suit
m; (Q)4; (1) + by (2,4): () + Ky (4,09 (1) +d; (9, . 4) = upi () +u; () i=1...,n  (11.20)

Avec :
my(q) = kgl M;(q)
by(a) = k5 [By(@.@)+ £,
ky(a,9) =k K;(q,9)
gi(@) =k G;(q)
ugi{t) = kg T, (1)
u; =k T,(1)

d,(4,4,4) = Zmij(q)dj(t)+bu(q,fl)c'lj(t)+ki,~(q,fl)qj(t) +2:(Q) + k5 fsign(g;)  (IL21)
)= '
J#1 .

Ces derniéres équations représentent le modéle dynaquue de la i*™ articulation (axe
d’indice i ) avec la commande locale u;(t)eR.q;(t) e R,q;(t) e R, §,(t) € R représentent

respectlvement la position, vitesse et accélération relatives a la i*™ articulation.

Le terme d;(q,q,4) € Rest la clé du passage & un modéle dynamique décentralisé. En

effet ce dernier est considéré comme une perturbation par rapport au i™ sous systéme
représentant le terme de couplage entre celui-ci et toutes les autres articulations(axes ou sous
systémes ) du robot. C’est donc un terme d’interconnexion.

1.’approche de commande décentralisée qui sera développée consiste donc a synthétiser une loi
de commande indépendante ne nécessitant pas la mesure des grandeurs des autre sous-systémes.
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Chapitre 11 Commande A s(ructure variable décentralisée

IL.7 SYNTHESE DE 1.A COMMANDE DECENTRALISEE

Une fois le modéle dynamique décentralisé établi, il reste a synthétiser la commande a
structures variable. Ceci a licu en deux €tapes qui sont : sélection de la surface de glissement et
construction de la commande. Pour Je cas de notre bras manipulateur, la surface sélectionnée doit
étre stable avec une forme générale non linéaire et variable dans le temps.

Notons que la commande utilisée pour le robot Puma560 est le couple T; et non la tension u; .
Notons également que dans la commande VSC non généralisée, les constantes de temps
mécaniques ne sont pas prises en compte.

IL7.1 SELECTION DES SURFACES DE GLISSEMENT [ 11 |,{ 4]

Dans la plupart des travaux de recherche sur I'application de la commande 4 structure
variable dans le domaine de la robotique, la surface de glissement était linéaire et
exponentiellement stable . Demni¢rement , une forme plus générale de cette surface a été
pioposée sous forme non lingaire et variable dans le temps incluant toutes les formes de surfaces
lin€aires rencontrées précédemment . Cette surface de glissement a pour forme générale :

S..—.‘l)—q ) .
S =(S;,.8,,..8,) " €R" (1122)

V= (Ul,...,ui,...,un)T eR"
On :

S est le vecteur des lois de commutation des différenies articulations
v est un vecteur arbitraire fixé par les conditions de stabilité.

Nous sommes dans le cas d’une commande décentralisée, donc :
S,=v;-4; i=lL..,n . (11.23)

Avec 1,(q;,9,4.9,4-t) € R : une fonction arbitraire de plusieurs variables(position réelle,
position désirée, vitesse désirée, temps).L objectif étant de pouvoir réaliser une poursuite de la
trajectoire (qQy,94-4;9) e R" xR" x R". Dans la loi de commutation , on choisit la fonction
1i(4;,94-44-t) e R de sorle que I'expression générale de la surface non linéaire avec
intégrateur soit : : '

v =d+A@) 1 [T (11.24)

Avec §, = q, —q; représentant Ierreur de poursuite et A; une foncticn de classe C' pouvant étre
non linéaire par rapport 4 erreur de poursuite.

En substituant y; par son expression dans I’équation de la loi de commautation, ona :

ST 0,0 = + A @) 1 [Todr - (125)
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Avee §; =q,4 ~q; représentant Perreur de vitesse.

La loi de commutation locale S,(d,,q;,t)peut étre non linéaire par rapport a Perreur de
poursuite a cause de la fonction non linéaire A; et variable dans le teraps A cause du terme de

Pintégration de I'erreur de poursuite par rapport au temps. On peut néanmoins se placer dans le
cas d’une forme linéaire avec intégrateur (de type PID) donnée par Slotine :

ot
S@8,0 =8, + 203 +A3 [T(mde - (1L26)

Ceite derniere forme n’est qu’un cas particulier de la forme non linéaire avec intégrateur. I1 suffit
en effet de poser : A;(q;) =2Aq; et = A2-

En régime de glissement idéal, la surface de glissement doit étre associée A une équation
différentielle ¢quivalente stable. Si 0; =d;4 +0;;J; +0od; en régime glissant idéal g; = Onous
avons I'équation dynamique équivalente §; +0id; +0tpd; =0 et les performances désirées
sont alors lices au choix de o €t ois-

Dans la commande des robots manipulateurs la surface de glissement doit &tre choisie de sorte
que P'erreur de poursuite §; converge uniformément vers zéro en régiine de glissement idéal. 1)

faut donc que la surface de glissement soit asymptotiquement stable.
PROPOSITION

- 1l existe deux conditions suffisantes pour la stabilité asympiotique de la surface de
glissement { S; = 0) données par la loi de commutation en régime glissant idéal. Ces deux
conditions sont :

{

1. La constante d’intégration doit étre positive ou nulle i 20).

. 2. La fonction non linéaire A, (q;)doit étre glbbalement située dans les premier et troisiéme
quadrant, ce qui signifie que la fonction A;et l'erreur de poursuite sont de méme signe

(q; Ai(q;) 20).
Ainsi, la fonction non linéaire A;(§;) doit passer par 'origine(Elle s’annule lorsque la
poursuite est parfaite( A; (0) = 0).

DEMONSTRATION

Supposons en effet que les deux conditions énoncées sojent vérifides et soit la fonction de
Lyapunov suivante relative 4 Ja i*™ articulation :

. 2
1
Vi(gi,t) = 2 i + T]i( jqi(T)dTJ (11.27)

1l est clair que V;(g;,t) est toujours positive ( car 1, est supposée positive d’aprés la conditionl ).
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D’apres le théoréme de Lyapunov, nous savons que la convergence asymptotique de I'erreur de
poursuite {; vers zéro est assurée si :

dvi(@i.1)  dVi(@:,0) dg;  dVi(Gi,1)

it =" 5, at + ot <0 (11.28)
En dérivant cette fonction par rapport autemps ,ona:

V@) . [

— =G @ (1L29)

Donc , la surface de glissement est asymptotiquement stable (d’aprés le théoréme de Lyapunov )
si:

dv.(G.,t)  _{. 5
"%]_')‘ = q{qi +T]i:[°qi('r)d’ﬂ] <0 (1L30)

Par ailleurs, en régime de glissement idéalona S; =0, ce qui impligue :

q+n [T @dr=-A@) | (1L31)

Ainsi, d’aprés la condition 2 :

dvi(qi!t) ,... A t,., ~ ~ 7
a4 qi+ni‘[Qi(T)dT =-4;iAi(d;) <0 (11.32)

Finalement , on peut affirmer d’aprés les deux inégalités que [e systéme est asymptotiquement
stable et qu’on a aussi A;(0) =0 et A; passe par le premier et le troisi¢éme quadrant d’aprés
Péquationg; A;(q;) 20 .

A A(T)

Fig 11.8 : Représentation de la fonction non-linéaire A ; (El',-)
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11.7.2 CONSTRUCTION DE LA COMMANDE DECENTRALISEE [ 4 ]

La commande décentralisée a structure variable consiste a calculer des commandes
locales pour chaque sous systéme représentant I'axe(ou Iarticulation) d’indice i permettant
d’une part d’assurer le maintient du régime de glissement et d’autre part de suivre la trajectoire
d’état désirée avec une bonne précision.

La commande locale décentralisée de la i*™

articulation est donnée par :

-"- "‘i’ i:.j’"i at 1 S O
u_(t)z{ul(qxq Qig>Qig-dia-t) SIS > (1133)

U7 (959945966 ia » 1) s1 5, <0

Avant la synthése de la commande décentralisée a structure variable, il est indispensable de
considérer les hypothéses suivantes :

1. La trajectoire désirée qia(t), 4,4(t) est de classe C' dans [0,-|-oo[
2. La perturbation locale est bornée de la maniére suivante :

mfin[upi(t)] <ug(D< mtax[upi (t)] (1134)

3. Tous les termes variables du modéle dynamique décentralisé sont bornés :

min[m,(¢)] < m; (@) < max[m, (q)]

Ta]janbpi (QaQ)] < Bii (9.9) g n’“"m‘[bii (q’q)]

minfk (9,0)] < ki@, 0) < manfk @]

(1L35) |

mm[dp!(q q,q)]<d (q, q,q) < glgx[d (@,4, q)]

4. Initialement , le robot est en régime glissant idéal : S, (g (0),2'1’i (0),0)=0.
L’erreur de poursuite et I'erreur de vitesse initiales sont nulles , par conséquent , comme le
systeme est causal, ona:

, |
[a@dr=o0 (1136)
a  CONDITION D’EXISTENCE DU REGIME GLISSANT

La condition suffisante pour 'existence du régime glissant d:te condition d’attractivité est
la suivante :

S8 < 0 | (11.37)
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En muitipliant par le terme positif m;i(q) :

m;{Q)$;S; <0 (1.38)
En dérivant la loi de commutation par rapport au temps, on trouve :

d8,(§, 95,8 98,4, 44, 3S:(§, 8,0 44 98:(a,,4;,Y

@ T @ at g @t (1139)
Et a partir de I'expression de la loi de commutation, on a :
S =4 + (@), +nd (1140)

Ou la notation simplificatrice A;(q;) désigne la dérivée de la fonction non linéaire Ai(G;) par
rapport 4 erreur de poursuite . Plus précisément, on a : '

~ . 08,(d;,4;,0)  dA;(@)
Ai(qi)— afql - d’q‘

(1L41)

En multipliant J’équation (13.20) par le terme positif my;; (q) , on trouve :

m;(9)8; = m; (q)ﬁ,- +mii(Q)Ki(qi)ai +Mimy (g, (1L.42)

En développant ’expression précédente et  partir de (3.4) et (3.22), on obtient :
2 y 1 . ‘
m (D8 = 3wy + ), 05a” +yi —u () (1.43)
J= ) i=0

avec 'exposant ( j ) représentant la j"° dérivée par rapport au temps et :

Yie = MM (q)

Vi = my; (Q)I\i(qi)

Vi =m;(q)

dio = k;i(9,9) = -n;m; (q)
o = 0;(q.9) —m; (@A, (q;)
¥i =d;(4.4,4) — v, (1)

(11.44)

Irapres les 4 hypothéses considérées précédemment, nous pouvons écrire

Vi =Yy +ayy i=012
05 =0y +Ay; j=0,1 (11.45)
Yi =i+ Ay
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On "\j}ij,&]ij,?l sont les valeurs moyennes de yi.Q>Yi  © Ay, Ady. Ay; sont des termes
variables limités tels que ;

layil< iy i=012
|Ags| <y =01 (IL46)
Ay <74

La i*™ approche de commande décentralisée proposée pour la ™ articulation a la forme
suivante :

ui(t) = Z\y OLFEDNHOIHENHC . (11.47)
j=0

En substituant cette derni¢re commande locale dans 1’égalité (3.23) on obtient :
: - () )
m;S; = Y (yi —yit)ad + Z(% ~05a” +(v —yEQ) (1148 )
i=0 .

En multipliant cette derni€re expression par la loi de commutation S, on trouve :

I .
m..S.S.-}:(qJ,ﬂ1 YENAS; + (05 - 07 (0)a"S, +(y; —yED)S, (11.49)
=0

Lt d’aprés l’équatlon précédente, pour que la condition d’existence du mode de glissement soit
satisfaite, il suffit de poser :

W) = Gy + ¥ sign(@id 6 + 15959 S:
< . 0.1
(t)_ﬂi, T 1=0L2
(5025, +§ssienta8) 4 psai’s;
ﬁ%(t)“ £ 407 i o - ¢u j=0,1 (1L50)
yi (t)=yj+7i Slgn(si)'*‘ujj i

"

Ou i, pij» i sont des constantes positives ou nulles et :
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’\|Ii+o > m‘?x[nimii (Q)] ¢;+0 > n&?ﬁx[k i(Q,d) — 1m;; (Q)]
v <min[n;m; (9)] C (0w <minfk (a0 - nimy (@)
yih > max|mq (DA @) o > ﬁ%i[bﬁ(q,q) - m; (@A @)]
| - (IL51) ¢ , _ . (1152)
Vi < guqn[mi;(Q)Ai(Qi)] on < mfﬁ [bii(Q»CI)'- m (Q)Ai(‘h)]
v >mqax[m.-.-(Q)] : F> l}gl?qxt[d (2,4,4) - upl(t)]
L\sz <n}1in[mi.- (CI)] , Ly, < n&m [d.-(q,fl,ii)-up.-(t)]
La commande locale désirée aura la forme suivante :
2
u (1) = 20[ Wi+ W SIEn(aids) + x5 aldS: ol
I
+ Z[¢U +¢u blgﬂ(ql“S )+pu q(J)S ] n
1=0
+[¥i +7: sign(S) +piSi (1153)

Le schéma de principe de cette approche est illustré par :

. 4
(e W%(t)'i'\lﬁ(t) 'HP:S( ) nterconnexion
d.' $_”P'_
) g i
Yit(‘) > articulation  [TP
O
- d .
SO
—
d
0% (0 +oi (0
dt ~a

Fig 11.9 : Principe de la commande a structure variable décentralis
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Chapitre 11 Commandg a structure variable décentralisée

Cette derniére formule de commande locale peut également s’écrire :

2 - . 1 - ~ . .
w0 = Y[y + i sign@d80]ald + {8y + 8y sigatal’sfal?
J= J=

[: +7isienS)]+ £ S; (LL54)

Ainsi , la formule de ]a commande locale ui(t) de la i*™ articulation peut étre décomposée en
qualtre termes. Le premier caractérisant un changement de structure par intervention directe de la
grandeur de consigne en position, vitesse et accélération (PD? feedforward), le second
caractérisant un retour d’état variable (PD feedback), le troisiéme représentant un changement de
structure par 'organe de commande dont le but est d’éliminer les perturbations et les
interconnexions, le quatriéme et dernier terme représentant la forme d’un correcteur PID avec
un gain variable £i(t) avec une action proportionnelle non linéaire et une action intégrale et
dérivée dans I’expression de la surface de glissement.
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i1.8 APPLICATION DE LA COMMANDE A STRUCTURE VARIABLE

La commande a structure variable décentralisée peut désormais étre appliquée a notre
bras manipulateur. Pour cela, on considére le modéle dynamique décentralisé du robot donné

par I’équation (11.20).
Ona:

Pour la premiére articulation :
kll(qsq) =0
m;;(q) = a; +azc§3 + a3c§ +84C,Cy3
by1(q,0) = —2(I} +13 )a, - 2134,
d,(9,9.4) = (35523 +365; )qz + (35523 )% + (I; +14 )q§
+2I;Q2Q3 +I;Q§ —u,; —f;sign(q,) '
Pour la seconde articulation :
Ky (@,9)=0
My {Q) =27 +3463
b (4,4) = -2154; :
dz(qsqu) = (35523 +a45; )q1 + (33 +05a403)€13 +(II + I;)Qf

1562 —aycyy ~a,yc, — U sign(q, )
~1543 —8gCg3 ~ayyCy — Uy — IS0,

Pour la troisiéme articulation, on a':

k(4,9 =0
m;;{q) =&y,

(11.55)

(1IL.56)

(11.57)

d3(q,0,9) = {8553 ), +(ay +058,¢; Jiz +11d] +1547 — 29023 — fasign(dy)

Avec

I; = (,azcza +0.52,4¢, )523

2 =(33°2 +0534‘323)$2 '

L
I; =a5Cy;
I; =a,c,
I5 =05a,s,

Et en notant bien que les a; qui sont fonction des parametres du robot sont donnés par :
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a, = I] = 234, a; =I2 ::0058, a3 = 13 = 1.56, a, =l4 :1.41, a5 = 15 = 0.24,&6 =I6 =056
a, =1, =6874, a5 = I, = 045,a, = 05m,l,g = 1605,a, = m;l, +05m,1,,a,, =T, =128

La commande est réalisée de sorte que les hypothéses (contraintes) suivantes soient vérifiées :

Iq1|<lrad s‘1,|€:iil<1rad 52, upil<lN.m i=1,2,3 (11.58)

Les contraintes concernant les vitesses et accélérations sont introduites dans le programme de
résolution des €quations différentielles par la méthode de Runge Kuita.

Les paramétres des régulateurs W, F,y¥ sont donnés par le tableau suivant :

Paramétres des . Liaison 1 Liaison2 Liaison3
régulateurs
wh 540 830 185
Wio — -540 -830 -185
i 162 250 | 55
Vi -9 -50 18
Wi+2 5.5 9 2
Vi 0.5 | 5 1.2
£ 540 RN 185
dio -540 -550 -185
o -1 -50 -17
Qi -17 -250 -55
vt 7 160 ‘ 100
Vi -7 160 -100

Tableau 1I.1 : Parametres du régulateur

Concernant les autres fonctions positives, on fixe: y; =p; = Wi = 100pour chaque
articulation.

Rappelons que la commande est decentralisée et donnée par :

2 _ ] _
w0 = 3 wi0aR + 3 0Fa” +yF®)
=0 1=0

On n’aura pas recours aux fonctions d’amélioration car I’objectif de la simulation est son
utilisation en vue d’une comparaison avec les résultats obtenus avec la commande GVS
concernant {’élimination ou au moins 'atténuation du Chattering.
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I1.9 RESULTATS DES SIMULATIONS

On observe d’une part que la commande est trés fortement osctilatoire ,ce phénomene
d’oscillations 4 haute fréquence étant dit aux sollicitations trop fortes des moteurs & courant
continu et 4 la discontinuité de la fonction sign.

D’autre part , 'erreur atteignant plusieurs degrés est assez grande et cette perte dans la
précision est naturellement liée au phénoméne de broutement.

IL.10 CONCLUSION

. La commande & structure variable décentralisée non généralisée présente
'inconvénient d’une sollicitation trop forte en amplitude et surtout en fréquence au niveau des
actionneurs. D’autre part, la précision de la poursuite de référence est affectée par ce
phénoméne et on observe toujours des oscillations au niveau des surfaces de glissement.

La solution envisagée habituellement est la mise en place d’un dispositif de filtrage
permettant de remplacer la fonction discontinue SIGN intervenant au niveau des organes de
commande par des fonctions continues dites fonctions d’amélioration{Boundary layer).

La solution proposée est d’arriver, sans avoir recours a ce dispositif, et en reformulant
simplement la modélisation cinématique et dynamique du systéme sous une nouvelle forme
faisant apparaitre la dérivée de la commande , a I’élimination du chattering fout en assurant
une poursuite de trajectoire rapide et précise.
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A
o

150

o

posttion de la ere articuiation(deg)
h ]

1

Fy g 06

H 5 04

E g 0215

: s of

= 3 -0.2

£ $ 04

205

& 200 e £ 200
2 5 2

% 100 § | % 100
I : E o
) 8 &
E-mo % | E-u‘m :
B 3 8

)
S
S

g 3 £ 04 £ 05

g 0.5 T % . : 0

; OMM«M\ i ; ;

£ H g éef-o.s 1

Y Se— ------------ - E :

: 0 1 2 2-0‘40 1 2 : T 1 2
temps(s) tempsis) lemps(s)
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Poursuite a4 vide , surface de glissement de type non-linéaire

46



Chapitre Il Commande 3 structure variable généralisée

IIL.1 INTRODUCTION [11],[31,{10]

L’algébre différentielle a été introduite entre les deux guerres mondiales par le
mathématicien Américain RITT aprés les développements qu’a connue 1’algébre classique en
~ Allemagne a travers les travaux de DEDEKIND, KRONECKER, HILBERT , NOETHER et
beaucoup d’autres. Ceite discipline a été développée par son éleve KOLCHIN. Depuis, elle
constitue un langage fondamental et un outil essentiel pour I'étude des équations
diftérentielles. Ce nouveau langage n’a été introduit en automatique théorique que depuis les
travaux de FLIESS et Messager qui ont abouti a la généralisation des formes canoniques de
commande et d’observabilité et plus généralement de la représentation d’état d’un systéme.

De la forme canonique de commande généralisée introduite par FLIESS découle un
bouclage, pouvant étre linéaire ou non-linéaire , générant différents types de correcteurs dont
ceux qui utilisent un bouclage discontinu avec régime glissant et des commutations sur
’entrée d’o0 Pimportance de ces nouveaux résultats concernant la stabilisation des systémes .

Le principe de base sur lequel reposent les systémes a structure variable généralisée est
Ja prise en compte des dérivées successives de U'entrée dans la représentation d’état et dans le
bouclage. Ceci permet de résoudre les problémes liés au broutement « Chattering ».En effet,
les intégrations successives permettent le lissage de la commande discontinue avant son
application sur la dynamique du systéme.

On s’intéressera donc en premier lieu & la formulation du probléme des systemes a
structure variable généralisée dans le contexte de lalgébre différentielle taisant intervenir les
dérivées et dynamiques de I'entrée dans la représentation du systéme. On procédera ensuite a
I’étude de la commande a régime glissant généralisée en utilisant la dynamique d’un systéme
non linéaire dans le cas monovariable et multivariable. Dans une deuxi¢me partie, on utilisera
les modeles ou les sorties sont présumées du second ordre, et ou les commandes interviennent
avec leurs dérivées. Ces modéle sont obtenus par I’identification du systéme multivariable que
représente le bras manipulateur. Enfin on présentera la méthode de synthése du correcteur &
structure variable généralisée. Dans I'implémentation de la commande, on utilisera les trois
enrées simultanément pour 1a régulation de la trajectoire du bras manipulateur.

t -
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1.2 FORMULATION DE LA STRUCTURE VARIABLE DANS LE
CONTEXTE DE L’ALGEBRE DIFFERENTIELLE

L’utilisation croissante de I’algébre différenticlle en automatique théorique depuis les
travaux de M.FLIESS a donné de nouveaux outils pour I’étude des systémes décrits par des
équations différentielles non-linéaires. ‘

Ainsi , nous définirons un certain nombre de concepts fondamentaux de 1algebre
différentielle en commengant par définir le corps différentiel dans lequel différentes regles
seront €tablics.

111.2.1 CORPS DIFFERENTIEL [3],[8]

Un corps différentiel est un corps commutatif K muni d’une seule opération de dérivation

d g
notée m =".", qui vérifie les régles usuelles :

da+b) . b
a oot

da.b) .
& = ab +ab

Va,b g K: (1L1)

1. Une constante ¢ dans K est un élément tel que :¢ =0 .L’ensemble des constantes est un
sous corps de K appelé corps des constantes.(Ex : Q ,R et C sont des corps d¢ constantes)

2. Une extension différentielle L/K est donnée par deux corps diffirenticls K et L tels que
le corps K est un sous corps de L et la dérivation dans K est une restriction de la dérivation
dans L. Les propriéiés élémentaires des extensions différentielles sont identique a celles des
extensions non différentielles .

1l existe deux types d’extensions non différentielles: extensions non différentielles
algébriques et transcendantes. On se limite au cas d’une seule opération de dérivation car le
cas d’équations aux dérivées partielles ne nous concerne pas.

J11.2.1.1 EXTENSION NON DIFFERENTIELLE ALGEBRIQUE

‘ Soient E et F deux corps non diftérentiels. Alors, un élément a ¢ E est dit algébrique
dans F si et seulement si celui-ci satisfait une équation dont les cozflicients sont dans le corps
de base F. Ainsi, Pextension non différenticlle est dite algébrique si et seulement si tout
¢lément de E est algébrique sur F.

¢ Exemple: _
L’équation algébrique x* ~2 = 04 coefficients dans le corps de base Q des rationnels
ayant pour racine /2 du corps des réels est algébrique sur Q.
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1J}.2.1.2 EXTENSION NON DIFFERENTIELLE TRANSCENDANTE

Un élément a ¢ E est dit transcendant dans F si et seulement si ce dernier n’est pas
algébrique sur F, ce qui signific que pour cet élément, il n’existe pas de polynéme
monovariable P(x) dans le corps de base F tel que P(a)=0. Plus généralement, on dit de
'extension E / F qu’elle est transcendante si et seulement s’il existe au mois un ¢lément de E
qui soit transcendant sur F.

= Exemple:

[’extension non différentielle R/Q est transcendante car les éléments e ety du corps
R sont transcendants sur le corps Q.

¢ REMARQUES

Les concepts . utilisés pour les extensions algébriques sont analogues 4 ceux utilisés
dans le cas plus général des espaces vectoriels

Un ensemble d’éléments [g, lig l] de E est dit F-algébriquement dépendant si et seulement
8’1l existe au moins un polynéme P(x,,x, ;X )sur Fiel que P(E)LE,,.. ., ) = 0.
Un ensemble qui n’est pas F-algébriquement dépendant est dit F-algébriquement indépendant.

11 est possible de définir des ensembles de dimension maximale F-algébriquement
indépendants. Ces derniers seront appelés des bases de transcendance de E / F. Deux bases de

ce type ont le méme cardinal appelé degré de transcendance de E/F qui est noté :d°trE/F.
D’ou une extension non ditférentielle E / F est algébrique si et seulement si d°tr E/ F=0.

Par analogie avec le cas non différentiel, il existe deux types d’extensions
différentielles L / K, en considérant & présent deux corps différentiels L et K, telles que K est
un. sous corps de L :extension différentiellement algébrique et différentiellement
transcendante. :

LL2.1.3 EXTENSION DIFFERENTIELLEMENT ALGEBRIQUE :

Un élément E de L est dit différentiellement algébrique sur K si et seulement si celui-
ci satisfait une équation différentielle P(};,{;,...,f;(“)) =0 , o0 P est un polyndme a
coefficients dans K, de variable £ et de ses o premiéres dérivées. Donc PPextension L/ K est

différentiellement algébrique si et seulement si tout élément de L. est différenticllement
algébrique sur K.

111.2.1.4 EXTENSION DIFFERENTIELLEMENT TRANSCENDANTE :

Un élément a de L est dit différentiellement transcendant si et seulement s’il n’est pas
ditérentiellement algébrique  sur K , Ce qui signifie qu’il n’existe pas d’équation
différentielle algébrique sur X satistaite par a. En généralisant, on peut dire que *extension
L 7/ K est dite différentiellement transcendante si et seulement s°il existe au moins un élément
de L qui soit différentiellement transcendant sur K.
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¢ REMARQUES

Un ensemble d’éléments [gi,i € I] de L est dit différenticllement K-algebriquement
déoendant si et seulement si ’ensemble des dérivées [EJ}’i el vy =12,...,q4 ]cst

K-algébriqument dépendant ,ce qui signifie que les éléments [E’;i]satisibnt des équations
différentielles algébriques.

Un systéme qui n’est pas différenticllement K-algébriquement dépendant est dit K-
aigébriquement indépendant.

Un ensemble d’éléments K-algébriquement mdependants par rapport & ’inclusion est appelé
une base de transcendance différenticlle de L / K. Deux bases de ce type ont le méme

cardinal, appelé degré de transcendance différentielle de L / K qui est noté :d°u diff L/K .
Ainsi, une extension L/ K est différentiellement algébrique si et seulement si:
¢’tediff L/ K =0.

* Exemple

Soit u = [u;,i ¢1]une base de transcendance différentielle de L / K. On note K<u > le
corps diftérentiel engendré par K et u.

Les corps différentiels K< u > et L ne coincident en général pas mais I’extension
L /K <u> est différentiellement algébrique.

»  Théoréme :

Une extension différentielle finiment engendrée est algébrique si et seulement si son
degré de transcendance différentielle est fini.

¢  Remarque:

Le degré de transcendance différentielle correspond au nombre de conditions initiales
nécessaires A la résolution des équations différentielles algébriques.

1{L2.1.5 ESPACES VECTORIELS DIFFERENTIELS

Soit un corps différentiel K et V un K-espace vectoriel différentiel doté de I'opération

d
de dérivation notée :f{ =".",telleque : Va,,a, e KetVy,,v, eV.

d(a,v, +a,v;)
dt

=a,y;+a,v, +3;v; +3,V, (1IE2)

Un morphisme K-linéaire différentiel ¢:V — W de K-espaces vectoriels est un morphisme
K-linéaire qui commute avec ’opérateur de dérivation tel que :

(v
wev: 2o o) (113)
Donc la notion d’isomorphisme différentiel K-linéaire est évidente.

50



Chapitre 11 , _ CLommande A structure variable généralisée

Un ensemble d’éléments [vi,iel]de V est dit différenriellement K-hnéairement
dépendant si ct seulement si I'ensemble des dérivées [vY' /i L v; = 0,1.2,...,a,; Jest
K-linéairement dépendant. Un ensemble qui n’est pas différentiellement K-linéairement
' dépendant est dit différentiellement K-linéairement indépendant. Il existe de tels ensembles
qui sont maximaux par rapport a I'inclusion, ils sont appelés bases différentielles de V. Deux
bases de ce type ont le méme cardinal.

Soit V un K-espace vectoriel différentiel finiment engendré, alors la dimension différentielle
de V est nulle si et seulement si sa dimension non différenticlle est finie.

> Exemple : L’ensemble R(t) des polynomes de Ia variable t est un espace vectoriel
Différentiel R-linéaire par rapport & I'opération de dérivation par rapport au temps,
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HIL3DYNAMIQUES [3]

Afin de relier les notions précédentes de Palgébre différentielle aux méthodes
d’analyse et de synthése de I'automatique, on introduit la notion de dynamique. C’est ainsi
que M.FLIESS a montré que par P'utilisation des extensions de corps différentiels et des
espaces vectoriels différentiels, on pouvait introduire une forme de dynamique linaire et
non-linéaire. La dynamique linéaire est dite généralisée si la commande intervient avec ses
dérivées.

111.3.1 DYNAMIQUE NON-LINEAIRES

Une dynamique est une extension différentiellement algébrique K / k< u > finiment
engendrée . Notons que k est le corps ditférentiel de base, k<u> le corps différentiel engendré

par k et les composantes de 'entrée u = [ul,uz,..., um] .L’entrée u est dite indépendante si et

seulement si u est une base de transcendance différentielle de X / k . Le degré de
transcendance non différenticlle de K / k<u> est fini et noté n.

Prenons un ensemble d’éléments fini appartenant a K :

§ = [@1 ,éz,...,gv]avec v2n et g est muni d’une base de transcendance de K / k<u>, Ainsi
chacune des dérivées f;l ,éz ,...,f; , est k<u> algébriquement dépendame de E_.
Il existe alors y polyndmes A,A,,...,A & coeflicients dans k tels que :

rA1 &,,g,u,ﬂ,...,u(“))= 0
=0

A, Ez,g,u,u,,__,u(a))
| - (11.4)

~Av(é_w E,u, i;,...,u(“’) =0

‘Ces derniéres équations sont des équations différentielles implicites.
» MATRICE JACOBIENNE

La matrice Jacobienne s’écrit :

N
dE,
(IIL5)
dA

&,
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Lorsque la matrice Jacobicnne est de rang plein égale a y, le recours au théoreme des

fonctions implicites nous fournit une représentation sous forme d’équations explicites comme
suit :

'é‘,l = al(g,u’ ﬁ,...,ufa))
£y =2y (00, ..., ul®)
| . (111.6)

ﬁlv = av(g, u,i,..., u((x))

Les fonctions a; sont des fractions rationnelles a coefficients dans le corps de base k .
Cette forme n’est en général valide que localement car elle ne l’est que si la matrice
Jacobienne est de rang plein.

L’ensemble £ est appelé état généralisé ou état de la dynamique dc dlmen.slon 12
Un état de dimension minimale est dit base de transcendance de K / k<u> ayant une
dimension finie n. Un tel état est caractérisé par la dépendance k<u>-algébrique de ses
composantes.

Soient deux états minimaux x = [x, » X2 ,...,x,,] etX = [i, ,‘)Ez,...,"fn],alors toute
composante de X est k<u>-algébriquement dépendante des composantes de x . Donc, il existe
n. polyndémes a coefficients dans k reliant x et X tels que :

P, (X,,x, u,ix,...,u(“)) =0
p, Xz,x,u,u,...,u(“)): 0

3 : (HL7)

Pn(in,x,u,u,...,u‘“))_—. 0

» DEFINITIONS ET PROPRIETES

¢ Soit K/k<u>une dynamique, alors la représentation d’état est le plus souvent implicite et
ne peut étre mise sous forme explicite que localement.

¢ Un état minimal est une base de transcendance non différenticlle de K / k<u>.

Deux états minimaux sont liés par des equatlons dépendantes des entrées d’un nombre fini

de leurs dérivées.

-

I1L3.2 DYNAMIQUES LINEAIRES

Une dynamique linéaire , notée sous la forme (V,[u]) est un k-espace vectoriel
différentiel finiment engendré V contenant [u] tel que la dimension différentielle du quotient
V/[u] soit nulle.

L’entrée u est dite mdependante si et seulement si elle est une base différentielle de V.
La dimension non différentielle de W=V/[u] est finie et égale a n.
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Soit n= [n, sz ’“"nu]’ p>n un ensemble fini de W contenant une base. Alors les dérivées

N> N2 ,1'1“ sont k-linéairement dépendantes des composantes de 1.

. =

T

[ |

LY

yn

(11L.8)

Soit un ensemble fini £ = [gl,gz,...,gv]dans V tel que son image dans V tel que son

image dans W soit 7y.
Alors , la relation précédente devient :

él E.;l

el e

Ve
[we]
.F-

uf,

b

(HL9)

- Les matrices B, de dimension (y x m ), sont & coefficients dans k et I'état £ généralis¢ est de
dimension (px1).Un état généralisé minimal, c’est a dire de dimension minimale, est

caractérisé par le fait que son image dans W est une base , alors y=n .

Deux états minimaux x = [xl,xz,...,xn-] et X = [X, ,‘iz,...,"in]sont liés par I’équation :

. - - -

X3 X

Xy Xy

+iQW

=0

uf

uk

(11.10)

Les éléments des matrices P et Q}1 sont dans X, la matrice P est carrée, inversible, de

dimension (n x n ) et les matrices Q, sont de dimension (nx m).

IIL.4 ELEMENTS PRIMITIF ET CYCLIQUE [7] ,[8 ][ 3]

Considérons d’abord une extension non différentielle algébrique finiment engendrée E / F,
alors les théorémes suivants constituent des résultats fondamentaux de I’algebre différentielle:
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* THEOREME DE L’ELEMENT PRIMITIF NON DIFFERENTIEL

Il exaste un seul et unique élémentyeE, qui est I'élément primiif, tel que
E = F(y) ,ou autrement dit, tel que E est engendré par yet les éléments de F.

* THEOREME DE L’ELEMENT PRIMITIF DIFFERENTIEL

Le théoréme précédent peut Etre étendu au cas différentiel. Soit en effet une extension
différentielle algébrique finiment engendrée L / K avec I’hypothése que K n’est pas un corps
de .constantes, dans ces conditions, il existe un seul et unique éiément § e L dit élément
primitif différentiel, tel que L =K < § >,0u autrement dit, tel que L est différentiellement
engendré par § et les éléments de K.

* THEOREME DE L’ELEMENT CYCLIQUE DIFFERENTIEL

Dans le cas linéaire , nous avons un résultal similaire applicable aux espaces vectoriels
différentiels . Soient en effet deux k-espaces vectoriels différentiel V o Wtels que leur
quotient W/V soit finiment engendré et de dimension différentielle nulle, alors, toujours sous
Phypothése que k n’est pas un corps de constantes, il existe cette fois un éiément dit cyclique
we W Viel que W=V 4[w],c’est-a-dire que W est différentiellement engendré par w et
les éléments de V.

» REMARQUE

On assumera que toute combinaison linéaire des éléments d’une base de transcendance
d’une extension différentielle est un élément primitif différentiel, cela étant vrai sauf dans des
cas théoriques trés particuliers. Le probléme est donc de trouver le bon élément primitif
différentiel donnant une forme canonique explicite et simple. 1l n’existe en effet aucune
technique pour la détermination d’un élément primitif différentiel ou non.

1.5 FORME CANONIQUE DE COMMANDE GENERALISEE [6],] 8]

I5L.5.1 FORME NON-LINEAIRE

Dans le but d’appliquer le théoréme de I’élément primitif différentiel aux dynamiques
non-linéaires K / k< u >,on assume le fait que le corps différentiel k<u> n’est pas un corps de
constantes ce qui est le cas effectivement lorsque la commande u n’est. pas de dimension nulle
¢l que les composantes de I’entrée sont indépendantes entre elles. On peut donc appliquer e
théoréme de I’élément primitif différentie! a la dynamique non linéaire K /k<u>.

¢ Lemme:
Soit § un élément primitif différentiel de K/k<u>, Iensemble de ses dérivées

successives [5,8,...,6¢V'] est K<u>-algébriquement dépendant si v > n( Réciproquement ,

[8,85-.-,6"] est K<u>-algébriquement indépendant si y<n—1), oi n est le degré de
transcendance de K / k<u>. '
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¢ Preuve: ' _
En effet , si pour y < n—1, Pensemble [§,5,...,5'" ] est k<u>algébriquement dépendant, cela

implique que tr d° K / k<u> n’est pas inférieuwr ou égal & n car § est un élément primitif
différemiel.

& Le résultat précédent signifie que si v =n—1, [§,8,...,6™"] est une base de
transcendance de K / k<u> et il devient par conséquent possible d’écrire :

CE™, s 88, 0,0,..., u®) = 0 (IL11)

(G C est un polynéme a coeﬁicients dans k.
Sion pose :
| X, =8, %) =8, eenX, =8N (HL12)

Alors ensemble x ={x,,X,,...,X, ] st ce qu’on a appelé un état minimal des dynamiques K /
k<u> .On peut donc écrire I’expression précédente sous la nouvelle forme suivante :

! | | (1IL13)

Xn_l - Xn

CX X peees X5 Uy 0,0, ) = 0

Cette derniére forme canonique de commande généralisée est implicite.

La forme canonique généralisée de commande sous forme explicite est :

(%) =%,
I _ (1IL.14)
xn-l :Xn

. X, :C(x,,...,xn,u,a,...,u(“))-_-.0

Cetie derniére forme n’est valable que localement comme on I’a expliqué dans la
partie consacrée aux dynamiques non-linéaires. C’est ainsi le théoréme de 1’élément primitif
différentiel qui permet d’aboutir a une forme canonique généralisée de commande explicite.
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I1L5.2 FORME LINEAIRE

Le théoréeme de Iélément cyclique ne peut s’appliquer a une dynamique linéaire
(V,[u]) dont le corps de base k est un corps de constantes. Nous nous limiterons donc a des
systémes linéaires non stationnaires ( & temps variant ).

Soit g V~{u]un élément cyclique, alors I'image dans V / [u] de I’ensemble
[g,é,...,g("’) Jest k-linéairement dépendante si y 2> n{ Réciproquement [g,@;,...,g“’)]est k-
linéairement indépendante si y < n) et si n=dim(V/[u]).

On peut déduire de ce qui précéde que si y=n-1, I'image de [g,¢,....¢'V 1dans V/{u] est
une base . En posant X,= g,X, = .-, X, =¢g"", on obtient :

X] =7x2

) (1IL.15)
}tn_l -— Xn
%y = L(%p5er X, 00,0, 0 )

O L est un polynéme linéaire homogeéne a coefficient dans k.

Cette derniére représentation ol les coefficients du polyndme L peuvent dépendre du
temps représente Ja forme canonique de commande généralisée d’un systéme linéaire non
siationnaire.

1iL.6 COMMANDE A REGIME GLISSANT GENERALISEE { 6 1,[ 9]

Les systémes A structure variable classique sont étudiés et décrits par une
représentation d’état dite Kalmanienne ne faisant pas intervenir les dérivées de Pentrée, et
ceci depuis les années soixante. Ces derniéres années , la technique de commande classique a
é1¢ généralisée par la prise en compte des dérivées successives de I'entrée dans une nouvelle
représentation d’état non Kalmanienne dite représentation généralisée . Les lois de commande
a structure variable généralisée sont explicitées 4 travers le formalisme de I’algébre
différenticlle pour décrire la dynamique d’un systtme auquel on associe les formes
canoniques de commande et d’observabilité généralisées.

Dans ce paragraphe, on s’intéressera a la technique de commande 4 structure variable
généralisée (GVS ), nous rappelons tout d’abord le passage d’une représentation d’état non
Kalmanienne a une forme canonique de commande ¢t d’observabilité généralisée, puis nous
introduisons le bouclage linéarisant en régime glissant donné par M.FLIESS. Nous
présenterons par la suite le phénoméne de déphasage non minimal dd a Pinfluence des
dérivées de I'entrée sur la sortie et causant I’instabilité du systéme. On aboutira ainsi a la
nécessité d’un précompensateur dans le cas ou ce phénoméne se manifeste.

Nous débuterons par le cas monovariable avec quelques exemples illustrant les
procédures de synthése de la commande GVS. On abordera par la suite la technique utilisée
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dans le cas multivariable en procédant par diverses techniques de découplage, on appliquera
ensuite les méthodes développées en monovariable 4 chaque sous-systéme .On détaillera
ensuite la procédure 4 travers un exemple de systéme multivariable.

On donnera enfin une formulation de la commande GVS dans le diagramme de phase de
’erreur pour un systéme non-linéaire dans les cas monovariable puis multivariable.

Nous traiterons dans c¢ travail le cas multivariable .

I11.6.1 FORMES CANONIQUES GENERALISEES DE COMMANDE ET
D’OBSERVABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE [ 3 1,[6},[81,{13]

Considérons un systéme dynamique monovariable non-linéaire de dimension n représenté en
boucle ouverte sous la forme suivante : '

dx
o = Hw (1L16)
y = h(x)

Ou:

x : vecteur d’état de dimensionn .
u : entrée de commande.

y : Sortie du systéme.

Par élimination de x dans 1’équation précédente , on peut représenter le systéme étudi¢ par
unc équation différenticlle faisant intervenir I'entrée et la sortic avec leurs dérivées
SUCCESSIVES ¢

C(y,y,...,y("),u,l‘l,...,u(“)) =0 (1.[117)

En utilisant le formalisme de I’algébre différenticlle présenté précédemment , donc en prenant
x, =y comme ¢élément primitif différentiel, on peut associer au systéme étudié, au moins
localement, une forme canonique de commande ou d’observabilité généralisée.

Cette derniére existe pour tous les systémes nonlinéaires, commandables ou non et pouvant s¢
mettre sous la forme suivante :

gyt

Xl SXZ

{7 (11.18)
xn_l :Xn

X, = C(x,u,1,...,u'®)

Dans cette derniére représentation , X =[X,,X;,...,X,]est un état généralisé minimal
et ’entrée u et ses ¢ premiéres dérivées interviennent dans la dynamique du systéme.
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» REMARQUE

Lorsque Détat sort de la zone de validation locale, une singularité apparait et la
derniére expression n’est alors plus valable, d’ol la nécessité de changer I’élément primitif
différentiel ce qui donne une nouvelle forme canonique de commande. Par ailleurs, comme il
existe une infinité d’éléments primitifs différentiels, il existe de méme une infinité de formes
canoniques de commande. Pur conséquent, il suffit dans le cas monovariable de prendre
comme élément primitif la sortie du systéme 1y = Xx,.

Une fois ce changement de variable effectué , la forme canonique de commande
généralisée n’est plus qu’une reformulation de P’équation entrée-sortie du processus. Cette
approche présente Pintérét de la prise en compte des dérivées de Ia sontie. Ceci permet
d’aboutir a la forme canonique d’observabilité généralisée (GOCF ), donnée par :

rXI —_ XZ

i ' (LL19)
xn—l = Xn

X, = C(x,u,0,...,u'®)

Dans cetie représentation X ={y,¥,...,y""Jest un étal ayant ne signification
physique,

Par ailleurs , en associant & la forme canonique de commande généralisée I’équation
de la sortie y = x, ,on obtient (n+1) équations constituant la forme canonique d’observabilit¢
généralisée :

X] :Xz
o (111.20)
Xy =X,

X, :C(x,,...,xn,u,ﬁ,...,u(“))

Y =X

Si la forme canonique de commande généralisée ne contient pas les dérivées de
’entrée , la dynamique du sysiéme est dite dégénérée, mais dans le cas ol les dérivées de
I’entrée interviennent, la dynamique du systéme est dite généralisée (non dégém.ree ).

Cette dynamique non dégénérée peut étre cefle du systéme bouclé quand la n “me gquation du
systéme est considérée comme une équation de bouclage :
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X, = C(x],...,xn,u,t‘l,...,u(“’) (1L.21)

» EXEMPLE 1

Considérons le cas classique d’un systéme monovariable non linéaire représenté dans
I’espace d’état décrit par les €quations suivantes :

=Nt +n2
22 = ?31]* ¢ - (111.22)
3 =413
y=1,
Cu:
y : Sortie du systéme.
HE [ 1o M2 ,n3]T :Vecteur d’état du systéme.

u :entrée du systéme
¢ : paramétre réel(constante ).

Par élimination de 1) dans les équations précédentes, on obtient une équation différentielle ne
faisant intervenir que entrée u et la sorite y avec leurs dérivées successives :

-2y +c)y+2cyy-2¥* +cu—u=0 - (131.23)
En prenant comme ¢lément primitif différentiel la sortic comme suit :
y:nlle , (l]-[24)

On peut définir un nouvel état [x,,x,,X;] comme suit :

Xy =Yy
X, =%, =¥ ©(1IL25)

On peut désormais définir une dynamique généralisée définie par les formes canoniques
associées au systeme :

X4 =X
N . _ (1126 )
Xy = 2(X X3 +X2) +0(X; —2X; %3 —u)+ 1

y::xl
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IIL6.2 BOUCLAGE LINEARISANT [ 6 1,{ 3],[13]

A partir de 1a forme canonique explicite de commande généralisée , FLIESS a
introduit un bouclage linéarisant comme suit :

n 1]
C(x,,...,xn,u,ﬁ,...,u(“))=Zaixi+2bivi : (11.27)
1=1 1=l :

On aura alors v =[v,,...,v ]est la nouvelle entrée (consigne ) et les coefficients a; et b; sont
choisis dans le corps de base k .

Ce bouclage est introduit de sorte que la commande u vérifiant I’équation précédente soit
obtenue soit par une linéarisation exacte soit par une linéarisation numérique.

¢ LINEARISATION EXACTE

Une linéarisation exacte est obtenue par découplage d’état statique donnant a un
systéme non-linéaire un comportement linéaire.

¢ LINEARISATION NUMERIQUE

Une linéarisation numérigue est obtenue par un bouclage dynamique d’état discontinu
dennant un comportement linéaire 4 un systéme non-linéaire. :

Le bouclage linéarisant d’un systéme dégénéré s’éerit :

C(xl yeees Xy Uy U, 0l = Zaixi + ibivi (111.28 )
1=1 1=1

Ou les a; et b; sont des constantes réelles et le vecteur y=[v,,v;,...,v ]représente la

nouvelle entrée du sysiéme. Cetic derniére équation est représentative des Syslémes
localement linéarisables par bouclage d’état statique.

» EXEMPLE

Reprenons le systéme de exemple 1 auquel on associe le couple (GOCF,GCCF), un
bouclage lindarisant peut éire €crit sous la forme suivante :
2.(%, X3+ X3) 4 €.(X5 ~2%,X; «-u)+ﬁ=Zaixi + Vi (111.29)
’ i=l
Ce bouclage est effectué en choisissant les paramétres a; de sorte que le systéme linéaire
d'équation caractéristique a, +a, s+a, s soit stable.
Lz théoréme des fonction implicites permet d’écrire 'expression sous forme explicite par

rapport a n’importe quelle entrée u; et donc d’engendrer un bouclage lindarisant .En notant
W = (U, Ui Ui o5 U, ], ON peut écrire ;

uj =d(Xp,e X, 0) = ) a;X; = ) by, (11L.30)
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Ce qui représente le bouclage d’état statique linéarisant du systéme.

» REMARQUES

¢ Une étude préalable du systéme prenant en compte les conditions de
commandabilité et les singularités est nécessaire pour le choix de la
composante de bouclage u; .

¢ Les composantes de U, sont utilisées pour lever ceriains problémes de perte

de commandabilité liés 4 des singularités.

Une linéarisation par bouclage statique n’est pas applicable pour des dynamiques
généralisées.

Par contre ,l’introduction de la forme GCCF et lutilisation de commandes discontinues
permettent I’une des deux possibilités suivantes :

- De linéariser le systéme exactement , mais sans connaissance a priori de la
stabilité de la commande.

- De linéariser le systéme numériquement a I’aide d’un bouclage discontinu de
I’état.

Par I’application du théoréme des fonctions implicites & I’équation du bouclage linéarisant
donnée par FLIESS, on peut écrire =

n

(o) . )

u® :ei(x,...,xn,u,u,...,u‘“ ),ui“))_Zaixiuibivi (111.31)
l:l l:i

Cetie derniére équation exprime localement le bouclage linéarisant du sysi¢me pour
’une des dérivées d’ordre supérieur des entrées de commande. L’¢iément primitif différentiel
a donc un comportement linéaire par rapport a la nouvelle entrée y.

Un probléme de stabilité de la commande se pose. Dans le cas linéaire, cette élude est
effectuée par ’analyse des zéros de la fonction ou matrice de transfert suivant que le systéme
soit monovariable ou multivariable. Dans le cas non-linéaire , I'analyse de ces zéros au
voisinage de 'origine : La dynamique des zéros.

Si la dynamique des zéros est stable a I'origine, alors le sysiéme correspondant est
localement stabilisable de fagon continue par la dérivée d’ordre le plus élevé de 'une des
composantes de la commande . Dans le cas contraire, une partie de la dynamique ne tendra
pas vers origine et fera exploser la commande alors que Jautre partie aura été stabilisée.

» PROPRIETES
¢ CAS MONOVARIABLE -

* La dimension de la dynamique des zéros est égale a la différence entre la dimension
minimale du systéme et le degré relatif de la sortie & P'origine. Cette dimension est égale a
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I’ordre le plus élevé parmi les dérivées successives de l'entrée dans la forme canonique de
commande généralisée si I’élément primitif différentiel choisi est la sortie.

¢ CAS MULTIVARIABLE

La dimension de la dynamique des zéros est égale & la somme des différences entre la
dimension du systéme et les degrés relatifs de chaque sortie 4 Porigine.
La différence entre la dimension minimale du systéme et le degré relaif de chaque sortie par
rapport a une entré est égal 4 "ordre le plus élevé parmi les dérivées successives de entrée de
commande dans la forme canonique de commande généralisée.

» REMARQUE

Un systéme non-linéaire mis sous forme canonique de commande généralisée peut toujours
&tre linéarisé sauf dans le cas de phénoménes de perte de comgnandabilité dds a des
singularités.

> EXEMPLE

Considérons de nouveau k¢ systéme donné dans PPexemple 1(de dimension n= 3)

M =1 +1;

N2 =Ms +4 (11132)
T]3 :C.Th |

Y=1

La dynamique des zéros a lorigine se calcule par I’znnulation des dérivées
successives de la sortie. Cette procédure fournit une dynamique des zéros de dimension 1 :

Q= ~C.1)3 aves U= —1); | . (10.33)

La stabilisation de cette dynamique dépend donc du signe du paramétre ¢. Si ¢ est
négatif, alors la dynamique cst stable.

Faisons DPanalogie avec la dynamique de la commande dans la représentation
canonique de commandabililé généralisée donnée par le couple (GOCF,GCCF). On remarque
que le degré relatif de la sortie y est r = 2.

La dimension de la dynamique des zéros est égale a I'ordre le plus élevé parmi les
dérivées successives de Pentrée.qui est n—r=1. La dynamique de la commuande est régie a
I'origine par 1’équation :

G—cu=0 (11134)
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La dynamique de la commande 4 les mémes propriétés que la dynamique des zéros, ce qui
signifie qu’elle est stable si l¢ paramétre ¢ est négatif.

Les équations dynamiques caractérisant la commande a lorigine peuvent étre données aussi
par I’annulation des sorties et leurs dérivées dans les équations entrées-sortie du systeme.

111.6.3 INFLUENCE DES DERIVEES DE L’ENTREE SUR LA SORTIE

Dans le cas monovariable, si le degré relatif de la sortic (nombre de dérivations
nécessaires pour faire apparaitre la commande ) est égal & 'ordre de la dérivée de la sortie on
apparait la perturbation, alors les régimes glissants seront utilisés de tagon robuste par rapport
aux perturbations. |

Dans le cas multivariable, si les conditions géométriques de colinéarité entre les
matrices d’application des entrées et des perturbations sont vérifiées alors les régimes
glissants auront des qualités de robustesse.

L’ utilisation d’une des dérivées de la commande pour générer les régimes glissants
permet de résoudre les probiémes liés au phénomene du broutement. En effet , les intégrations
successives lissent la commande discontinue avant son application sur la dynamique du
systéme empéchant ainsi I’apparition des vibrations 4 haute fréguence liées aux discontinuités
de Ientrée.

I1L6.3.1 CAS MONOVARIABLE [3],[ 6 ]

Soit le systéme monovariable suivant :

d d
a(a}.y:b(‘&'t")ou-{-e | ( 11.35)

avec ©

u : entrée du systéme

y : sortie du systéme

¢ : Perturbation externe supposée bornée,

Les opérateurs différentiels linéaires sont définis par :

NEANE JRS
dt )~ &t
d d?

b[a)ngj"dt—j

' d
Ces derniers appariiennent a I'anneau R\:—-*] ,avec o e bygo

(111.36)

dt

Un systéme linéaire est le plus souvent une approximation linéaire par troncature des
termes nonlinéaires du systéme réel. De méme la perturbation intervient de fagon linéaire par
]a méme approximation.
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Les polyndémes a et b sont supposés premiers entre eux pour satisfaire aux conditions
de commandabilité. Cette hypothése permet également d’affirmer par symétrie que le systéme
est observable.

En posant :
(X =y
Xz —
{0 (111.37)
Xy = y™

On peut réécrire le systéme sous forme observable généralisée :

}-(l :Xi+l ,i:l,...,a—l
1 -] . 1I1.38
Xy =T —iaixi+ib1u(“+g ( )
. a(x izl } _j:o

Les dérivées de la commande représentent I'influence instantanée des variations de Ientrée
sur la o™ dérivée de la sortie. Un tel systéme est soumis aux contraintes de déphasage,
minimal ou non,

» REMARQUE

Si I’ordre o du systéme est inférieur ou égal & 3, alors la sortie du systeme est influencée
directement par les dérivées de I’entrée d’ordres ﬂ,ﬁ -1,...,|3 - Q-

a) PRECOMPENSATEUR

L’application d’une précompensation de Pentrée a pour but d’éviter les phénomenes
d'instabilité diis au déphasage non minimal du systéme. Ceci mn’est possible que par
adjonction d’une série d’intégrateurs dont le nombre est égal a ’ordre maximal de la dérivée
de l'entrée dans la forme canonique d’observabilité , ce qui signifie que la nouvelle
commande sera la dérivée la plus élevée de 'entrée .Les dérivées d’ordre inféricur de I'entrée
s¢: déduisent par intégrations successives de la nouvelle entrée.

Ce principe permet d’effectuer une précompensation de la partie instable de la dynamique de
la. commande en posant :

' -1
ibj.um = s:ck.u“‘) +v (11.39)
=0 k=0 ‘

ol y est la nouvelle entrée.
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La stabilité de la nouvelle commande y sera assurée si les péles du précompensateur sont a
partie réelle strictement négative, ce qui revient a vérifier que les solutions de 1’équation :

’ -1
" ibj.plzick.p“ (1.40)
=0 k=0
appartiennent a c™.

De plus, aucun des pdle du précompensateur ne doit masquer un z¢éro du systéme afin de ne
pas le déstabiliser. Cela est fait par un choix judicieux des paramétres ¢y,

b} HYPERPLANS DE COMMUTATION

On choisit un hyperplan de commutation de dimension -1 afin de stabiliser le
systéme a ’origine de fagon robuste par rapport & la perturbation. Cet hyperplan est choisi
comme étant la sous variété d’évolution du systéme lors de ’application de la commande
discontinue.

Le ¢hoix de cet hyperplan de commutation s(x) = 0 doit étre fait de sorte a vérifier les deux
conditions suivantes : '

¢ L’hyperplan doit contenir I’origine( point final de stabilisation) donnée par : s(0) =0 ou
est ’origine de I’espace considéré de dimension .

¢ L’équation du plan est choisie comme une fonction linéaire de 1’état (pour des raisons de

stabilité) :

s(x):ilixi =0 (11.41)

=l
Ou les ) sont des réels. On peut également considérer la surface donnée par I’équation(11.25).
¢) CONDITION DE GLISSEMENT
Les conditions de glissement du syst¢me sont :
S(x).8(x) = l:ilixi ]. [i?\,ixm + A_u.(— S:aix,- + icju(j) +V+ g]] <0 (JIL42)
= 11 = =

La résolution de cette inégalité par rapport & la nouvelle commande vy fournit le bouclage
remplissant les conditions en mode glissant du systéme. L’une des solutions est la suivante :

1 -1 o-l -1 )
l‘a il i=! j—__—-() ’
Ou k est 'amplitude de la fonction g représentant la perturbation externe.

Cette commande ne pourra étre réalisée que si I'état est complétement observable..
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d) SYSTEME REDUIT

Quand le systéme évolue sur I’hyperplan, la dynamique du systéme initial est plongée dans
Iétat d’un systéme d’ordre réduit etona :

i

S(x)=0 . (11L44)

Donge le systéme évolue sur une sous vari¢té de dimension inférieure d’une unité ¢ -1 a la
dimension du systéme. ID’aprés ’hyperplan de commutation, 6.a peut écrire :

1 &
——.Vax 1145
xa lu lexl ( )

Le systéme initial évolue en régime glissant sur I’hyperplan S=0 comme le systéme d’ordre
réduit de dimension ¢ -1 :

).(i =xi+1 ,i:l,...,a-—Z

X B 1 _1

Xy =-1—Ek;xi - (1L46)
o =l

y =%

» REMARQUE

Le choix des coefficients de ’hyperplan de commutation doit étre fait de fagon
appropriée afin d’assurer une bonne dynamique ou mode de stabilisation du systéme. Le
coefficient ), est généralement choisi arbitrairement comme €tant égal a un.

¢) EXEMPLES

L’approche qui vient d’étre présentée sera illustrée a travers 2 exemples :

- 1. DEPHASAGE MINIMAL

Etudions la stabilisation du systéme a déphasage minimal par I'application de la commande
a régime glissant sur la dérivée d’ordre le plus élevé de Ientrée du systéme dont I’équation
dynamique d’entrée-sortie est donnée par :

y=u+u+g - (111.47)

En prenant comme variables d’état x, =yetx, =¥,on obtient la forme canonique
généralisée d’observabilité comme suit :

?.(1=X2
X, =u+l4¢ (1I1.48)
y=x
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En appliquant une commande discontinue y sur la premucre dérivée de I’entrée afin de suivre
la courbe de commutation, ona :

S(X) = hiX; + A%y (111.49)

3

Pour des raisons de stabilité, les coefficients de la courbe de commutation sont choisis tels
que : Li>0et fo=1.

La condition d’existence du régime glissant peut alors s’écrire :

S(%).8(x) = (hiX, +%X)-(AiX, +u+1U+g) <0

Pour stabiliser le systéme, la commande discontinue avec bouclage est prise égale a la dérivée
de 'entrée et aucune précompensation n’est nécessaire .

v=uz=-(},X, +u)-k.sign(8) (111.50)

Onk> !Mtax(g)’.

La dynamique de la commande est stable et converge avec 1'état x vers Iorigine. Seule la
dérivée de entrée continuera de commuter entre plus ou moins k, ce qui engendrera un cycle
limite autours de 1’origine.
En régime glissant ,ona:

S(x) =0 ¢ X, = —A /X, (1L51)

Dong , le systéme initial est plongé dans I’état du systéme d’ordre réduit :

{X‘ =-hx (11.52)

y=X
2. DEPHASAGE NON MINIMAL
On considére cetle fois un systéme perturbé avec un déphasage non minimal et donné par :
Y=u—~l+g (11.53)

La représentation sous forme canonique de commande généralisée est la suivante :
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Xo = U=U+g (11.54)
y=Xx

3

La précompensation est nécessaire avant I’application de la commande a régime glissant . On
introduit en effet une nouvelle entrée y telle que :

vV+C.u=u-1u avec ¢>1 (1L55)

Appliquons une commande discontinue afin de suivre la courbe de commutation
S(x) = A, X; + A,X, avec les coefficients de la courbe choisis comme suit ¢

M>0et A2=1 (1L56)
La condition d’existence du régime glissant s’écrit alors :
S(0.800 = (X, +Xg)-ChuXy +v4Cu4g) <0 (lL57)
D’ou PPexpression du bouclage continu qui est la suivante :
v =~(hX; +c.u)—k.sign(S) (1.58)

avec k > Maxg]
. 1
Comme pour le systéme précédent , la dynamique du systéme en régime glissant est donnée

par :
S(X) =0 & X, =—AX, (I1.59)

D’ou I’équivalence avec le systéme d’ordre réduit suivant ;

{ﬁ' =-hx, (11L60)

y=x
11L6.3.2 CAS MULTIVARIABLE [ 3], 6 |

Soit un systéme multivariable donné par :

u=[u,..,u,]est le vecteur d’entrée du systéme.
¥y =[yis..syplest le vecteur de sortie du systéme.
£ =[g,....€p Jest le vecleur de perturbation externe.
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Les matrices polynomiales A et B sont a coeflicients dans ’anneau R[a"t-:l, ou R est le corps

des réels,

» PROPOSITION GENERALE

Tout systéme multivariable de la forme considérée est stabilisable de fagon robuste
vis-2 vis des perturbations externes par régimes glissants généralisés si les matrices A et B
sont carrées, premicres & gauche entre elles et non singulicres. Le domaine de stabilisation est
lié aux bornes des perturbations et de certaines de leurs dérivées ainsi qu’a I’amplitude de
Pentrée.

La notion de primarité a gauche entre les deux matrices A et B exprime une. condition de
commandabilité du systéme. De plus, la non singularité de la matrice A est un condition
d’existence du sysieme linéaire considéré.

a) PRECOMPENSATION

Sous I’hypothése de la notion de singularité de la matrice B, le systéme est découplable par
bouclage dynamique. Donc, on peut écrire en ayant recours a des manipulation s algébriques
¢élémentaires, que le systéme est équivalent a

(ST E)uSeuf5)

oS Vb L e [4). s (L1162 )
Y i dt Yi—z i gt 'uj‘f‘;eij dt o€ .

Bl Bl

Oua a;, b;, e; sont des polynomes différentiels a coefficicnts réels et cle degrés respectifs o ,

Bis 8-

Chaque composante de sortie d’un sous systéme d’entrée-sortic est influencée par une
combinaison linéaire des entrées et de leurs dérivées. L a perturbation qui intervient dans
chaque sous systéme est aussi une combinaison linéaire des composantes de la perturbation
initiale et de ses dérivées.

L’introduction d’une précompensation de la forme :
. d . .
;b“(a] Zbu[ ).u +v; aveci=l..,p (11163 )
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O vy est la nouvelle commande permettant de découpler le systéme original.

Le systéme initial peut se mettre sous la forme :

. d P o d p d . ) |
ai(a})ﬁ szﬂ(a).Uj+Vi+§eij(a‘E).SJ aveci=1,...,p (11.64)

=l

: d
Ou les coefficient bj;appartiennent 4 ’anncau R[Et_]
&me

La nouvelle commande u est la dérivée d’ordre le plus élevé de la i*™ composante de I'entrée
appliquée a la sortie y;.

L’introduction du précompensateur a aussi pour but d’éviter les problémes d’instabilité des
commandes dils au déphasage non minimal du systéme. Comme dans le cas monovariable, le
compensateur consiste a I’introduction d’une série d’intégrateurs sur chaque entrée de fagon a
commander le systéme par lz dérivée d’ordre le plus élevé de la commande. Les pondérateurs

b;j sont choisis de sorte que I’on ait un précompensateur pour chaque entrée stable.

Devant de telles conditions , nous sommes en présence d’un systéme multivariable découplé
et admettant une dynamique de commande stable pour chaque entrée. Le sysiéme est alors
composé de p systémes sous forme canonique d’observabilité :

r)‘(lk :Xlk+] k:],.n,al"—l
o=l

. . o.ofd P d ‘
Pouri=1...p: {X;o =_21aijxi_i +J§_‘l‘bﬁ(&;}uj Vi +E}eﬂ(—&t—).81 (1IL65)
(B = N i

Yi=Xj

.

Ces p systémes sont indépendants entre eux et ne sont pas nécessairement de méme
dimension. '

by HYPERPLANS DE COMMUTATION
Les hyperplans de commutation serons définis pour stabiliser, de fagon indépendante, chaque
composante de la sortic du systéme découplé lors du régime glissant. Le choix de ces
hyperplans S; est fait de maniére & contenir le point final de stabilisation, d’ou :

S;(0)=0 . (111.66 )
Avec 0=[0,...,0] :origine dé I’espace considéré de dimension .

Les équations de ces hypersurfaces sont du type :

o .
S, = Ayxy aveci=1..,p (1L67)
! J=! )
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O les ) appartiennent au corps de base.
¢) CONDITIONS DE GLISSEMENT
Les conditions de glissement pour chaque surface de commutation sont :

S,(x).8,(x)<0 (111.68)
avecg ©

. %! o=l P d
§;(x)= Z?L;j.xm. +7Liui [ ZatuxlJ +Zbu( ).uj +Vi +2eij(-at-).gj} (111.69)
=1 =1

Les nouvelles commandes y; assurant les conditions de glissement sont :

;-1

P /d ' | |
Vi=T x. ?:M*u+l+2a ;bu(a)-uj-ka-mgn(‘si) (HL70)

Cu les coefficients k; sont choisis pour assurer les conditions de robustesse de la commande
par rapport aux perturbations et leurs dérivées.

dy SYSTEME REDUIT

.Chaque sous systéme évolue en régime glissant sur son hyperplan de commutation . Don, la '
dynamique de chaque sous systéme est plongée dans I’état d’un systéme d’ordre réduit, ce qui
permet d’écrire : :

S,(x)=0 - (1171)
Draprés I’hyperplan de commutations, on peut €crire :
o~

quxu (LL72)

!a, i=l

Le i*"™ systéme évolue donc en régime glissant sur I’hyperplan cotnme le systéme d’ordre
réduit de dimension p;—1 :

P

Xi; =Xy, sJ= Lol —2
1%

{Rig = =5 2 hixy (1I.73)
i 1=l

Yi=%*a

Si les conditions de glissement sont respectées, alors chaque sous sysi¢me est indépendant et
évolue en régime glissant sur son hypersurface de commutation,
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e) EXEMPLE

Soit un systeme multivariable bruité :

L]

A(s).y = B(s).u+C(s).¢ ([.74)
Cu:
u=[uy,uz) est le vecteur d’entrée.
y =[y),y2] est la vecteur de sortie.
£=[€1,€2} est une perturbation bormée.

2 1 1
Avec:A(s):[SS_l S:l},s(s)z[sg siljletC(s):[O (1)]

La matrice A est diagonalisée par la matrice P, définie par !

2 2
P(s) ,—.[ -6 2“)] (1175 )

l1-5s S

Le systéme entrée-sortie devient alors :

] d ! d 1 d
avec : :
: s(s® 52 +1) 0
A (8)=P(3).A(5) = HL.77
(= P A®) [ 0 s (1L.77)
2
L s°(s+1) 0
B (s) = P(s5).B(s) = H1.78
(s) = P(s). B(s) {l_sz 83_252+S] ( )
' 2 2
C'(s) = P(s).C(s) = LS -5+ S)] (1L79)
-5 s
d’ou:
Y =V +¥y =i i, W
.mi 1 1 ] 1 2 1 (HI.SO)
Y=Y +¥2 == +u, 41, ~2.84, +0, + W,
QOu on a posé les perturbations :
oo _n
{ P =8B B (IL81)
Wy =—¢ +£,+E;
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Ces deux .perturbations sont supposées bornées.

L’introduction du précompensateur découplant sur chaque composante de I'entrée u permet
de commander le systéme par la nouvelle commande vy = [vl ,vz} telle que :

( 3 : .
Vi +E(ﬂu-“$” +8,u5) = W) 48, 40,
=2l

ook (11.82)
G G . ..
Va +Z(b,j.ul” +by;u5”) =iy +u, 41, - 21, +1,
i=l )

Les coefficient ay et by sont choisis de fagon & avoir un précompensateur stable.

La représentation d’état généralisée du systéme associée au précompensateur défini par le
systéme d’équations précédent est la suivanie ;

’Xl :X.Z
j i
$ 0 () (1I1.83)
Xg =Xy —X3 +2(aij'ul +a,;-Uy ORRATRAS
j=1
avec
Y1 =X
22 223
73 =Z4
3
1. . . () () (111.84)
Zy =24~ 2 +2(bu-ulj +byjuz Y+ vy + W, ,
J=l
avec:
Y2 =4

Les deux nouvelles commandes v, et v, stabilisent le systéme par régime glissant sur deux
hyperplans de commutations indépendants. La robustesse de cette méthode dépend du degré
de dépendance des commandes v et y; vis-a-vis des perturbations w et wa.

111.6.4 DYNAMIQUE GENERALISEE DANS L’ESPACE DE L’ERREUR

Nous donnons dans ce paragraphe une formulation d¢ la commande a structure variable dans
I'espace des phases de Perreur.
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POSITION DU PROBLEME

Soit un systéme de dimension n représenté dans ’espace d’état par I’équation :

dx
o =) (11L.85)
y = h(x)

OQu:x,uety 'désignent respectivement 1I’état, I’entrée et la sortie du systéme.

Nous considérons un asservissement pour lequel on veut détermmer une loi de
commande permettant de configurer le systéme défini par I’équation précédente dans la
position que ’on désire faire correspondre a une sortie de référence yr(t), n fois différentiable
par rapport au temps et une irajectoire de référence Wy (1) = [¥ g (£, ¥ (Dse- Y& (1)]. Dans
ce qui suit, on établit une dynamique pour [Derreur de poursuite
(1) =[€),€,0.,€, ] = X(1) = Wg (1) avec x(t) =[y(),y(1),-..,y* " (t)] Pétat du systéme.
Puis on introduit un bouclage linéarisant & structure variable en régime glissant dans le mode
poursuite de trajectoire.

IL64.1 FORME CANONIQUE DE COMMANDE GENERALISEE
D’UN SYSTEME MONOVARIABLE NON-LINEAIRE DANS LE MODE
DE POURSUITE [ 6 |,| 8],] 9]

On associe au systéme au moins localement une forme canonique de commande et
d’observabilité généralisée définie par le couple( GOCF,GCCF ) :

Xl - X2

) ) (111.86)
f(n_l = Xn

x, = C(x,u,0,...,u'®)

ky = Xl

Ou x est I’état dont les composantes [x;, 1 =I,...,n] apparaissent comme la sortie et ses n-1
premiéres dérivées : '

y =%y etx; )(‘1 =y' aveci=1,..n-1 (I1.87)
Dans lc systéme d’équations précédent, on peut définir un vecteur de la variable erreur
cOnuUNE Sui ;
e(t) = x(t) - Wg (1) ot e(t) =[e,,&;,..-,€,]" (111.88)

On aura localement pour chaque variable erreur les équations :
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Chapitre 111 Commande a structure variable généralisée

e =Y~y '
{‘ R _ ( LL89 )

i— i1
€ =€ =X, ~Yg , 1=2,..,n

En raisonnant cette fois dans I’espace d’erreur ,on obtient un nouveau couple (GOCF,GCCF)
relatif & I’erreur de poursuite éerite dan.s le ¢as d’une dynamique non dégénérée (les dérivées
de I'entrée interviennent) :

P

é] :62

o (111.90)
én-1 :Cn l

&, = C(We () +e(t)u,1,...,u®) —yP (1)

kﬁl = y--yR

Le systéme bouclé avec I'équalion caractéristique du bouclage ¢ d’entrée u, de sortie y et de
consigne yg peut étre considéré comme commandé par u généré par le bouclage dynamique
( dans le cas d’un bouclage linéarisant &, peut étre une fonction linéaire par rapport aux
veriables ;). A . _

= C(Wg (1) + (1), 1, 0,...,u®) —y (1) o (I11.91)

En régulation , la trajectoire Wg(t) devient : Wr(t)=[yr,0,0,...,0] (1192}

a) BOUCLAGE LINEARISANT A STRUCTURE VARIABLE EN REGIME
GLISSANT

Considérons la méme classe de systémes nonlinéaires multivariables & laquelle on
associe dans Pespace d’erreur le couple(GOCF,GCCF) relatif 4 I'erreur de poursuite,
Supposons qu’il exisie une loi de commande & structure variable permettant d’assurer un
régime glissant sur une hypersurface définie par rapport au vecteur d’erreur e(t) dans le suivi

d"une trajectoire définie en chacun de ses points par le vecteur Wy (1) = [y z (L),...,y & (1)].

Cette hypersurface peut éire linéaire ou nonlinéaire. Néanmoins, la surface de type
linéaire reste la plus en vogue dans le cas de la commande a structure variable généralisée.
Cette derniére est définie duns ’espace des phases de erreur par la fonction de glissement
suivante :

S(1) = 27\. avec ), =1 (LL93) -

O les ); sont les coefficients de la fonction de glissement S(t).
La fonction de glissement S(t) peut étre introduite dans 1’équation d’un bouclage linéarisant

de plusieurs maniéres. Nous passerons en vue I'approche proposée par H.SIRA.RAMIREZ
appliquée au cas d’une surface linéaire détinie par I’équation précédente.
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Afin d’assurer la condition d’attractivité du systéme, on considére la fonction de glissement
S(t) comme étant solution de ’équation différentielle suivante :

ds .
Wt oS = —. Q. sign(S) (111.94)

Pour ce dernier systéme, le régime glissant est atteint (S=0) en un temps fini T et 'erreur

s’annule :
T= u‘l.ln(l ﬁ%) - (11.95)

Ecrivons I’équation de la surface de glissement sous la forme :

' n n-1
S(t) = 2 hci=co+ Y Aie;  avec A, =1 (1L96)
I i=l

La dérivée de S(t) peut s’écrire |

n-l
S =€, + ) A¢ip ' (11.97)
] .
d’on:
. n-l
&y =S(0 - Y hi-eiyy | (11198

En remplagant les deux derniéres expressions dans I’équation ( 111.94 ), on obtient :

S(t) = -8 - p-Q-sign(S) = ‘P'{Z A€+ Q.sign(Z]\,ieiJ] (11.99)
=] il

En remplagant celte derniére égalité dans 1’équation ( 111.98), on obtient :

ni

é, =—§)\_iei+, —u.[i;hei +Qsign(§}hjei):| (1I.100)

De Péquation précédente et de I’équation ( 1[1.91 ), on déduit un bouclage linéarisant a
structure variable :

C(WR (t) + e(t): u, us-*-:u(a)) = yg)(t) = ixdei.}l - IJ-[Z liei + QSIgﬂ(S)] (lu' 101 )
’ . =1 1=
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Chapitre 111 Cqmmande A structure variable généralisée

Cette derniére équation différentielle ou u est inconnue donne une commande a structure
variable dite dynamique. Elle représente ’équation d’un bouclage discontinu avec retour
d’état dynamique a structure variable généralisée et a régime glissant.

a) . DYNAMIQUE DU SYSTEME BOUCLE ET LIBRE EQUIVALENT AU SYSTEME
BOUCLE ‘

Le régime glissant est atteint lorsque S(1)=0 et S(t).5(t) < 0. La dynamique du systéme décrit
par le couple (GOCF,GCCF) et ayant un bouclage linéarisant défini par la derniére équation

devient celle du systéme d’ordre réduit et libre & n équations défini dans I’espace des phases
de 'erreur par :

n-) (111.102)

Ainsi, lorsque le régime glissant est atteint , le point représentatif du fonctionnement reste sur
I'hypersurface S(1)=0. Le systeéme devient alors insensible vis-a-vis des variations des
paramétres dynamiques, et son comportement ne dépend plus que des parameétres A
définissant ’hypersurface de glissement. Le choix des paramétres ), garantit la stabilité du
systéme en un temps fini.

» EXEMPLE

Considérons le systéme de I’exemple 1 auquel on associe le couple (GOCF,GCCF) rappelé
ci-dessous :

)‘{l - X2

X =X

e , , (1LIL103)
X3 =2.(x%X; ~X3) +€.(X3 - 2X X3 —u) + U
y=%

Diéterminant un bouclage linéarisant 4 structure variable et le systéme d’ordre réduit et libre
équivalent lorsque le régime glissant est atteint.

La trajectoire de référence étant définie par Wy (1) =[yg,¥p,¥r 1, 1t couple (GOCF,GCCF)
duans ’espace des phases de I’erreur définie par :

e=[e,€;,65] avece, =X, —yp,€; =X; —Yyg €le; =X; — Vg (11.104 )

Les équation de cetle trajectoire sont :

78



Chapitre 1T ) Commande 3 structure variable généralisée
lé] = 62
ila-z = 33

Tf’:3 =2.(e,65 +€5) +c.(e; -Zelé2 —wW4+u42.(¥p —cype; +2.(¥p —cyple, (11L105)
+2.¥5€3+2.(Fx —CV)-Yr +2.Vg +C.Fx —
S1=Y-Yr

Etant donné que le systéme étudié est du troisiéme ordre, la surface de glissement est définie
dans I’espace des phases de I’erreur par la fonction :

S(t) = Ai&; + A28, +€5 (IH.196)

L*équation du bouclage linéarisant ( 111.101 ) en utilisant I’équation différenticlie ( 111.94 ) et
les expressions ( I11.96 ) et ( 111.97 ) peut s’écrire :

2(e,e, +e§)+c(é3 —2¢18) U} +U+2(Y ~CYp)e; +2(Yg ~CYRIE2 +2YxE;
+2(Fr —CYRIYR +2VR +CTg = Yr ~ (i€, +A2€3) — (A € + A€ + €5 +Q.81gn(S))

........ (111.107)
Le systéme réduit et libre est alors donné en considérant s = 0:
©1=62 (1IL108 )
€y ==\ ~ A28, '

En régime glissant , la dynamique du systéme est celle du systéme d’ordre réduit et libre du
s¢cond ordre (111.107) et la commande u(t) est solution de I’équation (111.108).

a}. REGIME GLISSANT ET COMMANDE EQUIVALENTE A STRUCTURE
VARIABLE GENERALISEE

Le régime glissant généralisé est caractérisé par une discontinuité sur la dérivée la plus élevée
de la commande ( d’ordre g dans P’équation (111.101)). Ceci permet de diminuer le
phénoméne de broutement (Chattering) caractérisant les modes glissants et dii a des
commutations trop rapides car la commande est obtenue par un nombre ¢ d’intégrations
successives.

Dans le méme ordre d’idées que les modes glissants classiques, nous pouvons généraliser le

concept de commande équivalente introduite par UTKIN, on définit pour la structure variable
genéralisée une commande équivalente calculée en supposant un régime glissant idéal tel que

S=0etS=0

L’équation (1I1.101 ) devient (u=u,,) :.

n..l n
CAWR (1) +6(1), Ugq g5 1) = Y (0 = Y At ~uF e (LL109)
: izl i
car : sign(S)=0 avec S=0
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La commande équivalente u, est solution de I'équation différenticlle de glissement
précédente.

La loi de commande doit satisfaire la condition de glissement :
n n-l
Y hiei [of €0+ Mgy |<O (1I1.110)
i:l 1=l

n n-l
(Zliei}.(C(WR(t) +e(t),u,u,...,u(a>)_y;(t)+§;;\ie,+lJ< 0 (Im.111)
1=1 =

L’inégalité précédente peut également s’écrire :

' n n n-l n
CWg (1) +6(0,1,8,..,u0) Y Lie; <y (0. Y Aiey —(inem]«[ xie.-) (IL112)
i=1 =1 [ 1=l

Peur résoudre I'équation précédente, il est nécessaire de connaitre la fenction :

C C(Wg (1) +e(1),u,1,...,ul™) (IL.113)
Le: modele utilisé ne prenant en général pas compte des dérivées de la commande, ce sera
‘donc par Pidentification que l’on” obtiendra un modéle, linéaire de préférence, faisant
intervenir les dynamiques de la commande.
Dans ce qui suit, on s’intéressera & la synthése de lois de commande & structure variable

généralisée appliquée aux systémes linéaires.

b) LOI DE COMMANDE A STRUCTURE VARIABLE GENERALISEE ( GVS )
D’UN SYSTEME PRESUME LINEAIRE MONOVARIABLE

Soit un modéle présumé lindaire perturbé monovariable issu de I'identification d’un systéme
dynamique de dimension n, ou I’entrée intervient avec ses dérivées et dont la forme générale
est la suivante :

zak.yk—_—ibj.uj+8 (11.114)
k=0 =0 .
Ou g désigne une perturbation telle que gl < K.

Cn associe a ce systéme le couple (GOCF,GCCF) dans I’espace des phases de la sortie sous la
ferme explicite locale :
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[
Xk :Xk_._,_ ,k::l,.‘.,l'.l—l

.-l
*’.‘nz%.[*guk'xk}-l+gbl'u(“+EJ (LLT1S)

Y =X

Le couple (GOCF,GCCF) dans I'espace des phases de 'erreur devient :

rék :ek+l k:l,...,ﬁ—
. 1 n
<en=a .(—Ea xk+,+2bu +E)—y( ) (11116 )

Et en prenant la surface de glissement comme définie dans 84, 'inégalité 99 s’écrit cette fois
sous la forme suivante :

.[—iakxw +ib u +E] Z?Llel <y‘“’(t)-iliei —(2 llem}.(zl,e,J
i1

(1,117 )

La résolution par rapport 4 u fournit un bouclage remplissant les conditions d’évolution en
mode glissant . On obtient une solution discontinue de la forme suivanie :

1 n-1
u)=g—[-an2?nei+n tbu +2akxk+n+any‘“’(t) k. rlgn(S)] (1IL118)
o izl

On k est choisi de fagon appropriée par rapport 4 I’amplitude de la perturbation ¢. Les autres
dérivées de u sont déterminées par intégrations successives , ce qui explique 1’intérét de ce
type de loi de commande du point de vue diminution du broutement.

» PREUVE DE L’EXISTENCE DU REGIME GLISSANT

En remplagant u'” par son expression, le produit S.S de la condition de glissement s’écrit :
P P p P g
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S.S= lee,

.{e +2?u e.,,.)

\ 1=l )
{ n i n_| 1 | 3
= Zliei} ;—\_ }‘Zakxk+1+ib Ut +g -—)’(pfl)(l)‘*“zllicm
\i:l 0 =0 = }
¥ (1] S ) () L O by @ X
= Zliei . ;— ”Edkxk“-{r bju +€|-Yr (t)+2}hiei+‘ +3 Y .Zliei
\ =t _ \ n 1=l y n izl
n ( n-l n
- 1
zszliei} a ""2‘1 xk+l+ib Ut +g —yw)(t)'i'z]lici.n +(2},xiei)'
1= \ n I= ) [

1 n-1
(Z-[—-an;liem gzbu +Zakxk+l+any‘“’(t)-k-sign(S)D (IL119)

Finalement , la derni¢re relation donne par élimination entre les termes et leurs inverses en
tenant compte du fait que a, =1 la relation suivante :

n

$.$= inei.(g_k.Sign(S)) , -
i=1 .

$.8=8.(e-k.Sign(s))

120)

Avec la condition supplémentaire k>|g/,ona S.(g—k.Sign(Ei))<Oet la condition

d’existence du mode de glissement est toujours vérifiée avec la surface linéaire donnée par
(111.93).

» EXEMPLE 2

Considérons le systéme commandé par 'entrée u et sa premiére dérivée, soumis a une
perturbation bornée g et ayant la dynamique de la sortie définie par :

J=utlte ' (1L.121)

.. T L \
En choisissant 'état x = [x, ,xz] tel que x, =y et x, = ¥, on peut associer a ce systeme un
couple (GOCF,GCCF) défini par :

)'(1 :X2
—u4l+g . _ (I11.122)
Yy =X

La trajectoire de référence étant définie par W (1) = [y,,‘,y,{]T : le couple (GOCF,GCCF)

T .
dans I’espace des phases de I’erreur { e = [e, ,cz] ‘avec e, =X, ~Yg,€, = X, —Yg) s’écrit :

82



Chapitre 11 Commande 3 structure variable généralisée
él = e2
€ =u4u4ge-—V¥g (1H.123})
¢ =Y—-Yr

La surface de glissement choisie est définie par :
S(ty=A €, +¢, avec )}, =1 (11.124)

Déterminons dans ces conditions une loi de commande u telle que la condition de glissement
S.8 < 0 soit vérifide :

7 S.8=(hiey +€). (& +u+U+g-Fy) <0 (11.125)
Une solution est : :

U=-,6;, —u+4yy -k .Sign(S) (111.126)
Ou:k>lg.

Cette solution vérifie bien la condition de glissement (S.S < 0) et l]a commande u est solution
de I’équation diftérenticle (111.126).

1642 FORME CANONIQUE DE COMMANDE GENERALISEE
D’UN SYSTEME MULTIVARIABLE NON-LINEAIRE DANS LE MODE
DE POURSUITE [ 6 |,[8],[ 9]

La trajectoire du régime glissant généralisé a été étendue a un systéme non-linéaire
multivariable en ayant recours aux diverses techniques de découplage. :
Nous considérons ici le cas d’un systéme 4 m entrée et m sorties supposées découplées en
poursuite de trajectoire. Les résultats du paragraphe (I11.3.4.1) s’appliquent & chaque sous
systéme de dimension n; d’entrée u; et de sortie y;, la trajectoire de référence correspondante
étunt notée We;.

L’introduction du régime glissant s’effectue par le choix de m surfaces de commutation
purmettant de stabiliser chaque sortie y;. Pour chaque sous systéme , la fonction de glissement
currespondante dans I'espace des phases de 'erreur est :

Si(@)=Y Ajey aveed;>0 ,i=l..m (1I1.127)
Jj=1 !
La sortie y; étant influencée par les entrées et leurs dérivées.

Si les conditions de glissement sont vérifiées, chaque sous systéme évolue en régime glissant
sur son hypersurface. Chaque erreur e; est stabilisée asymptotiquement sur I'origine.
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La commande a structure variable hiérarchisée s’applique aux systémes nonlinéaires
multivariables. Cette approche est une simplification du probléme de la commande par
découplage ramenant le sysiéme multivariable & m systémes monovariables avec une
hiérarchisation des m surfaces de glissement. -

La commande choisie pour le k"™ sous systéme est de la forme :

ut st S (e)>0
ukz{ ) (> (111128 )

uy st S,(e)<0

Dans cette technique , le calcul de la commande uy du k*™ sous systéme suppose que les k-1
premiers sous systémes sont en mode de glissement et la commande u, dépend des signes de
Sk+15-+., Sm . Notons que ’approche décentralisée du second chapitre permet ce découplage.

1117 METHODE DE SYNTHESE DES CORRECTEURS A
STRUCTURE VARIABLE GENERALISEE POUR UN SYSTEME
DECOUPLE DU SECOND ORDRE [3 ],[9 ]

Dans ¢e paragraphe, on présentera un algorithme de commande a structure variable
généralisée qui sera appliqué en expérimentalion aux trois axes d’un robot manipulateur.
On détaillera en premier licu la commande GVS avec modéle de la trajectoire de référence .
En second lieu, on donnera les méthodes de synthése de ces deux correcteurs GVS pour le
systéme étudi€. Enfin , on déterminer la dynamique du systéme & ordre réduit et libre en
régime glissant.

Les axes du bras manipulateur ont été approchés par un modéle mathématique linéaire du
second ordre fourni par identification du systéme multivariable aboutissant 4 trois systémes
découplés. On associe & ces sysiémes commandés par u et sa preniére dérivée ’équation
suivante :

d; +239; +2;,09; = bgu; +b;n, (11129 )
En choisissant I'étal x; = [x,-,,x,—z] tel que x;, =q; et x;; =q;, on peut associer au systéme

un couple (GOCF,GCCF) dans Pespace des phases défini par :

Xip =Xjp
Xz = =8;yX; —8;; X3 + bjyu; + b;,; : (11.130)
q =Xy

Considérons un asservissement pour lequel on veut une loi de cormmande  permettant de
configurer le systéme (111.130) dans la position désirée correspondant A une sortie de
référence qir(t), deux fois différentiable par rapport au temps et une trajectoire de référence

donnée par : Wi (1) = [qir (1), Qm(t)]

Ea raisonnant dans 'espace des phases de I'erreur e;(t) =[e;,,e;,]" ='xi(t)-wiR(t), en
posant €, =X, — Qg € €, = X;5 —4«, le couple devient :
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ey =€
Cip =—8ig€; — ;8 + bjgu; + by -2, ~ 2,4k G (11.131)
€ =9 -qQir

Le systéme bouclé avec la fonction caractéristique du bouclage é,, d’entrée u; , de sortie qi(t)

et de référence qir(t) peut étre considéré comme commandé par une commande u; générée par
ce bouclage.

1HL.7.1 COMMANDE A STRUCTURE VARIABLE GENERALISEE AVEC MODELE
DE LA TRAJECTOIRE DE REFERENCE

Le vecteur d’état.du robot g = [q,q]T est comparé 4 la trajectoire de référence gy = [qR,qR]
comme ¢’est souvent le cas en robotique ou les signaux qg etqy detxmssent une trajectoire de
référence pouvant étre fournie par le régulateur de trajectoire.

Accélération qJir
daxei ——»  Généraleur
Vitesse 'de . dir
Organe de 4
&0 %)mmande : .é‘
irmax : N u; Systéme . -
ﬁim'm O {) 1 ('I y di b
!
i &,
~ Loide €
commutation €
Si(e:) <

Fig IT1.1 :Schéma de principe de la commande 2 structure variable génsralisée
pour un systéme du second ordre en mode poursuite de trajectoire (Aprés découplage )

Dans la suite de ce chapitre , on utilisera le principe de la commande a structure variable
genéralisée avec un générateur de trajectoire selon la figure I1L.1 pour le pilotage des trois
aves du robot manipulateur , chacun actionné par un moteur & courant continu.
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I11.7.2 SYNTHESE DE LA LOI DE COMMANDE A STRUCTURE
VARIABLE GENERALISEE [3,[ 6 |,[ 9]

"~ Dans ce‘paragraphe, on présente deux méthodes différentes pour la synthése d'un correcteur

GVS en mode poursuite de trajectoire,
qi 'i'aICIi +aOQi"Ei :boui +b]u] (111.132)
Q1 ¢g; est une perturbation bornée représentant dans notre cas le terme d’interconnexion.

Considérons, comme I’a proposée FLIESS, une surface de glissement définie dans I’espace
des phases de 1’erreur par la fonction suivante assurant la stabilité :

La dérivée de la fonction de glissement peut s'écrire
$,(t) =&, + A6, | (1IL134)

Le probleme est de déterminer une loi de commande u(t) pour amener le plus vite possible le

T . .
vecteur d’état de lerreur ¢;(1) = [e“,e,-z] sur une variéié¢ de commutation S(t)=0 et de I'y
maintenir jusqu’a I’état désiré avec un minimum de broutement.

La fonction de ghissement ( II1.133 ) peut étre introduite dans I’équation d’un bouclage
lin€arisant . Elle est solution de I’équation différentielle suivante :

ds, ,
LS =~ 2 Sign(S) | (1IL135)

En remplagént les expressions ( 111.133 ) et ( [11.134 ) dans I’équation précédente, on obtient :
€ +AnCi + i a8y +ei) = —piQ; -Sign(S;) (1L136)

Ce qui implique : |
€ip = _xileﬂ —piLAuei +ei +Q;-sign(§;)] - (11L.137)

De I’équation précédente et de I’expression du bouclage linéaire( I1I1.131) on déduit le
bouclage linéarisant & structure variable généralisée :

h;:“i +byu; = (ag —ph)de, FCTR ~ W€z +ai0qin +ai|fiik +4ix — i -Sign(S;) —¢,
....(111.138)

La résolution de cette dernicre équation par rapport a la dérivée de la commande fournit le
bouclage discontinu :
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1 ) . .
U =b_°"'[_bi0ui + (a5 —Elilu)eil +(a; — Ay — e +2;0%ir +23dr +dir
il

~ i, Sign(S;) —g;] (IL139)

La commande u est déterminée par intégration de I’équation précédente. Le coefficient ) de
la surface de glissement , les paramétres pi et Qi sont déterminés selon,les performances au
systeme dynamique bouclé.

L’équation différentielle en u représente ’équation du correcteur GVS a régime
glissant de la premiére forme de synthése puisque les commutations s’effectuent sur la dérivée
de la commande, ce qui montre 'intérét de ce type de loi de commande du point de vue
reéduction du broutement. La commande u(t) est dite commande dynamique parce qu’elle est
solution de Péquation différentielle ( 111.151 ). La condition de glissement est toujours vérifiée
¢t on peut en effet établir

88 =8 [~ uiSi — Qi Sign(S)| = i S ~ i [Si| (111.140 )

Nous résumons dans le tableau I11.1 la démarche 4 suivre pour la synthése d’un correcteur de
type GVS en mode poursuite de trajectoire dans le cas de la premiére méthode,

Dynamique de la sortie du systéme 3 4; +a,4; +a,¢; =bju; +b;,0,

commander
Surface de glissement considérée Si=Auen+ep =0 ¢, =9, -qQp.¢, =4,
Dérivée de la commande | Gi= b+ @ —pikides
Discontinue ! :
(ou fonction de bouclage ) @0 —Ra ~ e + 800 +2udi
+ 4 — i€ -Sign(S))
Commande réelie u; est calculée par intégration de G,

Tableau 111 : Synthése du correcteur GVS par la premiére méthode avec systéme du 2™
ordre présumé linéaire en mode poursuite de trajectoire

> REMARQUE

¢ Letableau IIl.1 concerne les deux modes de fonctionnement . En mode régulation ,

Qi =Qy €t Qy =4k = 0.En mode poursuite, les trajectoires de références sont fournies par
le générateur de trajectoire .

¢ La surface de glissement proposée est linéaire. Dans la partie consacrée a application de
la commande GVS, on adoptera la méme procédure avec cetie surfuce ainsi que la surface
non-linéaire étudiée au se(,ond chapitre dont la stabilité a été¢ démontrée.
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IIL8 IDENTIFICATION DU BRAS MANIPULATEUR

IIL8.1 RAPPEL SUR LES METHODES D’IDENTIFICATION
PARAMETRIQUE [ 8, 3]

L’identification paramétrique consiste & fixer une structure & priori et a ajuster les
coefficients du modele par estimation a partir des mesures entrées-sorties observées du
systéme soumis d une expérimentation ou du systéme simulé avec un modéle complexe
proche du cas réel.

1iL.8.1.1 PRINCIPE D’IDENTIFICATION PARAMETRIQUE

Le principe de la méthode est de soumettre le modéle aux mémes entrées que le
systeme et de réaliser un réglage des paramétres en minimisant un critére de performance

donné. |
»cgpm
e(t) .
—T—W{ Systéme
e®

/ t
I .
——p| Modéle

/ Ajustement des paramétres
Critére d"ajustement

Fig I11.2 : Schéma de principre de I'identification pararnétrique

e

Les méthodes d’identification fournissent des modéles paramétriques discrets a partir des
mesures entrées-sorties échantillonnées aux mémes instants. La détermination des paramétres
du modele est basée sur la méthode des moindres carrés en considérant ’errevr comme bruit
de mesure entre la sortie réelle et la sortie prédite.

11.8.1.2 STRUCTURE DU MODELE D’IDENTIFICATION -

Li configuration générale d’entrée sortie peut étre représentée par le schéma suivant :

l P(t)

) Y(1)
919_-; Systétme |— -y

Fig 1113 : Représentation du systéme

Avec :
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U : Entrée du systéme .
Y : Sortie du systéme . :
P : Perturbation sur le systéme.

En supposant que le systéme est linéaire, on peut Pécrire sous la forme suivante :

Y(t) = G(zHHU(t) + P(1)

o (111141
Y(1) = 3 G(k)U(t—k) + P(t) )
k=l

La perturbation P(t) peut étre modélisée comme un bruit blanc passant a travers un filtre
linéaire :

P(t) = H(z " )e(t) (IL.142)
Ou e(t) est un bruit blanc centré et de variance ),

En remplagant P(t) par cette derniére expression, on obtient :

Y(t) = Gz " )U(t) + H(z " Ye(t)

11.143
—e(t)=H(z" )[Y(t) —G(z" )U(t)] ( )

Ainsi Perreur est fonction de G et de H pour Y et U donnés. Cette erreur de prédiction
rgprésente un critére de performance pour I’identification.

La structure paramétrique utilisée pour I'identification de notre systéine est le processus ARX
multivariable qui sera présenté ultérieurement.

¢ CRITERE D’AJUSTEMENT

Le critére le plus utilisé est celui de la détermination des estimées de G et H en minimisant je
critére quadratigue suivant

N
W)=Y e S (lIL144)
(8]

Ou e(t) est erreur de prédiction.
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H1.8.2 IDENTIFICATION PAR UN PROCESSUS ARX
MULTIVARIABLE

L’application de la commande GVS nécessite la connaissance de la dynamique de

I’entrée , ou encore des constantes de temps des actionneurs au niveau de chacune des trois
articulations du bras manipulateur.

faite par I’identification paramétrique .

L’identification sera effectuce pour notre systtme multivariable interconnecté aprés avoir
€tabli un fichier d’entrées-sorties obtenu en appliquant des séquences binaires pseudo-

aléatoires (SBPA) a Pentrée du systeme et en recueillant Pensemble des entrées et sorties
dans un fichier, :

- Le modeéle choisi est le processus ARX multivariable, La raison de ce choix est que
Pobjectif de I'identification n’est pas le filtrage d’un bruit mais plutdt la détermination du

modéle multivariable présume lindaire permettant de remplacer le systéme non-linéaire pour
la synthése de Ia loi de commande GVS. '

HI.8.2.1 PROCESSUS ARX MULTIVARIABLE
Le modéle ARX multivariable sc présente sous la forme de Iéquation matricielle suivante :
Az )y(t) = Bz yu(t) + e(t) (111.145)

O A(z ') est une matrice de dimension ny xny que Pon peut écrire sous la forme de
I’équation polynomiale suivante :

A(z™") = Loy + Az +Az 7 4 A

a2 X (111,146 )
Ou Aj,...,Apumax sONE des matrices de dimension ny x ny.
Chaque élément de la matrice A $’éerit
na, . .
Az =§y +A 2" oAy KR . (11.147)
Ou §,; est le symbole de Kronecker tel que :
o, k=i 1i.148
%=1y gk # ] (1.148)
La matrice A s’écrit
A=l ALALLLA L (111.149)
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Chapitre 111 : Commande a strrcture variable généralisée

n, est en réalité une matrice de dimension nyyny et na
appartenant a na.

max €St le plus grand élément

Par ailleurs, on a la matrice B de dimension ny x n, qui est donnée par :
B(z') =By +B,z7 +. 4By a2 "™ (111.150 )

Od By,...,Bumax sont des matrices de dimension ny x n, la matrice B.
Les élément de Ja matrice B sont donnés par :

byg(z™) = bljg "M p..pbjmang i (LL151)
La matrice B est donnée sous la forme :
B=[B,,B,,...B} ] , (111.152)

nb et nk sont des matrices de dimension ny y ny.

111.8.2.2 RESULTATS DE L’IDENTIFICATION AVEC LE PROCESSUS
ARX MULTIVARIABLE

Le bras manipulateur étudi€ est un systéme multivariable a trois entrées et trois sorties.
L’identification est effectu¢e aprés avoir établi un fichier d’entrées-sorties(les entrées
injectées au systéme sont trois SBPA).

L’objectif de !’identification paramétrique est la détermination d’un modéle multivanable
présumé linéaire permettant de modéliser le systeme.

Dans notre cas na , nb et nk sont des matrices de dimension 3 x 3.
A et B sont données par:

CA={lysALA,

) III.153
B =[0,4,B,,B,] (1IL153)

Le modéle utilisé pour identifier notre systéme doit faire apparaitre des termes
d’interconnexion, celui-ci est donné par :

. 3
Yi(t+2) = ~a;y;(t+ 1) —a,y;(t)+byu (t+1) + bjpu (t) +2(bjluj(t+l)+ bjﬂuj(t))

4=

Jgi

(1L.154)

3
Cu Z(bi,uj(t +1)+ bwuj(t)) est le terme d’interconnexion au niveau de ’axe i.
#
De plus , nous avons :
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2 00
¢ n,=(0 2 Of: car le modele présumé linéaire est supposé d’ordre 2 et les termes

d’interconnexion ne dépendent que des commandes uj ,j# i et non des y;, j#1 car d’aprés
(I11.184), seule y; intervient dans 1’équation de 'axe i du bras manipulateur afin de
pouvoir passer de la transformation en z (cas discret) a la transformation de Laplace {(cas

continu.
111
¢ ny,=|1 1 1]:Car lesentréesde commandes doivent agir avec ’ordre 1 pour pouvoir
111
appliquer la commande GVS .

u(t) discret & u(t) continu
u(t 4+ 1) discret 3 u(t) continu

1 2 2
¢ nk={2 | 2] :cette matrice des délais est celle qui a donné les meilleurs résultats pour
21

2
lz2 validation.
Les résultats de I'identification avec le processus ARX Multivariable et une période
d’échantillonnage de 0.05s (prise en considérant le théoreme de Shannon ) donnent les
résultats suivants :

ul uz u3
| Yy 002706S407178 | ¥  003692S-05929 .
Ylril—= =
BTS2 L 15325-04906] 2 SP 41532504906
Y, —0@RHS30347 | Y, (00994 S-0088
y2 2 2_ 0
U @ilensiama | Y SP416R254004
Y, 04284 S-6637 | Y, —003831S— 1082
y3 —— 0 T = 2
Tl 82 418478205739 U3 g2 L 1847505739

Tableau II1.2 : Résultats de I’identification avec le processus ARX multivariable

On remarque dans le tableau ci-dessus que pour chaque axe on aura un seul terme
d’interconnexion, 'autre étant nul. Ceci est dii au fait que la matrice B obtenue par
identification n’est jamais pleine et les zéros de cette matrice donnent des zéros dans certaines
fonctions de transfert.
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On observe également que pour chaque sortie, les fonctions de transfert ont toute le méme
dénominateur et c’est dil en partie 4 la structure du processus ARX Multivariable de Matlab
et en partie au fait que seule la sortie i agit au niveau de axe i.

Les résultats précédents sont validés avec le critére de Ierreur de prédiction finale d’AKAIKE
(Akake’s final prediction error ), on a FPE =1.3741.10°,

Nous pouvons désormais écrire le systéme présumé linéaire sous forme d’équations d’état :

¥1 ==1532y, + 04906y, +0.027060, +0.7178u, +0.036921, — 0.5929u,

7, =-1632y, — 002244y, — 0021101, + 03347y, +0.0029940, + 0.08098u,  (IIL155)
73 = —1847y; + 05739y, + 042840, ~ 6.637u, 0038310, — L082u,

Ce dernier systéme o les commandes interviennent avec leurs dérivées et ol les termes
d’interconnexion ne sont pas négligeables sera utilisé pour la synthése de la commande GVS.

11L9 APPLICATION DE LA COMMANDE GVS
111.9.1 SYNTHESE A PARTIR DU MODELE PRESUME LINEAIRE

Le modele présumé linéaire obtenu par identification du systéme est donné par :
Yi=-any~aie¥s + byl +byguy + by, +byygu,

Y2 = ~831¥2 =832 + D203 + bygeUy + byl + byen, (L1156 )
Y3 =~23Y3 —830¥3 + byz U3 4+ bygouy + by + b3y

Ou les ajj et les by ont €€ calculés par le processus ARX. Leurs valeurs numériques sont
obtenues par identification entre les systemes d’équations (111.156) et (111.155).

. . . . Yi
On observe également que les fonctions de transferts entre entrées et sorties Jocales -J'— ne
i
présentent pas de déphasage non minimal du fait que les zéros de ces transferts sont dans le
demi plan gauche et car les autres transferts sont considérés comme des perturbations dans
notre approche décentralisée.

On peut désormais appliquer les deux approches de commande GVS en considérant ce

modéle présumé linéaire. La commande , une fois synthétisée sera appliquée aux systémes
linéaire et non-lindaire afin de pouvoir conclure concernant Ja robustesse de la commande.
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111.9.1.1 SURFACE DE GLISSEMENT LINEAIRE

La surface de glissement linéaire proposée est de type ( P.D ) présent€ dans ce dernier
chapitre et trés couramment utilisée en commande GVS. Cette derniére se présente sous la
forme suivanie :

Le modéle présumé linéaire peut s’écrire sous forme de commande généralisée , en tenant
compte du fait que x;;=q; est un €lément primitif différentiel comme suit :

X =X
ST . (LL158)
Xip =—~8;)X;3 ~8;X;1 + D U + bl +4;

ol Xj =q;, X =4;-

O le terme d’interconnexion d; issu de I’identification est donné par :

3
J=

J#i

et le erreurs ¢; données par :

€ =€ =X — Xy =X —Xjy (111160 )
€2 =€ =X; =Xy =Xj =Xy
Et les surface S; peuvent s’écrire :

Cette dernieére surface doit vérifier la condition d’attractivité (cu d’existence du régime
glissant)qui est la suivante :

S, = —u;S; —k;sign(s;) (111.162)
Cette derniére relation peut s’écrire :
€ +AiC2 =—pi(en +A€) —ksign(S;) (111.163)
La commande synthétisée doit par voie de conséquence vérifier la condition suivante :

b +biu; = (2, — A —Uideiz + (B — ALy +2; X, +8,0Xg
~dif —ksignS)  i=123 (IIL164 )

Ou d;* est un terme utilisé afin de compenser la perturbation d; donné par :
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d;t :[d? ;dF)+(d? ;di—).sign(si) (111.165)

Ou d} et d; sont les valeur maximales et minimales des interactions issues de I'identitication

et intervenant au niveau de axe i.( obtenues en simulant ces interactions ).

La commande appliquée au systéme sera donc décentralisée puisque fonction uniquement de
variables locales ( 1™ articulation ) et devra donc étre solution de I'équation différentielle
(1I1.164 ) , que I’on peut réécrire sous la forme suivante :

. 1 : :
Y=g (—- bjeu;(a; —Ai —pidein +(ai —hipidei + 85K + %59 —di* "‘keSIEn(Si))
ill
i=123 (11.166)

111.9.1.2 SURFACE DE GLISSEMENT NON-LINEAIRE

L’expression de la surface de glisscmeht non-linéaire est celle qui a éié utilisée dans le
second chapitre et dont la stabilité a é1é démontrée. Cette surface est de type PID avec un
terme non-linéaire passant dans les premier et troisiéime quadrant .Son expression est la
suivante :

Si=¢& +Ai€i +A, tanh(l:_iei}kﬂij;ci(’c)d’t i=123 (11L.167)

Notons que P’on considére toujours le systéme ( 111158 ).

Pour garder la méme notation que précédemment, et en raisonnant dans I’espace de Verreur,
on prend :

En dérivant I’expression précédente, on a :

S, =€, + A€ +éé[5—"[1_ lanh2(jé—*e“))ei2 +nien =123 (111168 )

Cette surface de glissement doit vérifier la condition d’existence du mode de glissement
(condition d’attractivité) qui est donnée par 1’équation ( 111.162 ). Cette derniére condition
g'éerit : :

€2 +Ai€n +A_f_i[1 — tanh? (%‘%D‘% +Mi€u.
' ' (111.169)

= 'l—li(eiz +Ai€i +A; wﬂh'(%i'cn]%-ﬂjﬂei('t)d’tJ* kisign(S;)  i=123
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Aprés simplifications , cette derniére équation permet de déterminer le systéme d’équations
ditférentielles dont les commandes doivent étre solutions comme suit :

by +bjiou; =a; x5, +axy +4d;t +d,

-l:?u + Hi +‘A£3—i[1—taﬂhz [B—ieun]em -[1]i +].L.'7\.i]ei| — Wil tanh(%:euj

i E;

—pan flen (Dt —k;sign(s;) (IL170)

Ou d;*est donn€ par 'équation (IIL165 ) et e, =¢; =x; -X,4 €t e, =&, =X, —X;,.
Ainsi, la commande u; synthétisée doit étre solution de I’équation diftsrenticlle ( 111.170 ).

I11.9.2 SYNTHESE A PARTIR DU MODELE NON-LINEAIRE

Le modéle non-linéaire utilisé pour la synthése de la commande GVS est le modéle
dynamique décentralisé, déja utilisé pour la synthése de la commande a structure variable non
geénéralisée dans le second chapitre

Ce modele est donné par I’équation suivante ol i=1,2,3 :

m;; ()6 () + 53 (4:4)8:(8) + ki (4,99 (1) + (0,6, @) = v (1) +v; (1) + Ky (1) (IL171)

Ou m;(q),b;(q.4).k;;(q,9) et d;(q,4.4) sont donnés par les équations du second chapitre et
Up est un couple de perturbation que I'on ne considérera que pour I’essai avec un choc
permettant de tester la robustesse du systéme.

Le terme d; est le terme d’interconnexion agissant sur I'axe i considéré comme une
perturbation dans ’approche décentralisée.

Nous avons l'avanlage que notre sysiéme soit directement donné sous forme
d’équations entrées sorties car les variables d’état sont les sorties du systéme, ce qui nous
évite I'étape parfois délicate de I’élimination des états dans les équations dynamiques.

L équation ( 111.171 ) peut s’écrire sous forme de commande généralisée, en prenant comme
¢iements primitifs les variables d’état ou sorties du systéme x;=q;, comme suit :

i = Xi2
1

m; (x;,)

Kip = (— b (X, x5 )% = ki (s X2 )% —di (X5, X2, X ) + Upi + U +kmiﬁi)

(111.172)
Ot mi(xi1) 0, et :
X)=9q; e X; =4q;,lacommande u; représentant ici le couple appliqué .
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¢ INFLUENCE DES CONSTANTES DE TEMPS MECANIQUES

: On a remarqué en simulant les réponses pour diverses constanies de temps
mécaniques que dans une plage atlant de 1 4-10 ms ( Voir Fig 111.5),que ce paramétre avait la -
méme influence et qu'un léger phénomeéne de broutement a lieu lorsqu’on dépasse les S0ms ,
or la majorité des robots manipulateurs de puissance équivalente ont une constante de temps
dans ce domaine, ¢e qui nous a amené a considérer des constantes de temps mécanigues de
Kmi= 5ms.

Comme pour le cas de la synthé:se en linéaire, on utilisera deux types de surfaces de
glissement.

111.9.2.1 SURFACE DE GLISSEMNT LINEAIRE

En notant e; —e, =x;;, —X;y €t €, =€ =X, —X; , la surface de glissement a pour
équation :

En dérivant 1’équation précédente, on obtient :
S, =M€y +€0 (1L.174)

La surface de glissement doit cette fois &tre solution de 'inégalité ,ou équation d’attractivité
suivante :

S8, <0 (11.175)

Dans le second chapitre, et plus précisément dans la partie consacrée 3 la commande
décentralisée, il a été démontré que la commande de I’axe d’indice i devait étre en fonction
des variables locales et trajectoires désirées. Cette approche reste valable dans le cas présent
en considérant que les commandes locales interviennent avec leurs dérivées muliiphiées par
les constantes de temps mécaniques comme suit :

2 A 1 _
U+ K0 = 3 PE OGS O+ Y0800 0+ (1176 )
. i=0

1=0

Adnsi, la commande synthétisée devra étre solution de I’équation difiérentielle précédente qui
peut également s’écrire :

] C2 . ! )
=7 [- U+ ) WE MG (0 + ) o (Vg (1) +ﬁ.} (11.177)
=0

mi -=0
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Ou Wi, @f;, et yf; sont données par les équations du second chapitre ( 11.50 ), mais avec un
choix différent des paramétres des régulateurs puisque le changement apporié par la prise en
compte des constantes de temps mécaniques I'impose. ‘

La surface linéaire donnée par (III.173) sera utilisée dans les expressions des fonctions
¥ ofs et yi;.

Ce choix des paramétres du régulateur est donné par le tableau ci-dessous :

Paramétres des Liaison 1 Liaison2 Liaison3
régulateurs

\P?B 54 23 18.5

Yio ~ -54 -83 -18.5
\yﬁ 16 25 5
Wi -1 -5 2
W‘fz 3 5 2
iz -0.05 -2 1.2
oh 54 55 18.5
io .54 .55 -18.5
of -1 -5 -2
il 17 25 -5
v! 0.7 16 10
Ti -0.7 -16 -10

Tableau 111.3 : Paramétres du régulateur GV'S avec approche décentralisée

111.9.2.2 SURFACE DE GLISSEMENT NON-LINEAIRE

La surface de glissement non-linéaire est donnée par I’équation ( 111.167 ) que I’on rappelle ci
dessous : '

Si =& +Ai¢i +A; mnh(g__ici]-i-ﬂij;ei(f)d’r 1=123 (HL178)

On observe que la surface lindaire présentée précédemment n’est qu’un cas particulier de cette
derniére expression ou les facteurs des termes non-linéaire et intégral sont nuls.

Et en considérant toujours e cas d’une commande décentralisée et la condition d’existence du
mode de glissement ([1L.175 ), on awra pour i=1,2,3 :
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. 2 » 1 , '
u kit = ) W06 O + Y Oh;0a O+ydu ( 1L179)
J:O j:o
Cette derniére équation pouvant également s’écrire :

1 2 ) 1 _
=7 (—u;+ wﬁm(t)qﬁs’(t)+2¢-£u,-(t)q§“(t)-wﬁuJ (IIL.180)
i j=0 j=0

mi

Les variables gy, ®fy;, et y%.; auront les mémes expressions que Wit , @f;, et yf; données

par I’équation ( II.50 ),mais en remplagant cette fois les surfaces de glissement par la forme
non-linéaire donnée en ( I11.178 ).

La commande synthétisée doit donc €tre solution de cette derniére équation différentielle .

¢ Les commandes ainsi synthétisées dans les 4 cas considérés seront appliquées au systéme
non-linéaire. La commande est  chaque fois solution d’une équation différentielle et c’est
Ieffet d’intégration de celle-ci qui permet I’élimination du chattering en passant de la dérivée
de la commande 4 sa valeur réelle. Le modéle non-linéaire considéré est le modéle dynamique
décentralisé . ’

Ky=30, K;=70 , K3=50

Synthese a partir du systéme A=15, A2=35 ,55=15
présumé linéaire : pi=10, 12=35, =10
Surtace de type PD 7=0 , A=0
Ki=50, Ky=90 , K5=100
Synthése a partir du systéme =15, Ae=35,15=25
présumé linéaire Ww=10, 12=35, 43=10
Surface de type non linéaire n=10, A=C.1
‘ AM=15, Aa=35,46=15
Synthése a partir du systéme wi=l, =1, =t
non-linéaire 1=0,A=0
Surface de type PD i=1,2,3
M=13, Aa=35 As=15
Synthése a partir du systéme M1=60 , 72760 , 733=100
non-linéaire W=l =t =1
Surface de type PID A=0, §i=2 , £=0.1
' i=1,2.3
M=15, A2=35,)5=15
Synthése & partir du systéme "]':60 =60 , =100
non-linéaire =l , =1, ys=}
Surface de type non-linéaire A=, B=2, e=0.1
=1,2.3

Paramétres de synthése par les différentes méthades
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111.10 RESULTATS DES SIMULATIONS

En observant les simulations effectuées avec les différentes méthodes de synthése, en
linéaire puis en non-linéaire avec les deux types de surface de glissement , on peut dire que le
chattering est trés fortement atténué et qu’il disparait complétement lorsque la commande est
synthétisée en non-lindaire,

On note en comparant 'utilisation des deux types de surfaces que pour la surface de
glissement de type PD , bien que la stabilité soit assurée par la théorie, on observe que cette
surface n’assure pas la convergence de I’erreur vers I’origine. C’est par contre le cas pour la
seconde surface considérée de type PID avec et sans terme non-linéaire.

En conséquence, on peut affirmer en comparant les résullats de la commande GVS
avec ceux de la commande & structure variable non généralisée que la premiére méthode
permet I’élimination du broutement , soit en tenunt compte de la dynamique des actionneurs
comme dans le cas de la synthése en non-linéaire , soit en identifiant le robot sous forme d’un
systéme multivariable présumé linéaire ol les commandes interviennent avec leurs dérivées.

On arrive ainsi sans avoir recours aux fonctions d’améliorations habituellement
utilisées (fonction smooth, fonction sat & un seuil ou 4 deux seuils) a éliminer le chattering en
assurant la convergence de ’erreur vers |’origine et sa limitation en régime transitoire,

Afin de comparer les performances des différentes commandes appliquées ( synthése
er linéaire et en non-lin¢aire avec les surfaces considérées en termes de précision el d’avoir
une idée plus précise de ’erreur en régime permanent, on considérera le critére quadratique
sur 'erreur de position dans I'espace d’état dans I’espace des ccordonnées généralisées
caractérisant I'erreur de position du bras manipulateur avec ses trois articulutions dans
I’espace tridimensionnel. Ce critére est donné par :

4

PR 1
=ﬁ—22"q"f(ti):-ﬁ efl(ti) (11.181)

i=l J:l ::i
Ou:
N : Nombre d’itérations.

t;: instant correspondant 3 la iéme itération.
n : nombre de degrés de liberté.

En plus de ce dernier critére, il convient également de considérer un zutre similaire au niveau
de chaque articulation car pour cértains essais comme celui effectué avec rupture de la
seconde commande, bien que erreur dans ’espace des coordonnées généralisées et sur la
stconde articulation soit grande, les erreurs des deux autres articulations resient dans un
domaine admissible et il serait donc intéressant d’avoir une idée précise de cette observation,

Cys critéres au niveau de chaque articulation sont sous la forme :

H

N
C, =~--2 () = Zefl(tj) i=123 (01.182)
|=l
Les critéres présentés ci-dessous sont illustrés par le tableau suivant :
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Chapitre 111 Commande & structure variable généralisée

Critéres de Perreur C Cy C; Cs

A vide 9.0516 107 | 1.0637 107 | 1.8562 10 | 6.1317 107
Synthése en Avec Charge | 1.5266 107 | 1.2289 107 | 1.8600 107 | 1.2177 10°
non-linéaire

Surface Non- Avec Choc | 9.1480 107 | 1.0705 107 [ 1.3555 107 | 6.2221 107

Lincaire Rupture dew, | 617.1061 | 1.7244 10% | 617.1057 |3.1533 107

A vide 2.6673 10° | 5.4113 107 { 5.9805 10” | 1.5281 10™

Synthése en

Avec Charge | 4.6669 107 | 5.9136 10” | 6.5455 10° [ 3.4110 10™
non-linéaire

Avec Choc | 2.7035 107 | 5.4785 107 | 5.9172 10° | 1.5639 107

Surface PID ™ Rupture dew, | 663.8988 | 8.5773 107 | 663.8979 | 8.2653 10°
Synthése en A vide 54732107 | 1.1096 107 | 9.6233 107 | 4.4 107
“““'S";;:;Z ¢ Avec Charge | 6.4670 107 | 1.2996 107 [ 8.3708 10% | 5.5 107

Bouclage Avec Choc | 5.3762 107 | 1.0987 10% | 9.6639 107 | 4.3 107
Linéaire Rupture deu; | 667.3288 |2.0044 107 | 667.3180 | 1.06 10~
Synthése en Linéaire A vide 6.5828 10° | 2.5588 107 | 6.0430 107 | 3.963610"
Surface Non- - 4 . 4
Linéaire Avec Charge | 6.9611 107 [ 2.4410 107 [ 2.7198 10 | 4.49 10
Synthése en Linéaire A vide 0.1871 [2.077410% | 0.1858 10~
Surface : Bouclage i 3
Linéaire Avec Charge 0.1958 | 3.1654 10 0.1941 1.3 10

Tableau 111.4 : Comparaison des erreurs de position avec les diftérentes
approches de commande

Ce dernier tableau récapitulatif donnant ’erreur de poursuite avec synthése de commande en
linéaire et en non-linéaire permet de dégager les observations suivantes ;

«  L’erreur de position obienue pour un régulateur synthétisé a partir du systéme non-linéaire
est inférieure & celle obtenue avec un régulateur synthétisé a partir du systéme linéaire.

= Pour une méme méthode de synthese, Perreur de position en poursuite a vide est toujours
inférieure aux erreurs avec un choc qui elle méme est plus faible que ¢elle qui intervient dans
le ~as de I’application d’une charge et de la décharge. L’essai avec rupture de la commande u,
esi celui qui provoque la plus grande erreur (dans Pespace des coordoanées généralisées) bien
gu€ la précision au niveau des premiére et troisiéme articulation soit satisfaisante,

* Toujours pour la méme méthode de synthése la surface de glissemint PID avec terme non
Linédaire (de type Tanh) assure une meilleure poursuite que la surface PID sans terme non-
linéaire ,ce qui monire bien: 'intérét de la prise en compte de ce terme pour une meilleure
piécision. _

Ces deux derniéres surfaces assurent I'annulation de Ierreur en régime permanent , d’ou
Iintérét de Pintégrateur sans lequel cette derniére ne converge pas 1oreément vers 1origine
comme ¢’est le cas concernant la surface de type bouclage linéaire ((ou P.D) n’assurant que la
stabilité de Perreur et de la surface.
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Clapitre 111 Commande a structure variable pénéralisée

» Poursuite avec effet de la charge (et décharge a =0.75s);

La charge my = 5Kg est appliquée initialement avec décharge a4 t=0.75s (intervenant ainsi
pendant le régime transitoire ).

Bien que Perreur soit supérieure 3 celle de essai 4 vide, surtout au démarrage (régime
transitoire ), cette derniére revient & l'origine et les commandes rastent dans le domaine
admissible.

e Poursuite avec un chocat=0.75s:

Le choc considéré est en réalité un couple de perturbation uy,; appliqué au niveau des

trois articulation 4 la fois. La perturbation up; est une impuision de Dirac( Et plus exactement
un approximation de celle-ci sous forme de créneau) appliquée au voisinage de !’instant
t={().75s appartenant au régime transitoire),
Ce choc n’a d’effet sur la dynamique de Perreur qu’au voisinage de I’instant de son
application (1=0.75s), et la variation soudaine qu’il cause (sous forme d’un léger pic) au
niveau des commandes, erreur et surface de glissement reste dans le domaine admissible ne
causant ainsi aucun disfonctionnement ni sollicitation trop forte de la commande.

= Poursuite avec rupture de la commande u; a t=0,75s :

Cette poursuite avec rupture de commande u; 4 I'instant t=0.75s appartenant au régime
transitoire montre bien I'intérét de I’application d’une commande décentralisée. En effet seule
Perreur de la seconde articulation diverge. Les erreurs au niveau des deux autre articulations
restent en effet dans un domaine admissible et P'effet de la rupture de commande uy est trés
faible. Les deux autres comnandes , quant 2 elles , restent dans un dormaine admissible .

¢ Ces derniéres observations montrent bien que I’application de la commande généralisée
donne des résultats trés satisfaisants du point de vue poursuite et robustesse et surtout
atténuation du Chattering. De plus, cette stratégie de commande nécessite moins de moyens a
mettre en ceuvre que pour une commande a structure variable non généralisée puisque les
fonctions d’améliorations (réalisées par des filtres ) ne sont plus utilisées, la dynamique des
actionneurs les remplagant pour ce filtrage .

C’est donc pour des raisons économiques, de performances en termes de précision , de
rapidité, de rejet de perturbation et de robustesse que cette technique de commande présente
un intérét certain, surtout en considérant la surface de glissement non-linéaire avec une
commande décentralisée.

On peut €galement noter que la méthode de synthése en non-lindaire assure une
meilleure élimination du phénoméne de broutement que la méthode de synthése 4 partir du
systéme lingaire et cela est en partic dd a I'éloignement du point dz fonctionnement ( pris
autours de l'origine avec des entrées de type SBPA). Néanmoins , le broutement reste assez
fuible pour le systéme linéaire et ceci est dit & la nature de la commande par les modes
giissants généralisés qui permet avec un bon choix des constantes de compenser en quelques
swites I'€loignement par rapport au point de fonctionnement.
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Chapitre 11 Commande 3 structure variable généralisée

111.11 CONCLUSIONS

1D’aprés les résultats des sirnulations et leur interprétation , il ressort ies conclusions majeures
sulvantes

Concernant {a précision , les résultats des simulations montrent bien la précision et ia
robustesse auxquelles on arrive en ayant recours a la commande a structure variable
généralisée. En effet les critéres de I’erreur de position en coordonnées généralisées comme
en coordonnées locales montrent que la précision est trés satisfaisante .

Concernant P'influence de Ia surface de glissement, avec une surface du type bouclage
linéaire ( PD), I'erreur est assez faible mais celle-ci, en régime permanent, demeure non nulle
et non négligeable. L’effet de I'intégration se manifeste par Pannulation de erreur en régime
permanent. Le terme non-linéaire permet d’atteindre une plus grande précision avec une
meilieure robustesse,

Concernant la robustesse, pour toutes les surtaces utilisées, la commande est robuste vis-a-
vis d’une charge (perturbation my),d’un choc(couple de perturbation égal a une impulsion) et
méme d’une rupture de la commande ; I’erreur, sur les varlablm non locales, demeure dans
tous les cas dans une proportion admissible. :

Concernant Peffet de la décentralisation , I’essai avec rupture de la commande u, montre
I"intérét d’avoir considéré une approche décentralisée car la précision au niveau des premiére
et troisiéme articulations reste trés satisfaisante.

Concernant Pélimination ou I'atténuation du broutement , on est ainsi arrivé A mettre en
évidence Peffet d’intégration au niveau de la loi de commande apporté a la fois en considérant
un modéle présumé linéaire avec des entrées du premier ordre mais aussi en tenant comple
des constantes de temps mécaniques des différents moteurs qui ont une influence certaine du
point de vue de I’élimination du phénoméne de broutement « Chattering » .11 suflit en effet de
comparer ces résultats avec ceux du chapitre II pour observer Peffet de la commande
geéneralisée sur ce dernier phénomeéne.

On peut également noter que la synthése de la commande en non-linéaire donne des
résultats meilleurs que la synithése & partir du modele présumé linéaire issu de I’identification
paramétrique du sysiéme du point de’vue de I’élimination du broutement comme en ce qui
concerne la précision ( pour le méme type de surface de glissement ).
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Chapitre I - Lommande a structure variable généralisée

En matiére de consommation d’¢nergie enfin, la sollicitation des actionneurs reste dans un
domaine admissible pour la cas ol la commande est synthétisée en non-linéaire (la
commande ne dépassant jamais 30N.m) .Pour le cas de la synthése en linéaire , la commande
est beaucoup plus fortement sollicitée avec des couples atteignant 500N.m ; et bien que cette
valeur ne dépasse pas la valeur maximale que peuvent supporter les actionneurs ( en effet un
travail expérimental mené sur le robot Puma 560 dans Particle [ 18 ] montre que les couples
pouvant éure mis en jeu dans la commande peuvent &tre de ordre de 1000 N.m méme avec
un phénomene d’oscillations & haute fréquence ), on préfere toujours les solutions nécessitant
1a plus faible consommation possible car ce critére est I'un des plus importants en robotique.
On peut donc affirmer que la commande synthétisée en non-linéaire est plus avantageuse en
- Ce qui concerne la consommation d’énergie . Ainsi la commande linéaire n’a de véritable
intérét que lorsque la modélisation du systéme devient trop difficile, ce qui n’est pas le cas
pour le robot Puma 560.
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Dans ce travail, une étude comparative a été menée entre la commande a structure
variable non généralisée et généralisée avec application & un robol manipulateur de type
Pumas560. Les deux commandes concernées sont décentralisées.

Les résultats de DPapplication de la premiére commande met bien en évidence
Iapparition d’un phénomeéne d’oscillations A haute fréquence dit  broutement
« Chattering ».0n note également dans ce cas que ce dernier phénoméne entraine une nette
détérioration des performances de Ja poursuite de référence du point de vue de la précision .

L’approche habituellement considérée( basée sur ’hypothése que la discontinuité de
la fonction Sign intervenant au niveau des organcs de commande st la principale raison
entrainant le phénoméne de broutement), est Pintroduction de fonctions d’amélioration
continues visant a atténuer les oscillations.

Cette derniére approche, devenue classique assure en effet la convergence vers un
voisinage de la surface mais on ignore néanmoins le comportement a Pintérieur de ce
voisinage. Elle nécessite bien entendu, de prévoir un dispositif fournissant cette fonction
d’amélioration .

L’approche utilisée en vue de I’élimination du chattering dans ce projet ne nécessite
aucun dispositif supplémentaire, elle est basée par contre sur la prise en compte des
dynamiques des commandes (les dérivées des entrées ) dans la synthése des lois de
commande,

Deux approches ont été proposées dans cette derniére direction :

¢ Lapremiére est basée sur I'identification paramétrique du systéme multivariable par un
processus de type ARX multivariable en utilisant le Toolbox Identification de Matlab 5.2.
Cette identification permet d’obtenir un systéme présumé linéaire équivalent a polre bras
manipulateur ou les commandes interviennent avec leurs dérivées. Cette approche s’avére
nécessaire lorsque le systéme n’est pas bien modélisé. Les résultats de I’application de la
commande synthétisée A partir de ce systéme présumé linéaire sur le systéme non-linéaire
sont satistaisants .En effet, le bon choix du point de fonctionnement entraine une faible
variation des paramétres identifiés par rapport a ses propres variations.

Dans des cas plus délicats, il se pourrait néanmoins qu’une identification en temps réel
(impliquant une commande adaplative) soit incontournable. La principale raison de
P'utilisation de I’identification paramétrique est la non disponibilité des constantes de temps
mécaniques permettant d’écrire notre systéme non-linéaire (Modéle ¢ynamique décentralisé)
avec des entrées allant jusqu’au premier ordre.

¢ Pour la seconde approche, I’étude de I’influence du paramétre a montré que dans une

Plage allant de 1 4 10 ms , on ne notait aucune réelle diftérence dans la. poursuite de référence.
Etant donné que la plupart des moteurs (Servo-moteurs) a courant continu utilisés en
robotique pour des robots de méme puissance que le notre ont des constantes de temps
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appartenant 4 ce domaine, on a simulé la poursuite de la trajectoire d2 Leahvy en considérant
des constanies de temps mécaniques de Sms.

Des simulations ont ¢té effectuées avec des commandes ainsi synthétisées a partir du
systéme non-linéaire en tenant compte des constantes de lemps mécaniques. Les résultats de
ces simulations montrent que la synthése a partir du systéme non-linéaire donne de meilleurs
résultats que pour le cas de la synthése a partir du systéme présumé finéaire du point de vue
de la précision comme on peut Pobserver avec les critéres quadratiques sur lerreur de
position .On note également une meilleure robustesse du systéme dont les essais (test avec
charge et décharge el avec choc ) n’agissent que trés peu sur la poursuite de trajectoire.

On a également observé que Jutilisation d’une surfice de glissement non linéaire assure
’annulation des erreurs en régime permanent, grice au terme intégral . Par ailleurs , on a
constaté que le terme non linéaire permet de diminuer erreur en régime transitoire.

D’autre part, on a démontré que la rupture d’une des entrées de commande ne conduit
pas a la détérioration des performances de la poursuile de trajectoire au niveau des deux
autres sorties (les erreurs restant dans un domaine admissible). Ceci démontre également
Iintérét d’avoir considéré une commande décentralisée.

Enfin, on a pu observer que la synthése en non-linéaire permettait une meilleure
¢limination du broutement que pour celle effectuée en linéaire. La consommation d’énergie,
elle aussi, est moins importante donc plus avantageuse dans le cas de la synthése en non-
linéaire,

En résumé, la commande & structure variable généralisée nous a permis P élimination
du broutement « chattering » mais aussi d’assurer une poursuite avec de bonnes
performance statiques et dynamigues au niveau précision, rapidité, et robustesse avec une
consommation d’énergie raisonnable dans le cas de la synthése de Ja commande en non-
linéaire.

Concernant les perspectives possibles a partir de ce travail , on peut proposer
I"application de la commande 4 structure variable généralisée & d’auw res systémes physiques.
En particulier, la méthode appliquée avec une approche décentralisée pourrait donner de bons
résultats dans le cas d’un réseau électrique. On peut également proooser P’application de la
méthode dans le cas ou s sortie représente la position de I'organe terminal comme ¢’est
souvent le cas en robotique. L’application de la commande associée a4 une autre technique
peut egalement étre considérée en tenant compte simplement de la dynamique des entrées.
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