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Résumé

Ce travail de recherche a pour objectif, la smulation numérique de la pollution dans les
écoulements a surface libre. Les ressources hydriques sont d'une importance capitale pour
I'nomme, la vie aquatique et |'agriculture. Cependant, la présence de plus en plus fréquente de
pollutions ponctuelles dans les rivieres incite a dével opper des outils de simulation numérique
permettant de déterminer trés précisément les champs de vitesses et de concentrations en
fonction de I’espace et du temps.

Ces outils permettent de donner facilement des informations plus complétes et les résultats
recherchés en un temps plus faible et avec un co(t relativement réduit. L’évolution d’un
polluant dépend principalement des caractéristiques de I’écoulement qui le transporte. Une
présentation précise de tous les phénomenes hydrodynamiques présent dans le milieu
récepteur s’avers donc nécessaire, en particulier la prise en compte de la turbulence. Le but de
ce mémoire de magister, consiste en la réaisation d'un modele numérique dans lequel on
résout les équations générales de bilan de masse, de quantité de mouvement. La progression
de la pollution se modélise par une équation de convection dispersion. Le modéle élaboré a
I’aide de la méthode des volumes finis globalement répond de maniére tres satisfaisante a de
nombreux testes numeriques.

Mots clés: Modéle numérique - Méthode des volumes Finis- model de Reynolds - Polluant actif
Abstract

The purpose of this work is the numerical modelling of water flow pollution on free surface.
Hydraulic resources have a great importance in domestic, agricultural and industria
applications. However, increasing of punctual pollution in the rivers push to develop tools for
numerical simulation making it possible to determine very precisely the velocity and
concentrations fields according to space and time.

These tools make it possible to give easily more complete information and the obtained
results are given in a short time and with a relatively low cost. The evolution of a pollutant
depends mainly on flow characteristic which conveys it; a precise presentation of all the
hydrodynamic phenomena present in the receiving medium will be necessary. Particularly,
taking into account of turbulence. The purpose of this thesis consists to achieve a model in
which we solve the governing equations of continuity and momentum, the progression of
pollution is modelled in term of concentration by a convection dispersion equation. The
achieved modd is solved using the finite volume method which gives best results for
numerous simulations.

Keywords: Numerical model - Finite volume method — Reynold’s model - Active pollutant
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Notations

Notations principales

Symbole Signification Unité
c La concentration moyenne de soluté [o/1]
q Flux moyen quittant le volume d’eau [m?/q]
C Concentration moyenne a I’entrée [o/1]
C, Concentration au fond [0/1]
Ui Vitesse longitudinale dans la couche i [m/g]
Vi Vitesse transversale dans la couche i [mV/g]
hi Epaisseur de lacouchei [m]
N Nombre de couches [-]
Uy Viscosité turbulente dans la couche [m?/g]
Qix Débit longitudinal danslacouchei [m?/s]
Qiy Débit transversal dans la couchei [m?/s]
ot Nombre de Schmidt [-]

Ui Vitesse longitudinale dans la couchei [m/g]
Vi Vitesse transversale dans lacouche i [mVg]
hi Epaisseur de lacouchei [m]
N Nombre de couches []
H Elévation de la surface libre [m]
Uy Viscosité turbulente dans la couchei [m?/q]
Qix Déhit longitudinal danslacouchei [m?/g]

iy Débit transversal dans la couchei [m?/s]
Ci Concentration de soluté dans la couche i [o/1]
k; Energie cinétique turbulente dans la couche i [m%s7]
€ Taux de dissipation de |la turbulence dans la couche i [m?/s?)
U Vitesse moyenne [mV/g]
u, Vitesse de frottement [m/g]
K Constante de Von Karman [-]

n Coefficient de Manning [-]
S Pente d’énergie [-]
u, Vitesse a I’entrée du port [m/s]
A Section d’entrée [m?]

Co Concentration initiale [o/]
t Temps [t]
Ci Concentration finale [9/]
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Notations

p Pression [pal
o Concentration du polluant [g/]
D Diffusion moléculaire relatif au polluant [m?/q]
p Densité de fluide [kg/m’]
k Energie cinétique turbulente [m?/s?)
€ Taux de dissipation de I’énergie cinétique turbulente [m?/s?)
v Viscosité de fluide [mP/g]
P, Production d’énergie cinétique turbulente [m?/s7]
> Sommation des ééments [-]
e
M Matrice masse [-]
M Matrice rigidité [-]
i Nombre d’itérations [-]
Kr Coefficient de réaction [s7]
S Section du canal [m?]
(_) Opérateur de la moyenne statique [
@ Champ instantané [-]
[0} Champ de fluctuation [-]
t Temps qui correspond aux fluctuations [g]
T Tenseur de contraintes visqueuses [N/m?]
(2% L’ensemble des forces de volume [N]
c' Fluctuations de la concentration [g/]
T Contrainte de cisaillement ala paroi [N/m?]
y Distance alaparoi [m]
E Coefficient de rugosité [-]
K, Hauteur des aspérités [m]
C, Constante du model e de turbulence [-]
C...C,, Constante du modéle de turbulence []
uvw Valeurs fluctuantes des composantes u, v, w de la vitesse [m/s]
u,v,w Valeurs moyennes des composantes u, v, w de la vitesse [M/s]
AX Pas de discrétisation suivant x [m]
Az Pas de discrétisation suivant z [m]
L, Viscosité cinématique turbulente [mP/g]
Viscosité cinématique [m?/q]
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Introduction générale

Introduction générale

La pollution de I’eau dans les écoulements a surface libre est un sujet qui suscite
énormément d’intérét chez les scientifiques. Par conséquent, les recherches menées
sur la qualité de I’eau sont de plus en plus nombreuses. Elles répondent a une demande
exprimée par les spécialistes de la protection de I’environnement.

Souvent, la qualité de I’eau est plus importante que sa quantité. La qualité de I’eau
influe sur I’'usage que nous en faisons, mais I’inverse est également vrai. Lorsque nous
utilisons de I’eau, nous altérons sa qualité. Ce cercle vicieux indique que I’habitude
que nous avons depuis toujours de rejeter les eaux d’égout non traitées et les déchets
chimiques directement dans les rivieres, les lacs et les mers en vue de leur éventuelle
assimilation dans I’environnement n’est plus acceptable, que ce soit du point de vue
technique ou moral.

L’explosion démographique, les activités industrielles et la vitesse a laquelle de
nouveaux composés chimique et produits sont mis au point et utilisés posent une
menace a I’environnement mondial. Les processus naturels de décomposition dans les
masses d’eau ne suffisent plus pour venir a bout de ces apports de polluants. La
technologie peut servir dans bien des cas a réduire ou a éliminer les substances qui
peuvent nuire a I’environnement.

Mais qu’arrive-t-il lorsgue les contaminants ne sont pas éliminés, méme aux moyens
des méthodes de traitement de I’eau les plus modernes ? Ils peuvent étre présents en
quantité minime seulement ; toutefois, comme ils sont persistants ils peuvent
s’accumuler pour donner lieu a des concentrations trés nuisibles. Dans ce cas, il
n’existe g’une seule facon de protéger les géneérations futures et tout I’écosystéme,
empécher les produits chimique dans le réseau hydrographique.

Dans cette optique, les modeles numeériques de qualité des eaux reconstituent les
différents mécanismes présents dans le milieu et fournissent I’ensemble des
informations nécessaires.

L’ importance du champ de vitesse dans le transport de la pollution rend nécessaire sa
représentation par un modéle mathématique tres précis qui prend en compte tous les
processus physiques concernés. En ce qui concerne, les substances polluantes
gouvernées presque entierement par le brassage du fluide, la prise en considération de
laturbulence est essentielle.

Dans cette these le travail est partagé en quatre chapitres :

Le premier chapitre présente une revue bibliographique sur les travaux qui concernent
les modeles de qualité des eaux. La totalité du modéle mathématique est exposeé dans
le deuxieme chapitre. Quant au chapitre trois, il expose le modéle numérique ; de la
partie hydrodynamique ensuite celle du transport. L objectif de quatriéme chapitre est
de réaliser un ensemble de tests sur le modele numérique éabore.

Mémoire de magister E.N.P 2006 1



Chapitre 1 Revue bibliographique

Modeles et codes de calcul en hydraulique fluviales

Avant de nous lancer dans 1’¢laboration de notre modele, nous citons d’abord quelques
travaux de simulation numérique du transport de polluants. Le principal objectif de
cette partie est de procéder a 1’état des lieux des possibilités actuelles et de mettre en
¢vidence les lacunes qui existent dans la simulation numérique du transfert de

polluants en rivicre.

Malgré les nombreuses recherches qui ont ét¢ menées sur la modélisation numérique
des dispersions de polluants en cours d’eau, certains phénomenes demeurent pris en

compte de maniere tres simplifice.
1 - Les modeéles unidimensionnels et bidimensionnels

L’hydraulique fluviale met a notre disposition des mode¢les trés simples a une seule
dimension. Ceux-ci sont généralement utilisés pour modéliser les écoulements ayant
une direction privilégiée, possédant une cote de la surface libre constante dans une
section en travers et vérifiant un champ de pression hydrostatique. Ils résolvent les
équations de Saint - Venant 1,5D et déterminent pour chaque section la hauteur d’eau,
le débit et la vitesse moyenne.

En ce qui concerne le transport de polluants, ce type de modele ne peut étre utilisé¢ que
lorsque les concentrations sont supposées homogenes sur un profil en travers. Dans les
cours d’eau, cette condition est généralement vérifiée dans le champ lointain, domaine
situ¢ a une certaine distance du rejet appelée distance de ‘bon mélange’. A cette
distance, le mélange s’est réalisé dans les directions verticale et transversale. Le
polluant est représenté par une concentration moyenne, fonction du temps et d’abscisse
en long, qui est déterminée a I’aide d’une équation classique de conservation-diffusion

unidimensionnelle.

Il existe de nombreux travaux traitant de codes a une seule dimension. A titre

d’exemple, il est possible de se référer a L. Simon. (1993) ou a P. Rigaudiére. (1992).

Les codes bidimensionnels plus complexes résolvent les équations de Saint - Venant
2,5D. La pression reste - comme pour le cas 1,5D - supposée hydrostatique, mais la
description est plus précise puisqu’elle fait intervenir la hauteur d’eau et les deux
composantes de la vitesse moyenne sur une verticale (Buil,1999).

En ce qui concerne le transfert des polluants, ces codes sont applicables dans le champ
moyen des rivieres, zone localisée entre la zone de rejet et le champ lointain. Dans

celle-ci, la dispersion a un caractére bidimensionnel puisque 1’homogénéisation s’est

M¢émoire de magister ENP 2006 2



Chapitre 1 Revue bibliographique

uniquement effectuée dans la direction verticale qui est déterminée a 1’aide d’une
équation de convection - diffusion bidimensionnelle.

2 - Modeéles tridimensionnels

Les premiers modeles numériques tri-dimensionnels pour les écoulements a surface
libre datent des années 70. Une pratique bien établie dans toute une famille de logiciels
consiste a supposer la pression hydrostatique, on parle alors parfois d’équations de
Saint-Venant tridimensionnelles.

Il existe de nombreux exemples de ces modéles en différences finies :

Le modele de A. Davies et J. Lawrence, qui a ét¢€ appliqué a des calculs de marée dans
la mer d’Irlande.

Le modele de Trim3D qui combine une formulation semi-implicite et un modéele
Lagrangien-Eulérien pour les équations de transport. Ce modele a été appliqué a des

calculs de salinité dans la baie de San Francisco.

Le modele Delft3D-Flow fonction avec des maillages curvilignes (formés de
quadrilateres) qui ont I’avantage de pouvoir suivre dans une certaine mesure les lignes
de fronticre. L’inconvénient par rapport aux ¢léments finis est que les raffinements
locaux se propagent selon les lignes de maillage. On se rameéne dans les calculs a un
maillage régulier, ce qui introduit une métrique qui complique les dérivées spatiales.
Cette métrique peut étre simplifiée si les deux familles de lignes du maillage se

croisent a angle droit.

Tous les modéles cités jusqu’ici utilisent une transformation sigma. Une autre solution
proposée en différences finies, et récemment comparée a la transformation sigma, est
appelée ‘coordonnée z geéopotentielle’. Elle consiste tout simplement a travailler avec
des mailles de taille fixe. Mais en nombre variable suivant la verticale pour suivre
I’évolution de la surface. Fond et surface libre présentent alors des marches d’escalier,
ce qui conduit a des erreurs dans I’évaluation des contraintes ou des termes de

transport.

En éléments finis, R. Luettich et J. Westerink, ont construit le logiciel ADCIRC
( Advanced CIRCulation model for oceanic, coastal and estuairine waters), dédié a la
circulation océanique et aux estuaires, et utilis€ par le “U.S.Army Corps of

Engineers’’. Ce logiciel résout aussi les équations de Saint-Venant.

Les modcles non hydrostatiques, assez proches de ce que nous allons faire en volumes
finis, sont plus rares. L’idée d’une décomposition de la pression en une partie

M¢émoire de magister ENP 2006 3



Chapitre 1 Revue bibliographique

hydrostatique et une partie dynamique I’idée que nous allons reprendre, a ¢été¢ formulée
en 1995 par V. Casulli et G. Stelling. En 1996, A. Mahadevan et ses collaborateurs,
présentaient un modele océanique non-hydrostatique pour reproduire convenablement
les phénomenes d’up-welling et de down-welling. Ils démontraient de plus que le
probléme ‘non hydrostatique’ était bien posé ( J.M. Hervouet, 2003).

Une des principales difficultés des modéles tri-dimensionnels est le suivi de la surface
libre. Plusieurs nouvelles techniques ont été¢ développées pour tenter de surmonter ce
probleme :

La méthode ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian), I’idée est de conférer au maillage
une vitesse propre afin de suivre les mouvements du domaine. L’originalité de la

méthode est que cette vitesse n’est pas celle des particules d’eau.

La méthode MAC (Marker et Cell), utilise des particules fictives sans masse pour
marquer les éléments pleins d’eau. Le principal avantage de cette méthode est qu’elle
permet de traiter le déferlement des vagues ou tout écoulement dont la surface libre
n’est pas une fonction univoque. L’inconvénient est le colit en temps calcul
supplémentaire pour suivre les particules, qui s’ajoute a la résolution des équations

régissant le mouvement du fluide.

La méthode VOF (Volume Of Fluids), recourt a une grandeur c, le taux d’occupation
des volumes, qui indique si un volume est plein de liquide (c=1), s’il est vide (c=0).
L’évolution de c est régie par une équation de concentration :

%Hn\(cﬁ): 0 (L1)

La résolution de cette équation exige la mise au point des schémas numériques
parfaitement conservatifs et monotones. Dans sa version originale, la méthode VOF ne
résout que les équations de la phase liquide. Une poche de gaz enfermée par le
déferlement d’une vague ne subira en conséquence aucun effet de flottabilité. Les
résultats, souvent spectaculaires, de cette méthode manquent donc cependant de

réalisme.

Dans des versions récentes ce défaut est corrigé en résolvant les équations des deux
phases, qui sont séparées par ’interface d’équationc = 0,5. Il faut alors prévoir un

traitement particulier des volumes contenant 1’interface, chacun de leurs nceuds se
voyant attribuer des grandeurs physiques pour chacune des deux phases, au besoin par
une simple extrapolation, pour éviter d’appuyer le schéma numérique sur des valeurs
non définies. Une autre solution publiée par B. Lafaurie en 1994 et reprise plus
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Chapitre 1 Revue bibliographique

récemment par S. Muzaferija et M. Peric, consiste a ne considérer qu’un seul fluide, le
changement de phase n’étant alors qu’une discontinuité de la masse volumique.

Une méthode récente, SPH (Smoothed Particules Hydrodynamics) a d’abord été
inaugurée en astrophysique, puis appliquée aux écoulements a surface libre. Cette
technique s’avére plus précise et plus prometteuse que les méthodes MAC et VOF. Il
s’agit d’une approche complétement lagrangienne, sans maillage, avec des particules
qui se déplacent sous influence de forces de pression, de viscosité et de pesanteur.
Chaque particule possede une masse volumique, une pression et une vitesse.

L’originalit¢ de SPH réside dans la fagon dont la définition continue des champs est
donnée a partir des valeurs ponctuelles des particules.

Une autre originalité de la méthode SPH est le traitement des conditions aux limites,
les parois étant modélisées elles-mémes par des particules auxquelles on associe des
forces de répulsion.

SPH pourrait €tre a ’avenir la méthode qui prendra le relais des éléments finis pour les

cas ou la surface libre n’est pas univoque.

Dans la méme classe de mode¢les tridimensionnels, nous trouvons également toute une
série de modeles numérique aux volumes finis qui utilisent les équations complétes de
Navier-Stokes mais qui considérent la surface libre comme un toit rigide, lui
interdisant tout mouvement ou déformation. Parmi ceux-ci, le code SSIIM de N.R.B.
Olsen (1991) mis au point pour étudier les mouvements de sédiments dans les riviéres
et qui s’applique aujourd’hui a simuler les écoulements en riviere autour de grosses
rugosités (N.R.B. Olsen. et S. Stokseth,1996). Nous avons aussi le code de K. Sihna. et
ses collaborateurs. (1998) qui modé¢lise les €coulements fluviaux sur des rugosités de
grandes échelles ou le modele de A.O. Demuren. et W. Rodi. (1983) qui simule, dans
un canal ouvert, I’écoulement au voisinage d’un rejet polluant (N.R.B. Olsen,1999).
Apres ce rapide tour d’horizon, il est nécessaire de signaler que méme si I’approche
pour simuler les mouvements de la surface libre différe parfois d’un code a I’autre,
leurs hypotheses de départ et donc leurs champs d’action sont toujours similaires.

3 - Principe des codes CFD

Les codes de champ ou codes CFD, (Coputational Fluid Dynamics), résolvent les
équations régissant les mouvements d’un fluide. Ces équations traduisent la
conservation de la masse et de la quantit¢ de mouvement du fluide ainsi que la
conservation de son énergie. Certains codes sont aussi en mesure de décrire le
transport de polluant ou les réactions chimiques au sein d’un fluide, le probleme que
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nous traiterons dans la suite de notre travail. Il existe un grand nombre de code CFD,

disponible (plus d’une centaine), qu’ils soient commerciaux, du domaine public ou

encore propre a certaines institutions. Le tableau suivant recense les codes de calcul les

plus répondus. Nous remarquons que la plupart de ces codes est d’origine anglo-

saxonne, et que la méthode des volumes finis que nous décrirons ultérieurement, est la

plus employée.

Tableau I-1: Codes CFD. C= code commercial, R= code recherche, FV=volumes

finis, FE=¢léments finis (d’apres IEA, 1993).

Nom du code Origine Type Méthode
ARIA ABACUS, Royaume Unis C FV
ASTEC Harwall, Royaume Unis C FV
CALC-BFC Chalmers, Suede R FV
CHAMPION TUD, Pays Bas R FV
EOL-3D INRS, France R FV
EXACT3 NIST, Etats Unis R FV
FEAT Royaume Unis C FE
FIDAP FDI, Etats Unis C FE
FIRE AVL, Allemagne C FV
FLOTRAN Computflow C FE
Flo VENT FLOMERICS, Royaume Unis C FV
FLOW-3D Harwall, Royaume Unis C FV
FLUENT FLUENT INC, Etats Unis C FV
JASMINE BRF-FRS, Royaume Unis R FV
KAMILEON SINTEF, Norvege R FV
PHOENICS CHAM, Royaume Unis C FV
SIMULAR AIR AVL, Allemagne C FV
STAR-CD CD, Royaume Unis C FV
TEACH-3D Aalborg, Danemark R FV
TEMPEST Battelle, Etats Unis R FV
WISH-3D TNO, Pays-Bas R FV
M¢émoire de magister ENP 2006 6
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4 — Synthese bibliographique
4.1 -Travaux H. M. Leisman et E. Ofrid

En 1989, H.M. Leisman et E. Ofrind ont présenté un nouveau schéma d’intégration
avec une matrice symétrique positif définit pour la résolution numérique des équations
de transport Advectif-Dispersif. Ce schéma fournit un algorithme simple et robuste
pour la simulation détaillé a 2D ou 3D en éléments finis de 1’équation de transport sur
un domaine a géométrie complexe ; contrairement aux schémas conventionnels dont
les grandes matrices générées rendaient non pratique la résolution directe des
¢quations matricielles.

La symétrie est atteinte en discrétisant les termes adventifs en backward différence ce
qui ne donne a priori des résultats avec une précision et une stabilité insatisfaisantes.
Pour remédier a cela, une compensation a ¢été introduite a 1’aide d’un terme de
diffusion artificielle (utilisé déja par V. Genuchten en 1977 et V. Genuchten en 1978)
sous forme tensorielle similaire au tenseur de dispersion physique, aussi par un choix
judicieux des coefficients de pondération qui ont été pris égaux a :

- 0 pour le coefficient de pondération du terme advectif ce qui le place dans les
niveaux de temps précédents seulement ;

- 1 pour le coefficient de pondération des termes dispersifs ;
- Y2 pour le coefficient de pondération du terme de diffusion artificielle.

Un choix judicieux du coefficient de pondération du terme de diffusion artificielle
permet d’atteindre une précision du troisieme ordre avec des contraintes de stabilité a
respecter.

La comparaison de précision du nouveau schéma présenté a celle du schéma standard
de Cranck Nicholson, a été établit en appliquant ces deux schémas a un domaine
rectangulaire avec un écoulement unidirectionnel. L’intégration spatiale pour le
schéma numérique spatial est basée sur des ¢léments quadrilatéraux avec des fonctions
de base linéaires. Les solutions numériques sont pour les deux schémas d’une grande
précision sans grandes différences entre elles.

Ce schéma inconditionnellement stable et du second ordre de précision donne des
résultats d’une précision équivalente a celle atteinte par le schéma semi-implicite de
Cranck Nicholson. Les résultats de comparaison sont représentés dans la Figure I-1 en
terme d’erreur qui est défini comme la différence entre la solution analytique et la
solution numérique. Pour cela les solutions analytiques développées par B.D. Cleary
(1978) ont été utilisées. La Figure I-1, montre que les schémas de résolution
produisent des résultats similaires avec At=10a t =160 unités de temps. La solution
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obtenue par la matrice symétrique du second ordre est plus précise que les deux autres
bien que la différence soit faible (H.M. Leisman,1989).
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4. 2-Travaux de B. Lin et K. Shino

En 1995, B. Lin et K. Shino ont développé¢ un modele numérique 3D pour étudier le
phénomene de transport dans un écoulement a lit composé d’un canal principal et d’un
canal de débordement; caractérisé donc par des courants secondaires prés du plan de
jonction entre les deux canaux qui bien que représentant qu’un petit pourcentage de la
vitesse longitudinale, peut influencer le processus de transport d’une maniére
signifiante.

Les équations de Navier-Stocks ont été résolues numériquement avec I’adjonction de

mode¢les linéaire et non linéaire pourK —¢ afin de prédire les champs d’écoulement et

les paramétres de la turbulence en posant comme conditions aux limites :

A la surface libre la composante de la vitesse et les fluctuations turbulentes normales
au plan et les dérivées normales de toutes les autres variables sont considérées nulles;
sauf le taux de dissipation de 1’énergie cinétique turbulente ¥ dont I’expression pour le
premier point de la grille de calcul a coté de la surface libre est donné par D. Naot et
W. Rodi (1982) :

_ k3/2 1 1

ow:y' est la distance jusqu’aux parois solides, k : constante de V Karmen,Cy :

coefficient numérique égale 0,09 k : énergie cinétique turbulente et H : la profondeur

d’écoulement.

Les champs de vitesse et de viscosité turbulente calculées ont été utilisés pour résoudre
I’équation de transport pour laquelle la condition limite imposée est qu’aucun matériau

n’est perdu a travers les limites de 1’écoulement.

La procédure numérique Simpler de S.V. Pantanker et B.E. Spalding (1972) a été
adoptée pour résoudre toutes les équations partielles avec des mailles de grille de
calcul uniformes sauf a coté des parois solides ou la taille des mailles est ajustée par
I’application de la fonction de parois.

Le modé¢le hydrodynamique et le modele de transport ont été appliqués aux études
expérimentales entreprises par D.F. Liang et R.M. Wood (1989) et a partir des
comparaisons détaillées faites les conclusions tirées sont :

Le modélek —& non linéaire prédit bien les deux vortex de chaque coté du plan de
jonction entre le canal principal et le canal de débordement.

Les tensions de cisaillement dans le lit prédites par les deux modeles sont
généralement en bon accord avec la tension de cisaillement mesurée dans le lit.
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La valeur de la viscosité tourbillonnaire adimensionnelle est :

_
A U=H

(1.3)

( vy : viscosité tourbillonnaire turbulente, U« vitesse de cisaillement et H profondeur
d’écoulement) prédite par le modele K-¢ non linéaire a coté du plan de jonction est
10% plus petite que celle prédite par le modéle K-¢ linéaire. La valeur de A prédite
moyennée sur la profondeur est environ de 20% plus grande que la valeur
expérimentale obtenue par K. Shiono et N. Knight (1991) au centre du canal
principal par contre elles sont similaires au centre du canal de débordement.

Bien que les concentrations prédites par les deux modeles ont certaines divergences
avec celles mesurées, la distribution de concentration du traceur prédite par le

modelek —& non linéaire est meilleur que celle prédite par le modele linéairek —¢
(Voir tableaux ci dessous).
L’influence signifiante de 1’écoulement secondaire est démontrée par Ile

comportement du transport coté du plan de jonction entre les deux canaux
d’écoulement (B. Lin et K. Shino,1995).

Tableaux I-2: Comparaison des concentrations a deux sections de mesure de chaque

coté de I'interface entre les deux canaux d’écoulement a 2,5 m du

point d’injection.

a) Injection dans le canal principal a 20mm du plan d’interface entre les deux parties

du Ocanal :

Distance en mettre 0,005 0,015 0,025 0,035 0,045 Erreur
jusqu’au lit d’écoulement moyenne
Mesures 4,32 4,05 3,79 3,42 3,47

Modele K-g¢  non-| 3,92 3,86 3,79 3,71 3,65 0,212
Linéaire

ModeleK —¢ linéaire 3,78 3,74 3,68 3,62 3,59 0,256
M¢émoire de magister ENP 2006 10
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b) Injection dans le canal de débordement a 20mm du plan d’interface entre les deux
parties du canal :

Distance en mettre jusqu’au lit 0,031 0,038 0,045 Erreur
d’écoulement moyenne
Mesures 1,05 1,23 1,53

Mod¢le K —¢ non-Linéaire 1,53 1,58 1,63 0,31
Mod¢le K —¢ non-Linéaire 1,85 1,85 1,86 0,57

4. 3-Travaux de H. W Graf et M.S. Altinaka
En 1996, H. W Graf et M.S. Altinaka, ont présenté une étude sur riviere Arenne qui
coule avec un débit essentiellement constant, Q=1200 [m’ /s]. Lors d’un accident, une
usine déverse dans son égout 3600[kg] d’une substance active pendant une période de
12 h. Cet égout débouche au fond, dans le centre de la riviere. On cherche savoir a
quel instant le nuage de cette substance arrive a 200 [km] et 330[km] en aval du lieu
de I’accident.
Les valeurs hydrauliques disponibles sont des valeurs moyennes pour ce long trongon
de riviere, soit : la profondeur d’eau est h=5.7 [m] et la largeur de la riviere admise
comme rectangulaire est B=300 [m].
Il s’agit ici d’un probléme de convection-diffusion lors de 1’injection continue d’une
substance active pendant une période finie. On distingue trois zones de mélange :
- la near-field zone of mixing, ou la convection-diffusion verticale ce produit ;
- la mid-field zone of mixing, ou la convection-diffusion transversale ce produit ;
- la far-field zone of mixing, ou le mélange est seulement dii a la convection-
dispersion.
A signaler que I’influence de la réaction de la substance active peut étre ignorée dans
les deux premiéres zones, k, = 0, mais doit €tre considérée, k. #0, dans la zone de
dispersion.
Les valeurs hydrauliques a dispersion sont des valeurs moyennes pour ce trongon de
riviére, soit :
Débit d’écoulement : Q=1200 [m’/s]
Largeur du canal : B=300 [m]
Profondeur d’eau : h=5.7 [m]
Les autres valeurs hydrauliques sont calculées comme suit :
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Q

Vitesse d’écoulement : U = B ~ 0.7 [m/s]

Vitesse de frottement : u.~ 0.1 U= 0.1 [m/s]

Section du canal : S=hB = 1700 [m ?]

La substance, M, = 3600 [kg], est mise dans la riviere pendant une période a temps
fini, T =12 h.

Il est proposé que la quantité de contaminant a la source est de 1’ordre de, My = 3600

[kg], par 12 mini-injections, m; = 300 [kg] ou (M1 )1 =0.5[kg/m?], de fagcon instantanée,

soit :
m; =300[kg] a 71 = 0.5 [h] - A Ci(x,t)
m, =300[kg] a T, = 0.5 [h] - A Cy(x,t)
M;, =300 [kg] a Tp=11.5 [h] —> A Clz(X,t)
12 A _ 12
Zmi 3600 Apres T=12.0[h] - ZACi(X,t)
i =1

Diffusion verticale
La diffusion verticale atteint toute la profondeur de I’eau, h, aprés une certaine

distance, L,, ou apres un certain temps t,, soit :
L=t Ul t,=E,. AL (1.4)

€t €t

En prennent £, =0.4 et 8_ = 0.067(h.u)=0.067(0.57) = 0.04[m?/s]

En utilisant ces valeurs, donc :

I ~6Ul ¢ ~ol
u u
(1.5)
il résulte :
L, = 6UE= 6.(5.7/0.1)0.7 = 227[m] (1.6)
u
h

t, ®6—=06(5.7/0.1) = 342[s] (1.7)

u

Tels sont, L,, et le temps, t,, aprés lesquels la diffusion verticale est achevée.
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Dispersion longitudinale
La dispersion longitudinale prend place apres que la diffusion verticale et transversale
a réparti la concentration de la substance a travers toute la section du canal, S.

L’équation de convection-dispersion avec réaction s’écrit :

oC _.oC 0°C
—+U—=K,— - (k,0 (1.8)
ot ox Ox
pour une masse, My, arrivant uniformément sur toute la section, S, pendant un temps
fini, T, chaque mini-injection, m;, va créer son nuage. La solution a I’équation
précédente s’€écrit comme suit pour une mini-injection.
m, ~Uit—1)f
AC. (5,9 = el [x-Ue-<)f
Sy4nn (t—1,) 4K (t—1,)

k (t—1,) (1.9)

Enfin, la concentration totale est la concentration totale est la somme des

concentrations de chacune des mini-injections, soit :
C(x,t) = Y AC,(x,1) (1.10)
i=1

La dispersivité pour 1’écoulement dans une telle riviere peut étre estimée comme
¢tant :

Ky = 435 (1.11)

h.u
d’ou:

K, =435(hu) = 435.0.57 = 248[m?/s]
le coefficient de réaction est posé comme étant :
kr=3.10s"
Cette relation, peut étre utilisée pour la détermination de 1’évolution temporelle de la
concentration a L;=200[km] et L,=330[km]. A noter ici que la dispersion commence
seulement apreés L,~20[km].
Pour le calcul de I’évolution de la concentration pour les deux distances :
L,=L;- L,=200-20=180[km]
La relation, pour une mini-injection, s’écrit alors:
300 espl - [180.000 - 0.7(t — 7,) [’

1700y/4nm.248.¢Ti) 4.248.(t—1,)

ACi(Lit)= ~-3.10"°(t—1,) (1.12)

En attribuant les différentes valeurs pour(t—ti), la concentration pour une mini-

injection est obtenue.
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Les 12 profils de concentration pour les valeurs, L,, m;, S, K,, K,, U, dé&a
déterminées, peuvent étre calculés en attribuant différentes valeurs a ti. Ils sont
ensuite additionnés.

L>=L,-Ly = 320 —20 = 310 [km] (1.13)
Discussion

=5
A la station Li=200km] , la concentration maximale, Cmn=2.65x10 [Kg/m3], arrive

aprés un temps ti=ti+ty=3.52[j]

A la station L2i=330km]| , la concentration maximale, C__ =129%10 [Kg/ m’ ],
arrive aprés un temps ta=t2+ty=5.66[j].

Les valeurs de concentration maximale sont décroissantes avec le temps.

Pour un seuil de concentration basse, soit C":l.IO_S[kg/m3], la durée de dépassement

2
de la concentration est :

e Li=200km] AT, = 315200 — 239600 = 75600][s]
e Li=330[km] AT, =497000 — 428600 = 68400[s]
A constater donc que AT, > AT,

4. 4-Travaux de C.W. Liet J. Gu

En 2002, C.W. Li et J. Gu ont présenté a I'université polytechnique de Hong Kong
une étude sur les écoulements dans les volumes d’eau semi-fermés. Ces écoulements
ont un effet significatif sur la qualité de 1’eau et les échanges entre fluides. L’échange
de fluide entre la masse d’eau semi-fermée et 1’extérieur est dii & deux mécanismes
physiques. Le premier est le flot 1i¢ a 1a marée. Le second est le cisaillement induit par

la différence de vitesse de ’eau entre I’intérieur et I’extérieur.

Pour prévoir I’écoulement et le transport d’effluents dans ces masses d’eau, un modéle
tri-dimensionnel numérique intégré par couches a été¢ développé. Pour tenir compte de
la turbulence qui comprend la composante de cisaillement libre et le frottement au
fond, le modéle k—¢ a été employé. Le modéle numérique a été appliqué aussi bien au
cas de la marée qu’a celui d’un écoulement permanent de rivieére a I’extérieur d’un port
rectangulaire avec ou sans brise-lame. Comparé aux résultats expérimentaux
disponibles, 1’échange de masse brut dii a la marée et a ’écoulement cisaillé, donné
par le modéle numérique, peut étre considéré comme satisfaisant.

Un parameétre important affectant la qualité de 1'eau ainsi que le dépot de sédiment, est
le temps de séjour. L analyse de bilan de maticre, est faite comme suite :
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ple v) _ —q (c—ca) (1-14)

ou : c est la concentration moyenne de soluté ;

V:volume d’eau ;

q: flux moyen quittant le volume d’eau ;
¢ : concentration moyenne a I’entrée;

¢ : concentration au fond.

a

Dans ce travail, le modele dimensionnel intégré par couche est développé pour la
simulation d'écoulement et du transport de marée dans les domaines semi-fermés. Les
contraintes de Reynolds sont paramétrées par le modele de turbulencek—e. Les
équations qui régissent le phénomeéne sont subdivisées en trois parties : advection,
dispersion et propagation.

Equations de bases :

Pour une pression hydrostatique avec une vitesse transversale négligeable ainsi que
I’effet du vent et la force de Coriolis, I’équation de quantit¢ de mouvement proposée

est:
oqix 8q1x Oqix _ oUiy, 0 OUi), 0 (2 Uiy 4,0 (5, OUs
6“[ +Ui +Vi ay aX(Zhll)u )+ay(2h11)1 ay ay 2h1Dt1 ax)+hlaz(l)t1 aZ)
o | o — o —Y.. =
—gh. —+|—[|U, -UJdz+— [(U - U |U -V iz (1-15)
2 o e 2 -k
q. 0q. oq. ouU oV. oV. ou.
qu +U1 qu + q =_(2h1 ti _) a ( i ti _l)+£(hl _1)+hl i(uﬁ _l)
ot 0x "oy 0x oy 0x ox 0oy oy 0z 0z
_oh. Yl SR YA O (bt v v _
eh J{ 4 j(V Vi dz+ axi(Ul Ui v Vl)dz} (1-16)
L’équation de continuité est :
on , N\ 0qix | Oqiyy _ _
6t+;(8x+ay)_0 (1-17)

L’équation proposée pour décrire la conservation de masse de soluté est la suivante :

hCi  hC, _ oh h hv, oU. h v, ov U,
1CI+Ui G +V, ¢ _ﬁ( Vi GC) g(ﬁ%)_,_g(_l ﬂ)_,_hig(i%)
o ox & & o, X o o 0o oy o X oz o, oz

0 TN 0 i—_i i—_i -
< hji(Ul UN(Ci - Cdz + £ J (Vi — Vi)(Ci — Ci)dz (1-18)
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ou: Ui: Vitesse longitudinale dans la couche i ;
Vi : Vitesse transversale dans la couche 1 ;
hi : Epaisseur de la couche i ;
N : nombre de couches ;
n : €élévation de la surface libre ;

v, : viscosité turbulente dans la couche ;

qix : débit longitudinal dans la couche i ;

qiy : débit transversal dans la couche 1 ;

Ci : concentration de soluté dans la couche 1 ;

ot : nombre de Schmidt.

La viscosité turbulente est donnée par I’équation suivante :

2

v, =C i (1-19)

t1 u 8_1
Tel que:
k,: énergie cinétique turbulente dans la couche 1;

g, : taux de dissipation de la turbulence dans la couche 1.

L’équation de k est :

k. k. k. . o0k, - ok, - ok,
0 i _|_Uia i +Via i ZQ(EL)_FE(EQ)_FQ(EL)_SI_F
ot o0x dy Ox o, 0x 0Oy o, 0y 0z o, 0Oz

ut.H%I +2(avij2 +(5Ui) (avj (6U avj } (1-20)
' o0x oy 0z 0z oy  0Ox

L’équation de ¢ est :

2

%y By B0 (

0
o) oy 6y o, ) "

e (3] A3 (33 (z‘i zzH

Il intervient cinq constantes numériques Cy, Cie, C2¢, ¢, i dont les valeurs numériques

LT 4

recommandées par B.E. Lander (1975) sont :

C.=009 C.=144 Cx=192 o0:=100 o =130
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Pour la résolution des équations, C.W. Li et J. Gu, ont décomposé les équations en
trois €tapes ceci pour chaque pas de temps : Advection, Diffusion et Propagation. Les
équations pour I’étape d’advection sont :

n+l/3 n

Gy Oy, -0 (1-22)
L YL SRRV (1-23)
q)?yﬂ/;t_ Dj, + Us 8g)xiy LV q(;;]y -0 (1-24)
W ude vy (1-25)
Sinﬂ/3 -5 . Ogi . O&i
T+U1§+\AE:O (1-26)

Tel que: @i = hiCi.

Les équations pour 1’étape de diffusion sont :

0 U5 ) 0 [ QU] | 8 (g, @), 2, aul)
2hiv p +8y(hu 8y]+6yhu +h82 (1-27)

Jix — ix _ i

At Ox

n+2/3 n+l/3 (

n+2/3 n+l1/3
Ay 9y _ 9 (.. Ui @( aUI) 0 [ BV a( aUI)
At —8X(2h101 ayj Ax hivi O +8y hiv ay + hi 3z (1 28)
of! -0t 4 (, aq)l) 0001, 0 (ui 20 (1-29)
At ~ 0x \oi 0x Gi Oy 0z \Gi 0z
n+2/3 n+1/3
ki~ -k :Q(g®)+@ vi oki +i(ﬂ®) (1-30)
At ox \oi 0x/ oOy\ oci 0y 0z \Ci 0z
ght2/3 _gnl/3 0 (o- 88') 0 [ vi Osi 0 (U' 58')
A 0x \or ox *a[aa)*a oi o (1-31)

Les équations de propagation sont discrétisées comme suit :

n+l n
n -MN _ 8q1x 8q1y _
) (-3
qp+l _ qp+2/3 81’]
Al gn I (1-33)
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qn+1 qn+2/3 P
iy iy . on
—— = —ghi — (1-34)
dy
- aUI)Z z(avl) 8U1 (%\Zfl)z+(aat;1+aa\)?j e (1-
35)

n+l n+2/3 2
! Ai ~ it { aUI)Z z(avl) 6U1 (a I)ZJ{%I;I %XVlj:l—ng% (1-36)

Les équations (1-32), (1-33), (1-34) sont résolues implicitement, en revanche un
schéma explicite est utilisé pour la résolution des équations (1-35), (1-36).

Dans ce modéle, une grille rectiligne variable est utilisée, tel que
Ax = f(x), Ay = g(y), Az=h(z), avec Ax, Ay, Az : les dimensions de la grille et f,g,h : les

fonctions continues.
Conditions aux limites :

A T’entrée, la variation de la vitesse longitudinale est d’un profil logarithmique, par

contre la vitesse transversale est égale a zéro. La vitesse a 1’entrée est donnée comme

suite :
U(0,y,z) = U+%[1 +1n(§)J (1.37)
avec,
2 [—
ur = \JgHs = EI?/SU (1.38)

ol : U : vitesse moyenne ;
u, : vitesse de frottement ;
H: profondeur totale de 1’eau ;
K : constante de Von Karman ;
n: coefficient de Manning ;
s : pente d’énergie.
Aux limites solides, la condition de non glissement est utilisée et a la couche

supérieure, les valeurs de k ete sont considérés tres petites, voisins du zéro.
A la couche inférieure, les magnitudes des contraintes tox et Tby sont représentées par

I’équation de Manning. Les valeurs de keteau dessus du fond de la grille, sont

déterminées en utilisant les lois de paroi. Le gradient normal de concentration est
considéré égal a zéro aux frontieres solides.
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Les contraintes au fond représentent les conditions aux limites du modele :

oz 7=0 P oz

_ Lby

z=0 P

Elles sont aussi données par une loi quadratique :

T _ 2_gn2 62 7
F_u*_HIB +

2 1/2
Tox _ 80 T 72 T2
o _H”3 U +U j

Vérification du modeéle

(1.39)

(1.40)

(1.41)

Avant d’appliquer le modele numérique pour un port réel ou la géométrie et la

topographie sont complexes, le modele est validé avec un cas simple ou les données

expérimentales sont facilement accessibles (Figure 1-2), Ce mod¢le est appliqué avec

succes, en prennent k —e comme modele de turbulence. Dans le cas de marée, ce

modele est utilisé pour un port rectangulaire avec k —® comme modele de turbulence.

Dans les petits ports, avec un mélange complet, le débit massique quittant le port peut

étre représenté en fonction de la concentration par I’équation suivante.

¢ = coexp|— Mt) (1.42)
\%
ou: u, : vitesse a I’entrée du port ;
A : section d’entrée ;
k : constante.
Co: concentration initiale
t : temps
V :vitesse transversale
6m
-
ilm
< =
Im
Figure 1-2 : Disposition schématique du systéme port- riviére.
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La profondeur de I’eau est de 0,1 m. Une grille non-uniforme est employée de sort que
la séparation entre les couches puisse €tre simulée. La plus petite grille est de
dimension 1,5 cm, ce que représente 1,5% de la taille du port. Pour les conditions aux
limites a I’entrée du port, une vitesse moyenne uniforme de 1m/s est spécifiée. Les
conditions initiales sont initialisées a zéro. L’écoulement atteint son état d’équilibre au
bout de 50 s. Le soluté est ajouté uniformément dans le port en assignant une valeur de
1 aux nceuds a I’intérieur du port. La distribution temporelle de la concentration
obtenue est représentée dans la Figure I-3. Il est a noter que I’effet de la taille des
grilles est insignifiant pour la détermination de taux d’échange de masse.

1 mfs

Figure 1-3: Champs d’écoulement et distribution de concentration dans le
systéme port-riviere

Pour une grille uniforme de dimensions Scm x Scm le coefficient k obtenu est de
seulement 0.03.Ce résultat est mis en évidence par la Figure [-4.

-0.00
-0.10 |-
% -0.20
=S
-0.20 = nonuniform finest grid - uniform coarse grid ™ i
| ,
e nonuniform fine grid = anal. sol. for k=0.03 w
-0.40 . . ;
0 20 40 60 80 100
Time (s)

Figure 1-4 : Variation temporelle de concentration moyenne a I’ intérieur du port.
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Le modéle numérique est établi pour approcher les mémes conditions des essais au
laboratoire comme c’est montré a la Figure I-5.

2.16m
- ~
T — -
/N
A B C D Zoa
L > & B
<= | N/
0.24m

Figure I-5 : Points de sortie de la marée dans le port.

Le coefficient d’échange dans le bassin, est représenté par I’équation suivante :

)/i

La variation temporelle de la concentration aux points A, B, C, D est montrée par la

E:l—(&

Co

(1.43)

Figure 1-6. A signaler que, la variation périodique des vitesses due a 1’effet de marée
est clairement observée.

12 12
1 = 1 \
08 \ 08 |
1 |
(&} i 1 O L‘ /\
é 08 | \ ,ff\"“ Gost \/ !
I\'J d\/\ [s} k\/«
a4 - a4 - L\/\\
0z | > o2 |- o
«—\\_/\— \’\/——ﬁ
s 11000 zelu, a\clm 4.clm 5.600 000 % t.{;ﬂ} .u;m s.&n wm a:lm 6,000
Tis) T(s)
AR B
12 12
1 '_\ 1 \
o8 |- | o8
\ /
¢} | o |
Sos U‘(\ Sos ! Ufk\l
o o r |
04 \/\“\ 04 ] ! Iﬁm
l ! i
az - \’\f\,\ﬁ L jj I I'I l|1 J{\;—'
— ! | | —
. e ) L
o 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000 £.000 4] 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000 65,000
T(s) T(s)
£ o

Figure 1-6 : Variation temporelle de concentration aux points de mesure A, B, C, D.
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ou, E : coefficient d’échange moyen ;

co: concentration initiale ;

ci: concentration finale.
Le mode¢le numérique 3D intégré par couche a été appliqué et développé pour 1’étude
de I’échange de masse dans les géométries fermées. Le modele contient les équations
de turbulence k —eet permet la variation de la grille rectiligne. Dans le cas de marée
compliquée, le modele numérique produit des résultats satisfaisants
(C.W Liet].Gu, 2002).

4.5-Travaux de J.C. Boet D.L. Hui

En 2003, J.C. Bo et D.L. Hui ont présent¢ une étude a la fois numérique et
expérimentale sur le champ turbulent de concentration dans le sillage. Une technique
de fluorescence induite par laser planar (PLIF) a été utilisée pour la mesure non
intrusive des champs simultanés de concentration bidimensionnelle, ce qui est
nécessaire pour une recherche sur des écoulements instationnaires. La formulation en
¢léments finis a été étendue a la simulation du transport turbulent dans la région du
sillage. Cette formulation numérique est précise au troisiéme ordre et possede un
domaine de stabilité élargi qui convient particuliérement aux écoulements fortement

convectifs.

Les caractéristiques des distributions moyennes et instationnaires de concentration ont
¢té analysées en détail par J.C. Bo et D.L. Hui. Les propriétés du mouvement
tourbillonnaire et les distributions de concentration ont ét¢ également analysées.

Modele mathématique

Pour un écoulement fortement convectif, la formulation standard de Galerkin donne
des résultats oscillants. Cependant la diffusion artificielle peut masquer le résultat réel.
Un intérét particulier pour la simulation de J.C. Bo et D.L. Hui, est de faire étaler
I’étape de la méthode des ¢léments finis a I’écoulement turbulent et au processus de
transport de polluant.

Les données expérimentales obtenues par la technique de PLIF sont utilisées pour

vérifier les résultats numériques.

Equations de bases utilisées.
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L’écoulement turbulent est décrit par les équations de Reynolds avec un mode¢le de

turbulence pour calculer la viscosité¢ turbulente. Les €quations de base pour un

écoulement bidimensionnel sont :

Equation de continuité :

OXj -

Equations de Reynolds :

dui . . Oui __160p 9 dui , Ouj ) _ 5+
8t+u16xj'_ p8Xj+6Xj[ 6Xj+aXi) ulu]}

Equation du modelek —¢ :

Equation de la concentration :

dc -&:L( m)@
8t+u18xj' 5Xj|:D+Gc 8Xj:|

ou, u,composantes de la vitesse ;

p: pression ;

c : concentration du polluant ;

D : coefficient de diffusion moléculaire relatif au polluant ;
p : densité de fluide ;

k : énergie cinétique turbulente ;

¢ : taux de dissipation de I’énergie cinétique turbulente ;
L : viscosité de fluide ;

p, : terme de production d’énergie cinétique turbulente.

Les parametres pour le modele k — & sont les suivants :
Ci=009 C:e=144 Cx=192 o0:=1,00 ox=13

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)
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Formulation en éléments finis.

L’exactitude de la méthode des éléments finis permet 1’¢tude de processus de transport
de polluant dans la région de sillage. En prenant 1’équation de convection-diffusion
comme exemple, 1’équation suivante est obtenue en utilisant le développement de

Taylor jusqu'au troisieme ordre.

ot +At) = o(t) + At ag(tt)+ Aztz a;tc(zt) ap O'c O(At ) (1.51)

Afin de surmonter la difficulté liée a la dérivée, le schéma fractionnel suivant est

appliqué comme suite :

c(t+%)=o(t)+%% (1.52)
Ju%):@ﬁ%@ (1.53)
8c(t + &)
ot +At) = ot)+ Ath (1.54)
L’application de la formulation de Galerkin conduit au systéme algébrique suivant :
> &3 (b2) (1.55)

e[ OCj At e e Y OCj 5 n
261 MU(E) = ZCZ(MU — MIJ E) + 261 (be ) (156)
ou, Z : sommation des éléments ;

be : terme de droite ;

Mf} : matrice masse ;

—e . g,
M;j : matrice rigidité ;
i: nombre d’itérations.

Le procédé de simulation est exprimé par les quatre équations suivantes :

gt e o
i i n_n i ol n n

X [De(uij Ui )] (1.57)

1/2

W oW s e _EJF[ n+1/3( nel/3 n+1/3)] (158)

A2 i Y o TLoe uji :

AR

| (ug+1/2u?+1/2)+ [Dn+l/2(u?+l/2 Ly )] (1.59)
p At . y e i ji
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U?H - uin n+1/2. _n+l1/2 pin+1 n+1/2( n+1/2 n+l/2

=g By [or 2wz 42| (1.60)
L’écoulement dans la région de sillage devient turbulent pour un nombre de Reynolds
¢levé. Beaucoup d’études sur le vortex ont montré que le régime d’écoulement est
étroitement li¢ au nombre de Reynolds. Dans la présente simulation, I’utilisation du
modele de turbulencek — & permet la fermeture du systeme d’équations. Finalement,
les résultats numériques obtenus sont en grand accord avec les résultats expérimentaux
observés, tel que représenté sur la Figure I-7.

1T
0.6 |
= 04 — Present
02 & - Breuer, 1998
or * Lourenco & Shih, 1993
+  Ong & Wallace, 1996
02 T *
-0-4 1 1 1 1 1 1 ]

Figure 1-7 : Vitesse moyenne le long de la ligne centrale.

La concentration relativeS, est définie comme ¢€tant le pourcentage de la densité de la
source, S = % x 100 . La distribution de cette derniere varie en fonction de temps dans
la région de sillage. En technologie environnementale, la moyenne temporelle de la

concentration est toujours utilisée pour évaluer la qualit¢ de I’eau. A signaler que la
surface polluée est largement influencée par la variation de nombres de Reynolds.

M¢émoire de magister ENP 2006 25



Chapitre 1

Revue bibliographique

[a] expérimental

[B] numérique

Figure 1-8: Transport de polluant dans la région de sillage
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<
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Figure 1-9: Comparaison entre les concentrations moyennes

Un faible nombre de Reynolds engendre une grande concentration. La concentration
mesurée par la technique PLIF est illustrée a droite de la comparaison, tel que montré
en Figure I-9. La concentration du polluant diminue, en indiquant que beaucoup de
pollution reste prés de la région de sillage Figure 1-10. Relativement, beaucoup de
temps est nécessaire pour I’eau polluée pour qu’elle puisse quitter la région de sillage.

B m X=2.2 (Experiment)
10 —o— X=2.2(Computation)
9 r * X=4.2 (Experimeant)
8 r —— X=4.2(Computation)
| g A X=6.2 (Experiment)
7 A e % —= X=6.2(Computation)
6 3
=5
4
3
2
1
o -
-4 -2 (o] 2 4
¥

Figure 1-10 : Distribution latérale de la concentration moyenne sur les différentes sections.
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3 —*— Case 1{Computation)
10 A Case 1{Experiment}
e i —*— Case 2(Computation}

8 [ * Case 2{Experiment}
—" Case 3{Computation)
6 B Case 3{Experiment}
om
4

Figure I-11 : Distribution latérale de la concentration moyenne a x= 3.2.

Dans une section fixe, la concentration moyenne diminue pour un nombre de Reynolds
qui augmente. En revanche, pour un nombre de Reynolds faible, le profil de
concentration montre que le polluant n’est pas assez dilu¢ tel que montré en
Figure I-11.

Ainsi, I’étude des champs de concentration dans les sillages turbulents, est étudiée a la
fois numériquement et expérimentalement. Les résultats indiquent que la distribution
de la concentration est étroitement liée a la perte dans le vortex. La distribution de la
concentration moyenne montre que la taille de la zone polluée ne change pas d’une
maniere significative avec le nombre de Reynolds, mais la concentration du polluant
prés de la zone de sillage varie significativement avec la variation de nombre de
Reynolds (J.C. Bo et D.L .Hui, 2003).

Conclusion

Dans notre €tude, nous ne pouvons accepter les hypothéses avancées dans 1I’ensemble
de ces travaux. Il est indispensable que notre modele prenne en compte les aspects non
stationnaires de 1’écoulement et 1’¢loignement de 1’hypothése de toit rigide employ¢e
dans la plus parts des modeles décrivant 1I’écoulement en riviere. De plus les processus
physico-chimiques peuvent contribuer a la modification de la concentration du
polluant. Pour cette raison, I’équation de la concentration doit inclure un terme
représentatif de la destruction de I’espece polluante. C’est pourquoi notre modele
hydrodynamique ne comportera pas d’hypotheses simplificatrices majeures et donnera
une description extrémement précise du champ de vitesse pour 1’é¢tude de transport du

polluant notamment au voisinage du point d’injection.
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Modele mathématique

Les équations fondamentales qui décrivent les écoulements de fluides sont dans leur
formation générale trés complexe et non linéaire ; malgré la restriction a 1’étude des
seuls écoulements de type newtonien. Un certain nombre d’approximations a été mis
et s’avére aujourd’hui valable pour des écoulements gouvernés par les équations de
Navier-Stockes.

L’établissement de ces équations a cependant été fort long puisqu’il s’est écoulé prés
de deux siecles entre la publication des travaux de O. Newton en 1687 et I’écriture par
G. Stokes des ¢équations fondamentales de I’hydrodynamique qui honorent son nom et
celui de I’ingénieur frangais H. Navier. L’énorme littérature publiée depuis montre a la
fois I’'importance de ces équations dans nombreux domaines de la science et la
difficulté de leur résolution due particulierement au phénoméne de la turbulence. Ce
phénomene a été analysé en 1883 par O. Reynolds qui a étudi¢ 1’écoulement dans des
conduites rectilignes de section circulaires.

Dans un écoulement turbulent, il est possible d’imaginer I’existence de deux
¢coulements séparés : moyen et de fluctuation ; quoiqu’en réalité il n’existe qu’un
mouvement instantané. Dans ce chapitre, nous allons formuler les équations du
mouvement moyen.

1 - Concept de la turbulence

L’écoulement turbulent est une condition naturelle et fréquente du mouvement d’un
fluide visqueux ou les divers parametres présentent des variations aléatoires dans
I’espace et dans le temps tel que des valeurs moyennes puissent étre définies.

1.1 - Définition de la turbulence

D’apres P. Chassaing « L’écoulement turbulent est un mode naturel de mouvement de
fluide visqueux ou des mécanismes internes d’échange énergétique assurent, au sein
méme de 1’écoulement, la création et le maintien de toute une hiérarchie de
mouvements chaotiques répartis continiment sur une large échelle macroscopique »
(P. Chassaing . [2000]).

1. 2 - L’équation dynamique de mouvement moyen

L’approche statistique utilisée se fond sur la classique décomposition de Reynolds :
chaque champs instantané® est considéré comme état la somme d’un champs moyen

® et d’un champs de fluctuation aléatoire autour de ce champ moyen .

Pour cela, nous introduisons deux échelles de temps : 1’'une est macroscopique, t, et
correspond aux valeurs moyennes et I’autre est microscopique, t’, et correspond aux
fluctuations turbulentes.

Dt + t') = d(t) + gt (2.1)
La valeur moyenne est définie par la relation :
At
o(t)=-L
ot) = 4, .l-CI)(t)At (2.2)
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ou : Atest une échelle de temps filtrants mouvements turbulents (At est grande devant
I’échelle de temps des fluctuations turbulentes mais petits devant 1’échelle de temps de
I’écoulement moyen)

Notons que par définition, la valeur moyenne des fluctuations est nulle.

Pour les variables qui nous intéressent, cette décomposition se traduit, a un instant
donné, par les relations suivantes.

u=u+u (2.3)
W=w+wW (2.4)
p=p+p (2.5)
c=c+¢c (2.6)

Le symbole (_) représente I’opérateur de moyenne statique ou moyenne d’ensemble,

qui est définie comme la limite statistique de la moyenne arithmétique prise a travers
un certain nombre d’expériences réalisées dans les mémes conditions générales
d’écoulement. Cette moyenne vérifie les régles dites «regles de Reynolds »,

ainsi :f+g=f+g et E = fgavec, fet gdes fonctions aléatoires.

1. 2. 1 - Equation de continuité

L’équation de continuité est basée sur le principe de conservation de la masse. Elle
s’écrit comme suit :

9P 4 divlp U)=0 2.7)
ot

Nous considérons que les variations de la masse volumique sont suffisamment faibles
pour que I’ont puisse utiliser une équation de continuité¢ sous forme incompressible.
Nous arrivons finalement a 1’écriture suivante de 1’équation de continuité en
coordonnées cartésiennes :

du, v, ow _
Q4 Br=g (2.8)

Dans notre étude, nous adopterons 1’approche statistique de Reynolds qui permet de
différencier entre 1’écoulement moyen et I’écoulement fluctuant.

Ou+u), AV+v)  Aw+w) _

- 5 = 0 (2.9)

La partie moyenne et la partie fluctuante vérifie toutes les deux 1’équation de
continuité.

o) . (V) , ow) _
0,80, 4 (2.10)
ow)  av) , ow) _, (2.11)

ox oy 0z
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1. 2. 2 - Equations de quantité de mouvement

Les relations nécessaires pour prédire 1’évolution d’un écoulement au sein d’une
géométrie donnée sont les équations de Navier-Stokes. Ces équations sont déduites
des principes fondamentaux de la conservation de la masse cités précédemment, de la
quantité de mouvement et de I’énergie. Les variables qui en découlent dans le cas

général sont la masse volumiquep, les trois composantes de la vitesse U, la pression
P et la température T du fluide. Ces variables sont toutes fonctions des coordonnées de
I’espace et du temps ®(x.,t).

Nous choisissons d’exposer les équations de conservation de quantité de mouvement
dans le cas ou les principes de conservation sont appliqués

0 0 oP i
a(pui)+§(puiuj)=—6—+—J+F (2.12)

i i i
ou: t; estle tenseur de contraintes visqueuses dont les ¢lements dependent du taux de
déformation du fluide soumis au champ de vitesse.
Fv est un terme source qui comprend 1’ensemble des forces de volume (gravité,
force centrifuge, force de Coriolis).

Nous ne prenons pas en compte les forces rotationnelles de Coriolis et centrifuge qui
sont négligeables devant la force de gravité dans les petits domaines comme les
riviéres. Finalement, le terme de forces de volume se réduit a F, = pg,ou les g sont les

composantes du vecteur de la gravité.
En adoptant I’hypothése précédente dans 1’équation (2.12), nous obtenons :

: G o (au o
9 fou)+ -2 (puu )= -2 4 L g, 2.13
) o )= -2 x| Hax. ox H P 219

j i j i

L’¢écoulement d’un fluide réel engendre des forces de frottement dues a la viscosité et
a la turbulence, la présence de ces forces induit une perte de charge qu’est une
transformation irréversible de 1’énergie mécanique en énergie thermique, de plus nous
considérons que le fluide est incompressible.

Equation du mouvement dans la direction x :

p@+u@+vﬁ+w@ :pr—a—P+uAu (2.14)
ot Ox oy 0z Ox
Equation du mouvement dans la direction y :
p@+ua—v+vﬁ+wa—V = pF —a—P-l-},LAV (2.15)
ot ox oy 0z Y oy
Equation du mouvement dans la direction z :
oW |, oW , (OW , oW | _ g OP
P +u6x+vﬁy+wazj pFE aZ—i-},lAw (2.16)
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En portant la décomposition de Reynolds dans les €équations (2.14), (2.15), (2.16) pour
distinguer I’écoulement moyen de I’écoulement fluctuant, nous trouvons :

p(@(u+u’)}+(a+u,)8(ua;u') +(;+V,)6(u(;;u‘) e Q)

ot 0z
o(p +p' o*(u+u 0% (u+u' 0% (u+u'
p{_@(v; Vl)]+(ﬁ+u‘)—a(vaivv)+(\_/+V')—6(V(;};V')+(;+w')—6(vazvl)=
dp+p) , |P(v+V) P(v+v) P(v+V)
p(@(w+w')}+(a+u,)8(w+w') +(;+V,)8(W +w') +(;+W,)5(W+W') _
ot oz
Lop+p) | |P(wrw) P(wrw) P(w+w)
pF, 5 + },{ PV + o + P } (2.19)

En appliquant I’opérateur moyen d’ensemble précédemment défini, aux équations
(2.17), (2.18), (2.19), nous obtenons :

du -0u -0u —ou 1ap o’u 0*u o’ul| |oud Auv' ou'w
— tUu—+V—+W— ——— + + - + +
ot ox oy oz p Ox x> oy oz ox oy oz
ov —0v —-0v —ov 1ap 025 o’v o'v| |oviu av'v' ou'w'
—dUu—+V—F+W— | = + + — + +
ot ox oy oz Y aX2 ay2 87> ox oy oz
" 2 2 2 ST S _—
(’)—WJrua—W+v(’}lv+w(ﬂ}W Z—l@-i- 0 \;V+a V2v+a ZV - 8wu+8wv+8ww (2.22)
x oy oz x oy

} (2.20)

pay

} (2.21)

a x oy @ p oz

Les tensions u'u), u'v, u'w!, v'u, v'v\ u'w!, w'u, w'v', w'w' donnent naissance aux tensions
de Reynolds. Elles proviennent de la non linéarité des équations de Navier-Stockes et
traduisent I’interaction entre mouvement moyen et mouvement fluctuant.

Le systéme ainsi obtenu admet plus d’inconnues que d’équations. Pour fermer le
systeme d’équations, il faut élaborer un modele dont le réle serait le développement
d’équations supplémentaires pour ces tensions de Reynolds. Dans la littérature, il
existe plusieurs modeles a degrés de complexité différents. Le modéle ke est choisi
dans la suite de notre étude.

2 - Effets pratique des tensions de Reynolds

Comme toute force agissant sur le mouvement, ces nouvelles contraintes peuvent étre
directement pergues a travers les effets qu’elles induisent sur 1’écoulement moyen. Le
phénomene de décollement est particulierement illustratif a cet égard. Une couche
limite laminaire décollée d’un profil, en raison d’un gradient de pression défavorable
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peut, en devenant turbulente, recoller a la paroi sous l’action précisément des
contraintes de Reynolds.

La présence des corrélations doubles confére au systéme d’équations du mouvement
moyen un caractére ouvert, au sens ou a I’ordre un, il contient plus d’inconnues que
d’équations (J.M. Hervouet. [2003]).

Pour pouvoir résoudre les équations de Reynolds, il faut fermer le systéme, ce qui
revient & exprimer le tenseur inconnu en fonction des grandeurs physiques moyennes a
I’aide d’un mod¢le de turbulence.

3 - Le modele de turbulence

Le modéle de fermeturek - ¢ fait partie des modeles reposant sur le concept de la
viscosité turbulente. Il est a ce jour le plus connu et le plus utilisé par les codes de
calcul.

Ce modele est fondé sur le calcul de grandeurs physiques représentatives de la
turbulence dans I’écoulement. Il s’agit de ket de &qui désignent respectivement
I’énergie cinétique turbulente et sa dissipation, ce type de modeles fait intervenir la
viscosité turbulente. En effet, il existe plusieurs types de modéles: modélek-k"*1",

modélek-kI?, modéle k — k*°1"" (modélek-¢).

Ainsi, choisir lcomme variable associ¢e ak, n’est pas fondamental, toute combinaison

de la forme k™" convient aussi. De nombreux modéles a deux équations de transport
ne différent que par le choix de leurs couples d’exposants (m,n).

Modele k — ¢ :

Dans le cas ot on prend m=3/2 etn=—1, on obtient le modélek — k*'*1"", appelé le

modelek —¢. Il a été largement testé et utilisé. La viscosité turbulente est définie par :
2

v, =C,—;ou:e= k™1™, le taux de dissipation de 1’énergie cinétique turbulente (k).
€

L’équation pour k:

Dans I’équation exacte dek, certains termes font intervenir des quantités autres que les
inconnues (ui, P,k,€):

ok , ok __goow  1duwy 1P, ok
o W ox; = WA T > o, + Vaxon C (2.23)
1 2 3 4 i

La modélisation de ces termes est nécessaire pour fermer le systeme d’€quations.

La modélisation du premier terme du second membre de 1’équation (2. 23) s’obtient en
adoptant directement 1’hypothése de Boussinesq.

LI I L T I (2.24)
T ox. 8xj OX. 3 'lox,
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Le second terme peut étre reformulé comme suit :

1 8u;u;u'j _ 8k'u3 (2.25)
2 0, OX

J

K = %u;u; (2.26)

On relie, k' a sa valeur moyenne ken exprimant le terme de diffusion par un terme
proportionnel au gradient :

bk

— K, (2.27)

o, 0X;

Enfin, on constate que les effets du troisiéme terme sont similaires a ceux du second,
ce qui incite a modéliser globalement leurs effets en posant :

_ i(l W, + lu'jp'j _ i[& ﬁ] (2.28)
ox; \ 2 p ox; | 0, 0x,
Finalement I’équation de transport de kest :
. Ou, . 2
LR S L PR WL PR S (2.29)
ot OX ox; Ox; Jox; 0x;|0, OX| OX 0X;

Celle deg s’écrit :

e,y O _ _ o duidus auj+auiaui@}2 4 oui_&us J_z‘{aulaulauj}

ot OXj OXjOXj OXk  OXk OXk OXj ' Ox; OXOXk OXj OXk OXk
1 2 3
VY R ) Y
ai“gﬂ) ]2%(2}(“3 aggj{gjz(aa_aj (2.30)

4

En adoptant I’hypothése des grands nombres de Reynolds dans 1’équation de k, le

2
terme de diffusion moléculaire v

peut étre négligé, et le second ainsi que le

OX .0X .
J J
troisiéme termes de 1’équation (2. 23) seront modélisés sous la forme suivante:
ox; \ 2 p 0x; | 0, 0x,

o, : constante numeérique.

La méme hypothése permet aussi de négliger les : premier, second, cinquiéme, sixieme
et septiéme termes du membre de droite de 1’équatione .
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L’hypothese de diffusion en gradient permet de modéliser le quatrieme terme (terme

de diffusion restant) par :
'\ 2
[ Ou,
O o] i |20 | b G (2.32)
ox, | | ox. ox; | o, OX,

] J

avec o, : constante numérique.

La modélisation utilisée pour le troisiéme terme est celle proposée par E. B. Lander, G.
J. Reece et W. Rodi, qui donne :

- 2
“ou, Aul ) :
o O M) S| ¢ Ep £ (2.33)
Ox 0%, K k

avec C_et C_ constantes numériques.

En remplagant les tensions de Reynolds par leurs expressions en fonction des taux de
2

deformation moyens (€quation de viscosité turbulentev, = C, —).
€

Donc les équations de ket de €s’écrivent :

&, & _p i[_%J 2.34)

ot 'ox, " 0x;| oy O,
2
G A TR Ry . (2.35)
ot ox; 0x;| o, 0X, k k

avec, P : production d’énergie cinétique turbulente due a I’interaction contraintes
turbulentes — gradient de vitesse moyenne donnée par :

u [[6u.  ou,
ey L LT (2.36)
ox; )\ 0x;  0Ox

v, =C, — (2.37)

Il intervient cinq constantes numériques Cy, Cel, Ce2, 6¢, ok dont les valeurs numériques
recommandées par B.E. Lander en 1975 sont:

Cu=009 Ca=144 C2=192 o0:.=100 ox=130 (H. K. Versteeg, W.
Malasekera [1995]).
Apres fermeture du systéme d’équation gouvernant 1’écoulement par 1’ajout de deux

¢quations du modele de turbulencek — €, nous nous intéressons a présent au transport
de polluants.
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4 - Etude du transport

Dans cette partie, nous traitons le probléme du transport d’un polluant actif dans un
fluide par ce méme fluide en tenant compte des réactions chimiques.

Nous considérons le transport transversal et longitudinal. Nous développons les bases
théoriques du transport afin de les utiliser pour établir les lois de bilan en régime
turbulent. Nous nous situons donc dans le cadre d’écoulements incompressibles
tridimensionnels non permanents, turbulents, isothermes, et recevant la visite de
polluants.

L’équation générale du bilan sous forme intégrale sur un domaine matériel, D, s’€crit :
[ (95/)ds + [ div(cV)ds = —[ diva,ds + [ q.d5 (2.38)
D D D D

Le bilan sous forme locale s’exprime par:

% + div(cV) = —divq, + q, (2.39)

ou §(u,v,w) est le vecteur vitesse. q, : le taux de production locale de substance.c, est
la concentration de la substance. Ici le terme des sourcesq,, peut inclure un terme di a

une réaction chimique. am , est le vecteur de densité du flux exprimé par la loi de Fick :

—

q, =—&,gradc (2.40)
qm- == Sm ﬁ (2’41)
‘ 0X;

Puisque 1’écoulement est turbulent, toute grandeur physique instantanée doit étre
exprimée par une valeur moyenne temporelle, plus une valeur due aux fluctuations
aléatoires dont la valeur moyenne est nulle.

c—>c+c  avec, ¢'=0 (2.42)
§ >V +V avec, V'=0 (2.43)
LI (2.44)

At
V=l tﬂr{fdt (2.45)

At

Donc I’équation de bilan pour un écoulement turbulent avec diffusion turbulente,

s’exprime alors ainsi:
oc+c) o~ = L=
———=+div[(c + ¢')(V + V')] = div[egrad(c + ¢')] + q, (2.46)

Au moyen de la définition des termes instantanés et leurs propriétés statistiques, on
écrit :
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% +div(cV + ¢'V') = diveiv(e ¢) + q, (2.47)

On admet que & —>e_+get que le flux massique turbulent par surface unitaire
s’exprime par :

- (c'V') = &, gradc (2.48)

ou c, est la concentration moyenne c¢', étant les fluctuations de la concentrationetest la
diffusivité massique turbulente de la substance dans le mélange ; en général, g, >> ¢, .

La diffusivité, g, , est prise ici comme étant un scalaire ; mais souvent la diffusivité

-

dépend de la direction, X, y, et z, et devient un tenseur diagonal, €.

L’équation précédente, est I’équation de convection-diffusion de matiére aux valeurs
moyennes en régime turbulent. Cette équation sert de base pour 1’analyse de tous les
problémes de transport de matiére dans les cours d’eau. La difficulté majeure réside
dans le fait que les solutions sont difficiles a obtenir, raison pour laquelle il faut bien
cerner le phénomene de point de vu conditions initiales et aux limites.

En coordonnées cartésiennes, 1’équation (2.47) est écrite comme suit :

& -dc -dc —aéc e e c
—+u—+V—+wW—=¢ (—S+—+ " . g, —)+q.(2.49
UV m(fzayzazz E(Qay(y) 2 6,%) 4q.2.49)

oy oz "oz
ou nous admettons que :
dc —
ey, - =(u'c) (2.50)
X
6_ o 251
Sty5=(VC) (2.51)
e, L (W) (2.52)
V4

La diffusivité massique moléculaire, qui est une proprié¢t¢ du fluide, reste constante,

g =Cte. La diffusivit¢ massique turbulente, ei(ew, &y, £2), qu’est ici un tenseur diagonal

qui dépend des propriétés locales de I’écoulement ; sa valeur est la méme pour une
turbulence isotrope, €, =&, = ¢, . Le terme de sources internes, q,, qui peut inclure un
terme di a une réaction chimique ou biologique, a un changement de phase ou a un
transfert a travers les limites a €té considéré comme négligeable par rapport au terme
de la diffusion. Néanmoins il existe un certain nombre de problémes ou le terme des
sources internes doit étre considéré. C’est notamment le cas d’une substance réactive

qui ne se conserve pas. Dans un tel cas, le mélange est le siege d’une transformation
dans sa composition. q_, est égale a k,c, il exprime le taux avec lequel une substance
active augment (+) ou diminue (-) par réaction.k, , est un coefficient constant de
réaction de la substance dans le mélange, en dimension [1/T](W.H. Graf. [1996]).
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5 - Modéle mathématique

Dans un grand nombre de cas d’écoulement a surface libre, la nature tridimensionnelle
de I’écoulement est d’une importance secondaire. En effet, dans les exemples qui nous
intéressent, les dimension x et z étant beaucoup plus importantes. Pour cela, nous
n’avons plus a déterminer que six variables que sont les champs scalaires
(u,w,P,k,e,c)al’aide de six équations [(2.69) a (2.74)] le systeme d’équations étant
fermé. Toutes les équations peuvent €tre mises sous la forme d’une équation générale
de convection-diffusion. Elles seront résolues grace a des conditions initiales et aux
limites par la méthode des volumes finis.

La viscosite turbulente est reli¢e directement aux inconnues par la relation algébrique
suivante :

2
v=C, X (2.53)
€
les six équations disponibles sont :
Equation de continuité :
oW oW _ (2.54)
ox 0z

Equations de quantité de mouvement :

S _An A - [ A27 27 — o
[5_u+u5_u+wa_uj:1: _la_PMa“ﬁ“}{a““f“W} (2.55)

ot ox 0z * opox _axz oz2 Ox 0z
[a§+aa§+;a§J:F _l@H_aZQﬁzﬂ{aWﬁw'_w} 2.56)
ot ox 0z “ poz i ox> oz’ 0x 0z
avece .

v = —21)1[5@;} +2k 2.57)
W:W:-ut[%+éﬂ1 (2.58)
Ww = m{éﬂ] 2k (2.59)

Equations du modélek_g
v, =C, K (2.60)
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ok —-ok —ok 0 (v, ok 0 (v, ok
—ftu—4+W—=—| L+ — |+ —| L — |+
ot Ox 0z 6X[ ] [ j

6, 0x) 0z\o, Oz
— —\2 — —\2 — —\2 —_ 2
v, |[{Ou Ou ou Ow ow Ou ow ow
|| =+ +|—F— | +|—+— | +|—+—| |- (2.61)
2l ox o0Ox 0z 0X ox 0Oz 0z 0z
— —2 — —\2 — —\ 2 —_ 2
0e —0¢ — Ot ou Ow ou Ow ow Ou ow  Ow
—tu—+wW—=||—+— | +|—+— | +|—F+—| +|—+—| |+
ot ox 0z [(8){ 62] (82 axJ (ax 82) {82 62)]
C
Ofreoe), 0008 o Zuy_c £ (2.62)
ox \ 6, 0Ox 0z\ o, 0z 2 2
avec ,
C,=0.09 (2.63)
o, =1.0 (2.64)
c,=13 (2.65)
C, =144 (2.66)
C, =192 (2.67)

Chaque terme des équations de ket epeut également étre expliqué de maniere
physique :

1- Transport de I’énergie cinétique turbulente ou de taux de dissipation de
I’énergie cinétique turbulente par convection par 1I’écoulement moyen.

2- Transport de I’énergie cinétique turbulente ou de taux de dissipation de
I’énergie cinétique turbulente par diffusion par le mouvement turbulent.

3- Taux de production de 1’énergie cinétique turbulente ou de taux de dissipation
de I’énergie cinétique turbulente.

4- Taux de production ou destruction de 1’énergie cinétique turbulente ou de taux
de dissipation de 1’énergie cinétique turbulente.

5- Taux de destruction de 1’énergie cinétique turbulente ou de taux de dissipation
de I’énergie cinétique turbulente.

Equation relative au polluant :

dc —dc —dc —oc ¢ dc e

—tu_—+tv_—+tw_—=¢g (-5t 5+ 5+

& ox oy oz "oxk oy oz

L By Lo, O+ L6, By va, (2.68)
ox ~ox oy oy oz oz
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6 - Bilan sur les équations a résoudre

UL oW _y (2.69)
Oox 0z
. _ . - . — 2 2 27
8—u+ua—u+w8—u =F _l@+(0+20t)6_u+(v+vt)8 u+ot ow 20k (2.70)
ot OX oz p Ox ox 2 oz 0z0x 3 0x
_ _ - - _ R 2 2 2=
a—W+ua—w+wa—W =Fz—l@+(u+21)t)a W+(1)+1)t)a W+1)t ou —%%(2.71)
ot Ox 0z p 0z 72 ox > 0x0z 3 0z
ok —ok —ok v |(ou ou) (ou ow) (ow ou) (ow ow
et U—HW— =L | — | 4| —F— | 4| /= — | | —+—
ot 0x oz 2|lox ox 0z 0X ox 0z 0z 0z
+ i(ut%j+i(ut%j—s (2.72)
0x 15).4 0z oz
oe —0e — o¢ [{aﬁ 55]2 ou a?jz (a% aHJ (a& awﬂ
—HtUu—+W—=||—+— | +|—F— | | —F+— | +|—+—
ot 0x 0z ox 0z z 0x X 0z z 0z
0 (v dg |, O [ v Og Cuy _ €2
+ 2% (1’3 6xj+ 57 (1’3 6zj+ 1,44 3 k -1,92 5 (2.73)
oc —o0c —aoc o’c dc. o0 . oc. o  dc
—tu—+w—=¢g (—+—)+— (€, —)+—(,—)+ 2.74
a Ve VT e T T Bl T e ) 279

7 - Prise en compte des phénomeénes en présence
7.1 - Le champs de pression

L’approximation de pression hydrostatique (simple équilibre entre pression et le
champ de pesanteur) peut étre vérifiée dans certaines géométries simples de rivieres
mais devient trés erronée dans des configurations plus complexes rencontrées assez
régulicrement dans les cours d’eau : écoulement autour d’ouvrages, approfondissement
brusques, coudes a fortes courbures, écoulements a faible tirant d’eau (E. Hérouin.
[1991]). Par ailleurs, elle ne peut étre appliquée lorsque 1’écoulement est déterminé par
de forts gradients de densité ou lorsqu’il subit une propagation de vague a la surface.

7.2 - Lasurface libre

Les courants de surface sont le résultat d’une interaction entre la surface libre et
I’atmosphere. L’atmosphére exerce, par [’intermédiaire des vents, une force
d’entrainement mécanique (force de frottement) sur les eaux de surface. Le frottement
engendré par le vent a la surface libre de I’eau peut étre caractérisé par une contrainte
de cisaillement. Il peut étre négligé dans certains cas mais important dans d’autres (K.
Ider et S.Benmamar. [2004]).

Les contraintes totales de surface seront alors données par les expressions suivantes :

s _ 2 2
rx - pairaventuvent uvent +v (275)

vent
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S 2 2
Ty = pairaventvvent uvent + Vvent (276)
avec, a ., : le coefficient de résistance du vent ;
U, V., .les composantes de la vitesse du vent.

Les valeurs de a _ peuvent étre obtenues par différentes formules. Parmi les formules
utilisées, nous avons :

Si V| < smis a,,=0.565.10"

vent

Si 5 < M <19.22m/s a,_ =(=0.12 + 0.137\\7\).10*

Si [V]-19.22m/s a,,=2.513.107

V : vitesse du vent a proximité de la surface d’eau.
7.3 - Les frottements au fond

Les frottements sur les parois, principalement sur fond et sur les berges, agissent par le
biais de contrainte tangentielle au fond. Elle s’oppose a la direction de 1’écoulement.
Cette grandeur peut étre reliée aux caractéristiques moyennes de I’écoulement. En
revanche, le taux de dissipation de I’énergie cinétique par les contraintes visqueuses
posseéde une valeur finie puisqu’au voisinage trés proche de la paroi (sous couche
visqueuse ou laminaire), les contraintes visqueuses sont beaucoup plus importantes
que les contraintes turbulentes, provoquant une baisse sensible de nombre de
Reynolds.

Il existe trois régions distinctes au voisinage de la paroi : la sous couche visqueuse (ou
laminaire), la zone tampon et la zone turbulente.

L’expérience montre que dans I’ensemble de ces trois régions, la vitesse projetée sur
un plan paralléle a la paroi, que nous appelonsﬁpar, suit la direction inverse de la
contrainte de cisaillement. En revanche, sa norme uprest régie par une loi différente
dans chacune de ces régions.

Les bornes de ces régions variant d’un auteur a 1’autre dans la littérature, nous nous en
tenons a celles qui sont le plus fréquemment utilisées et qui nous sont rapportées par
H. K. Versteeg et W. Malalasekera.

Soit y+la distance adimensionnelle a la parot :

y =P (2.77)
1)

ou:u = /T— est la vitesse de frottement.
p

7 : est la contrainte de cisaillement a la paroi.
y : est la distance a la paroi.

Les trois régions sont définies de la maniére suivante :
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Sous couche visqueuse : 0 <y’ <5 ;
Zone tampon : 5<y" <30 ;
Zone turbulente : 30 < y" < 500.

Au voisinage de la paroi lisse, la vitesse parallele a la paroi de chaque région est batie
en premier lieu sur la méme approximation qui stipule que la contrainte de
cisaillement, variant trés lentement avec la distance a la paroi, est considérée constante
et égale a la contrainte de cisaillement a la paroi. D’autres résultats empiriques relatifs
a chaque région permettent, en second lieu, de prouver que la vitesse ne suit pas le
méme type de courbe suivant la valeur de la distance a la paroiy.

Dans la sous-couche visqueuse, la turbulence peut étre négligée, ce qui entraine un
profil de vitesse linéaire :

U =Y (2.78)
Tpr _PUY (2.79)
u n

Dans la zone turbulente, I’expérience indique que 1’échelle de longueur d’un tourbillon
évoluant dans cette région est proportionnelle avec la distance a la paroiy. Le profil de

vitesse est alors de forme logarithmique :

w’, =~ n(Ey”) (2.80)
K
Sow _ 111{E p“—yJ 2.81)
u K 1

ou: x = 0.4187 est la constante de Van Karman.
E=9.793 est le coefficient de rugosité pour une paroi lisse.

Les lois pour les parois rugueuses dépendent tout d’abord de la taille des aspérités
constituant la rugosité. Dans les rivieres naturelles, les aspérités sont généralement
assez importantes et dépassent rapidement la hauteur de la sous-couche visqueuse et de
la zone tampon.

C’est J. Nikuradse en 1933, qui le premier chercha a déterminer le profile de vitesse
parallele a la paroi au voisinage d’une paroi rugueuse constituée de grains de sable,
collés les uns a coté des autres, dont la hauteur k atteignait la zone turbulente de

proche paroi. Il montra, par le biais de I’expérimental, que la vitesse évoluant
au-dessus de ce type de rugosité donc dans la zone turbulente, était gouvernée par le
méme type de loi logarithmique que celle évoluant dans la zone turbulente d’une paroi
laisse, a quelques modification prés (N. Buil. [1999]).

u

up:r = l ln[Es l} (2.82)
k k

S
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ou : E =30 est le coefficient de rugosité.
k_est la hauteur des aspérités.

Le nombre de parametres décrivant une rugosité considérée peut Etre
extraordinairement grand (densité, forme, dimensions .....). La solution couramment
utilisée est alors de faire de Eun paramétre global variant avec le type de rugosité tout
en maintenant la forme générale de la loi de paroi. H. Schlichting propose ainsi ses lois
de paroi pour plusieurs cas de rugosités.

La loi de paroi prend, en toute généralité, la forme suivante :

o _ lh{ L] (2.83)
u k H

rugo
ou : E est le coefficient de rugosité.

H, ., est la hauteur des aspérités.

Tableau I1-1 : Quelques ordres de grandeur du coefficient de Strickler

Nature des parois Valeurde Een m'”’ /s
Béton lisse 75
Canal en terre, non enherbé 60
Canal en terre, enherbé 50
Riviere de plaine, sans végétation arbustive 35-40
Riviere de plaine, large, végétation peu dense 30
Riviére a berges étroites trés végétalisées 10-15
Lit majeur en prairie 20-30
Lit majeur en vigne ou taillis 10-15
Lit majeur urbanisé 10-15
Lit majeur en forét <10
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Conclusion

Avant de passer a I’¢laboration du mod¢ele numérique, nous avons dressé¢ un bilan de
I’existant en termes d’équations gouvernant 1’écoulement afin d’établir la formulation
mathématique du probléme étudi¢. Avant tout, il fallait un modele mathématique qui
décrive trés finement 1’évolution du champ de vitesse dans le domaine considéré. Nous
avons donc opté pour un modéele issu du modele de Reynolds avec toutes les
simplifications essentielles pour notre modele.

Nous avons ensuite modélisé 1’ensemble des processus physiques grace aux équations
de convection-diffusion de la concentration du polluant et aux deux équations du
modele de turbulence k-epsilon.

Enfin, & ce niveau d’étude, nous avons tous les outils nécessaires pour une
modé¢lisation numeérique, plusieurs méthodes son a notre disposition. En ce qui nous
concerne la méthode des volumes finis est choisie, elle ferra I’objet du chapitre qui
suit.
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M odélisation numeérique

Le transport d'une variable scalairef dépend tant de la valeur que de la direction du

champ local de vitesse. Nous évoquerons dans le présent chapitre, I’évolution d une
pollution dans un hydrosystéme qui dépend étroitement des caractéristiques de
I’écoulement. Nous ne pouvons pas garantir une bonne représentation du
comportement de la pollution sans une description extrémement fine de I’ ensemble des
variables du systéme gouvernant I’écoulement, afin d'injecter le résultats obtenus
dans I'éguation de la concentration relative au polluant considéré. Dans le but de
simplifier la résolution numérigue nous avons négligé les variations de température.

1 - Présentation de la méhode des volumes finis.

Les équations aux dérivées partielles décrivent un grand nombre de phénomenes dans
notre environnement. Dans la plupart des cas, il n'est pas possible de trouver des
solutions analytiques. Pour surmonter cette difficulté, plusieurs méthodes numériques
on été développées.

Aujourd’ hui, I'impact de ces méthodes est d’ autant plus essentiel que la puissance des
ordinateurs ne cesse d’ augmenter.

Méthode de différences finies: La méthode de différences finies est basée sur
I” approximation d’une fonction par son développement de Taylor autour d’ un point,
elle permet de remplacer les équations aux dérivées partielles par des équations
discrétisées. Les approximations plus précises d’ ordre supérieur sont obtenues, soit en
augmentant le nombre des points dans |’ expression de dérivée, soit en utilisant les
formules implicites. Plusieurs méthodes de différences finies spécifiques a la
résolution des équations du mouvement en variables primitives ont été développées.
En écoulement incompressible, la principale difficulté réside dans le couplage vitesse
pression a partir de |’ éguation de continuité.

Méthode des éléments finis: La méthode des ééments finis est une méthode de
calcul numérique adaptée a la résolution d’'équations aux dérivées partielles (EDF),
pour les problémes de mécanique, en particulier en construction aéronautigue,
aérospatiale, navale et nucléaire. Elle se développe en ce moment dans les applications
de la mécanique des fluides: étude de la marée, des transports des sédiments, des
interactions fluide-structure, études des phénomenes de pollution thermique ou
chimique. La M.E.F permet de résoudre les problémes de la mécanique des milieux
continus en discrétisant le milieu a éudier en éléments. La réalisation du modele
éléments finis est obtenue par I’assemblage d' éléments, cette opération est appelée
discrétisation au maillage du modéle mécanique a étudier. La qualité des résultats est
trés fortement conditionnée par le maillage adopté. C'est I’une des raisons pour
lesquelles n’est suffisant de disposer d’un programme pour produire dés simulations
convenables de la réalité. Une bonne compréhension des principes généraux de la
méthode et bonne maitrise des concepts mécaniques (et donc les hypothéses
simplificatrices qui sont en amont) sont indispensables.
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Méthode des volumes finis. La méthode des volumes finis est un cas particulier de
la méthode des ééments finis. En effet, dans la méthode des ééments finis, le résidu
est multiplié par une fonction f qui, lorsgue égale a la constante 1, donne la méthode

des volumes finis. Pour atteindre la phase de discrétisation, nous avons quelgques
étapes a franchir. Nous devons en premier lieu partir avec une certaine hypothese,
appliquer un modele mathématique sous la forme d’ un systéme aux dériveées partielles
et enfin déterminer la solution de ce systéme. La détermination de la solution de ce
dernier exige une démarche mathématique a effectuer pour discrétiser les équations
aux derivées partielles afin que I’ordinateur puisse simuler le comportement du
probléme a étudier.

La MFV, est basée sur la définition d un volume de contrdle entourant le nceud ou
s effectue le bilan total des interactions. Le neeud est entouré d’ un volume de contréle
rectangulaire dont les extrémités sont a mis chemin entre le nceud ou nous devons
trouver la solution et les neeuds a I’est et a I’ ouest dans le cas d’ une dimension et au
nord et au sud dans le cas ou nous retrouvons en deux dimensions. Les contributions
de chacun des nceuds de part et d’ autres du nceud considéré sont additionnées pour
fournir un bilan total énergétique. La généralisation de la discrétisation faite en trois
dimensions n’engendre pas de complications dans le sens mathématique mais il y a
complications au niveau de la programmation. Dans I’ étape de discrétisation, nous
partons d’ une loi de comportement général, on retrouve laloi de Fourier, laloi de Fick
ains gue laloi de Newton. Toutes ces équations ont la méme forme et suivent ce que
I”on appelle une loi dite de comportement.

Dans la suite de ce chapitre, nous retrouvons le développement mathématique de la
discrétisation de notre modele développé au chapitre précédent en tenant compte,
k - ¢ comme modéle de turbulence avec la M.V.F, comme méthode de discrétisation.
Cette méthode présente I’ avantage de s adapter facilement a des géométries complexe
comme C'est le cas dans de nombreux problemes industriels. De plus, elle permet de
prendre en compte la présence d'obstacles et de traiter de fagon naturelle les
conditions aux limites.

Au modéle mathématique présenté au chapitre précédent, les termes représentaient les
gradients de pression dans les directions x et z étaient écrits séparément pour faciliter
les discussions qui suivent. La résolution de notre systéme présente deux nouvelles
difficultés:

- Premierement: la non-linéarité du terme convectif dans les équations de conservation
2 2

de la quantité de mouvement, par exempleu(%—g‘ + ﬂ_g) .
X VA

- Deuxiemement: il n'existe pas d'éguation gouvernante pour le champ de
pression p(x, z) . La pression est indirectement specifiée par |’ équation de continuité. Le
champ de pression correct est le champ qui, lorsqu’il est introduit dans I’ équation de
conservation de la guantité de mouvement, a un champ de vitesses associé, qui satisfait
|’ équation de continuité.

Toutes les équations sont couplées parce que chaque composante de la vitesse est
présente dans toutes les équations. Si I’ écoulement est incompressible, alors la densité
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est constante et elle n"est pas liée a la pression. Dans ce cas le couplage entre la
pression et la vitesse introduit une contrainte sur la solution du champ d’ écoulement.
S le champ de pression correct est introduit dans les égquations de conservation de la
guantité de mouvement, le champ de vitesses qui en résulte vérifie |I'éguation de
continuité. Toutes les difficultés énonceées ci-dessus seront surmontées par |’ utilisation
d une procédure itérative, comme |’agorithme de S.\V. Patankar et D.B. Spalding
appelé I'agorithme SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations).
Dans cet algorithme le flux convectif par I'unité de masse atraversles interfaces du
volume de contréle est évalué a partir d'un champ de vitesses estimé.

1. 1- Domaine de I’ écoulement

Géométrie

Il est nécessaire de choisir un systeme de coordonnées afin de caractériser sa
géométrie. Les domaines pouvant varier suivant I’ hydrosystéme considéré. On peut
alors définir un domaine d écoulement. Dans le cas d'une géométrie tres simple
représentée par un assemblage de bloc rectangulaires positionnés dans les directions
du systéeme de coordonnées, il suffit de donner a notre programme élaboré pour la
génération du maillage, les dimensions de la géométrie ainsi que les dimensions de
chacun des blocs. 11 est possible d’introduire une zone solide dans le plan ainsi défini
de facon a pouvoir inclure un obstacle dans I’ écoulement. Comme cette inclusion
consiste a fournir au programme les numéros des cellules qui devront étre considérées

comme des cellules solides, la forme de cette zone ne peut étre choisie quelconque
puisgu’ elle dépend directement du maillage.

Maillage

Les dimensions des mailles dépendent de la complexité du probléme a étudier ainsi
gue de la précision recherchée. Généralement, puisque la géométrie est rectangulaire,
nous choisissons des mailles rectangulaires. Aprés avoir fabriqué la géométrie, nous
construisons nos grilles de résolution a I’aide du pré-processeur en subdivisant les
arétes des blocs en petits segments, Figure 111.1.
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Figure IIL.1- Exemple de géométrie avec son maillage

1. 2- Schémas de discr étisation

Choisir un schéma de discrétisation, revient a faire des considération additionnelles par
rapport a la substitution mécanique des dérivées par des expressions discrétes. Mais
avant d’admettre la représentativité de la solution par un schéma aux différences, il
faut s'assurer que le schéma représente correctement |’ équation d’origine. Ensuite,
nous devons étre certains que les erreurs mémes tres petites, ne s amplifient pas. Et
finalement, nous devons vérifier que la solution calculée représente correctement la
solution du probléme.

Une bonne compréhension de la solution d’ un algorithme numérique est cruciale. Il y a
trois concepts mathématiques utilisés dans la caractérisation des algorithmes
numériques : la consistance, la stabilité et 1a convergence.

En effet, un schéma numérique est dit consistant avec une équation aux dérivées
partielles, si I’ erreur de troncature tend vers zéro, lorsgue tous les pas de discrétisation
tendent vers zéro. L’idée de consistance, peut étre concue comme une sorte de fidélité
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locale entre |'équation discréte et I'équation aux dérivées partielles. S nous
N’ approchons pas correctement le probleme continu, nous N’ aurons aucune chance
d’obtenir la convergence du schéma. Et pour qu une solution ait un sens, il est
primordia que les erreurs de calcul inévitables ne s amplifient pas. Cela méne a la
notion de stabilité. Finalement, un schéma est convergent, si la différence entre la
solution exacte et la solution numérique tend vers zéro quand les pas de discrétisation
tendent vers zéro. Evidement, cette différence n'est pas calculable, cependant, le
théoréme de Lax, permet de surmonter la difficulté.

Théoréme de Lax: « pour un probléme linéaire, la consistance et la stabilité sont
nécessaires et suffisantes pour assurer la convergence». Méme s un schéma
convergent est stable et consistant, le contraire n'est pas garanti. Cependant, le
théoreme fondamental de Lax assure que stabilité et consistance implique la
convergence. Dans les problemes non linéaires la consistance et la stabilité sont des
conditions nécessaires pour la convergence, mais elles ne sont pas suffisantes. Pour de
tels problemes S.V. Patankar a formulé certaines régles qui font les schémas de calcul
par la méthode des volumes finis, des schémas de calcul robustes. Les méthodes
robustes sont caractérisées par trois propriétés. la propriété d'étre conservative, la
propriété d’ étre bornée et la propriété d’ étre transportée. Toutes ces propriétés seront
étudiées au cours de présent chapitre.

1.3 - Forme générale de |’ équation discrétisée

L’ équation différentielle générale dans le cas bidimensionnel instationnaire est la
suivante :

E_}_UM_}_W‘H_(p:rﬂ_Z(P_}_FﬂZ(P_‘_S (31)

Tt X |4 x> 12>

ou u et w sont les composantes de la vitesse, de I’ écoulement dans les directions x et z.

S I’on note:
3, =uf - G (3.2)
X
y ﬂZ

ou J, et J_ sont respectivement le flux total (de convection et diffusion), on obtient
I’ équation différentielle suivante :

Tp , W (1,

= 34
1 9x Iz S (3:4)

on intégre I’ équation (3.4) sur le volume de contrdle présenté alaFigure 111.2,
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1 %’1 e t+At O 1 %‘FAI n e
0¢0 0 O ez + OF 0 0 O
y=0Cz=sx=w t t %] y=0€ t z=sx=w

1\%+ét e\ n\ ﬂ‘]y ghtat n e
og 0 00g, dzdxdtﬂy 0§ 00 Odedzdt-dy (3.5)
y=0€ t x=wz=s t z=sx=w

L’intégration de I’ équation (3.5) donne :

0
%AxAZ+(~]e 23,)+(3, - 1) =(S, +S.0.)AxAZ (36)
ou
J. = (JX )eAZ J, = (JX)WAZ
'Jn - (JZ)nAX 'Js = ('Jz )eAX

L’ équation de continuité pour le probléme bidimensionnel est définie comme suit :

ﬁ +E =0 (3.7)

L’ itération de cette équation donne :
(u.Az- u,Az)+(w, Ax - w AX)=0 (3.8)
R-Fv+mm-FK=0 (3.9)

En soustrayant larelation (3.9) multipliée par ¢, delarelation (3.6), on obtient :

fpgtfg AXAz+(Je- Fefp)- (JW - wap)+(Jn - anp)- (JS - stp):(sc +Sf.)AxAz  (3.10)

Ce qui donne:
J,-For=ac(pp- 0e)  avec  ac=DA(R))+[ R0
3, - Fufp=aplfy-fp) avec  a, =D,A(P,|)+[F,.0l
J,-Fop=ay(0p-0,) avec  ay=D,A(R|)+[- F..0
J-Ffp=afs-fp) avec  ag=DA(R|)+[R.0]

On obtient, finalement, laforme générale de I’ équation discrétisee :

apf p =a,fy tagfe +tasfg+tayfy+b (3.112)
aVvec,
ag =D A(R.)+[- F..0 ay =D,A(P,|)+[F, 0]
ay =D, A(P,[)+[- F,.0] as = D,A(PJ)+ [F,.0]
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DxD
o= >|<th b=S,DxDz + a%f &
a, =a, +ag +ag +a, +ap - SDxDz (3.12)
ou
B _ G, Dz _F
F, =u,Dz D, =~ Pw—ﬁ
B _ CGDz _F
F, =u,Dz D, == Pe_D—e
G,Dx F
F. =u, Dx D, =" p ="
Dz D,
B _ GDx _F
F, = u_Dx D, == P= =

0

Lafonction A(R), qui peut étre choisie dans le tableau ci-dessous, définit un schéma
de discrétisation pour le termes convectif.

Tableau I11-1 : Lafonction A(|R), pour les différents schémas

Schémas Formule pour A(P)
Différences centrales 1- 0.5P
Upwind 1
Hybride 0.1- 05
Power .t 01#Y]
Exponentiel 1P /lexp(P) - 1]

1. 4 - Résolution numérique

Le but est maintenant de résoudre les équations d écoulement sur un volume de
contréle V, de frontiére A, et sur un pas de temps dt, sachant que nous nous placons
dans le cadre d'écoulements incompressibles bidimensionnels non permanents,
turbulent et isotherme. Les variables que nous allons déterminer comme premiére
étape sont les deux composantes de la vitesse, la pression en tous points de I’ espace
(x , 2) et atout instant la courbure de la surface libre. Dans cette optique, ce sont les
équations de continuité et de quantité de mouvement mais aussi les équations du
modélek - ¢, désigné pour rendre compte du phénomene de turbulence, qui seront
résolues.
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1. 5- Discrétisation spatio-temporelle

Le schéma de discrétisation choisi est le schéma aux différences centrales. Ce dernier
utilise des expressions consistantes pour |’ évaluation du flux convectif aux interfaces
du volume de contrdle. Le schéma aux différences centrales introduit des influences
vers tous les neeuds voisins au neeud P quand on calcule le flux de convection et de
diffusion, ce qui implique la propriété d’ étre transportée et auss vérifiée la propriété
d’ étre conservative.

& H

—ﬂx—ﬂ 1l

Sl :
| D . || e

Volurme de= contrfile +E oy

5

Figurelll-2: Volume de controle dans le cas 2D.

Nous exposons ci-dessous la totalité des équations concernant I’ écoulement et nous
commencons la discrétisation par I’équation de continuité puis les éguations de
conservation de quantité de mouvement finalement celles du modele de turbulence.

Dans la suite de notre discretisation le symbole (_) sera omis pour raison de
simplification.

2 - Discrétisation du systeme régissant le phénomene

2-1 Equations de continuité

Tu, W _y (3.13)

S nous integrons cette équation sur le volume de contrdle présenté ala Figure.ll1.2, on
obtient:

F-Rv+R-K=0 (3.19)
tel que:
F, =uAz F, =u,Az

F =w_AX F, =wAXx
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2-2 Equations de quantité de mouvement
A Direction longitudinale

2 2 2
WM )T ()T 1P w21k (3.15)
it x x 1z 1z p Tx zx 319
S nous notons::
19 _ fu T°u
X == - 2 - 16
=Y (0 + Ut)'ﬂxz (3.16)
19 _ 1u Tu
—Z = - _— 317
i (v +v,) 7 (3.17)
2
s =F-1Tp , Tw 21k (3.18)

pIx Xz 31z

ou J.etJ. sont respectivement le flux total (de convection et diffusion), nous obtenons
I’ équation différentielle suivante :
Tu, B3 g (3.19)
m 9x 9z
Nous multiplions I équation de continuité par la valeur de la vitesse au point P, u,,
Figurelll.2.
Feup - Fwup + Fnup - Fup =0 (3.20)

Apres|’intégration de I’ équation (3.19), nous soustrayons I’ équation (3.20), nous
obtenons :

uitug AxAZ+(E - Fu)- (8- Bu )+ (- Eu)- (- Fu)=(s +SuJaxaz - (3.20)
tel que:
J - Ru, = a;(up - uE) J‘n‘ - Ru, :a‘; (uN - up)
J, - Ru, = a‘;v (uW - up) J‘S‘ - Ru, = a‘s‘(uS - up)
ou,
a' =p°A(R))+[- F.0] a =p*AlP)+[- F.q]

J+[- F.0]

Nous arrivons a présent a une équation finale sous forme discrétisée, comme suit :

)+ F,.0] a =D*AlP

a* =pA(P:

w

u —_ u u u u
au,=aug+a u, +au,+aug+b, (3.22)

tel que:
al =a! +a +a +al +a) - S'AxAz (3.23)
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b, =S'AxAz + au} (3.24)
o _ AxAz

= 3.25

A =— (3.25)

Leterme, u) représente lavaleur connue de lavitesse al’instantt, quant aux autres
termes, sont les valeurs recherchées al’instantt + At. Lesflux F,,F,,F, etF,, sont

définis précédemment, tandis que, les conductances qui leurs correspondent sont
définies comme suit :

Az Az

D" =(v+2v, | — D" =(v+2v, )]—

= oo, 22 c= (o)A
AX AX
D" =(v+v, | — D! =(v+v, )]—
n ( t)AZ S ( t)AZ

les nombres de Péclet, quant a eux, sont définis par les expressions suivantes :

P = F _ UAX pU = F, _ U,AX

° Dy i1)+21)tj “pY o (v+2v,)

F_ wAz F _ wAz

Pu - n — PU - S =
" D' u+v,) * D' (v+v)
lafonctionA(R), est choisie selon le schéma de discrétisation voulu, pour notre cas,

nous avons opté pour le schéma aux différences centrales. Ce qui donne lavaleur de la
fonction A(P|) par laformule suivante: A(P) =1- 0,5F.

B Direction transversale

gw  Tw Two 19P Tw T°w Tu 29
—+W-—*=F - = — -=— (32
gﬁ+uﬂx+wﬂ2g z pﬂZ+(D+2Ut)ﬂZZ+(U+Ut)ﬂX2 +UtﬂXﬂZ 39z 3 6)
Nous posons::
9% 1l Tw
X =u—- 3.27
x u x (U+Ut) 2 ( )
1 w Tw
Z=wW— - 2 3.28
= (v +2v,) = (3.28)
s =F. LT, T 2% (3.29
p Iz >Nz 319z
I’ équation devient :
w50 g (3.30)
qt X 9z
I”intégral e sur le volume de contréle donne :
(Wp B Wg) ' w w w _
S MxAz 3 - 3y + 3 - ) =S, DxAz (3.31)
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de I’ équation de continuité nous avons :
Fw, - E,w, +Fw, - Fw, =0 (3.32)

en soustrayant I’ équation de continuité multipliée par w ,de I’ équation (3.31), ainsi
nous obtenons :

(W - WO)AXAZ+( e FWP)' ( w FWWP)+(J\I’I1V - I:nWP)' (Jév - FSWP) :(Sév +S,;VWP)AXDZ (3'33)

PP A ¢
tel que
'Je - FeWP = a\llzv(WP - WE) J:I - I:an = avr\\ll(WP - WN)
'Ja - FWWp = a\z\/W(WW - WP) 'JZV - Fst = a;;v(WS - WP)
avec,
ay =DyAlRY)+[- R0l ay = DyA(RY|)+ [ .0
ay, = DyA(R:|)+[F, 0] a! =prA(P])+[F.
Nous obtenons finalement, laforme générale de I’ équation discrétisée
agw, =afw, +ayw,, +agw, +aswg+b, (3.34)
avec,
ay =ay +a’ +al +a +a’ - SIAxAz (3.35)
b, =S'AxAz + alw?, (3.36)
AXA
al = th (3.37)
ou,
w A w A
D7 = (040,42 e
w A A
D =(U+2Ut)A—)Z( D :(U+2Ut)_)z(

Les nombres de péclet sont définis comme suit :

pv = F, _ UAX pv = R _ u,, AX
€ _D;”_iu+uti W_Da_iu+ut5
pv = F _ wAz pv = F _ WAz
n _Dﬁ”_(u+21)t) s _D;”_(1)+21)t)
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2-3 Equations del’énergie cinétique turbulente k
Tk Tk vteeélu o L & W L &w o L &w ‘HWOU

—+t—+w—=— — g—+—— g—+—— C.—
ft ﬂZ 2@911X ﬂxz ez Wxg ex 1fzg e‘ﬂZ ‘HZQJg

ko, 1 & Tk
3.38
‘Hxék‘ﬂxgj ﬂzé?ﬂz ‘ (3:38)

I’ équation (3.38), peut étre transformée comme suit :

fh, K Ta ko, Tk 1@, ko_ EAud 5 afu fwgl
Ve o S 4G 2 - 3.39
1t ggﬂxg 1z ﬂzgﬂzg ggjﬂm elzg g‘ﬂz ﬂng ) (339

NOUS POSsoNs .
k ..
W o Ik JI& Tko (3.40)
'ﬂx 'ﬂx Xe TXxXg
k ..
e oIk ey Tko (341)

€ Auo aéTWo Au . fwgy'l
S — 92 272 4+ — = +c—+ —= - 342
— Q‘HXQ; 81122: 8112 ‘HXzE ) (542

Donc I'intégration de I’ équation (3.39) sur le volume de contrdle représenté sur la
Figurelll.2, donne:

oL -tk” AxAZ + (3 - 35 )+ (3% - J¢) = S, DxDz (343)

Nous introduisons |'équation de continuité multipliée par la valeur de I’énergie
cinétique au point de calcul P, nous aboutissons al’ expression suivante :

k gtkp AxAz+ (Jk Fekp)- ('J\Ijv - FWkP)-f‘(JE - Fnkp)- (J: - Fskp): (Sl; +S;kp)AXAZ (344)

Tel que:
¥ - Fk, =aklk, - k) 3 - Rke =aylk, - ky)
¥ - Fk, =a(k, - ko) - Rk, = ak(k - k)
Avec,
as = DtA(P|)+[- F..0] al, =DiA(R))+ [ F,.0
as, = DX A(PY[)+[- F,.0] at = DiA(PY|)+ [ F.0]

ainsi nous obtenons laforme générale de I’ équation discrétisée de I’ énergie cinétique
turbulente :

atk, = a‘k. +afk, +aik, +asks +b, (3.45)
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tel que:
af =af +al, +ay +as +a, - SFAxAz (3.46)
b, = S{AXAZ +a%k? 3.47
k C php
al = AZfZ (3.48)
ou
Dle‘ =v, E D\':V =v, E
AX AX
DX =y, 22 D* =+, A2
AX AX
les nombres de péclets sont ainsi définis:
Pk = F _ u AX pk :i _ u,Ax
° D v " D, v
Pk = F _ w Az Pk = F _ w Az
" Dy v Dy v

2- 4 Equation detaux de dissipation
To o, Jo, Jo Gl o du Iwg' o, Tug v fwgd
it fix z @gix Tzg ez g efx Tzg efz Tzgy
0 0 C 2
+l _ﬂ_8i+ laeﬁﬂ_‘c':.p Cle_mk - Czes_ (3.49)
‘ﬂxéseﬂx,'a zgs, Tz 4 2 2

Aprés transformation I’ équation devient :

= . A .2 L2
E-}-uk-l%k%-}-wk-l%k::&?ﬂg +4§T_W9 +2§E+ﬂ_wgg
ft ix Tx gse X & z 9z ése 125 g éTxeo éfz g ez Txgy

C g2
+Cye 7H k- Co 7 (3.50)
NOUS POSONS :
& = UE - Ea)t Eg (3_51)
fix x Txgs, Xz
&:WE_ Eae‘)t Eg (3_52)
fiz z Tzgs,. Mz

é 2 .2 20 C 2
s, =B | WO N, WO i e, k-, & (359)

gelxg efzg ez Txog 2 2
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L’intégration de I'équation (3.50) sur le volume de contrdle représenté a la Figure
(111.2), donne:

0

ot sz (- 1)+ (3 ) =500 (354

nous multiplions I’équation de continuité par la valeur de taux de dissipation de
I’ énergie cinétique turbulente au point de calcul P, puis en la soustrayant de I’ équation
(3.54),nous obtenons:

0

SPA:P AxAz+ (JZ - FQSP)- (sz - FWSP)+ (J?1 - Fnsp)- (J; - Fsgp) = (Sz +$,8P)AXAZ (355)

tel que:
JZ - Fep = aeE(SP i} 8E) Ji - Fep = ail(gp ) 8N)
JS\/ - FWSP = aslv(gw - 8E) Ji - FSSP = ag(gs - 8P)
Les coefficients aZ, a5, a;,, a3 sont donnés par |es expressions suivantes:
a; = DA(RE])+ [ R0l at = DyA(Pe])+[- ..
a;, = D AR+ [ 0] a = DA(R|)+[ R
donc nous arrivons al’ équation discrétisée suivante :
a’e, =ale. +a e, taje, +ale, +b, (3.56)
AVEC,
a; =&, +al +al +a +a’ - SSAxAz (3.57)
b, = SSAxAz + &%, (3.58)
AxAz
al = 3.59
P = AL (3.59)
ou,
pe = Y A2 pe = YAz
€ o, AX " o, AX
De = && De = &&
" o, Az ° o, Az
Les nombres de péclets, sont ainsi définis :
F F
P = e=($E£AX P = r;ZGSW”AZ
DZ 1)t Dn 1)t
F F w
DW 1)t Ds 1)t
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la fonction A(|F), est caculée par la formule suivante: A(P|)=1- 0,5P.Si I'on

exprime notre discrétisation en fonction d'un nouveau systéme de coordonnées (de
numeérotation des neeuds), tel que ¢’ est présenté alaFigure 111.3, lespointsW, E, S, N
voisins au point de calcul et impliqués dans les équations de notre systeme discrétisé,
sont les neeuds (1-1, J), (1+1, J), (I, 1) et (I, JH+1).

-_— —_ N —_—

J+1

Nl | |

—_— W —_—p P[] —_— E

LV(I-E,J’) TW(I-LJ') TW(LJ':I
W+, j)

J-1

wi-1,4-2) wil w2
—_— — —

J-2
L2 H 11 i I il I+1

Figurelll-3: Volumes de contrdles décalés pour la composante u et v de la vitesse.

Les variables scalaires sont stockées aux neeuds marqués avec (e). Les composantes
de la vitesse sont définies comme scalaires, entre les neeuds, et sont indiquées par
fleches. Les fleches horizontales (—) indiquent les points ou est stockée la composante
u de lavitesse, tandis que les fleches verticales (1) indiquent les points ou est stockée
la composante w de la vitesse.
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2 —5 Discrétisation dester mes sources
A- Pour |’ éguation de mouvement |ongitudinal

Le terme source associ€ est :

5 =F- 11, Tw 21k (3.60)
p ‘Hx ‘Hx‘ﬂz 39z

Pour :gp dans le maillage décalé, les nceuds pour la pression sont les mémes avec les

interfaces des volumes de contréle pour la composante u de la vitesse. Le gradient de
la pression est donné par |’ expression :

E — Pe - Pw — Py~ Py

(3.61)
X AX AX
ﬂ W , est évalué comme suit :
¥z’
BéTWO adw o §v|+l,j+l "W 9_ ?vl»l,jﬂ - Wi 9
T &7 o Az p Az p
ﬂ ééMo e ﬂZ ﬂem est e ﬂZ ﬂem— ouest — a %] (362)
xXefzo AX AX
concernant I’ énergie cinétique turbulente :
ﬂ_k - kp - kS — kI,J - kI,J—l (363)
9z Az AZ
Donc, le terme source devient
|+lj+l |+1,j 9_ wvl—l,jﬂ - Wl—l,j 99
S F _ }?IJ pl 1JS tgé B AZ B:_ g&(IJ kIJlg (364)
AX g ¢ AX - 3§ AZ
& p

B- Pour |’ éguation de mouvement transversal

De laméme maniére, nous discrétisons e terme sources d’ équation de quantité de
mouvement transversal.
_1%p ﬂzu 2 9k

LS (3.65)

S, = —
pﬂz ﬂxﬂz 39z

w z

m — Pe - Ps — Py~ P
9z Az Az

(3.66)
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@9 i @9 ST u|+lJ19 &l 5, - ui,J-lQ
1 @9 — gﬂz éa}e»eﬂ eﬂz éaﬁ» ouest - g AZ a g AZ a (3 67)
x &Mz o AX AX '
ﬂ_k - kp - kW — kI,J - kl-l,J (368)

X AX AX

nous remplacons les termes discrétisés (3.66) (3.67) (3.68) dans |’ équation (3.65) nous
obtenons :

g OV, 511 - |+1}10 ?Vu " Wi 99

128, - pl}lC 9 T Az 5_ a(u } kIlJO
S,=F --— T+ - h 3.69
pg Az B Ax : AZ ( )

C- Pour I' équation de I’ énergie cinétique turbulente

wIiN

Q- ol

Le terme source associ€ est :

u
S, _Uezéﬂ_ue o o +gﬂ_u+“wou e (3.70)

exg efzg efz Txog

.2 .
Auo _ ;- Uy, - U

qlu o 0 (3.71)
&x g AX g AX 5 '
WO _ 81y - Wiy By = W, O (372
8112 o § AZ : Az '
Au ﬂW(jz &l ;- U0 %Nlﬂj'wljmi - U0 wlej- ? (3.73)

.+ = = : ~—++ . =37 J

2 e % Az 5§ M 5% A 5 &
Apres discrétisation, nous remplacons I’ ensemble des termes dans I’ équation (3.70)
nous trouvons :

'U|JO mN|j+1'W'C.m’vuﬂ'w'"

= m’llﬂJ - U, @B, T+2 , L = : Li %_ e
é é AX Az é Az /"

t

@M}Q)CD

U0 &Nlﬂj'wljmi -U;,0 |+1J' 09 (3.74)
s

+uta@m”- s : 1 Zage )
ég po§ € M ﬁg I
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D- Pour I’ éguation de taux de dissipation
Le terme source associé est :

€ Aus . oAwo . adu  Twol C, g1
S, =T +45 = +20 -+ —I(+C,— Kk, ;- C, == 3.75
§&g  6Tze &1 Tpg 2 Y =2 (3.75)
2 .. ..
0 _ &gy - U Rl - U
ééﬂg _ 19 J 1,9 Jg (3.76)
eflixg AX AX G
aéT_W92 _ AV a1 - Wy @Vl,jﬂ - W 9 3.77)
&1z o § Az Az '
j]v_vg ou10 lelj-WlJQ |J-U|J10 mNuJ-WuQO
?12 * x o 8 P AX o + AX a9 (3.78)
Apres discrétisation des termes précédents, |e terme sources devient :
S =2 - |J10 %’Vllj'wug;b%lu'ui,J-19+%N|-1,j'W|,90
F Mok M 5§ M &
s~ tho haa~ U i e My iijagv"j+l- il g+C1e&k.J - Czeﬁ (3.79)
AX é AX 4 Az : Az 2 2
2- 6 Equation relative au polluant
L’ équation bidimensionnelle de transport du poIIuant actif s écrit :
T e e ) e w e s, e ) k=0, (380)
fit x 9x wH 1z 9z
C’ est une éguation de convection diffusion, si |I’on note :
JC 7
W Je 1§(Sm v )led (3.81)
™~ ‘Hx X Tx H
JC 7 ~
Mol Tg o)k (382)
74 1z 1z TzH
ol : J et J¢ sont respectivement le flux total ( de convection - diffusion), donne
I’ équation différentielle suivantes :
Tc 19 13 .
L +Z = 3.83
i T e (3.83)
L’intégration de I’ équation sur le volume de contréle V, Figure 111.3, donne:
0
CP—tCPAXAz + (Jg - Jﬁv)+ (Jﬁ - Jg) = (g AXAZ (3.84)
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Nous multiplions |’ équation de continuité par la valeur de la concentration du polluant
au point de calcul P, puis on la soustrayant de I’ équation (3.84), nous aboutissons :

0

%AXAH(JZ Fe)- (- Fe)+ (00 - Fo,)- (0 - Fo,) = ot Dxiz (3.85)
tel que:

JZ - FeCP = a(I;(SP - 8E) JE - FnCP = a?\l(SP - 8N)

Jﬁv - FWCP = af/v(gw - 8E) Ji - FSCP = a;(gs - 8P)

les coefficients ag, a;, a;,, a; sont donnés par |es expressions suivantes :

a = DA(PE])+ [- F,.0] a =D:A(Pe))+[- F,.0]

a;, = D:A(R)+ [ R, . a; = DA(PY])+ [ R0
ainsi nous arrivons a |’ égquation discrétisée suivante :
arc, = agc. +a;,c, +ayc, +asc, +b_ (3.86)
avec,
a; =a;, +a: +ag +af, +a’ - qiAxAz (3.87)
b, = SSAxAz + acy (3.88)
0 AxAz
al = 3.89
P = T (3.89)
ou,
D = e+, ) DS, = (6 + 6, )
AX AX
DS = (e, +2,) 2 DS = (¢, +2,) 2
Az Az
Les nombres de péclets, sont définis comme suit :
pe= e —z—)”e AX po= o Uu py
) DZ 8m +8ix " st (Sm +8ix)
F W F W

P: ) Dr:ri ) (Sm +8iz)AZ PSC ) Dz ) (Sm +8iz)AZ

en considérant que le terme sources extérieur peut étre écrit sous laforme linéaire
suivante :

qu,J =S; tkic, (3.90)

tel que k, est le coefficient qui tient compte des réactions chimiques.
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3 - Bilan sur les équations a programmer

Equation de continuité

AZ - u; Az +w, . AX - WAX—O

|+1J I,j+L
Equation de quantlte de mouvement selon x
alJulJ a'|+1J i+1,J +a|lJu|lJ a'|J+l |J+l+a|Jlu|Jl bi,J
A, = Ay, + a .y, + a_, 3t & 51 OJ - Sl,JAXAZ

bi,J = S.,JAXAZ + ai,Jui,J

o _ AxAz
YAt
éwvlﬂ,jﬂ 'W|+1,j 9_ wvl—l,jﬂ - Wl-l,j 99
1a®;- P.1;0 ¢ Az B Az & Zé(u k|}10
S,=F - -¢~ T+ - = T
SRR SR A AX T3 Az g
(;‘, =
e 9

Equation de quantité de mouvement selon z

AW =8y Wiy ta Wy, T8 W 8 ,W,, + blj
al,j = a|+1,j allj a, J+ aljl 0' - S|,jAXAZ
b, =S, AxAz +a} u},
o _ AxAz
At
OV, 511 - |+1319_ BV, - W5 99
S|J F - E@u pI,J-lg+ (}g 6 g Az E:_ E%u } kl—l,Jg
pg Az 4 AX = 3 A 4
8 o
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Equation del’ énergie cinétique tur bulente
aIJkIJ I+1,Jkl+lJ a'IleIlJ a'IJlkIJl+a‘IJ+lkIJ+l bIJ
a'I,J = a'I+1,J + a'I 1,J a'IJl a'I J+l - SI,JAXAZ
bl J = SCI JAXAZ + a'I Jk?J
o _ AXAZ
YAt
Dth&l'ﬂJ U, ;- U, g+ Za’vuﬂ - Wl,j c;.mvl,jﬂ - Wl,j c:%_ g
8 é é AX & Az é Az A '
- |J 10 &Nlﬂj - Wl,j le - ui,J—l.'9+&Nl+l,j - Wl,j 99
§§ g AX ﬁg AZ G AX o

Equation detaux de dissipation

a'I,JeI,J = a'I+l,JeI+lJ + a'I lJeI -1, + a'I Jlel J-1 + a'I J+lel J+1 b

_ 0
a'I J - a'I+l,J + a'I 1,J + a'I J-1 + a'I J+l - SI,JAXAZ
b, =S, ,AXAZ + al kO

13771,
0 _AXAZ
WAt
SH:Z&?'J u|J18+§V|—lJ |,,-%'B%alu-uu_lg+§ llJ-W”(:)(:)
Az g AX zéé Az g AX gy
Rl » u.,o aw, .., -Ww,. &, 0 2
i+1J i+1,J |,J:+ Ij+1 I,JE 1,j+1 IJi"'Cle—mli CZegl'J

Equation detransport du polluant

a'I JCI J a'I+1,J(-‘:I+1J + a'I lJCI -1, + a'I JlCI J-1 + a'I,J+lCI,J+l + b

— 0
al J - a|+l,J + al 1,J + al J-1 + a'I J+l - Sl,JAXAZ
b = S JAXAZ + al k0

1,371,

0 _ AxAz

al At
qu,J =S; tk,¢;

1,J
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Les équations a programmer, ne pourront étre résolues que si la pression P est connue
ou estimée. S la pression correcte est connue, le champ de vitesse obtenu aprés la
résolution du systéeme algébrique linéaire satisfera I’ équation de continuite. Comme la
pression n’est pas connue, il est nécessaire de faire une procédure pour calculer la
pression. Le traitement de la pression est |égerement différent de celui des autres
variables car il s'agit d’une variable qui n’obéit a aucune équation de transport. Il est
résultat de I’ introduction d’ un algorithme de couplage vitesse- pression.

4 - L’algorithme derésolution

Pour la résolution du systéme d’ équations discrétisées dans le présent chapitre, nous
avons opté pour I'algorithme simple créé par Patenkar et Spalding (1972). L’idée
géné&rale de cet algorithme est de corriger petit a petit la pression ainsi que les
composantes de la vitesse afin que ces variables qui vérifient les équations de la
guantité de mouvement vérifient également |’ équation de continuité. Il en résulte un
processus itérative en utilisant un maillage déplacé, ce processus commence par
I’ estimation de tous les champs en tous points du maillage. A |I'aide des valeurs
estimées, les coefficients des équations sont calculés. Les coefficients étant fixes, nous
commengons tout dabord par la résolution des deux équations de quantité de
mouvement mais également celle de I'énergie cinétique turbulente et son taux de
dissipation et fournir les deux composantes de la vitesse u etw’. La pression
P correspondante reste celle utilisée pour calculer les coefficients de la deuxiéme
étape.

Des corrections P, u',w', sont ensuite apportées a ces champs afin que les nouveaux
champs P, u, w, soient les champs qui vérifient a la fois les équations de la quantité de
mouvement et |’ équation de continuité.

P=P +P
u=u +u
W=w +Ww

Ces nouvelles valeursP,u,w, sont aors réintégrées dans les égquations de la quantité
de mouvement, ce qui permet d’ obtenir trois relations fonctionnelles entre les
différentes corrections (le champsP ,u’,w" étant connus). A ce moment une

approximation est introduite: les termes § a u, et § a w' sont négligés pour

simplification. L’omission de ces termes est la principale approximation de
I”algorithme SIMPLE.
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4-1 SIMPLE transitoire

Début

A 4

Initialisation :

uw, ek, c

A 4

Spécification du

pas de temps Dt

A 4

y

Initialisation: t =t + Dt

u®=uw®=w,P° =P k°=k,e°=¢,¢c’ =c

y

Algorithme SIMPLE

NON

|

t>t

Qul

max

[ Fin
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4-2 SIMPLE per manent

e

Etapel : Résolution des équations de quantité de mouvement discrétisées
a'i,Jui,J = a'i+l,Jui+l,J + a'i-l,Jui—l,J + a'i,J+lui,J+l + a'i,J—lu' + b

i,J-1 i,J
a'I,jWI,j = a'I+l,jWI+l,j + a'I»l,jWI»l,j

+ a'I,j+lWI,j+l + a'I,j»lWI,j»l + bI,j

A
Etape? : Résolution de I’ équation de correction de pression

a'I ,JP 1,J = a'I +1,JP|I+1,J +a|-l,JP|I-l,J +aI,J—lP|I,J-l +aI,J+lP|I,J+l+b 1,J

P =P
v

Etape3 : Correction de la pression et les vitesses Actualiser
|:’|YJ=|:’*|,J'+'|:"|YJ PF=P,u =u

- w =w, k =
U, = Uiy +di,j(P|-1,J' PI,J) . ’

. e =e,C =C

Wi; =Wig +di,j(PI—l,J_ P)

Puwk, ¢, c

\4

Etaped : Résolution des équations relatives a |’ énergie cinétique
a'I ,JkI,J =a

I+1,Jkl+l,J + a'I-l,JkI—l,J + a'I,J-lkI,J-l + a'I,J+lkI,J+l + b

13
A€ T A g€y T A€ TR 850 T A g8 g T b

A

Etapeb : Résolution de I’ équation de transport de la pollution

a'I,JCI,J = a'I+1,J(-‘:I+1,J + a'I-l,JCI-l,J + a'I,J-lCI,J-l + a'I,J+lCI,J+l + bI,J

NON
Max(P,;) =0

S
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Conclusion

Larésolution du systéme obtenu s est fait par I’ @aboration d’ un programme de calcul
en fortran conformément a I’algorithme SIMPLE dont |’ organigramme est présenté
précédemment. Les résultats obtenus en exécutant le code éaboré et leurs
interprétations sont détaillés dans le chapitre suivant.

Mémoire de magister E.N.P 2006 69



Chapitre 1V Résultats et discussions

Résultats et discussions

Le but de cette partie est d effectuer un ensemble de tests sur notre modele numérique
élaboré. Pour cela, nous procédons selon les étapes suivantes. En premier lieu nous
testons notre modéele sur un cas simple, pour savoir si le modele répond de maniére
cohérente ala modification de certains parametres.

Par la suite, afin d’ assurer la validité et la qualité de nos résultats, nous les comparons aux
résultats obtenus par CW.LI et J.GU.

1- Présentation des cas d’ études pour le modele hydrodynamique

Le premier cas d’ application, décrit un écoulement a surface libre avec une pente du fond
de 0.1% et dépourvu de rugosité. De plus, la vitesse dentrée est choisie constante
pendant toute la durée de la simulation. Puis, un deuxiéme cas d’ application ou nous
choisissons une pente de I’ ordre de 0.4%, toute en gardant les mémes données comme le
premier cas d’ application.

L’ ensemble des données est résumé dans | e tableau suivant :

Tableau 1 V-1; Données sur |’ écoulement

Conditionsinitiales et aux limites

Uo 0.1m/s Uentree 0.1m/s
W Om/s
L 4m Rugosité tong 0.01m
Géomeétrie
H 50cm H sevi 20cm
Maillage du domaine de simulation
dx lcm | mex 400 NB de cellules = 20000
dz lcm Jrrex 50

La figure IV-1 montre les cotes de la surface libre, nous constatons que la pente de la
surface libre est trés faible puisque la valeur de la pente du fond est faible aussi.

La surface libre pour le cas d application avec une pente du fond 0.4% se trouve au
dessous de la surface libre pour le cas d application avec une pente du fond 0.1%. Bien
évidement, cette valeur ne prend pas en compte la zone a proximité du seuil aval.
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Surface libre

0,6 -
0,5
E04- 1o
s 03 —— Pente=0,1 %
% 0,2 - Pente = 0,4%
©01-

0 T T T T 1

o
=

2 3 4 5

Abscisse en long (m)

FigurelV-1: Cotesde lasurfacelibre

Nous poursuivons |’ étude avec les profils de vitesse. Nous choisissons de les représenter
en différentes abscisses. Il est important de savoir I’ existence de trois régions distinctes
au voisinage de la paroi : la sous couche visqueuse (ou laminaire), la zone tampon et la

zone turbulente. En régle générale, les codes de calcul ne modélisent pas la vitesse dans
I”ensembl e des zones.

o o
[& =)
L I}

o
SN
|

pente de 0,4%
pente de 0,1%

Hauteur en (m)
o
w
L

o
N
|

O T T T T T 1
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
Vitesse longitudinale (m/s)

FigurelV-2: Profil devitesseax = 1m
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o
o
|

o
(&)
I

o
i
I
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FigurelV-3: Profil devitesseax =1.5m
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Figure V-4 : Profil devitesseax=2m
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FigurelV-5: Profil devitesseax =3m
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Figure V-6 : Profil devitesseax =3.5m

En raison de la pente du fond, les tirants d'eau et le champ de vitesse varient fortement
sur I’axe longitudinal. 1ls nous permettent ainsi de progresser dans la validation de notre

modeél e de surface libre.
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Figure V-7 : Profil devitesseax =3.5m

La présentation du champ de vitesses, montre clairement que nous avons modélisé de
maniere correcte I'influence de la pente sur I’écoulement. Nous notons que le modéle
converge moins rapidement avec une pente du fond élevée.

2-Letransport de polluants

Dans un écoulement donné, nous analysons tout d’abord I'évolution d’'un contaminant
introduit a un endroit précis de domaine d écoulement afin de nous assurer que tous les
parameétre intervenant dans le transport d’ une pollution sont convenablement décrits.

Puis, nous testerons la progression du polluant en fonction du temps. Nous rappelons que
I”injection est prise sous forme d' un terme source instantanée puis continue dans certaines
cellules de la géométrie.

Pour traiter la dispersion d’un contaminant, nous devons en premier lieu décrire
I” écoulement qui le transporte. Les données que nous choisissons pour ce dernier sont tres
peu éloignées de celles de la partie hydrodynamique.

2-1-Cas d’une sour ce non continue

Nous injectons une quantité de pollution S, égale a 73 ppm sur une maille, puis nous
suivons |’ évolution entre t = Os et 50s dans |e domaine d’ éude.

Par ailleurs, I'admission de la pollution s effectue a une certaine distance de I’ entrée afin
gue laprogression de la substance polluante ne soit pas influencée par le profil de vitesse
de la condition alalimite amont.
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Les données sont |es suivantes :

Tableau I V-2: Données du cas test du transport de polluant

Conditionsinitiales et aux limites

Uo 0.1m/s Uentree 0.1m/s
W Oom/s
L 4m Rugosité tong 0.01m
Géométrie
H 50cm Pente fong 0.1% H el 20cm
Maillage du domaine de simulation
dx lcm | mex 400 NB de cellules = 20000
dz lcm Jrrex 50
Polluant
Maille d’injection X =50cm Z = 50cm
Coefficient de réaction K,=3.10° s*
Temps de ssimulation Ti=0s T;=50s

Présentées successivement, les images ci-dessous permettent d observer d'une part, le
déplacement du nuage de polluant dans la direction privilégiée de I'écoulement
(phénomene de convection) et d’ autre part, la décroissance des concentrations au sein du
nuage (phénomene de dispersion). Elles donnent également la possibilité de situer a
chague instant la position de la concentration ainsi que son cheminement au cours du
temps. A I'instant tp, nous remarquons déa une petite tache qui est due au fait que
I”injection a débuté.

0.4 )
0.2 )
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 :

Figure1V-8: Isoconcentration al’instant initial
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A I'instant t =10s (figure 1V-9), le nuage S est étiré dans les directions longitudinale et
verticale grace au couplage des phénomenes de convection et de dispersion.

04 o
0-2 25
0 05 1 15 2 2.5 3 35 4

Figure V-9 : Isoconcentration al’instant t = 10s

an O o

A l'instant t = 20 s (figure 1V-10), la répartition des concentrations au sein de la zone
d’injection est cohérente avec la position du lieu d'injection. Le cceur de nuage s est
déplacé et Sest étiré verticdement et longitudinalement grace au phénomeéne de
dispersion.

04

0.2

0
0 05 1 15 2 2.5 3 35 4 4.5 5

Figure1V-10: Isoconcentration al’instantt =20 s

L’image suivante (t=30 s) montre que le processus de transport continu et a provoqué un
déplacement de la pollution vers|’aval, car I’ injection est non permanente.

Dix secondes plus tard, nous constatons que le nuage de pollution a perdu sa symétrie a
cause d' une dispersion plus importante vers|’ aval.
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FigurelV-11: Isoconcentration al’instantt =30 s

Pour finir, les deux derniéres images mettent en évidence le début de la sortie du
contaminant de la zone d' étude. Cette sortie montre I’ action importante de la dispersion
longitudinale sur |e nuage du polluant.

0.
0.

22
4 2
2 1a

12

10
o 05 1 15 2 25 3 35 4

FigureV-12: Isoconcentration al’instantt = 40 s

0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4

Figure1V-13: Isoconcentration al’instant t =50 s
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Prouver que la masse totale de polluant sortie est bien égale a la masse totale de polluant
entrée n’ est pas envisageable dans notre cas, car il s agit d’ une substance active qui ne se
conserve pas. Le contaminant est le siége d' une transformation dans sa composition.

2-2-VValidation du modéle

Sur la figure IV-14, nous avons présenté le profil de la concentration en fonction du
temps obtenu par notre modéle numérique dans le cas d’'une source de pollution non
continue.

Le profil obtenu par CW.LI et J.GU est donné sur lafigure IV-15, pour une source de
pollution non continue de concentration Cy=73ppm pendant une période de 100 secondes.
On remargue que les deux graphes ont la méme allure, néanmoins les valeurs obtenues
par CW.LI et J.GU, sont Iégerement supérieures aux valeurs obtenues par notre modéle;
cela peut s expliquer par le fait que notre polluant a subit une destruction de fait gqu’il est
réactif, son coefficient de réaction est de 3.10° s,

0 20 40 60 80 100
T(s)

FigurelV-14 : Variation temporelle de la concentration
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FigureIV-15: Variation temporelle de la concentration

2-3-Cas d’ une sour ce continue

Dans un deuxieme temps, nous réalisons I’introduction continue d’ une pollution de 1 g/l
sur un point en amont de I’ écoulement. Les conditions d’ écoulement en compagnie de la
substance contaminante sont strictement identiques a celles employées pour le premier

cas test. Les données sont les suivantes ;

Tableau I V-3: Données du cas test du transport de polluant

Conditionsinitiales et aux limites

Uo 0.1m/s Uentree 0.1m/s
W Om/s
L am Rugosité tong 0.01m
Géométrie
H | 50cm | Penteryg | 01% | Hgeuil | 20cm
M aillage du domaine de simulation
dx 1cm | max 400 NB de cellules = 20000
dz 1cm Jrex 50
Polluant
Maille d’ injection | X =50cm | Z =50 cm
Coefficient de réaction | K,=3.10° s*
Temps de simulation | T,=0s | T;=50s

Il est important de connaitre la propagation du nuage de pollution dans I’ espace a certains
instants de la simulation. Toutefois, nous exposons tout d’ abord le point d'injection a

I"instant initial et ensuite la propagation de la pollution au cours du temps.
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Figure1V-16: Isoconcentration al’instant initial

A l'instant t =15s, la répartition des concentrations est conforme a ce que nous en
attendions. Nous distinguons une zone ou les concentrations s’ homogénéisent sur la
verticale et ou les gradients verticaux de vitesse longitudinale ont un effet sur la
distribution des concentrations. Le nuage se déplace plus rapidement au niveau de la
surface libre qu au niveau du fond. Les concentrations sont maximales dans la zone

supérieure.

1.1

one supérieure.

0.4
0.

Z
2
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4
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0.6
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0.3
0.2

0.1

o

-0.1

FigurelV-17: Isoconcentration al’instant t = 15s

En raison de I'injection continue, le nuage a conservé la méme origine. Les valeurs de
concentration & 0.5 m sont plus importantes que les valeurs atteintesa 1 m et 2 m.
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Figure1V-18: Isoconcentration al’instantt = 30 s

A I'instant t = 45s, le taux de croissance en période de diffusion a 25 m est plus
important que celui a Im et 2 m. Cela s explique par le fait que la diffusivité turbulente
est plus importante en aval qu’en amont de I’ écoulement. Comme nous pouvons le voir
sur la figure ci-dessous; les concentrations a 0.5 m et 1 m sont approximativement les
méme que al’instant t =30 s, par contre nous constatons une croissance élevéa2 met 2.5
m.

0.4
0.2
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4

Figure1V-19: Isoconcentration al’instantt =45 s
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Fréqguemment, les substances sont nocives qu'au dela d'un certan niveau de
concentration. Il est donc important de connaitre la valeur de la concentration maximale
en fonction du temps dans I’ensemble de la géométrie, afin de controler s elle est au-
dessus ou au-dessous du niveau a partir dugquel la pollution devient nuisible pour les
écosystémes. Dans le présent exemple, la concentration maximale demeure dans le point
d’injection : c'est le point ou I'influence de la réaction de la substance active peut étre
ignorée.
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Conclusion

Les résultats obtenus dans ce chapitre sont intéressant et confirment globalement le bon
comportement du modéle numérique. La qualité des réponses du model e hydrodynamique
prouve gque le modele réagit de maniére satisfaisante aux conditions imposées tel que
|” application d’ une pente du fond.

Les résultats concernant les concentrations apparaissent également satisfaisants dans le
cas d'une source de pollution d’ émission non continue ainsi que pour le cas d' une source
de pollution d’émission continue. Néanmoins, I’ introduction d’ une nouvelle éguation de
convection-diffusion est nécessaire pour la température afin de prendre en compte les
aspects thermiques du probléme ainsi que le couplage fluide-température au méme titre
gue le couplage fluide-concentration.
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Conclusion générale

Le présent travail, nous a permis de réaliser une étude sur la simulation numérique de
la dispersion de la substance polluante non conservative dans les écoulements
turbulents a surface libre a travers la résolution numérique d’un modele mathématique
bidimensionnel, permettant une représentation précise des mécanismes responsables
de cette dispersion et des phénomeénes hydrodynamiques présents dans le milieu
récepteur; en particulier laturbulence qui joue un réle essentiel dans la dispersion.

Le modéle mathématique construit, modeélise I’ensemble des processus physiques
grace aux equations issues de la décomposition de Reynolds, a I’équation de
convection- diffusion de la concentration de polluant et aux deux équations du modele
de turbulence k- epsilon.

Quand a I’aspect physico-chimique, le polluant a été caractérisé par un terme de
disparition dans I’équation de la concentration.

Nous nous sommes ensuite intéressés aux aspects numeériques du probleme, la
résolution du modéle mathématique est faite en utilisant I’algorithme « SIMPLE » de
Patankar, en basant notre modélisation sur une géométrie simple rectangulaire.

A travers les applications, nous constatons que le modéle hydrodynamique réagit de
maniere satisfaisante aux conditions d’écoulement. Les résultats concernant les
concentrations apparaissent également satisfaisants dans le cas d’une source de
pollution continue comme dans le cas d’une source instantanée. Nous avons constaté
gue pendant une premiére période qui correspond a la période convective, la
concentration augmente rapidement jusgu'a atteindre des valeurs |égerement plus
importantes que la valeur de la concentration a la source. Apres cette période de
croissance, la concentration diminue pour atteindre une valeur pour laguelle se
stabilise en période diffusive.

Dans le cas d’une source de pollution non continue, une comparaison avec des
résultats obtenus par CW.LI et J.GU, a été effectuée, néanmoins, il serait intéressant
de réaliser des essais au laboratoire.

A I’issu de ce travail, nous considérons que les résultats sont trés encourageants et le
modele mérite d’étre développé dans le futur par I’introduction d’une nouvelle
équation de convection diffusion pour latempérature.

Il faudra également que le modéle numérique puisse étre utiliser dans toute type de
géomeétries, notamment la prise en compte de I’aspect tridimensionnel.
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