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Résumeé

Le travail de cette étude a conduit a I'établissement d’un code de calcul
permettant de déterminer les couples 4 fournir par les moteurs en fonction du temps,
pour une tiche donnée (parcou‘rs, type de mouvernent, temps disponible, charge, robot
déterminé). C’est ce que l'on appelle le modéle dynamique inverse d’un robot

manipulateur ou parfois plus simplement le modéle dynamique.

Abstract

The work of these study has led to develop a program perméted the evaluation of
the couple to provide by the motors in function of time for a given task (course, type of
motion, available time, load, determined robot). It is this that we call the reverse

dynamic model for robotic manipulators or sometimes more simply the dynamic model.
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nombre de corps.mobiles et nombre de liaisons.
corps d'ordre i (1i=1, ..., n) et sa liaison amont.
i‘™ coordonnée généralisée du systéme et de ses dérivées.

configuration initiale géométrique; c’est la configuration
géométriquement la plus simple du systéme par rapport a laquelle sont
référencés les variables aux haisons, elie est souvent implhicitement
définie dans les systémes réels, et elle sert a la caractérisation compléte

du systéme.

Référentiels intermédiaires utilisés pour faciliter I'introduction des
données structureles du systéeme dans la C.1.G, 1ls dénivent tous par
simple translation du référentiel galiléen 1ié au bati C, et qui a son axe Z
orienté suivant la verticale ascendante. Leurs origines O, sont prises sur

la haison L;.

référentiels de calcul de méme origine O; que les référentiels R;. Le
passage de Ry, dans R; se fait a I’aide de trois matrices de rotation

orthogonales et utilisant les angles d'EULER (¢,. v, 6.).

coefficient qui caractérise le type de mouvement sur la liaison L;;

rotation: o, = I translaton: o, = 1 (G, =1-0a).

vecteur translation entre les origines O; et O;, | respectivement sur les

liatsons L; et L;,y. d,,: méme vecteur dans ‘C.1.G".
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Ai e coefficient qui indique si la translation o,-¢, &, influe sur la distance
d: A=1: ou sur la distance d,_,: 4, =1 (A, =1-4).
m; masse du corps C;.

Pg - vecteur position du centre de masse du corps C; dans R; ; Pg,, dans la
C.LG.
Mg ¢ matrice de passage de R; dans R;,; décomposable en deux matrices

M(di, Wi, 91, Wini) et M(8;,1) avec M(0;,,) vanable.
My matrice de passage de R 1y dans Ry, en C.1.G.

M"Tm,;: matrice qui permet de revenir de R; dans Ry en C.1.G.

Mi;

.

matrice d'inertie du corps C; dans R, et en son origine O;;

Miy matrice du méme corps C; én C.LG.

Ml : matrice du méme corps C; dans R; ramenée en son centre de masse.
Q vitesse de rotation absolue du référentiel R; expritnée dans R;.

E. U, GG : termes d’accélérations exprimés dans R;.

@), (RD,, MD,) :  torseur des actions différentielles dii au seul corps C; sur fa liaison

portante (en amont) L; calculé dans le référentiel R;.
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iF, (RE,., MEi) :  torseur des actions extérieures pures sur le corps C;, exprimé

(introduit) dans R; et réduit en son origine O;.

i, (ﬁLi, MLi) :  torseur complet de liaison exprimé dans R;.

1A]: matrice de pré-produit vectoriel 4 gauche par 4.




SOMMAIRE

N —————

clml ssuand Lab S L yadd
SOMMAIRE | BBUOTHEQUE — i zennyy
Ecele Nationale Polytechnique

INTRODUCTION GENERALE.......ocooitiiiiiciieietc e 1
Chapitre I: LES MECANISMES ARTICULES ET LEUR MISE EN EQUATION
1.1-Généralités sur les systémes articulés...............ocoovvioierierieieiiicce e, 3
L1 TaDEINItION. ....oeoiiiie e et e e 3
1.1.2-Classification des systémes articulés en chaine.........................................3
1.2-Etude comparative des différentes méthodes de mise en équation........................... 6
.2.1-Introduction................ S 6
1.2.2-Formalisme de Newton-Euler...................cocooiiii 7
1.2.3-Formalisme de d AlembBert..............ccooivoiioieeoooieeeeeee oo 9
[.2.4-Formalisme de Gibbs.............oooiiiiii e, 9 "
1.2.5-Formalisme de Lagrange..............occcooiiiiiiiiiiiiiiie e 10

Chapitre Il: METHODE RECURRENTE DE CALCUL DES ACTIONS AUX
LIAISONS ET DE MISE EN EQUATION

T E-IntrodUC ION. ... ettt 13
H.2-Modélisation du SYStEIME. ...........oiiiiiii it 14
11.2. 1-Définition du systéme théorique type.........ccoovvvivririeiiiiiii s 14
IL2.2-Défimtion du Corps € ..ot e e e 15
11.2.3-Définition des référentiels partiels aux liaisons.......................oo. 16
H.2.4-Matrice de passage de Ripdans R; ... 16
11.2.5-Matrice de passage entre les référentiels de calcul............................ 18
11.3-Caractérisation géométrique et mécanique du SySteme................c.coovvvvveeecvrnnnnn. 18
11.3.1-Choix d’une configuration initiale géométrique......................cc..oooooi . i8
H.3.2-Caractérisation des mouvements du SyS{€mMe.......................oooiiiiei . 19
11.3.3-Definition des coordonnées générales du systéme....................ccooeeeoveeeein . 19
11.3.4-Caractérisation géométrique du Systéme................occooveiooii i 20
1.3.5-Caractérisation des mmfluences des mouvements de translations..................... 21
11.3.6-Données mécaniques du SyStEIMe. ... 21
11.3.7-Expression des données géométriques el mécaniques du systéme dans Ri......22

11.4-Valeurs instantanées des composantes des vecteurs Pgetdiet mi..................... 22



SOMMAIRE

. : - Lt gouasad 1
a-valeurs instantanées des composantes du vecteur Pg, . II‘;II.DTHESUUE"H,‘I""&:H"' 22
~— el

b-valeurs instantanées des composantes du vecteur o . 1Ecole Nationale Polytechnigue 23

c-valeurs instantanées des termes des matrices d’inertie des corps C;......ooovvn. 23
H.5-Développement de la méthode de calcul des torseurs des actions aux haisons....24

11.5.1-Cinématique d un point P quelconque du sysieme:position, vitesse et

accélération dans le référenticl inertiel................... 24
a-position du point P dans Ro........ccoooiiiiiiiii 24
b-vitesse du point P dans Ry ................. I e e 26

* c-accélération du point P dans Ry ........cccccocooiiiiiiiiinii 28
1.5.2-Torseur des actions différentielles sur la haison L; ............ SR 31
11.5.3-Calcul des torseurs complets de liaison..............................ooiiiiiiiiii.e. 34
1.6-Equations du mouvement du systeme.................... e 35
11.6.1-Formulation des équations.......... e 25

11.6.2-Algorithme de calcul des torseurs de liaison et des équations de mouvement du

SYSEEIME. ..ttt ettt ettt b e et et e b et eetb e e et e s e e e et it e ettt e e nneeeateaeans 36
11.6.2. I-Structure géncérale du programme.......................ooooi i, 37
11.6.2.2-Organigramme général de calcul ... 39

Chapitre I11: MISE AU POINT DU PROGRAMME

T A-INtrodUCHON. ...t e, 44
MTL.2-Application du PrograNINE. ... ....c..oov it 44
HE3-Simulation des MOUVEMENS...............cooo.oververeeresoeoeeeeeooeeoeoeoeeee) 45
I1.4-Organigramme donnant les positions moyennant les vitesse.....................c......... 46
TH.S-VErifications. ..ot 50
HL5.1-Vérification manuclle des résultats.....................oooooiioioo e 50
HI.5.2-Vérification expérimentale..................oocoooiioiio i oo 52
CONCLUSION Lot 53

BIBLIOGRAPHIE

ANNEXES



INTRODUCTION GENERALE



INTRODUCTION GENERALE

INTRODUCTION GENERALE

Dans la période contemporaine, la robotique accapare 1'attention des chercheurs
et des industriels, et devient d’une importance cruciale pour les grands pays
industrialisés. Ainsi les diverses réalisations fortes ingénieuses dans ce domaine el le
souci constant de remplacer 'homme par la machine ont en quelque sorte favorisé
Iutilisation des robots manipulateurs dans divers secteurs industriels o de multiples
tiches fastidieuses et pénibles sont désormais prises en charge par des robots; tiches
entrainant une pénibilité physique ou sensorielle comme fa manutention des pigces
lourdes, le tri des pidces de petites dimensions, la fabrication et le controle en
mi'cjmmécanique et micro-€lectronique; taches effectuées en milieu hostile ou
dangereux ...

Actuellement, et grice a 'évolution continue des différentes disciplines scientifiques
et technologiques, on assiste a4 Papparition d’une multitude d’engins commandés
automatiquement, pouvant &re programmés pour I'exécution de différentes tiaches.
Ces mémes engins €tant complétés par des détecteurs et gérés par des calculateurs,
sont devenus des moyens d’usage et de production pratiquement universel appelés:
ROBOTS. Dont on distingue trois grandes classes qui sont:

* les bras articulés (ou manipulateurs)

* les télémanipulateurs |

* les robots mobiles

Industriellement, le bras articulé ou manipulateur est le plus répandu.

La topologie d’un robot étant en général définie & partir d'un volume de travail et les
divers types d’application auxquelles il est destiné, en étaat toutefois assujetti 3 trois
types de performances:

* performances géométriques.

* performances cinématiques.

* performances dynamiques.
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Ces derniéres €tant trés intéressantes sont les capacités limites de charpe de ses
différentes liaisons. Leurs évaluations manuelles €tant quasiment impossibles dés gue
le nombre de degrés de liberté atteint trois, de ce fait le recours aux moyens de calcul
automatique sur la base d’un modele théorique ajusté s’ impose. Ce recours est justifié
par la lourdeur des équations que par ’aspect répétitif des calculs.

L’objectif de cette €tlude est de mettre au point un programme de calcul automatique,

en régime dynamique, des actions de liaisons dans les mécanismes en chaines

ouvertes.

La connaissance des actions de fiaison est indispensable pour:

* dimensionner la structure du mécanisme projeté en fonction des performances
dynamiques maximales envisagées tout en tenant compte des autres impératifs
(vibrations, frégquences propres).

* ¢évaluer son état de charge au cours d’une application donnée atin d’assurer un
meilleur entretien préventif.

* optimiser son fonctionnement en lui assurant une meilleure commande. la
commande dynamigue qui nécessite le calcul des résistances instantanées aux
mouvements.

Notre travail est présenté en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous avons commencés par un bref rappel sur les

mécanismes articulés puis nous avons fait une comparaison entre les différentes

méthodes d’obtention des modeles dynamiques.

Le deuxieme chapitre, quant a lui a porté sur I'utilisation d’une méthode récurrente

pour I’¢laboration de notre programme. Cette méme méthode éant autonome. son

systetme de notation clairement défini, et I'ensemble des formules utilisées sont
démontrées en ne faisant appel quaux équations de base de Ia statigue et de la
dynamique des solides et  Fanalyse vectorielle.

Dans le troisieme chapitre, on a appliqué notre programme & un type particulier de

robot: RENAULT-ACMA HRO en démontramt ses caractéristiques cinématiques et

dynamiques.
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LEUR MISE EN EQUATION
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LES MECANISMES ARTICULES ET LEUR MISE EN EQUATION

I.I-GENERALITES SUR LES SYSTEMES ARTICULES:
Les mécanismes ou systémes articulés sont des opérateurs mécaniques ou
générateurs de fonctions assurant des relations entre des informations de sortie

correspondant aux besoins de la tiche & exécuter. | TOUNSI9S |

1.1.1-Définition:
Un systeme mécanique est formé par une succession d'éléments rigides et
d’assemblages A contacts solides directs, pouvant constituer une chaine si toute pigce

de ["ensemble est concernée au moins par une liaison.

1.1.2-Classification des systémes articulés en chaine:
Les mécanismes en chaine sont nombreux et différents mais peuvent néanmoins

étre classifier en trois grandes catégories:

¢ Les chaines continues ouvertes:
Ce sont elles qui imposent un minimum d’assemblages, s1 L est [e nombre de

liaisons et N le nombre d’éléments (biti non compris) on a alors: L=N. (fig [.a)

¢ Les chaines continues fermées:
Elles se bouclent sur le Biti, étant largement utilisées dans les mécanismes, elles

imposent: L=N+1. (fig [.b)

* Les chaines complexes:

Elles regroupent tous les systeémes mécaniques ot un élément au moins est
concerné par plus de deux liaisons, elles imposent: L>N+1 et se présentent sous
diverses formes & savoir:

-avee chaine principale ouverte (fig 1.c.1)

-avece chaine principale fermée (fig 1.¢.2)
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-avec une struclure en arborescence (fig 1.c.3)

hﬁm

figl.a

fig 1.b
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bati (0)

~— it ({1 fig 1.c.3
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1.2-ETUDE COMPARATIVE DES DIFFERENTES METHODES DE MISE EN
EQUATION:

1.2.1-Introduction:

Au cours de ces dernieres années, et grice au développement des diverses
générations de manipulateurs et de robots industriels, ainsi que I'apparition des
méthodes nouvelles d’obtention des modeles mathématiques, la dynamique des
mécanismes a fait I’objet de grands projets:

La premigre question qui traverse Desprit est: Qu’est ce qu'un modele
mathématique d’un robot et & quot peut-il servir?

Un modeéle est une image, e plus souvent idéalisée, d’un objet. d’une entité
naturelle ou artificielle. A partir de cette définition le modele mathématique d’un robot
est une forme d’abstraction dans laquelle les relations entre les éléments réels, sont
remplacées par des relations convenables appelées relations de fonctionnement du
modele. Il y’a deux principales applications en ce qui concerne la modélisation,

E’une est la commande du robot, quant 3 [Dautre, elle concerne le
développerﬁent des procédures de calcul pour 'optimisation de [a conception des
robots. En fait, lorsque la vitesse et 'accélération imposées d organe terminal du
robot sont importantes, les efforts dynamiques induits par ce mouvement le seront
aussi; d’ou I'importance de la dynamique des manipulateurs.

Le temps d’exécution des calculs est une caractéristique essentielle de tout
modele mathématique pour la commande dynamique, cependant, ceci est moins
important quand on cherche les efforts en temps différés dans un but de conception
comme dans notre cas.

Remarque: Une commande optimisée nécessite non  seulemem  des
asservissements en position et en vitesse mais aussi en forces et/ou en couple qui
constituent les composantes motrices du torseur dynamique au niveau de chaque
linison. Elles doivent étre calculées avec une vitesse dont la fréquence est plus grande

que la fréquence de résonance de I'axe correspondant.

6
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Il existe un certain nombre de voies de formulations théoriques des équations de
mouvement des systémes mécaniques articulés.

Au fur et & mesure que I'intérét porté€ aux mécanismes articulés a augmenté, des
méthodes de modélisation, en régime dynamique toujours plus performantes, plus
générales, plus rapides ou mieux adaptées au calcul automatique ont été publiées. Les
unés plus générales, abordent toutes sortes de mécanismes, les autres, spécifiques a
certains mécanismes, fournissent les équations sous des formes plus explicites. La
plupart de ces méthodes de mise en équation sont destinées a répondre aux exigences
posées par la commande dynamique, en particulier le temps de calcul. Du point de vue
formulation théorique, ces méthodes peuvent Etre classées en quatre  groupes

principaux suivant qu’elles utilisent:

[.Les équations de LAGRANGE,

2.Les équations de NEWTON-EULER,

3.Le principe des travaux virtuels de d’ALEMBERT,
4.La notion d’énergie d’accélération ot fonction de

GIBBS.

Il n’est pas de notre intention d’exposer en détail toutes ces méthodes pour deux
raisons:
* Chacune d’elle est tributaire de son systéme de notations et il est techniquement
impossible de tous les présenter;
* La méthode que nous exposons au deuxiéme chapitre est autononie: son systéme de
notation est clairement défini et toutes les formules sont démontrées en ne faisant
appel qu'aux équations de base de la statique et de la dynamique des solides et A

"analyse vectorielle.

1.2.2-Formalisme de NEWTON-EULER:(BOU 95)
.Equuliiun de Newton-Euler:

L’équation de translation du mouvement est écrite pour chaque corps (i).(l‘ig 1.2.2)
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I=-IL+ Zn,j +1F

L.’équation d’Euler est alors:

M, = 2 CAFL +C A FL + M + Z CL,-Cl,
i

F1G 1.2.2: efforts appliqués au corps isolé (i).

I : étant 'ensemble de toutes les liaisons sur le corps (i) (sauf celle qui relie le corps
(i) au corps (0) ). Si I'indice de cette liaison (a) est le méme que indice du corps (i)
on dira que ta numérotation est réguliere, en général (a=t).

Fi, :force exercée par le corps en aval de la liaison (a) sur le corps en amont;

CL, :couple exercé par le corps en aval de la liaison (a) sur le corps en amont;

C, :vecteur position du centre de masse C,;

I foree extéricure appliquée au corps (i);

M; . couple extérieur appliqué au corps (i).

Bien que les équations de Newton-Euler permettent d écrire ’équilibre d’un
corps en translation et en rotation dans un espace euclidien (3 degrés de rotation et 3
degrés de translation), leur inconvénient réside dans le fait:
-Qu’elles ne permettent pas I'élimination directe des contraintes de liaisons;
-Qu’elles donnent un nombre d’équations supérieur au nombre de degrés de
liberté du systéme.
Cependant, ces méthodes sont devenues (rés compétitives vis-3-vis des autres

méthodes et ceci grice au développement des méthodes de modélisation des systémes



LES MECANISMES ARTICULES ET LEUR MISE EN EQUATION CHAPITRE ]

mécaniques  articulés.  EHes permettent  aussi une meilleure  visualisation  des
incrémentations dans les champs d’accélérations et de vitesses quand on parcourt le

robot dans le sens amont-aval, et le cumul des sollicitations dans le sens inverse.,

1.2.3-Formalisme de d’ALEMBERT:(voir Annexe A)

Ce principe permet d’étudier le comportement dynamique des systémes articulés
en forme d’arbre topologique dont les articutations possédent un degrés de liberté
(translation ou rotation), il stipule qu’au cours d’un déplacem'em, le travail effectué par
les forces et couples extérieurs et de gravité ainsi que les forces et couples intérieurs
est nul. |

Malgré sa puissance cette méthode ne fournit pas de procédure explicite pour

I’obtention des équations sous forme matricielle.

1.2.4-Formalisme de GIBBS:
Cette notion d’énergie d’accélération permet d’établir simplement les équations
de mouvement d’un systeéme articulé dont les articulations possédent un degrés de

liberté (translation ou rotation), la fonction de GIBBS s"écrit:

G = ]/Zﬂ‘”d(()M)/ dz”2 dm par rapport & un repere R d’origine (0)

dm : masse de la particule M.

Si C, est le corps fixe, la fonction de GIBBS s écrit alors:

G = E(;,. (i=1,...n)

G, : Fonction de GIBBS du corps C;.

Le principal inconvénient de cette méthode est que la fonction de GIBBS ((5)est plus

difficile a obtenir que I'énergie cinétique dans le formalisme de LAGRANGE.
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1.2.5-Formalisme de LAGRANGE:(BOU 95) ,(DAOUDI 94)

L avantage de cette formulation est qu’elle permet I'écriture directe des
équations de mouvement du systéme en fonction de ses grandeurs de commande et des
actions extérieures sans faire intervenir les actions internes.

Son lourd inconvénient est qu’elle nécessite le caleul des dérivées partielles, ce
qui explique son utilisation par beaucoup d auteurs pour I'obtention des équations sous

forme analytique.

* Méthode proposée par M.RENAUD:
Cette méthode utilise le calcul tensoriel. La description de la structure est établie

A I'aide de la matrice des successeurs [e] dont les élémenis sont;

§: side corps C; est directement articul€ sur le corps C; (pour i<j)

o
1]

ij

0: dans les autres cas

A partir de [e] on peut identifier le corps antécédent a(i) au corps (i), de ce fait

est détinie [ la matrice des successeurs au sens large comme étant:

I: si le corps i est sur la chaine qui relie le corps (0) au comps (j)

(): dans les autres cas

Exemple:

10
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[0 1 0 0 0 0] . (1 1 1 1 1 1]
6 01 0 00 01 1.1 11
[c]= 000 1 10 ol [g]= 0 0 1 1 1 1
a0 ¢ 0 01 0 0 01 01
00 0000 O 0 0000
o0 0 0 00 00 0 0 0 |

* Chaque corps C; est animé d’un mouvement relatif, & un degrés de liberté, soit une
translation ou une rotation par rapport 4 son antécédent (a;).
* Chaque corps est i€ a un repére orthonormé, dont 'axe 7 est par convention

parallele au vecteur gui définit le mouvement de rotation ou de translation.

* Lidentification de tout repere par rapport A son antécédent se fait A Paide de trois
paramtres (a,f,7,) appelés Angles d’Euler.
La matrice qui permet le passage du corps a(i) au corps (i) est [(';‘,. définie
comme suit: ¢ = [(;,. ] e
Avec:
cosff cusy; —sinffaosagsiny; - sinffaosy, +oosffoosasiny; - sing;siny,
[G]-|~ccsfising, ~sinfcosay oy, —sinfhsiny, +cosffccnar cosy,  cosaysiny,
sinfsing, —sine, cosf3 o8y,

(]

Dans cette méthode 1"énergie cinétique (T) et énergie potentictle (U)sont
calculées sous forme matricielles, aprés application des équations de LAGRANGE

sous la forme habituelle;

F=(d(@ /&) di)-A.1 &4

ou I, désigne le lagrangien (L=T-U).

A partis de cette relation RENAUD établit les équations explicites du
mouvement qui sont: I'= [A}H[B}}q +[C}1— G

11
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dans laquelle [A] représente la matrice d’énergie cinématique et ¢ les forces de
pesanteur données par: G = U /oy
Les éléments des matrices [B et [C] sont calculables a partir des dérivées

partielies de la matrice [A].

M.RENAUD a développé une autre méthode lagrangienne pour les mécanismes
en arborescence en tenant compte de:
* la définition topologique des mécanismes de LIKINS : un seul mouvement par
liaison,
* des coefficients o, de POPOV qui permettent de traiter simultanément les rotations
et les translations.
11 a, par ailleurs, proposé une meilieure organisation des calculs pous tenter de réduire
les temps d’exécution. Mais, il y’a toujours cet inconvénient essentiel des méthodes
lagrangiennes qui réside dans la lourdeur des équations malgré les différents travaux
dont elles ont fait I’objet. Le nombre d’opérations augmente avec n’ si n est le nombre

de liaisons du systeme. | LEU 86], | CHANG 89|
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ET DE MISE EN EQUATION

METHODE RECURRENTE DE CALCUL DES ACTIONS AUX
LIAISONS ET DE MISE EN EQUATION

IL1-INTRODUCTION:

Soit a considérer I'ensemble des (n+1) corps rigides C; de la figure (11.1) formant
une chaine continue ouverte, et dans laquelle chaque liaison L; n'admet qu’un seul
mouvement de rotation ou de translation. Cette hypothése ne restreint pas la généralité
de la méthode, que nous allons proposer, pour deux raisons:

I. Il est théoriquement toujours possible de transformer une liaison L; a N degrés de
libertés en N liaisons a mobilité unique. ceci par adjonction de (N-1) corps
fictifs(sans masse, voire sans géométrie) connectés simplement par des liaisons
rotoides ou prismatiques.

2. Cette décomposition non nécessairement unique est. en pgénéral, naturellement
réalisée dans les systémes réels, surtout lorsqu’on désire commander séparément ses

divers degrés de libertés.

Le modeéle utilis¢ dans notre travail s’appuie sur le formalisme de d’Alembert

pour exprimer les torscurs complets de liaisons, en régime dynamique, en fonction:

« de la résultante cinématique instantanée des liaisons,

« des données géométriques et mécaniques instantanées du systéme.

Le calcul de chaque torseur se fait dans le référentiel partiel propre a la liaison
considérée. Les résistances aux mouvements s'en déduisent simplement du fait

qu’elles coincident nécessairement avec:

« Une composante de la résultante du torseur pour un mouvement de translation.

» Une composante de son moment pour un mouvement de rotation.

Le choix d'une C.1.G simple est nécessaire pour le repérage des variables de

ltaisons. En méme temps. il faut caractériser les mouvements du systéme en

13
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distinguant les rotations des translations et en leur attribuant, a tous, les directions (Z;)
des référentiels partiels (R;) respectifs, attachés aux liaisons ce qui permettra de:

1. rendre les calculs plus systématiques.

2. faciliter 'écriture des équations du systeme (les résistances aux mouvement,

couples ou forces, sur les liaisons sont toutes de directions Z; ).

Cet apparent désordre peut produire des ambiguités chez utilisateur. Pour lever

cette difficulté nous allons utiliser un autre ensemble de référentiels partiels (R;p) dont:

» les axes sont parall¢les, désignés et orientés pareillement,
e les directions Z;, sont orientées suivant fa verticale ascendante.
Ces conditions serviront a la seule étape de caractérisation géométrique et mécanique

du systéme.

11.2-MODELISATION DU SYSTEME:

L.a modélisation du systéme consiste a transformer le systéme réel en uﬁ
ensemble de corps rigides réels ou fictifs simplement connectés entre eux par des
Itaisons rotoides ou prismatiques. Donc, on peut identifier les mouvements réels du
systéme a une combinaison de rotations et de translations de directions axiales, dans

un ensemble de référentiels partiels définis en conséquence.

11.2.1-Definition du systéme théorique type:

Le systéme est formé d’un ensemble de corps C; (i=1....,n) dont le éniéme étant
I"organe terminal interchangeable, Pindice (0) est affecté au bati {voir fig 11.1)
Les hiaisons quant a elles seront désignées par la lettre L suivie d’un numéro d ordre.

crotssant quand on parcourt le systéme dans le sens amont-aval (L;: liaison d”ordre 1).

14
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Cn: organe terminal interchangeable

0

v

(R“) iu
FIG IL1

11.2.2-Définition du corps C;:

Tout corps C; est composé de toutes les masses qui subissent le mouvement de la
liaison L; et qui sont fixes dans le mouvement de la liaison L;,|.(Les deux mouvements
sont pris dans le sens restreint des vitesses réclles aux niveau des liaisons).

La masse du comps C; sera donc égale & la somme des masses de tous les ¢léments

compris entre les deux liaisons, additionnée de la masse du groupe motoréducteur,

actionneur du mouvement de:

« la liaison L;.; si ce mouvement est une rotation ou une transiation communiquée a
sa partie male. (fig 11.2.a)

« la liaison L; si ce mouvement est une franslation communiquée a sa partie femelle.

(hg 11.2.b)

Fig 11.2.2 Fig 11.2.b

5
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11.2.3-Définition des référentiels partiels aux liaisons:
[Is sont au nombre de 2n, tous orthonormés et directs. A chaque liaison L; du
systéme on attache deux référentiels partiels (R;y) et {(R;) tous deux de méme origine

(O;) située sur I’axe de liaison et en un point particulier:

« dans le plan d’un palier ou
+ 2 mis-distance de ses deux paliers. ' b
-
i
Le passage de R, dans R; est réalisé 2 tout instant par le produit de trois matrices de

rotation utilisant les angles d’EULER (y,,¢,,8,). Les dngles w, et ¢, sont constants et
propres i la topologie du systéme ; ils peuvent étre nuls.
Les n triplets (y,,¢,.0,)donnent les oriemations 'refatives des mouvements et

permettent de passer d’un référentiel de calcul a un autre,

11.2.4-Matrice de passage de R;, dans R; :

b

~

SN T e

Fig I1.3.1: Relations entre les référentiels R;, et R;

16
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Conformément a la fig 11.3.1, soit:

—
3

. (ﬂ,,,-zh,&..) et (f, T,K',) tes vecteurs de base des référentiels Ry et R;,
e« (7.7,.K) et (7,.7,.R,) les vecteurs de base des deux référentiels intermédiaires R,

et Rz.
e y,.$.0, sont les trois angles d’EULER réalisant le passage de R, dans R; et sont

définis comme suit:

w, . rotation d’axe Z,,. y, est appelé angle de Précession,
¢, : rotation d’axe ¥, ¢, est appelé angle de Nutation,
8, :rotation d’axe Z., 8, est appel€ angle de Rotation propre.

D’ou les trois matrices suivanies:

cosyr  siny 0 1 0 0 cosf sinf 0
My =} —siny cosyy 0| , Mp=|0 cos¢ sing|, MF=|-sin@ cos@ O
0 0 | 0 —sing cos¢ 0 0 1

La matrice de passage du référentiel Ry, dans le référentiel R;, qu'on notera Mjy;

résultera du produit de ccs trois matrices: M, = M@ M¢- My .

Posons c=cos et s=sin.ainsi on aura:

cO-cyr =50 sy -cp O sy +s8-cp-cy O3
==t cy -sy-cl-cd —sy-s@+cy-cO-cd cO s¢
sg- sy -s@-cy e

M

i f

17
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11.2.5-Matrice de passage entre les référentiels de calcul :

Les deux triplets (y,.¢,.6,) et (v,,,.¢,,,.6,,,) permettent de passer & tout instant
et respectivement de R,y dans R; ct de Ry dans Ry, €, et &, sont les variables de
rotation aux liaisons L; et L;, .

En raison des conditions imposées aux référentiels partiels de calcul R; (tous les
mouvements sont de direction Z; ); les référentiels R;.10 et Ry, subissent le
mouvement &, de la liaison L;..

La matrice de passage M, .1, de R; dans R, sera donc le produit de deux matrices:

I. M@, : matrice de rotation d’axe Z;,, et en fonction de la variable de rotation

éventuelle . sur la liaison L;.,.

il

2. M’

"... . matrice de passage de R’ dans R, avec 6, =0, ses termes sont constants
et dépendent uniquement de la topologie du systéme et du choix initial des

référentiels partiels Ry et R;.

Les matrices de passage entre deux référentiels consécutifs R; et R;,; sont au nombre

de n et toutes orthogonales. Ce qui leur confere les particularités suivantes:

« leurs matrices inverses sont égales a leur transposées;

o le résultat du produit de deux matrices d’entre-elles sera une matrice orthogonale.

I1.3-CARACTERISATIONS GEOMETRIQUES ET MECANIQUE DU
SYSTEME:

11.3.1-Choix d’une configuration initiale géométrique (C.1.G):
Elle doit correspondre a la configuration géométriquement la plus simple choisie
de telie sorte que:
» les distances interliaisons soient minimales (variables de translation aux liaisons
nulles):;

 les matrices de passage de R;, dans R; soient dans leurs formnes les plus simples

(variables de rotation (6,} aux liaisons nulles).
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C’est dans cette configuration qu’on réalise la caractérisation compléte du systéme
géométrique et mécanique et ou tous les termes du tenseur d'inertie ainsi que les
composantes des vecteurs positions des centres de masse des corps C; y prennent icurs

valeurs minimales.

11.3.2-Caractérisation des mouvements du systéme:

Aprés la modélisation du systéme qui est réalisée de telle sotte qu’au niveau de
toute liaison L, , réelle ou fictive, le mouvement soit une rotation ou une transiation
axiale, et le choix d'une conﬁguration inttiale géométrique, ainsi que celle des
référentiels de calcul R; d’une fagon a ce que tous les mouvements sotent de direction
Z;, le probléme qui se pose est: Comment distinguer les mouvements de rotation des
mouvements de translation?

La solution consiste en 'utilisation des coefficients de EP.POPOV et ALIJ définis

comme suit:

. =

{O: st fe monvement de la ligison [, est une translation

I: si le monvement de la liaison 1, est une rotation

11.3.3-Définition des coordonnées générales du systéme:

Soit [o] et [o] les deux matrices diagonales d’ordre n, ayant respectivement
pour éléments les quantités scalaires o, et o, = |- o, avec o, préalablement défini.
(#) et (Z) sont les deux matrices colonnes d’ordre n ayant respectivement pour
¢léments les variables #, et z; de rotation ou de translation aux liaisons L;.

La matrice colonne (q) d’ordre n ayant pour éléments les coordonnées générales, est

donnée par I'expression suivante:
(9)=[o]-(9)+[7]-(2) (3.3)

St o, =1 (o,=0); la quantité scalaire q; s'identifie 4 la variable de rotation (en

radians} sur la ltaison L;.
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Si o, =0 (o, =1); la quantité scalaire q; s’identific & la variable de translation (en m)
sur la haison L;.

Les matrices (4) et (§) d’ordre n regroupent sous forme scalaire les vitesses (w,.v,) et

les accélérations (£,.7,).

[1.3.4-Caractérisation géométrique du systéme:

La caractérisation des mouvements du systéme est donnée par:

« leurs ortentations dans leurs référentiels partiels respectifs (tous de directtons Z; );

« leurs natures : rotations ou translations axiales (coefficients o, ).

En complément de la nature des mouvements du systéme, la caractérisation

géométrique de celui-c1 est complétée par:

1. les (n+1) vecteurs translations J, entre les origines O; des référentiels partiels R;
(i=0,n), chacun d’eux étant exprimé dans le référentiel partiel dout il porte 'indice;
fes n vecteurs positions Pg des centres de masse des corps C;, chacun d’eux étant

exprimé dans le référentiel partiel R; dont il porte P'indice. (Voir figure 11.3.4)

(Rin)

C;
C.dm ‘ Cin

il

v

Fig 11.3.4 : définition des vecteurs J, et g

20



METHODE RECURRENTE DE CALCUL DES ACTIONS AUX LIAISONS CHAPITRE 11
ET DE MISE EN EQUATION

Les vecteurs 4. et Pg sont susceptibles d'évoluer quand I'un et/ou I'autre des
mouvements aux liaisons L; et L;,; est une transiation, c’est pour cette raison et dans le
but de réduire les risques d’erreurs lors de 'introduction des données que le systéme

est caractérisé dans:

« la configuration initiale géométrique du systéme ou les vecteurs g, et 4, sont
minimaux;

¢ les référentiels intermédiaires R,o.

11.3.5-Caractérisation des influences des mouvements de translations:

Dans le but de caractériser les influences des mouvements de translations sur la

géométrie du systéme, nous introduisons (n+1) couples de coefficients (4,.4,) définis

comime suit;

0: quand d, et Pg, sont des vecteurs constants; mouvement de rotation
A< sur laliaison L, ou mouvement de translation communiqué ea sa partie femelle . (3.5}

I: quand d; et Pg, varient avec le mouvement de translation sur la liatson L, .

IE

'{O: quand le mouvement sur la liaison L;,, n'influence pas la distance d, entre les liaisons L, et L,,,

I quand le mouvement de la liaison L., , influence la distance d..

NOTA: Les positions des centres de masse des corps C; données par les vecteurs
Pg. . dans les référentiels R; sont indépendantes des mouvements de translation

éventuels des liaisons qui sont en aval immédiat.

11.3.6-Données mécaniques du systéme:

Les données mécaniques du systéme comportent deux groupes:
e Les masses et les tenscurs d’inertie des corps.

s Les rapports de réduction, les inerties des chaines cinematiques. les frottements secs

et visqueux.
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NOTA: Les tenseurs d’inertie a considérer sont ceux des corps C; en C.1.G,
calculés dans les référentiels intermédiaires Ry, et a leurs origines respectives O,. s

sont désignés par (Ml;).

11.3.7-Expression des données géométriques et mécaniques du systéme dans R;:
L’ensemble des matrices permettant de ramener les données géométriques et
mécaniques du systéme dans les référentiels de calculs R; et en C.1.G sont notées par
M., (6, = 0), définis comme suit:
cyr sy 0
My, =|-sy-cd cy-cd s¢
sSyesp —s¢cy o

donc on aura:

p. N Mil-fll_i P in0 (3.7)
Jm,i = M::)_.' : Jm_n (38)
ML, = (Mf{:l.i)r Ml - (Mil:l,i) (3.9)

11.4-VALEURS INSTANTANNEES DES COMPOSANTES DES VECTEURS
Pg ET d ET Ml;:

a-Valeurs instantannées des composantes du vecteur /g :

La connaissance des valeurs instantannées du vecteur Pg . dans R; est

indispensable pour I'écriture des équations de mouvements sur la liaison portante de
chaque corps C;.

A partir des expressions (3.3), (3.5) ét (3.7) on a:

fg =Pg. +4, q-k 4.1)
avec !

Pg,,.. :vecteur position du centre de masse du corps Cien C.1.G et exprimé en

Ri;
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A, : coefficient caractérisant I'influence des mouvements de translation;

s&me

g, . i coordonnée générale du systeme;

k 3™ vecteur de base du référentiel R;.

b-Valeurs instantannées des composantes du vecteur d,:

Les composantes des vecteurs translation J. entre les origines des référentiels
de calcul R; et R;,; sont, dans le cas général, fonction des variables d’éventuelles
translations propres aux liaisons L; et L;.,.

Les vecteurs J exprimés dans leurs référentiels respectifs. sont nécessaires pour
I'étude cinématique du systéme: position, vitesse et accélération de chaque point du
systéme dans le référentiel inertiel.

do=d, +A q-k+u-q,, M k., (4.2)

i LN

avec |

d

16

. vecteur translation entre les origines des référentiels R; et R, , exprimé

dans R;;
k et k., : 3" vecteuss de base des référentiels R; et R;,; respectivement;
g, et ¢,., : variables de translations éventuelles Z; et Z;., aux haisons L; et L;.;

M, .,  matrice de passage de R; dans R;.y;

fivl

A4, : coefficients caractérisant I'influence des mouvements de translation.

c-Valeurs instantannées des termes des matrices d'inertie des corps C;:

Les moments d’inertic et les moments centrifuges sont fonction du mouvement

de translation éventuelle sur sa liaison amont L; (2, = 1).11 faut donc les recalculer a

tout instant,

D’apres les expressions (3.9). (4.1) et avec une double application du théoréme de

HUYGENS et en utilisant les matrices pré-produit vectoriel; on a:
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Mi, = My, +m|[Pe ] [-Pe] - [ Paa] |- Peu]]
= (Mli)(; + m,.[f’ g]-[—ﬁ ’,.] (4.3)

(M1,),, - matrice d’inertie du corps C; dans R; et au centre de masse.

ILS-DEVELOPPEMENT DE LA METHODE DE CALCUL DES TORSEURS
DES ACTIONS AUX LIAISONS:

IL.5.1-Cinématique d’un point P quelconque du systéme: position, vitesse et

accélération dans le référentiel inertiel Ry:

Soit:

e P :un point fixe appartenant au corps Ci'du systeme et de coordonnées X. Y, Z dans
le référentiel R; attache a C;;

e Oil : le vecteur position du point P dans R;.

a-Position du point P dans R,:

La position du point P est repérée. a tout instant, dans le référentiel inertiel R,

par le vecteur OF.

Le point P appartient au corps C; d’ot:

[
Ob =3 d +0iP (5.1)
N

avec:

OiP=(X. Y. 2), =(0i) +4,-q, k

i
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(Ci_z) (Ci-l ) (Ci)

(Cy)

(Cy)

(Co)

d,=d,,; +2,-q -k 4, M)

J f.fﬂ""

FES!

Les vecteurs d, et il sont respectivement calculés et connus dans les référentiels de

calcul R; ( j<i-1) et R;. Il faut donc utiliser les matrices de passage pour exprimer O
dans Rn.

il - o
(””)R.. =3 M, -d +M, OiP (5.2)
FEat
En ne faisant intervenir que les matrices de passage entre deux référentiels consécutifs
dans le but d’obtenir une forme plus adaptée au calcul automatique. |’ expression (5.2)

devient alors:

(OoP) =d A ML M A MO (5.3)

R,
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d ! -

d,( F)= ”( Ad, 45 g, ’f_;)*fo\Urf’Jrcr,—-q,--k,- (5.5)
avec:

Q= o, &

avec w, : vitesse de rotation sur la liaison L.

Ecrit en fonction des dérivées des coordonnées générales du systeme, Q. devient:

i
ZU‘ b -y (5.6)
k-

o, : coefficient de EP.POPOV et ALLI déja défimt en (§ 11.3.2) d’ou:
(()1) Z M, (@, ~d +5 G, &)+ M (O AP G, k) (5.7)

Les calculs seront faits par bloc dans les référentiels partiels R; avant de ramener tous
les résultats dans le référentiel inertiel R, , en utilisant les matrices de passages.

Ces résultats partiels sont cumulés pour déterminer les composantes de la vitesse
absolue du point P.

Les vecteurs rotation Q; des référentiels R; peuvent étre calculés par récurrence

dans leur référentiels respectifs.

Q, =3 M, -(o'k “q, I};) expression de 2, dans R,

Q =M;,, Q. +0,-¢-k (5.8)
Ce qui nous permet de calculer 1a vitesse du potnt P par itérations successives dans une
boucle comme suit: '

[d’ ((3f)] _ ML, ~d +5, ¢,k + MI(Q, Ad, +T,-4, -k, + (5.9)
R,

+ MI(Q Ad, +G g, ko A M (QAODIP+5 g -k )...)
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CHAPITRE H

c-Accélération du point P dans R,:

Le vecteur accélération du point P s’obtient par dérivation vectorielle de son

) o [
vecteur vitesse —{ ).

d'.! s d - - N ) - d . o
3 (7) = — [; O, nd +5,-q, ~ij o (Q,. A OIP+5,-G,- k)

Le calcul pour chaque terme étant fait séparément, on obtient:

di= <y (d=Y 5 = (d-=
:,;(Qf A d}') = (ZQIJ N+ QA (Edr)

(5.10)

L]
avec:
d (= dd -
Z(QJ):E[EU‘ ¢ k;]
1 . i -
=ZO'* g, -k, +(ZQ‘./\(G‘.-('[,\ -k,‘)]
k- ke
= K + U,
r‘d - . . _ .
_"c}?(dj)}:ﬁ'/\dj +o,-q,k,
¢ _—5;(51 '(?J E}):| = E_a ’ (-i.r ’Fr +ﬁ.r A(Ej ’ (:{_,E_,)
e [Y@n fm‘»)] -(48) w08+, n( L 00
i dt dt
:{ZJ: o, -, -Ia +(i f)‘, /\(O". q, -lﬂ))}/\(jil_-"ﬁ#ﬁ, /\(ﬁ} A(_jiﬁ+6, -q, IE)
ko1 kot
. :%(6' q, k,)—c—r'. g,k +6 /\((_r,.-q, 1}:)
| _ . - - = N N _ .
;2((_”_3)21 |(I:j+l')‘r)/\d,+Q,A(Qj/\d,+o’ q, k_r)+5, g,k +Q /\(

2%




METHODE RECURRENTE DE CALCUL DES ACTIONS AUX LIAISONS CHAPITRE 11
ET DE MISE EN EQUATION

g - [(I?‘_r +17, )/\d +Q, A (f!_,. AJJ)+2f2_, A(EJ -q, -I;,)~k a, -4, -I};]-l-

(5.11)

{7, + 0 ) A OiP + 8, (@, A OiP)+ 20, A (5, -G, k) + 5,4,
Significations des différents termes:

— } - v - ’ r .

;=Y 0, -§, -k,  vecteur accélération angulaire du référentiel R;.

Ja“ si o, =1 accélé rdbn angulaire sur la liaison L, ., de direction Z, dans R, .

o,-G, =
b= 10 si o,=0

kL to, -!?J (5.12) : forme récurrente de calcul des vecteurs £, dans

leurs référenttels respectifs R;.

[
2. > I ~d, :accélération tangentielle de la liaison L; due aux accélérations
i

angulaires ¢, des (i-1) premiéres liaisons du systéme.
_. } —_— . —
, = ZQ (crk -4, -k‘)
[

a, - q, k, :correspond a la vitesse de rotation @, sur la liaison L.

{7, : termes de couplage entre les mouvements de rotation.

0 =M, 1_+Q /\( g, -I?j) (5.13) : forme récurrente des vecteurs {7, dans
leurs référentiels respectifs R;.
i1
4.3 0 A 7 - premiére part des accélérations de CORIOLIS de 1a liaison 1; due aux
-1

couplages entre les vitesses de rotation des (j-1) liaisons du systéme.

—

Q A (QJ /\Jj) : deuxicme part des accélérations dc CORIOLIS et accélérations

M_

-

centripetes de la liaison L.

6. Y 0, i k

: vecteur accélération linéaire de la liaison L, dit aux mouvements

1

-

de translation sur les (j-1) premiéres haisons.
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il -
7230, /\(Ej -q}.-k}.) : accélérations de CORIOLIS de la liaison L; combinant les

|

rotations et les translations des (j-1) liaisons en amont.

Les quatre derniers termes de I’équation des accélérations sont équivalents a ceux qui
viennent d’étre cités et prennent én compte:
¢ la position du point P € C; dans R;;
o la vitesse et I’accélération propres au mouvement de la liaison L;;
* les couplages entre le mouvement de la liatson L; et ceux des (i-1) liaisons en
amont,
On pose dans R;:
G, =(E+0)nd +&, /\(fz} AJJ.)+2§'2}. /\(EJ. -q}.-/?j)+3j -, -k, (5.14)

avec:

K = B o gk

1 K

!

— —

M.’ 1.J
M, -Q} o, g, -k
MI 1

i

4

{

T

i
J
1 'UJ |4'QJA(UJ'qJ"k.i)

En regroupant tous les termes et les expressions présentées, "accélération du point P

sera donnée par:

;:;((71-3)::2;(_;1+(I7:'j+(7J)A(7if’+ﬁiA(fl,A(_)'iﬁ)+2ﬁff\(<_ri.q,.;}:,)+5f.qi.,if (5.15)

Les termes de I'expression (5.15) seront calculés dans les référentiels partiels dont ils

portent les indices.

}%;((717)," = :Z]‘ M, -G +M, [(1—, + (7,.) AGIP + 8, A (Q. A (3:‘]") +2Q, /\(E‘ g, "—::).4_ G- Ir,]

Cette derniere expression est notée par (5.15.1)
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11.5.2-Torseur des actions différentielles sur la laison L;:

Le torseur des actions différentielles sur ta haison L;, désignera 'ensemble des
sollicitations statiques et dynamiques dues au seul corps C; en aval inmédiat, qui subit
les i premiers mouvements du systéme et est soumis a ’effet de la pesanteur.

Soit P un point courant de C;. de coordonnées (X. Y. Z) et dont le vecteur position est
OiP exprimé dans le référentiel partiel R; (lié au corps C; ). le vecteur accélération de

ce point est donné par 1’expression suivante:

[% ((3/")] = ;le i+ [(f + (75)/\ Oil + € A (Q. A (7if’)+ 20 A (3,- g ;}') + (5', G- k)]

Elle est notée par: (5.15.2)
On remarque dans ce qui précéde, que le vecteur est indépendant des composantes

X, Y, Z (coordonnées du point P ).
il

On pose: G, = D G,
-

Dou: G, =M, (G, +M, ., (G +.+(M, G+ M .G)..) (5.15.3)

)
Pour prendre en compte les effets de la pesanteur, I'introduction du vecteur (i, . orienté
suivant la verticale ascendante dans le référentiel Ry s avere indispensable.
G, =uk, ( £=9.81 m/s : accélération terrestre )

L'expression (5.15.3) devient;

(G M (G MG (5.16)

i n i

it
(-;'h = Z Ml“ ) (.;’I = A,fl I.:((_;i ] + A4l 2.

FERL
(5.16.bis) (G,) =M, (G, ,+G, ) :forme récurrente de caleul du vecteur (G, ).
I, ! U, . li
Soit din une masse élémentaire affectée au corps C;, dm = p.dx-dy- d:.
Les éléments de réduction du torseur des actions différenticlles (sollicitations statiques

ct dynamiques ) sont alors données par les expressions (5.17) et (5.18). écrites dans le

formalisme de " ALEMBERT.
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o Résultante du torseur élémentaire des actions statiques et dynamiques:

d(RD)) = —dm(( ;‘Z (r‘)ﬁ)D (5.17)

i

d(RD) = —dm((_";,,. (5, + )N OIP +(Q, A OiP)+20, A(7,-¢,- k) +5, -4, f?,.)
o Moment du torseur élémentaire des actions statiques et dynamiques: (5.18)

d(MD,) = OiP n (—(G',,. +(F,+ U ) 0P+, A (O A OiP)+ 20, £ (5,4, -k )+ 5,4, i?,)dm)

R

Les éléments de réduction des torseurs des actions différenticlles sont exprimés dans
leurs référentiels liés R,
Lewrs intégrations sur le volume du corps C; donnent:

e la résultante du torseur des actions différentielles sur 1a haison L;:

RD = -pj(G',,. + (£, + T, ) A O+, M@, 7 OiP)+20, A (5, -4, F)+ 5,4, -i?,)dl«' (5.19)
I

¥ : désigne le volume du corps C;.
g sa masse spécifique.
Les vecteurs G, . /- et (7 ainsi que & sont indépendants du point P. 'expression

(5.19) devient alors:

((?,,. +20Q, A(a, -q, -1?,)+5,. g, -/?,){—pfdl-’] +
I

H{F 0 ) A (—p ,J’ OiP- a’VJ + {ﬁ,. A [ﬁ A (— pi NP dt-'m

Aprés intégration on obtient:

RD, =

(5.20) RD = »m,((_;',, +2Q, /\(‘:—rr -q, 13)4 (E,. -q, -!;,)-l—(l?, + (7,)/\ Py +Q /\(Q A ﬁg,))

En mtégrant par groupe les termes de I'expression (5.18), les composantes du
moment MD; des actions différentielles sur la haison L;. et dans le référentiel partiel
R;, seront ¢gales a la somme de trots intégrales:

1./ = —Ip- (_jfﬁ/\((—;” + 2!2-2,, /\(5,. -q, E,)l (5, -, -)';,.))-cil'
t,

I,=-m Pg f\((—;'” +2Q. A (5,, -q, - I:,)+(5. -q, A_':)) (5.21)
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2. T, ==[ p-OiP A((F,+ 7 ) (“)fﬁ)-dlf
P

_ w'f p-OiP A(-0iP A(E, + 7))
I

En introduisant les composantes X, Y, Z de iP, le vecteur
(3iﬁxx((7ff’x\(l?j +(7,.)) peut se mettre sous la forme matricielle par ['utilisation des

matrices pré-produit vectoriel.

0o -z ¥vl[0o z -¥
OiP A (0P A(F, +17,)) = zy i *(;\f : ~)7 oY ; (E,+17)

d’ou:
};2 + Zz - XY -X7Z
L=[p| -xv X470 vz |(E+0)av
L —XZ  -¥Z X av?
VieZP XY -XZ
L=(F+0)[p| -Xv X+2° ¥z |dv
" . VA /A CRS &
I=mi(F+07) (5.22)

MI; : matrice d inertie instantanée du corps C,.
3. I, =~[ p-OiP A(Q. A(S A (").fﬁ))-dl»’
7
O (€0, 7 (&0, A Gi)) = OiF A{(8,-GiP)- &, ~(&,-8)-517)
= O0iP A (8- i) O,

car O n (D, -fz,)-(‘)iﬁ) =0 et de méme €, A(DiP-GiP)-©, = 0. On peut donc
écrire:

i A (D, - 0if’)- ©, = 3, A [((7iﬁ-(7i13) Q- ((7fﬁ-ﬁ,.)-(3fﬁ]

= ﬁ,. A ((j.-‘f’ N (Q A (7ip))
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d’ou:
f_, = f)j /\(w_..p- (_}i]_.’/\(fli A (_)i]_;)- dV]
’

par analogie a 'intégrale 7, , ’expression /, peut se mettre sous la forme matricielle:

I,=-Q, A (MI,-Q) (5.23)
En regroupant les trois expressions (5.21), (5.22) et (5.23) on obtient MD, par (5.24)

WD, = ~(m,- B, (G, 4200, A(3, -4, k) +3, k) + MI(E, +T1) 4.8, n (M1, )

[1.5.3-Calcul des torseurs complets de liaison:

Dans le cas le plus général, le torseur sur toute liaison /. résulte de la
combinaison de trots torseurs 7, ), et @, définis comme suil:

e 7/, ;. torseur des actions extérieures (couples et forces qui commandent le
mouvement de L; non compris), appliquées directement sur le corps C; et dont les
éléments de réduction sont RIX et MI;, supposés calculés au préalable dans R; et
réduits en son origine O;.

e 11) : torseur des actions différentielles di au seul corps C; sur sa liaison portante 1; .
ses éléments de réduction R/, et MD. sont calculés et réduits en son origine O,

e ., : torseur complet des actions sur la liaison L., et dont les éléments de
réduction sont %I, et Ml et réduit en son origine O,

On peut donc écrire;

Rl = RD, + Ris + M" - RI,, (5.25)

Kl = MD,+ ME MM+ dA(M R (5.26)

La principale remarqué a faire a partir des deux expressions précédentes est la
propriété de récurrence qui existe entre les éléments de réduction des torseurs complets

des actions sur deux actions consécutives L; et L;,,. on distingue deux étapes:

e Détermination des torseurs des actions différentielles:

¢ Calcul des torseurs complets de liaison par cumul.
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La premiére étape étant plus spécifique au robot, utilisant:

¢ |'orientation relative des mouvements aux liaisons:

distances interliaisons;

» données mécaniques: masses, inerties et centres de masses des éléments du robot;

¢ données cinématiques instantanées: position, vitesse et accélération au niveau de
chaque liaison;

o chargement interchangeable .

Cette méme étape montre les incrémentations dans les champs d’accélérations au fur et

a mesure de I'intervention des mouvements du systéme.

Quant a la deuxiéme étape, elle montre que ce sont les premiéres liaisons du systéme

qui travaillent le plus, et que toute action extérieure ou non, appliquée en un point

quelconque du systéme suit un chéminement qui la raméne nécessairement sur le bati.

Ces deux étapes étant toutes deux compréhensibles, sont accessibles au raisonnement

physique.
I1.6-EQUATIONS DU MOUVEMENT DU SYSTEME:

11.6.1-Formulation des équations:
L’identification des résistances au mouvemeni comme étant (2 partir des
conditions imposées aux référentiels de calcul R; ):

s troisi¢émes composantes des résultantes R/, (5.25) pour les mouvements de
translation (o, =0):

e troisiemes composantes des moments A/, (5.26) pour les mouvements de rotation

nous permet 1'écriture des n équations du mouvement du systéme.

On suppose que tous les mouvements du systéme sont générés par des moteurs
rotatifs avec ou sans réducteurs.
Aprés le choix d’une convention de signes, les expressions d’équilibre des moteurs qui

sont en méme temps les équations du mouvement du systéme.
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Cm, + l(ai (W11, -k )+ (Ri, -k )) - %1( S Cfry G = Cfiy - (signed,) = 0

I

d’ou:
Cm, = ;tw](‘,. -+ Clyy - G, + Cf - (sigmeq, ) - %(Uf(ﬂl,, . IF,) + E,.(R],j . AT,)) (5.27)
avec:

IC, - moment d’inertie de la chaine cinématique du groupe motoréducteur ramené en

J

sortie si o, = 1 (mouvement de rotation sur L; };
-masse €quivalente de sa chaine cinématique ramenée en sortie si o, =0

(mouvement de translation):

r, : rapport de réduction, entrée sur sortie, en valeur algébrique, il est sans dimension
si o, =1 etexpriméen rd/s si o, =0,

Cm, : valeur algébrique du couple moteur sur I'arbre moteur;

Cf,, : couple de frottement visqueux supposé connu et exprimé sur ’arbre moteur en
(m.N.S):

q, = 1;-q, : valeur algébrique de la vitesse de rotation du moteur;

(f, : couple de frottement sec sur I’arbre moteur (supposé connu ou déterminé par

mesures expérimentales).

11.6.2-Algorithme de calcul des torseurs de liaison et des équations de mouvement
du systéme: |

L application du modéle en calcul automatique a donné lieu & un programme
comprenant six étapes différentes:

étape I : -Introduction des données géométriques et mécaniques du systéme en
C.1.G et exprimées dans les référentiels intermédiaires Ry,

¢tape 2 : -Expression des précédentes données dans les référentiels de calcul R;
en utilisant les matrices de passage M, ;.

etape 3 : -Génération théorique ou introduction des coordonnées générales du
systeme ainsi que leurs premiéres et secondes dérivées.

etape 4 : -Détermination des torseurs des actions différentielles en parcourant le

systeme dans le sens amont-aval.
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étape 5 : -Détermination des torseurs complets de liaison par cumulation des
torseurs des actions extérieures et ceci en remontant le systéme dans le sens aval-

amont.

étape 6 : -Equations de mouvement du systéme et calcul des couples moteurs.

11.6.2.1-Structure générale du programme:

Etape (0):
-Définition des référentiels R;y, R,
-Choix d’une configuration initiale géométrique (C.1.G)
i

Nombre de liaisons: N

Etape (1)

-Donnees du systeme liées aux référentiels R;y:

(@) (3.) (Pe) (M)

Etape (2):
-0, A, (V’i~¢f~0)

-Transposition des données de I'étape (1) dans les
référentiels de calcul R; par les matrices My
-Matrice {n,n).-des cocfficients de réduction: M,

-des inerties propres de laison: M;,

-des couples de frottement sec: Mf;

-des couples de frottement visqueux: Mf,

-Caractéristiques cinématiques limites des liaisons: ¢, .4,
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Etape (3):
-Données relatives a ’organe terminal: m,, (f’g,,n)’ et (Mln(,)'
-Conditions cinématiques de simulation:
-lois de variation: ¢,(1) ., 4,(7) . 4;(r)
-valeurs ponctuelles: ¢, . §. . q;
-relevees directement dans le cas d un calcul en temps

récl: commande dynamique

-Calcul de Pg, et M/, dans R,

-Calcul des matrices de passage M,

Etape (4):
Le systéme étant parcouru dans le sens amont-aval:
-Données instantanées du systéeme: ¢,(1) , 4.(1), 4,{1),
Py (1), d(r) et MI(r)
' -Matrices de passage instantanées: M, , |

-Calcul des torseurs des actions différentielles

Etape (5):
Le systeme étant parcouru dans le sens aval-amont:
-Calcul des torscurs complets de liaison en tenant

compte des actions exiéricures pures éventuelles.

[:Zlape (6):

-Equation de imouvement du systéme et couples aux moteurs
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11.6.2.2-Organigramme général de calcul:

Données structurelles du systéme sur non

fichier (oui ou non)?

Introduction et

out sauvegarde sur fichier .

Et‘apcs let2

Chargement du fichier

Conditions de chargement dans R, :

m,, (ld’gnn)’ et (Ml“,,)r )

Calcul de g, et Ml , dans R,

nl

Torseur des actions extérieures pures :

7 réduits en O; et dans R;

Matrices de passage M., (quand ¢;,, =0)

Conditions cinématiques de simulation;
q,(7). a(1) et q,(r} qui sont :
-des valeurs quelconques introduites.

. -génerées par des lois théoriques.

-les valeurs réelles a I'instant de calcul

(commande dynamique)
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CHAPITRE 1I

7

Cinématique des liaisons a I'instant de

calcul : ¢(7) . 4(1) et d(t)

non
oul
Py = Py, +q -k Ig = Pg,
d=d,+q-k d =d,
Ml = Ml"'+m*'[(r)g" {Pe) - M = (M), +
" (Pe) f)g,_,,)"] " m(Pe)-(Pe)

=(MI,),, +m

1non

‘j; = "7. + M, ‘(‘]nl)"}:

LLLA L

1=i+1

Gu =9 81 .Zn

©
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CHAPITRE 11

TIOM
Q =0,-q -k 1=i+1
]_.l =04 ,?1
1J,=0

G, = I, nd, + 0, /\(ﬁ, AJ,)%—c_r, -G, -k,
RD, = -—m,((;'” + E‘, AP 5+ Q, A (f!, A Py, ))

MD, = —(m, P, AG M E + /\(MI, -fll ))

G = (I_‘:', +(7,.)Ac7,. +Q /\(Q /\(7,.)+j2f!,. A (Ef g, -IF,)+ (c—r, - df, ~£)

. J

i, = "G 200(50 ) (o4 E)
-1-(]_',‘,- + (/i)/\ P 9 +Q, /\(Q' R ]_31'))

—(m,f’ 5 A ((—,;',,. +20Q, A (r—f, -q, I;) +

MDD, = . _ .
{5, 4, -k))+ ML(E,+0)+ 0, A (M1,-0))

¢
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non
1=
R = RD +RI:,
ML, = MD, + M,
I:'=' +
Rl =R+ RE + M, -RIL,

Mi, = MDD, + M5, + M,

Fad

/\}I.h, +J,- /\(A/!.'_ful'f‘,]‘l")

Résistance au mouvement sur la liaison L; :

R =o,-Ml, -k +a, Rl k

Equation du mouvement sous forme matricielle:

(Cm)+ M] ((Rm)MI(§)) - MY (sigre q,,) - Mf.(¢,) = 0
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Remarque:

o Les couples moteurs sont calculées au niveau des moteurs.

e Mf. et Mf, sont les matrices carrées dans le cas le plus geénéral, leurs termes sont 4
déterminer par mesures expérimentales et doivent étre ramenés au niveaux des
moteurs.

» (q,) : matrice colonne des vitesses aux moteurs.

Quand le systéme a déja fail I'objet d’une premiére simulation, ses données
géométriques et mécaniques sont déja sur fichier et les étapes | et 2 ne concernent plus

idme

que Forgane terminal (n™" corps) interchangeable. Pour un systéme a structure figée,
son état de sollicitation est donc fonction de deux groupes de variables:
1. ses coordonnées générales ainsi que leurs dérivées (positions, vilesses et
accélérations)

2. des paramétres géométriques et mécaniques de ['organe terminal: m, Py et MI

Pour un travail spécifique effectué constainment avec le méme organe terminal
(cas d'un site réel de travail), P'état de sollicitation du robot dépend uniquement des
positions. vitesses et accéiérations aux niveaux de ses liaisons.

Le programme €laboré est général et comprend six étapes précédemment citées.
Il est donc applicable a n"importe quel robot existant, ou en projet. pour une simulation
des torseurs de haison ou des résistances au mouvement, dans le but:

-de vérifier le dimensionnement de ses organes;

-d’établir ses limites de performances cinématiques. dynamiques et ses

caractéristiques de charpe.
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MISE AU POINT DU PROGRAMME CHAPITRE 1}

MISE AU POINT DU PROGRAMME

HLI-INTRODUCTION:

La détermination du torseur ‘des actions différentielles’ sur toute liaison L;
débute par le calcul du vecteur accélération d’un point P, quelconque, appartenant a un
domaine subissant les 1 premiers mouvements du systéme. La deuxi¢me étape associe a
ce point P une masse élémentaire dm et donne, aprés application des lois
fondamentates de la dynamique et intégration, ces ‘actions différentielles” écrites dans
le formalisme de d’ALEMBERT. Le reste de la méthode se réduit 3 une manipulation
de torseurs connus et écrits dans les référentiels partiels attachés aux liaisons.

La particularité essentielle de la méthode réside donc dans le mode de
décomposition et de calcul des vecteurs accélérations: De ce fait. la vérification peut
porter. indifférernment. sur les accélérations ou sur les torseurs de liaison.

deux formes de vérifications sont mises en application dans le cas particulier du

robot RENAULT-ACMA H80.

NNL2-APPLICATION DU PROGRAMME:
Pour chercher la validité de notre programme ct dans le but de vérifier les
résultats obtenus, notre vérification est entreprise sur le robot H80 de la gamme

RENAULT-ACMA.

Remarque: Le robot H80 est un robot d’assemblage RENAULT-ACMA . il
assemble a flins des caisses de R18. Les robots H80 sont les ‘grands fréres” des
petits robots a2 commande électrique appelés TH8. Ces derniers penvent
manipuler des masses de Kg. soit dix fois moins lourdes que celle des robots
H80. '
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e Présentation du robot H80:

C’est un bras articulé horizontal a six degrés de liberté capable de déplacer et
d’orienter une charge maximale de 80Kg a I'exirémité de Forgane terminal qui est un
poignet trois axes a axes concourants. (voir fig I11.1)

Le tableau (I11.1) regroupe Ll'ensemble des paramétres du ACMA H80
(morphologiques, géométriques. mécaniques et cinématiques) préalablement définis.

La commande des mouvements de ce robot cst assurée par des boucles
d’asservissement en position axe par axe (voir fig 111.2), associée a une génération de
consignes théoriques qui sont générées dans le calculatcur de la baie de commande
(voir fig 111.3)

-en fonction des coordonnées de départ (i) et d arrivée (q;,) sur les six axes du
robot.

-dans le respect des contraintes soft qui sont de trois ordres:

I-Les vitesses et les accélérations sont limitées.

2-Les accélérations ct décélérations sonl égales en valcurs absolues et
constantes au cours d’un cycle,

3-Les mouvements sur les six axes sont synchronisés, ils démarrent
stmultanément et s’arrétent de méme.

-I'orgamgramme de génération de consignes de position pour les six axes en
fonction des variables q;y et q;, ¢t des contraintes soft ci dessus.

-des différents cas de figures de lois de vitesse.

HL3-SIMULATION DES MOUVEMENTS:
Le programme de simulation n’utilise qu'un seul référentiel par liaison: R, les
mouvements aux liaisons sont donc réspectivement de direction Z;y avec i=1.....6.
Ce programme penmnet de calculer:
¢ Les composantes des vecteurs position, vitessc et accélération dun point
quelconque de Ia charge dans le référentiel inertiel Ry du robot.
» Les composantes des résultantes et moments des six torseurs de haisons dans leur
référentiels respectifs Ry,
Ces grandeurs sont calculables a tout instant du cycle de travail défini par le

débattement sur lcs six axes du robot. (voir tableau 111.2)
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111.3 Organigramme donnant les positions moyennant les vitesses
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Tableau I11.1 : paramétres du robot H80

trd/s | 0.66 m/s

] rd_/s

3 rd/s

mnx

Hrpaeed

125

125

3,75

&

-22918° 34.377°
0.736m 1.396 m
-22918 34.377°
-68.755° 103.132°
-68.755° 103.132°
-68.755° 103.132°
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reducteur

centrale hydraulique

moteur hydraulique

codeur incrémental

Hydraulique Mécanique

!

robot
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Fig 111. 3: le robot et sa baie de commande
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Les résultats seront présentés sous forme de courbes tracées a I"aide du logiciel
grapher a partir des fichiers résultats. Les grandeurs calculées sont:

« La position, vitesse, accélération de I"organe terminal dans Ry,

« Les éléments du torseur complet de liaison (RL=RD; et ML, =M1, dans notre cas ).
Nous présenterons également le cycle simulé d’aprés le tableau (111.2) c’est a dire,

position, vitesse et accélération de chaque axe.(Voir les différents graphes en Annexe).

Interprétation des courbes:

A partir des différentes courbes tracées on déduit que le robot subit toute la
gamme de sollicitations connues (tractton-compression, cisaillement. torsion. flexion
bidimensionnelle). Celles-ci varient dans les limites considérables au cours d’un cycle
avec trés souvent inversion de signe: la totalité de la structure du robot travailie en

fatigue,

Pour certains cycles et pendant la phase d’accélérations certains moteurs travaillent en
pompe.
Les couples a vaincre au niveau de chaque axe présentent des allures complexes qui:

- dépendent des cycles de travail ;

- ne reproduisent en rien les lois de vitesse imposées aux axes (accélérations

constantes).

HLS5-VERIFICATION:

111.5.1-Vérification manuelle des résultats:
Rl =Rl + RD,
Mi, = ME, 4 MD,
Soit a considérer le cas particulier on R/, et AMF. sont nuls. nous avons donc:
Ri.=RD, et ML, =MD
d’ou les expressions des éléments de réduction du torseur de liaison de I'axe 6:

Ri, = -m,,((—;'l L+2Q, A (Ff',_ - l?,_) + (E,_ - A-:,‘) + (f, + (7,_) APg +Q, A (Q A I_-"g,_))

MD, = -(m,,_/“'g,,(r‘;,,, +20, 0 (3,4, k) +5, 4,k )+ MIL(E, +0,)+ O, a (M1, fz))
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On choisit le temps t=0.8 s qui correspond a la fin de phase accélérations, ¢’est a dire

les vitesses et les accélérations sont maximales.

Soit:
0
G, =0 4 =3rdls ;=375 rd/s" ;Pg(enm)< 02 ; m, =50Kg ;
0.27
5645 0 0 0 0 1
Ml (enKgm®)=| 0 3645 -27|; M,=|0 | 0
0 -27 2 -1 0 0
Gy = M, (G + G
ﬁ,‘:MW;fquraf g, I?,
(.= M, - U9, (o, k)
F =M., .’7;5+o, q. l?h
avec:
4.999 J 1.689 ~3.00 ~3.75 5.999
G,.=1410635 ; G, =1-0487 . Q,=:1999 . E =12499 : U, ={9.000
3.749 l 2.604 2.999 3.749 5999
d’ou:
6414 2.999 3.7491 J £.999
G, =410147 . Q,=41999 ; E =4{2499 . U, =4 10"
~6.689 5.999 7.499 1—5999

aprés calcul on trouve:

R, =-64249.7 —0675-] +23249 -k,

Ml (endaN) = 48327 — 17347 +12.849 -k,
Nous pouvons déduire que notre vérification est concluante car nos résultats sont

strictement identiques.
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111.5.2-Vérification expérimentale:
Cette vérification a pour objet de déterminer la trajectoire d'un point de

L] - &ne
I"organe terminal (3°™

corps ). A cet effet un ensemble de trois corps articulés en
mouvement dans le plan vertical sous I’action de la pesanteur est mis en oeuvre.
LL'ensemble est ramené a une certaine position, puis relache. Ce dernier décrit
une trajectoire qui sera cnsuite vérifiée a 1'aide d’un programme de simulation.
Malheureusement, notre programine de simulation ne peut étre  vérifié

expérimentalement vu la non disponibilité de I'ensemble de trois corps articulés,
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CONCLUSION

CONCLUSION

L objectif principaIA de notre ¢étude est la contribution A la modélisation et la
commande dynamique des robots industriels.

Pour répondre aux exigences du cahier de charge on a élaboré un programme de calcul

automatique des torseurs complets de liaison. La connaissance de ces torseurs est

indispensable pour la conception et le dimensionnement de la structure du robot en
fonction des paramétres définis dans son cahier de charge prévisionnel:

e nombre de mouvements et leurs orientations relatives (morphologie).

e vitesses et accélérations limites sur les liaisons (performances cinématiques),

o distances interliaisons (volune utile du travail),

o type de charge a manoeuvrer (performances dynamiques).
que pour la commande dynamique de ce méme robot.

Une fois les données géométriques et meécaniques du systeme ramenées dans les
référentiels de calcul R;, nous avons vu que le développement de la méthode repose
essentiellement sur:

-le calcul vectoriel.

-les équations de base de la dynamique des solides.

Sa formulation théorique ne pose donc aucune difficulté majeure et elle est
indépendante de la configuration du systéme.

Ses propriétés de récurrence apparaissent naturellement entre:

e les termes d’accélération qui permettent de calculer les torseurs des ‘actions
différentielles’ que chaque corps C; induit sur sa liaison portante, ceci en parcourant
le systéme dans le sens amont-aval.

e les éléments de réduction des torseurs complets de liaison qui sont obtenus par
cumulation successives des torseurs précedemment exercées sur la liaison, cecs 3
chaque passage de liaison et en remontant le systéme dans le sens aval-amont.

En exploitant a fond les propriétés de récurrence démontrées, Papplication de la

méthode en calcul automatique est trés aisée du fait:
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1. que, les calculs peuvent étre menés entiérément. sous forme matricielle,

2. qu’on ne programme que des expressions simples et condensées, ce qui réduit les

risques d’erreurs de programmation,

3. qu'on ne rentre que les données essentielles a 1a caractérisation du systéme dans sa
configuration géométrique la plus simple: la C.1.G.

Cette méthode, entiérement autonome est mathématiquement exacte et s applique a

n’importe quel robot existant a structure de chaine ouverte.

Comme perspectives d avenir, on propose:

o d’'étudier les interactions entre les mouvements du poignet trois axes de I'organe
terminal,

e . d’optimiser le volume de controle,

‘o d’approfondir I'étude sur les réducteurs.
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ANNEXE A

PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS:
Enoncé: '

Il existe au moins un repere d espace et une mesure de temps constituant un
référentiel appelé GALILEEN, dans lequel a tout instant pour towt déplacement virtuel
d"un systeme (3) quelconque. la somme des travaux virtuels de toutes les actions
s'exergant sur () est nulle:

W= <« GW+IWH+IW, =0
Commentaires:

Le principe étant valable pour des systémes quelconques (et pas seulement pour
des systémes de solides indéformables) est nécessairement insufTisant pour résoudre
les problémes; il faut en outre, comme on le verra dans chague cas, faire intervenir le
comportement constitutif du systeme étudié.

On peut €crire le principe sous deux formes selon la décomposition adoptée
pour les actions:

OWA+OW+OW, =0 avec:

OW, : travail des actions extéricures
OW, : travail virtuel des actions intérieures
OW, : travail virtuel des actions d’inertie

Ou dans le cas des systemes de solides rigides:

W, +0W, +0W; =() avee:
dW, : travail vintuel des actions données
OW, : travail virtuel des actions de liaison.

En mécanique des milieux continus on utilise la premiére forme car le travail de
déformation (opposé du travail des actions intérieures) y joue un role essentiel.

Au contraire en mécanique des systémes de solides rigides les hypothéses physigues
suppiémentaires qui sont nécessaires sont relatives aux contacts entre solides: puisque

les solides sont indéformables, leur comportement interne est complétement
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I

caractérisé donc le travail des actions de liaisons joue un role essentiel: ¢’est pourguoi
on utilisera la seconde forme.
Théoréme: (loi fondamentale de la mécanique)

Dans un référentiel galiléen le torseur des quantités d’accélération est
équivalent au torseur des actions extérieures,

I ={p7

Les théorémes généraux de la mécanique:

Comme le principe des travaux virtuels, I'équivalence (a) s applique a tout ou
partie d un systéme quelconque, qu’il soit ou non composé de solides rigides.
Cette équivalence se traduit, en considérant les éléments de réduction des torseurs en
un point O fixe ou mobile par les deux théoremes généraux:
1. Théoréme (de la résultante dynamique):

La résultante des actions extéricures est égale a la quantité d accélération, qui se

traduit par trois équations. ff;,-dv = [7-dm
> )

it

Théoréme (du moment dynamique):

En un point O quelconque, le moment résultant des actions extérieures est égal
au moment dynamigue en ce point, soit trois équations,

[OMAFE(MWY = [OM A Fdm
Y ¥

iiAl’l’EL SUR LE PRODUIT VECTORIEL.:

i L opérateur produit vectoriel, que nous notons A, agit sur deux tenseurs d’ordre
|:l'(vecleurs). Il fait correspondre & deux vecteurs A et B un vecteur C qui. 87ils sont
h‘i_,_us les trois exprimés dans une méme base, peut étre calculé par "expression
tensorielle suivante: C; =G a by (1)

Cijk: symbole de LEVI-CEVITA

;. by, ¢; @ les composantes respectives des vecteurs A, B, C
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Ty =0 si deux indices i, j. k sont égaux tous devant prendre les valeurs [, 2, 3
f;;jk =1 s les trois indices constituent une permutation paire des valeurs 1,2, 3

Cm =C23| -‘-Cﬂz =1

Cix = -1 si les trois indices constituent une permutation impaire des valeurs 1, 2.3

Carz =03 =Ly = -1

Ecrite sous forme matricielle I'expression (1) devient:

c, [0 —a, a,] (b
¢ =14, 0 al|h
C, ~ay, a0 \h

C = [A: B avec [fi matrice pré-produit vectoriel A droite par A .
~Double produit vectoriel:

in(pac)@eyh-(ahye
REMARQUE (sur les robots manipulateurs a chaine ouverte):
La plupart des robots industriels construits i ce jour sont de type sériel, ¢ est-a-dire
que leur structure mobile est une chaine ouverte formée d’une succession de segments
reliés entre eux par des liaisons & un degré de liberté, chaque articulation est
commandée par un actionneur situé  Pendroit de articulation ou sur un des segments
précédents; dans ce dernier cas, un mécanisme assure la transmission entre
I"actionneur et I'articulation considérée.
Ces robots ont pour avantage de disposer d’un grand volume de travail et d’étre

relativement simples sur fe plan des caleuls lids a feur commande.
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AXE 5: Evolution de la Résultante et du Moment en fonction du temps.
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AXE 6: Evolution de la Résultante et du Moment en fonction du temps.
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