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L’un das vi‘ux reves de l'ingénieur, oot la po-libilttt'du prédéterminor
les phénoménes physiques gqu'il eétudie, sanes recourir systématiquement a
l’expérience physique au preéalable.

Pour satisfaire & cette demande, les chercheurs ont sans cesse essBayé de
mettre en "équations" des phénoménes physiques, de résoudre ces équations et
de comparer laa résultats de celoul aux données expérimentales. Lorsgque la
-~ comparaison est satisfaisante et la physique aseez bien comprLae, ces équations

regoivent alors le label de "modéle mathématique". :

Alnei, durant les trente derniéres années, les instruments de travail de
i’ingénieur ont subi d’énormes évolutionms. A la Place des catalogues contenant
des formules toutes faites et des abaques toutes traceées, l'ingeénieur ressent
de plus en plus le bescin de "revenir aux sources", en se tounant de nouveau
vers les principes fondamentaux de 1la physique, vers les éguations qui en
découlent majis aussi vers les méthodes de résolution de ces derniéres.

La mécanique des fluides est une branche de la Phyeique qui depuis longtemps
8@ trouve étre le champ d’'application des progrés de la reésolution numerique -
des équations aux deriveaes partielles; cala ast da & un fait: la mécanique
des fluide eet riche en non linearite, non linéarite qui limite dramatiquement
les méthodes habituelles, -

A travers ce travail nous allons essayer d'appliquer cette méthodologie
{modélisation puis resolution) a l'etude des eécoulements diphasiques.

Nous nous intéressons aux écoulements diphasiques constitueés d’un
brouillard de gouttes suspendues dans une phase gazeuse. C'eat leo type
d’écoulements que l‘on retrouve lors du transport du gaz naturel dans les
conduites.,

Cee brouillards étant formés d’un nombre agsez élevé de gouttee, il n’est
donc pas poseible de reésoudre un probléme de frontieres libres Pour chacune
de ces gouttes. La simulation d’un tel écoulement nécessite alors 1° introduction

de modeéles macroscopiques dane lesquels les gouttes sont traiteées de fagon
collective. Deux voies sont poasibles: :

* Une approche cinétique classique dans le probleme de la cinétique des
gaz (Cf, [Bl]).

* Une approche eulérienne claseique dans la mecanique des milieux continus
(Cf. [Del), ([Is]). ‘ ‘

Pour des considerations mathématiguea at numériques, nous avons opteé pour
une approche eulerienne dans laquelle chaque phase est traitée comme un fluide

continu. Le systéme ainai obtenu Présente l’avantage 4’'étre plus adapte A la
résolution numerique. .
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Les differents champs qul caracterisent chacune des deux phases ecnt
définis comme moyenne des quantités microscopiques correspondantes. Nous
introduisons ainai la masee et la fraction volumique moyenne du gaz, les
impuleicns et les énergies moyennes de chacunes des deux phases.

) Le systéme d‘équations qul gouverne 1l’eévolution de ces grandeures
macroscopiques est obtenu en moyennant par rapport au temps les équations de
bilan de masee, de quantité de mouvement et d’'énergie, vérifiées par 1’'écoulement
du gaz et du liquide autour et A l’inteérieur des gouttes. Ce syetéme est

"fermé™ par des équations d’'etat et dee égquations constitutives fonction des
variables macroscopiques évogquées précédement.

L'approche eulérienne conduit eessentiellement A deux modeéles importants
{Cf. [Del], [Is]):

i~Le modele bifluide ou chaque phase (ligquide, gaz) est décrite séparément:
deux fois trois équations de conservation phasique, complétees par des
conditiones de transfert A l'interface et des équations constitutives.

ii-Le modéle monofluide (ou de la mixture) qui considere le mélange
diphasique comme un tout, est décrit par trois équations de conservation
auxquelles vient s’ajouter en général, soit une équation de conservation
de la masse phasique soit une équation de propagation du taux de vide
(Cf. Chap.2). Il est de méme complété par des équations constitutives.

Dans ce travail, nous avons choisi le deuxiéme modale (menofluide) qui,
pris dans sa globalité, reste trés complexe A trajter. Nous l'avons simplifie
en nous appuyant sur un développsment asymptotique, qui traduit essentiellement
1’idée que 1'écoulemant ainsi que les phénoménes thermodynamiques e’y rattachant
ge font le long d’une direction priviligiée. Cette hypothése eet licite puisque
nous étudiona exclusivement des écoulements a phase dispersée dans les con-
duites.

Pour résoudre numériquement le probléme mathématique cbtenu, nous avons
adopté une méthode 4 base de différences finies. Il existe dans la litteérature
plusieurs travaux gqui traitent dee problames da mecanique des fluides de cs
type (Cf. (Ba), (Du), {(Lal, [Le], [Sal], [Vi]). :

Pour ce qui est des probleémes diphasiques, nous pouvons citer le travail
de [Mo] qui utilise une technique d’‘éléments finis et celui de [To] qui résoud
4 l'aide des scheémas de Gedunov (Cf. {Ral).

Quant au schéma numérique que nous avons construit, il tient compte de
la nature de l‘écculement i.e. il traduit le fait que l’état thermodynamique
du systéme A un ipstant donné dépend de l’état en amont au méme instant et de
l’état en aval & 1l’instant précedent.

* Finallement, le travail que nous présentons est constitué de deux parties.
La premiére partie est consacrée A l'établissement du modéls mathématique.
Nous commengons tout d’abord par introduire, au chapitre 1, le modele bifluide,
nous déduisons ensuite, au chapitre 2, les eéquations du meélange (le modele
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monofluide) et nous établissons enfin, au chapitre 3, A 1'aide du développement

asymptotique le modéle mathématiqua adopté pour décrire les eécoulements
diphasiques A phase dispersée dans les conduites.

' La deuxieéme partie porte sur la résolution numérique du modéle mathématique
obtenu préceédemant. Nous commengons, au chapitre &, par construire le schéma
d’approximation, nous décrivons ensuite, au chapitre 5, la méthode de reésolution
du systéme algébrique non linéaire obtenu au chapitre précédent et enfin nous

effectuons, au chapitre 6, des expériences numeriques pour valider .la méthode
d’approximation du probléme continu.

Nous termine_rona ce travall par une conclusion geénérale.

Mots clés:

Transport du gaz, Dynamique des gaz, Ecoulement diphasique, Phase
dieperseée ‘

Différences finies, Schéma implicite, Systeme algébrique non linéaire.
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Partie 1 - ' . ' Introduction

De fagon genérale, un modéle mathématiqueé est un ensemble d’eéquations

présumé représenter le comportement d‘un phénoméne physique considere dans
des conditions donneées.

Fondamentalement, l'établiasement d‘un tel modele, pour les écoulements
diphasiques!, repose sur les axiomes issus de la mécanique des milieux continus
(Cf. {Ba), (I=]). Le domaine diphasique est alors subdivisé en domajines
monophasiques limités par des surfaces fixes ou mobiles. Ainsi, en theéorie,
il est possible de formuler un probléme d’écoulement diphasique en terme de
variables locales instantannées, i.e.:

F'=F(x.t)

ou: Xx: vecteur espace,

#: variable temps.

L’écoulement est alors completement décrit par un ensemble de deux systemea
d’équations s8’écrivant sous la forme (Cf. [Te]):

atuk(x-t)'= Ly(Uy)

x€, (t)CR® k=1l.g

,(t): est le domaine cccupé par la phaae liquide (k=1) ou gaz (k=g)} a -
l’instant ¢,

Ut(;.th est un vecteur d'état décrivant les caractéristiques du fluide dans
la phase k,

Lt est un opérateur aux dérivées par;iellaa appropeis.

Pour "fermer" ce systeéeme, 1l faut s’imposer dee conditions aux limites
qui traduisent les phénoménes de transfert de masse, de guantiteé de mouvement .,
et d’'énergie aux bords des domalnea 0,(8.

Cette approche locale instantannée aboutit donc 4 un probléme aux
. conditions aux limites multiples gui ne peut etre résolu que pour des types
d’écoulement trés particuliers commé les écoulements de monogoutte ou monobulle
(cf. (1), [Wal). . -

écoulement diphasi ou flyide di est caractérigé par |le présence cote & cote da X
;h22e3°331°Tﬁ:§rag ssent fortement, Il ph en re elles des trgnafertg de masse, de quanti g:
mouvement et <’énergie,



Partie 1 Introduction

Il apparait donc nécesoaire de se ramener en pratique a des modéles plus
simples et capables de rendre compte des phénoménea physiques liés aux
écoulements diphaaiques rencontrés dans les différents processus induatriela.

Ces modéles sont obtenus en appliquant aux équations locales instantannéee
une procédure de moyenne spatiale, temporelle, statistique ou mixted (CE.
[Del], [Is], (Sal)).

38t

Cette démarche aboutit A un systéme da’ equations sxmilaire au éyateme
" d’Euler habituel maia "pondére” par le facteur a appele taux de vide (Cf.
Chap.1l) et presentant les différences importantes suivantes (cf. ['ro]):,

=Forme non conservatlve de certaines équations.
=Systéme d'equation eventuallement non hyperbolique.

Pour saisir 1° meortance de ces opera.teure de moyenne, il faut rapi)oler
que dans plusieurs cag 4- ecoulements diphasiques des fluctuations locales del
propriétés physiques apparaia-ent. Ces fluctuations ne sont pas uniquement:
daes aux phénoménes de turbulence comme dans les écoulements monophasiques,
mais aussl aux mouvements et déformations rapides des interfaces. L sclutisn
découlant de la formulation locale instantannée étant {inaccessible, il apparrait
alors nécessalilre de moyenner.

La procédure de moyenne la plus utilisee en mécanique des milieux continus
est celle basée sur les opérateurs de moyenne d'Euler (Cf. (Is]}. En effet,
ces opérateurs sont étroitement liés aux observations des phénoménes et aux
prises de mesure expérimentales,

Dans notre cas, ncus appliquons aux équations locales. :l.natantannees
1 opérateur temporel d4’'Euler, ce qui nous raméne A des équations locales,
moyennées dans le temps (Cf. (Del], ([(Is)).

Dans cette partie nous développons en détail le modéle général d’écoulement
diphasique (Cf. Chap.l) appelé aussl "modéle biflujide”., Ce modéle reste
difficile A ¢tudier. Nous introduisons alors (Cf. Chap.?) des variablee dites
du mélange ce qui nous permet de le reécrire sous la forme dite "monofluide”.

Bien que le modeéele obtenu soit mieux adapte, i) reste de part ea forme
générale assez complexe A étudier. C’est pourquol (Cf. Chap.3), moyennant des
consideérations physiques liées 4 la nature de l’'écoulement que nous traitons '
{transport du gaz dans les conduites), nous effectuons un développement
asymptotique nous permettant ainsi d’'établir un modéle plus pratique 4 1’'analyse
mathématique et numérique.

C’est ce modele qui fera l’cbjet d’une résolution numérique dans la seconde
partie de ce travail.

2 Nous renvoyons (e lecteur & (Ba] od un exposé détaillé sur la question est présenté.

-10-
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Chapitre 1 Modéle Bifluide

Le modéle bifluide, appelé aussi modele A deux fluides, est etabii en
considérant chaque phase (liquide~gaz) separément. Les 4quations de ce modele

traduisent les bilans de masse, de guantite de mouvement &t d’énhergie pour
chaque phase. ’

De plus, 1l'interaction thermcdynamique des phases est prise en compte
par l'introduction de termees sources I',, M, et F, exprimant regpectivement les
transferts de maspe, de quantité de mouvement et d’'énergie A 1'interface des
Phasea. Comme ces termes doivent spatisfaire A des bilans dréquilibre a
l’interface, nous aboutissons alors A un ensemble de six équations aux dériveées
partielles ot troiq équatione algébriques de tranfert a4 1’interface (Cf. [Del],
[Is]).

Le modéle bifluide trouve son application dans lea problémes ou 1la
‘connaissance des interactions dynamigques entre phases ent nécessaire. En effet,
l’écriture des deux équations de quantité de mouvement avec deux thampa de
vitesse différents nous permet de bien décrire ce type de phénoméne. Il est
aussl bien adapté A 1'étude des changements de régime d'écoulement. BEn effet,
c¢es changements dtant liés aux instabilites des interfaces, ils peuvent dene
étre pris en consideération dans les conditions de tranafert.

Dans ce chapitre, nous présanterons tout 4'abord les épuations d/eguilibre
du modéle bifluide; nous poserons ensuite les conditions de transfert A
l'interface et enfin nous établirons les équations conetitutives nécessaires
4 la description compléte des phénoménes physiques .se' produisant dane
l’ecoulement. Nous terminerons ce chapitre par une conclusion sur le modele,

Conservation de la masse:

(1y ~ 2,(ap )+ Ve (a,p,0,) = T, : k=1l,g
od:

o, taux de présence de la phase Xk,

Pt densiteé de la phase k,°

<l

xt vecteur vitesse de la phase k, .

F.: génération de masse dans la phase k. Elle est dte au changement de
phase A l’interface. ’

+13-



Chapitre 1t ’ Modéle Bifluide

Conservation de la quantité de mouvement:

(2) “kpka"'Mt

out

P,t preasion dans la phase X,

T:t tenseur de viscosité de la phase k,

T]: tenseur de cisaillement da aux effets de la turbulence de la phase
k,

¢ champ de gravité terrestre,

M,: moment source pour la phase k. Il.eat da au transfert de quantite
de mouvemant A l’'interface.

lLorsgqu’on se place dans des conditions d’écoulement ou lee effete de la
turbulence peuvent étre négligeés (ce qui est le cas pour notre écoulement),
l'equation de la quantité de mouvement de la phase liqui.de ge met scus la
forme suivante:

(2); 3,(a;p,0)+ V(a0 0,8Y,) = -V(a,P)+V-(a,T,)+a,p,g+M,
- 8i, de plus, la phase gaz est assimilée A un gaz parfait, on a:

(2 2@l )+ Vo (@p 0,®8,) = ~V(a,Py)+a,p,g+M,
Remargque 1

Les équations {2); et (2);; montrent que les effets prépondérants dans
l'eécoulement sont daos au champ de pression dans le gaz et aux forces de
viscosite dane le liquide.

Conservation de 1’énergie:

2 2y, :
aa(akpk(ek*'%))*'v'(akPk(Ek*%)vk) =. 'v'((ﬂ(d’k""b:))"’,

3 ) v'(ak"‘xak)"V'(akP.tak)*'axpka'ak*Ek

k=1t.,g
on1

€,: énergie interne "apparente” dae la phase k. C'est la sonme de 1’énergle
interne classique et de l'énergie cinetique de turbulencs,

¢, flux de conduction dans la phase k.,

Ve e B N TR L N U S Y PRI TR
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Chapitre 1 : : Modéle Bifluide

$i: flux de turbulence dans la phase k. Il tient compte de 1‘énergie de
convection et du travail des forces daes a la turbulence,

£,: gain d’énergie A 1'interface pour la phase k.

Lorsque les transferts de masse et de chaleur sont Plus significatifs
que les effets mécaniques, il est plus judicieux d’'utilimer l’4quation de
1’'énergie sous la forme: o :

¥ 0(cmin)+ Vo (ayp in,) = ~V (@)= V- (o (T +tTD,))+
| b, e T
(3.bis) E(akpk)+ak('5k'+'ck)-v@vk+ 'E‘rk"Mk'Uk"'Ek
k=1l,g

Cette equation est dite équation de 1'énergie thermique. i désigne l’'enthalpie
apparente. Elle est donnée par:

Iy, = €,+—= | k=1,g

Pour des ecoulements sans aucun effet de turbulence et oa 1la phage liquide
est en eéquilibre thermique (cas des écoulements A gouttes par exemple),
l’eéquation de 1l’énergie totale pour le liquide devient:

(3); 2, (a,p,e,)+V-(a,p,ev,) ="v'(al"clvl)—v'(QlPlal)*'aip!a';l*'E!
et celle de la phasel gazeuse se réduit a: ‘
(3 9, (@upyey)+V-(a,p,e,0,) = "V (@g00) V(@ P )+ aup G i+ B,
ou: ) '

e,: énergie totale de la phase k.

Remargue 2

Pour les équations preécédentes (3); et (3);;j, les principales contributions
énergetiques sont celles des forces de viscositeé du liquide et celles des
forces de pression et des flux de chaleur dans le gaz.

Conclusion 1

- Pour des écoulements 4 phase ligquide dispercee, L.e. + des écoulements & gouttes,
sans effets de turbulence, la phase gaz étant assimilee A un gaz parfait, les
équations de bilan pour le modéle bifluide sont celles données par les relations

(1)r (2)1r (2)44s ()¢ ot (3)yy.

Les conditions de transfaert, appelées aussi conditions de saut, deécoulent
‘des bilans d’'equilibre écrits 4 1'interface liquide~gaz. Elles quantifient la
discontinuité entre les variables de chaque phase au niveau de l'interface,
Elles sont données par les relations suivantes:

98-



Chapitre 1

Modéle Biflulde

Pour la masse: ‘

(4)

r,+r, = 0

Cette égquation exprime la conservation de la masse & 1'interface.

Pour la quantité de mouvement:

En exprimant le momment source de l’équation (2) de la fagon suivante

(CEf.
(5)
ou!
F,Dn
P,Va,
M
ie bilan
(6)
ont
Mt
(7)
ou1
Hwi
o3
MY

(Is]):

M, = T, 0,+P,Va,+M{ k=1,g

quantite de mouvement dae au transfert de masse relativement A la
vitesse de l'interface,

effet de la pression de la phass k sur l'interface,
effet des forces de viscosite de la phase k sur l'interface ("drag
forces™),

de la quantité de mouvement A 1’interface s'écrit alors:
Mg+M, = M,

moment source A l’interface., Il est donné par (CF. [I8])!

M, 2H 0V, + M)

courbure moyenne de 1’interface. Cette grandeur est positive si la
phase 1iqu;de est la phase diepersée,

tension de surface,

force dae au changement de ‘la coubure de l’interface. Elle est donc
liée a la deformabilite de cette derniére.

En prenant en compte les composantes normales et tangentielles de l‘équation
(6), nous pouvons reécrire la condition de eaut pour la quantité de mouvemént
sous la forme suivante:

(8),
(8

' Remarque

P-P, = P, 2H 0

ig

M2+ ME = M

3

En pratique, M) est faible devant M¢§.
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Chapitre 1 Modéle Bifluide

Pour l’énergie:

L'écriture de la condition de saut pour l’énergle peut se révéler trés
difficile car les phénoménes de transfert d’énergie A l’interface sont assez
complexes., Néanmoins, un certain nombre de simplifications peuvent etre
apportées et restent licites pour plusieurs types d’écoulement diphasique (Cf.
[Is]). -

En neégligeant les effets mécaniques A& 1l'interface devant les énergles
latentes dtes au changement de phase, on ai '

(g)i . K El'.'Ea = O
. g '
(9u E, = rk%ﬁ*zi k=I,g

oni

it enthalp.té apparente de la phase k 4 1’ interface, i.e., & la eaturation.
Elle se réduit & 1l’enthalpie classique lorsque 1’énergie de turbulence
est négligee, ’

gxt flux de chaleur par unité de surface d‘interface. Il est do au
gradient de température entre l’interface et la phase k,

-

: concentration en surface d’'interface.

Remarque 4

Lee conditions de transfert écrites pour la quantité de mouvement et pour
1’énergie montrent que ces deux grandeurs peuvent étre emmagasinée A 1’ interface
liguide~gaz, ce qui n'‘est paé le cas pour la masse.

Conclusion 2

Notre modéle bifluide est formé dee six équations de bilan (1), (2) et (3)
pour la phase liguide et gaz et des trois eéquations de transfert A 1'interface
{4y, (8) et (9), A ce systéme d’'équations il faut ajouter des equations
constitutives qui caractérisent les phénoménes ayant lieu lors de l‘'écculement
tels que: la diffusion moléculaire, les effets de turbulence, les mécanismes
de transfert A 1’interface ..., ainsi que les relationas entre les différentes
variables d’état. C’est 1’objet du paragraphe suivant. ’

3= EQUATIONS CONSTITUTIVES

Les équations constitutives deécrivent les propristés intrinséques d‘un
milieu donné. Elles n’‘ont pas de forme générale car elles sont liées directement
aux paramétres de l’écoulement tels que le taux de vide, la concentration en
gurface d’inteérface, la nature des interfaces, les vitesses d'écoulement,
etc... .En outre, ellds sont gouvent hon lineéaires ot devront donc étre écrites
et simplifiées selon le probleme traite.

Dans notra cas, nous nous intéressons aux écoulements A& phase_llquide
disperseée (Cf. {Is), [{Wa)), et nous adoptons, dans . un premier temps, les trois
hypothéses de base suivantes: '
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Chapitre 1 Modéle Bifluide

i~les effets de la turbulence sont négligés:

En effet, dans le cas des écoulements A gouttes, ils sont das 2 1'écoulement
du gaz lui meme et A son sillage dériére la goutte. Nous nous plagons

donc dans des plages de Reynolds ou la présence dea gouttes n’induit paa
de turbulence (Cf. [SaZ])
WF

ii-Le liquide est en saturation: o

La phase liquide dispersée est an saturation et en egquilibre thefmiqﬁe,
elle est constitude de gouttelettes spheriques de rayon constant mals
dont le nombre peut varier; sa densité, quant & elle, reste constante.

iii-Le gaz est parfait:
La phase gaz est assimilée A un gaz parfait.

rSous ées hypothéses, les équations conptitutives deviennent:
Axiome de continuité?
(10) ' o a,ta, = 0
Condition de saturation:
(- P = PR(T) = PIN(TI™)
ot |
T4 température de 1l'interface,
P{®: pression du liquide ala satpratlon,

Ti1*: température du liquide A& la saturation,

Remarque 5

Dans le cas ol aucune des phases n’est A la saturation, cette équation doit
etre complétée par une autre donnant l'écart de preseion entre la pression de
1'une des phases et la pression de saturation.

Equations d’éetat:

(12, e = pl(TePYD k=l.g
(12), Cuy o= (TP k=1l.g
(12), N ¢ = o(T,)

out |

Tt temperatufe de la phase k,
u,: énergie interne de la phase k.

Remarque 6

Les équations d‘eétat peuvent étre analytigues ou empiriques. Pour les liquides
incompressibles et les gaz parfaits, leur forme ast classique (C£. {OL], [Wy]).
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Chapitre 1 . ' - Modele Bifluide

Tenseur de cisaillement:
(13) . T, = W(Vey,+'Ver,)
ous V \

Uit viscosité dynamique du liquide.
Flux de conduction:
(14) | | b, = -k, VT,
ol |

ky: conductivité thermique de la phase gaéeuse.

los termes 4’interface:

. kg '

1S r, = b, T,-T

( )i . ] (hc,"h[)Lz( { )

. t(p +p ) l-; "a - -

(185), MG = by "L" el -3,
»g;

S ' w— - O
(l )(u Ls
on1 |

h,: enthalpie de la phase k A l’interface, i.e., A la saturation,

Ryt enthdlpie'da la phasge k,

bf, .br} constantes adimensionnelles qui dépendent des conditions de
l'ecoulement (Cf. [IBs]).

Finalement, nous devons ajouter une équation conetitutive pour la con-
centration en surface d‘interface. En général, elle prend la forme d‘unhe
équation d’'équilibre et s’'éorit, sous 1l'hypothése ii, da la maniére suivante:

1

- {(16), H,., - '&I = const.
B l 1 -
(16)y 2 1. +V 'L_UI =T,

on1
I,: géneération en surface d’interface. Elle dépend des parametres
d’écoulement.

" Ainsei, avec les équations (10) A (16), le aysteme q’ equationa du modaéle
bifluide est "fermé" au sena deterministe.
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Chapitre 1 Modéle Bifluide

4- CONCLUBION

Finalemenﬁ, le modéle bifluide est decrit p;r le systéme suivant:
%(adh)*v'(&mta) = I,
2,(@gp )+ V (a,p,v,) = T,
(S, d(a,p )+ Y (,p,0,80,)+a,V(P,+P,) = V-(a,T,)+a,0,0-

0~ M3
a,(agp05,)+v'-(d,p03,®§,)+a¢V(P,) = aapca"'r'aa!*Mg
d,(a,p,e)+V-(a,p,eu)+V-(a,(P,+P,),) = V-(a,T,0,)+
| 01915'5¢-rahr

2,(a0,00)* V (APl )+ V(e Pl,) = Vo(a,k VT o)+

g"qu U +T ’ll
En complétant le systéme (8)¢ par les équations conatitutivea et les
équationas d’état, il gera fonction des seules inconnues:

a;, U , e, pour le liquide,
Pg « 3, ¢ 2, pour le gas.

A ce systéme devront s’ajouter les conditions initiales, les conditions A la
parci et aux limites de la conduite.

Il faut noter que ce modéle présente deux inconveénients majeuruz

a-Cette classe de modéle n‘est pas tout A fait validée expérimentalement
par manque de connaissances sur les lois de transfert (15) et les équations
{16) donnant l‘'évolution dee interfaces (Cf. [Is], [To]).

b-Le modéle biflulide a'une forme non conservative, ce qui peut rendre son
atude mathematigue et numérigue particuliersment difficile.

Cecl nous améne dond A abandonner la résolution directe da ce systéme,

En revanche, en considéarant notre écoulement comme un seul fluide: le
mélange, nous pourrons le reécrire sous une forme bien plus adaptée 4 la
résolution numérique. Pour cela nous allons définir les proprietes du mélange
et établir, moyennant une identité remarquable qui lie les caractéristiques
des deux phases & celles du mdlangc, le modéle monofluide. C'est l‘objet du
chapitire suivant.
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Chapitre 2 | . Modale Monofluide

L’idée de base du modéle monofluide, appelé aussi modéle de la mixture,
est de considérer l'écoulement diphasique comme un tout, Cette schématisation
va ge traduire par un gain de maneéabilité du modeéle et une perte d’information
quant aux différentes inteiractions microlcocalas ayant lieu A l'interface des
phases (Cf. [Is]). -

Ce modéle est constitue des lois de conservation de la masse, de 1la
quantité de mouvement et de l'énergie du mélange. A ces bilans d’eéquilibre
vient s’ajouter, en général (Cf, [To]), soit une équation de conservation de
la masse phasique, soit une equation de propagation-du taux de vide.

‘Le modéle de la mixture est mieux adapteé que le modéle bifluide & l’étude
de nombreux problémes d’"Engineering”, en particulier ceux od les interactions
dynaniques entre les phases du mélange sont étroitement couplées. En effet,
dans ce type d'applications,.l’information recherchée est la réponse dynamique
du meélange diphasique plutét que celle de ses constituants.

Dans ca chapitre, nous commencerons paAr introduire tout d'apord les
variables thermodynamiques du mélangs, puis nous écrirons les agquations de
bilans et les éguations constitutives du modéle et nous terminerons enfin par
une conclusion,

On définit les paramétres suivants du mélange:

Densité: _
(17) Pm = D AP, . k=l,g
' k .
Vitésse: |
7 Zakpk;k
(18) Up = e k=1,¢
‘ Zakpk
. N k
Pression:

(19) ‘ L Pp o= Yo, k=1,g
. [
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Modéle Monofluide

Energie

(20);

(20);

internq et enthalpie:
'E:akptuk
Up = e k=1l,g
z;akpk

on demontre alors (Cf. [I8}):

(21)

d(Pm¥Wr)* V(P Wl * V-T2 = D 3,(a,p W)+ 7 (X0, W, 0y)
[

k=1,g

C’'est une relation qui lie les propriétées moyennes des deux phases & celles

Yime Wit

(23),

(23)s
ol

-
U'}:

gn outre,

(24)

du mélange ou:

entités physiques pour lesgelles la loi de conservation est acrite.
Elles correspondent aux grandeurs suivantes:

1 pour la congervation de la masse,
um ' ut pour la conservation de la quantiteée de mouvement,
hm . h, pour la conservation de l'énergie thermique.

flux de diffusion. Il est donné par la relation suivante (Cf. [Is]):

Jf{ = Zakpkwkakm ‘k=1,g

: vitesse de diffueion de la phase k, i.e., sa vitesse relativement

au centre de maese de la mixture. Elle est définie par:

- - - .
. Uim = Uy~ Uy~ k=1,g
- Pg
Uim = —Yy
P i

vitesse "drift"” de la phase liquide. C’est sa vitesse relativement
au centre du voluma de la mixture.

on verifie aisément la relation suivante:

Zatptam -0 ‘ k=1,g
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Chapitre 2 . . Modéle Monofluide

2= BILANS D'EQUILIBRE POUR LE MELANGE
Partant des équatione de bilan écrites pour chagque phase (Cf. Chap.l) et

moyennant la relation (21) nous pouvons écrire les lois de congervation pour
le mélange. Nous avons alora:

Conservation de la masse:

Des relations (1) et (4) nous deduisons:
(25) 2P n*V (Pnin) = O

Conservation de la quantité de mouvement:

Moyennant les relations (2)i, (2)” et (6) nous avons:
(26) - 2P mlm)* TV (P nin®Up) = —VPn+V (T~ T2)+p,G+M,,
ont
Tni tenseur de viscosité du mélange,
Tl tenseur de diffusion caractérisant le phénoméne dé transport de la
quantité de mouvement de chaque phase par diffusion.

Conservation de 1’énergieé thermique:

En negligeant l'affet de la turbulencs dans l'équntion de 1'¢nergia
thexmigue (3)pjz, nous avonsi

" { 0
m+¢m+¢m

' - D
(27)  2(Pnhn)* Y (Puhmtn) = —V-<¢m+¢z)+

ol
énf flux de conduction dans le meélange,
$nt flux de diffusion représentant le transport de l’'énergie de la phase
k relativement au centre de masse de la mixture,
¢l: effet de la dissipation visqueuse,
mt contribution de l'énergie mécanique transférée de l’interface,
¢m: effet de la tension de surface.
ltall rgue

ibequationa {25), (26) et (27) deécrivant le modele de la mixture msont
‘ lables A celles utilisées dane les écoulements monophasiques. La seule

di férence existante et caractérisant le fait que nous traitons un mélange,
. la pranenoe de termes cupplémentaires:

~lae flux de diffusion lies a l'exiatonce d’'un gradient de vitesss entre
les phases du mélange.

-Les termes d’‘interface.

-Lee termes de la tension de surface.
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_ s

Pour "fermer" l’ensemble des équations du modéle monofluide, il est
nécessaire de lui adjoindre des équations constitutives et des équations
d’etat. Il faut donc définir lea différents tenseurs, flux et termes sources
y apparaissant. ' ‘

Ces différentes équations sont écrites en fonction des proprietés pha-
siques, ce qui nous aménera A ajouter aux équatione de bilan et aux équations
conetitutives les relations déefinimsant les propriétées du mélange. Nous aurons
ainsi les relations sulivantes:

Tenseur de cisaillement:
(28) Tm = ,(VOV,+'VOT,)
Tenseur de diffusion:
. D - -
(29) T = Zozkptv,m@vkm k=1l,g
b m .

Flux de conduction:

(30) bn =m0k, VT,

Flux de diffusion:

(31) | _ 60 = Zatpth’k;km k=1l,g
Remarque 8

Le tensaur et le flux de diffusion peuvent étre exprimés en fonction de la
vitesse "drift” du liquide {Cf. [Is]). Pour les écoulements & phase dispercée,
plusieurs travaux (Cf. [Is], [Wa]) ont montré que cette vitesse est fonction
de la vitesse v. d’une particule (goutte ou bulle) dans un milieu infini et
du taux de vide. Ainsi nous avons:

ont l |

m: est une constante. Elle dépend de la nature de l’écoulemente (Cf.
(Is], [Wa]).

Mcoment source:

(33) . M, = V(2H0a,)

Cette relation est valable pour les écoulements & phase dispersée (Cf. [Is]).
Ecart dﬁ pression:

(34) ' Pl—Pa = ZHJUO
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Chapitre 2 '  Modéle Monoflulde

Ecart de température:

(35) T,-T

¢

" Cette équation est 1’une des équations les plus difficiles A obtenir puisqu’elle
informe sur le degre de déséquilibre thermique.

Renargue 9

‘Les équations (28) A (35) doivent étre complétées par l'axiome de continuite
et les équations d’‘état pour les propriétées phasiques (Cf. Chap.l).

Equation de propagation du taux de vide:

1,0 (0) .
oo alg(E)

ofnt
T,t génération du nombre de gouttes.

La relation précédente est valables pour des écoulements A gouttelettea de
rayon ¢onstant mais dont le nombre peut augmenter. (C£. [Is]).

Remargque 10

Les équations constitutives pour les termes ¢!, ¢, et ¢’ sont en général assez

complexes,‘mals la simplicité de leur forme, pour le type d’eécoulement que
noug étudione (Cf., Chap.3), rend plus avantageux l'écriture de l’'équation das
l'énergie thermique pour le bilan d‘énergie.

- 4= CONCLUBION
. Finalement, le modéle monofluide est decrit par le systéme suivant:
2Pm* 7 (Pmln) = O

- ’ - - ’ D —
0i(PmUm)*V (puUn®up) = VP, +V (T, Tp)+png+My

(S)2 - - p. DP,
0 (PmhAmd*+V  (Prhimin) =‘—V'(¢m+¢m)*“3?“

l -
au(a—‘)*’v'(z—i) = I

En complétant le systéme (B)s par les éguations conetitutives et las
équations d'état, il sera fonction des seules inconnues:

- .
P ¢ Vi ¢ B, @

A ce systéme dévront s’ajouter les conditions initiales, les conditions A la
paroi et aux limités de la conduite. :
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Chapitre 2 : ‘ Modele Monofluide

Les équations du systéme (8), sont écrites sous les hypothéses i,ii et
iii relatives aux effets de la tufbulence et aux propriétées de la phase -
liquide et gaz (Cf. Chap.l) et en négligeant les termes de dihsipation dans
l'eéquation de 1'énergie thermique. Ces différentes hypothéses n’altérent guére
le caractére assez général de ce modéle.

Par ailleurs, comme nous nous intéressons dans cette étude aux écoulements
A phases dispersées, nouas allons reécrire le systéme (8); en tenant compte
des propriétés de ces écoulements, C’est l’'dbjet du chapitre suivant.
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Chapitre 3 Modéle Physique Adopté

L’objet de chapitre est d'eétablir, A partir du modéle géneéral (8):z (C£.

Chap.2) du mélange, le modéle mathematique spécifique A l’ecoulement du gaz
naturel dans les conduites.

Pour cela, nous poserons tout d’abord les hypothases physiques lieées A
notre type d'écculement; sous cep conditions nous établirons par la suite nos
équations de bilan et enfin nous écrirons les équations qui traduisent les
conditions initjales, A la paroi et aux bords de la conduite. Nous terminerons
ce chapitre par une conclueion.

) .

Nous rappelons que l'écoulement du gaz naturel dane les conduites se
‘présente sous forme d‘un mélange diphasique constitue de:

=-Une phase gazeuae formée d’'hydrocarbures leagers pris comme gaz inértes
et jouant le role de gaz porteurs car non condensables dans les conditions
d’écoulement et d’une vapeur d'hyd;ocarbureh lourda pouvant se condenser.,:

-Une phase liquide formée de fines gouttelettes sphérigques résultant da
la condensation des hydrocarbures lourds et restant en susépension dans
le melange gazeux (Cf. Fig.l).

Nous supposons en outre que lea différents phénoméned. de transfer£ ont
lieu entre la phase gazeuse priss dans sa totalite gt la phases liguide.

bans 1la section ﬂ Le loné de la conduite (de longueur L)
{de rayon d/2)

Hydrocarbures légers

ﬂgdrbnarbuxps lounds'-' :':.”-.' .-
- A liquiﬁe : .

I

Y z

Figurn 1l: Description di l'écoulement du gaz naturel dans les conduites.
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Ceci nous améne donc A étudier un écoulement diphasique A phases dispérseéa
sous les hypothéses suivantes: '

i-Les effets de la turbulences sont négliée-s
Les vitessee d’écoulement n‘induisent pas d’effets de turbulence.
ii-Le liquide est en saturation:

La phase liquide disperseée est en saturation et en equilibre thermique.
Elle est constituée de gouttelettes spheriques de rayon constant mais
dont le nombre peut varier. La densité ainel que la viscosite de la phase
liquide restent constantes. '

iii~-Le gaz est parfait:

La phase gazeuse est assimilée A un gaz parfait subissant des trans-
‘formatione isentropiques.

Nous supposons aussi gue:

iv-Les effets énergétiques das A ¢%, ¢ et ¢, sont negligés (Cf. Chap.2).
v=-L‘'énerglie de pression %{- est négligeable (Cf. Chap.2).

Il est A noter que les hypothéses iv et v sont licites pour les écoulements
A faible vitesse ou les effets des énergies d‘origine thermigque sont
préapondéranta (Cf, [Is]).

Par ailleurs, nous considérons gque tous les phénoménes (cinétiques,
mécanicues et thermiques) qui apparaissent lors dé 1’écoulement se font dane
la direction longitudinale (direction de 1l'écoulement (Cf. Fig.l}). Nous
pouvons donc supposer quet ' DR

vi~Tous les phénoménes physiques se - produisent selon une direction
privilegi¢e i.e. le long de la conduite.

. Cette hypothése est fondamentale et sera A la base des calculs développés
dans la suite de notre analyse.

2= EQUATIONS DU MODELE
_partant des écquations du modéle du mélange (Cf. Chap.2) et compte tenu
des hypothéses posées préceédement, les équations de conservation deviennent:

d3p+V-(py) = O

>(pTY+ V- (pU®D)+V-T°+TVP = V-1

($)s o
2, (ph)+ V- (phD)+ 74" = -V-¢
R ’
a,(-)+v- 2 =T,
' 'al . Cl;
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ou:
o3 densité,
v: vecteur vitesse,
F£: pression effective (Cf. [Sa2]),
: enthalpie. -

L'ecoulement considéreé est a phase liquide dispersee, nouswecrivons alors
le tenseur et le flux de diffusion en fonction de la vitesse "drift" du liquide.

Nous avons donc (Cf. Chap.2):

(37D, : v = l.cf!alptppg E’.u‘&;u
(30, R - (T
et:
(37)&;. | T = u,a,(V@;,“V@S,)
(37 | $ = ~ko(1-a)VT,
(37), P = P,.-2H,0a,
En outre, on démontre en fait que (CE. [Sa2]) la pression effective P

€8t donnée par la relation suivante: )
(38) - P = P +P,a” P;>0 p>0

C’est cette formule qui sera utiliseée dans les calculs, De plus, les équations
du systeéme (S)3 sont compléteées par les eéquations constitutives suivantes:

(39), ' p, = p° = const.
(39), Po=cpy , hy=c,T, . P,=Rp,T, : : c>0
on:

Y constante'isentropique,
c,: chaleur massique A pression constante,

R: constante des gaz parfait.

(39 ) p o= (l"(h)quarpa
(3())111 | ph’ = (]_al)pg’lg+al‘)£h‘!
(:3())” ‘ UU = (I“’Q,)mvw
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Remargque 11

La vitesse "drift" écrite sous cette forme tient compte de lreffet de 1&

graviteé. Voila pourquoi les forces de gravité ont éte éléminées des équations
du systéme (S)s.

Par ailleurs, l'hypotheése vi nous permet d‘approcher notre propléméj“
asymptotiquement et nous améne a: b

1-Faire le changement de variable suivant:

(40), : X = e°x | a>0
(40), y = €%
(10),, Z =z

2-Negliger les variations de la vitesse pour les composantes transverses. Par
conségquent; nous pouvons chercher le vecteur vitesse v sous la forme:

(41), y = (€°U,,eU,,U,) | b>0
et de méme: N
(41), Ve = (U, ., ¢"U,.,U5)

Moyennant les relationse (40) et (41) nous pouvons écrire les equatipns
du systéme (8)3 comme suit:

Pour la conservation de la masse:

Nous avons: .
alp+eaax(pUk)+Ea6y(pU2)+az(pU3) = O

Sachant que:

Nous aboutissons a:
La+b ' _
o pro,(plsz) ~ e " {0x(pU+o,(pUz)}y = O
Ainsi, asymptotiguement le bilan de la masse est donné par:

(12) ' op+oz(pl/iy) = O

Pour la conservation de la quantité de mouvement:

En projetant l'équation de la quantité de mouvement sur les trois axes -
et en adoptons la méme demarche que pour la conservation de la masse nous -
avons: ‘ :
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8elon X:
e"a,cpv.)'«e“*”{ax(pvz)wy(pu Up)y+eba (pl Ug)+
€ PO, (CU)+ 9, (EU U, ) ) +€bd (;U,,Ua,)w P =

"*2“{ax(2u,a,axu,,)+a (L, (P U+ 2, U5 )03+

Z(Ua NGE Uu+€ a xUa))
ou:

PP
& = a, pg

(1¥a,)"’"‘"'

En prenant alors a=b nous aboutissons a: | |
a,('pul)+a,,P+a,(pU,U:,+cU,_U3_)-a (@i (2,U,,+3,U4,))+
Zb{ax(PUZ"’tUm)*ar(pU v "'CUl-oUZe-) ox(2p,a,0 Uu)

Oy (Mo, (O, U +9,U,)))y = O

Et ainsi, alynptotiquenent, l'equat.i.on de la quantite de mouvement selon X -

devient:

: 2,(pU D)+, P+ (pUlU+‘U.,U,,
(43) (pU )+oxP+9, U3+ 8V 1ol 30)

oz(n,a,(o,U ,+2,U3,))
S8elon Y: ,
| S, (pUY+ o, P+, ,(pUUz+U, . Us.) =
(44) L 2)+ 0y k.z 2Uz+ U, U, -

oz, @ (2,U5,+2,U3)))
Selon Z:. - :
(45) a‘(pU3)+c3z(P+p’U§+T]U§.,) = 20,(p,a0,U5,)

Pour la conservation de 1’énergie:

Cette équation ayant la méme forme gue l'équation de la congervation de
la masse, nous démontrons que:

' (4()) at(ph)+a,Z(ph'U3+C(h[_hg)(1_.G‘[)m-anw) =

Gk (= Y2 T )




Chapitre 3 Modéle Physique Adopté

Pour la propagation du taux de vide:
Nous 'démontrons de fagon analogue A l'équation de la conservation de la

masse que:

1 U s,
47 — L
( ) at a 4-62 C!z rn

3= CONDITIONS INITIALES ET CONDITIONS AUX LIMITES

Nous allons adopter les conditions physiques suivantes:

Conditions initiales:
Le vecteur état est donné en tout point de la conduite i.e.:

p.U..U;.U;.h.a, connu.,
conditions aux limites:
En entrée:
'Le vecteur état est donné en tout instant i.e.:
» p.U..Uz.Ua.h.a, connu.
A la paroi:
v, = o condition d’adhérence pour le ligquide,

Ueyov = 0 condition de glissement pour le gaz,

P _connue,
ons
V: vecteur normal dirigeé vers l‘extérieur.
. En sortie:
Uxv = 0O
debit sortant,
v > 0
T connue,

1:_¢9nnnnnxgn

" finalement, le modéle mathématique obtenu est le suivant:
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fow+2,00U3) = 0 |

3(PU I+, P+3,(pU U+ U, Usnt) =
0@, (OU ,+3,U3))

5 o 0uy 0, P o, (00,0 UL
‘?z(uzat(azUzz'."arUalz))

0 (pU)*+0,(P+pUs+U3.8) = 20,(p,a,0,Us)

o,(ph)~+ az(phU3+ Us.8) = O,(kgy(l- a,)o,T,)

avec:

vYY
1l

(P=p a)(h=c,TH(1-a)™"

(8)40:‘3 p‘OL
v, = U+(1_._£)(,1—a,)""ll/,,
: p

P = ¢

TN

. ¥
pP—p o,
+Pja’
1"(1; ) o




Chapitre 3

En entfee:

A la paroi:

En sortie:

L'approche asymptotique, menée dans le preésent chapitre. nous a -ainsi
systéme d'equations :(8); pouvant rendre compte des
phénoménes ayant lieu dans la direction principale de l‘écoulement sans pour
autant e¢leéminer les fluctuations éventuelles dans la section transverse, C’est
le systeéme (S), qui sera résolu numériquement dans la seconde partie de ce

permis dfaboutir au

travail.

¢.U|.U2.U3.h.afcohnus.

p.U..Uz.Uafh.d{ponnué;

i, = 0
Uy = Uy
F connue,

= 0

U, = U, = 0 , Uy>0
Tu connue.
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RESOLUTION NUMERIQUE



Partie 2 . Introchiction

L'objet de cette partie est la résolution numérique du modéle matlématique
eétabli au chapitre 3. Il existe dans la littérature differentes méthodes
numériques pour reésoudre ce type de problémes. On peut trouver lee méthodes
A base d’'eéléments finis (Cf. [MO]) mais surtout et de fagon plus abondantae,
celles a base de différences finies (Cf. [Ba], [$al), [To)) pour les problaéames
diphasiques et (Cf. [Du], [La}, [Le], [VL]) pour des problémes analogues .

Pour notre part, nous avons construit un scheéma original A base de
différences finies traduisant de fagon simple le fait que l’écoulement a lieu
le long d’une direction privilégiee qul est l'axe de la conduite.

Cette partie est scindée en trois chapitres. Le chapitre 4 est consacré
au rappel du modéle mathématique et A 1'établissemont du modéie approché. La
méthode de résolution du systéme algébrigque non linéaire ocbtenu aprés
discrétisation est décrite au chapitre 5. Enfin, le chapitre 6 est consacre
aux expeériences numériques réalisées et A l’'analysd des résultats obtenus.
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Chapi'tre 4

Déscription du Problame

Approché

(P)

Ce chapitre est consacrée A la mise en osuvre d'une méthode numérique,
capable de résoudre le modéle mathématique (8), établi au chapitre 3.

Nous rappelons que nous nous plagons dans dee conditions d’écoulement
particuliéres dont les principales hypothéses sont:

=La phase liquide est en état de saturation. Elle est prégente sous forme
de gouttelettes sphériques de rayon constant, mais dont le nombre peut
varier. En outre, elle est supposée incompressible et possade une vilcosi‘u

constants.

~La phase gazeuss se comporte comme un gas pnr!ait,,

transformations isentropiques.

subissant des

Noud rappelons aussi que l’ecoulement que nous étudions, ainsi que tout
les phénoménes physdiques s’y rattachant se font le long d’une direction
privilégiée qui est celle de la conduite. Cela revient done A& résoudre le
probléeme aux limites (P) suivant:

Il

g8'agit de

(p.pU,.pUz.pUs,ph, ;")
suivant:

plU,
pU,

PUa.

ph

-

déterminer,

CCOCONO

OO0 w0 O

0

e, (0, Ug*+2,.U )

Hia,(0,Uq+2,Uz) | +
2p,a,0,U5,

k,(l-a,)e,T,

N

pour tout (lix.y.z)ell;,
qui soit eolution du systéme d’équations

[ pls
pU WU+ U U zad
PUU3+U3.U3a%
P4pUi+U3.t
PhU 3+ Usut

. -1
Ugpa;

OO0 CoQo

—

r
a
1

le vecteur

—

. dans (g



Chapitre 4

Description'du Problame
Approché&

ol 1‘on a noté:
Qr = 10, TIxQ
avec:

10.T]: intervalle du temps de 1l‘ecoulement,
. ci2
Q = {(t.x.y.z)eRa/ 0<x2+y2<T . 0<z<L}

d: diamétre de la conduite,

L: longueur de la conduite.

at:
¢ = p'ac(l-eégi)(l-a;)“m'”
£ = (-pa)(h-c,TH(1-a)""
U, = ﬁ+(1-3%ﬂ)(1-agwfﬁ,

* y-1
T = E[PZP %
g R 1 -Qa,

La solution du probléme (P) ‘doit en outre vérifier les conditions initjales
et aux limites suivantes:

Conditions initiales:

PO x,y,2z) = p°(x.y,2)
l_f'(O,x.y.z) = L-I'o(x.y.z)
h(O0,x,y,z) = h%°(x,y,2)

a,(0,x,y.2) = a¥(x.y,2)

ey~




Chapitre 4

Déscription du Probléme

Approché
Conditions aux limites:
En entrée: z?=0
Nous avons:
plt,x,y,0) = p°(t.x.y)
U(t,x,y,0) = T(t,x.y) te]0,T]

. d?
h{l,x,y.0) = R°C,x,v) osﬁ«»;ﬁs—a—
a,(t.‘x,y.O) = aj(t,x,y)

Sur la paroi ok
avec:
d2
a0 = {(x.y.z)efe“/ x2+y2=~?— . 0<z.<1.}
‘nous avons:
U,(t.x,y.z) = U',"(t.x,y.z) = 0
Uyt x.y,z) = Ul (t,x,y.z) = 0
Ugpllox,y,z) = U (t,x,y,z) = 0
P(l,x.y,z) = PY(t,x.,v.2)
En sortie: ==/
Nous avons:
Ul(t.X"y,L) = UT(E,X.)/) =
U(tx,y, L) = Uz(t.x,y) = te]0, 7]
. ‘ . d2
Ut x, vy L)y = Uj(t,x,y) > 0<x +yst
T,tox ¥y L) = Ti(t,x,y)

Il s’'agit donc de résoudre, dans le domaine borné Q7;=)0.T]X 0 un systéeme
d’évolution non lineaire mis sous forme conservative (Cf. [Ra]).

" Pour des raisons de commodité, nous allons reécrire le systéme (P) sous
forme vectorielle. Nous introduisons pour cela les notations suivantes:

a7,




Chapitre 4 Déscription du Problame

Approche

Notations:

Nous posons:

WV o= “(p.pU,.pU,.pUs,pk,a]')

—_— .

I désigne le vecteur d‘etat.

"Pour i=1.3 ,nous définissons:
H, i Ré==~pR®
W--=H (/)
tel que:
ro_ '_'O- - F pU3 ]
» - o PU U+ U, UuuE
— |0 - — P — PULU 4+ U, U 548
H (V)= ' = . =
(1) 0 Ha(W) 0 Ha(W) P+pUR+U2
0 0 pRU 3+ U,k
0 0 . -
- - = L U:”Q"Il ]
/i, est une fonction non linéaire de iv.
Nous posons alors:
H o= Y(H H, H,)
W désigne le vecteur d'eétat initial. Par conséquent:
— 0 : -10
Wi(x,y.z) = Tp“.pU,°.pU§°,pU5°.ph°,a,')(X.Y.Z)
IV’ designe la donnée entrante:
Wit y) = (po ol pUst ol pht e )L %, y)
"w" represente la condition a la paroi: 7
®(Lxy.z) = UYL UG UG U UG P Y (Lx y %)
" repésente la condition en sortie:
W (tx,y) = (US.USLULTHX,y)

Ecriture du systéme sous forme vectorielle:

Moyennant les notations précedentes, le systéme (P) peut étre reécrit
sous la forme vectorielle suivante:

Wit



Chapitre 4 Déscription du Problame

Approche

oW+ DivH(IW/) = F(W/, L(W))
(P) :
sachant:
Wo(x.'y.z)
W, x,y)

Wt x, v, z)

W (tox,y)

't est une fonction non linéaire,

{: opérateur aux dériveées partielles de second ordre.

Noug allons maintenant résocudre numeriquement le probléme (P).

2= _PROBLEME APPROCHE

La technique utilisée pour approximer le probléme (P) est une méthode A
base de diffeérences finies. Elle nous permettra de ramener le systéme aux

dérivées partielles (P) A un systéme algébrique non linéaire dont la résolution
sera entieérement decrite au chapitre suivant.

Approximation de (,:

Nous allons générer un maillage régulier de pas Af en temps, Hx dans la

direction x , Ay dans la direction ¥y et Az dans la direction =z de sorte que’
{1r soit ramenée & une grille uniforme (Cf. Fig.2) notée Qh,

En notant:

t" = nAt
X, = IAXx
Yi = JAy
z, = kAz

0% est donneée par:

_ o
Qb = {(["'x‘,y’,zk)/ o<t*sT , O<\/x;?+yf-<-2- . 0<zk<L}

et A l=t"=nAf nous définissons:
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Déscription du Probléme
Approché

- : d
ot = {(xl-.y,-,zk)/ O<\/xf+y,2-<§ , O<zk<L}

bans la section Le long de la conduite

: Yi¥4) H (Zﬂ)\\\
- /_______‘ . '

— _ \
AN ] seed \\ .eh
NN =
3 Y

Figure 2: Q" approximation de la conduite.

Approximation du vecteur é&tat:

Nous allons déterminer en chaque point ({*''.x,,¥,.z,) de la grille Q! le

vecteur:
W™ xnyz) = Wn+ )AL tAX, JAY kAZ)

Approximation des dérivées:

—rn+l

w Wi

Soient f et g deux fonctions. Nous appronchons leurs dériveées au point

("' x,.¥,.2,) de la fagon suivante:

n+l _ n
3Lf(f"*'.xi.yj,zk) o f‘ﬂ .ka

Al
](?:lljk_ f?j;cl
o /(" x,,y,. 2 & —
\,f( lyj k) Ax
n+l n+l
nel - fij*lk-fijk
O f 7 XY 2y) = Ay

t -1
.f m - f ?jl:-l

0N x iy n) v P

"N
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Descriptfon du Probléme

Approché

Ax

n+l n«l n+1 [ |
el G O “]”Hl ql-l}kmt_g?jk-]
ik | ————— e

R+l
3, (f2,9)(t XY Zy) = Az

Ay

. n+ +1 ]
nelf @0 k-9 Y TN I S TERT: il
ijk — T ft'jk-—l —..Ty._

nel
az(fayg)(t 'xi’yjizk) AZ

Ce sont des approximations decentrées A droite pour les variables f,x,y et
décentrées A gauche pour la variable ». Elles sont toutes d‘ordre 1.

Quant 4 la dérivee seconde en z, nous allons choisir de l’approximer de

la fagon suivante:

Au lieu donc d‘avoir des termes en ¢, nous avons gardé l’'information

4 l’'instant precédent. Ceci traduit le phénomeéne rhysigque ayant lieu en
ce@ sens que nous utilisons la derniere information en amont, i.e,, au
temps n+l et la derniére information en avale, i.e., au temps n.

F iy Az ifk-1

az(fazg)(i"*',xi,y,,zk) =

n rel - a+l n+l
ﬂ‘,‘cl(qtik'l'guk )__ fn+l (guk -gl}k-l)

Az

Az

cette approximation est d‘ordre 1.

Approximation des conditions initiales et aux limites:

Nous allons adopter une approximation ponctuelle. Par conséquent, noua

avonst
A l'instant initial: (=0

0

Wo(x,.y;. %) = Wliax,joy.kaz) = Wo,
En entreée: z=0

m——y g Al

W™ x,y,)) = Wi(n+1)ALiAX, jAY) =

Sur la paroit: 3

J-;w.(trﬁl!xi'yj-zk) = mw((n*’ l)At,t’Ax,jAy,kAz)
En sorties zml

—osn"

W " xLy) = wW((R1)ALIAX, jAY) = &,

—_—y 1

Moyennant les approximations preécédentes, le probleme continu (P) est

approche par le probleéeme discret (Py) sulvant:
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Approché

Il s’agit de determlner, pour tout U“‘.xpy,,k)efh, le vecteur V@k
qui soit solution du systéme d’‘eéquations suivant:
(Py)
Tra+ | oA+l —n+l rael
Wi _H;(W,,k )_H2(W1ik )+H3(Wiik )
Al Ax Ay Az
h ~—n —n+]l —ips) L B | el —tn+ | ~n+|
[ﬁ (h/uk’h/uk¢1'h/uk 'h/hdjk'hfu+lk'h/Uk-l'h/hdjk-l'hfu+lk-l)
sachant
=0
h/ﬁk
—_—a it |
[l/ni’-
— 114
Wi
—s g+l
) ii
ont

F"s est une fonction non lineaire (Cf. Annexe 1),

(Pph) est un systéme algébrique non lineéaire dont 1° inconnue est V”.. La
régsolution de ce probléme sera entiérement décrite au chapitre suivant,
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Chapitre 5 ' Description de la Méthode
de Résolution

Ce chapitre est consacré a 1la description de la méthode adoptée pour
déterminer, en tout point ("7, X ¥5.7) de la grille 1, le vecteur état
approche:

_'”"l _ n+l ‘ n+ 1 n+l n+1 -1n+1
W, = ,(puk !plllUk spifzuk ’pifauk PRy ik )
solution du probléme (Py) (Cf. Chap.4).

Nous effectuons un "splitting" du vecteur état en posant

i+ |

W, = I?;ﬁ'*tfﬁﬁ'
ou:
~ e 1 R+l Sy
IV?jk = (p:t;k O O pUa phfjk 4 .!' ijk )
ot = 00U, pu,r"0,0,0)

Vijk

aLER ]

IV est solution du systeéeme d'équationa algébriques non liréaire guivant:

P P W Q") 1w IRCES
At Ax Ay Az

LES! n+t ~n+] ~ e+l n-1 n+1
F (W:;k' uk*l'wuk * l*l;k'wu+lk'wuk l’wul,rk-l' ;l*lk-l)
En fait, (Ph)1 est un systéme A quatre équations qui sera résolu par une méthode
de point fixe (Cf. Annexel).

(»ﬂﬂ est solution du systéme d’equations algébriques suivant:

(Pr), ‘Uml H]U“uk) Hzﬂbm}) HaODEF)
At AX Ay Az

n+l -~ 17 n+1 ~ p+l R+l ~ pe)
F(wmdmmwwmvwmmManwm1¢Mumvwmmq)

C'est un systéme de deux équations linéaires decouplees.



Chapitre 5 ‘ ‘ Description de la Méthode
de Reésolution

Par ailleurs, puisque nous traitons un écoulement diphasique en conduites
circulaires, les systémes (Pp)y et (Ph); sont reécrits en fonction des coordonnées
n+ | L |

cylindriques (r,0,z) (Cf. Annexe 1), Ainsi, les vecteurs Wi et wy,' sont
calculés en tout points (1"'.r.0,.z,) de la grille O™

En posant:

r, o= iAr
0, = JAQ
Nous avons donc:
OF = {U".r.0,,2,)/ 0<n<N ,0<i</ . 1<y<J , O<k<K}
~ =+l _ + 1 -1 +1 10+l
V:’!’k - ’(p?’k 'O'O'pUijk |ph?jk ’ql ”k)

Mt '(0.()1/,.:';'.;)[/ nel o.o.o)-

ik Ok *

Nous allons proceéder maintenant aux calcul du vecteur etati7ﬂf gelon les
étapes suivantes:
Etape 0:

HT} est entiérement donné. C’est la condition initiale.

Etape 1:
‘Nous calculons successivement 17.';* le long de la conduite section par section.
k=0
i?;o est donné entiérement. C’est la condition entrante.
k=1
= 57514'6’31

Nous calculons tout d-abord W), dans toute la section. Ainsi, pour:

i=I~1,...,1
et,

j=1,...,3

W) est calculé connaissant:

l?ﬂn vecteur état A la méme section donné en condition
lnitiale ,
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Description de ia Méthode
de Résolution

0
Pzt
U 1]

{2

a
(!,”.2.

1
Tt

densité du mélange 4 la section avale donnee en
condition initiale,

vitesse axiale du mélange 4 la section avale donnée

en condition initiale,

taux de présence de la'phase liquide A& la section

avale donné en condition initiale. .

t vecteur état a la section amont donné en condition

entrante,

génération du nombre de gouttes A la méme section
donnée.

Nous réitérons le calcul selon 9§,

puis,

Nous réitérons le calcul selon i.

‘

Nous passons maintenant au calcul de &};,. En premier lieu, pour:
i=1-1
et,
j=1,.0.,d
W;.,,, est calculé connaissant:
W{.,;t vecteur état a la meme section donné en condition

P?-uz‘
U Q

.
ri-142°%

U 9?_”2:

1
R TrEYre

1 -
Pr-1j0d

-
llf—ljn=

initiale ,
denslté du mélange A la section avale donnée en

condition initiale,

vitesse radiale du mélange 4 la section avale donnée

en condition initiale,

vitesse tangeantielle du mélange a la gection avale

donnée en condition initiale,

taux de présence de la phase liguide a la section

avale donné en condition initiale,

densité du mélange A& la section amont donnée en

condition entrante,

vecteur vitesse du mélange 4 la section amont donneé

en condition entr&nte,
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|
0t

1
Uzln'o'

U

1
. P”1:

ainsi que:

W;ﬂjﬂ

r,
zl;“‘

taux de présence de la phase ligquide & la section

amont donné en condition entrante,

composantes longitudinales de la vitesse de la phase

liquide données en condition a la paroi,

pression effective du mélange donnée en condition a
la paroi,

vecteur état a la meme section déja calcule.

Nous reéitérons le calcul selon j§.

Pour, -
i=I-2,...,1
et

j=1,...,d

@/, est calculé connaissant:

WP

LA
U,
2Py

o -
(1,”2.

1 1.
pf. 1107 putr
Lo,
Ueet

. 1
Ugjjot

v U

I I 1
Tis1i0r zij0

I 1
Diivyjor (!;‘.”08

vecteur état A la meme section donné en condition
initiale,

densité du melange 4 la section avale donnée en

condition initiale,

vitesse radiale du mélange & la pection avale donnée

en c¢ondition initiale,

vitesse tangeantielle du mélange 4 la section avale
donnée en condition initiale,

taux de présence de la phase liquide A la section
avale donné en condition initiale,

densités du meélange A& la section amont données en

condition entrante,

vitesse radiale du mélange a la section amont donnee

en condition entrante,

vitesse tnngaantiélle du mélange & la section amont

donnée en cendition entrante,

vitenses axiales du mélange A la section amont données

en condition entrante,
taux de présence de la phase liquide & la section

amont donnés en condition entrante,
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ainsi que:
W\t vecteur état 4 la méme section deja calcule,
Piint densité du mélange a la méme section déja calculee,

U.jipt vitesse axiale du mélange a la meme section deja
caloulde,

a,/,;,1 taux de prémence de la phase liquide & la meme section
déja calcule,

Nous réitérons le calcul selon j,
puis,

Nous réitérons le calcul selon i.

Ainsi le vecteur Eﬂ“ ost entiérement calculé A la premiére section.

k=2,...,K-1

=1 - ~
Wie = qu*"”uk

Identiquement A la premiére section, nous calculons tout d'abord W}, dane

toute la section puis nous déduisons b, mais en prenant cette fois,
toutes les valaure des donnédes entrantes comme atant celles da la saction
amont, L.e., celles & la pection (k-1).

Ainsi, tout le vecteur état est calculé en tout point U'JrUG,.zk)se trouvant
a4 l'inteérieur de la grille O}

Etape n:

. i ‘ . . .
De méme, nous calculons succeasivement v/, le long de la conduite section

par section.

k=0
i7ﬂ: eat donneé entieérement. C'est la condition entrante.

k":l; * s ,K-2

Noue adoptons la méme démarche qu’a l'étape 1 pour calculer le vecteur
état au tempe n+l mais en prenant cette foles, toutes les valeurs des
données initiales comme étant celles du temps précédent, i.e., celles a
L’ instant n.

k=K~1
—rn+]

~n+l ~ n+]
Wikl = Wik ¥ Wijee

LA aussi, nous calculons tout d'abord /., dans toute la section. Ainsi,

pour:
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Chapitre 5

Description de la Méthode
de Résolution

i=I-1,...,1
et,

j=1,...,d

Wi ) est calcule connaissant:

V ikt
Uzl?jx’
T n

vijk’

n+l
rut-l=

vecteur eétat 4 la méme section et au temps précédent,

vitesse axiale de la phase liguide A la section avale

donnée en condition de sortie,

température de la phase gaz & la section avale donneée
en condition de sortie..

génération du nombre de gouttes a la méme section
donnée.

Nous réitérons le calcul selon j,

puis,

Nousg réiteérons le calcul selon §.

Nous passone maintenant au calcul de @}%.;. De meme pour:

Ci=I-1
et,

j=1,...,d

Wi, est

TR
Wy k-1t
LER
Bi-vju-vi
el
Upoyyg-z8
1N
a!frljxsa'
nel n+ t .
”Izl“',g'-zf ljzfljx‘l'
r*|
rik-1%
n
(]rlf-“«.lg'=
n
Uotiyjut

calculé connaissant:

vecteur état 4 la méme section et au temps preéceéedent,

densité du mélange A4 la section amont,

vecteur vitesse du mélange a la section amont,

taux de preésance de la phase liguide & la section
amont,

composantes longitudinales de la vitesse de la phase

liquide données en condition A& la paroi,

pression effective du melange donnée en condition A
la paroi,

vitegee radiale de la phase liquide 4 la section avale

donnée en condition de sortie,

vitesse tengeantielle de la phase liquide & la section

avale donnée en condition de sortie,
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Description de la Méthode
de Résolution

ainsi que,

Sl .
I""f.l"l.l'»\'-l'

vecteur eétat a4 la méme section deja calcule,

Nous réitérons le calcul selon j,

pour
i=1-2,...,1
et,

3=1,...,0

W}y, est calculé connaissant:

]
Wyt
n+ |l LTS
Peciin-20 Pyk-2t
ne|
Urly. ot
U ne |l
LITE €A
a+l

n+l
U0 ko U lk-at

nel ney L
Aijorpn-ar Ciyp-af

n -
Urtux'
L -
UGHH('

ainsi que:
+l
Wﬂxﬂ'
X
p:‘»l,rx-lﬁ

LR
Uh-ln{-l‘

XN
CLoporge-1?

vecteur état A la méme section et au temps précedent,
densités du mélange a4 la section amont,
vitesse radiale du mélange A la section amont,

vitesse tangeantielle du mélange A la section amont,

vitesses ax%ales du mélange a la section amont,

taux de prégsence de la phase liquide & la section

amont,

vitesse radiale de la phase ligquide a la section avale

donnée en condition de sortie,

vitesse tengeantielle de la phase liquide A la section

avale donnée en condition de sortie,

vecteur état A la meme section déia calcule,
densité du mélange a4 la méme section déja calculée,

vitesse axiale du meélange & la meme section deja

calculee,

taux de présence de la phase liquide A& la méme section

deéja calcule,

Nous reéiterons le calcul selon j,

puis,

Nous réitérons le calcul selon i.

Ainsi le vecteur W,y., est entiérement calcule & la section K-1.
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2= CONCLUSION

Nous venons ainsi de présenter un algorithme de résolution du probléme
(Py) (Cf. Chap.4) dont la mise en oceuvre est relativement simple. Il nous
permet entre de deécoupler le systéme algébrique (P,) en deux systeéemes l‘un a
quatre équations non lineéaires et 1’autre 4 deux équations lineaires découplées.

'

Par ailleurs, nous pouvons remarquer que 1l'algorithme proposé suit
l'évolution de l'écoulement en ce sens que la résolution évolue section par
section. Ainsi le vecteur &tat est entiérement caloulé A& l'intérieur de )la
grille )} et partiellement connu sur la paroi et en sortie de la grille Q"
Ceci n’'altére guére l’eévolution du calcul numérique. Nous avons en outre
utilise un artifice de calcul qui consiste A supposer la vitesse du liquide
connue en sortie de la conduite,

Enfin, nous pouvons schématiser l'algorithme de reésolution ecomme suit
{Cf. Fig.3).

() Grandeure connue
® Grandeure 3 valculer

Figure 3a: Calcul de V0.
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de Résolution

() Grandeure connue
® Grandeure 3 calculer

Figure 3b; Calcul de w,'.
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Chapitire 6 Expéricences Numérigues

Afin de valider la méthode numérique adoptée au chapitre 4, nous avons
offectud und serie do teRts NURSEiguUes POrtant sUr doux Lypes d’ésculement:

-Un é¢coulement de gaz et de liquide i.e., un écoulement vraiment diphasique.
-Un écoulenent formé& uniquement de gaz i.e., absence de la phase liguide.

Nous avong choisi, pour effectuer ces tests,

une conduite ayant une
longueur de cent métrxes et un rayon de un métre.

Les conditions initiales et aux limites pour ces tegts ont été choisies

de telle sorte que la solution analytique du probléme continu soit de la forme
suivante:

Pour l’écoulement diphasique!

1

e = al+b
U, = U, = 0

az+1
[
Ue at+b

1 faz+1 b f (at+b)2=b? (at+b)3-b3)}

= — + ! + 7 - -

h a{at+b * Lhnbn(at+b) a) ? p( 2 3
a, = al+b
', = 0 Y=2, c,=2, o, b=const,

Pour 1’'écoulement du gaz:

p ct’+t+a-z

U, = Uy = 0

Py
il
D
~
9]
o~
4%}
¥
-~
¥
g
]
N
~

[T




Chapitre 6 Expériences Numéricgues

En 1l’absence de résultats théoriques sur la stabilité du schéma et de
critere du type CFL (Cf. [Ra}}, nous ne disposons donc pas d’'argument A priori
qui nous permet de choisir de fagon optimale les pas de discrétisation Al,
Ar, Alet Az, C’'est pourquoi, nous avons effectué des tests en faisant varier
egsentiellement le pas de temps Al sur 1'intervalle [0.05.0.2] et le pas d’'espace
AL sur 1l'intervalle [0.02,20]. ’

Dans toutes les figures ci-contre, les solutions numériques obtenues sont

repréesentées en traits discontinus et les solutions analytiques en trait plein.

ere 3 - 3 :

Tests 1:
Nous choiaissohs:
At = 0.05.

et nous faisons varier le pas d'espace Az le long de la direction de 1‘écoulement.
Nous choisjissons:

Az = 0.02
L’état de l'écoulement dans la conduite est représenté:
En début de conduite: z=20m (Cf. Fig.4a),
En milieu de conduite: z=40m (Cf. Fig.4b),
En fin de conduite: z=80m (Cf. Fig.4c).
Nous avons fait une représentation identigque pour les tests suivants:
At=0.05et Az=1m (CEf. Fig.5),
At=0.05 et Az=5m (Cf. Fig.6),
Al=0.00 et Az =10m (CE. Fig.7),
Al=0.05 et Az=20m (Cf. Fig.B).
Commentaire 1: ‘

Nous remarquons que pour Al fixe (A1 =0.05), nous avons une bonne concordance

des courbes numériques et analytiques. Les résultats restent probants jusqu-a
Az=10m (Cf. Fig.7) ot nous commengons a perdre en précision. En revanche, a
partir de Az=20m (Cf. Fig.8) des instabilités numériques apparaissent.

Taests 2:
Nous choisiassons cette fois-ci:
Az = Sm

et nous faisons varier le pas de temps A/ de 0.05 a 0.2. Nous représontons
les reépultats en début.

Az=Um et Al=0.05 (cf. Pig.6),

[
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Az=5m et At=0.1 (CEf. Fig.9),

Az=5m et At=0.15 (Cf. Fig.10),

Az=5m et Al=0.2'(Cf. Fig.1ll}).
Commentaire 2: |

Nous remarguons que les allures des courbes approchées restent identiques a
celles des courbes analytiques avec une moins bonne précision.

Conclusion 1:-

, A 1l'issue de cette série de tests, nous pouvons affirmer que pour des pas At
et Az convenablement choisis, le schéma dumerique adopté permet d’obtenir des
résultate probants. Quant aux pas Ar et A9, ils n'interviennent que dans le
calcul des vitesses transverses pour lesquelles nous retrouvens les mémes
résultats.

v
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2%me experience; Ecoulement de gaz

Nous avons suivi la méme démarche que pour la premiére expérience en se
fixant tout d'abord le pas de temps et en faisant varier le pas d’espace puis

en fixant le pas d’'espace et en faisant varier la pas de temps. Nous présentons
les tests suivants:

Tests 1:
Nous choisissons:
| At = 0.05
et nous faisons varier le pas d’ espace Az le long de la d:LrectJ.on de 1‘écoulement. .
Nous avons ainsi représenté les tests suivants:
At=0.05 et Az=10m (Cf. Fig.12),
At=0.00 et Az=20m (Cf. Fig.13}.

Une illustration en 3D est présentée pour le cas At=0.05u et Az=10m (CE.
Fig.l2bisg).

Commentaire 3

Pour cette série de tests, nous avons déterminé un seuil selon le pas d’espace
Az=10m en dessous duquel les instabilités numériques apparaissent de fagon
trés nette. Par ailleurs, lorsque est Az>10m, les résultate obtenus restent
peu satisfaisant notament en ce qul concerne l’‘enthalpie.

Tests 2:

Pour Az=10m et Al allant de 0.05 A 0.2 nous avons:”
Az=10m et At=0.05 {(Cf. Fig.12), | |
Az=10m et Alé(Ll (Cf. Fig.1l4),
Az=10m et At=0.15 (Cf. Fig.15),
Az=10m et Al=0.2 (Cf. Fig.16).
Commentaire 4: |

Les allures des coubes restent les mémes et les phénoménes d‘instabilite
persistent.

Conclusion 2:

A l’issue de cette série de tests, nous remarquons que nous sommes en présence
d'instabiliteés numériques méme si ces derniéres sont atténuées en augmentant
le pas d’espace Az. Quant aux pas Ar et A6, ils n’interviennent gque dans le
calcul des vitesses transverses pour lesquelles nous retrouvons la aussi les
memes phenomeénes.
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CONCLUSION
Le schéma que nous avons construit présente les propriétés suivantes:

Il existe des plages de valeurs pour le pas de temps At et le pas d’espace
Az pour lesquels le schéma approche convenablement la solution du probléme
dans le cas de l'écoulement diphasique. De plus, Ar et A0 n’interviennent que
dans le calcul des vitesses transverses. Ceci lalsse croire que le schéma est

conditionnellement stable et que cette condition depend en particulier de At
et Az. .

Quant au cas du gaz, le schéma n'a pas donne des resultata satisfaisants.
Ceci n’est pas da, A notre avis, au schéma adopté mais plutot au modele cont;nu
qui n‘est plus valide dans le cas limite a,=0.

En revanche, nous avons aussi effectué des tests dans le cas limite a,=1

i.e. présence. exclusive du liquide. Les résultats obtenus confortent notre
analyse. '

Enfin, nous retrouvons les mémes phénoménes pour les vitesses transverses
i/, et U/, pour les deux écoulements (diphasique, gaz), avec toute fois une
moins bonne approximation prés de la pareci. Les équations de'quantite de
mouvement approchées étant explicites en U, et /4, nous pensons améliorer leur
approximation en écrivant un schéma implicite pour chacune d’elles.
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Introduction Générale

L'objectif de ce travail a eété double. D'une part etablir un modéle
mathématique qui décrit les eécoulements diphasigues dans les conduites et

d’autre part, mettre au point une méthode numérique capable de résoudre ce
modele.

Sur le plan de la modélisation, nous proposons un modéle mathématique
pour les eécoulements diphasigques a phase dispersée dane les conduites. Ce

modéle a été obtenu A partir d'un déveéloppement asymptotigue formel du modale
du mélange.

Il reste donc & démontrer que le modéle général converge asymptotiquement
vers le modéle adopté et que ce dernier est "bien posé”. Ceci nécessite une
¢tude mathématique: cadre fonctionnel, détermination des caractéristigques du
systéme et des invariants de Riemann s’'ils existent, écriture convenable des
conditions aux limites.

Sur le plan numérique, nous avons construit un schéma aux differences
finies implicite assez simple, de mise en oeuvre sur ordinateur facile, peu

couteux, qui nous a permis, pour des pas de discrétisation convenablement
choigis, d’'obtenir des résultats probants.

Il reste, dans ce cas aussi, & fajire une analyse théorique de ce schema:
etude de la stabilité, eétude de l’erreur, deétermination de paramétres de
discretisation optimaux.

Enfin, il est clair que pour mieux apprécier la validiteé du modele
mathématique et les performances de la méthode numérique, une comparaison avec
les résultats expérimantaux des industriels doit eétre mence.

no
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Atnexe 1 Lopant vomn, vhe Moddd e

4- EQUATIONS DU MODELE EN COORDONNEES CYLINDRIQUES

Moyennant le changement de variables suivant:

X = rcos0
y = rsiné 0<6<2mn
a
= O<r<-—
% z >

nous pouvons écrire les composantes cartégiennes d'un vecteur F quelcongque,
en fonction de ses composantes cylindriques. Nous avons alors les relations

sulvantess ‘
F, = F_cosB-F,sind ‘
F, = F_sinb+ F,cos0
Fz = Fz

"De plus, les dérivees partielles par rapport aux variables cartésiennes
peuvent s’'écrire scus la forme:

2, = 9J,.cos80-3,sin0
d, = 2,8in0+J,cosd
aZ = az

Ces relations étant appliquéees aux équations du modéle ecrit en cocrdonnées
carté¢siennes (Cf. Chap.4), nous obtenons les équations suivantes:
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p " e 0 i pl/,
pl/, P 0 plU U, +U, U ,.¢
R BN N RN Pl I FURAS RS B
1olU, 1o °lo OP+plUZey2 g
ph G 0 phU ,+U &
al 0| Lo ] i U,,a; |
i o T [0
o, (2, U, +0,U,) 0
o ma(rtoU o, Uy |+ g
2n,a,0,U,, 0
ko(l-a,)o,T, r

owt, &, I/, et I', ont deja ete définis (Cf. Cchap.4). Les conditions initiales
et aux limites sont données par les fonctiona suivantes:

W, r,8)
W t.r.0,z)

W (L, r.0)

2= ECRITURE DU MODELE APPROCHE
Systéme (Pp)4
Conservation de la masse:

l n+t } A+l l n ] ne+ |
/_\TP..,.Q + K_Z(PUZ),-M z.mp.‘ﬂc + Z\“;(p(]z)”k_l

- Q4 -



Annexe 1 Equations du Modéte

Conservation de la quantiteé de mouvement selon z:

i+

l L+
G ——(P+puz+uz.,c),,k = ——(pu )Uk

n+1l
{jk= l

1
E;(Pwu,iwim

2H, | ‘
n+l n _ a+1 _ n+] o+l _ n+1l
Azg(al”’k (szg'jk-v-l UZIU‘]; ) alijk_l(UZf;'jk UZf{jk-l))

Conservation de l1/énergie thermique:

] n+ . ]. n+ l ' .
NG R ULE = (o), T+
+]
..._(phU U B!

k .
g a+lf{4 =n _ n*l) _ n+l ( R+l _ n+] ))
Azz(a[‘j" (7 dijk-1 " 1 gz A rim-1 T oii T ik

Propagation du taux de vide:

| | n+l 1 U;cl el | ( 1 n ) ] Uzl n+l
— S — = ) b —
AL\ o, ik Az a, Uk At\ «a, e Az\ o, /.,

tjk=1 .

Systeme (Pp),

Conservation de la quantité de mouvement selon r:

1 n+l 1 n+l 1 -y vl
E(pur)uk - K’—:Piik + E(pUrUz.-‘-UerzuC)ijk_
1 ntl n+l
—(p ljk - KFPE+ljk + (pU U +UruUzenC)Uk 1

iy na+l n+l r+1 vl n+l n+1 )
AzAr(aHﬁ U¥ﬂhut U“q;) - “uﬁq(uzwnm 1 U“Ubl) M

u'l n+l n A+l a+l n+l n+l A .
Azzbhuk(U”Uhl UHUk)." auul(UHUk L“Hmﬂ))-




Annexe 1 Equations du Modéle

Conservation de la quantité de mouvement selon O:

] n+ n+ E n+
—(pU M+ L prer L(pu U+ U, o) =
KXE 9 ZSJZ ] z 3] z

.. - ifk .
ijk riAe ! Lik

l n ] n+ | I n+ |

E(on)ijk + ,TL/—\—O ij=1k E(plfﬂuz+lj0°’uzauc)ijk_l +

1 RN el n+ | u+l n+ nw |
L\:-:I“AO( ik ( Towlijk zle,’-tt) - “’ti,-k_|(Uztux-1 Uﬂu»lx—:)) *

“[ nel n n+ . n+ | a+ | n+t
A,,z("‘tux (U‘”m-«l U‘“Uk ) - a'fijk-l(Umlik U‘”u‘k‘l))
e
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Annexe 2 Méthode de Brown

.

Soit A resoudre le systeéme d‘equations non lineaire d'ordre m suivant:

Hilxy . x5,0.,x,) = 0
(S) f20x)0x5,000x,) = 0
(X x5,000,x,,) = O

Ol, Ny4XNz..... Xy BOnt des inconnues réelles et indépendantes, et [i.f,. ... f .~ 8ONt

des fonctions réelles des m variables x,.

Nous allons décrire la méthode de Brown {Cf. [By]) pour la résolution du -
systéme (S8).

DESCRIPTION DE_LA METHODE

La métode de Brown est une méthode itérative qui permet de construire
une suite de vecteurs x" qui converge vers la solution x" du systéme (S).

Supposons maintenant que le point x" de R™ est connu et montrons comment

"+l
.

on calcule le point x

Etape 1:
soit [ (x,.x;,....¥,) la premiére fonction du systéme (S) et x, une composante
de v verifiant la condition:
3f . 91y
= max S“f
axk — =k, m Poxaxt

Pour des raisons de commodité®, nous choisissons x, comme étant la derniére

composante ¥, de x. Moyennant un développement de Taylor & l‘ordre 1 de /, au
volsinage de x", on écrit x, sous la forme:

m=l f?x ih fn
; i
Xp = X0 - — (X~ x}) - (1)
i=1 .flxm:h flxm'h

ou:
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Annexe 2 ' : Méthode de Brown -

n a n f (xn+hne‘)_.f (xn)
‘{I.\":h = a_i!-(?g ) = R ,:r‘: E
fi = ,fl(fn)

e}

; 1%™ vecteur unitaire de R"

On a donc:

'\'_m = i‘m(xl"""-’cm—l) (])1
!, est une fonction linéaire de (x,.....x..,) donnée par (1).
Etape 2:

Soit f, la deuxiéme fonction du systéme (S8). On définit une nouvelle
fonction g, telle que:

.q?.(’\’l"""\fm—l) - f’),(xl""'xm-l'['m(xl""'xrn—l))

Tout comme & l-'étape 1, on considére que x,., est la composante de x qui
vérifie:

dlk: l = max 202
o i=l.m-1\ 9X;

xXwx x=

OX m-y o0

AXm-1 €St alors exprimée par:

me? ggx H 'g"
. iz n 2
Xpet = Xmoy = ) ——fe(x,-x)) - — (2)
1 G2k, b G2x,._ ik
On pose aussi:
Ny = b (X 0eii X o) (2);
!m-) est une fonction lineéaire de (x,....,Xn.2) donnée par (2). De (1l); et (2);.
on obtient:
lrn = lm('\)“.]""‘xm-2‘lm-l(xl""'xm-Z))

Etape 3:

On procéde de fagon analogue aux deux étapes préceédentes. On introduit
la fonction ¢, telle que:

Gl X e X ) ™ 3% e X gl X e X ) DX X o L (X X 2)))

Nw.7 @88t donnée par:

" — G3x,:n n q ' .
= Npoa T 2, —(x;mx)) - - (3)
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Xm-2 = lm—Z(xl""‘xm—S) ’ A (3)4

La nouvelle expression de x,., sera injectée dans les expressions (2); et ({1);
donnant (... et /,. On obtient alors:

oy = tm—l(xl'”'“xm—a!tm—z(xli“"xnha))

ln = lm(xl'“--xm—a'[m-zcxlnﬂ'vxm—a)-lmﬁlcxl--“'xnpavlm-z(xl-J--xnra)))

On continué ainsi jusqu’'a l’étame m.

Etape m:

Im(xy) = fa(x) b ly,000,)

ou:
=1 q“ n
- (m-i+1)x,:h Gmeie —_—
ii = Z‘ - DRl A (l;—x?) - -—;-ll._!___..._. £=m‘2
i1 g(m~l¢l)x th g(m—i*i)x,—;h
aveoc:
gy = [,
L =N
Y €8t fonction uniquement de x,. x, est alors donné par:
Im
Xy o= Xy - — = (i)
gmxlzh

On pose alors:

r+1 _
Xy =

+1

et on deéduit les xj'' successifs en procédant par une remontée au cours de

laguelle ils sont calculés en fonction de x}'':

i = () J=Zom

Une fois ce calcul effectué, on réitére tout le processus pour calculer
{"”’et aingi de suite jusqu’A ce que la suite générée des x" (n=1,N) converge
vers la solution x’ du systéme (S8). :

Enfin, pour les critéres de convergence et le choix des paramétres de
‘calcul, nous renvoyons le lecteur vers [By}.
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