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Matrice d’évolution.
Matrice de commande.

Matrice de sortie.

w o w e

Matrice de commande de la station de commande 1.

0

Matrice de sortie de la station de commande 1.

X

Vecyeur d’é&tat.

Vecteur d’entreée.

Vecteur de sortie.

Vecteur de commande.d@ la station de &ommande I.

Vecteur de sortie de la station de commande I,

SLE S e

MBH Matrice structurée. .
G(Ma): Graphe orienté associé a la matrice Ms.
GeCMeD: Graphe biparti associée a la matrice Ms.
r.tFMD: Rang Lerme de la matrice M.

rﬂg&M): Rang geénérique de la matrice M.
s—commandable: Structurellement commandable.
s-observable: Structurel lement observable.

vy~ :Réspectivement la‘somme et le produit logiques.
R: Matrice d’atteignabilité des &tats.

Rul: Vecteur d'atteignabilité des entrées de la station 1.
EyI: Vecteur d'atteignabilité des sorties de la station 1.
M

Vecteur de commandabilité de la station de coommande 1.

- Vecteur d’observabilité.de ia statibn de commnande 1.

H o o H

LI: Vecteur de commandabilité et d'cocbservapbilité de la station

”M":ANorme de la matrice M.
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0. INTRODUCTION GENERALE:

La croissante complexité des systémes dynamiques a entrainég un
progrés considérable dans le developpement des outils mathématiques
'pour‘ l’analyse, l’'optimisation et la synthese de commande de tels

systémes. Cette complexité psut avoir plusieurs origines.

D’une part, ilés modeles mathématiques qui décrivent le
. compor tement . dynamique des systemes qui sont devenus de taille
considérable, les téchnigues numérigques et le mapériel informatique
existant sont devenus insuffisants pour le traitement de certains
problemes. C'est ainsi que les téchniques de décompeosition de calcul,
d’agrégation, d’'analyse qualitative structurelle etc... ont été
utilisées avec succés dans un grand nombre d’applications sur les

systemes de grandes dimensions.

D’autre part, la difficulté de tLraiter les problgmes de commande
pour 1 s systémes multi-entrées multi-sorties a moti ve’é le
devel oppemént. de la  theéorie de commande des systemes

lingaires multivariables et plusieurs approches ont éteé proposées,

Les systémes tels que les réseaux d*énergie électrique ,de
communications et du trafic urbain sont parmis beaucoup d’'autres
exaempl es des sysﬂémes qui peuvent' étre vus comme &étant composés d’un
ensemble de sous—-systémes  interconnectés et géogr aphi quement,

. &loignés.

La décomposition géographique engendre des problemes de c_;':ClL et
de fiabilité dans .1'échange d*information entre les sous
‘systomes. Pour de tels systémes, une nouvelle structure de commande
cé.raé:térisée par la décentralisation de l’information disponible a

é¢té utilisde.

Dans cette structure,les organss de commande de chague
sous-systéme disposent seulement de la mesure de l'état ocu de la
sortie locale. Ceci caractérise  la . commande décentralisée.
Les. systémes soumis & une telle structure de commande sont appelés

systémes décentralisés
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Durant les deux defniéres décennies, une &volution interéssante a
. été remarquée dans 1'étude de ces systémes. Dans WANG &
DAVISON (1973 on introduit la notion de mode fixe qui
-apparaissent comme conséquence de la décentralisation du systeme
malgré gque ce dérnier est commandable et observable. L'étude de
cette notion a fait 1’objet d’un certain nombre dl'articles et
rapports ‘de recherche [ CORFMAT & MORSE (1976> POTTER, ANDERSON &
MORSE (197%9), ANDERSON C198131... WILLEMS (189031, Jusqu'a 1981 tous
les résultats sont donnés dans un contexte classique, c’est a dire
lorsque l'information carqctérisan£ le systéme est quﬁiitative.

basée sur la connaissance des valeurs numériques des paramétres.

Dans la présente étude, on s'intéresse particuliérement a la
notioen de modes fixes qui est d'importance capitale dans la
solvabilité des problémes de la commande décentralisée. Cette &tude

se divise principalement en quatre parties.

Dans le premier chapitre nous donnons brigévement des notions
prélimiﬁaires relatives aux systémes structurés, ainsi que les bases
et les ouiils mathématiques nécessaires pour leur analyse, ensuite
nous abordons l’étﬁde des critéres de commandabilité. et
d'observabilité au sens classique et structurel afin de préparer la

voie pour l;étude des systémes décentralisés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous commengons par étudier la commande
décentralisée dans un contexte classique dont le but principal est
de clarifier la notion de modes fixes. Les caractérisations de ces
derniers sont données par différentes approches: allant de la

représentation d’état jusqu’a la matrice de transfert.

Dans le troisiéme chapitre,nous touchons l’aépect structurel du
probléme en donnant les caractérisations des modes structurellement
fixes par l'algébre linéaire et booléenne,puis a l'aide de la

théorie des graphes.

Le quatrieme et dernier chapitre est consacré a 1’élimination de
ces modes fixes, dans lequel nous exposons la méthode de ARMENTANO &

SINGHC1982) qui se céractérise par la recherche d’une nouvelle
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structure de la matrice de retour en ajoutant des liaisons d’échange
d'information entre les sous-systeéemes. Cette méthode est spécifique

aux systémes interconnectés et a parametres connus.

Ala fin, hous proposons une nouvelle méthode pour 1'élimination
des modes structl,urellement fixes & l’aide d’un minimum d’échange
d’information entre les sous-systemes. Le résultat est donné sous
forme d’un théoréeme et d’un corollaire a la base desquels nous

développons un algorithme.
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0. INTRODUCTI ON:
Le but de ce chapitre est de rappeler quelques notions et outils
mathématiduas de base nécessaires a la compréhension du contenu de

ce mémoire. Il est pfincipalement'constituéAde trois parties. Dans

une  premiére partie nous donnons, bri&vement , des é&léments de
l1’algébre liés aux notions de structure, matrices et systémes
structurées etc..., dans le but de metire en évidence les propristés

de ces derniers. Dans une seconde partie, nous exposons gquelques
notions sur la théorie des graphes, ‘juste utiles pour les
" développements qui suivent. Sa troisiéme partie est consacrée aux
rappels sur les notions de commandabilité et d’observabilité dans un

’

contexte classique et structurel.
1. NOTIONS ALGEBRIQUES ET SYSTEMES STRUCTURES.

Dans cette partie, nous donnerons les élements de base de
l1’algeébre lingaire et booleéenne permettant de. caractériser les

systemes structurés.
1.1 Matrice structurée et systéme structuré:

Cons;dérons un systéme linéaire invariant dans le temps donné

sous sa représentation d’état sulvante

3 = Ax + Bu : C1.1.ad

L]
y = Cx + Du C1.1.b2
ou x e R™; ue R™ ; vy < RP sont, respectivement, le. vecteur

d’état,de commande et de sortié. et A,B,C,D sont des matrices a

‘éléments réels_et de dimensions appropriées.
La structure de ce systéme est déterminée si l’on connait

l'existence et la position des éléments nuls et non nuls dans les

matrices A,B,C,D.

10
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On dira que deux systémes de méme dimension sont structurellement

¢quivalents si et seulement si leurs matrices possédent le méme
nombre d’'éléments fixés a zéro et si ces éléments ont les mémes
positions dans les deux systémes.

Exemple 11

Soit le systéme S: de la forme (1.12 avec: n=3 , m=2 , p=2 et

1t o1 12 110 - o1
Ai=] 2 3 1 ; Ba=| O 1 ; Ca= ; D=
018 10 010 11

et soit un autre systéme 52 de méme dimension avec:

304 43 320 02
az=| 113 | Ba=l 02 | ces| g4 ; De= o
05 3 50

D’aprés la définition précédente,$51 et Sz sont structurellement

équivalenis.
é) Matrice structurdée:

La définition mathématique suivante de la matrice structurée a

6t6 donnée par LINNEMAN €1981D.

Seoit AN < [Rk un ouvert et une application Ms:NA —» Mn,m ou Mn, m
est l’ensemble de toutes les matrices de dimension nxm. . |

Ms est appelée matrice structurée dans N s’il existe un
sous-ensemble N < n>m et une bijection I:N—— k tels que pour

A=CAL, A2, ..., Ak De N
O si Ci,jo& N

. si Ci,j0e N
i, )

11
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D'une maniere explicite, une matrice structurée est une
matrice constituée ‘par des zéros etsou par des parametres

libres et modifiables indépendemment les uns des autres.

Exemple 2t
x » O
Soit la matrice M =0 * ol
' O * %

Ou0 # désigne la présence d'un parametre non nul.

Soit N le nombre des paramétres libres non nuls contenus dans le
vecteur h E‘[RN, ainsi la matrice Ms peut étre écrite comme suit Cen

lui adeoptant 1’indice hd:

M=]0 as3 O o’ h=Cat.a2.aa,‘a4.a5)e[R5.

O a+ as

Remarques

Si les coéfficients de la métric:e tructurdée Ms sont fixés A& des

valeurs bien détermindes,la matrice résultante est dite admis.sible

par rapport a MB.
b)Systeme structuré:

.Définition: Un systéme, donné par les matrices structurées

CAs,Be,Ce,Ds), est dit structuré a paramétres dans A o [R‘k, i N

est un ouvert et la matrice

As  Bes
A e Mpip,n+m est une matrice structuree

Cs Dae

oy

12
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1.2 Quelques propriétés algébriques:
adIndépendance algé&brique:

Soit un anneau K et F une extension de K, ¢’sst 4 dire K < F.

Un ensemble Y = { yi,yz,...,yq'} de F est dit algebriguement
indépendant s'il n’existe aucun polyndme non triwvial
PCxi.xz,;..,xq) F-Y g indéterminées dans K telgue
?ny,yz,...,yq)=0.
On entend par polynéme non triwvial en X X, een X a
) s q

coéfficients dans K un polynéme'dont certains de ces coéfficients

sont différenis de zéro.
bdVariété algebrique:

Soit un ensemble fini de polynémes non triviaux dans K

¢1’¢z"""¢k
L’ensemble des zéros communs aux ¢L tels gque ¢tCYD=0 V i=1,2,...,k
Yz{ yi,yz,...,yq} e K? forme une variété algébrigue V.

sSi v=K® elle est dite propre et si V#é elle est dite non triviale.

c)Propriété'générique:

D’apres SHIELDS et PEARSON (19760, une propriété est générigue
dans K s’i; existe une variétéCou intersection de variétésd V < K
telle que l’ensemble des paramétres soit inclu dans V. on dira alors
que la propriété est générique par rappert a V,dans ce sens elle est
vraie pcur'présqﬁe tous les é&léments de K. Si V est propre et non

triviale alors V est un férmé de K.

13
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Y.2 Notions de rang structurel:
a)dRang générique:

Seit une matrice A dont les coéfficients sont des fonctions

rationnelles dans K a q variables od a4 q paramétres indépendantis

XK ... X
1" 2 q
Dafinitions
Si le rang numérique , au sens classique, de la matrice A est

déterminé de fagons unique, & l’exterieur d’une variéteé algebrique
propre dans K?, on appelle rang générigue Cnoté r.gCAdD relativement

a R .xq la valeur du rang A ainsi déterminée de fagon unique.

bYRang termet

Scu.t la matrice A[a\.t j] une matrice de dimension nxm dans K.

Definitions _

LLe rang terme de A (noté r.tCAYD> est égal a kmax tel que
a'i.cl)jis)'ai.(2>jc2)' Rk ek =0 avec 1(pd=ilqd et j(pd=jlgd ¥V p#q
Exemple 3%

a O
soit la matrice A= ,K=R ,a e R ,3 € R
O ﬁ L3

D*aprés la définition on a:
a, . =a Le1y=4 jerr=41
(1) 32
. . =f3 i(2r=2 jfzr=2
LEZ> )2 . :

Alors r.t.CA)=é.

Remarque: Des interprétations bocléennes et graphiqués du rang terme

seront données aprés avoir traiter ces notions.

14
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c)Relations entre le rang terme et le rang générique:

Dans leur publication, SHiELDS et PEARSON (1978) ont donné une
définition du rang terme similaire a cefle du rang générique alors
que cette similarité n'est valable qué si les paramétres sont des
indéterminges dans K. On remarque, d’ailleurs, une utilisation
fréquente du rang terme au début des années 1880 [(MOMEN et EVANS
€1983>]. En 1887, MUROTA a mis fin a cette confusion en donnant les
propriétés.suivantes:

i)Loquha chaque paraméire de la matrice A est une indéterminée

‘ en elle-méme, alors rfgCAD=r.tCA). )
iidDans le cas oU chaque paramdtre est une fonction rationnelle
d';ndétarmihées xi,xz,...,xq sur K, alors le rang générique‘de A est
égal au rang maximum de A lorsque on a fixé les parameétres a des
valeurs particuliéres de K.

Ainsi on .a généralement r.gCAd = r.tCAD.

Exemple 43
o 3 .
Soit la matrice A= . ‘o, A,y e R
A 4

Nous aveons V= { oL 3 A,y } e R* soyp—f3n=0

En appliquant la définition du rang générique , on voit gqu’a
l’exterieur de la variété V, le rang de A est déterminé de fagon
unique est égal a 2 donc r.glAd=2 et nous avons oyp#0 ou (A=0 alors
r.tCA>=2.

Exemple 51

_ a3 ¥ } - -
Soit A= . o, M,y € R et soit une matrice A admissible
f3+y A
_—_— ' ' 1 =3
par rapport a A en posant oa=fi=2, y=3 et A=4 , A=
5 4

rangCAd=2 donc r.gCAd=2.0n vérifie que r.tCAdI=2

18
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1.4 Notions de 1’alg&bre boolé&ennes

1.4.1 Matrice booléenne associée a4 une matrice structurée:

Définition:
La matrice boolé&enne Me associdge A& une matrice structurée Ms est
définie en remplagant les zéros fixés par des zéros booléens et les

codfficients non nuls par des uns booléens.

Exemple 5:

. »* M MK i1 1
Socit Ma=| % O = ; Me=]| 1 O 1
O » O 010

Note:La matrice booléenne apparait comme un outil mathématique
combinatoire important pour représenter un systéme par les

graphes orientés

-Produit de dewt matrices booléennes:
Solt les matrices booléennes An;[atj], BB=[bk1]'respectivement de
dimension Cnxmd et Cmxp) o0 a. . et b L sont des variables booléennes

vy, k
le produit booléen C=Awv. AB est dé&fini tel que C=£Cill avec
CtlvaatjAb' > et v,~ sont respectivement la somme et le produit

k1l
logiques

1.4.2 Matrice de permutation:
Déefinition:
Une matrice de permutation Mp est wune matlrice boeol éenne

contennant un et un seul "un' par ligne et par colonne. Cette matrice

est dite matrice de permutation maximale Mp .81 elle est d’'ordre
. K max

le plus grand que 1’'on peut extraire d’une matrice bool éenne Ms.

Remarque: Chagque matrice Me peut avoir une multitude de matrices de

permutation maximale.

16
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Exemple 63
‘ 1111 1 000 ' 010
Soit Me=] 01 0 0 » Mp =1 01 00O ; Mp =: 01 00O
maxt max2
‘ 1011 | 0010 1 000

1.4.7 Interprétation booléenne du rang terme:

D'aprés la définition du rang terme €(§ 1.3 bd) et celle de la
matrice de permutation maximale (§ 1.4.2), ont peut interpréter le

rang terme.d’ﬁne matrice booléenne Mp comme étant le nombre de "'un

_ logiques contenus dans sa matrice de permutation maximale.

Remarque:Le rang terme d'une matrice A n est pas influencé par une
%ransformation de la forme MpAMp car Mp ne fait gque réarranger des

colonnes et des lignes de A.

2. ELEMENTS DE LA THEORIE DES GRAPHES

Dans cette partie, nous donnon quelques notions sur la théorie
des graphes dque nous voyons indispensables pour 1l'étude et la

caractérisation des systémes structurés traités dans les chapitres

suivants. Ces notions seront données d’une mani&ére succincte. En éffet,

pour beaucoup plus de détails, le lecteur pourra consulter les

ocuvrages spécialisés tels que ceux cités en bibliographie.

2.1 Graphes orientes I BERGE 1970):
Définition: '
Un graphe orienté GCV,ED est -déterminé par:

ad) Un ensemble V={ vl,vz,...,vn} dont les é&éléments sont appeléé

sommets ou noeuds .Si N est le nombre de sommets Cnoeuds), on dit que

le graphé'G est d’ordre N.

b) Un ensemble E={%1.ez,...,em} d’'éléments du produit cartésien

VxV={Fx,y)/er,er} appelés arcs.

17
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Si e(i,j> est. un arc de G , i est l’extremité initiale de e et j est

l'extermité terminale de e.

2.2 Graphe orienté associé A une matrice structuréeﬁ
. A
Soit une matrice structurée quelcongue Mﬁ:tmﬁl de dimension nxn.
Définition:
Le graphe orienté GCMed=CV,Ed associé a Ms a pour ensemble de
noeuds V et pohr ensemble de d'arcs E, tels que
adIl y ait n noeuds.
bOIl existe un arc orienté (j,id de j vers i si et seulement si
ijaﬁO . On dit que j et i cont incidenmts a l’arec Ci,jd et j et
le prédécesseur de i.

Ms est la matrice d’incidence (ou d’interconnexion) de G.

Exemple 7:

li
X X X
CO X
X X O

2.3 Chemﬂns et cycles dans un graphe oriente:

Un chemin P de longueur (ou de cardinalitédqg est une séquence de

'q arcs tels gque P={e e ,...,e > avec e =€(i ,i > ; e =0 .i Yoo
1’2 q : 1 o’ 2 1772
e ={i i D
q q-1'" " q

Autrement dit,un chemin est une chaine dont tous les arcs seont
orientés dans le méme sens. Le sommetl ioest 1'extremité initiale du
chemin P et le sommet iq est son@d extremité terminale. Les arcs
apparaissant dans la séquence {91’92""’eq} ne sont pas nécessair—’

ement distincis. Le nombre d’arcs’ contenus dans cette séguence est

la longueur Cou la cardinalitéddu chemin.

i8
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Exemple B:
Soit le graphe suivant:

La séquence d'arcs {91.92.93,94,95,9‘,é6} forme un chemin de longueur

7 allant du noeud initial 1 au noeud terminal 5.

Un chemin est dit simple s’'il ne touche qu'une seule fois chaque
noeud rencontré,

'Exemple Oz

Deux noeuds i,j sont dits fortement connexes s*'il existe un

chemin de i vers j et un autre chemin de j vers i. Le graphe est dit
fortement connexe si pour chaque noeud i et chaque noeud j il existe
un chemin de i vers Jj '

Exemple 10:

Le graphe suivant est fortement connexe

tandis que celui de l'exemple B n’est pas fortement connexe.

Un chemin fermé est un chemin dans lequel le nceud initial coincide

avec le noeud terminal. .
e chemin fermé est dit cycle s’il ne parcourt qu’uns seule fois

chagque noeud rencontré& (sauf le noesud initial et terminald.
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Exemple 11

Le nombre de noeuds contenus dans un cycle définissent sa
| . longueur . Ainsi pour 'l’exemple précedent les cycles sont
respectivement de longueur 5,1 et 2

Le cycle de longueur 1 est dit auto cycle et l’ensemble des cycles

de noeuds disjoints est dit famille de cycles .

Exemple 121

La figure suivanie représente une famille de trois cycles

T f

2.4 Graphe biparti assosié a une matrice structuré¢e 3

[

Soit une matrice structﬁrée Ms. ‘
Le graphe biparti associé & Ms :GeCMed=CV',V ,ED a pour ensemble de
'ﬂoeuds initiaux ‘V+, pour ensemble de noeuds términadx V et pour
ensemble d’arcs E tels que:

ad V+ est l’ensemble de colonnes de Ms.

b V est l’ensemble de lignes de Ms.

> Il existe un arc orienté j,i V jeV+,V ieV tels que mij#O.

20
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Exemple 13:

Un couplage € dans Gp est un sous-ensemble d’arcs de E tel qu’il
part au plus un arc d’un sommet initial viet qu’il arrive au plus un

"arc sur un sommet terninal de V .

Le couplage € est dit de cardinalite maximale si le nombre d'arcs

est maximal.

Exemple 14:
Soit le graphe biparti Gp associé a4 la matrice structurée Ms.
3 2 M ¢

Me=|] O » O O ; Ge:

® O »

A partir de ce graphe, on peut extraire deux couplages ma>imaux ¢

et €° de cardinalité =.

OO®E
elolclo
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2.5 Interprétations graphiques du rang terme:

2.5.0 Interprétation par graphe. orienté:

Le rang terme d’une matrice structurée Ms est ég“al au nombre
d’arcs contenus dans le plus large sous—graphe que 1’on peut
oextraire d’un graphe orienté condition que pour chaque noeud de ce

sous—graphe il n’arrive et ne part qu’'un seul arc.

Exemple 153
Soit le graphe Gs(Me> associé a4 la matrice Ms de 1'exemple
précedent ' -

Le rang terme de Ma est égal au nombre d'arcs tracés en lignes

épalsses.

2.5.% Interprétation par graphe biparti:

En wutilisant les définitions et les propriéiés du graphe
biparti, nous pouvons donner l'interprétation suivante au rang terme:
Le rang terme d’'une matrice structurée Mes est égal a la cardinalité

du couplage maximum dans son graphe hiparti GeCMsD.

Exemple 163
Dans l’exemple 44 la cardinalité des couplages maximaux g' et €

ost ¢gale & 3 . Cette valeur coincide avec r.t(Msed.
3 COMMANDABLLITE ET OBSERVABILITE AU SENS USUEL ET STRUCTUREL:

3.1 Commandabilité et obervabllite au sens usuels
Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux notions fondamentales de la
commandabilité et de l'observabilité, au sens.claSSique de Kalman,

"des systémes linéaires invariants dans le temps. Les différents
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criteres sont rassemblés en se référant 3 une littérature consacreée
aux systémes linéaires (FOSSARD (19722, CGILLE (19763, KAILATH
€19e80),...]JAinsi, nous nous somme particuliérement intéressés a la
phése de RECHC(1988) qui les donne d'une manigre succincte mais

complete.

3.1.1 Commandabilité:
a)Définition: '

L'état xo{td est commandable si et seulement . si quelque soit
l1’intervalle de temps [ti,t2) il existe une fonction Uxolid deéfinie
dans [(ti,t2] telle que la solution du systéme, donné par €1.1), pour
uCtld)=Uxolt) et xCtid=x0 satisfasse & la condition xCt2>=0.

On dit que la paire [A,B] est comﬁandable si et seulement si la
définition précédente est vraie pour tous les états et les

intervalles Jta,tzl.
b)Critéres de commandabilité:

Vu la grande diversification dans les critéres de commandabilité
équivalents & la propriété de commandabilité, nous ne séléctionnons

gue ceux gqui nous seront utils par la suite.

Le systéme (1.1 est dit commandable si et seulement si 1’'un des

critéres sujvants est verifieé.

1D)Rang de la matrice de commandabilité Qc est égal a n

n

Qc=[B AB ... A" *B) avec dim Qe = nxn.m.

ou bien rang [B AB ... AY "B 1=n  w=n.

2>I1 n'existe aucune matrice de transformation non singuliere T

telle que
Z=TAT ! et B=TB soit de la forme
y.y X =4
X 11 12 . B 1
o) y.§ o) ‘
22
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. Cette forme indique que tous les &états décrits par AézCkxkﬁ ne sont

pas atteigﬁables par Be Cn-kxmd.
3)Rang de la matrice modale [AI-A Bl est &gal a n ¥Vaxed

40La matrice de transfert CsI-A> 'B A des lignes lingairement

indépendantes ¥V s tel que cette matrice est définie.

S5)Soit la matrice polynémiale, [WOLOVICH (197421, de transfert
e -1 1 o - . -1 -
TCsD—NdCSD.Dd (sD Dg Cs).Nng) ou dim NdCsD pxm, dim Dd {sd=pxp,

dimD;‘Cs)=pxp,dim NngD=pxm.avec D;lésD.NgCS) toujours observable
et NdCs)D;le) toujours commandable.

" Le systéme est donc commandable si et seulement si N (s et D (sD
g9 g

sont premiéres entre elles a gauche.

B8)Soit la matrice systéme d’état [ ROSENBROCK, (197031

si"A B
P(s2=
-C O

Les matrices sI-A et B sont premieres entre elles & gauche (pour
unsystéme mono—entrée la matrice de transfert (sI-A> ' n’admet pas

de simplification péle—-zérod.

Remarque: S’il existe un pol ynéme facteur c¢ommun & gauche, le nombre
de ces racines détermine la deficience en rang de la matrice Qe

donnge dans le criteére 1. ° .

'3.1.2 Observabilité 1
D&éfinition:

L*’&tat xoCL) est observable si et seulement si il peut é&Lre
identifié& A partir de la connaissance de la sortie y(i1) et de

1’entrée ultd sur un intervalle de temps f[to,ta1].
A - .
On dit que la paire est observable si et seulement si tout
c
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&tat xo(tD est observable guelque scoit t.

adNotion de dualité: ,
Deux systames S1 et Sz sont dits duaux s’il sont définis par:

%= Ax + Bu £= AT + CTo
S1: Sa2:

y= Cx + Du V= BTE + D'

ou M' designe la transpose de M.
‘¢)Critéres d’observabilité:

Tous les critéres d’observabilité peuvent &tre obtenus en
transcrivant ceux de commandandabilité du systéme dual. C’est a dire
que le test de l’observabilité du systéme revient au test de la
commandabilité de sont systéme dual . Nous donnons pariiculiérement

les criteéres suivanis:

Le systéme (1.1) est dit observable si et seulement si 1l'un des

critéres suivants est vérifié:

1O>Rang de la matrice d'observabilité Qo est égal a n
T.n—1 T

Qo=tCT ATcT ... ¢cA™" 'c™1 dim Qo= nxn.p

2311 n'existe aucune matrice non singuliére H telle que la paire

A=HAH *,C=CH * soit de la forme:

A o) .
A=} ** ‘ ot C=[C O] o0 dim A  =kxk, k<n diml =pxn-k
Z 1 22
24 22

Cela signifi que les états décrits par Ezz n’atteingent pas les

sorties

3)NdCSD.D;*Cs) Ctoujours commandabled est observable si est

seulement si NdCs) et DdCs) sont premig¢res entre elle a droite

A4d2Les matrices (sI-A) et -C n’admettent pas de facteur commun a

droite.
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3,2 Commandabilité et observabilité structurelless

Le concept de commandabilité structurelle a étLé intfoduit, pour la
premigre fois, par LIN C1974) dans la publication de ges résultats
développés en 18972, Dans ce suit, nous allons donner quelques
criteres algeébriques et graphiques de la commandabilité et de
l’observabilité des systémes structurés. Rappelons que ces derniers
sont des systémes & paramétires inconnus ou mal connus par manque de
valeurs quantitatives. Il_s’ggit donc d'exploiter leur structure qui

présente une information qualitative certaine.

3.2.1. Commandabilité structurelle:
Définition:
Un systéme caractérisé par la paire  structurée [As Bsl est

structurellement commandable Cou tout —court s—-commandablel, %1l

existe au moins une paire admissible (§ 1.1 CH.ID CA,BD) € [As Bsl

qui soit commandable au sens numérique usuel.

Definition: .

On dit gu’un systéme est atteignable par les entrées si, dans le
gfaphe GCO1) il existe pour chaque noeud d’état, un chenin entre au
moins un noeud d'entrée et le noeud d’état en question.

"La matrice Qi est donnée par

As Bs
Q1=
O o]
'"Une condition d’atteignabliteé équivalente est donnée par le lemme

suivant:

Lemme:
Si la classe des systémes caractérisés par la paire {As Bsl est

atteignable en entrée, alors ranglAl ~4s Bsl=n VAZO et YCA,B>el As  Bsl

Remarque:L‘atﬂeignabilité des entrées du systéme n’est qu’une

condition nécessaire pour la commandabilité structurelle.

b
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Exemple 17:

As Bs O
Soi't Qa= =] O

Les états »x1 et xz sont atteignables par ui par contre aucune paire

: O Oibs
admissible (A Bl=} O Oébz n'est pas commandable au sens numérique
670

usuel. Le systéme n'est donc pas s—-commandable.

adCriteres de commandabilité structurelle:

Nous donnons ici les principaux critéres .de commandabilité
structurelle qui ont &té introduits par plusieuré-auteurs, a savoir;
SHIELDS et PEARSON (1976),GLOVER et SILVERMAN 19762 ,DAVISON (1977D,
REINCHKE (18988) et autres.

Théoréme: [ REINCHKE (1988) ]

Le systéme structure caractérisé par la paire [As Bsl est
s—commandable si et seulement si:
adIl est atteignable en entirée.
- bdRang-slAs Bel=n

ol rang-s désigne le rang structurel C(générique ou termedl.

Théorémet [ REINCHKE c1988> 1

Le systéme structuré caractérisé par la paire [As Bel est
s—commandable si et seulement si , dans le graphe GI(Q1) les
conditions suivantes sont satisfaites:

adPour chaque noeud d’'état de GIQud, il gxiste uﬁ chemin entre
au moins une des m-entrées et 1’&tat en question.
bYI1l existe, dans &), au moi ns une famille de cycles de

largeur n.

=7
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Remarque:
On entend par largeur d’un cycle, le nombre de ndeuds d’état

qu’il contient.

Notes:
adCe théoréme est une interprétation graphique des conditions du
théoreme précédent. Cette question sera traitée ultérieurement
lors de la caractérisatién des modes structurellement fixes
bBdUne interprétation booléenne de 1la premiére condition du
théoréeme sera aussi donnée au chapitre III. Celle-ci se base

sur la notion de matrice et vecteur d’atteignabilité.
3.2.2 Observabilité structurelle:

Nous avons déja vu, dans le cas de la commandabilité et de
.l’obéervabilité au sens usuel de Kalman , que ces deux notions sont
duales. Cette propriété de dualité reste aussi valable dans le cas

des systeémes structurés.

Definition:
Ae

Un systéme structuré caractérisé par la paire Co est

structurell ement observablel(ou tout-court s-observablel, s'il existe

I

A As
au moins une réalisation admdssible[;]e Co qui soit observable

au sens numérique usuel.

Définitions

On dit qu’un systéme est atteignable en sorties si, dans le graphe

KQ2), 1l existe un chemin entre chaque noeud d’état et au moins une

- sortie
: O Cs

O . Qz=
E As

E eét une matrice dont tous les &l&ments sont non nuls.

K
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Théoreme: [ REINCHKE €1988) ]

As
Le systéme- structuré caractérisé par la paire
‘ Cs
est structurellement observable si et seulement si:
" adIl est atteignable en sorties.
As
bo>Rang-s =n.
Cs| "
Théoreme: [ REINCHKE (19881
‘ . As
Le systeme structuré caractérisé par la paire est
v - Cs

structurellement . observable si et seulement.'si, déns le graphe
GCCRD. les deux conditions suivantes sont satisfaites:
‘aPour chaque noeud d’é&tat il existe au meins un chemin
entre ce nosud et une sortie. .
pdIl existe au moins une famille de cycles de largeur n

dans GCQz).

4. CONCLUSTI ON:

Dans ce chapitre, nous avons exposé un certain nombre de
déefinitions et bases mathématiques , dans le but de metire en
évidence les propriétés des sysiémes siructures.

‘En conclusion, nous donnons quelques remarques sur certains

aspects QUe nous jugons nécessaire d’étre clarifiés.

Les systémos structurés sont des systémes dont la propriété
principale est plrement qualitative caractérisée par la structure dﬁ
Aéystéme qui donne une information certaine. Cette nature
d’information donne l*avantage a cette classe de systémes d’étre
analysée a l’aide des outils mathématiques e&fficaces tels- gue
l1*algébre de boole et la théorie des graphes. En utlilisant ces
derniers, on évite, éventuellement, la mise en oeuvre des calculs

numériques complexes et lourds.

2=
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Les notions de commandabilité et d’observabilité,au sens
classique et ‘structurel, ont ¢été é&galement présentées en vue
d’atteindre un double objectif. Le premier est de préparer la voie
pour 1’'étude de ia commande décentralisée, sachant qu'elles sont des
conditions nécessaires pour 17 étude de bette derniére. Le second est

de mettre en relief ces notions par 1’approche structurelle.

Cette étude nous permet de tirer les conclusions suivantes
—Certains critéres de commandabilité et d’observabilité
structurelles apparaissent comme une décéomposition, en deux
conditions, de ceux donnés par. 1'approche classique:
adCondition d’atteignabilité.

b)Condition du rang structurel.
,—La nature de type binaire de ces conditions leurs permet d'étire

exprimées par l’algébre de Boole et la théorie des graphes
f REINCHKE (198342 -
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COMMANDE DECENTRALISEE PAR L’APPROCHE CLASSIQUE
(CARACTERISATIONS DES MODES FIXES)
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0. INTRODUCTION:

4

La commande décentralisée est une approche intéressante pour la
conduite» de grands systémes etsou de systémes complexes. Ces
derniers sont généralement constitués de plusieurs sous-systémes
interconnectés et géographiquement é&éloignés, ce qui engendre des

problemes de coGt et de fiabilité dans, 1’échange de 1'information

entre les sous-systémes.

L*'utilisation de 1’approche déceniralisée a permi d'obtenir des
résultats probants au cours de ces deux defniéres décennies, [LAU &
PERSIANO C10972>1, [ WANG & DAVISON (197321, [CORFMAT & MORSE (197631,
L..,[?ATEL‘& MISRA €1991)1. Ainsi, dans WANG & DAVISON (1973), il a

6té montré que la décentralisation de l'information peut forcer le

systéme EY avolir, en boucle fermée, certailnes freéquences
indépendantes de la commande utilisée. Ces fréquences, appelées
“modes fixes", jouent un réle fondamental dansfla solvabilité du

probléme et leur connaissance devient impérative.

Le présent chapitre, constitue une ' synthese des différentes
méthodes de Faractérisation et d’évaluation des modes fixes,
étudides dans une littérature éparpillée. Pour la clarté de
1’exposé, le méme exemple est repris dans les différentes

caractérisations.

1. GENERALITES:

Le probléme de la commande décentralisée se pose comme suit:
Soit le systéme dynamique composé de N sous-systémes dont chacun est

commandé par une station de commande. L’&quation du systéme est
N
X = Ax + E: B u, Ciad

yt=Ctx _ i=1,2,...,N Cibo

3=
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Avec: A e R™*T B e R™T*™L : Cie RP 7

t

"x est le vecteur d’état du systéme et ui,yi sont respectivement
le vecteur d'entrée et de sortie du sous-systeme i.

Une commande par retour de sortie de la forme:
u =F vy, +v. ¢ad
it 1 1 1%

est appliquée a chaque sous-systéme
ou V. est une entrée externe.

La contrainte de décentralisation est donnée par 1’ensemble

des matrices

L

‘ y:{l:zp:di agCF ,F ,...,F> . F e R"PL } 3

L=1 ,2,. .. ,N

le principe d’une commande décentralisée d’aprés WANG &

DAVISON (1973> est %llustré par la figure 1.

Vi . Ut L
Vi Ui ‘ Ty
Y I
. ] : i
et i ST

u__..._Jli‘
Figure 1

Scheéma de principe de la commande décentralisée
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1.2 Définition d’'un mode fixe: [ WANG & DAVISON C1973))

L'ensemble des modes fixes du systéme (13 caractérisé par
l’ensemble des matrices < A’B;’CU i=1,2,...,N > en respectant la

contrainte ¥ est défini par:

NCAB ,C,F D= oCa+ § BFCDY ¢4
1 1 L
Fe¥

+

ot o(.D désigne l'ensemble des valeurs propres de (.D.

et AC.> l’ensemble des modes fixes du systeme C.D.

Plusieurs travaux sur l’évaluation de ces modes fixes ont
été faits allant des tests pratiques aux méthodes théoriques.
Un test pratique est donné par l’algorithme de DAVISON C1981).

1.z Algorithme de DAVISON

12Calcul des valeurs propres de la matrice A.
2)Choix arbitraire des matrices FL si=1,2,.. . ,N.
FCalcul des valeurs propres de la matrice en

bbucle fermée

4>Les modes fixes seront les valeurs propres

communes entre A et AF

Illustrons cet algorithme par l’exemple suivant:
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Exemple 112

. L3 .
Soit le systéme (1) ayant deux stations de commande

CN=2> et le retour de sortie

ui=FLyt i=1,2
- avec:
-1 O O 1 o) C = [ i1 0 ]
A=]10 1 o] ;er=]|0}]:.B=1]1 .t
o o -2 * o) z 1
C = [ O 01
Z
F‘ o '

F = o Fz ou F1= f1 ; F2= fz.
Les valeurs propres de A sont: x1=¥1 : .Kz= ; K3=—2.

celles de A sont : A _=-1+f 3 A =1 : A =—2+f .
. . F ‘ 1 F 1 2F . aF 2

On remargque que le reste inchangée et ne dépend pas de f: et fz

c’est donc un mode fixe.

2. CARACTERTISATIONS DES MODES FIXES

2.1 caractérisation par I’approche d’&tat:

Dans ce paragraphe la caractérisation des modes fixes seora.
présentée par 1’approche d’état. Le résultat de ANDERSON (1981)

donné par le théoréme sulvant, est illustré par l'exemple 2.
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Théoreme 1:

La condition nécessaire et suffisante pour que le systéme (10,

avec la configuration du feedback (23, ait unmode fixe en s=s
. o

est que :pour une pértition de 1'ensemble »={41,2,...,N> en deux
sous—ensembles { L ,i_,...,1 > et { i . P
1 2 k . k+1 k+2 N
- -
s I-A B B B
° 1 Y2 "k
Lo
Yket . :
rang - . 0 . < n S <p)
fk+z
8 CL d
N

o0 n est la dimension de A et I la matrice identité.
Remarque:
Ngus allons donner une démonstration de ce théoréme autre

que celle de ANDERSON (18810. Celle-ci est baseée sur le

lemme suivant:

Lemme 1:[XUKAT & YONG (19861

Seit la matrice A e R™™", B e RT*™ , C e-RL“r alors

r.g [A+BFC]=min {%ang LA B l;rang [ 2 ] } e
F 1

od r.gC.2 désigne le rang générique de la matrice (C.D.
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‘Démonstration:’

Par définition, le mode fixe so satisfait & la condition?

N
r.g [ACS >+ ZBF‘_C_ ] < n <72
(=} 1 L L

Avec ACs D=5 I-A
(=] (]

En appliquant le lemme 1, la condition nécessaire et suffisante
pour que (7Y soit vraie est que, au moins une des deux des deux

conditions suivantes soit vérifiée:

N-1
r.g [ACS )+ZBF‘C, B ] < n ' e
(=] | X T L N
¥ ,F ,..F -
4 2 N-41 L=1
N- %
Als )+ZB_F‘,C, ' .
e Lttt < n cod
r.dqg r=1
F ,F ,...F : C
1 2z N-1 N

Si on utilise le lemme 1 une deuxiéme fois, la condition nécessaire
et suffissante pour que (7) soit vraie est que au moins une

des quatres conditions suivantes soit vérifice:
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N-2
r.g [ACS >+ ZB_F‘.C. B B ] <n  C10>
. [=] L L L N-1 N
F,F ,...,F ica :
i 2 N-2
N2
AlCs D+ZB,F_C, BN
r.g . AV <n €11
i=1
F ,F_, . .F 8]
N-2 N-1
N-2
ACs )+ZB_F" c. B
[ T N~-1 ) :
r.g i=1 < n c1z2>
C O
F ,F_,. . F N
1’ 2 N-2
N-2
ACs 2+)Y B F C
o T T R
r.g i=4 < n ' 13D
p ‘
F ,F F N4
1727 g C
. L) N,

En continuant de la méme maniére, on trouve la condition du

théoreme.
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Exemple 22

Reprenons le systéme de 1’exemple 1.

Nous avons la partition v = L 1,2 2> iiﬁl , L2=8. ‘
N I-A B1 2 ¢ o 1
rang . = rang g '8 g g =2 < 3
Cz Q c 0 1 0O
La condition est vérifiée , R2=1 est donc un mode fixe.

2.2 Caractérisation par matrices polyntmiales

Cfactorisation de WOLOVICH (18974)).

Al .
Considérons le systeme (1) et la commande décentralisée (23.

Sa matrice de transfert en boucle ouverte peut étre écrite sous

sa forme factorisée a gauche.

yC{sD s .
— = WC(sD)=D (s> N (s) . C14>
ulsd g 9

ou D;‘CSD et Ng(s) sont des matrices polynémiales en s.

Par la notation de. la transformatien de Laplace, on peut é&crire:

'Dng)y(s)=N Csdulsd o 19D
g

avec D (s)= [ D s> D (s> ... D (CsD ] C16D
g 91 QN

%2
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N (s2>= [ N sD N (s> ... N (S)] 17>
g 9, QN

94

D ,N .ont respectivement p ,m colonnes i=1,2z,. ...N.
g. g. L L
L 1

L’equation (18> peut donc s’écrire sous la forme:

N

. N
ZD (s) y (s> = zN (sd udlsd ci8d
g. L g.. L ’

; L L
=T L=

e systéme en boucle fermée aura la matrice de transfert factorisée

suivante:

W Cs) = D *¢sd N CsD C1eD
g g

Avec:

]

D CsD [ D ¢s)+ N CsdF ... D Csd+ N CsOF ] c20d
g g, g 1 g g .,

1 N N

Le résultat est donné par le théoréme suivant:

Théoreme 2: [ ANDERSON & CLEMENTS (1981)1

Le systeme, décrit par (14> et le retour de sorties (2> posséde un

un mode fixe décentralisé en so, =i et seulement si D Cso) est une
‘ g

matrice singuliére V F_ i=4,2,...,N.
L
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Dans le but de trouver une condition équivalente a celle du

théoréme précédent, on commence par donner le corollaire suivant:

Corollaire: [ ANDERSON 8% CLEMENTS (1981))

soit A;,Az,...,AN N-matrices de dimension pxm,
. N L
et B1’Bz""’BN N—matrices.de dimension ypxp,
' 1
t=4,2,...,N

La condition nécessaire et suffisante pour que

. N ,
rang[A+BF A+BF_ .... A+BF ](;V..,Zm_ 21>
1 1 1 4 z2 2 N N N . 1

l.=1.

m._ X . . .
VF € R"i*P{ est qu'il existe un sous-ensemble
i .

s = { ii,tz,...,yj } < { 1,2,...,N } pour lequel
rang [A, B ... A B ] <y - Zm, Z m (22
1 1 L LA . LI *
. 1 1 1 Lo 1 E0

En utilisant ce corollaire, on peut exprimer une condition

-

d’existence du mode fixe qui soit indépendante des Ft'

N
Si on prend y=z m , A= Dg (sod et Bt= Ng Cso0d
L
: ’ L= 4 i i

1 L

on peut encncer le théoreme suivant: .
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Théoreme 3: { ANDERSON & CLEMENTS, (1981)]

Le systéme, doriné par la matrice de transfert factorisée A gauche

(14> et le retour de sorties (20, posséde un mode fixe en so,

si et seulement si, 1l existe un sous-ensemble - = ©
6 = { ii,iz...,ij} < { 1.2,...,N } pour lequel

rang|D C(sod N (sod D Csod N C=so6d ...D (s0d N C=sod |< m
9. . g. g, g, g. i
1 - " L 1 Lo 1, 1TED
1 1 2 2 3 j

ca230
Ce théoréme est illustré par 1’exemple suiQant:
Exemple 33

Pour 1’exemple 1, la factorisation a gauche de la matrice

transfert est donnée par: W(sd= Dng)_iNng)

Cs+1D2Cs-1> O s-1 s+1
avec D (s)= " ;N Csd=
g o s+2 . g 0 1
*
m=1 , m =
- 2
Cs+1DCs-1D © s-1 - s+
D Csd= ;D Csd = :N Csd= N Csd=|
¥y . O 2 s+z2| Y o) 92 1

42
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Si nous prencons j=1, nous aurons s = { i.1 > o€ 21,2 > et h=1

l’application du théoréme 3 nous donne

: (so+12Cs0-1D so-1
rang{ D Csod N C=sod ] = rang ‘ =

9 \
1 1 O O so=1
O O . .
rang : ---‘O<m1 d’ou so est un mode fixe décentralisé.
Q O :
2.3 Caractérisation des modes fixes par ﬁatrice de
transfert rationnelle : [ ANDERSON (1982
2.98.:+ Matrice de transfert de dimension 2x& f
Considérons la fonction de transfert 2x2 suilvante:
t (s) t (=D
11 12
_ aCsd alCs> :
W(so~= L C=d £ csd i cz24D
21 22
als) alsd

als) est le polyndme caractéristique.

La mgﬁrice de transfert est:

WCsd>=D 'Csd> N Csd
g g
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Avec: -

. d4 (s> : dtzCs) n (s> n (s
D Csd= ; N Csd= il 12

g d Csd d,,¢s> n (s n Csd

21 z2

Dng) et.Nng) sont premiéres entre elles [WOLOVICH 197431
D’apfés le théoreme 3, il existe un mode fixe en sSo si,

d Csed=d Csod=n (sod=n_ (sod=alsod=0.
11 21 11 21

aCsd=d (sdd__(sd-d__Csdd_ (sD.
11 22 12 21
Un simple calcul permet d’exprimeb t,iCS) en fonction de
L

d (s> et n (s> , on trouve
-} L]

L Cs 520 't (s 3%0 ; t_ (s 3=0; t_ Cs d=—% t_ (D =0
11 o 12 o 22 o 21 o d s 21 s=s

(=

On peut dire donc que s est un mode fixe si et seulement si,
aprés simplification et réarangement des entrées et det sorties,

dans le cas ol c’est nécessaire, la matrice de transfert prend

¥
1a forme suivante:

élément. sans | &lément avec
pole en s i péle en s
WCsD= et e eevam et e s e C25d
élément avec : élément sans
zéro en s : . poéle en s _

<
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Exémple 41

Le calcul de la matrice de tfansfert du sjstéme de

l’exemple 1 donne:

1 1
WCsd = s+1 s-1
. : o 2 .
s+

Cette forme répond a celle de 1l'equation (250, s°=1 est donc un

mode fixe décentralisé. -

2.3.2 Matrice de transfert de dimension arbitraire:

Par réarrangement des entrées et des sorties, si c'est nécessaire,

supposons ij=j dans (23> et par l'agrégation des N stations en deux

stations, pour lesquelles il existe des modes fixes, on peut dcrire:

Dcsd=] Dcsd DcCs> ... DCsd
' L - 9y 92 ' g, 4
. J
¥Csd=| Nced NCsd ... DCs) .
* L 9, %2 9; C28)
:och3=[ DCs) DCsd ... DCsD ]
9w Yjuz I -
JYCS)‘—"[N (s) N Cs2 D {Cs) ] s
2 i g . - g
1+ £ 1+2 N B

et 1l’équation (15> aura la forme:
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o, ) [V}l )0 e

W (s) W Cs)
C28d
W CsD W (sD

--W11Cs) ot WéiCs) possédent respectivement ﬁ et 3 lignes

‘"Théorame 4: { ANDERSON (1982)1

-1
Si nous avons [ D Csd D Cs)] [ & (sD J’Cs)] premiére a
. 91 9, 9, 9., ‘

gauche, on peut montrer que la condition d’existence du mode

fixe en s, donnée.ﬁar : rang [D Cso) Jé(so)]<ﬁ aest équivalente
1 1

a4 la condition suivante:

aucun €lément n’a le polyndme caractéristique 1
un péle en s i de ce bloc a un zéro en s
Weed=) e eeeerenenenaeees e et e resten e ere e bt e beeeeeeee s eeeesaensem s cem
chaque &lément a aucun &lément n'a
un zéro €en s, un pdle en s,
L J
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Remarque: la démonstration de ce résultat est fondée sur la méme
" idée que dans le cas d’'une matrice de transfeft 22 mais
présente uUne complexiteé suplémentaire. Pour plus‘de

détails, le lecteur pourra la consulter dans l’article

de ANDERSON & CLEMENTS (1981).

3. CONCLUST ON:
La caractérisation des modes fixes dans la commande décentralis-
e a &tLé donnée par différentes approches algébriques. Les
conditions d'existence de ces modes fixes ne constituent pas un
moyen de calcul, sauf celle du théoréme 2 qui peut servir pour
l1'évaluation du mode fixe. La caractérisation par matrice de
fonction de transfert découle de la caractérisation par matrices
polynémiales. La condition dé la singularité de la matrice ngggb
du systéme en boucle fermée, donnée par le théoréeme 2,
indépendemment des valeurs des matrices de retour FL s’explique par
le fait que, d’apres WOLOVICH, son déteminant donne le polyndme
caractéristique du systéme et ce dernier  s’annule en so qui ne

dépend pas des éléments des matrices Fl.i=1,2,....N
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O. INTRODUCTI ON:

lLe mode fixe dans la commande décentralisée peut avoir deux
origines différentes: il peut é&ire une conségquence d'une liaison
Cdépendancé) entre les paramétres du systéme, ou bien de la structu-
re de ce dernier. Dans le premier cas, une faible perturbation sur-
les paramétres peut éliminer ce mode, alors qu’'il reste fixe dans le
seqond cas QUelque soient les valeurs des paramétres du syétéme. D
peint de vue physigque, seul le deuxiéme'type est important, du fait
de la liaison entre les paramétres qui n’est généralement pas

connus. Pour ce second type, appelé mode structurellement fixe,

plusieurs outils mathématigques peu#ent étre utilisés pour son

analyse, tels que 1l algébre bocl éenne et la théorie des graphes.

_ Dans ce qui suit, nous allons tout d’abord mettre en évidence la
différence entre ces deux types de modes fixés_ a4 travers deux
exemples illustratifs. On énonce par la suite deux conditions
struciurelles nécessaires et suffisantes pour l;existence du mode
structﬁrellement fixe, sous forme d'un théoréme donné par SEZER
& SILJAK C1881D. La suite sera consacrée i la caractérisation par
1’algeébre de boole [MOMEN & EVANS (1983a),(1983b3). En dernier lieu,
nous donnons des caractérisations a l'aide de la théorie des
grﬁphes par deux approches différentes celle de PICHAI &

SEZER (19840 et celle de REINCHKE (19840,

1. CARACTERISATION DES MODES STRUCTURELLEMENT FIXES PAR L' ALGEBRE

'LINEAIRE: [ SEZER % SILJAK,C1981)1.

Considérons le systéme décentralisé (1.CH.ID et désignons

l1’ensemble stations de commande par

D:{t r 2,0 4 ,N}

Pour ciarifier le terme "mode structurellement fixe'",considérons
1’exemple suivant: '
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Exemple 1:
Scit un systeme a deux stations de commande (N=2) et

B =cT=[
i 2
Avec: F =f et F =f
1 1 . 2 2

;F=diagCF ,F_D
1’ 2

>

I
OO
O P
OO0
oo
= OO0

];B =CT=
2 i

Les valeurs propres de la matrice A sont:
A=t . A==/ S -taz , A =¥/ 5 2

L.Les -valeurs propres de la matrice AF sont:

=—CY¥ 4f £ +5 132 , A=Y 4f f_+5 +l1i3.2
172 aF 172,

Aoo=1 , X
F

1 2F

La premiére valeur reste inchangée et indépendanté de f

et fz c’est donc un mode fixe décentralisé.

Si on perturbe 1'élément (3,3 de la matrice A en le remplagant
par l+¢£, on trouve que l’équation caractéristique en boucle fermée
prend la forme: )
CAZ-A-12CA-CL+£Dd=CA-1DF f_=0

Il est clair que le mode fixe a disparu, il n'est donc pas un

mode structurellement fixe.

- Mode structurellement fixe:

Pour clarifier la notion de mode structurellement fixe, nhous
donnohs 1’exemple suivant:
Exemple 21
Considérons le systéme décentralisé a deux stations de
. commande C(N=2) donné par les matrices  paramétrées C(structuréesd

suivantes:
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8] b O
12 _ 11
A= o o ;B F 8] ;B = O
21 1 2
o] O o 0] b
23
C1=[ o 0 Cia] ;C2=[ c2i 0‘0 ] ;F=diagCFi,Fz)
Avec F =f » ‘F =f et a ,b. . , c . sont des parametres.
i 1 2 2z - [ ] L] L ]
l.Les valeurs propres de la matrice A sont: A =0 , A =+y a a
- 1 2,3 12 21

—iV/a a +b b C C £ f

et celles de A sont: A =0, =
¥ iF 2F, 3F . 42 24 114 23 43 21 1 2

La premiéré valeur propre reste fixe indépendement. des valeurs

des paramétres du systéme. Ce mode fixe est donc dd & la

structure du systéme, d’ou l’appellation mode structurellement

fixe.

Définition 1: [SEZER & SILJAK,(1981)].

» Le systéme‘Sv posséde un mode structurellement fixe si, il est
Iaussi un mode fixewpour tous les systémes décentralisés qui lui sont
structurellement équivalents (§1.1 CH.IJ. Supposons que le systeme Su
‘est commandabls et observable lorsque une commande centralisée lui

est appliquée.

Soit 1'ensemble o z{}z’iz""’ik} v et & =p-o
B® = {B B, ,...,B } <2 = {c" ¢t ,....cC }
L 1 1 L L L
1 2 k 1 2 Xk
B’ = {B ., B v...»B } e = {c’ ,C N }
L L v 1
k+1 k+2 N k+14 K+2 N

La caractérisalion est donnée par le théoréme suivant:
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Théoréme 1: [SEZER & SILJAK (1981)]

Le systéme Sy posgéde des modes sriucturellement fixes en lui
appliquant la commande décentralisée (20 si et seulement si,une des
conditions suivantes est satisfaite: '

id2Il existe une pértition de » en deux sous—-ensembles o et { et

une matrice de permutation P tel gque:

A 0 0 B°
T 11 T. D /f) fal fal ’
PTAP= A o . P™B®°= | B ;CP=[C oo].
21 22 g 4
A B
. 91 az as -
o
pTei= { o, | ; <= [c ct  f ]
BZ 1 2 3 .

iidIl existe une partition de » en deux sous—ensembles o et ¢

tel que

2. CARACTERISATION DES MODES STRUCTURELLEMENT FIXES PAR

L®* ALGEBRE BOOLEENNE : [ MOMEN & EVANS (1983a>, (1983b)l

Soit le systéme Sp et suppeoscens qu’il est structuré c’est a dire

que les matrices A.BL,CLsont structurées (&.1 CH.ID.

On désigne par As ,Be_ ,CeB. , les matrices booléennes associges aux
) L L3 1 -
matrices précédentes en remplagant chaque élément non nul par un

“un" logique et l’&lément nul par un "zéro" logique.
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Avant de traiter }es notions de coﬁmandabilité et d'observabili-
té structurelles en décentralisé, nous devons passer par la notion

"d’atteignabilité qui est indispensable pour l’analyse qui suit.

2.1 Matrice d’atteignabilité des états

La matrice d’atteignabilité associé a la matrice booléenne AB du

systéme est définie par la relation

E=Ag ~ A; “w A: ~ A: L Ag-i
avec : AZ=A w.~ B, Al=A% . A AY ..., AT AT A AT
B B B B B n B ) B

v, ~ sont respectivement la somme et le produit boolé&en.

n est la dimension de 1’espace d’état du systéme.

Afin d’éclaircir toutes les notions gqui suivent, le méme exemple

sera repris durant toute 1'étude.

Exemple 31
Considérons le systéme décentralisé de 1l’'exemple 2

les matrices boléennes assocides aux matrices structurées sont:

‘1 O i [ Cntz[o o O 1]
t O o o )
A = + B = , Bes =
B o o 1 o 2 1

,Cazﬁ[x o o o]

Le graphe associé 4 ce systéme est donnée par la figure 4

La matrice d'atteignabilité du systéme est

La vérification de cette matrice le graphe de la figure 1 est

évidente.
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2.2 Sous—espaces‘atteignables:

A chaque station de commande sont associés deux sSous —espaces
d'état d’atteignabiliteé.

adsous—espace d’atteignabiliteé des entrées de la station I

Rulz ~ CRw. ABBI) dim RUI: Cnxl>.
Lign :

b)éous~espace d’atteignabilité des sorties de la station I

Ryl—_- “ C CBIV. ~RD dim Eyr= Clxnd.

col

Remarque: lLe premier symbole v la somme des lignes{colonnes),

élément par élément, du résultat de l’opération entre

parenthése.

Station de Station de
commande 1 commande 2

.—-’

Fipure 1:CGraphe associé au systéme

Eemple 43

Pur 1l'exemple donné nous trouvons:

'

ul=[ 1 1 O ]T,Ry$=[ o 0o % ] ,Euzz[ o O. 1 ]T.Ryéz[ 1 1 © ]

On voit clairement, d’apreés Rut, que les variables d’état 1,2
sont atteignables par la station 1

De méme pour les autres vecteurs , on peut volir les

 états atteignables.
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2.3 Sous;espaces commandables et observables:

Pour chaque station de commande, on examine si ses entrées
peuvent commander le sous—-espace Ru et si de ces sorties on

peut observer le sous—-espace Ryz'

On introduit, tout d'abord, les matrices AuI.AyI obtenues
en mettant A& zéro tous les &léments dans la j-éme ligne et la
j—eéme colonne de Ap correspondant au j-éme €lément nul respecti-

vement dans Rulet Ryr.
Théoréme 2: [MOMEN & EVANS (198l1adl,
Le sous-espace Rul est commandable par la station I
si et seulement =i
r-t [ Au_ Bs_ ]=ruI

et le sous-—-espace Ryxest observable par la station I

si et ssulement si

ou Fu »Fy, sont le“nombre d’éléments egaux a “un’ respectivement
dans Rux'Ryz et r.t [.] est le rang Lerme(@l.a'CHlb de la matricel.].
é& r.t[AuI BBI]<Pu!.le éous—gspace commandable n'est pas unique
st il pourra étre représenté par 1’ensemble des vecteurs iKI

De méme si la condition d’observabilité n’est pas vérifieeé,
le sous-espace commandable n’est pas unique et il sera donné
i

par MI iz1,2,...

Remarque: Le rang terme d'une matrice booléenne Mps est le nombre

de “un" contenu dans sa matrice de permutation . cette
dernieére s'obtient a4 partir de Mp en ne prenant qu’un

et un seul "un" par ligne et par colonne.
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Exemple 5:

Pour l’exemple nous avons:

r-t[Au, B ]=r.t] 200 F o =2=ru,

o 0o o0 o
De la méme maniére on trouve:
r-t [Au, Bs J=t=ru_ . r.t AY, f=t=ry .r.t Ay, l=z=ry
. 2 2 2 1 2
Ce Cn
1 2
On peut donc dire que, pour chaque station, les sous-espaces

atteignables en entrée sont ' commandables et ceux atteignables en

sorties sont observables. Les sous-—espacs de commandabilité et

et d’observabilité seront donc:

K =Ru et M =Ry I=1,2
I I 1 } S

2.4 Commandabilité et observabilité décentralisée

" P.d.a Caractérisation des modes fixes décentralisés pour N=2:

Pour permettre au lecteur une compréhension rapide des notions,

limitons nous pour le moment & un systéme ayant deux stations de

commande.

Definition 2:

On dit que le systéme est complétement structurellement

commandable (observable) par les deux stations en combinaison si,

v

les sous-espaces commandables (observables) sont telles que
iKiij2= vecteur unité . LMlvaz = vecteur unité.

et les sous-espaces choisis sont dits compatibles.
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- Théoréme 3 1 [MOMEN & EVANS (1983a))
Le systéme décentralisé ayant deux stations de commande

aest complétemen£ structurellement commandable par la station de

commande I,si et seulement si

. An BBI
= >
RuIARyJ# O et r.t Cp o | n
J
I=1,2 J=1,2 I®J
D’une maniére duale, on peut montrer que si le systéme est

complétement structurellement commandable par la station I, il

est complétement structurellement observable par la station J.

Exemple 61

Pour 1’exemple traité, nous avons:

=2<{n

-

>

[y

i

™S

A

o

®

g

-

-
o » 0
cio.o w
cio o 0
oio o =

Le systéme n’est donc pas complétement structurellement command-
able par la station de commande 1 et n’est pas complétement
structurellement cbservable par la station 2. Les sous—espaces

ne seront pas élargis et nous aurons
LJ W
K =K s M_=M
2 'z

Pour I=2 et J=1, on trouve que les deux conditions du théor éme
sont vérifidées, le systéme est donc complétement structurellement
commandable par la statién 2 et complétement structurellement

observable par la station de commande 1. Les sous-—espaces
seront donc élargis et donnés par:
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1 e
K=K =la|] , M =M M ={1
1 1z
o o
Soit I..I le sous-~espace structurellement commandable et en méme
temps observable par la station I et L: est le sous-espace élargi

]

par l'éffet des retours de sorties.

L =K AM" . LY=x".MT
X I X I I 1

- .
K: et M: sont respectivement le sous-espace commandable et
ocbservable élargis relatifs a .la station I.
Théoréme 4:1 { MOMEN % EVANS (1983 adl
Un systéme décentralisé ayant 2 stations de commande n’a pas de
modes structurellement fixes si et seulement si; il est complétement

structurellement commandable et observable scus la structure de

décentralisée c’est 4 dire que:

»*
L1VL2 =vecteur " unité

o0 le vecteur unité est un vecteur dont tous les éléments sont égaux

a uunu-

Exemple 7:

Pour le méme exemple , nous avons
T 1 1 " T 1 1 1
L1= KaM = Jaelale]l=]2 y Lz= K AM = [a4]alr =11
o 1 1 o o
1 1 1
L ~L =]t~ ]=]1
o o o

Dans ce vecteur le dernier &lément est égal a zéro logique.

'Le systéme posséde donc un mode fixe.
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«

2.4.b Caractérisation des modes fixes décentralisés pour N2 i

Pour généraliser le concept de la commandabilité et de
1'cbservabilité structurelle dans les systémes décentralisés, on

considére le systéme suivant ayant 3 stations de commande:
x=A x+B u_+B u +B u
I ¥ 4 J K X

Y1 CI
v, |= CJ x
C

yK K

Avec la commande décentralisée de la forme:

I Fx © 0 Yy
J =1 © FJ © yJ
ux o 0 FK yx

On suppose toujours que le systeme est commandable et observable en
centralisée c’est A dire lorsqu’il n'y a pas des contraintes sur la

structure de la matrice de retour F.
-Sous-espaces  atteignables élargies:

Nous avons vu pour le cas ou N=2 que si Ru;dgato la station de
commande 1 peut &largir son sous-espace d*atteignabilité., Dans le cas
ol le systeéeme posséde plus de deux stations de commande (N>23, la
station I peut élargir son sous—espace d’aﬂteignabilité 4 1'aide de

v
celui de RUK malgré que RUIARYK=O. Ainsi si nous avons:

' T T » .
Ru ~Ry #0 et Ru _~Ry #0 nous aurons Ru =Ru «Ru vRu .,
1 J J K 1 N K

De mé&me pour l’atteignabiLité des sorties si
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T
T . T T T - T _.T T
Ry ARU =0 mais R Ru =0 et R | ors Ry =
Yy K Yty Yo al Yy R?IVRYJVRYK

Le sous-espace élargi commun entre 1’atteignabilité des entrées

et des sorties relativement a chaque station-de commande I, I=1,...,N
et . défini par:

»* He ¥ T
R =Ru ARy
I I I

et le nombre d’unités dans R: est égal a r

A partir de ce vecteur, on peul obtenir la matrice booléenne A;I qui
représente le sous~systeme I en mettant a4 zéro les lignes et les

L 3
.colonnes de Ap correspondantes aux €léments nuls de RI.

Théoreme S: [MOMEN & EVANS (1983.bD1
Si dans un systéme décentralisé avec N>2 R:AR:#O.la station de
commande I peut élargir son sous-espace structurelement commandable

K: 4 l'aide de la station de commande J pour qu*il devient

AB* Bp
» . x . »
K =K K =R si et seulement si r.t >r
IJ I J I
- CBJ O

Théoreme 63 { MOMEN S EVANS (1983.b)1
Si dans un sysidme décentralisé avec N>2 R:AR:#O,la station de
commande J peut &élargir son sous—espace structurellement ‘observable

MJ 4 1’aide de la station de commande I pour qu’il devient

-
An Bn
. T T - I I

M I=MJ vMI = EI si et seulement si r.t 2r

s Cn O
J

B0
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Le sous—espace structurellement commandable élargi de la station I
en cooperation avec toutes les autres stétions est défini par:

¥

K*=K* VK* e .
I g IK
et celui structurellement observable est défini par:

wT_ WY KT
M =M "M ~
 { IJ  IK
Dans le cas ol la condition du rang terme n’est pas

verifiée,é’est A dire si:

la station I ne peut pas commander tout le sous-systeéeme An: et la

station J ne peut pas l'observer, mais il existe au moins un

sous-systéme de An de dimension ;: qui est structurell ement

commandable par la stat;on I et structurellement observable par la

station J. Dans ce cas, K:J et MI: ne sont pas unigues et on doit
L 1, T

K et M i=4,2,...

déterminer toutes les paires compatibles 1 1

‘comme suit:

Puisque la condition du rang terme n'est pas verifiee, alors

le sous-espace commandable de la station I ne peut pas étre élargi

par celui de la . station J.

. ‘ - —
Puisque r.t An: BBI BBJ Zr: et r.t AB: Be Srl ,» on peut

déduire qu’'il y a des colonnes de BJ qui doivent augmenter le rang

terme de la matrice AB BBIo
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Les sous-espaces commandabies élargies possibles,iK:J peuvent étire

extraits des matrices suivantes:

‘[ A B ‘b ] ot ‘b i=4,2z,... sont les colonnes
I 1 J a : : _
de BJ permettant de rendre le rang termé de la matrice An: BBI

sgal a F:

Les sous-espaces d’observabilité seront obtenus directement par la
formul e
M*TzK*
IJ JI
Soit le vecteur L: commun entre la commandabilité et l'oservabilité

structurelles associé A chaque station de commande: I ,I=1,2,...,N.

L=k "

"A la base de tout ce qui précéde, on donne le théoréme suiwvant:

Théoreme 7: [MOMEN & EVANS(1983a)]

Un syétéme décentralisé est structurellement commandable et
ocbservable sous la structure de commande décentralisée si et
seulement si vL:= vecteur uniteé I;l,E,...,N et le systéme ne

possdde pas de modes structuellement fixes décentralisés.

Remarque: ad Un exemple illustratif sera donné au chapitre IV )
bdDans un certain nombre .d’articles on parle de la
commandabilité et . de l’cbservabilité potentielles
[ FRANKSEN & al.(1976), MOMEN & EVANS (1983a>, (1983b>] au
lieu de la commandabilité et l’observabilité'structurelles}

Notons que les deux notions sont équivalentes.

Bz
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3. CARACTERISATION PAR LA THEORIE DES GRAPHES_DES MODES STRUCTURELL-
EMENT FIXES DECENTRALISES:

3.1 caractérisation basée sur les conditions structurelles algebriques

Comme nous l’avons deja mentionné lors de la caractérisation
donnée par SEZER ET SILJAK €1981), les conditions d’existence des
modes fixes sont parement structurelles. Par consg&quent, des
conditions graphiques éguivalentes peuvent étre deduites. Dans ce
qui suit, nous al;ons les exposer telles qu’elles ont &t& introduites

par PICHAI ET SEZER (1084D).

Définition 3t
Soit le systéme Ci.CH.IID.
On défini le graphe associé a ce systéme par GOV,ED
od V: L'ensemble des noeuds tel que V=X UUUY et
U={u1,u2....,um}, Xz{xl.xi,...,xn}, Y={y1.yz,...,yp}.

E: L'ensemble d*arcs tel que Cui,x_)e E,ij.xlbe-E et ij,yibe E.
. : b ,

‘ En ajoutant le retour de sorties -u=F.y, on obtient le graphe
associé au systéme global (en boucle ferméed G(V,E.U Er) ou EF est
"1’ensemble des d'arcs de retour de sorties en admettant qu’'il existe
des contraintes sur la matrice F. EF={Cy1’U;)} %:1,2,...,m
. . i=1,2,...,p

Théoréme 8: [PICHAI & SEZER (1984))

On dit que le systéme décentralisé donné par (1 (?4 2> et la
commande u=F.y ne posséde pas de modes structurellement fixes, si et

seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

i)Chaque noeud d’état x, € X appartient a une composante
fortement connexe de GF qui contient un arc de EF. -
iid]]l existe des cycles disjoinis $k={Vk.Ek} dans GF tels que
s .
X < U S
k=1

avec s le nombre de composantes fortement connexes.
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Remarque et commentaire: : .

A premiére vue, on remarque gque ces deux conditions sont
respectivement les négations des conditions algeébriques Ci),Ciid
données par le théoréme 1 (&1 CH IIID.

Si la‘cbndition Ci> du théoréme est vérifiée, alors GF posséde la

structure suivante:

.

:-—*—-——.

Figure E:Gfaphe orienteé GF

Xi, im 1,28 sont identifiés par lés blocs diagonaux Ati de la

matrice PTAP.C§1 CH IIID.

D’aprés la figure, on constate que GF contient au moins une
composante fortement connexe dont tous les noeuds sont dans Xz et

dans cette composanie il n’va pas d’arcs de retour.

Pour montrer l’inverse, soit G; ={31,ElU E; }'ou VL=XtU ULU Yt

i=1,2,...,s désignent les composantes fortement connexes du graphe

telles que aucun nosud de v n'atteigne un noeud de vl si i<j et.

. k
soit GF la composante fortement connexe ne contenant aucun arc de

retour c’est a dire Er =@ ,alors U =@ et f =0,

Définissant X1=X10'XZU LU Xk_i;xzzxk;xa=xk*iu oo U X® et
U:Uk+‘U Uk+ZU J.. UU® ;on peut voir que éF posséde la structure de
la figure précédénte.

La condition (iid du théoréme 8 est une négation de celle du

64
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théoreéme 1. Ceci se justifi par le lemme suiwvant:

Lemme 1:[PICHAY & SEZER (1984}

Seit le graphe G ayant n noeuds, et M sa matrice d’'incidence.
Alors G est parcouru par l’union des gcycles disjoints si et
seulement si r.g(Md=n. _

En appliquant ce lemme & la condition (iid 'du théoréme 1, on
trouve que ci cette derniére est vérifiée, le graphe associé ne

contient pas de cycles dijoints dont l’union englobe n noeuds d'état.

. ’ . .
3.2 Caractérisation basé sur 1’interprétation par graphe des

coéfficients du polynéme caractéristique en boucle fermee:

Une méthode de caractérisatfon, par les graphes pondérés des modes
fixes sera exposde. Le résul tat est cbtenu a partir de
l’interprétation des coéfficients 'du  pol ynéme caractéristique du
systéme en boucle fermée par -les graphes. Les conséquences des
contraintes structurelles sur la matrice de retour F deviennent
&videntes et la commande décentralisée sera donc considérée comme un

cas particulier.
Notons que ce résultat est due & REINCHKE (1984).

3.2.a Interprétation par les graphes des coéfficients du polynime

caractéristique du systéme en boucle fermee:

Cbnsidérons le systéme Cl.CH;II)et‘ prennons la - matrice F

quel conque.

Le polynédme caractéristique en boucle fermée est donné par

det(sI-A-BFC)=s"™+P s" ™+, . 4P _s®+P _ s+F_

n-2

Dans le but de caractériser graphiquement les coéfficients PJ=L--m'

on considére la matrice Q‘ dimCQ4}=n+m+pxn+m+p.
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et son graphe GCC&D.

o
H

m o o
I
w

Definition 3: _
La largeur w d'une famille de cycles est égale au nombre de

neouds d'état touchés par cette famille.

Le théoreéme suivant donne une interpretation par le theéorie des

graphes des coéfficients Pt iZ1,...,n

Théoreme 9@ : {REINCHKE (1984))

Les coéfficients, F‘_L i=1,2,...,n du polynfme caractéristique en
boucle fermée sont déterminés par les familles de cycles de largeur
i dans le graphe GCQ J.A chaque famille de cycles correspond une
somme relative au coéfflclent P dont la valeur numérique résulte de
la largeur de la famille de cycles correspondante. Cette valeur doit
étre multiplidée par le facteur de signe C—l)d lorsque la famille de

cycles est constituée de d cycles disjoints! En particulier on a:

Pi:résulte &e tous les cycles de largeur 1 et le facteur de
signa est -—-1.

P2:résulte de tous les cycles de largeur &, chacun avec un.
facteur de signe -1, et toutes les paires de cycles disjoints
de largeur 1, chacun avec un facteur de signe +1.

Pa:résulte de tous les cycles de largeur 3, chacun avec un
facteur de signe -1, toutes les paires de cycles disjoints
constituées d’un cycle de largeur 2 et d’un cycle de largeur
1, chaque paire avec un facteur de signe +1, et tous les
tripléts de cycles disjoints de, chacun avec un facteur
de signe -1. . ‘

FEt ainsi de suite. ..

Iliustrons ce théoréme a l’aide de l’'exemple sulwvant:
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Exemple 8t
Soit un systéme denné par la matrice Q,

[ 0O 0 1
” 0 12 o o
"""""""" OTEETTS
Q= 0O i1 1 .0
0 0 1
11 12
0
21 221 .
L

Figue 3:graﬁhe G(Qé) .

Désignons le facteur de signe par Fe.

Familles de cvcles avec w=l:

/ ‘E, |
WO @D @

\
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familles de cycles avec w=2a:

adconstituée par des cycles disjoints de largeur 2

‘1 / i . / 2
NECEENCH
-3 \ z// 1
\
- —

11 v

Fs: ~1 . -1

b)constituée par des paires de cycles, chaque cycle de largeur 1:

| V/ . | / ' , @
’, 1 [, 1 ! e 2\‘
I
;‘€ CI RN CIERFICENC =
v oz : vY: AT <
. _ /
o v O @
Fs: +1 H +1 : +1
(11
@ @ @ Qe
. ’ )
/
Fs: 1 :

o8
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familles de cycles avec w=2:

adconstituée par des cycles disjoints‘de largeur 2

, (=3

) 1 / 1 _ /l 2
@‘@ | @ ) ,w/fzz
-3 \ 2// 1
\. ‘ .
NCENG
g
14
Fs:. ' -1 : - -1

chonstituéerpar des paires de cycles, chaque cycle de largeur 1:

\ 2
3
Fs: +1 ; +1 S +1
()
A
@ @ @ Q-
1/
/
Fs: ) ] 1 ) ;'
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nille de cycles de largeur 3:

adconstituge par 2 cycles disjoints

.
. . 2z
CIBSNC RN CHCINCHS
-3 -3 1[

+1 fi

2 o
// 1 / |
- ‘e

O (3 .
| V4 ‘ _
‘ 2 '/ fzz 1
\ ,/_
\ P

e je

~ _ -
11
+1

=Y
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bdconstitudée de 3 cycles disjoints

(23 (3 (2]

/ : / 1
/ * ! z\
| . &
e O CIINNCI RN ICENC) NC 121
\ V.
\\z \\2_ | 1,’
Fs: . -1 : -1

D*’aprés le théoréme on aura:

Pa=C-10C2f _+1+1l+2f DO=-2-2f_ -=f
12 21 z4 12

Pa=(-10C-3+4f  D+2f +2f +4f f +i1+2f
11 12 12 12 1z 21 21

=4+44f +4f £  —-4f £ +2f ..
12 127 21 11" 22 21
Pa=-3-6f +4f £ -4f £ -2f
21 11° 22 12" 21 1

2 2.

+ La représentation matricielle donne:

Pa -2 -2 -2 0 0

Pzl=] 41+) alr +] 2| +{~4jr £ +| 4|
12 - | 14 22 1z 21

Pa -3 -2 -6 4 -4 ‘

On constate que P, i=1,2,3 et de la forme:
1
o .
P =P +g, CFD i=1,2,3
1 L L
ot P? sont les coefficients. de l'équation caractéristique en boucle

ouverte et ngD est une fonctiopn non linéaire des éléments de la

matrice de retour F.
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3.2.b Caractérisation des modes fixes en s=0:

Lemme 1: [REINCHKE (1984))

Si du graphe GCC&) on ne peut extraire aucune famille de cycle de
largeur n,alors le ;cefficient Ph du polynéme caractéristique du
systéme en boucle fermée est nul indépendemmant des valeurs non

nulles de F_et le mode s=0 est fixe

Remarque:Cétte condition est  une conséquence du théor eme
précédent. Elle n’est nécessaire et suffisante que pour les
systémes structurés car la nulleté de Pnpeut étre dde a des
éliminations numériques A cause de la présence de plus
.d’une famille de cycles de largeur n. Cette question

est illustrée a travers l’exemble suilvant:

Exemple O

" Soit un systéﬁe possédant un mode fixe & l’origine et caractérisé par

la matrice Qs suivante:

1 O o O, ’
0 0o 1 0 0o 0
0 0 1 O
1 o 0 100 O
‘0 0 O 0i1 0 O
o = 0 i1 0 0 1i01 ©
. i0 0O 0 0i0 O 1
114 12
z1 0) Q
o O
22

Le graphe associé a ce systéme est le suivant:
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Figure 4:graphe GCQ‘)

Dans ce graphe,on trouve deux familles de cycles de largeur 4 et

de facteur de signe différents

adFamille de cycles de largeur 4 et de facteur de signe -1

7e
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Si on remplace,dans Ch. les valeurs numériques par des paramétres
variables on trouve
p=b b f f c Ca_a -a a_>
ial 21

43 12 22 23 31 14 11 94

Ce coéfficient n'est nul que si:

Ca_a -a >=0

a
241 14 11 D4

Cette condition est vérifige pour les valeurs données des variables.

Le mode est donc fixe, mais non structurellement fixe.

Si le systéme n’est pas structuré, la condition suivante doit étre

ajouter au 1 emme pr écédent.:

iidil existe deux ou plus de deux familles-de cycles de largeur n
dans GCQ4} et. qui s’élimineﬁt mutuel l ement pour toutes les valsurs
admissibles des &léments non nuls de F.

3. 4.0 Caractérisation des modes fixes en s=50:

Soit soeC et la matrice

"0 C 0]
CquO)m 0] | A--sDIh B
LF‘ 'o.' 0

Lemme 3: [REINCHKE (1984)]
Le systeme décrit par les matrices A,B,C,F posseéde un ‘mode

fixe en s=so si et seulement si une des conditions suivantes

est satisfaite

id2I1l n’existe pas de familles de cycles de largeur n

dans G(Q (s 2D
PR
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'iidil existe deux ou plus de deux familles de cycles de
largeur n dans GCQ4CSO)) et. qui s’éliminent mutuell-
ement pour toutes les valeurs admissibles des

&léments non nuls de F.

Remarque: Si S, est un mode stucturellement fixe, on ne retient que la

condition Ci> du lemme 3.

4. CONCLUST ON:

Les caractérisations des modes structurellement fixes ont éte
données par différentes approches algébriques et graphigues. Toutes
les conditions données ne dépendent pas des valeurs numériques des
paramétres sauf celles de REINCHKE. Dans le cas ou . le mode fixe
n*est pas nul,uh calcul numériqué des valeurs propres de la
matrice A est nécessaire. Cela impliqde la nécessité de travailler

avec des réalisations admissibles des matrices représentatives du

systéeme.

Lors de 1l'étude de la commandabilite et de 1l’observabilité pour une
commande centraliséel(CH.ID>, nous avons constaté que le critére
basé sur les matrices modales [AL-A Bl et [CAI—A)T c™” posséde

un éguivalent en structure, constitué par deux conditions

La conditon d’atteignabilité et celle du rang terme pour A=0.
Par analogie, la caractérisation algebrique du mode fixe donnee par
ANDERSON €1981) se décompose en deux conditions données par SEZER 8
SILJAK (€19811>:1a condition d'atteignabilité et celle du rang
générique. Cette derniere caractérise le mode structuellement fixe a

1’origine.

Les méthodes basées sur 1’algebre de Boole permettent de connaitre
1’état éorrespéndant au mode fixe .Vu la nature binaire de ces
conditions,cetie méthode présente un grand . intéret pratique lors de
son implémentation sur  calculateur numérique qui se justifie par

1’absence d’érreurs mumeriques de calcul. ,
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ELIMINATION DES MODES FIXES

- (PROPOSITION D'UNE METHODE POUR L'ELIMINATION DES MODES

STRUCTURELLEMENT FIXES)
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0. INTRODUCTION;,

Dans les chapitres précédents, nous-avons introduit la notion de
mode fixe. Les conséquences de 1’apparition de c¢e dernier
constituent un probléme principal lors du placément des pdles et de
la stabilisation du systéme. Ainsi, WANG & DAVISON d1973), les
premiers qui ont introduit cette notion ont égalementdonne 1la
condition nécessaire at suffisante pour la stabilisation

décentralisée.

Cette condition indique gqu’un systeéme décentralisé ne peut étre
stabilisé que si 1l'ensemble des modes fixes est situé dans le demi
plan complexe gauche. En é&ffet, la présehce : des modes fixes
instables rend le systéme non stabilisablé sous une commande

décentralisée.

. L]
Dur ant la derniére décennie,plusieurs -chercheurs Sse sont
interessés aux moyens d’é&limination de ces modes fixes et par

conséquent, de stabiliser le systeéeme

Parmi les résultats obtenus, Eitons celui d’ANDERSON & MOORE (19810
qui est fondé sur les lois de commande par retour de sortie variant
dans le temps. Cette idée a été dévellopée par WILLEMS (19850 ,C19830
gqui a donné des conditions de stabilisation en utilisant les retours
do sortie décentralisés variants périodiquement dans le temps pour
les systémes échantillonnés. Dans WILLEMS ({d1888), on trouve
¢gal ement une mé&t hode pour l1’élimination des modes fixes

décentralisés par échantillonnage.

ARMENTANO & SINGH (€1982) ont donné une approche basée sur
1'échange d’information réduit entre les stations de commande dans

les systémes multivariables interconnecteés décentralisés.

Notons que, dans tous ces résultats, 1’aspect structurel nelfigure
pas. Les études sont donc faites dans un contexte classique Cnon

structureld.

Dans 1le p}ésent chapitre, nous allons proposer une méthode pour
1*&limination des modes structurellement fixes dans la commande

décentralisee, en utilisant un échange minimum d’information entre
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les stations de commande. Cette approche structurelle repose sur les
caractérisalions par 1’algébre de boole [MOMEN & EVANS, (1683D1
exposges dans le chapitre III. A la base de notre résultat, nous

développons un algorithme qui sera illustré par un exemple.

Avant de donner le résultat, nous trouvons nécessaire d’exposeg
la méthode d’ARMENTANG & SIMNGH (19822 insque la ndtre est issue de
la méme idée que celle-ci gui peut done servir comme un & ément
de comparaison malgrée gu'elle est intreoduite pour - les systémes

interconnectés ei par une approche non structurelle.

1.Elimination des modes fixes décentralisds & l’aide de 1’é&change

d’information entre les stations de commande:
1.1 Généralités:

On considére l’ensemble des scus-systémes interconnectés suivants:

N
X =A % +B_u_+§: A s <1.ad
i Vi Y vy

j=1
P

1=1,2,. . . ,N

Y EC 0K C1.bd

N n, m, j<¥
ouxeRi, ue K'i , Y, € E
% L

D’une autre maniére, les égquatiaons précédentes peuvent s’eécrire:
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X=Asc+Bu =5
v=Cx
Avec ,
A={ Atj Ji=4,2,. .. ,N ,j'—=1,2,...,N} e R™"
B=Bloc diag( B ,B ,...,B > e R™"
1 2 N
C=Bloc diag¢ C ,C_, ,C D e RP*T
1 2 N

Le triplet tA,B.C) et supposé commandable et obserwvable.

On consideére aussi 1’ensemble:

F={F/F=bloc diagCF ,F_,...,F 2,F e RiVFl im1,2,. .. .N}
11 22 NN n

C3D

Par application de la commande décentralisdée
Ut=Fuyi . c4>
on obtient un systéme en boucle fermée donné par:

5¢=C A+BFCD x s>

y=Cx

l.es modes fixes décentralisés sont donnés par l’ensemble

7a



CHAPITRE DV

f(c,A.B,33=n o [ A+BFC ] Ced

FeF

od of.]1 désigne les valeurs propre de la matrice [.1.

Scit A=A _+B F C i=4,2,....N les sous—matrices
[N [ i, Ll

sur la diagonale de la matrice A+BFC.

D’o0 cette derniére aura la forme suivante:

: A ... A
£1 12 N
A+BFC={ #2: P2z 1 Pan 7>
A A A
i N1 N2 NN
Si les sous—matrices :A. . sont non-singuliéres et si
. v
N .
-3 -1 . :
b a1 > Y0 a | ¥ is1,2,....8 (8
.ot 1)
j=1

1™

alors A+BFC est dite A bloc strictement diagonalement dominant.

OO la norme de la matrice A est définie par

| A f=max ) fa] cod
L .
3

Le théoreéeme suivant sert pour la caractérisation du mode

décentralisé.

e

situdes

fixe
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Théoreme 1: [ ARMENTANO & SINGH (1982)1
Si la matrice A+BFC est a bloc Strlctement diagonal ement

dominant., alors elle est non-singuliére.
A la base de ce théoréme on donne le corcllaire suivant:
Corollaire 1:[ ARMENTANO & SINGH (1982)]

Soit s,< € est mode fixe décentralisé, alors

N o
Jca ~ s 107 s YA, | v F e RTPUCo
Ll o 1} 1
L] 1=
Ry
pour au moins un i, i=1,2,....N.

IL est une matrice identité de dimension n
L

1.2 Déterminatipn’de la nouvelle structure de la matrice de retour F:

On sait que dans la commande décentraliseée, est. associdée A chaque
sous-systéme une matrice de retour Fﬁ qui appartient aux blocs
situés sur la diagonale de F. Dans le but d’é&liminer les modes
fixes qui apparaissent comme une conséquence de la structure de F,
on propose de modifier c§tte derniére en ajoutant des liaisons
d’échange réduit d’information entre les sous—-systémes a travers

les retours de sorties

Pour le moment ,on suppose que F est 1l’ensemble des matrices gui

inclut la structure de ¥F. Par exemple, pour'N;é,rﬁ‘ peut étre

l’ensemble des matrices F tel les que:

F F 0
14 12
p=| © F,. © C11d
o O F
aa
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Si on désigne 1’ensemble des modes fixes ,en réspectant F, par:

NC,A,B, 3 =n @ [A+BF‘C ] 12>
Fed
on peut vérifier que:

AC,AB, P < NC,A B, C13

Soit S un mode fixe pour les deux structures F et 5& Alorsle

corollalra précédent ,appligqué a # donne, pour au moins un i

N
<A -s I>7*|T* s Y | A +BF C | VF < R™PiL,F e RN i
L o i R ¢ i
} i=1 B C14>
L

Ici, quelques éléments FH doivent étre nuls.

Puisque l’équation (14> est verifieé pour toutes Fu’Fu’ elle 1’est

&n partiéulier pour F‘VFj nulles
1 L3

On considére = etﬂg les ensembles des indices pour lesquels (10D et

(14> sont respécti&ement verifidges. A partir de cela, on peut dire

que:

Scs o 15>

ctest & dire que si S est un mode flxe pour les structures F et g
alors S satlsfalt C14) pour les indices i€ S tel que (1952 soit

vérifiée.

D’aprés cette analyse, So reste fixe pour la structure F et les
Fﬁ peuvent donc étre prises égales a zéro pour ieS smachant gqu’elles
ne contrlbuent pas a4 1'élimination de ce mode fixe. La structure de

la nouvelle matrice de retour sera donnee par le critére suivant:
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Critére: [ ARMENTANO & SINGH (1982)1
La structure de la nouvelle matrice pormettant d'€liminer le
mode fixe par é&change d’information entre les stations
de commands est cobtenue en ajoutant .les bBlocs matriciels

FH a4 condition que i S

Exemple 1: .

Scoit le systéme interconnecté suivant pour lequel les pairs CA,BD

CA”,BR i=1,2,3 sont toutes commandables et posséde. un mode fixe
L2

décentralisé a l1'origine.

01 i 00 O 0 000
11 11
x 0 : 00 o0 1 00
12 ; 12
SRR DYUUUVSITE VRO R SRR NN SR u,
21 1 0{ 01 01 000
= 21 + Uz
Y 00 O 0 00 00O
22 22 18 )
.............................................................................. a
00 01 01 000
31 31
_xaz__oo 0 0 ooﬁ_azj 001

%} .

>
u= F  x= [f. f. ] i=1,2,3
. 11 r2

La matrice d’état en boucle fermée aura la forme suivante:
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0 © o0 o0 o

£ 0 0 i 0 O
11 1z :

1 0 0 1 0 1

A*BE =1 o5 & £ £ i 0 0
21 22

o o o 1 o 1

o 0 o 0 if f

| 31 32_

A = £ et S =0 , on obtient

Jca >7*| 7= <1, =2,
131

| T
max{[|f.u'|+ ] 1]}

Donc So satisfait (103 pour 1 ensemble des indices §={ 2,3 }.

On peut vérifier que pour la structure

11

F
21 22 -7

T
i

ELS a3z 33

le mode So =0 reste fixe

En utilisant le criteére précédent, on trouve gue pour la structure
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F F 0
11 12

F={ O F 0
22

0 o F

33

Le mode fixe est &liminé.
2. ELIMINATION DES MODES STRUCTURELLEMENT FIXES :

Ici, nous allons proposer une méthode pour l'élfmination des modes
structurellement fixes dans les systémes décentralisés a 1l’aide de
" 1'échange d’information entre les sous-systemes a travers les
refours de sorties. Dans une premiére é&étape, nous définissons les
statidns de commande entre lesquelles la liaison d’échange doit étre
ajoutée. Cette liaison se caractérise parlle bloc matriciel FU'
Dans 1la seconde étapg, nous cherchons 3 minimiser cet échange
d'informatioen lorsque les sous-systeémes 1 et J sont respectivement
multi~ entrées et multi-sorties. Le résultat est issu de la méme
- idée dque celle de ARMENTANO & SINGH mais les appréches sont tout &
fait différentes. La méthode est basée sur la caractérisation bar

l’algébre de boole dbnnéefpar MOMEN & EVANS (18983a),(1883b) (voir
CH.IIID. '

Suite au résultat, nous dévellopons un algorithme que nous

appelons “ALGORI THME ELIM".

2.1 Elimination par é&change d’information entre les stations de

commande:

Considérons le systéme décentralisé donné par 1'équationCl.CH IID
et supposons qu’il est structuré et qu’il @ possede un mode

structurel lement fixé

On définit les vecteurs booléens (veoir CH ITII> comme suit:
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Vecteur de commandabilité de la station I.

i~ 2 o
K = k k . k
X

1=1,2,. . . ,N

Vecteur de commandabilité par 1'entrée u de la station I:

h ~h ach '
K'= '™ 2f¢ nEh . he{:t,z, P }
1 X I I I
I=1.,2, . N
Vecteur d’observabilité de la station JI:
T
M= |'m m "m
p J J J
J=1,2,_ .. ,N.
Vecteur d'obslervabilité de la sortie y1 de la station J.J=1,2,...,N:
s
L P 1
MY o= |'m m "m le{ 1.2, .m}
J J J
J=1,2,...,N

ou P, et m, sont respectivement les dimensions .du vecteur d'entrée
de la station 1 et celui de sortie de la station o
n est la dimensic;n' de 1l’'éspace d’état
N le nombre de stations de commande

T désigne la transposée de la matrice.
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Theoreme 2:
Soit un systéme décentralisé avec N stations 'de commande.
Un mode siructurellement fixe,s’il existe, est &liminé par
échange d’information entre les stations de commande si et
seulement si, il existé au moins un @ et un J pour lesquels
le bloc matriciel FIJ ne contenant pas d’éléments nuls est
ajouté & la matrice F.

‘Les indices 1,4 doivent étre tels que

K1®=0 , *¥T =1 et *m =1 ke{i.z,---m}

Démonstration:

. S&. dans la @atrice de retour F, on ajoute le bioc F}JCayanL tous
les éléments non nuls) alors il existe un retour entre toutes les
les sorties du sous-systéme o et toutes les entrées du scus—-systeme
1. Sachant que la condition nécessaire de 1’existence du mode
structurellement fixe décentralise est que; le systéme doit étre
complétemgnt s—commandable et complétement s-observable, c’est a

dire que :
) T ,
vKI=vecteur unité et vMI= vecteurs unité 1=1,2,...,N

et puisque 51: =0, le mode X, est fixe et il est s-commandable par
au moins une station 1 et s-obersvable par au moins une. autre
station a, le-bloc Fra introduit uﬁe liaison entre les sorties -du
sous-systéme o et les commandes du sous-systemes 1, ce qui rend le

mode non fixe.

Inversement si F}J:O, la matrice de retour décentralisé ne contient

que de; blocs sur la diagonale caractérisant les.retours locaux.
Sachant que le mode structurellement fixe est s—-commandable par une
station et s-observable par une autre station, il reste donc fixe

tant qu'il n’'y a pas de retour entre ces deux stations.

]

86



CHAPITRE 0¥

" 2.4 Elimination par échange d’information minimum eﬁtre les stations

de commande?

»

Supposons que les sous-systémes 1 et J, définis précédemment

sont multivariables.

Par le corecllaire suivant, nous donnons la condition d'élimination du
mode - stucturellement fixe a 1'aide d’un minimum d’échange

d'information entre les stations de commande x,J.

Corollaire 2:
Soit un systeme décentralisé avec N stations de commande.
La condition nécessaire et suffisante pour l1’élimination du
mode structurellement fixe a4 l’aide d'un minimum d’échange

d'information entre les stations de commande r et 4 est qu’il

existe au plus un élément non nul f;i de la matrice FIJ
, définie dans le théoreéme 2.
h et. | sont tels gque:
* =0, o1 et kil =1 ke{},z,. .n}
s 1 J

f#J I,JG{i,Zr....N}.
he 1,2,. .., e 1,2,...,m

Demonstration: .

Si on prend un seul <élément f;f #0 caractérisant une seule
liaison entre la sortie yi et l1'entrée u: ,en respectant les

. - —~ A . .
conditions:kl =Q, kE:=1 et km:=1, un retour de sortie est ajouté
=]

entre yi et _u: . Puisgue l’état'xk est s-observable et s-commandable

par la sortie et l’entrée citées, le retour ajouté permet l’éliminat-

ion du mode structurellement fixe.
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¢

Inversement, si la liaison entre u: et yi n‘existe pas et puisque
cette entrée et cette sortie n'appartiennent pas 4 la méme station
de commande, alors les liaisons locales du retour n'agissent pas sur

.

le mode xk. Ce dérnier reste donc fixe,

2.2 Algorithme pour la caractérisation et 1’élimination du modé

structurellement fixe décentralisé:

Considérons le systéme décentralisé donné par 1’équation C1.CH IID
et supposons qu'il est structure.
En se basant sur les résultats donnés par le théoreme 2 et le

corollaire 2, nous dévellcopons 1'algorithme suivant:
ALGORITHME ELIM:

Commande centraliseée:

Etape 1:
Tester la commandabilité& et 1’ocbservabilité structurelles
centralisées du systéme.

Etape a: .
Si le systéme est s-commandable et s-observable, -aller a
1'&tape suivante.
Sinon le systeéme posséde des modes strhcpurellement fixes

centralisés, stop.

Commande décentralisée:t

Etape 3:

Calculer, pour chaque station de commande le wvecteur de

. T
commandabilité K§ et celui de 1’observabilité M

respectivement de chaque entrée et de chaque sortie

Avec: 1=1,2,...,N . ,h=1,2,. .. P et 1=1,2,... LU

B
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Etape 4: T ‘
Calculer lesvecteursKl=vK: etM:=vMi.

Avec: 1=1,2,...,N ,h=l,2,...,pI et L=1,2,....,m.

Etape 5:

En utilisant la méthode de MOMEN & EVANS,C1983> Cvoir CH IIID.
calculer le véctéur' de caractérisation du mode
structurellement fixe décentralisé’ L:=vL: .I=4,2,...,N.

Etape 6B: -

E ]
Si Ls contient un &€lément nul, il existe un mode fixe, passer
a l'étape suiwvante.

Sinon le mode fixe n'existe pas, sﬂop.
Elimdnation du mode fixe:

Etape 7:

Soit *1¥ 1'elément nul de L® ke{ 1,2,....n }
Chercher les indices 1 et s pour lesquels les vecteurs KI et MJ
contiennent respectivement les éléments k%1=1 et kﬁJ=1;

Etape 8:

Ajouter, gans la matrice de retour, le bloc F}J. Ce bloc ne
doit contenir aucun &lément nul, .

La nouvelle matrice sera notée par .

Etape 9:

Pour aveoir un échange d’info mation minimum, chercher dans la
station de commande 1 ]’entrée u: pour laquelle k%h=1 et dans

la station de commande o0 la ortie yi pour laquelle k§;=1.

Etape 10:

Mettre tous les & éments de FIJ égaux a zéro sauf 1’élément
f;: assurant 1’échange d’information entre les stations 1

et 4. Stop.Fin.

. Exemple 2Z:

Cet exemple est donné pour atteindre un double objectif. Il sert

pour 1’illustration de la caractérisation des modes structurelleme-
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nt fixes par l’algébre de Boecle (CH IIID ainsi que 1la mét hode

que nous avons proposé pour l’&limination de ces modes
Considérons le systeme décentralisé structuré suivant:

N
¥ = A x +2 B u
= sI X

I=1

I 1Tx r=1,2,2

»* o] [ O [
o o o » »

A= ’ Bs1= > Bsz= * Bs3=

8
o o - o »*
O o o o -

Le graphe associé a ce systéme est donné par la figure suivante:
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" Les matrices bocléenne associées -aux malrices structurées sont:

An Bn"l R CIBI . I=1,2,3

Commande centralisée:

Etape 1:Commandabilité et observabilité structurelle centralisée

adMatrice d’atteignabilité des états:

£ [o] o O

(o] 1 [o] o
E=

o] 1 [»]

o] o 1

b)Vecteur d'atteignabilite en entrées:

u
col®

R =w - Rv.An Bp ou Bﬂz['Bn Be =5 :] ]
1 2 2

T
R =[ 1 1 1 1 ] . = tous les états sont atteignables
¥ .

<1
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cdCondition du rang terme:

r.t [ Ap Bn ]=4=n
Lo systéme ést s-commandable.

ddAtteignabilité en sorties:

<p .
1
R =« ~CbBv. ~ R ou- Ce=|Cs
Y . 2
Lign
Cna

a

Ry=[ 4 1 1 1 ]. =+ tous les &états atteignent les sorties

edCondition du rang terme:

Le systéme est s-observable

Etape 2:

Le systéme n’a pas de modes structurellement fixes

centralisés. On passe a 1’étape 3.

Commande décentraliséet

Etape 3: )
Puisque. les stations de commande sont mono-variables,nous

T

aurons: K =K R M;= M: et on passe directement a

1’étape 4
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Etape 4:

adSous—espaces d'atteignabilité de chaque station:

174 =Rw. ~B H R = v. AR I=2,2,3
u BI v BI
1 I .
(s ] 1 s
|1 1 1
R = R = R =
uk (o u o u 1
1 2 3
o] [») 1
ru =1 : ru =2 ru =3
1 2 3
T T T
1 o] o
0 1 o
R, = o R, = ) R, = 1
y1 yz ya
} 0O 1 o
ry =1 ry =2 ry =
Y, . Y, Yo i

b>Sous-espaces commandables et sous-espaces observables de

chaque station:

AyI
Prenons r.t[ Au Be ]: r.t et 'r.t = r.t 1=1,2,9
x I ct CBI oI :
nous vérifions gque:
r.t =ru. = K=R et r.t =ry' = M=R ‘1=1,2,3
b 1 u oI 1 . I Y

cI
I . I

. ' »
Etape ©:Calcul du vecteur de caractérisation L :
=]

adSous-espaces d'atteignabiliteé élargles:

Nous avons:

R AR =|'1#0 ; R AR =

[
~
0 » 0
C
. ox
[o 20 « T = B o]
hil
o
A
T
by
e
L |
’ Ll
[= 20 o B v R =
]
o
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1 [o] (5]
T o T 1 T ‘1O
R AR =120 : R AR =|"[=0 ; R ~R =|"|=0
u b'4 o o b4 o u 4 O
2 1 3 z 3 1
[+ ] 1 : o ]
Nous aurons donc:
1] 1 1
1 * 1 * 1
R = R = N 134 =R vk = H R =R R vk =
u (o] Lt [ u O u u u 1
1 1 2 2 2 1 a 2 2 i
(o] o 4
1] 1 o
*T T T 1 T T r T 1 T T 0
R =R R = ° i R =R R R = . : R =R = .
Y Y4 Y2 z Yz Y3 Y Ya Ya
1 § ‘ 1 o]

b)Sous-espaces d’atteignabilité communs entre lés_entrées et

'les sorties de chaque station:

1 1 [}
- M «T 1 *7 |4 - T g
R =R AR = i R =R AR = i1 R =R AR =
1 i _y1 O uz yz &) a ug ys 1
o a - |o
Do
.
r =2 . r_=2,; r_=1
1 2 3

R*R"=11{=0 R* R =
1 2° . i 3

TN
=B o B s R v
]

w
2000

De la on peut déduire que:
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K =K . K¥ =K . K'Y =k . K¥ =x
i3 1 ai a 23 2 a3z a
M =M . M =M . MY =M .M =M
13 1 a1 E 292 2 a2 a

stations .1 et 2 peuvent

Ici on remarque que seules les
commandabilité et

élargir. leurs sous-espaces de

d’'observabilité qui se déterminent comme suit:

ddSous-espace de commandabilité et d’obervabilité de la

station 1 ¢€largies en coopération avec la station 2:

1
K. =K K _=[*
- 12 1 z |o
Aru Bsx ©
r.t =r, t =3 r. b r -
=} ¥ ci2 1
C 0 T
-
02 ) M =MTvMT= 1
12 1 2 0O
o

el)Sous—espace de commandabilité et d’obervabilité de 1la

station 2 élargies en coopération avec la station 1:

1
E 3
K. =K K ={*
21 z 1 O
-
: Anz an » ©
r.t =r.t =2 . r.t _=r =
c21 c21 2 .
Bi ¥ T 1
M =M M =
21 1 o
o

fISous—-espaces de commandabilité et d'observabilité de chaque

station en coopération avec toutes les autres stations:

a5



CHAPITRE 0¥

idCommandabilité:

1 1 o
" - * 1 »*  » » 4 - W - 4
K =K K =) ;K =K WK = . K =K WK =
t 12 13 lo 2 zi za |o 3 31 a3z |1
o o o
iidObservabilité:
T T 4 T r |* r |°
1 * L 1 L [a]
M = M = ; Mo =M oM = : M =
1z a |lo z1 23 Jo 3 1
o o o

gdSous~espaces élargies commun entre la s—-commandabilitée et

la s—-observabilité:

1 1 o
- L !T 1 #* - _‘T 1 * » &T f'e]

L =K ~M = ; L =K M = : L =K ~M_ =
T M Y o 2z 20 2 o a 9 a3 1
[#) O 8]

hdVecteur de caractérisation du mode structurellement fixe:

» »* * L 3
L =L ~L L =
=] i 2 a3

[« N A

Etape B:

Le vecteur booléen L: contient le dernier é&lément égal & zéro,

Le mode associé a 1l’état x‘ est donc un mode structurel l'ement

fixe.
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Elimination du mode fixe:

Etape 7:
40 4
Nous avons k=+ , k—3=1 et mz=1.

d’ou 1=3 et J=z.
Etape 8:

La nouvelle matrice de retour aura la forme suivante:

F o o
1
F =| o F O :
2
o F F
3z 3

Remarque 3
Puisque les scous-systemes sont tous mono-variables,les

étapes © et 10 sonl inutiles.

Vérification:

Si on. suppose qu’'une réalisation admissible du systeme

structuré considéré donne un systeénme tel que:

-1 ©0 0 ©

o -1 0 O

Al o o -2 o
i o 0 © 3J

et les matrices BI.CI sont obtenues en remplagant,dans BBI.CBI
yles “uns* et les “zeros" logiques par des "uns" et des “zeros"
numer i quUes.

On vérifie gue ce systéme posséde un mode fixe .en So=3
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c’est & dire que les matrices SOI—A et SDI~CA+BFC) sont

singuliéfes.

En-utlisant le résultat de l’algorithme on trouve que la
matrice SOI—CA+B§C3 n'est pas singuliére V F. Par consaguent

le mode fixe est &liminé,
3. CONCLUST ON:

Dans ce dernier chapitre, le probleme de l’élimination des

modes fixes a &té abordé.

Dans une premiére étape, nous avons rappelé la méthode proposée
par ARMENTANO & SINGH (1982). Cette méthode algébrique est consacrée
aux systémes interconnectés décentralisés a paramétres connus. Elle
permet. donc d*&éliminer les modes fixes mais pas les modes

structurellement fixes, et ce en utilisant l’échange d’'information

entre les stations de commande.

Dans une seconde &tape.et dans le souci de trouver une-solution
au #robléme de stabilisation décentralisée des systémes structurés,
nous avons proposé une autre méethode, tout & fait differente de la
premiére, pour l’'élimination des modes structurellement fixes
décentralisés a 1'’aide d’un ¢échange minimum d’information entre les

stations de commande.

La méthode proposés constitue un moyen relativement simple et
éfficace pour résoudre le probléme de la commande décentralisée. Sa

simplicité réside dans le fait que l’'approche utilisée est purement

 structurelle ne nécessitant que des calculs de nature boolésnne. Son

&fficacité s’interpréte par l'absence d’erreurs numérigues de

calcul.

Par rapport & celle d’ARMENTANO & SINGH €1982), la méthode

" présente les avantages suivants:

-Elle permet de déterminer ies indices 1 et s des sous-systémes
entre lesquels la liaison d’échange d’information doit étre ajouter,

alors que la premiérerméthode ne peut donner'que 1'indice 1.

a8
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~l.”échange d’information peut étre minimisé et peut se ramener
A4 une seule liaison caractérisée par un seul &lément du bloc

matriciel F .
TS

~Elle peut étre utilisée pour les systémes multivariables

‘déceﬁtralisés et multivariables interconnectés décentralisés.

-L’appreoche utiliséde peut également  servir . pour la

décentralisation convenable de la commande d'un systéme.

-LLa nature binaire des variables mani pul ées, lui donne
l'avantage d’étre implémentable sur calculateur numérique et assure

l’exactitude des résultats méme pour les systéme de grande

" dimension.

g9
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CONCLUSION GENERALE:

Le travail présenté dans rcette thése conserne la commande

décentralisée des systeémes structurés.

Dans uhe premiére partie, une &étude bibliographique a éteé faite
" sur les bases mathématiques nécessaires 2 1’étude des systemes
structurés, oU nous avons donné des interprétations ~graphiques du
rang structurel. Cette partie se termine par 1’ étude des notions de
commandabilitée eﬂ d*observabilite classiques et structurelles des
systemes centralisés. Le passage par ces deux notions nous a éteé

obligatoire pour les deux raisons suivantes:

~D*une part, pour mettre en évidence leur aspect structurel qui
est nouveau pour un grand nombre d’automaticiens.

-D’autre part, pour préparer le chemin a 1°’étude de la commande
décentralisée, puisqt‘elles constituent des conditions nécessalre

pour la commandabilité et 1’observabilité décentralisées.

Dans une deuxiéme partie, nous avons abordé le probleme de la
commande décentralisée dont 1’é&lément essentiel est celui du mode
fixe. Des caractérisations de cei dernier ont éte ‘données par
differentes approches allant de 1la représentation drétat a la

représentation_par matrice de transfert.

Lors de 1’étude, noOus avons constaté que les " caractérisations
baséessur le test du rang des matrices ne peubutpas stre utiliseées
pour 1’évaluation du mode fixe. Une autre démonstration du théoréeme

principal.d'ANDERSON 4 été& &galement donnée. .

Dans la treoisiéme partie, nous nous Zommes particuliérement
interessé a 1 Yaspect structurel du probleme de la commande

décentralisée.

Le probléme de la caractérisation des modes structurellement
fixes décentralisés 2 &té abordé par l’élgébre' linéaire, 1’agébre
bool éenne et par 1a théorie des graphes. La représentation d’un

sysiéme par les graphes permet de metire en reliefl la structure
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interne et les liaisons entre les différentes variables du procéssus.
Les téchniques basées sur l’algébre de Beoole, gque nous avons

' présenté ont le grand avantage d’étre implémentable sur calculateur

numérique et de ne pas avoir des érreurs ‘de_ calcul. Les vecteurs
. L] B

bool éens utilisés pour caractériser la commandabiliteé et

l*cbservabilité décentralisées, expriment d’ une maniére trés

explicite les socus—-espaces d’'état commandables et observables ce qui
facilite la détermination de la commande et de l’observation par un

minimum, respectivement, d’entrées et de sorties.
p

Les caractérisations par les graphes des modes structurellement
fixes ont é&té présentées par deux méthodes. La premiére est fondée
sur la caractérisation par l1’algébre lingaire [PICHAI & SEZERC18984D]
et la seconde sur l’interprétation par graphes des coéfficignts du
pol ynéme caractéristique du systéeme en boucle fermee
{REINCHKE (189842). L'analyse de ces deux méthodes a permis de
relever un certain nombre de remarques, a savoir;

—La premiére méthode présente un caractére puremenL structurel donné
par les conditions d’atteignabilité et du rang structurel exprimées
graphiquement., ces derniers ne nécessites pas la connaissance des
valeurs numériques des paramétres du systéme.

-Par contre dans la seconde métheode, et pour un mode non nul, la
condition a un caractére numérigue puisqu’elle est basée sur la

connaissance de la valeur numérigque du mode fixe.

Dans la quatriéme et derniére partie, le probl éme de
1'élimination des modes fixes décentraliéés a ¢eté abordé et une
m&thode strutiurelle, fondée sur les caractérisations par 1'algéebre
de Boole, a éLé proposée ainsi qu’un algorithme pour 1’élimination
des modes structurellement fixes. L’intérprétation par graphes des

résultats obtenus reste un probléme ouvert.

D*autres caractérisations des modes fixes décentralisés
pouront..a noilre avis, constituer la suite de cette é&tude, en
exploitant d’'autres types de graphes tels que les graphes biﬁartis
préséntés au chapitre 1, ainsi que des caractérisations en terme de

zéros multivariables.
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Le probléme du rejet de perturbation des systémes structurés

décentralisés peut aussi é&tre abordé. Des travaux dans ce sens ont

été entrepris par plusieurs chercheurs; [SCHIZAS & EVANS

C1981),COUMMAULT , DION & PEREZ (1991> ...] mais pour des systémes

centralisés.
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