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INTRODUCTIONM

La connaissance incomplete du comportement d’'un signal dans
son domaine de définiiion, supposé fini, ainsi que la
connajssance de son spectre fréquentiel représentent un probléme
essentiel et fondamental que 1'on doit, souvent, résoudre en
traitement du signal. Pour cela, on a recours a 1;extr§§olation.
En effet, il s’'agit de prévoir le comportement du signal dans
tout son domaine de définition a partir de la connaissance d’une
petfte partie seulement de ce domaine [2,3].

Parmi les domaines des sciences physiques oJ on est,
souvent, confronté a ce probiéme; nous citerons dans le cas

unidimentionnel la situation classique ol on dispose de mesures

incomplétes, donc de données non disponibles ou m®me parfois

inaccessibies, pour decrire ‘un phénomeéne. Dans le cas
bidimentionnel,. 1le .probléme se pose, naturellement, en
traitement de 1'image avec ses multipleé applications en
médecine et en sciences naturelles comme la géologie, 1la

méteorologie ou 1’'océanographie. On peut rencontrer ce probleme,
également, dans le domaine de la reconnaissance des formes ou
dans le graphilisme par ordinateur.

Tout le long de ce travail, la méthode d’'extrapolation de
Papoulis [2] de signaux qnidimentionnéls et bidimentionnels a
été analysée et testée. Cette méthode s’applique aux fonctions a
bande 1limitée {11. L’algorithme consiste en une méthode
itérative qui utilise les propriétes des fonctions a bande
limitée ainsi gque les transformees directe ét inverse de
Fourier. L’'algorithme s’'appuie sur la reduction de 1'énergie de

l’erreur entre le signal obtenu et le signal désiré ou réel [3].




Intraduciion

La diminution de 1'erreur quadratique ainsi -gque la
convergence de l’algorithme ont été étudiées et démontrées pour
le cas wunidimentionnel au deuxieéme chapitre. Dans le cas

bidimentionnel, la démonstration de 1a convergence, ainsi que,
la réducpion de 1’erreur quadratigue suivent les mmes étapes.
Neanmeins, leur présentation dans ce manuscrit peut allourdir
ce travail et wvoiler, partiellement, l’aspect gualitatif de
l1’étude de cet algorithme. Bau troisiéme chapitre, nous
présenterons les différents résultats obtenus apres avoir
appliqué la meéethode d’extrapolation a quelques exemples dans les
deux domaines, unidimentionnel et bidimentionnel. Nous

evaluerons, quantitativement, la réeduction de l1’erreur

guadratique pour chague cas. 11 est & noter que, dans le cas

unidimentionnel, 1 extrapolation se fait & partir de la
connaissance d’un seagment ; alors que, dans le cas
bidimentionnel, 1 extrapolation se fait a partir de la

connaissance d'une surface. Ce qui suppose, . intuitivement, une
convergence moins rapide. | )

Enfin, le dernier chapitre sera consacré a 1’étude -d’une
application particulieére de.cette méthode a la feconstruction de
la somme de deux sinusolides [4) et a la comparaison entre
1’algorithme de Papoulis et deux autres méthodes
_d'extrapb]ation: la méthode d’extrapolation de Harris [93], et
une méthode consistant a développer la fonction a extrapoler en
uhe somme d’ondes prolates sphéroidalés [10}. Cette comparaison
permet d évaluer 1'efficacité de la méthéde présentée dans ce
travail, et sa commodité de mise en oeuvre informatique. A la
fin de oo chapitre, on prédentern, d'uane mani ére nrurcinte, una
nouvelle approche d’extrapolation de fonctions a4 bande 1limitée

bidimentionelles T16].



Ehapitre J
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Frasg e aiton de la méthode wrexts apolation

Chocttre [ ;

PRESENTATION DE LA METHODE D®EXTRAPOLATION

La méthode d'extrapolation présentée tout le 1long de ce
travail s’applique aux fonctions a bande limitée. I1 est utile

de définir ces fonctions.

1T.1: Fonction - bande_limitée:

Une fonction f(t) est a bande limitée si elle  satisfait

les deux conditions suivantes [1]:
~%a transformée de Fourier est nulle en dehors d’un
intervalle fini,

F(w) = 0 pour |w] > ¢ - figure 1(a)

—~50on énergie E est finie,

R + o
r 2 1 2 ) ,
E = J}!:(t)|- At = g |F(wy| .dw < o figure 1(b)
Tew | —
Fa) , £(t)
y U y t
- o ] +0r
(a) (b)

Figure 1: Fonction a bande limiteée

11




a0 ation de la méthode - ntrapelation

En physique, il existe un grand nombre de prhenomenes qui
peuvent €tre décrits, soit par des fonctions & bande limitée,
soit par des fonctions a temps limité: il existe une dualité
entre les propriétés des fonctions & bande limitée et les
propriétés des fonctions a temps limité [1]. Ces phénoménes sont
soumis, essentiellement, aux limitations occasionnées par les
transducteurs utilisés. Nous citerons a titre d’exemples:
les antennes qui posseédent un diagramme dé rayonnement sur uhe
bande de fréquence limitée & cause de leurs ‘dimensions, la
transmission de 1’information & travers des canaux possédant une
bande passante limitée dle, en partie, a la technologie

utilisée et 1’imagerie avec des lentilles de dimensions finies.

I.2: Description de la méthode d’extrapolation:

Pour illustrer la méthode, nous nous proposerons
d’extrapoler une fonction f(t) particuliére a bande limitée
ffigqure 21 dans tout son intervalle de définiiion, a partir de
la connaissance d'un petit segment g (t) de £(t) {(figure 3)

&)

fit) , F(a)

R
£

N A o 2
‘ Fiagure 2:

La fonction & extrapoler et sa transformée

iz




Pirenlation de la méthede dextrapolation

Par hypotheése, la fonction go{t] est nulle en dehors du

segment connu (figure 3),

fit) pour |t] = T
0 pour. jtf > T
goftl
1
Y t

-T T

Figure 3:

La fonction gott) quil représente le segment connu

La premiére itération commence par }’'étape suivante:

-0n cherche la transformée de Fourier de go(t),

+00

H

. 1 — 3
Gg(m] [.qo(t}.exp( Jﬁp).dt

-_(“_U‘

+7T

[‘qo(t).exp{—th).dt (1)

ToT
Go(w} est representee sur la figure 7(b).

Sro . .
-0On applique la i condition des fonctions a

13
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o -eentation de la methode drextrapolation

limitée citée précédemment: orn multiplie GO(M) par une fonction

"fenStre" P.(®) (figure 4) pour former F (o),

P, (o)
’~
1
y W
-y o
Figure 4:

La fonction "fenftre" p&(w]

Fo(w) = Gy (&) . P (W) avec p,(w) =

o

{ 1 pour |w| = ¢

- 0 pour |w] > ¢

Fi(w1 est représentée sur la fiqure 7(c). On dira gque Fi(w)

25t obtenue, a partir de Gofw), par tronguature.

-A present, on Tretourne au domaine

temporel en
c¢herchant la transformée inverse de Fourier de Fi(w); ce qui
“donnera fl(t)‘représentée sur la figure 7{d).
+00
f 1ty = _1 F (). exp(iwt) . dw
1 2l i 0 -
-0
o
’l_r 3
= e—— o 3 143 gl
ﬁﬂl Eil";.expfj ty.dw (3)
—fl[tl sera, alors, corrigee par le segment connu
gO[t) de £(t}. On formera, donc, la fonction gi(t) comme suit:




Sraettation de o méttode dextirapolation

N S8+ Dg r-f (£))p (b o (4)

-1 pour [t| £ T
ou pf.tJ={

~ 0 pour |t| > T
p%(t) est représentée en figure 5.

pL(t)

1

T

Fiqure 5:

La fonction "fengtre” p (t)
T

gift) est, représentée sur la fiqure 7(e).

A ce niveau, une itération compléte a été exécutée,

on
calcule alors 1l'’erreur quadratique e :
+0
| otEeny 0% at
e = L) = : .
1 o VRN
-0
51 1l'erreur quadratiqgque est relativement faible,
l'algorithme d’extrapolation s’arrcste. Sinon, on exécute une

nouvelle itération.

18




v senlation de la méthode d'exirapolation

f(t) F(®)

\/ -T T \/H‘ -0 o Yo

Figure 6: La fonction a extrapoler et sa transformée

() Gy (9)
e
. ’/\ N
-T T ldd o
(a) (b)
fift) Fo@)
Fa—
S’ o T ~_7t - o o
() (c)
|
4
a, (L) G, (w)
\-../ T T \/ Yt e o » 0
(e) (f)

Figure 7: Signaux de la premiére itération

16




oo rtalton de la méthode dexirapolation

, L. L Léme . .
D'une maniére géneérale, 1la n itération se présente

comme suit:

~1:Transformée de Fourier de g 1(t) gui est la
e
eme

i
in-1) approximation de la fonction f(t):

+Q0
G _, (w) = Jign_i{t)-exp(-Jth-dt (5)
-00
~Z:Tronquature dans le domaine fréquentiel:
(%)

F W) = G (®).p ()

~Z:Transformée inverse de Fourier: retour au domaine

temporel .

00
f (ty)= 1 F (w).exp(jot).dw (7)
n- 2l N
T ow
~4:Correction dans le domaine temporel:
-y = - 8
qh{t} fnlt'l + fqo(t).fn.(f__)].p,r(t) (o)
~Z:zalcul de 1’erreur gquadratique:
LN &
(9)

2
e = [feti-g (t)] .dt

(58]

l1’algorithme survient quand 1’erreur

Le test d'arrét de

17
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vootentalion de la méthode drenirapolation

guadratique e ne diminue, presque, plus. Pour cela, on compare
deux erreurs gquadratiques successives e et e e L'algorithme
‘ n v

5’arréte gquand la différence entre e et e devient
- : - n Tt _

arbitrairement petite:
e -e L«
nontt

"€" est un nombre positif, relativement petit, choisi au

préalable,

On aurait pu définir un autre test d’arrdt aussi efficace,
qui surviendrait quand 1’erreur quadratique e est inférieure a
. - ia]

un nombre "£'", choisi au début.

Dans le cas ol on ne disposerait pas de la fonction a
extrapoler f(t), on pourrait définir un autre critére de calcul
de 1’erreur quadratigue e Qui serait la différence entre les

fonctions oblenues aprés deux itérations successives:

+ 0

n+

. ‘7- 2 -
e =J!q 1(t)—gnr_t)l .dt

. o}

I.3: Réduction de 1l’erreur quadratique dans le domaine

frequentiel:

Montrons que la valeur quadratigue de Iferreur (F(w)—Gh(w])
est réd@ite a4 chaque itération: ce gqul revient a montrer la

convergence de G (&) vers F(w):
- n

D’aprés la relation (9) et le théoréme de Parseval ([6],

18




Frocentation de la méthode d'extrapolation

) iéme .
1’erreur quadratique e de la n itération peut s’écrire:

+0 +0

- JEce )1%.at = —2| |Fw wy1% . aw 10
e - (t)-g (t)] .dt = T Frw)-G_ (e . (%)

-0 ‘ -0

Developpons en découpant 1'"intervalle -® {( @ < +® en trois

parties:
- +
- | tre-6_ )12 a0 + 22| [F@i-6 ()12 a0
®n 2N (%) n A 20 ! :
-0 _ -
+0
v = @) -6 (017w
+ o1 o - ) .
o

Appligquons la relation entre qu(w) et G“(w) donnée par
1 'expression (6):
3 W)y = G (Ww). W
Fl (@) = 6 (2).p(w)

Ce gui revient a, dire gue:

- G (w) pour |w| = ¢
VURE { ’
- 0 pour |w|] > o
L'erreur quadratique e s’écrira alors:
—Y +0
1 7 1 . } 2
e - 21-1[ lt'tw;—uhtw)! S g é‘hJ | ¢ tw)-F (W) .dw
0 -
+00
1 2
+ Eﬁj |F(w)-G_(@)] .dw
+r




Pressnlation de la méthode “rovir walalion

Il est évident que le premier et le troisieme terme sont

positifs ou nuls:

— )

= IFw)-ag fco)lz & Z 0 et — | F (¢ z >

2l - n' T 2l (@)-G (@) .aw 2 o
'—'JU +o

Nousg en déduisons que:

+r

e 2 — | F(@)~F ‘(w)lz dw
n 2l T Tt o

-

Sachant qgue f({t) est une fonction & bande limitée:

F(m] =-Q pour [wt > oo

Et d’'aprés la relation (6):

an+1(F0) =0 - pour If.ol > @

Ce gui conduit & poser:

E¥e4 +00

» 1

2 ——
ol 211

| F(w)—F vlzdw——ilpmr-' wlzdoo
t .‘}_ h+1[") o _.zﬂ (@)~ n+1[ )

- ' ’ - s

Utilisons, encore une fois, le théoréme de Parseval:

440 RNV

1 2 ' Z
o= e reyy— [ s TINN-- -
°, = j.un) P, el ae Jlf(t) £ (B ar (11

-0 - ~0




Présentaiion de la mélhode dexirapclalion

D’aprés la relation (B) f +1ft) s’écrira:
g |

Fag(8) =9 (4 = [g (t)=€  (tj1.p_(t)

Remplagons fnu(t) rar son expression dans la relation

(11):.
+00
- 2
> - -
e Z J lE(t)-g (t)+lg (t)-f  (t)1.p (t)} .dt
-0
Développons l’'expression a 1'intérieur de l1’intégrale comme
suit:
+0 +0
> | t IZ d | t)-f t t |2 dt,
e 2 £it)y-g (t)] .dt + lg, (t)- ne g | )].pT( o
;C(g -
'+(.'0
+ ZJ [f(t}—gﬁ+1(t)].[go(t)ufn+i(t)].pT(t)-dt
-0
Sachant que:
1 pour |t|<€T
ity = {
T
- 0 pour |t|>T
Alors,
+00 ' +T
= : y 17y | ty-tL i1’ at
oo {f-l.tl—c_lh+1(.f-J LAt g tI-L ()] ¢
—0 _ -T
+T

+ ZJ [f(t)—gﬁ+1(t}].[golt)-fh+1(t)]-dt

-T




Présentation do la méthode o

P
B

De méme, pour -T £ ¢ < T

- 4

Iolt) = f(t) et g (t) =

Ir s s 9,(t) d’aprés la relation (8)

Alors le deuxiéme membre de l'inégalité se limitera a:

+00 +T
e 2 j [f(t)-g (t)!z.dt + J fg_(t)-f (t)lz-dt
3] n+ 1 o] n+ 1
-0 -T

Il est bien evident que le dernier terme de cette relation

est positif ou nul: '

+T

g (t)-f (t]lz dt = o
"0 Tn+td )

-T

Alors, nous pouvons dire que 1l’erreur quadratique eh est:

+0

. 2
o= -
e, -Jlf(u 9., ()l .at

-0

Utilisons le théoreme de Parseval pour exprimer 1'erreur e

dans le domaine frequentiel:

+00 +0

e 2| |frtr—q (t]lz dt = —t lF(m)wc rwxlz dw
n T ‘ “n+ 1 ) 20 N+ )

=00 -0

Finalement, en utilisant 1’expression de e donnée en (10),;

nous constatons ue la deuxiéme intégrale n’'est autre ue
g g g




Prezentation de la mert, s Hodrapolation

l1’erreur d'ordre "n+1", c’est a dire e .
N+
+00 +00
1 z 1 2
e = — W) - Wyl Lan 2 —= Wy — w Ldw =
" o [F(w) Gh( Vio.de sz | F(w) qu( R € e
-0 -0

Et on voit bien que 1’erreur quadratique moyenne est

reduite a chaque itération.
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Ty Cryence

Chapitre 1

CONVERGENCE

Pour prouver la convergencé de l’algorithme, développons 1a

fonction a bande limitée f(t) en une série de fonctions ¢k(t)'

LY : S
= . 1
£(t) Zak GO (2)
' k=0 '
ol les ¢k{t) sont des fonctions d’ondes prolates

sphéroldales a bande limitée [Annexe A.2); et les a,  sont des

ceefficients donnés par:

+00

a = J.f(t].¢k(t).dt

-0

Nous allons démontrer puis utiliser un fhédréme qui exprime
: 1éme :
la fonction fn(t) de 1la n itération a l1’aide . des

coefficients # . des valeurs propres R} et des fonctions ¢k(tj.

I7.1: Théoreme 1:

1éme

La fonction fﬁ{t) de la n itération est donnée par [21:

R
a -1 e .¢k(t)

0.

n L.

ity
f ftj = f(t) - T
k=




A er sonce

ol les Ak sont les wvaleurs propres correspondantes aux

fonctions propres ¢k(t) [Annexe A.2.b].
I1.2: Démonstration du théoréme 1:
Supposons au départ que f(t) = ¢k(t}, nous montrerons par
récurrence que:
. ~ hn
E () =R .¢ (t) ol A = 1f(1~hk)
Les fonctions ¢i(t) étant des fonctions a bande limitée
{Annexe A.2.b], et comme f(t) est aussi une fonction & bande
limitée, la supposition du. départ se trouve, parfaitement,

ustifiée,

I1.2.a: pémontrons pour le cas (n = 1):

! ) ) | ‘ B = : = X
11 s’agit de montrer que fift) A1'¢k(tj k.¢k(t).
En utilisant les éguations (2) et (3), on a:

+7 +g
£(t) = =2| F (W) .exp(jnt).dw = _af
1 201 1 ' . ST

—-Y : -

Gy (9) B, () .exp(Fut) .o (13)

Go(w) étant donnée par 1’équation - (1), on applique 1le

théoreme de convolution a 1l expression de fift) et on trouve:

sin(ot)

A R N e o




Losherranse

On pourra exprimer fiﬁt) d’une autre maniére:

+M

_ sin(o(t-x))
fz(t) = J‘go(x). H(th] .dx

f(x) pour |x|XT
-avec go(x} = {

0 ‘pour |x|>T
On écrira, alors:

+T ‘
sin(o(t-x))

fl(t)_= J‘f(x)._ T(to)
‘ -T

On a supposeé, precédemment, que f£(t) = ¢k{t]; donc:

+T , _ ‘
. _ sin(Cc(t-x)) 14)
fi{t);‘— J¢k(x]- MT(t-x) .dx (
-T ,
D’aprés la définition des fonctions ° d’'ondes prolates

sphéroidales (Annexe A.2.a), l’équation (14) devient:

+T ‘
sin(o(t-x))
= |- . - dx o= A,
£, (t) [¢k(x) Tty 9% = A9 (t)
A
Le cas (n = 1) est, donc; bien démontreé.

II1.2.b: Démontrons pour le cas (n+1):




S o : F = ks y = _ —_
upposons que n(t} An ¢k(t] ou Ah 1-(1 Kk)

montrons que:

; . B ' L
fnﬂ(t) = Anﬂ.qbk(t.) ou A - 1—(1—7kk) ]

D'aprés 1’équation (7):

+00

n+ 201

f (t) = ——1J F o (®).exp(int) . dw
-0

Et en utilisant ]’expression de Fh+1lw) donnée en

+00

1 .
£ () = ?ﬁ'f G (®).p, (@) . exp(iwt) . .dw (15)

-0

Rappelons que Gn(m) est donnée par 1'équation (5y:

+00

Gnlf—'—"} = an(t].exp{-jwt)-dt

-0

En appliquant le théoréme de convolution sur

I"équation (15) devient:

_ sin{ct)
fnﬂ(t) =g, (t) x Mt

Remplacons gn(t) par son expression donnée en (8):

t.onvergence

™
, et

(G):

_fnﬂ.(t)'



Convergence

_ _ ' sin{ot)
ﬂwi(t) = I fhft) + (gait] fn(t))-P&(t) 1 x T e

f(t) pour |t] £ 7

Comme , go(t) = { » ONn pourra écrire:

0 pour |t} > T

_ _ sin(ot)
Frg (8D = DL (0) + (£(0)-£ (£)).p (t) 1 « B e

Utilisons le fait que:

£(t) = d(t) et £ (t) = A .4 (f)

_ _ sin(ot)
frag (V) = DAL (0) + (1-8 ) .8, (t).p (t) ] = T

D'aprés le théoréme de convolution:

+00 .
~ L sin(o(t-x))
£ () = J[ A P (x) + (1-A).8 (x).p (x) ]. Mitox) 9%
~0
+00 +00 A
~ sin(o(t-x)) ' : . sin(o(t-x))
£ (t) = Anj¢k(x) T(ton) GX+(1.—An)J P (X)L (x) T tox)
- -0
1 pour |x| =T
Comme pr(x) = { . on écrira:
-0 pour x| > T
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+0)

+T
. : r
sin(C{t-x}) sin(o(t-x))
f = ¢ - 3
n+1(t) Anjqbk(x] n(t——x) dx + (1 Ah’J ¢k(x) H(t-—x)
~00 )

Encore une feis, en utilisant la propriété
d’orthonormalité et d’orthogonalité des fonctions d’ondes
prolates sphéroidales [Annexe Al:

- ot -A ).
L (8) = A & () SR ALLG )
= Y -
£ (%) La +2 .1 A) ].¢1(t)
En reportant 1’expression de ‘An (An= 1—(1—Kk)p)’ et en

simplifiant, on aboutit a:

i+

- = — . _..\A. n+1 & =
f ot (1-(1-x ) 1.9, () An+1-¢k(t)

Le cas (n+1) est, donc, démontreé.

On écrira, Jdonc:

. ‘ ™ '
! = ! = -— '—.)\7 .
£08) = A @ity = [ 1-(1 M P e
Appliguons ce résultal au développement de f(t) en (12):

e.1)

' | £ (t)
frt) = Zak.f;bkr.t) =P (L) =
n
k=0
0 ©
2l
= L 1 = T — ._)‘_ )
£ (t) ) a B . (t) / a -l 1-(1-2 ) ].¢k(t)
k=o k=o
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0 w .
n
£ (t) = Z ak.¢>k(t) - Z ak.(l—:\k) .¢>k(t.)
k=0 k=0
Finalement :
0
. n
£ (8 = £0t) = ) A (1-A )79, (¢) (16)

k=o
Le théoréme 1 est démontreé.

Le théoreme suivant montrera la convergence de f (t) vers
. n

f(t) lorsque le nombre d’itérations “n" augmente,

I7.3: Théoreéme 2:

Four {out t, fﬁ(t] tend vers f(t) quand n tend vers

i "infint,

1T.4: Démonstration du théoréme 22

En utilisant 1 'expression de t (t) de 1la relation (16)

obtenue au théoréme 1, 1’erreur e {t) s’écrira:
m




Converygence

e (t) = f(t) - £ (t) = Z a . (1- >~ ) ¢k(t) (17

Pour démontrer ce théoréme, il suffit de démontrer que

en(t) tend vers 0 quand n tend vers 1"infini.

I1.4.a: Evaluation de l’énergie EZh de 1’erreur eﬁ(t]:

+00 +Ct'.‘)m 2
E=Je (t)dt=J' [Za{l?\.)¢'(t)]dt
n k=0

-0 -0

Développons 1’expression de Eh*

+00
T 2 g ‘ N n
E = J [ E a (1- ?& ) ¢> (t) + z aa(1-A) (1-A) ¢ (t)P (t) ].dt
n k i L] L 3 1 J
" O L29
'g?f_]
o)) +00 .t ‘
2 ' n n
E = a (1-A ; ¢ (t)dt + Ta a (1-*) (1-}) P (L)@ (t)at-
n k k L‘L_j L o i ]
k=a -0 Lig -0
' 1=
Utilisons- la propriéte d’o;thonormalité des fonctions
d’ondes prolates sphéroldales {AnnexefA.z.c]:
m -
: 4 2n
= ) - ‘ 18
E Z a, - (1-7) (18)
k=0
IT.4.b: Evaluation de 1’énergie E du signal frty:
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Par Aéfinition

de Joenergis et en utilisant la relation
(12) qui décrit la fonction f(t):
+00 + 00
4] 2
2
E=J-f(t).dt=J za} qtrk(t)}dt
- k=0
-0 -0
+00
Q z 2 v
E =J [ Ea ¢ (t) + z a.a . ¢ (t).9 (t) ].dt
: k k : Eop oL J
L]
o +00 w0 +00
E“'2¢‘2tdt P (t).¢ (t).dt
= ak . 1:( ). +_  at,,aj. .L( Y. j.( ).
k=0 - i._fg -0 ‘
35!5
Appliquons, encore une fois, la- propriété
d’orthonormalité des fonctions d’ondes prolates

[Annexe A.2.c}:

Comme le signal f(t) est une fonction a bande limitée

(19)

sphérol dales

f11,

on dira que son énergie E est finie. On peut, alors, eécrire:

¥V e > o,

Sachant gue:

avec: Y

3

i
. 2
I N>0 tel que: E = a <&
k>N
A o<1
k 4
30 guand Kk——————m

3




Gonvergence

1A > N T Ay > -+ >0 [Annexe A.2.b}

En 1’appliquant a 1’ énergie de 1'erreur En'trouvée en (18):

S ¢ N 4]
2 2n 2 : Zn 2 2n
= — = —-?\_ -
E a (1 Kk) N L) +Zak.(1 ?\k}
k=0 k=0 k>N
N 64] - N w
z zn 2 zn 2 2
< a  .(1-=-X = - .
I D ICR I
k=0 _ k>N T k=0 k>N
Sachant que 1’énergie E du signal est donnée par: ¥
w N ¢4
2 2 . .2
E_—Zak. >Z:ak de neme gue: Zak { £
‘ k=0 k=0 kN

L’énergie de 1’erreur Eh sera alors bornée par:

' Y S ,
0 CE < (1A ) .E+ £ (20)

- ; 2
Comme , {1—KN) < 1 et (lmkN) n—n————* 0 qgquand n ————— m

et E > 0,
T

£ etant arbitaire, on aura finalement:

En ——> 0 guand n —— ®
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Cel e

iP"autre part, 1'erreur -~ i1a n itération =st donneée par

1’expression (17):

]

{

fthy
4]

fit) - fn(t}

les fonctiong f(t) et fn(t) étant des fonctions a bande
limiteée, i1 est evident gque eh(t] sera aussl une fonction A

bande limitée.

On peut, donc, dire que en(tj sera bornée par 1’'expression

suivante [Annexe A.11]:

3

le ()] <

Comme En——ﬂ———+0 quand n ——w , il clair que:

[en(t)] tendra vers 0 quand n tendra vers 1’infini.
11.5: Convergence de I' (w) et G Cud:
n n
Nous avons démontré la convergence de fn(t) vers f(t);

etudions, a présent, la convergence de Fﬁ(w) et Gn(w) vers F(w),

D’aprés le théoréme 1 et 1 ’éguation. (16), fn(t) s'écrira:

7 mw
: 4]
£ (t) = £(t) - a, . (1-A ) @ (t)

k=0

Remplacons f(t) par son expression en (12), nous aurons: .



’.:ufn';"}['glzf'sllfﬁ

>1-

i _ .—;1 h‘
fh{t) ak.[i (1 - ) J.fffk{t.)

k=o

La transformée de Fourier de fh(t) sera, d’apreés les

résultats en [Annexe A.2.d4]:

CO .
F (@) = a L [1-f1-n )"y —E ¢, (b ()
n K e F (B9) -, (9)
k=0 LY
Tk
‘ 2[lT T
avec B = — b = —

()
n [ag 'qbk{b()
k=g by
k
foa)
NDe méme, f(t) = Z a}_.qﬁy(t)
k=0
La transformeée de Fourier de f(t) sera d'apres les
résultats en {Annexe A.2.d}:
o0 0
Fwn=va 5 ¢>rbm1p(m=13p(m) a ! -.¢, (bw)
. | L‘ L.. - k' 1l - 0 3 . O’ - k- . L

k
- k=o' ¥ kk k=0 Y A

k

Sachant que [1ﬂ{1—Kb]”] tend vers 1 quand n tend vers

1"infini,alors, Fr(w} tend vers F(w).
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Hiudions, a présent, 1. Cowvergence de G oLy,
™ :

L’expression {8), nous donne:

g_(t) =-fnﬁt) + [qo(t)-fh(t)]-pT(t)

Avec,

{ fit) pour |[t]=T

.0 pour |t]>T

Donc,

g, () = £ (%) * [f(t)"fn(t)]-pT(t)

Remplacons f(t) et fh(t} par leurs expressibns

respectives
(12) et (18):

oo : 4 4

44
v n ' n .
g (t) = E: ak.¢k(t)—zL‘ak.(1—lk) .¢k(tJ+§:-ak-{1—Kk)-¢k(t)pT(t)

k=0 k=0 k=0

0
) n
g (t) = ak.[1~(1-hk; ].¢k(t) +-

X0
: N {
a - (1-M )@ (t)p (t)
k=g =

k-o

La transformeée de Fourier de gh{t) sera [Annexe A.2.d]:

w w
n B ‘ n '
%“‘”*Z a, l1-r1-2 ) J—m——cﬁk(m,)po,(whz a (1A ) BY A @ (bw)
k=0 hk k=0
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Finalement,
o

+ BL ak(

k=o

i

G () Fo(0)

12,07 YN, (b

. n . .
- Comme (1—Ak) tend vers zero quand n tend vers 1"infini, il

est clair que Gn(w) tend vers Fh(m), donc vers F(w).
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PRESENTATION DES RESULTATS

Le long de ce chapitre, nous présenterons  quelques
applications numérigques 'permettanf d’illustrér La méthode
d’extrapolation de Papoulis étudiée dans ce tfavail. Deux
logiciels ont été élaborés dans ce but: 1le prémier concerne

1’extrapolation des fonctions a bande limitée & une. dimension
[Annexe B-1) (extrapolation d’'un segment); le deuxiéme concerne
1’extrapolation des fonctions a bande limitée a deux dimensions -

{Annexe B-2) (extrapolation d'une surface finie ou section).

III.1: Extrapolation de fonctions & bande limitée a

.une dimension:

Quelques fonctions a bande limitée ont été expérimentées:

£(t) = 315{331 ;

o 2
. SI1n{gL)
teey - [_n—t—*] ;

COs (&)

frty =
! . 2
[1-(20t /1)
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I11.1.a: Extrapoiation de: f(t) = sinfet)/llt

Cette fonction se présente comme suit (figure B):

fie)

Figure 8:

‘La fonction f(t) = sin(ot) /It

F{w)
T
. — @
B ad o
Figure 9:
La transformee de Fouriex F(®)
L exemple, propose, suppose connu  le qQuart du lobe
principal de la fonction. Par hypothése, f(t} sera connu pour:

|t] £ = ﬁ/4o

1 ' 41
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¥rozoentalion des ecull

ez differentes itérations representant les fonctions fn(t)
et Gn(w) sont données sur la figure 10. On voit bien gu’a partir
de la 4 itération, la fonciion approximee f4(t) s 'approche de
la fonction exacte f(t) avec une erreur, relativement, faible.

L’erreur quadratique en fonction du nombre d’itérations
(Nit) est représentée sur le graphe de la figure' 11. Pour wune
meiileure évaluation de cette erreur, la valeur'maximale de la
fonction f(t) est de “1". L’arr®t des itérations survient
lorsque 1’erreur quadratique ne diminue,r pratiquement, plus:
lorsque 1’écart entre deux erreurs gquadratiques de deux
itérations successives est inférieur a un nombre ' détérminé au

préalable [rélativement faibie).

erreur
guadratique

L

0. 3+

O. 24

-+ Nit
Figure 11:

erreur gquadratique pour 25% de connaissance du lobe principal

Au départ, il est clair que plus nous faisons
d’iterations, plus l’'erreur guadratique diminue, A partir de la
&
6 iteration, l’erreur se stabilise 4 0,001. Remarquons que

1’arrét de 1’extrapolation depend aussi des performances du

43




Prasentation des result

valeulateur utilisé: en effet, avec un calculateur plus rapide
et possédant des registres de stockage des nombres plus grands,
on peut arriver a un nombre d’itérations plus important et donc
4 une erreur plus petite.

Dans le tableau ci-dessous (fiqure 12), nous donnons une
comparaison entre le pourcentage du segment connu par rapport au
iobe principal et le nombre d’itérations du’il faut pour

arriver a une erreur quadratique tolérable:

segment connu / nombre érreur

lobe principal d’itérations quadratique
25% 6 | 0,001
50% 5 ‘ 0,007
75% 3 0,004
100% ) 3 | 0,008

Figure 12:

Comparaison entre la partie connue et le nombre d’itérations

Les valeurs des différentes erreurs gquadratigues peuvent
©tre réduites ainsi que le nombre d’'itérations augmente si nous
utilisons un calculateur plus performant; mais il reste que,
plus nous connaissons la fonction f(t) a bande limitée, plus 1le
nombre d'itérations nécessaires pour gue 1’algorithme converge

est réduit. Il est & noter que, dans le c¢as de cet ‘exemple

(f(t)=sin(ct)/llt), 1’extrapolation est particuliérement rapide.
Ceci reéesulte du developpement de f(t) en fonctions d’ondes
prolates sphéroidales (12). En effet, les premiers termes

seulement de ce développement sont significatifs.
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ftudions, A présent, lo probléme

d’une

essayons de repondre a la question suivante:

d’avoir la partie connue de la fonction f(t)

seul segment ou bien répartie en deux ou plusieurs segments?

Pour cela,

comparons les résultats de
connait 4%, de toute la fonction dans les trois cas suivants:

a/— Toute la partie connue est

prenons le

mme

1'erreur

exemple

1'axe des ordonnées.

b/- La partie connue est répartie en deux segments,

Prasentation des resull
autre maniére et
est-il préfeérable
concentrée en un

(f(t)y=sin(et)/Alt) et
guadratique lorsque 1’on
concentrée autour de

c/- La partie connue est répartie en trois segments.

L’intervalle de définition de la fonction f(t) étant

échantillonné en 1024 points, 4% de la fonction correspond a 40

points connus,
Pour une

les résultats

) ) a/-concentrée| b/~ répartie jc/- répartie
Iteration ,
en un segment|en 2 segmentsjen 3 segments
ére
1 0,05502 0,262214 0,26911
ame
2 0,00755 0,07184 0,07401
eme
- 3 0,00745 0,02092 0,02103.
ame
4 0,00740 0,00665 0,00631
dme
5 0,00733 0,00238 0,00207
ame
6 0,00720 0,00140 0,00081
Figure 13:

vue d’ensemble compléte et une comparaison rapide,

sont disposés dans le tableau suivant (figure 13):

Tableau comparatif de 1'erreur quadratique en fonction de la

répartition de la partie connue (4% de la fonction)
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o fludiant, le tableau ci-dessus, on remarque que 1’ erreur
guadratique est plus faible, durant les premiéres itérations dé
1'algorithﬁevdans le cas oU 1l’information sur la fonction f(t)
est concentrée en un seul segment (a/-). Neéeanmoins, éu fur et a
mesure que les itérations se succeédent, l'erreur est nettement
plus faible guand cette information se trouve de plus en plus
repartie (c/-). '

Ceci:s’explique par le fait que plus on répartit la partie
connue dans 1’intervalle de définition de la fonction f(t)y, pius

on fait une interpolation et non wune extrapolation entre des

points connus suivie d’un lissage. Au dernier chapitre, nous
étudierons, d’une maniére succinte, une application de
l'algorithme de Papoulis faite par P. S, Naidu et B.

Paramasivaiah pour la reconstruction de la somme de deux
sinusoldes [4): les auteurs supposent que les points connus sont
rép&rtis dans 1’intervalle de définition de 1la fonction £(t)

d‘une maniére probabilistique.

: 2
IIT.1.b: Extrapolation de f(t) = [sin(ot)/It])
2 ' '
La fonction: f(t) = [sin(ct)/dlt] , est représentée sur la

figure " 13. Sur 1la . figure 14, nous avons ~ représenté sa

transformée de Fourier F(w).
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f(t)
ty
| 1 N
! T >t
-3n ~21 - -T T 2n an
o4 o od o o o
Figure 13:

La fonction f(t) = [sin(Ut)/HtJZ

F(w)

E

Figure 14

La transformée de Fourier F(®)

Les différentes erreurs gquadratiques, correspondantes a des
pourcentages de connaissance du lobe principal différents en
fonction du nombre d@’itérations Nit sont données sur la

figure 15.

A7




Qv oy
guadratigue

L Nit
s

(a)12,5% du lobe principal
connu.

erreur
quadratigque
+

0. 14

. 051+

Nit

50% du lobe principal
connu,

te)

i.aszentation des result

arreur
guadratique

.
0.
0.
0.
' ' L Nit
1 2 3 4
(b) 25% du lobe principal
connu.
erreur
quadratique
0.1+
0.os+
L L L Nit
2 4 S

(d) 75% du lobe principal
connu.

Figure 15:

Erreurs quadratigues

L& aussi, plus la fonction est. connue, plus 1'erreur

quadratique est reduite et donc 1’algorithme

est efficace. I1

est a noter que, dans ce cas aussi, le nombre d’itérations est

relativement petit,

48




Fiésenlalion des rasull

ITT.1.¢: Extrapolation de f(t) = cos(Ot)/[1_(2at/n3z]=

Cette fonction se présente comme suit (figure 16):

f(t)
L o
1
— ] | o y ¢t
_ST T ——5w T >
ze e T T o5 20
Figure 16:
‘ 2
La fonction f(t) = cos(ot)/{1-(20t/M) ]
Frw)
»
1
‘i
y W
~y o
Figure 17

La transformée de Fourier F(®)

3

Les différentes itérations représentant les fonctions fn(t)
et Gn(w] sont données sur la figure 18, Dans ce cas preécis, le

segment connu repreésente la moitié du 'lobe principal de 1la
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fonction soit H0%:

Nous voyons bien que,
fonction approximeée fh(t] s’approche de 1la

f(t) avec une erreur tolérable.

Plusieurs
différentes du segment connu ont été

cette fonction. Nous concentrerons les résultats dans le tableau

autres

comparatif de la fiqure 19.

Le segment connu

fonction f(t) est donné en pourcentage afin de permettre une

aprés

une dizaine

extrapolations

pPar rapport au

meilleure appréciation des résultats.

faites

lobe

Peonenlalien . des result

fonction

pour

des

pour

principal

d'itérations

recherchée

reconstruire

de

Pourcentage du segment connu par

rapport au lobe principal

Iter, 16,5% 25% 33% 50% 66%
éro ‘ .
1 0,27735 0,11688 0,07092 0,02575 0,00383
ame ‘
5‘ 0,09245 0,07375 0,05087 0,01156 0,00047
eme

10 0,0895%8 G,06784 0,04339 0,00546 0,00036
édme

15. 0,08708 0,06372 0,03860 0,00261 0,00033
ame

20 0,085014 0,06074 0,03480 0,00126 0,00033
dme ‘ '

25 0,08316 ,05850 0,03550 0,00062 0,00032
ame ' ‘ '

30 " 0,08144 0,05668 0,02860 0,00031 0,00031

Tableau des erreurs guadratiques en fonction du segment connu’

Figure 19:
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Cette fonction (f(tjfcos(ﬂt)/{1—(20t/ﬂ}z]) est relativement
plus compliquée gue les deux précédentes, l’extrabolation se
fait pour un nombre d’itérations plus grand. Toutefois, on
constate la m2me tendance que pour les deux autres ‘fonctions,
plus le Qegment connu est grand, plus 1l'algorithme converge et
1’erreur gquadratique est réduite. |

L‘erréur quadratiqué est minimale lorsque ie segmeﬁt connu
est supérieur ou égal a 50% du lobe principal; il faut remarquer
gque, 50% du lobe principal correspoﬁdent a 10%, a peine, de

toute la fonction f(t}, soit 96 points connus sur 1024.

III.2: Extrapolation de fonctions a4 bande limitée A

deux dimensions:

L'algorithme décrivant la méthode d’extrapolation pour les

signaux bidimentionnels  reste le m¥me que celui présenté,

précédemment, dans le cas wunidimentionnel. Néanmoins, la
variable, & présent, est un point a deux coordonnees, Le
programme permettant l’extrapolation, dans le cas

bidimentionnel, d’'une séction ou surface est représenté en
annexe tAnnexe B.2]. Ce programme nécessite l’utilisation de la
transformée de Fourier a deux dimensions. 11 est basé sur les
resultats décrits en [8). Citons les principaux points:

Si on a hne matrice.de depart f(k,1) de dimensions [NxM] oU
k=0,1,.;.,N—1 et 1=0,1,...,M-1, la matrice F{(u,v) transformée de

Fourier discrete de f(k,l) sera exprimée par:
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(A4 " - M- 0o 1 M-1
o f | of i
1 1
tranformée
Lk, 1) ! de Fourier F(u,v)
N-1 | N-1|
N-1 M-1
1 1 4 .20 . 2
F{u,v) = YR v f(kﬁll-exP(—J“ﬁ—lvl -QXP(—J*E_kU)
k-0 L=zo S :

"Le terme entre crochets [] correspond a 1a DFT simple de 1la

iéme | : :
ligne. Notons gue u=0,1,...,N-1 et v=0,1,...,M-1.
Dans notre travail, une matrice carrée de dimensions [NxN]}
a été utilisée pour simplifier 1 écriture du - programme

d’extrapolation a deux dimensions [Annexe B.2]:

1 -1

N- .
1 2l1
~;f§: f(k,1).exp(- J—“(1V+ku))

zZ

3}

Fiu,v)

—

=0 =0

Deux exemples illustrerons notre méthode; dans les deux
cas, nous avons pris une matrice de dimensions [16x16]}, soit 256

points a traiter.

IIT.2.a: f(k,1) = exp (-0,1(k+1)}:

Nous donnerons les résultats sous forme de tableau (Figure

20) afin de permettre une vue d’ensemble rapide et une

comparaison.
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Rappelons gue ia sleur maximale gue peut  avoir cette

fonction est 17,

nombre de points nombre erreur
connus / 256 d’'iterations quadratique
4 = ;,S% 67 0,085
9 = 3,5% 30 ' 0,058
16 = 6,2% 18 0,027
25 = 9,7% 15 0,029
49 =19,1% 9 0,016

Figure 20

Tableau comparatif de 1’'erreur quadratique

pour la fonction f(k,1) = exp (—0,1(k+1)

La premiére colonne correspond a la sdection ou surface
connue a extrapoler., C’est le nombre de points connus parmi les
256 points de toute la surface.. 11 est interessant de remarquer,
que chague ligne de ce tableau, cdrrespond a la connaissance
d’un nombre de points-autour de l’origine; ce qui correspond,
pour cet exemple, aux points bﬂ'la fonction £(k,1) est maximum.
Ceci e#plique les ré%ultats décrits a 1la premiére ligne du
tableau ol la connaissance de quatre points, seulement, a permit

l1’obtention d’une erreur quadratique sensiblement faible.

D'une facgon générale, il est clair que, plus grande est la

surface connue, plus la convergence de l’algorithme est rapide

et l'erreur est réduite.
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ITT.2. bt f(k,)t - Laninkiyzolkiy:

Les résultats de 1’erreur quadratique par rapport au nombre
de points connus ou au pourcentage de la surface connue et par

rapport au nombre d’itérations sont donnés sur le tableau de 1la

figure 21.
nombre de points nombre erreur
connus / 256 d’itérations quadratique
1 = 0,4% 99 0,277
4 = 1,5% 25 0,167
9 = 3,5% 8 0,099
16 = 6,2% 3 0,060

Figure 21:

Tableau comparatif de 1’'erreur gquadratigue

~pour la fonction f(k,1) = sin(llkl)/(llkl)

En étudiant le tableau ci-dessus, on voit bien gue pour "1"
ou "4" points connus sur ""2%6" 1’algorithme ne donne pas des
résultats sétifaisants. Par contre, si on augmente la surface
connue, l1’erreur quadratique devient tolérable. Néanmoins
cette derniére reste plus grande dans cet exemple que celle de

1’exemple précédent.

Dang les ditférentes applications, a une ou deux
dimensions, gue nous avons présenté, l’algorithme n'est efficace
gue si le segment connu ou la surface connue fait partie de 1la

région ol la fonction a la plus grande valeur absolue. De mme,

8]
Ul
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¢

<

i'algorithme convergs 5i s connaissauce de la fﬁnction a
extrapcler n'est pas concentrée en un seul segmént ou une seule
section mais répartie dans ﬁout l1'intervalle de définition de 1la
fonction. On a wvu dans le premier exemple dans le cas

‘unidimentionnel gue la convergence pouvait m®me s’améliorer.

Au debut du chapitre  suivant, . nous ' décrirons une
application de 1l’algorithme de Papoulis a la reconstitution d’un
signal qui correspond a4 la somme de deux sinusoides {4].
L’'approche effectuée, dans ce cas, est basée sur ia connaissance
aleatoire d'un certain nombre de points. Nous allons également

présenter d’autres méthodes d'extrapolation.
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Chapitire [V

PRESENTATION D* AUTRES APPROCHES ET COMPARAISON

Nous aborderons ce chapitre par 1’étude d’une application
de la méthode de Papoulis pour la reconstruction d’un signal a
une dimension qui est la somme de deux sinusoides [a1. Ensuite,
nous ferons une étude comparative dé la méthode d’'extrapolation
de.Papoulis de fonctions a bande limitée avec deux autres
méthodes (£9] et [10]). Enfin, Nous terminerons par. la
présentation d’une approche différente pour reconstruire un

signal a deux dimensions {16].

IV.1: Application de la méthode de Papoulis pour

1’estimation de sinusoldes [a}:

P.S.Naidi et B.Paramasivalah ont appliqué l1’algorithme
d'extrapolation de Papoulis pour estimer -la somme de deux
sinusoldes, dont les points sont connus d'une maniére aléatoire.
Ils montrent gue 1 'on peut, a parfir de dix pourcent, seulement,

de points connus, reconstituer tous les points manquants. Ceci,

avec une précision remarquable: 1 ’erreur gquadratigue moyenne est

inférieure a 0,0035 aprés 30 itérations.

L approche du probléme est similaire 4 la notre; sauf que
les points connus ne sont pas regroupés, mais aléatoirement

choisis.
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WOUS pouvons résumer iour Lravail comme suit:

On considere une fonction & bande 1limitée f(t) avec sa

transformée de Fourier F(w):
F(w) = 0 ol > o

C

Les points ol f(t) est connue sont répartié aléatoirement,

Ils sont décrits par fo(t):
£ (t) = D(t).£(¢) t=0,1,2,...,T-1

ou D(ﬁ) est une séquence aléatoire prenant les valeurs "1"

ou "0" avec des probabilités respectives “p" et "1-p"

prob{D(t)=1} = p pour t=0,1,2,...,T-1.

A chague fois que D(t)=1, nous sommes en présence d’'un

point connu. Si D(t)=0, nous avons un point a extrapoler,
La procedure pour reconstruire f(t) a partir de fo(t) est:

la/— Calculer la transformée de Fourier Fo{w) de fo(t].

b/- Appliquer 1la propriété des fonctions a bande

limitée:
Fo(w our [o[=!lw
o (@) pour [0fZe |
G (w) =
° o pour.|m|>[m I
, Q
c/— Calculer la transformee inverse de Fourier de

w 1 C .
Go( ] gqul sera go(t)

d/- Former la fonction fi(tJ suivante:

£ (r) = [1—D(t)],g0(t) + £, (t)
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fi(t) sera la premiére cutimation de f(t). Aprés cels, on
refait les etapes de "a/s~" a "d/-" pour une nouvelle itération.
L'algorithme se poursuit jusqu’a ce que cette différence moyenne

quadratique soit:

2
E: ]fn(t)—fh_I(t)[ < e
t

£ etant un nombre préalablement choisi.
L’exemple proposé était:
£(t) = 1.25cos(20lt+l/2)+1.5cos(24Tt+1/3)

Les auteurs montrent que, aprés 30 itérations, 1 erreur
quadratique moyenne était de 0.00327 et que si nous sommes en
presence d’un bruit doqt le spectre est extérieur a la bande
limitée par wo (Iw[5|w0|],- ce bruit n'introduit aucune
distortion au signal obtenu a la fin de l’algorithme{ Par
contre, si le spectre du bruit se trouve a 1’'intérieur de la
bande, alors cette technique ne peut ni l’enlever, ni le
diminuer, Il est évident Que, plus la bandél de fréquence est
rétrécie, moins le bruit n'a d'effets sur le résultat.

L'erreur ne peut ©tre réduite a partir d'une certaine

limite; néme 5i on augmente le nombre d’'itérations indéfiniment .

IY¥.2: Comparaison avec d’autres méthodes

d’extrapolation:

Plusieurs méthodes d’extrapolation ont été développées et
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ey

testées a ce jour. Une preésepiaiion succinte de deux de ces
méthodes ainsi gu.’une comparaison permettent d’évaluer

1'efficacité et 1'économie en mémoire de la méthode de Papoulis.

i)

IY¥.2.a: Méthode de Harris [9]:

La méthode de Harris consiste a convoluer le signal a
extrapoler (de 1argeur-T1) avec un train d’impulsions de période
égale a T; ou inférieure. Le résultat sera multiplié par tne

fonction fenftre ou rectangle de largeur supérieure a T;.
Soit g(t) le signal a convoluer:

1

git) = 0 pour |t| > T, /2

Soit comb(t/Té] le train d’impulsions:

+ 00
comb{t/T ) = Z c'3(—-t— - n)
2 T
’ nz-0m0 z

o ."n" est un nombre entier.

Soit rect(t/T ) la fonction rectangle ou fenftre:

1 pour I“%*l = —%—
3
rect(-——) =
Té t 1
0 pour |~¥~[ > —E~

3

Alors,

git) = [q(t)*comb(t/Tz]].rect{t)Ta)

G1
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Avec la conditinn o g i

La transformée de Fourier de g(t) est:

o sin(ll ¢
sin( Ta( ~n(T2})

G(E) = Tz' Ta_z G(n/Tz). nTa(f_n/Tz)
n=~00

“f" etant la fréquence.

Harris montre que meme si on prend une partie seulement de
cette seérie,. on aura une bonne approximation du spectre
fréquentiel de g(t). Seulement, 1’inconvénient est que cette
méthode ne donne pas le spectre réel mais une approximation
pratigque et acceptable. De plus, il faut disposer d’une mémoire

importante pour stocker les différentes valeurs de cette série,

IV.2.b: Developpement en série de fonctions d’ondes

prolates sphéroldales [10]:

Soit g(t) le segment & extrapoler, cette méthode consiste a
développer ce segment en une série de fonctions d'ondes prolates
sphéroidales ¢, (t) [Annexe A.2) dans 1’intervalle [-T,T] ol il

est connu:

o0

g(t) = E: ak-¢k(t)

k=0

Les coefficients a, sont donnes par:
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+T

!
a - «-,—: J g(t).f.;*)k(t).dt

-T

lk sont les valeurs propres correspondantes aux fonctions

¢‘k(t).

| On insére les valeurs obtenues dans le développement de la

fonction f(t) a bande limitée (9).

La transformée F(w) de f{t} sera [Annexe A.2.d4d]

0
Fl{w) = B.Z ay.—-l—.ﬂ(b{ﬂ) quand I‘*’I =0
k=0 ¥ ?‘\k

5i on veut evaluer F(®w) A 1’aide de cette méthode, on doit
stocker en mémoire toutes les valeurs des fonctions ¢k(t) et les
utiliser pour trouver les valeurs de a, . Ce qui nécéssiterait un

espace méemoire tres important.

Les avantages de la methode d’extrapolation de Papoulis
ctudide et analysée dans ce travail par rapport A ces deux
méthodes, (9] et (10], sont 1’économie en mémoire ainsi que

{'utilisation de la transformée rapide de Fourier (FFT) .

TV.3: Méthode de reconstitution de signaux a deux

dimensions de D.Shi Chen et J.P)Allebach [16]:

Cette méthode permet d’estimer un signal a deux dimensions
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4 bande 1imi£ée, a partir de la connaissance d'un nombre de
points fini espacés irréguliérement. Elle est basée sur une
interpolaticn & partir de chaque point connu.

Cette methode trouve, tout naturellement, ses appiications
dans le traitement d’images, le graphisme par Qrdinateur-et les
sciences naturelles comme la geologie, la météorologie et

1'océanographie,.

Résumons le principe:
Le signal & reconstituer est s(x), "x" etant un point de

1’espace a deux dimensions. On forme, alors, 1la fonction . s(x)

suivante qui est un estimateur de s(x):

L-1
"s(x) = Z b .W(x-x )
. L L
L=0
ou bl est une fonction des points s(xo);s(xl);...}s(xL_i).
X i xi; P ;ﬁri sont les points irréguliérement espacés

ol le signal s(x) est connu.
¥(x) est une fonction d’interpolation a bande limitée.
On applique, alors, la théorie de projection dans 1’ 'espace

de Hilbert et on résoud pour les fonctions b qui minimisent

L
1’erreur quadratique moyenne suivante:
2 "2
e = |s-sg
« = lIs-s]
2 . . . gyt ;
Pour que e s01t minimum, il faut que L'y soit la
s . ‘
transformée de Fourier inverse 4q’une fonction normalisée

définissant le spectre. Dans ce cas, les bL forment une fonction

lineaire des données (les points o0 s(x) est connue)., On
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demontre qué cet estimat=ur faitl une inlorpolation a partir de
chaque point connu et que c'est 1’estimateur ayant le minimum
d’energie. 7

Une condition s’impose rpour la démonstration; 1'erreur
quadratiéue moyenne doit €tre nulle quand le nombre de points

connus est infini. A partir de cela, l’estimateur s(x) converge

uniformément vers le signal original s(x).

~

Cet estimateur s(x) depend aussi de 1la répartition des

points a interpoler (xo; xi; “ e ;XL1)' D.shi Chen et Jan

P;Allebach développent trois criteres pour évaluer la qualité et

les performances de la répartition des points connus en

utilisant le principe de minimax.
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Conclusion

COMULUSTON

En definitive, la méthode d’e#trapolation, qué nous . avons
étudié est trés pratique pour les fonctions A bande limitée,
Cela parait restrictif a premiére vue, mais si‘bn considére que
la plus grande partie des phénoménes physiques sont d’'énergie
finie - ayant un spectre fréquentiel limite, le  champ
d’application de notre méthode sera élargi. De plus, on pourrait
développer une méthode d’extrapolation similaire pour . les
fonctions a temps limiteé qui sont des fonctions de durée limitee
et-d’énergie finie. En effet, il existe une dualité entre les
propriétes des fonctions a bande limitée et les propriétés des
fonctions a temps limité [11]. - '

Dans notre étude, 1'effet du bruit n'est pas abordé. Mais
dﬁ peut montrer que 1’'erreur occasionnée par un bruit blanc, par
exemple, est limitée et bornee [2]. D’une maniére génerale, plus
le spectre de 1a fonction a extrapoler est étroit { bande
limitée), moins 1’effet d’un bruit blanc est important [4]: les
composantes fréquentielles de ce bruit, exterieures a 1la bande
considéfée, n’auront aucune influence sur le résultat, Tl
existe, aussi, wune autre erreur gque 1’'on peut étudier et
estimer gui est 1l’erreur d’'arrondi (roundoff error) dld au
calculateur utilisé [2]. '

Enfin, nous avons montré que, a partir de la connaiésance
d’une petite partie seulement d'un signal, on peut reconstituer,
avec beaucoup de succés, le signal en entier et sa transformée
de Fourier. Effectivement, dans beaucoup de cas, i1 est
difficile d’obtenir le.spectre fréquentiel d’un signal a partir

d’une partie de ce signal.
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ARNEXE A

A.1:Borne supérieure des fonctions A bande limitée (11

5i une fonction f(t) est a bande limitée et son énergie E
est connue, alors cette fonction ne peut prendre n'importe

qu’elle grande valeur en module:

()] € V=2

I

Démonstration

On peut ecrire f(t) comme la transformée inverse de .Fourier

de F(Ww):

: e
1
f(t) = EﬁJ‘F(w).exp(jwt).dw

el
Rappelons gue pour une fonction a bande limiteée:
- F(w) = 0 - pour |w]| > o

+00 +o

2l1
—0 4

p i 2
- E = J PE(t)!  .dt = = |Fw)] .aw < o

Multiplions F(W) par une fonction H{®) arbitaire:
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[

g(t) = E%J F(w) . H(®) . .exp( jet).dw

—

g(t) serait, alors, la réponse 4’'un systéme linéaire ayant
pour entrée f(t).

Appliguons 1’'inégalité de Schwartz

+ + +

z 1 2, 1 2 2
lg(t)| =Zﬁ2|J F(@).H(W) . exp(jwt).dqw] S;ﬁzj BACHN dw'[ IH(w) | dw
- - -
. o
2.1 2
lg(e)|™ = an[zﬂEJ FH(w) | dw]
-0
Prenons le cas ou H(w) =1 donc g(t).= f{t)
+
2 E 2 Ec
< < ==
FE(t)d —znjdf-o donc l£(t)]” = i
~

Finalement,
. o
E(e)] < 7 i

A.2: Les fonctions prolates sphéroidales [13, (2]:

Les fonctions d’'ondes prolates sphéroidales ‘sont des
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fonctiuns propres ¢k(t), selutions de cette équation:

+T
sin(o(t-x)) _ _
J¢k[x). T tox) dx o= A Lot
T '

A.2.b! valeurs propres:

L'équation n'a de solutions que pour certaines valeurs

Les nombres Kk sont réels, positifs et tels que:

1t >A >XA > ... >Xk > ...> 0
0 1 k

kku—————ao gquand k————w

A.2.c¢: Double orthogonalité et double orthonormaliteé:

Les fonctions ¢k(t) sont, respectivement, orthonormales ou

orthogonalés dans les intervalles [qu#m] et [-T,+T]:

+00 .

-1 quand i=k
Jq‘xi(t).rebk(t).dt. = {
. - 0 quand i#k

T

.
J'Qﬁi(tJ-ka(t)-dt
' -T

1l

{ A quand i=k

0 quand ik

A.2.d: Transformée de Fourier:

Les fonctions ¢k(t) sont égales & leurs transformées

Fourier tronquées et avec un changement d'echelle:
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Q'U_
=

¢k(t) +

20T T
avec B = ¥V s ; b = —
- o o
. i pour |w| = o
ey =
P, (@) {
: 0 pour |w| > ¢
et enfin:
‘T pour Jt| £ T
pp(t) = {
0 pour |t} > T

Il est clair, donc, que les solutions ¢k(t] sont

fonctions a bande limitée; on en déduit:

+X0
. sin(¢(t-x))
AJ~¢k(XJ- Meox) 9% ¢, ()
-0

e

des



100
110
120
130
140
145
150
160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
260
270
280
290
300
310
320
330
340
350
360
370
380
390
400
110
420
430
340
450
460

AlMmarke

i

i

AMRERE B

B.1: Programme d’extrapolation de fonctions a bande

limitée a une dimension:

REM KEKKAAKKAA KA A AR A A KR KKARARKR A AA KA X
REM * *
REM *  EXTRAPOLATION DE SIGNAUX «x
REM x UNIDIMENT1ONNELS x
REM * : *
REM ’ AAKAKAAAKKIAAKRKNRANAKR K KA KA K dk ok &Kk
PAGE

INIT

REM N:Nb.de pts,Al:Part.reel.,A2:Part.imaq.,

REM B:Vect.de stockage,Er:Vect_Erreur,Nit:Nb.Itératiqns,
REM Ermx:Vect .Erreur Maximale,

‘N=1024

Nit=6 ‘
DIM A4 (N),A2(N),B(N),Er(N),Ermx{(Nit)
REM xCONSTRUIRE F(t)=sin(Tt)/{"t) et INITIALISER Al et A2x
FOR 1I=1 TO N/2 s =
B(I)=SIN({In2 " )/(Im2 )
B(N+1-I)=B(I)
NEXT I
FOR I=1 TO N
A1(1)=0
A2(I})=0
NEXT I
CHARSIZE 1

REM x COMMENCER L'ALGORITHME *

It=0 . :
REM *CORRIGER F(T) AVEC LA BANDE CONNUE x
FOR I=1 to 8.
A1(I)=B(1)
Al (N+1-I)=B(N+1-1I)
A2(TI)=0
AZ(N+1-I)=0
NEXT I '
IF It>0 THEN 450
REM «TRACER FO(t)x
GOSUB 2000
REM xCHERCHER FFT DE F(L)x
J1=1
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§/0
480
490
500
510
520
530
540
550
560
570
580
590
600
610
620
630
640
650
660
670
680
690
700
710
720
730
740
750
760
770
780

- 790

800
810
820
830
840
850
B60
870
. BRO
890
900
910
920

930 -

AlTmexes

GUSUB 8000
REM xTRACER G(f)x
GOSUB 3000
REM xTRONQUER G (f)x
FOR I=17 TO N-16
CAl(I)=0
A2(I)=0
NEXT I
REM «CHERCHER FFT INVERSE DE G(f)»
Ji=-1 ‘
GOSUB 8000
It=It+1
REM »TRACER F(t)x
GOSUB 2000
REM
REM ¥ CALCUL DE L’ERREUR x
REM
FOR I=1 TO N
Er(I)=(ABS(B(I1))-SOR(A1(I)"2+A2(1)"2))"2
NEXT I
Ermx({It)=0
FOR I=1 TO N
Ermx(It)=Ermx{It) MAX Er(I)
NEXT I'
REM %A CE NIVEAU,UNE ITERATION COMPLETEx
IF It<{Nit THEN 350 , :

REM

REM x. TRACE DE L'ERREUR x
REM

PAGE

VIEWPORT 10,100,10,60

WINDOW 1,Nit,0,0.3
AXIS 1,0.05
MOVE Nit/2,0.2
PRINT "HHHHHHHHHH";"Erreur Max=F(Nb.Itérations)";
FOR It=1 TO Nit |
MOVE JTt-0.02,0
PRINT "J";1t;
NEXT It
FOR J=0.05 TO 0.3 STEP 0.05%
MOVE 1,J-0,005
PRINT “HHHH'";J;
NEXT J
MOVE 1 ,Ermx(1)}
FOR It=1 TQ Nit
Ermx (It)=INT(Ermx(It)x1000)/1000
DRAW It,Ermx(It)
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950
960
970
280

2000
2010
2020
2030
2040
2045
2048
2050
2060
2070
- 2075
2080
2085
2090
2100
2110
2115
2120
2125
2130
2140
2150
2155
2160
2165
2170
2180
2190
2195
2200
2201
2202
2204
2206
2210
2220
2230
2235
2240
2245
2250

PRINT Ermx (It
MOVE It,Ermx(It)
NEXT It '
HOME
END

REM xTRACE DE F(t)*
VIEWPORT 6,60,5,95
WINDOW O,N/8,-0.22,1
IF It>0 THEN 2310
AXIS N/32,0.2
AXIS &41:N/32,0.2
PRINT &41,17:0.896,1.408
REM xTITRAGEx
A$="fn(t):SIGNAL TEMPOREL"
MOVE N/16,1
MOVE a1:N/16,1
PRINT "HHHHHHHHHH'";AS;
PRINT a1:"HHHHHHHHHH" :AS:;
REM xTITRAGE DES ABSCISSESx
B$="TEMPS(s)"
MOVE N/8,0
MOVE a1:N/8,0 _
PRINT "KHHHHHHHH";BS;
PRINT a1l:"“KHHHHHHHH" ;BS;
REM *TITRAGE DES ORDONNEESx
C$="AMPLITUDE DU SIGNAL"
MOVE 0,0.5
MOVE a1:0,0.5%
PRINT "HHHHBHKKKKKKK"
PRINT a1:"HHHHHHKKKKKKK"
FOR I=1 TO LEN(CS$)
X$=SEG(CS$,I,1)
PRINT X$;"HJ";
PRINT ai:X$;“HJ";
NEXT I
REM xFIGURE S«
MOVE a1:N/8,-0.2
DS="FIGURE 5"
PRINT &a1:"  JJJJI":D$:

REM xDIVISIONS DES ABSCISSES»

FOR J=N/32 TO N/8 STEP N/32
MOVE 1+1.5,0
MOVE a1:I+1.5,0
PRINT "JJH";I/(N/32);
PRINT a1:"JJH";1I/(N/32);
NEXT I

(gs)

LN s,



2260
2270
2280
2285
2290
2295
2300
2310
2315
2320
2330
2335
2340
2350
2355
2360
2365
2370

3000
3010
3020
3030
3040
3045
3050
3060
3070
3075
3080
3085
3090
3100
3110
3115
3120
3125
3130
3140
3150
3155
3160
3165
3170
3180
3190
3195

REM *DIVISIONS DES ORDUNNEESa
FOR I=-0.2 TO 1 STEP 0,2
MOVE 0,1-0,01 °
MOVE a1:0,1-0.01
PRINT "HHHH";I:
PRINT al:"HHHH";TI;
NEXT 1
MOVE 1,A1(1)
MOVE a1:1,A1(1)
FOR I=2 TO N/8
DRAW I,A1(1)
DRAW ai:I,A1(I1)
NEXT I '
MOVE 1,A1(1)
MOVE a1:1,A1(1)
PRINT It
PRINT ai:It
RETURN

REM xTRACE DE G(f)x
VIEWPORT 70,125,5,95
WINDOW O,N/4,-3,32
IF It>0 THEN 3310
AXIS N/32,6.4
AXIS a1:N/32,6.4
REM *TITRAGEx
D$="gn(f):SPECTRE FREQUENTIEL"
MOVE N/8,32
MOVE ai1:N/8,32
PRINT "HHHHHHHHHHHH" ;DS ;
PRINT a1 :"HHHHHHHHHHHH" ;D$ ;
REM *TITRAGE DES ABSCISSESx
E$="FREQ. (Hz)"
MOVE N/4&,0
MOVE a1:N/4,0
PRINT "KHHHHH";ES;
PRINT a1:"KHHHHH"ES;
REM +TITRAGE DES ORDONNEES«
F$="AMPLITUDE" '
MOVE 0,16
MOVE a1:0,16
PRINT "HHHHHKKKK' ; .
PRINT a1:"HHHHHKKKK'";
FOR I=1 TO LEN(FS$)
Y$=SEG(F$,I,1)
PRINT Y$;"HJ";
PRINT a1:Y$;"HJI";
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3200
3210
3220
3230
3235
3240
3245
3250
3260
3270
3280
3285
3290
3295
3300
3310
3315
3320
3330
3335
3340
3350
3355
3360
3365
3370

8000
8010
8020
8030
8040
8050

8060

8070
8080
8090
8100

8110

8120
8130
8140
8150
8160
8170
8180
8190

NEXAT I
REM *DIVISIONS DES ABSCISSESx
FOR I=N/16 TO N/4 STEP N/16
MOVE 1+3,0
MOVE ai1:1+3,0
PRINT "HJJ";I/(N/32);
PRINT ai:I+3,0
NEXT I o ‘
REM xDIVISIONS DES ORDONNEESx
FOR I=0 TO 32 STEP 6.4
MOVE 0,1-0.3
MOVE a1:0,I-0.3
PRINT "HHH";I/32;
PRINT al:"HHH";I/32;
NEXT I
MOVE 1,A1(1)
MOVE &1:1,A1(1)
FOR 1=2 TO N/4
DRAW I,A1(I)
DRAW a1:I,A1(I1)
NEXT I
MOVE 2,A1(2)’
MOVE &1:2,A1(2)
PRINT It
PRINT a1:1It
RETURN

REM xxa FFT ET FFT INVERSE xxx
A=LGT(N)/LGT(2)
M=INT(A+0.5)
J=1
FOR I=1 TO N--1
IF IZJ THEN 8120
T1=A1(J)
T2=A2(J)
A1(J)=A1(I)
A2(J)=RA2(1)
A1(I)=T1
A2(I)=T2
K=N/2
IF K2J THEN 8170
J=J-K
K=K/2 ‘
GO TO 8130
J=J+K
NEXT I
FOR L=1 TO M

7



85200
8210
8220
8230
8240
8250
8260
8270
8280
8290
8300
8310
8320
8330
8340
8350
8360
8370
8380
8390
8400
8410
8420
8430
8440
8450
8460
8470

L1=2"L
L2=L1/2
U=t
V=0
- W=Ccos([l/L2)
Z=-J1xSIN(1/L2Y
FOR J=1 TO L2
'~ FOR I=J TO N STEP L1
: I1=I+L2 ‘
T1=A1(11)xU-A2(I1)*V
T2=A1({I11)*xV+A2(I1)xU
A1(I1)=A1(I)-T1
A2(I1)=A2(I)~T2
A1(I)=A1(I)+T1
_ A2(1)=A2(I1)+T2
NEXT I
Ul=UsxW-VaZ
U2=UxZ+WaV
U=u1 '
V=U2
NEXT J
NEXT L
IF J1>0 THEN 8470

FOR I=1 TO N
A1(I)=A1(I)/N
A2(I1)=A2(1)/N

NEXT I

RETURN
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100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
260
265
268
270
280
290
300
310
320
400
410
420
430
440
450
460
470
480
490
500
510
520
530
540
550
560

ANNEXen

B.2: Programme d’extrapclation de fonctions a bande

limitée a8 deux dimensions:

!

REM AAA AN A AR IR AKX ARAN R RARN R A AN

REM ’ * *

REM -+ EXTRAPOLATION 'DE SIGNAUX x

REM * BIDIMENTIONELS *

REM x : *

REM KhIAKKAKXAKRR IR AAKK A A kXK Kk k Kk kK

PAGE

INIT

CHARSIZE 1

REM N:Dim.des matrices;Nit:Nb.d’itér.;T:Mat;.données(N*N);

REM Tint:Matr.stockage(NxN);Mat:Matr.Transf . Fourier(NsN);
REM Al:Vect.Part.Reel.;A2:Vect,Part.Imag;
REM
REM
N=16
Nit=64
DIM Hyp(N,N),T(N,N), Matr(N,N), Mati(N,N),Er(N,N),A1(N},A2(N)
DIM Ermax(Nit)
Ermax=0 ‘
REM *xCONSTRUIRE Z=F(X,Y)x
FOR I=1 TO N
FOR J=1 TO N )
Hyp(I,J)=EXP(~0.1x(I+J-2))
NEXT J
NEXT I
REM x«COMMENCER L’ ALGORITHME x
It=1
T=0
REM xDONNER FO (T)
FOR I=N/2-N/8 TO N/2+N/8-1
FOR J=N/2-N/8 TO N/2+N/8-1
T(l,J)=Hyp(I,J)
NEXT J
NEXT I
REM xCHERCHER T.F de Tx
Ji=1
GOSUB 7000
REM xTRONQUER Matrx
T=0
FOR I=N/2-N/8 TQO N/2+N/8-1
FOR J=N/2-N/8 TO N/2+N/8-1
T(I,J)=Matr(1,J)
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570
580
600
610
620
630
640
650
660
670
680
690
730
740
750
760
770
780
790
800
805
810
820
830
840

7000
7010
7020
7030
7040
7050
7060
7080
7090
7100
7110
7120
7130
7140
7150
7160
7170
7180
7190
7200
7210

NEXT J
NEXT I
REM xCHERCHER T.F.Inversze de Tx
J1=-1
GOSUB 7000
T=Matr
REM xCORRIGER AVEC SURFACE CONNUE+
FOR I=N/2-N/8 TO N/2+N/8-1

FOR J=N/2-N/8 TO N/2+N/8-1
T(I,J)=Hyp(1,J)
NEXT J
NEXT I
REM A
REM xCALCUL DE L’'ERREUR«

FOR I=1 TO N

FOR J=1 TO N
Er(l,J)=(Hyp(I,J)-T(I1,J))"2
Ermax(It}~Ermax(It) MAX Er(I,J)

NEXT J

NEXT I
PRINT "ERREUR MAX.A LA ";It;"é ITERATION

REM xA CE NIVEAU UNE ITERATION COMPLETE %
It=It+1

IF It<Nit THEN 490

END '

REM xFFT DOUBLEx
FOR Lg=1 TO N
FOR Cl=1 TO N
A1(Cl)=T(Lg,Cl)
A2(Cl1)=0
NEXT C1
GOsSUB 8000
FOR Cl=1 TO N
Matr(Lg,Cl)=A1(Cl)
Mati(Lg,Cl)=A2(C1)
NEXT C1
NEXT Lg
FOR Cl=1 TO N
FOR Lg=1 TO N
. Al(Lg}=Matr(Lg,Cl)
A2(Lg)=Mati(Lg,Cl)
NEXT Lg
-GOSUB 8000
FOR Lg=1TO N
Matr(Lg,Cl)=A1(Lqg)
Mati(Lg,Cl)=Aa2(Lqg)
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TR0
7230
7240

8000
8010
8020
8030
8040
8050
8060
8070
8080
8090
8100
8110
8120
8130
8140
8150
8160
8170
8180
8190
8200
8210
8220
8230
8240

8250

8260
8270
8280
8290
8300
8310

8320 -

B330
8340
8350
8360
8370
8380

8390

8400
8410
8420

KEXT Lo
NEXT C1
RETURN

REM xxx FFT ET FFT INVERSE xxx
A=LGT(N)/LGT(2)
M=INT(A+0.5)
J=1
FOR I=1 TO N-1
IF I2J THEN 8120
T1=A1(J)
T2=A2(J)
A1(J)=A1(1)
A2(J)=A2(I)
A1(1)=T1
A2(I)=T2
K=N/2 .
1F K2J THEN 8170
J=J-K
K=K/2
GO TO 8130
J=J+K
NEXT I
FOR L=1 TO M
L1=2"L
L2=L1/2
U=1
V=0
w=Ccos([1/L2)
Z=—J1xSIN(Il/L2)
FOR J=1 TO L2
FOR I=J TO N STEP L1
It=I+L2
S T1=A1(I1)%xU-A2(I1)xV
T2=A1(I1)xV+A2(TI1)xU
A1(I1)=A1(I)-T1
A2(I1)=A2(1)-T2
A1(L)=A1(I)+T1
A2(I)=A2(I1)+T2
NEXT I
ULl=UaxW-VxZ
U2=UxZ+WaV
U=U1
v=U2
NEXT J
NEXT L
IF J1>0 THEN 8470
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2430
8440
8450
8460
8470

FOR T=1 TO N
A1(I)=A1(I)/N
A2(1)=A2(I)/N

NEXT I

RETURN
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