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  ملخص
ة خصیصا تتبع كفاف مخصصل الترتیب العالي التحكم عبر الانزلاقبتطویر في ھذا العمل، قمنا  

متھ الملحوظة بمساھ یتمیز الموضع. التحكم في مجال الموضعللروبوتات الصناعیة وصیاغتھا في مجال 
قدرتھ على ب أخرىیتمیز من جھة  التحكم عبر الانزلاق الترتیب العالي الكفاف،في الحد من خطأ تتبع 
ل. الأوترتیب ال عبر الانزلاق وقوام التحكم أداءك مع المحافظة على الاصطكاالقضاء على ظاھرة 

 الموضع تموفي مجالي الوقت  والترتیب الأول الترتیب العالي الانزلاق مقارنة للتحكمین عبر ةدراس
                                                    .والقوام الأداءتحكم من ناحیة  أفضلالقیام بھا من اجل اختیار 

 القوام. ،كفاف خطأ تتبع ،الموضعمجال  الانزلاق،التحكم عبر  ،الاصطكاك مفتاحیة: كلمات

Abstract : 
The work presented in this thesis relates to the development of the command 
by higher order sliding mode control for contour tracking applications 
dedicated specifically to the manipulator robot and its formulation in the 
position domain. The  position domain control, with its remarkable contribution 
to decreasing the contour tracking error, the higher order sliding control which 
eliminates the effect of chattering on the control  signal and maintains the 
performance of the first order sliding mode as well as its robustness. A 
comparative study of the first order-sliding mode in the time domain and 
position and the higher order sliding mode control in both domains was 
established in order to choose the best control, which provides the best 
performance and good robustness. 
Keywords: browsing, sliding mode control, position domain, contour-tracking 
error, robustness. 

Résumé : 
Le travail présenté dans ce mémoire concerne le développement de la 
commande par mode glissant d’ordre supérieure pour des applications de 
suivi de contours dédiées particulièrement au robot manipulateur et sa 
formulation dans le domaine de position. La commande dans le domaine de 
position, avec leur contribution remarquable à la diminution de l’erreur de suivi 
de contour, la commande par mode glissant supérieur qui élimine l’effet du 
broutement sur le signal commande et conserve les performances du mode 
glissant d’ordre un ainsi que sa robustesse. Une étude comparative entre le 
mode glissant simple dans le domaine temporel et de position et la 
commande par mode glissant d’ordre supérieur dans deux domaines était 
établit afin de choisir la meilleure commande qui assure les meilleures 
performances et une bonne robustesse. 
Mots-clés : broutement, commandes par mode glissant, domaine de position, 

erreur de suivi de contour, robustesse. 
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Introduction Générale

Dans plusieurs opérations industrielles comme le soudage, l'assemblage et le coupage et

médicales comme les robots chirurgicaux, le suivi de contour est l'un des problèmes cou-

rants auquel font face les robots manipulateurs et robots industriels. L'objectif du suivi de

contour est de poursuivre une trajectoire de référence indépendante du temps avec une erreur

de contour minimale. Par conséquent, la réduction des erreurs de suivi de contour demeure

une préoccupation primordiale surtout dans les applications de suivi des contours qui né-

cessitent une haute précision a�n d'assurer la qualité des produits �naux. A cet e�et, les

ingénieurs chercheurs notamment les mécaniciens et les automaticiens ont pris conscience de

ce dé� , les premiers ont contribuer dans la conception de nouveaux structures de robots (les

robots parallèles ) qui sont rapide précis mais très di�cile à modéliser donc à commander

, en revanche les automatciens se sont concentrés sur le développement des techniques de

commandes des structures excitantes d'ou la naissance de les commandes robustes comme

la commande par mode glissant , les commandes itératives ,et en�n la commande dans le

domaine de position proposé par Pr.Ouyang .

La majorité des commandes évoquées sont fréquemment synthétisées dans le domaine

articulaire, alors que la commande de l'organe terminal, assurant l'exécution de la tâche

principale du robot a été peu étudiée. En e�et, la commande en poursuite de trajectoire

pour un bras manipulateur consiste à contrôler le mouvement de l'e�ecteur (organe termi-

nal) suivant une trajectoire désirée de manière e�cace et précise. A�n d'obtenir des exigences

élevées de performance de contour ,on a con�rmé lors du projet de �n d'étude [1] l'e�ca-

cité de la commande dans le domaine de position qui une commande à deux itérations la

première dans domaine temporel et la deuxieme dans le domiane de position . Ceci nous a

permis d'améliorer les performances et la robustesse du système commandé,en synthétiser

3 commandes dans de position et une commande itérative dans le domaine temporel ,nous

avons con�rmé que la commande par mode glissant dans le domaine de position donne les

meilleurs performances et robustesse ,cependant cette commande présente un inconvénient

majeur qui est l'e�ét de broutement issue de l'utilisation de la fonction sign dans la partie

variable de la commande , nous avons remédier à ce problème en utilisant la fonction sa-

turation à sa place ceci va diminuer l'e�et de broutement mais réduit considérablement les

performances et la robustesse de système.

Dans le présent travail, on s'intéresse à éliminer l'e�et de broutement au lieu de le réduire

, ceci peut se faire en utilisant la commande par mode glissant d'ordre supérieur . Nous allons

appliquer cette commande pour assurer le suivi de contours par un robot manipulateur dans

le domaine de position et ensuite nous allons comparer les performances la robustesse , et le
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niveau de broutement dans le signal commande pour la commande par mode glissant d'ordre

un et d'ordre supérieur a�n de choisir la bonne commande à utiliser .

Dans le premier chapitre, nous donnons des généralités sur la commande dans le domaine

de position et nous nous rappelons l'utilité de cette approche et les conditions pour l'utiliser.

Le deuxième chapitre o�re un état de l'art sur la commande par mode glissant d'ordre

un , le problème de l'e�et de broutement existant dans cette commande et la solution pro-

posée par les automatciens qui est la commande par mode glissant d'ordre supérieur , et la

di�érence d'application le choix des gains pour chaque commande .

Dans le troisième chapitre, nous concevons des lois des commandes par mode glissant

d'ordre un et d'ordre supérieur, nous e�ectuons leur transformation dans le domaine de po-

sition. Ensuite, nous étudions les conditions de convergence des deux lois synthétisées.

Le quatrième et dernier chapitre traite la simulation des commandes proposées ainsi que

l'interprétation des résultats obtenus. Nous l'achevons par une étude comparative détaillée

couvrant plusieurs aspects quantitatifs et qualitatifs des méthodes de commande considérées.

En�n,une conclusion générale donnera une synthèse du travail e�ectué et résumera les

principaux résultats obtenus ainsi que les perspectives envisagées.



CHAPITRE 1

GÉNÉRALITÉS SUR LA COMMANDE

DANS LE DOMAINE DE POSITION
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Chapitre 1 Généralités sur la commande
dans le domaine de position

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons parler au début de la di�érence entre la commande d'un

robot dans l'espace articulaire et l'espace de travail ,et nous allons citer les avantages (in-

convénients ) de chaque approche , ensuite nous explorons les principes de la commande

dénommée commande dans le domaine de position. Le modèle dynamique d'un système

robotisé est transformé de l'espace temporel au domaine de position.

1.1 l'espace articulaire et l'espace de travail

En robotique, une des taches de base que doit accomplir un robot consiste à se déplacer

d'un point A à un point B, avec le respect éventuel d'un certain nombre de contraintes

(vitesse, accéleration max, évitement d'obstacle). La commande en position du robot consiste

donc à calculer les di�érentes consignes, en fonction du temps, a�n de générer le mouvement

désiré. C'est pour cela que la commande en position d'un robot est aussi appelée génération

de mouvement.

De manière classique, deux types de commande en position sont envisagée :

� une commande en position dans l'espace articulaire q (�g 1.1). Pour assurer le passage de la

position initiale à la position �nale (qi → qf ) et le contrôler temporellement, une génération

de mouvement est nécessaire. Par exemple, si l'on souhaite synchroniser les axes pour avoir

un mouvement harmonieux et contrôler la géométrie du déplacement du robot à chaque

itération.

� une commande en position dans l'espace opérationnel X (�g 1.1).

Figure 1.1 � Boucles de génération de mouvement dans l'espace articulaire et dans l'espace

opérationnel.



1.2. Commande dans le domaine de position 16

Le choix du type de commande peut être e�ectué en fonction de l'espace dans lequel

est décrit la trajectoire à suivre. La génération d'un mouvement directement dans l'espace

articulaire présente des avantages :

� le mouvement est minimal sur chaque articulation,

� elle nécessite moins de calculs (pas de passage MGD MGI),

le mouvement n'est pas a�ecté pas le passage sur les con�gurations singulières,

� les contraintes de couples maximum et de vitesse maximum sont connues car on les �xe

aux limites physiques des actionneurs.

En contrepartie, la géométrie du déplacement du robot dans l'espace opérationnel n'est

pas controlée (bien qu'elle soit répétitive). Il y a donc risque de collision si l'environnement

est encombré. On en déduit que ce type de mouvement conviendra d'avantage lorsque l'es-

pace sera dégagé, et pour des déplacements rapides.

Lorsque la géométrie de la trajectoire doit être contrôlée, la génération de trajectoire

dans l'espace opérationnel sera préférée. Par contre, elle comporte un certain nombre d'in-

convénients :

� elle demande d'appliquer le MGI en chaque point de la trajectoire,

� elle peut être mise en défaut lorsque la trajectoire calculée passe par une position singu-

lière,

� elle peut être mise en défaut lorsque la trajectoire calculée fait passer une articulation hors

de ces limites de variation q ∈ [qmin; qmax],

� les limites Cmax, V maxétant dé�nies dans l'espace opérationnel ne permettent pas d'uti-

liser au mieux les actionneurs.

Le choix dépend essentiellement de la tâche à e�ectuer et de l'espace de travail.

1.2 Commande dans le domaine de position

La commande dans l'espace de position introduite par Ouyang [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [9]

est une commande de type maitre-esclave et à caractère itérative , elle nécessite seulement

2 itérations , la �gure (1.2) illustre le principe de cette méthode :
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Figure 1.2 � Schéma de commande dans le domaine de position [10]

• Dans la première itération nous allons commander le système dans le domaine temporel

en utilisant les commande usuelles .

• Ensuite nous allons choisir une variable maitre qui va remplacer le temps dans la

deuxième itération et nous allons construire le modèle dynamique dans le domaine de

position en utilisant une transformation maitre /esclave , dans cette transformation

nous allons interpoler toutes nos variables qui sont en fonction de temps vers des

variable en fonction de la variable maitre choisi.

• Dans la deuxième itération nous allons intégrer le modèle dynamique dans le domaine

de position en fonction de la réponse de la variable maitre obtenue dans la première

itération ceci va nous permettre d'utiliser les informations de de la dynamique de cette

dernière pour améliorer les performances désirées (erreur de contour ).

1.2.1 Modèle dynamique temporel d'un robot à n ddl

Le modèle d'un robot à n ddl peut être représenté comme suit :

M(q)q̈(t) + C(q, q̇)q̇(t) +G(q) + F (t, q, q̇) = au(t) (1.1)

Où :M(q) , C(q, q̇) et G(q) sont la matrice d'inertie, les forces centrifuges et de Coriolis et le

vecteur de gravitation respectivement et B(q) est la matrice de transformation de l'entrée .

En�n, F (t, q, q̇)est la matrice comportant les forces de frottement et τ le vecteur de couples

de commande.

On opte pour une représentation en structure maitre-esclave de la dynamique du robot

comme décrit précédemment :[
mmm Mms

Msm Mss

][
q̈m

q̈s

]
+

[
cmm Cms

Csm Css

][
˙qm

q̇s

]
+

[
Gm

Gs

]
+

[
Fm

Fs

]
=

[
τm

τs

]
(1.2)

L'indice m se réfère à l'agent maitre et l'indice s se réfère aux agents esclaves.
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1.2.2 Dérivation relative et transformation du domaine temporel

vers le domaine de position

L'objectif d'une commande dans le domaine de position est de remplacer la dépendance

temporelle du système par une dépendance à l'une de ses variables appelé variable de ré-

férence ou axe maître et notée ”qm” avec qm = q1. Les mouvements des autres variables,

appelées esclaves, peuvent être représentés en fonction du mouvement de l'axe maître comme

suit : qi = qi(qm), i = 2, 3, . . . , n.

La première étape pour transformer un système dynamique en son équivalent dans le do-

maine de position est de développer une relation qui relie le domaine de position au domaine

temporel. Cela se fait en présentant la dynamique dérivée du mouvement de l'i ème esclave

par rapport au mouvement de l'agent maître :

q
′

i =
dqi
dqm

=
q̇i
˙qm

(1.3)

De l'équation (1.3) on comprend aisément que q
′
est le rapport de vitesse entre l'esclave et

les vitesses de l'agent principal qm qui décrit une relation de synchronisation entre les deux

mouvements. Cette dérivée relative est appelée vitesse de position relative de l'agent par

rapport à l'agent principal.

De la même manière, l'accélération de la position relative peut être dé�nie comme la seconde

dérivée relative :

q
′′

i =
dq

′
i

dqm
(1.4)

De l'équation (1.3), la vitesse de l'axe i peut être dé�nie comme suit :

q̇i = ˙qmq
′

i (1.5)

Par conséquent, l'équation (1.4) peut être exprimée comme :

q̈i = q
′′

i ˙qm
2 + q̈mq

′

i (1.6)

Les équations ci-dessus montrent le rapport entre mouvements absolus et relatifs.L'équation

(3.37) relie la vitesse absolue dans le domaine temporel avec la dérivée relative dans le

domaine de position, alors que l'équation (3.38) relie l'accélération absolue à l'accélération

relative. Les deux équations sont utilisées pour transformer le modèle dynamique du domaine

temporel vers le domaine de position.

1.2.3 Modèle dynamique dans le domaine de position

Dans le domaine de position, la position du maitre est utilisée comme référence indé-

pendante pour le suivi d'un contour dé�ni. Par conséquent, le modèle dynamique pour les
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agents esclaves peut être réécrit dans le domaine de position en fonction de la référence par

une transformation du domaine temporel vers le domaine de position :

En remplaçant dans le système (1.2) par les équations (3.37) et (3.38), un modèle dynamique

pour les mouvements des esclaves dans le domaine de position est dérivé de la manière sui-

vante :[11]

˙qm
2Mssqs

′′(qm) + (q̈mMss + ˙qmCss)q
′

s(qm) + q̈mMsm + ˙qmCsm +Gs + Fs = τs(qm) (1.7)

L'équation ci-dessus représente la relation dynamique entre le mouvement principal, indiqué

par l'indice m , et les mouvements des esclaves, indiqués par l'indice s

les dimensions du modèle dynamique dans le domaine de positon sont {Msm, Gs, Fs, τs} ∈
<n−1 , {Ms, Css} ∈ <(n−1)×(n−1) et {qs, q

′
s, q

′′
s } ∈ <n−1

La dynamique de l'esclave dans le domaine de position peut être redé�nie en utilisant les

paramètres suivant : 
M = ˙qm

2Mss

C = q̈mMss + ˙qmCss

D = Msmq̈m + ˙qmCsm +Gs + Fs

(1.8)

En utilisant l'équation (1.8), l'équation(1.7)peut être exprimée sous la forme compacte sui-

vante :

Mqs
′′(qm) + Cq

′

s(qm) +D = τs(qm) (1.9)

À partir de cette équation, on peut déduire que la position du maître a une plus grande

in�uence sur le contrôle du système que son erreur de suivi du contour désiré,enfaite en

quelque sorte on a remplacer le temps par la position maitre obtenue lors de la première

itération toute en préservant la dynamique du maitre (q̈m,ce qui explique l'appellation modèle

"dynamique " dans le domaine de position , enfaite le temps est toujours présent mais d'une

manière implicite.

A l'évidence, la non-linéarité du modèle du domaine temporel dans l'équation (1.7) est

maintenue dans le domaine de la position.

Il est entendu que la structure de contrôle du domaine de position requiert que le contrôle

du mouvement maître fonctionne dans le domaine temporel. Dans ce sens, la commande

dans le domaine de position est la combinaison de deux contrôleurs de natures di�érentes

s'exécutant en séquence comme on a expliqué dans la �gure (??).

Cette méthode donne de meilleures performances pour les deux raisons suivante :

• L'erreur sur la variable maitre qm est considéré nulle dans la deuxième itération , car on

va juste commander les esclaves dans la variable maitre ne contribue pas dans l'erreur

de contour .
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• Comme les robots sont généralement des systèmes interconectés ,donc la dynamique

du maitre qui disponible dans le modèle dynamique dans le domaine de position va

améliorer le calcule des couples des esclaves (τs) , ceci va certainement améliorer les

performances dans la deuxième itération .

1.2.4 Le choix de la variable maitre

Comme la variable maitre remplace le temps dans le modèle dynamique de position ,donc

pour pouvoir intégrer ce dernier , la variable qm doit posséder les mêmes caractéristiques du

temps , qu'on note dans le tableau suivant :

Figure 1.3 � Comparaison entre le temps et la variable maitre

Nous allons traiter chaque contrainte pour pour pouvoir utiliser le modèle dans le domaine

de position :

La stricte monotonie

Pour cela nous proposons deux solutions :

Commande dans l'espace articulaire : On impose qm strictement monotone par partie

en utilisant la génération de la trajectoire , et on intègre partie par partie .

Commande dans l'espace opérationnel : qm est calculé depuis le MGI , mais dans

le cas d'un robot manipulateur , si on choisitqm = q1 (la première articulation) . On a par

défaut qm strictement monotone par partie ∀ le contour , car la première articulation subit

l'inertie générale du système donc τ 6= 0 , et comme τest l'image de q̈m , donc q̈m 6= 0 , d'où

par intégration on a qm est strictement monotone par partie .
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La variable maitre négative

Cela va générer une solution instable , donc a �n de remédier à ce problème nous allons

utiliser le théorème de Lyapunov pour assurer la stabilité

Le pas d'échantillonnage variable

Pour des raisons numérique Ouyang a proposer réechantionner qm avec un pas �xe ,

mais cela va déformer L'allure de qm donc générer une erreur dans le contour désiré dans le

domaine de position , il a assumer que cette erreur est nulle et il calcule l'erreur de contour

par rapport au nouveau contour désirée (Position) mais comme cette erreur est importante

dans la majorité des cas , donc on procéder di�éremment , on a laisser le pas d'échantionallege

dqm variable , et on va chercher les gains optimaux pour pouvoir avoir une monotonie stricte

numériquement , pour avoir une erreur de transformation assumé nulle ,et on calcule par

rapport au contour désirée réel (Temps ) .

1.3 Remarques

On va récapituler les idées importantes de la commande dans le domaine de position en

plus on va proposer quelques idées pour clari�er le concept dans les remarques suivantes :

R1 :Pour formuler le réglage d'un système dans le domaine de position, ce système sup-

posé d'ordre n est transformé en un système dynamique d'ordre n − 1 dans le domaine de

position tout en conservant la dynamique de son articulation maitre. En conséquence,l'erreur

de contour diminue lors du passage vers le domaine de position pour deux raisons principales.

La première étant l'annulation de la contribution de l'articulation maitre dans la création

de l'erreur globale de suivi de contour. La deuxième raison est que la dynamique du maitre

est conservée dans le domaine temporel sans intervenir dans l'expression de l'erreur de suivi

de contour par l'e�ecteur.

R2 :Toutefois, les variations de l'articulation maitre doivent être strictement monotones

par parties. Autrement, elle doit être similaire au temps "t" pour pouvoir intégrer l'équation

di�érentielle ,et donc théoriquement on doit avoir q̇m 6= 0 pour chaque partie. La condition

précédente se traduit numériquement par ‖q̇m‖ > ε > 0, tel que ε est la tolérance du calcu-

lateur.

R3 : Étant donné que le temps est toujours positif, alors que la variable maitre qm peut

être négative ce qui donne une solution pour l'équation di�érentielle non- signi�cative voir
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instable , pour cela on va utilisé la théorie de Lyapounov a�n de régler ce problème et ce

dans le chapitre suivant portant sur la synthèse de commandes.

R4 :En particulier, dans le cas du robot planaire poly-articulaire il est primordial d'im-

poser une dynamique performante pour les articulations. En d'autre terme, comme on com-

mande dans l'espace de travail pour suivre un contour désiré les articulation esclaves qdi
doivent correspondre à la cinématique inverse . Simultanément, la variable maitre qmd

est

toujours monotone par partie du moment que celle-ci subit toute l'inertie du système. En

e�et, le couple τm appliqué au niveau de l'articulation maitre (la première articulation)

véri�eτm 6= 0 ∀t > 0 et comme ce couple est l'image de l'accélération de cette articulation

q̈m, on a donc q̈m 6= 0 ∀t > 0. Ainsi,par intégration on a q̇m est strictement monotone ce

qui implique que qm doit être strictement monotone par partie On peut donc conclure que

le robot manipulateur est choisi comme la structure la plus appropriée pour la commande

dans le domaine de position pour les raisons évoquées précédemment.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé le concept de formulation d'un problème de suivi

de contour dans le domaine de position. Nous avons introduit la loi de commande dans

le domaine de position comme une alternative aux techniques de commande temporelles

usuelles Cette approche fera l'objet de notre étude dans les prochains chapitres et sera

comparée aux techniques de contrôle temporelles existantes.



CHAPITRE 2

THÉORIE SUR LA COMMANDE PAR

MODE GLISSANT
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Chapitre 2 :Théorie sur la commande
par mode glissant

Introduction

Dans ce chapitre nous allons parler du concept générale de la commande par mode glissant

, les avantage de cette commande , et l'inconvénient majeure qui le phénomène de broutement

, ensuite nous citer le solution proposées , notamment nous allons parler de la théorie de la

commande par mode glissant d'ordre supérieure qui élimine ce problème.

2.1 Commande par mode glissant

Pour des systèmes non linéaires ou ayant des paramètres variables dans le temps, les

lois de commande classique peuvent être insu�santes, car elles ne sont pas robustes. La

caractéristique principale des systèmes à structure variable est que leur loi de commande

se modi�e d'une manière discontinue. Les commutations de la commande s'e�ectuent en

fonction des variables d'état utilisées pour créer une "variété" ou "surface" dite de glissement

dont le but est de forcer la dynamique du système à suivre celle dé�nie par l'équation de cette

surface. Quand l'état est maintenu sur cette surface, le système est dit en régime glissant. La

commande par mode glissant a largement prouvé son e�cacité à travers les études théoriques

rapportées [12].

2.1.1 Synthèse de la commande par mode glissant

On considère le système non linéaire suivant :

(S) :

ẋ = f(x(t), u(t))

y = h(x(t))
(2.1)

Avec l'entrée u(t) ∈ <m , le vecteur d'état x ∈ <n, la sortie y ∈ <p, f et h sont des fonctions

de C∞.

La synthèse d'un contrôleur par mode glissant pour le système (2.1) se fait en trois étapes

[12], [13] :

Choix de la surface de glissement

Le choix concernant la forme de cette surface est en fonction de l'application et l'objectif

visé. On trouve dans la littérature que Slotine [14] a proposé une forme générale qui consiste
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à dé�nir une fonction scalaire dans le plan des phases donnée par :

S(x) = (
d

dt
+ λx)

r−1e(x) (2.2)

x : La variable à commander ;

e(x) = xd − x : L'erreur de poursuite ;

λx : Une constante positive qui interprétera la dynamique de la surface ;

r : Le degré relatif du système.

Conditions d'existence du régime glissant

C'est la condition sous laquelle la trajectoire d'état va atteindre la surface de glissement,

appelée aussi "condition d'attractivité". Deux types de conditions d'accès à la surface de

glissement sont présentés : Approche directe et approche de Lyapunov. On va utiliser l'ap-

proche directe.

Cette approche est la plus ancienne, elle a été proposée par Emilyanov et Utkin [15].Ṡ(x) > 0 lorsque S(x) < 0

Ṡ(x) < 0 lorsque S(x) > 0
(2.3)

Cette condition est toutefois di�cile à utiliser, particulièrement dans le cas d'un système à

plusieurs entrées.

Établissement de la loi de commande

Dans le but de forcer les états du système à atteindre la surface de glissement et le

contraindre à rester sur cette surface malgré la présence des incertitudes et des perturbations,

la commande u contient deux termes [12] :

La commande équivalente qui est un moyen de déterminer le comportement du système

lorsqu'un régime glissant idéal est établi. Elle peut être calculée à partir de la condition

d'invariance de la surface : S(x, t) = 0

Ṡ(x, t) = 0
(2.4)

Ce qui conduit à l'expression :

ueq(x, t) = −[
∂S

∂x
g(x, t)]−1(

∂S

∂x
f(x, t) +

∂S

∂t
) (2.5)

La deuxième est une fonction discontinue qui permet de satisfaire la condition d'attrac-

tivité : S(x)Ṡ(x) 6 0. Elle est généralement de la forme :
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uatt = −Ksign(S) (2.6)

Donc, la commande u sera :

u= − [
∂S

∂x
g(x, t)]−1(

∂S

∂x
f(x, t) +

∂S

∂t
)−Ksign(S) (2.7)

Le phénomène de Chattering

Un régime glissant idéal requiert une commande pouvant commuter à une fréquence in�-

nie. Evidemment, pour une utilisation pratique, seule une commutation à une fréquence �nie

est possible ; ce qui cause un retard entre la mesure de la sortie et le calcul de la commande.

Cela conduit le système à quitter la surface de glissement sans que la commande puisse réagir

[12], [13].

Ainsi, durant le régime glissant, les discontinuités de la commande peuvent entrainer des

oscillations en haute fréquence de la trajectoire du système autour de la surface de glisse-

ment, ce phénomène est appelé broutement ou chattering. En conséquence, les performances

et la robustesse du système sont dégradées et cela peut même conduire à l'instabilité [13].

Figure 2.1 � Phénomène du broutement

Nombreuses solutions ont été proposées dans le but de réduire ou d'éliminer ce phéno-

mène. Il existe des méthodes comme celle de la couche limite (boundary layer) qui consiste

à remplacer la fonction sign de la loi de commande par une approximation continue à gain

élevé dans un voisinage de S, et saturée en dehors de ce voisinage. Le régime glissant qui en

résulte n'est plus con�né dans S, mais dans un voisinage de celui-ci. Dans ce cas, le système

est dit en régime pseudo-glissant. Ces méthodes réduisent la robustesse de la commande.

Elles sont paramétrées par une constante positive δ réglée pour avoir un bon compromis

entre la réduction du chattering et la conservation de la robustesse. Dans les méthodes pré-

sentées ici, plus δ est petit, plus l'approximation tend vers la fonction sign, et donc meilleure
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est la robustesse, au détriment de la réduction du chattering [13].

Les fonctions les plus utilisées sont [16], [13] :

Fonction saturation

sat(σ, δ) =

sign(σ) si |σ| > δ

σ
δ

si |σ| 6 δ
(2.8)

La fonction pseudo-signe

v(σ, δ) =
σ

|σ|+ δ
(2.9)

La fonction arctangente

v(σ, δ) =
2

π
arctan(

σ

δ
) (2.10)

La fonction tangente hyperbolique

v(σ, δ) = tanh(
σ

δ
) (2.11)

Il est à noter que dans toutes les solutions apportées pour remédier au phénomène du

chattering les propriétés (performances et robustesse) du mode glissant ne sont pas garanties.

Pour préserver ces dernières, les commandes par mode de glissement d'ordre supérieur et par

mode glissant �oue sont introduites.

2.2 Commande par mode de glissement d'ordre supérieur

La commande par mode de glissement d'ordre supérieur [17], [18], [19],[20] , [21]est donc

une généralisation de la commande par mode de glissement classique (d'ordre un) où elle

peut aller à des ordres supérieurs de la dérivée de la surface de glissement. Par conséquent ;

la commande discontinue n'agit pas sur la première dérivée de la surface de glissement mais

plutôt sur les dérivées supérieures. Ce comportement permet de décaler l'e�et indésirable

du phénomène de broutement aux ordres supérieurs de la dérivée de la commande, et la

commande appliquée au système est obtenue donc par intégration. L'intégration permet

de lisser la commande d'où l'annulation du phénomène de broutement tout en gardant les

avantages de la commande par mode de glissement.
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2.2.1 Position du problème et dé�nitions

Considérant un système non linéaire mono variable donné par :

(S) :


ẋ = f(x(t), u(t))

y = h(x(t))

S(t) = yr(t)− y(t)

(2.12)

Avec : x = [x1, ...., x]T ∈ X ⊂ <n

• f(x) et g(x) sont des fonctions su�samment di�érentiables (de préférence de C∞) mais

connues de façon incertaine.

• y ∈ Y ⊂ Rp la sortie du système.

On suppose que le système à un degré relatifρ par rapport à la sortie y, c à d :

y(ρ) = F (x) +G(x)u (2.13)

Tel que : F (x) = Lρfh(x) ; G(x) = LgL
ρ−1
f h(x) et Lρfh(x) est la dérivée de Lie à l'ordre (ρ−1)

de h le long de f .

• u ∈ U ⊂ <m : représente la commande, et qui est une fonction discontinue et bornée

dépendant du vecteur d'état.

• S : R+×R+ → R : est la surface de glissement qui est une fonction di�érentiable telle

que la commande n'apparaît pas dans ses (r − 1) premières dérivées par rapport au

temps mais plutôt dans l'ordre r c à d :

S(r) = φ(t, S, Ṡ, ..., S(r−1)) + ϕ(t, S, Ṡ, ..., S(r−1))u (2.14)

avec : φ = y
(ρ)
r (t)− Lrfh(x) et ϕ = LgL

ρ−1
f h(x) .

r :est appelé l'ordre de glissement ou le degré relatif de glissement.

L'ensemble de glissement d'ordre r est dé�ni par Γr tel que :

Γr = {(t, x) ∈ <+ ×<n : S(t, x) = Ṡ(t, x) = S̈(t, x) = ..... = S(r−1)(t, x) = 0} (2.15)

Par exemple :

Dans un mode glissant d'ordre 1 (degré relatif égal à un) :

r = 1 , Ṡ = φ(t, S) + ϕ(t, S)u et Γ1 = {(t, x) ∈ <+ ×<n : S(t, x) = 0}
Dans un mode glissant d'ordre 2 (degré relatif égal à deux) :

r = 2 , S̈ = φ(t, S) + ϕ(t, S)u et Γ2 = {(t, x) ∈ <+ ×<n : S(t, x) = Ṡ(t, x) = 0}
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Dans le mode glissant d'ordre un (ρ = 1) où la dynamique de glissement est gérée par Ṡ la

commande est calculée de façon à rendre la surface S attractive au bout d'un temps �ni. La

commande synthétisée est généralement basée sur une l'inégalité SṠ < −η|S|. η > 0. Dans

le cas du mode glissant d'ordre supérieur (ρ > 1), l'inégalité précédente n'est pas su�sante

pour assurer l'attractivité et l'invariance de la surface de glissement et certaines hypothèses

[17] sont nécessaires.

Hypothèse 1 :la commande u(t) appartient à l'ensemble U = {u : |u| < uM} où uM > 1

est une constante réel, de plus la solution du système (2.12) est dé�nie pour tout t, ce qui

produit une commande u(t) continue et u(t) ∈ U .
Hypothèse 2 :Il existe u1 ∈ (0, 1) telle que pour toute fonction continue u avec u > u1 , il

existe t1 tel que S.u > 0 pour tout t > t1 . D'où, la commande u = −UMsign[Ṡ(t0)] , (où t0

est l'instant initial) assure la convergence en temps �ni sur S = 0.

Hypothèse 3 :les fonctions φ et ϕ de (2.14) sont bornées. De plus il existe des constantes

positives S0, C0,Γm,ΓM telle que si S(t, x) < S0 donc :
0 < Γm < ϕ(t, S, Ṡ, ..., Sr−1) 6 ΓM

φ((t, S, Ṡ, ..., Sr−1) 6 C0

∀t, u ∈ U , x ∈ X.

(2.16)

En�n la procédure de synthèse de la commande par mode de glissement d'ordre supérieur

revient à suivre les deux procédures suivantes :

Procédure 1 :Trouver une fonction S̃(S, Ṡ, ..., S(r−1)), telle que le mouvement des point

représentatifs du système sur S̃ = 0 amène à l'annulation au bout d'un temps �ni de

S, Ṡ, ..., S(r−1) .

Procédure 2 :Trouver une loi de commande u discontinue qui permette de stabiliser en

temps �ni la dynamique (2.14) en se basant sur les hypothèses précédentes.

Et en se basant sur ces mêmes hypothèses, les deux procédures précédentes sont équivalentes

à trouver une loi de commande u qui stabilise en temps �ni le système :

Ṡ1 = S2

Ṡ2 = S3

...

Ṡr = φ+ ϕ.u

S = S1

(2.17)

Le système (2.12) est forcé donc à évoluer en temps �ni sur l'ensemble de glissement d'ordre

r dé�ni dans (2.15).

Le problème de commande par mode glissant d'ordre ρ = r du système (2.12) avec les
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hypothèses précédentes, revient à la stabilisation en temps �ni de :Ṡi = Si+1 1 6 i 6 ρ− 1

Ṡρ = φ+ ϕ.u
(2.18)

2.2.2 Commande par mode de glissement d'ordre 2

[17], [18] [19] Si on considère le système (2.12) avec les fonctions f(x) et g(x) sont des

fonctions C1 et S est C2 . Le mode glissant d'ordre deux (�gure 2.2) est obtenu en forçant la

trajectoire d'état du système à joindre et se maintenir en temps �ni l'ensemble de glissement

d'ordre deux dé�nie par :S̃2 = {x ∈ X|S = Ṡ = 0}.

Figure 2.2 � Caractéristique du Mode glissant d'ordre 2

Suivant le degré relatif (r = 1, r = 2) de glissement ; on distingue deux cas di�érents.

Si on suppose que la première dérivée de la surface Ṡ = α(t, x) + β(t, x)u.

Cas 1 :lorsque r = 1 c'est le cas où la commande apparaît dans la première dérivée de la

surface de glissement c à d :

Ṡ =
∂S

∂t
+

∂

∂x
S[f(x) + g(x)u] (2.19)

Avec : ∂
∂x
S(x, t)g(x)u 6= 0

S̈ =
∂2

∂t2
S(x, t, u) +

∂

∂x
Ṡ(x, t, u)[f(x) + g(x)u] +

∂

∂x
Ṡ(x, t, u)u̇(t)

= φ1(x, t, u) + ϕ1(x, t, u)u̇

(2.20)

Cas 2 :lorsque r = 2 c'est le cas où la commande apparaît dans la deuxième dérivée de la

surface de glissement c à d :

Ṡ =
∂S

∂t
+

∂

∂x
S[f(x) + g(x)u] (2.21)
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Avec : ∂
∂x
S(x, t)g(x)u = 0

S̈ =
∂2

∂t2
S(x, t, u) +

∂

∂x
Ṡ(x, t, u)[f(x) + g(x)u] = φ2(x, t, u) + ϕ2(x, t, u)u (2.22)

Et le problème de la commande par mode de glissement d'ordre deux revient en la stabili-

sation en temps �ni de : 
Ṡ1 = S2

Ṡ2 = φ+ ϕ.v

S = S1

(2.23)

Avec :

Cas 1 : φ = φ1, ϕ = ϕ1, v = u̇

Cas 2 : φ = φ2, ϕ = ϕ2, v = u

Plusieurs algorithmes de commande par mode de glissement d'ordre deux ont été proposés

dans la littérature [17], [19] pour la stabilisation de (2.23) qui satisfait les hypothèses (1-3).

Parmi ces algorithmes on peut citer l'algoritheme du twisting, de super twisting, avec loi

de convergence imposée et sous optimale. Dans ce chapitre seule l'algorithme du twisting

et super twisting seront présentés vue qu'ils sont les seuls qui donnent une solution quand

l'ordre de glissement est de un. C'est le cas pour le modèle du robot manipulateur lorsque

la surface de glissement est dé�nie en fonction de l'articulation et sa variation.

Algorithme du twisting [21]

Selon le degré relatif de la surface de glissement deux cas se présentent :

Cas 1 : ρ = 1

v = u̇ =


−u si |u| > uM

−λmsign(S1) si S1S2 6 0, |u| 6 uM

−λMsign(S1) si S1S2 > 0, |u| 6 uM

(2.24)

Cas 2 : ρ = 2

v = u =

−λmsign(S1) si S1S2 6 0

−λMsign(S1) si S1S2 > 0,
(2.25)

Le choix des gains λm et λM qui assure la convergence en un temps �ni est donnée en se

basant sur les constantes S0, C0,Γm,ΓM de l'hypothèse 3 par :

λm > λM

λM > 4ΓM

S0

λm > C0

Γm

λM > ΓMλm
Γm

+ 2 C0

Γm

(2.26)
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Les caractéristiques de l'algorithm twisting autour de l'origine sont illustrées sur la �gure

(2.3).

Figure 2.3 � Caractéristique de l' algorithme de twisting

L'inconvénient majeur de cet algorithme est qu'il nécessite le calcul de la dérivée de

la surface de glissement, ce qui est considéré comme un obstacle réel dans sa réalisation

pratique.

Algorithme de super-twisting [21]

Cet algorithme a été développé pour commander les systèmes de degré relatif égal à un

(ρ = 1) a�n d'annuler le phénomène de broutement qui est considéré comme un obstacle

réel pour la réalisation de la commande par mode de glissement d'ordre un. Son avantage et

qu'il ne nécessite pas le calcul de la dérivée de la surface de glissement tout en gardant les

propriétés du mode glissant.

L'algorithme de commande est donné par la loi de commande suivante :

uST (t) = u1(t) + u2(t) (2.27)

u̇1 =

−u si |u| > uM

−βsign(S1) si |u| 6 uM
(2.28)

u2 =

−αS
q
0sign(S1) si |S| > S0

−α|S|qsign(S1) si |S| 6 S0

(2.29)

Les conditions su�santes qui véri�ent les hypothèses (1-3) et qui assurent la convergence
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de la trajectoire du système vers la surface de glissement sont données par :
β > C0

Γm

α2 > 4C0

Γ2
m

ΓM (β+C0)
Γm(β−C0)

0 < q 6 0.5

(2.30)

Les caractéristiques de l'algorithme de super twisting autour de l'origine sont illustrées sur

la �gure (2.4).

Figure 2.4 � Convergence en temps �ni de l'algorithme Super Twisting

Conclusion

Nous avons parler dans ce chapitre de la théorie de la commande par mode glissant

d'ordre un et d'ordre supérieur , nous allons maintenant utiliser la théorie de la commande

dans l'espace de position pour synthétiser ces commandes dans les deux domaine : temporel

et position.



CHAPITRE 3

SYNTHÈSE DES LOIS DE COMMANDES
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Chapitre 3 :Synthèse des lois de
commandes

Introduction

Dans ce chapitre, nous synthétisons quelques lois de commande par mode glissant d'ordre

un et d'ordre supérieur dédiées au suivi de contours pour un robot manipulateur . En pa-

rallèle, nous formulons le problème de commande dans le domaine de position selon les

transformations étudiées dans le chapitre 1. En�n, nous analysons la stabilité du système

commandé pour chacune des méthodes considérées.

3.1 Système robotique dans le domaine de position

3.1.1 Robot manipulateur

Figure 3.1 � Schéma d'un robot manipulateur dans le domaine de position[3]

Un robot manipulateur, illustré dans la �gure(3.1), est utilisé à titre d'exemple pour dé-

crire le concept de CDP. Dans la CDP, un principe de mouvement maître-esclave est utilisé

. Le mouvement principal (mouvement articulation 1), mesuré par un capteur, est utilisé

comme référence qui n'introduira aucune erreur à l'erreur de contour, et les mouvements des

esclaves (les mouvements des articulations 2 à 4) sont décrit comme fonctions du mouvement

du maître selon les exigences de la trajectoire du contour. Le mouvement maître fonctionne

dans le domaine temporel, contrôlé par une loi de commande temporelle .
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D'autre part, les mouvements des esclaves fonctionnent dans le domaine de position,

en utilisant le mouvement principal comme référence au lieu du temps ([6]. On reprend le

modelé dynamique dans le domaine temporel et dans le domaine de position (3.1) illustré

dans la chapitre précédant (section 2.4.3)

Équation Dynamique du robot dans le domaine temporel

M(q)q̈(t) + C(q, q̇)q̇(t) +G(q) + F (t, q, q̇) = τ(t) (3.1)

Équation Dynamique du robot dans le domaine de position

Mqs
′′(qm) + Cq

′

s(qm) +D = τs(qm) (3.2)

Avec 
M = ˙qm

2Mss

C = q̈mMss + ˙qmCss

D = Msmq̈m + ˙qmCsm +Gs + Fs

(3.3)

3.1.2 Propriétés et hypothèses du système dynamique

Certaines propriétés qu'on aura besoins pour les commandes et l'étude de stabilité des

commandes du robot manipulateur décrit par les equations (3.1) et (3.2) sont données comme

suit[22] [8] :

P1 : La matrice d'inertieM(q) ∈ <n×n est symétrique et dé�nie positive.Mss(q) ∈ <(n−1)×(n−1)

est par conséquent symétrique et dé�nie positive.

P2 : La matrice Ṁ(q)−2C(q, q̇) est antisymétrique , de même la matrice Ṁss(q)−2Css(q, q̇)

,où C(q, q̇) est la matrice des e�ets Coriolis et centrifuge.

P3 : les matrices d'inertie et des e�ets Coriolis et centrifuge satisfait l'équation suivante :Ṁ(q) = C(q, q̇) + CT (q, q̇)

Ṁss(q) = Css(q, q̇) + CT
ss(q, q̇)

(3.4)

P4 : M(qd),C(qd, q̇d) ,G(qd), et F (t, qd, q̇d) sont bornées , où qd et q̇d sont la position désirée

et la vitesse désirée respectivement , et ils sont bornées.

De plus, les notations suivantes seront utilisées λm(M) et λM(M) représentent la valeur

propre minimale et maximale de la matrice M . et �nalement deux suppositions sont utilisés

lors de l'étude de stabilité .

S1 :La vitesse ˙qm et l'acceleration q̈m du mouvement du maitre sont bornées dans la région

du contour désiré.

S2 :le contour désiré du mouvement des esclaves qsd(qm) est borné et qsd(qm) ∈ C2(qm).
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3.2 Commande par Mode glissant d'ordre un

3.2.1 Synthèse dans le domaine temporel

q̈(t) = −M−1(q)(C(q, q̇)q̇(t) +G(q) + F (t, q, q̇)− τ(t)) (3.5)

on prends les états du système
(
q q̇

)
et τ(t) le signal commande et posons e1 = qd −

q ∈ <n×1 et e2 = q̇d − q̇ ∈ <n×1 l'erreur sur la position et la vitesse des articulation ,

respectivement qd/q̇d représente la position/vitesse désirées pour un contour dé�ni issue du

modèle cinématique inverse [annexe 1].

La représentation d'état du système est la suivante :[
ė1(t)

ė2(t)

]
=

[
e2

q̈d +M−1(q)(C(q, q̇)q̇(t) +G(q) + F (t, q, q̇))−M−1(q)τ(t)

]
(3.6)

Comme l'ordre relative du système ρ = 2 , donc le choix de la surface de glissement est le

suivant :

S = e2 + λe1 (3.7)

Oû λ =

[
λm 0

0 λs

]
> 0 ,la dérivée de la surface S est :

Ṡ = ė2 + λė1 (3.8)

Pour assurer la stabilité du système, il faut avoir S(x)Ṡ(x) 6 0 (pour satisfaire la condition

d'attractivité). On peut choisir :

Ṡ = −Ksign(S) = q̈d +M−1(q)(C(q, q̇)q̇(t) +G(q) + F (t, q, q̇))−M−1(q)τ(t) + λe2 (3.9)

il en résulte :

τ(t) = M(q)[q̈d + λe2 +Ksign(S)] + C(q, q̇)q̇(t) +G(q) + F (t, q, q̇) (3.10)

3.2.2 Synthèse dans le domaine de position

Similaire à la commande par MG , la commande du maitre est calculé dans le domaine

temporel :

τm(t) = τ1(t) = [M(q)[q̈d + λe2 +Ksign(S)] +C(q, q̇)q̇(t) +G(q) + F (t, q, q̇)]T



1

0

0
...

0


(3.11)
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Calcule de la commande des esclaves la commande des esclave est calculé en utilisant

le système dynamique dans le domaine de position :

Mqs
′′(qm(t)) + Cq

′

s(qm(t)) +D = τs(qm(t)) (3.12)

on prends les états du système
(
qs q

′
s

)
et τs(qm(t)) le signal commande et posons es1 = qds−

qs ∈ <(n−1)×1 et e2s = q
′

ds− q
′
s ∈ <(n−1)×1 l'erreur sur la position et la vitesse des articulation

, respectivement qds/q
′

ds représente la position/vitesse désirée des esclaves pour un contour

dé�ni issu en utilisant la transformation (temps/position) expliqué dans le chapitre 1 .

La transformation d'état du système dans le domaine de position :[
e
′
1s(qm(t))

e
′
2s(qm(t))

]
=

[
e2s

q
′′

ds +M
−1

(qs)(C(qs, q
′
s)q

′
s +D −M−1

(qs)τs(qm(t))

]
(3.13)

La surface de glissement a été choisie comme suit :

Ss = es2 + α̃λses1 (3.14)

Oû α̃ est un opérateur dé�nie comme suit :

α̃ = α̃−1 =

1 si q̇m = 0

sign(q̇m) si q̇m 6= 0
(3.15)

La dérivée relative de la surface Ss est :

S
′

s = e
′

s2 + α̃λse
′

s1 (3.16)

Pour assurer la stabilité du système, il faut avoir SsS
′
s 6 0 (et satisfaire la condition d'at-

tractivité SsṠs = − Ks

|qm|S
T
s Ss 6 0 dans le temps ). On peut choisir :

S
′

s = −α̃Kssign(Ss) = q
′′

ds +M
−1

(qs)(C(qs, q
′

s)q
′

s +D −M−1
(qs)τs(qm(t)) + α̃λses2 (3.17)

il en résulte :

τs(t) = M(qm(t))[q
′′

sd + α̃λses2 + α̃Kssign(Ss)] + C(qs, q
′

s)q
′

s +D (3.18)

3.3 Commande par Mode glissant d'ordre deux

3.3.1 Synthèse dans le domaine temporel

q̈(t) = −M−1(q)(C(q, q̇)q̇(t) +G(q) + F (t, q, q̇)− τ(t)) (3.19)
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on prends les états du système
(
q q̇

)
et τ(t) le signal commande et posons e1 = qd −

q ∈ <n×1 et e2 = q̇d − q̇ ∈ <n×1 l'erreur sur la position et la vitesse des articulation ,

respectivement qd/q̇d représente la position/vitesse désirées pour un contour dé�ni issue du

modèle cinématique inverse [annexe 1].

La représentation d'état du système est la suivante :[
ė1(t)

ė2(t)

]
=

[
e2

q̈d +M−1(q)(C(q, q̇)q̇(t) +G(q) + F (t, q, q̇))−M−1(q)τ(t)

]
(3.20)

Comme l'ordre relative du système ρ = 2 , donc le choix de la surface de glissement est le

suivant :

S = e2 + λe1 (3.21)

Oû λ =

[
λm 0

0 λs

]
> 0 ,la dérivée de la surface S est :

Ṡ = ė2 + λė1 = φ(q, t) + ϕ(q, t)τ(t) (3.22)

Avec : φ(q, t) = q̈d +M−1(q)(C(q, q̇)q̇(t) +G(q) + F (t, q, q̇)) + λe2

ϕ(q, t) = −M−1(q)
(3.23)

Donc le système possède un dégrée relatif de glissement r = 1 d'où le choix optimale pour

est l'algorithme du supertwisting pour les raisons citées dans le chapitre 2.

Pour assurer la stabilité du système, il faut choisir la commande de la forme suivante :

τ(t) = τeq(t) + τST (t) (3.24)

Tel que :τeq(t) = M(q)[q̈d + λe2] + C(q, q̇)q̇(t) +G(q) + F (t, q, q̇)

τST (t) = M(q)[τST1(t) + τST2(t)] = M(q)[
∫ t̃=t
t̃=0

τ̇ST1(t̃)dt̃+ τST2(t)]
(3.25)

On a par dé�nition :

τ̇ST1 =

−u si |u| > uM

−βsign(S) si |u| 6 uM
(3.26)

τST2(t) =

−αS
q
0sign(S) si |S| > S0

−α|S|qsign(S) si |S| 6 S0

(3.27)

Où uM et S0 sont des constantes estimées d'une manières empirique . et :

uM =

[
uMm 0

0 uMs

]
> 0 ; S0 =

[
S0m 0

0 S0s

]
> 0 ;α =

[
αm 0

0 αs

]
> 0 ; β =

[
βm 0

0 βs

]
> 0
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Les conditions su�santes qui véri�ent les hypothèses (1-3) citées dans le chapitre 2 et

qui assurent la convergence de la trajectoire du système vers la surface de glissement en un

temps �ni sont données par :
β > C0Γ−1

m

α2 > 4C0Γ−2
m ΓM(β + C0)(Γm(β − C0))−1

0 < q 6 0.5

(3.28)

3.3.2 Synthèse dans le domaine de position

Similaire à la commande par MG , la commande du maitre est calculé dans le domaine

temporel :

τm(t) = τ1(t) = M(q)[q̈d+λe2+

∫ t̃=t

t̃=0

τ̇ST1(t̃)dt̃+τST2(t)]+C(q, q̇)q̇(t)+G(q)+F (t, q, q̇)]T



1

0

0
...

0


(3.29)

Calcule de la commande des esclaves la commande des esclave est calculé en utilisant

le système dynamique dans le domaine de position :

Mqs
′′(qm(t)) + Cq

′

s(qm(t)) +D = τs(qm(t)) (3.30)

on prends les états du système
(
qs q

′
s

)
et τs(qm(t)) le signal commande et posons es1 = qds−

qs ∈ <(n−1)×1 et e2s = q
′

ds− q
′
s ∈ <(n−1)×1 l'erreur sur la position et la vitesse des articulation

, respectivement qds/q
′

ds représente la position/vitesse désirée des esclaves pour un contour

dé�ni issu en utilisant la transformation (temps/position) expliqué dans le chapitre 1 (1.4.1)

.

La transformation d'état du système dans le domaine de position :[
e
′
1s(qm(t))

e
′
2s(qm(t))

]
=

[
e2s

q
′′

ds +M
−1

(qs)(C(qs, q
′
s)q

′
s +D −M−1

(qs)τs(qm(t))

]
(3.31)

La surface de glissement a été choisie comme suit :

Ss = es2 + α̃λses1 (3.32)

Oû α̃ est un opérateur dé�nie comme suit :

α̃ = α̃−1 =

1 si q̇m = 0

sign(q̇m) si q̇m 6= 0
(3.33)
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La dérivée relative de la surface Ss est :

S
′

s = e
′

s2 + α̃λse
′

s1 = φs(q, t) + ϕs(q, t)τs(t) (3.34)

Pour assurer la stabilité du système, il faut choisir la commande de la forme suivante :

τs(t) = τeqs(t) + τSTs(t) (3.35)

Tel que :τeqs(qm(t)) = M(qm(t))[q
′′

sd + α̃λses2] + C(qs, q
′
s)q

′
s +D

τSTs(qm(t)) = M [τSTs1(t) + τSTs2(t)] = M [
∫ t̃=qm(t)

˜qm=qm(0)
τ̇STs1(q̃m)dq̃m + τSTs2(qm)]

(3.36)

Avec :

τ̇STs1 =

−us si |us| > uMs

−α̃βssign(Ss) si |us| 6 uMs

(3.37)

τSTs2 =

−α̃αsS
q
s0sign(Ss) si |Ss| > Ss0

−α̃αs|Ss|qsign(Ss) si |Ss| 6 Ss0
(3.38)

Ou : αs et βs véri�ent les hypothèses (1-3) pour assurer la convergence en un temps �ni.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé le concept de formulation d'un problème de suivi

de contour dans le domaine de position. Nous avons introduit des loi de contrôle comme

une alternative de domaine de position à la loi de contrôle PSC de domaine de temps.

Cette approche fera l'objet de notre étude dans les prochain chapitre et sera comparée aux

techniques de contrôle temporel et entre eux dans le domaine de position.
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Chapitre 4 :Simulation et Résultats

4.1 Con�guration de la simulation

Un robot manipulateur virtuel composé de 3 articulations rotoides illustré dans la �-

gure(4.1) est utilisé pour la simulation. Le robot manipulateur est supposé être composé de

3 segments de di�érentes tailles qui sont commandés avec le même type d'actionneurs. Ce

type de con�guration a été choisi parce qu'il était assez complexe pour montrer les capacités

de la loi des commandes proposée. . Les paramètres structurels du robot manipulateur choisi

�gurent dans le tableau (4.1).

Figure 4.1 � Robot Manipulateur Planaire à 3.d.d.l[23]

Corps Mass Longueur Centre Inertie

mi(kg) li(m) ri(m) Ii(kgm
2)

1 1.00 0.50 0.25 0.10

2 1.00 0.50 0.25 0.10

3 0.50 0.30 0.15 0.05

Table 4.1 � Paramètres structurels du robot manipulateur série[3]
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4.2 Contours de références utilisés durant les simulations

Pour garantir que les trajectoires de référence soient lisses pour toutes les articulations

du robot manipulateur, un polynôme d'ordre 5 est utilisé pour dé�nir pour le contour désiré,

ses signaux de position, vitesse et accélération associés [10]. Le polynôme d'ordre est dé�ni

comme fonction du temps par :

r(t) = 10(
t

T
)3 − 15(

t

T
)4 + 6(

t

T
)5 (4.1)

Où : t : le temps et T : la durée totale accordée à l'opération ou au mouvement . La vitesse

et l'accélération es donnée par :

ṙ(t) =
1

T
{30(

t

T
)2 − 60(

t

T
)3 + 30(

t

T
)4} (4.2)

4.2.1 Contours Linéaires

Avec les équations (4.2)-(4.3), un contour linéaire qu'on désire imposer au niveau de

l'e�ecteur peut être dé�ni par :

Pd = (Pf − Pi)r(t) (4.3)

Où : Pd est le contour désiré, exprimé par des coordonnées cartésiennes (xef , yef ), et Pi et Pf

sont les positions initiale et �nale du contour.L'orientation (qef) de l'e�ecteur est maintenue

constante pour chaque segment. Les équations de la cinématique inverse du manipulateur ro-

botique (annexe) sont utilisées pour calculer la position et les vitesses des des axes nécessaires

pour suivre le contour dé�ni.

4.2.2 Contour Ligne

Les �gures (4.2) et (4.3) montrent le contour ligne ainsi que les trajectoires de niveau de

l'e�ecteur et de l'articulation. Le tableau (4.2) montre respectivement les positions �nale et

initiale sur le niveau de l'e�ecteur �nal . Nous avons pris pour cette simulation une fréquence

d'échantillonnage 1000Hz , et un temps de simulation ts = 1.5s.

Pi Pf

xef(m) 0.50 0.70

yef(m) 0.50 0.70

qef(rad) 1.047 1.047

Table 4.2 � Positions initiales et �nales de l'e�ecteur pour le contour ligne.
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Figure 4.2 � Contour Ligne (Espace de travail)

Figure 4.3 � Positions et vitesses désirées des articulations
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4.2.3 Contours non linéaires

Pour dé�nir le contour non linéaire, un paramètre angulaire doit être introduit :

θ(t) = r(t)(θf − θi) (4.4)

Le contour circulaire est dé�ni comme suit :xef (t) = xc +R · cos(θ(t))

yef (t) = yc +R · sin(θ(t)
(4.5)

Avec (xc, yc) le centre du cercle et R son rayon .

Pour cette simulation ,nous avons pris une fréquence d'échantillonnage 1000Hz , et un temps

de simulation ts = 5s.

xc yc R

0.0[m] 0.0[m] 0.6[m]

Table 4.3 � Les paramètres du contour circulaire

Figure 4.4 � Contour Cercle (Espace de travail)



4.3. Transformation de trajectoires 47

Figure 4.5 � Positions et vitesses désirées des articulations (contour circulaire)

4.3 Transformation de trajectoires

Comme mentionné précédemment, lors de l'élaboration de la commande dans le do-

maine de position, les fonctions temporelles traduisant la dynamique de référence des esclaves

doivent être transformées en des fonctions dépendant de la position du maître.

Figure 4.6 � Lookup Table (interp1) (The MathWorks, Inc)

Pour e�ectuer les simulations suivantes, � lookup tables � sont utilisées pour la redé�ni-

tion des trajectoires désirées dans le domaine des positions. Plus précisément, les trajectoires

désirées sont initialement dé�nies comme fonctions temporelles. Ensuite, ces trajectoires sont

interpolées linéairement en fonction de la trajectoire réelle de l'agent maitre résultant de son

asservissement dans le domaine temporel. Le concept de cette transformation est illustré

dans la �gure (4.6)[6].
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Les contours résultants dérivés de la procédure ci-dessus peuvent être observés dans

les �gures suivantes. Les �gures (4.7) et (4.8) contient les trajectoires résultantes pour les

contours ligne et cercle respectivement.

Figure 4.7 � Positions et vitesses désirées des articulations (contour ligne)

Figure 4.8 � Positions et vitesses désirées des articulations (contour cercle)
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4.4 Résultats des simulations

Pour ces simulations , nous avons ignoré les e�ets des frottements sur les articulations .

Le modèle dynamique du système devient :

M(q)q̈(t) + C(q, q̇)q̇(t) +G(q) = τ(t) (4.6)

4.4.1 La commande par mode glissant d'ordre un

On reprend les résultats établies lors du chapitre 3 :

Commande dans le domaine temporel

τ(t) = M(q)[q̈d + λe2 +Ksat(S,Φ)] + C(q, q̇)q̇(t) +G(q) =
[
τ1(t) τ2(t) τ3(t)

]T
(4.7)

Commande dans le domaine de positionτm(t) = τ1(t)

τs(t) = M(qm(t))[q
′′

sd + λses2 +Kssat(Ss,Φs)] + C(qs, q
′
s)q

′
s +D

(4.8)

tel que :

λ =

[
λm 0

0 λs

]
K =

[
km 0

0 Ks

]
Φ =

[
φm

Φs

]
(4.9)

les paramètres du régulateur :

les paramètres choisis sont regroupées dans le tableau suivant :

Contour ligne Contour Cercle

λm 10 35

λs1

[
20 0

0 20

] [
20 0

0 20

]
km 10 1000

Ks

[
1000 0

0 1000

] [
1000 0

0 1000

]
φm 0.08 0.08

Φs

[
0.08

0.08

] [
0.08

0.08

]

Table 4.4 � Paramètres du régulateur Mode glissant
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Résultats de suivi du contour ligne

Figure 4.9 � Résultat de suivi du contour (contour Ligne)

Figure 4.10 � Commandes par MG(ordre 1) dans domaine temporel/position (Contour

Ligne)
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Figure 4.11 � L'erreur du Contour Ligne ( Mode Glissant(ordre 1) )

Commentaires Les commandes (MG-sat) dans le domaine de position ont pu produire une

erreur de contour légèrement petite par rapport aux commandes dans le domaine temporel(

diminution de 80% �g(4.11)) ,tout en gardent pratiquement le même signal commande �g

(4.10).

On remarque qu'on a pu éliminer le phénomène de broutement dans la commande MG ,en

utilisant la fonction saturation au lieu de la fonction signe, donc on a une commande moins

énergétique.

Résultats de la simulation pour le contour circulaire

Figure 4.12 � Résultat de suivi du contour (contour cercle)
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Figure 4.13 � Commandes MG(ordre un) dans domaine temporel/position (Contour cercle)

Figure 4.14 � L'erreur du Contour Cercle ( MG(ordre un) )
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Commentaires

On remarque l'amélioration de l'allure des couples τ2 et τ3 (�g(4.13))dans le domaine de

position(élimination des variations brusques des signaux de commande τ2 et τ3 qui pourraient

nuire au système commandé dans le domaine temporel).Par ailleurs, l'erreur de contour dans

le domaine de position est inférieure 90 fois (�gure(4.14) à celle du domaine temporel. En

revanche, le niveau du signal de commande τ3 augmente légèrement (�gure(4.13).

4.4.2 La commande par mode glissant d'ordre deux(Supertwisting)

On reprend les résultats établies lors du chapitre 3 :

Commande dans le domaine temporel

τ(t) = τeq(t) + τST (t) =
[
τ1(t) τ2(t) τ3(t)

]T
(4.10)

Tel que :τeq(t) = M(q)[q̈d + λe2] + C(q, q̇)q̇(t) +G(q) + F (t, q, q̇)

τST (t) = M(q)[τST1(t) + τST2(t)] = M(q)[
∫ t̃=t
t̃=0

τ̇ST1(t̃)dt̃+ τST2(t)]
(4.11)

On a par dé�nition :

τ̇ST1 =

−u si |u| > uM

−βsign(S) si |u| 6 uM
(4.12)

τST2(t) =

−αS
q
0sign(S) si |S| > S0

−α|S|qsign(S) si |S| 6 S0

(4.13)

Commande dans le domaine de positionτm(t) = τ1(t)

τs(t) = τeqs(t) + τSTs(t)
(4.14)

Tel que :τeqs(qm(t)) = M(qm(t))[q
′′

sd + α̃λses2] + C(qs, q
′
s)q

′
s +D

τSTs(qm(t)) = M [τSTs1(t) + τSTs2(t)] = M [
∫ t̃=qm(t)

˜qm=qm(0)
τ̇STs1(q̃m)dq̃m + τSTs2(qm)]

(4.15)

Avec :

τ̇STs1 =

−us si |us| > uMs

−α̃βssign(Ss) si |us| 6 uMs

(4.16)

τSTs2 =

−α̃αsS
q
s0sign(Ss) si |Ss| > Ss0

−α̃αs|Ss|qsign(Ss) si |Ss| 6 Ss0
(4.17)
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les paramètres du régulateur :

les paramètres choisis sont regroupées dans le tableau suivant :

Contour ligne Contour Cercle

λm 15 35

λs1

[
20 0

0 20

] [
20 0

0 20

]
αm 0.1 100

αs

[
10 0

0 10

] [
100 0

0 100

]
βm 0.02 0.02

βs

[
0.02 0

0 0.02

] [
0.02 0

0 0.02

]
uMm 13 25

uMs

[
2 0

0 0.5

] [
20 0

0 7

]
S0m 0.01 0.07

S0s

[
0.02 0

0 0.04

] [
0.01 0

0 0.05

]

Table 4.5 � Paramètres du régulateur Mode glissant d'ordre 2 (super twisting)

Résultats de suivi du contour ligne

Figure 4.15 � Résultat de suivi du contour (contour Ligne)
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Figure 4.16 � Commandes par MG-ST dans domaine temporel/position (Contour Ligne)

Figure 4.17 � L'erreur du Contour Ligne ( Mode Glissant -ST )
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Résultats de la simulation pour le contour circulaire

Figure 4.18 � Résultat de suivi du contour (contour cercle)

Figure 4.19 � Commandes MG-ST dans domaine temporel/position (Contour cercle )
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Figure 4.20 � L'erreur du Contour Cercle ( MG-ST)

Commentaires

On remarque qu'on a les mêmes performances dans le domaine temporel et position des

simulations du contour ligne pour les commandes mode glissant d'ordre 1 et mode glissant-

ST (ordre 2) (les erreurs �gures (4.11) �gure(4.17) , et les commandes (4.10) �gure(4.16)

, cependant pour le contour cercle l'erreur de contour est la même (�gures (4.14) (4.20) ,

mais le signal commande dans le super-twisting est largement meilleur ,�gure (4.19)) , de

celui du mode glissant d'ordre un �gure (4.13), ce résultat va être con�rmé dans la synthèse

comparative.

4.5 Synthèse comparative

A �n d'évaluer les performances des lois de commandes élaborées dans le chapitre 3 et

simulées dans ce chapitre , cette étude est divisée en deux partie : une étude quantitative

où on procède à un test benchmark en utilisant des critères de performances usuelles , et

par la suite on va étudier la robustesse du système. Une étude qualitative où on va résumer

l'étude quantitative en un tableau d'appréciations qui va comparer les performances des lois

de commandes traitées .
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4.5.1 Étude quantitative

Pour cette synthèse comparative nous avons choisi 4 critères d'optimisation et de perfor-

mances notamment :

L'intégrale de la valeur absolue de l'erreur (IAE)

Ce critère est utilisé pour mesurer l'erreur cumulé lors du passage de l'organe terminal

vers le contour désiré

JIAE =

∫ ∞
0

|e(t)|dt (4.18)

L'intégrale du temps la valeur absolue de l'erreur (ITAE)

Ce critère est utilisé pour mesurer la rapidité de la réponse du système . il est dé�nit

comme suit :

JITAE =

∫ ∞
0

t|e(t)|dt (4.19)

L'intégrale du carrée de la commande(ISV)

Ce critère est utiliser pour mesurer l'énergie de commande :

JISV =
i=m∑
i=1

∫ ∞
0

u2
i (t)dt (4.20)

L'intégrale du carrée de la commande(CISV)

Ce critère est utiliser pour mesurer l'énergie consommé par les actionneurs dans le cas

d'une commande répétitive (k itération) (commande dans le domaine de position / com-

mande itérative) :

JCISV =
i=k∑
i=1

i=m∑
j=1

∫ ∞
0

u2
kj(t)dt (4.21)
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4.5.2 Performances dans le cas du contour Ligne

Commande IAE ITAE IVS CIVS

MG (Temps) 1.2236e-05 9.9216e-06 133.4089 - -

MG (Position) 2.9723e-06 2.1504e-06 133.5293 266.9382

MG (ST) (Temps) 2.2093e-05 1.6599e-05 137.6660 - -

MG (ST) (Position) 3.8276e-06 2.4089e-06 137.2951 274.9611

Table 4.6 � Les performances de suivi pour le contour ligne

�- excellent résultat �- bon résultat �- mauvais résultat

4.5.3 Performances dans le cas du contour cercle

Commande IAE ITAE IVS CIVS

MG (Temps) 0.0023 0.0061 1.4135e+03 - -

MG (Position) 4.0084e-05 1.0370e-04 1.4655e+03 2.8790e+03

MG-ST (Temps) 0.0026 0.0063 362.4280 - -

MG-ST (Position) 3.5591e-05 1.0696e-04 653.75 1.0162e+03

Table 4.7 � Les performances de suivi pour le contour cercle

�- excellent résultat �- bon résultat �- mauvais résultat

Commentaires

Comme on a remarqué dans les simulations , les résultats sont pratiquement les mêmes

pour le contour ligne , les deux commandes dans le domaine de position donne d'excellent

résultats . Cependant pour le contour cercle la commande par MG-ST dans le domaine de

position est largement meilleure que celle de MG en position vu qu'elle donne de bonne

performance de suivi et rapidité (IAE,ITAE) avec une énergie minimale (ISV,CISV), donc

le choix optimale est la MG-ST (position).
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4.5.4 Test de Robustesse

Rejet perturbation et erreur de modélisation

Pour cette étude nous allons prendre le contour ligne seulement :

M(q)q̈(t) + C(q, q̇)q̇(t) +G(q) = τ(t) + d(t) (4.22)

avec d(t) est e vecteur contenant les dynamiques non modélisées et les perturbations externes

inconnues [24], tel que :

d(t) =



0 t < 0.5s
rand(a)sin(2πt)

rand(b)sin(2πt)

rand(c)sin(2πt)

 t > 0.5s
(4.23)

Commande par MG(ordre un)

On prend a = 0.1 b = 0.1 et c = 0.1 (car la méthode est robuste dans le domaine

temporel) ,avec le même régulateur utilisé dans la partie simulation .

Résultats de suivi du contour ligne

Figure 4.21 � Résultat de suivi du contour (contour Ligne)
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Figure 4.22 � Commandes MG-sat dans domaine temporel/position (Contour Ligne)

Figure 4.23 � L'erreur du Contour Ligne ( MG-sat )
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Commande par MG-ST

Résultats de suivi du contour ligne

Figure 4.24 � Résultat de suivi du contour (contour Ligne)

Figure 4.25 � Commandes MG-ST dans domaine temporel/position (Contour Ligne)
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Figure 4.26 � L'erreur du Contour Ligne ( MG-ST )

Commentaires

On remmarque que les deux commandes sont robustes au perturbations et erreurs de

modélisations cependant la commande est un peu sensible dans le cas du mode glissant

d'ordre un �gure (4.25) , et un peu oscilatoire dans le cas du MG-ST �gure (4.25) .

4.5.5 Étude qualitative

Tableau d'appréciations des performances des commandes

Partant des résultats de l'étude quantitative ,on peut présenter des appréciations dans le

tableau suivant :

Commande COMPLEX E.C R.S E.CO E.CCO ROB

MG(sat) (Temps) ++ + ++ − * ++

MG(sat) (Position) + +++ +++ − − +++

MG-ST (Temps) + + ++ +++ * ++

MG-ST (Position) + +++ +++ +++ +++ +++

Table 4.8 � Tableau d'appréciations des performances des commandes
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+++ Très bien ++ Bien + Assez bien

−−− Très mauvais −− Mauvais − Passable

COMPLEX : Complexité de synthèse et d'implémentation.

EC : Erreur de contour .

R.S : Rapidité du système commandé.

E.CO : Énergie de commande(ISV).

E.C.CO : Énergie cumulée de commande(CISV) (cas domaine de position).

ROB : Robustesse du système commandé.
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Conclusion Générale

Le travail présenté dans ce mémoire concerne le développement de la technique de commande

par mode glissant d'ordre supérieur dans le domaine temporel et de position appliquées au

suivi de contours pour les robots manipulateur.

Les robots manipulateurs en particulier ont de nombreuses applications, de la produc-

tion électrique et électronique aux interventions chirurgicales et à l'exploration spatiale. Un

domaine de recherche important pour la robotique est le développement de systèmes de

contrôle avancés dans le but d'améliorer la performance du suivi de contour, et c'est l'objec-

tif principal de ce travail. En e�et la motivation du choix de l' approche basée sur le domaine

de position est qu'elle contribue e�cacement à la réduction des erreurs de suivi de contour

notamment dans les processus industriels et la robotique médicale exigeant une très haute

performance de suivi de contour. On a expliqué pourquoi la méthode en position .

Dans ce mémoire, nous avons étuder la stabilité des commandes par mode glissant d'ordre

1 et 2 dans le domaine temporel et de position ,ainsi nous avons simuler ces commandes ap-

pliquée robot manipulateur et en�n faire une étude comparative entre eux en question de

performance ,énergie ,rejet de perturbation et surtout l'élimination de l'e�et de broutement .

Les résultats indiquent que des performances très améliorées ont été obtenues par les

contrôleurs synthétisés dans le domaine de position par rapport à leurs équivalents tempo-

rels et pour la commande par mode glissant d'ordre 2 à celle d'ordre 1 . Cela se traduit

par des erreurs de suivi inférieures pour les variables esclaves. Ce résultat a été appuyé

par une étude comparative avancée concluant sur les aspects quantitatifs et qualitatifs de

performance des deux approches de commandes temporelle et celle dans le domaine de po-

sition. En conclusion, nous pouvons dire que les résultats obtenus lors de l'application ont

con�rmé l'avantage et l'apport de l'approche de commande par mode glissant d'ordre 2 dans

le domaine de position pour l'amélioration du suivi de contour. Les résultats obtenus nous

permettent de conclure que les algorithmes de formulation de la nouvelle méthode de com-

mande sont très e�caces pour et nous encouragent à l'explorer dans d'autres applications

industrielles.
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Ce travail peut faire l'objet de travaux futurs tels que :

Tout d'abord, des expériences pratiques devraient être e�ectuées pour valider les simulations

et étudier toutes les di�cultés imprévues.

Le contrôleur doit également être utilisé dans di�érentes con�gurations de robots (parallèles,

spatiaux, etc.) ainsi que pour des formations de robots coordonnés.

En�n, les contrôleurs dans le domaine de position utilisent des trajectoires de références

di�érentes de leurs homologues dé�nies dans le domaine temporel. Par conséquent, une tech-

nique d'optimisation de plani�cation de la trajectoire transformée devrait être développée

a�n de dé�nir des trajectoires dans le domaine de position qui produiraient les meilleures

performances pour le contrôleur de domaine de position.
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ANNEXE 1

Modèle cinématique et dynamique du robot manipulateur

Modèle géométrique direct


xef = l1 cos(q1) + l2 cos(q1 + q2) + l3 cos(q1 + q2 + q3)

yef = l1 sin(q1) + l2 sin(q1 + q2) + l3 sin(q1 + q2 + q3)

qef = q1 + q2 + q3

Modèle géométrique inverse

La position



x2 = xef − l3 cos(qef )

y2 = yef − l3 sin(qef )

cos(q2) =
x22+y22−l21−l22

2l1l2

sin(q2) =
√

1− (cos(q2))2

Alors, 
q2 = atan2(cos(q2), sin(q2))

q1 = atan2(y2, x2)− atan2(l1 sin(q2) + l2 cos(q2))

q3 = qef − q1 − q2

Modèle cinématique inverse


q̇1 = cos(q1+q2)

l1 sin(q2)
ẋef + sin(q1+q2)

l1 sin(q2)
ẏef + l3 sin(q3)

l1 sin(q2)
q̇ef

q̇2 = − l2 cos(q1+q2)+l1 cos(q1)
l1l2 sin(q2)

ẋef − l2 sin(q1+q2)+l1 sin(q1)
l1l2 sin(q2)

ẏef − l3 sin(q2+q3)+l3 cos(q3)
l1l2 sin(q2)

q̇ef

q̇3 = cos(q1)
l2 sin(q2)

ẋef + sin(q1)
l2 sin(q2)

ẏef + ( l3 sin(q2+q3)
l2 sin(q2)

+ 1)q̇ef
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Modèle dynamique

La matrice d'inertie



M11 = I1 + I2 + I3 +m1r
2
1 +m2(l21 + r2

2 + 2l1r2 cos(q2)) +m3(l21 + l22 + r2
3 + 2lll2 cos(q2)

+2l2r3 cos(q3) + 2l1r3 cos(q2 + q3))

M12 = M21 = I2 + I3 +m2(r2
2 + l1r2 cos(q2)) +m3(l23 + r2

3 + lll2 cos(q2)

+2l2r3 cos(q3) + l1r3 cos(q2 + q3))

M13 = M31 = I3 +m3(r2
3 + l2r3 cos(q3) + l1r3 cos(q2 + q3))

M22 = I2 + I3 +m2r
2
2 +m3(l22 + r2

3 + 2l2r3 cos(q3))

M23 = M32 = I3 +m3(l22 + r2
3 + 2l2r3 cos(q3))

M33 = I3 +m3r
2
3

La matrice des e�ets Coriolis et centrifuge

C11 =


0

m2l1r2 sin(q2)−m3(l1r2 sin(q2) + l1r3 sin(q2 + q3))

−m3(l1r2 sin(q2) + l1r3 sin(q2 + q3))


T 

q̇1

q̇2

q̇3



C12 =


m2l1r2 sin(q2)−m3(l1r2 sin(q2) + l1r3 sin(q2 + q3))

−m2l1r2 sin(q2)−m3(l1l2 sin(q2) + l1r3 sin(q2 + q3))

m3(l1r3 sin(q3) + l1r3 sin(q2 + q3))


T 

q̇1

q̇2

q̇3



C13 =


−m3(l1r2 sin(q2) + l1r3 sin(q2 + q3))

m3(l2r3 sin(q3) + l1r3 sin(q2 + q3))

−m3(l2r3 sin(q3) + l1r3 sin(q2 + q3))


T 

q̇1

q̇2

q̇3



C21 =


m3(l2r3 sin(q3) + l1r3 sin(q2 + q3)) +m2l1r2 sin(q2)

0

m3l2r3 sin(q3)


T 

q̇1

q̇2

q̇3



C22 =


0

0

−m3l2r3 sin(q3)


T 

q̇1

q̇2

q̇3



C23 =


m3l2r3 sin(q3)

−m3l2r3 sin(q3)

−m3l2r3 sin(q3)


T 

q̇1

q̇2

q̇3
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C31 =


m3(l2r3 sin(q3) + l1r3 sin(q2 + q3))

m3l2r3 sin(q3)

0


T 

q̇1

q̇2

q̇3



C31 =


m3l2r3 sin(q3)

m3l2r3 sin(q3)

0


T 

q̇1

q̇2

q̇3



C31 =


0

0

0


T 

q̇1

q̇2

q̇3


La matrice des e�ets dûs à la gravité

G11 =g(m1r1 cos(q1) +m2(l1 cos(q1) + r2 cos(q1 + q2)) +m3(l1 cos(q1)

+ l2 cos(q1 + q2) + r3 cos(q1 + q2 + q3)))

G12 = g(m2r2 cos(q1 + q2) +m3(l2 cos(q1 + q2) + r3 cos(q1 + q2 + q3)))

G13 = gm3r3 cos(q1 + q2 + q3)
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