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Introduction

La modélisation mathématique en biologie et en médecine est en plein essor depuis
quelques années. En effet, elle est utilisée pour rechercher les mécanismes responsables de
I’évolution de la dynamique observée. Cette étape est essentielle afin d’éviter la réalisation
d’expériences souvent trés cotiteuses ou dangereuses et qui s’avérent ensuite inexploitables.
D’autre part, les biologistes sont confrontés parfois a des problémes trés complexes et doivent
alors connecter leur discipline aux mathématiques et aux sciences de l'ingénierie. Ainsi la
modélisation mathématique et la simulation numérique constititent aujourd’hui des outils
essentiels dans la démarche de compréhension de ces phénemenes complexes. Pour répondre
a ces attentes, des équipes de recherche pluridisciplinairés se-sont formeées. Elles se composent
de mathématiciens, d’automaticiens, de pharmacologues;.de biologistes et parfois méme de
médecins. Ces échanges sont fructueux et conduisent\a des travaux de recherche communs
oll les deux parties bénéficient des compétencessmutuelles. Les domaines de recherche de ces
équipes s’étendent de I’écologie a la hiplogie moléeulaire, la biologie cellulaire, 1’épidémiolo-
gie, la biologie animale ou végétale,(voite la sociologie.

Le cancer est une maladie complexe et\]'une des plus meurtriéres de notre ére moderne.
Aussi, comprendre le développement dune tumeur cancéreuse est primordial pour amélio-
rer les thérapies. La complexité d’untel challenge réside dans la multiplicité des échelles et
des phénomeénes mis €n jeun. complexité génétique, sub-cellulaire, cellulaire avec interaction
forte avec 'anatomie: Une des équipes de recherche qui s’intéresse particuliérement a ces
problémes est 1'équipe-projet/DISCO (Systémes dynamiques interconnectés dans des envi-
ronnements complexes) de'INRIA. Le but de ce projet est de mieux comprendre et de bien
formaliser les effets induits par les environnements complexes sur les dynamiques des inter-
connexions ainsi que de développer des méthodes et des outils pour I’analyse et la commande
de tels systémes. Les principaux domaines d’application de I'équipe DISCO sont en méde-
cine (leucémie myéloide chronique et aigué), et en biologie microbienne (digesteur anaérobie).

L’équipe DISCO collabore avec d’autres laboratoires et chercheurs en France et a I’étran-
ger. On peut citer, entre autres, 'équipe-projet DRACULA qui s’intéresse & la modélisation
et a la commande pour le vivant. Son axe de recherche principal est la modélisation de 1’hé-
matopoiése normale et pathologique. On cite aussi Jean Clairambault, directeur de recherche
de I'équipe MAMBA et co-auteur des articles de ’équipe DISCO. Ses principales recherches
concernent les modéles mathématiques pour la biologie et la médecine tels que le cycle de
division cellulaire et son controle ou la pharmacocinétique-pharmacodynamique moléculaire
des médicaments anticancéreux.



Présentation du projet ALMA

La leucémie est un cancer des cellules de la moelle osseuse responsables de la production
des cellules sanguines, d’ot le terme parfois utilisé de cancer du sang. La leucémie aigué est la
plus fréquente des leucémies. Elle est la premiére cause de décés liés aux cancers chez ’enfant.

Le projet DIGITEO ALMA (Analyse de la Leucémie Myéloblastique Aigué), est un
projet de recherche lancé en France entre plusieurs laboratoires\: INRIA, L2S (CNRS) et
INSERM UMR. Dirigé par Catherine Bonnet, responsable. de-I"équipe DISCO, le but du
projet est 'optimisation théorique de polychimiothérapies.dans les'\leucémies aigués myélo-
blastiques (LAM) qui présentent une forte duplicatien(du géne F1t=3. Ce projet repose sur
la modélisation mathématique par équations aux-dérivées partielles de la dynamique des
populations de cellules, approximées ici par| des systemes & retards et l'identification des
modéles par une expérimentation sur cellules fraiches/leucémiques et saines. Il vise a fournir
des schémas thérapeutiques théoriques/optimaux-qui seront eux-mémes testés in vitro.

But du mémoire

Ce travail a été effectué dans leg’focaux du laboratoire L2S de Supélec et s’insére dans le
cadre du projet ALMA. Plusieurs étudés ([, [2], [4] et [7]) ont démontré que le processus de
formation et de développement.des cellules sanguines pouvait étre modélisé par des modéles
de systémes non liriéaires a retards distribués, le retard représentant la durée du cycle cellu-
laire. Le modéle décrivant le/processus de ’hématopoiése, sur lequel nous avons travaillé, est
un modéle a plusieurs compartiments connectés en série et décrivant le processus naturel de
prolifération-différenciation des cellules souches. Le but étant donc de trouver les conditions
de stabilité de ce modéle afin d’éviter I’explosion par blocage de la différenciation et avantage
de la prolifération.

Au premier chapitre est exposé le modéle de I’hématopoiése sur lequel va porter notre ana-
lyse. Le chapitre suivant est consacré a la théorie de I'automatique élaborée pour les systémes
a retards. Le troisiéme chapitre comporte 'analyse détaillée du modéle de 'hématopoiése
par des outils d’analyse temporelle. Enfin, le dernier chapitre est consacré aux simulations
du modéle. Par ce travail, on espére fournir aux thérapeutes des conditions théoriques de
stabilisation pour le controle thérapeutique et le traitement de la leucémie aigué.



Chapitre 1

Modélisation mathématique de
I’hématopoiése

1.1 Création et renouvellement des cellules sanguines

L’hématopoiése représente ’ensemble des processus physiopathologiques qui concourent
a la fabrication, a la maturation et au remplacement continu et régulé des différentes cellules
sanguines. Chez I’é¢tre humain, une petite population\de-cellules souches pluripotentes et
indifférenciées, situées dans la moelle osseuse; appelées cellules souches hématopoiétiques
(CSH), assurent cette activité de production et de renouvellement des cellules sanguines.
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FIGURE 1.1 — Processus de ’hématopoiése

L’auto-renouvellement d’une cellule est sa capacité a se multiplier pour donner des cel-
lules filles identiques a la cellule souche mére. C’est une caractéristique essentielle car elle



assure le maintien et la réserve de cellules souches a l'intérieur de la moelle osseuse. Quant a
la différenciation, elle se fait sous ’action de facteurs de croissance et produit des cellules de
plus en plus matures. C’est un processus irréversible dans lequel une cellule souche s’engage.
Au final, la cellule engagée dans une lignée cellulaire devient une cellule totalement différen-
ciée, mature et qui entre dans la circulation sanguine (principalement les globules rouges, les
globules blancs et les plaquettes).

L’hématopoiése normale est donc un processus qui permet I’équilibre entre 1’auto renou-
vellement des cellules et leur différentiation. Les progéniteurs seront capables de donner,
aprés différenciation, tous les types de cellules sanguines : hématocytes, leucocytes et pla-
quettes. La premiére différenciation d'une cellule souche multipotente aprés sa mise en cycle
se fait vers la lignée lymphoide ou vers la lignée myéloide. La cellule souche lymphoide pos-
séde la potentialité de différenciation vers les deux types de lymphocytes (T et B).
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FIGURE 1.2 — Progéniteurs et précurseurs des cellules sanguines

Les progéniteurs sont au premier stade du processus de différenciation des cellules souches.
Morphologiquement ils restent identiques aux cellules souches et gardent leur capacité d’auto-
renouvellement. En revanche, les précurseurs sont les premiéres cellules morphologiquement
identifiables (frottis médulaires) et elles perdent la capacité de renouvellement.



1.2 Modélisation de I’hématopoiése

L’évolution et les interactions entre les différentes générations de cellules de lignée myé-

loide sont illustrées par le schéma de la figure [[.3] Ce modéle a été établi par Adimy et
Crauste [I] afin de décrire le processus de I'hématopoiése.
En conformité avec 'expertise et I'expérience biologique, on considére deux populations
différentes de cellules : les cellules immatures (n générations) et les cellules matures (m gé-
nérations). Pour la premiére population on constate I’existence de deux sous-populations :
les cellules proliférantes de densité p; et les cellules quiescentes (non-proliférantes) qui repré-
sentent en réalité la majorité des cellules d’'une génération donnée .
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FIGURE 1.3 — Représentation schématique du processus de ’hématopoiése



Signification biologique de chaque terme :

- 0;,7v; et o; représentent respectivement les taux de morts des cellules quiescentes,
proliférentes et matures.

- [; représente la fonction de réintroduction de la phase de repos & la phase de
prolifération.

- a est ’age de la cellule.

- 0; et 7; respectivement les ages maximaux des cellules proliférantes matures ou
immatures.

- K; et k; respectivement les taux de différenciation des cellules proliférantes matures
et immatures.

- 1i(t,a) densité de population des cellules immatures quiescentes.

- pi(t,a) densité de population des cellules immatures proliférantes.

- ¢;(t,a) densité de population des cellules matures proliférantes. (le schéma décrit
aussi le fait que les cellules matures proliférent continuellement ‘et n’ont pas de période de
repos comme c’était le cas des cellules immatures).

- x; représente la densité totale des cellules quigscentes dune/génération ¢ € [1,n| de
cellules immatures. Son expression est donnée par

zi(t) = [ ri(t,a)da, pouf |tout ¢ > 0. (1.1)

Puisque 7;(t,a) est la densité de population des-cellules quiescentes. On remarque que la
densité x; ne peut étre que positive!

De méme, on pose y; la densité-totale des cellules proliférantes :
yi (= 0+°° pi(t,a)da, pour tout t >0, (1.2)

et on note aussi quela’densité totale y; est positive.

- Les cellules immagurés en phase de prolifération (a gauche de la figure peuvent
mourir par apoptose avec-in taux ;. Si elles ne meurent pas, elles vont se diviser avec un
taux g;(a) qui dépend de leur age a. Dans ce cas, chaque cellule proliférante donne nais-
sance a deux cellules filles. Chacune de ces deux cellules filles va soit accéder & la prochaine
génération (différenciation) soit entrer en phase de repos de sa génération ou elle peut y
demeurer toute sa vie, y mourir (avec un taux §;) ou étre réintroduite dans la phase de
prolifération avec un taux 3;. Lors de cette phase, les cellules doivent se diviser ou mourir
avant d’atteindre un age limite 7; (a € [0, 73]).

A chaque division, une proportion K; (0 < K; < 1) de cellules proliférantes se diffé-
rencient, c¢’est-a-dire passent de la phase de prolifération de la génération ¢ a la phase de
repos de la génération i + 1. De ce fait, (1 — K;) est le taux de cellules proliférantes qui se
divisent (et survivent) sans différenciation (c’est-a-dire elles restent a la méme génération i
et se consacrent a 'auto-renouvellement).

Ce n’est qu’aprés n division que les cellules immatures deviennent matures. Ces cellules
de densité q;(t,a)) ne connaissent pas de phase de repos et proliférent tout le temps.
3



Elles peuvent se différencier et devenir plus matures jusqu’a la génération m, comme elles
peuvent mourir par apoptose (avec un taux o; ) ou proliférer sans différenciation (auto-
renouvellement). Enfin, les cellules de la génération m quittent la moelle osseuse et passent
dans le sang (globules rouges, globules blancs, plaquettes...).

En tenant compte des spécificités de 'hématopoiése et afin de reproduire fidélement le
processus biologique étudié, on introduit certaines conditions et hypothéses sur les para-
métres du modele :

- Les deux taux de division g; et h; sont des fonctions continues telles que :

o gi(a)da = +o0 (1.3)

197 hy(a)da = +o0. (1.4)
Les expressions (1.3)) et (1.4) décrivent le fait que les cellules proliférantes qui ne meurent

pas durant la phase de prolifération, doivent se diviser avant qu’elles n’atteignent un age
maximal (7; pour les cellules immatures et 6; pour les cellules-matures).

- Soif f; la probabilité pour une cellule, du compartiment-i, de'se diviser :
pourtout 0 <a<m,t€ 1,

fila) = gi(a)e™ Jo oile)ds (1.5)
fi étant une densité de probabilité, on a :
fila) > 0 VdefOyn] et [ fila)da = 1. (1.6)

- Enfin, le taux d’introduction S;-est-supposé dépendre de x;(t). De plus, les fonctions ;
sont supposées étres continues, positives et décroissantes :

lim B(1) = 0. (1.7)

l—+o0
Adimy et Crauste adontrent \dans [I] que les densités p; et r; satisfont les équations de
transport suivantes :

%Jr%:_((si‘Fﬁi)% a>0, t > 0. (1.8)

%—i—%:—(”yﬁ—gi(a))pi 0<a<m, t > 0. (1.9)
Les conditions aux bords associées a ces deux équations décrivent d’une part le flux entre
les deux phases de prolifération et de repos d’'une méme génération, et d’autre part le flux
entre deux générations successives :

(

r(80) = 201 — K)) /0 " (@) (L, a)da,
et pour ¢ > 2
ri(t,0) = 2(1 — Ki)/o l gi(a)p(t,a)da + 2Ki—1/0 - gi—1(a)pi—1(t, a)da, (1.10)
wit.o) = | " Bast))ra(t, a)da = Bi(i(t)ailt),
\ agriloon(t, a) = 0.




De méme, nous pouvons déterminer I’équation de transport de la densité des cellules
matures g, :
%y % — (5,4 hi(a))g; 0<a<b;, t>0 (1.11)
Similairement & ce qui a été présenté dans le cas des cellules immatures, les conditions aux
bords pour cette équation décrivent le flux entre les cellules d’une méme génération et les
flux avec les générations précédentes :

p

01 Tn
@1(t,0) =2(1 — k:l)/ hi(a)q(t, a)da + 2Kn/ gn(a)pn(t,a)da,
0 0
et pour j > 2 (1.12)

9j 9]‘,1
q; (t, O) = 2(1 — k’]) / hj (a)qj(t, a)da + 2]{]',1 / hj,l(a)qj,l(t, G,)dCL.
0 0

\

Le systéme formé par toutes ces équations peut se réduire & an systéme de n équations
différentielles a retards distribués. Ce retard représente Page maximal d’une cellule dans
le compartiment de prolifération.

d.??i

(t) = 2K /0”1 e 1 fi 1 (@B (g (Ea) )z (t — a)da

dt
+2(1 - K;) / e N a)Bi(xi(t — a))x;(t — a)da (1.13)
0
— (0; + Bi(zy) (1)
avec la convention Ky = 0.
De méme, on obtient I’équation/de la, dynamique des cellules matures,
Wi(t) = =gty BB@(1) — Jo" e fil@) Bi(wi(t — @)t — a)da. (1.14)

C’est cette derniére formulation a base d’équations a retards distribués qui nous intéresse
dans notre étude. En effet, ce’'modéle décrivant I'hématopoiése va nous permettre d’analyser
la stabilité de ce processus et surtout comprendre pourquoi des déréglements apparaissent
parfois et conduisent a ’apparition de certaines maladies graves.

1.2.1 La leucémie

La leucémie aigué est une pathologie cancéreuse qui atteint les cellules de la moelle os-
seuse. Elle se caractérise par une production anormalement élevée de globules blancs imma-
tures c’est-a-dire dont le développement n’est pas terminé, qui envahissent la moelle osseuse,
puis migrent dans de nombreux cas vers d’autres organes a travers le sang. Diverses formes
de leucémie existent et on constate dans chacune d’elles une insuffisance médullaire avec di-
minution de la fabrication de globules rouges ayant pour conséquence, 'anémie, diminution
des plaquettes entrainant une thrombopénie avec risques d’hémorragies, et diminution des
globules blancs avec neutropénie et baisse du systéme de défense de 'organisme, exposé aux
infections.
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La LAM est une maladie qui peut survenir a tout age, mais seulement 25 % des cas
sont diagnostiqués avant 25 ans. C’est surtout aprés 40 ans que la fréquence de la maladie
augmente, I’Age moyen au moment du diagnostic étant de 65 ans. L’origine des LAM est le
plus souvent inconnue. Les radiations ionisantes et 1’exposition au benzéne sont reconnues en
France comme des causes professionnelles pouvant étre responsables de leucémies aigués. Les
chimiothérapies et les radiothérapies proposées pour traiter d’autres cancers ont également pu
étre incriminées. Enfin, la préexistence d’autres maladies, touchant en particulier la moelle
osseuse (myélodysplasies), prédispose également & la survenue d'une LAM. Cette maladie
n’est ni contagieuse ni héréditaire.

| Cellules malades

FIGURE 1.4 —Différence entre les cellules d’une moelle osseuse saine et malade.

Sur la figure on distingue deux types de populations cellulaires. Sur I'image micro-
scopique a gauche on observe une plus grande variété de cellules qui refléte d’une part les
différents stades de développement et d’autre part les multiples types de cellules qui existent
normalement dans le sang. En revanche, sur I'image microscopique & droite, on observe des
cellules blastiques AML dont le développement s’est “arrété” a un stade précoce. On note
aussi que les cellules malades présentent une apparence similaire & la différence de 'aspect
varié des cellules normales.

1.2.2 Un nouveau modéle pour décrire la leucémie

La modélisation mathématique est nécessaire dés lors que la complexité d’un phénomeéne
observé ne permet plus a 'intuition d’en comprendre le fonctionnement ni d’en prévoir 1’évo-
lution. En revanche, un bon modéle doit étre constamment réévalué et remis en question.
Ainsi, dans le but de reproduire fidélement la réalité de la maladie, le modéle présenté par
Adimy et Crauste a été revisité par 1’équipe DISCO.

11



Sur la figure on observe le nouveau modéle du processus de ’hématopoiése d’un seul
compartiment 7 de cellules immatures.

On note qu’il est plus détaillé que le premier modéle décrit par la figure 1.1} avec notam-
ment la phase de prolifération qui a été subdivisée en plusieurs sous-phases et une prise en
compte du phénoméne d’auto-renouvellement rapide suspecté dans LAM qui présentent une
forte duplication du géne flt-3.

e N\ i
N 2K,
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1 2 3 L I
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FIGURE 1.5 — Nouveau modéle d’un ‘compartiment i de cellules immatures
Ici Gy représente une phase transitoiré dans laquelle les cellules ne séjournent pas.
Enfin, ce modéle conserve le méme comportement global que celui d’Adimy et Crauste,

mais posséde un nombre de variables plus.:important. Les équations de transport qui décrivent
cette dynamique sont donnéés(par':

(9p (i = 1 p 1
ot T L) - ('71 +gi(a’))pu 0<a<7—i7 t>0
alz alz . 9 | ,
E_F%_ <’yl+gz(a))lm O<a<7—i, t>0
ani 8TZZ . 3 N \
ot + Oa o _(,Yi +9; (a))nz; 0<ac< e £>0
(1.15)
om; ~ Om; . 4
at + aCL o —(’}/Z + gl (a))mh 0 < a<< Ti , t > O
i ; +oo
687; + ?)ZZ = —(6 + ﬁi(/o ri(t,a)da))r;, a >0, t>0
or; or +o00
[ 7 — _A. . t d ~ t
( Ot + da /BZ(/O ri(t, a)da)r;, a >0, >0
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Un ensemble de conditions aux bords est associé au modéle décrit par le systéme ((1.15)).
Ce dernier est ensuite transformé en un systéme dynamique d’équations différentielles a
retards distribués. Plus de détails sur cette nouvelle modélisation peuvent étre trouvés dans
[11] et [12].

1.3 Conclusion

Dans ce chapitre on a donné une modélisation de la population des cellules souches de
la moelle osseuse. Le passage d’une représentation par des équations aux dérivées partielles
(équations de transport) & une modélisation par des équations différentielles a retards distri-
bués, a fait ainsi apparaitre un schéma classique : population de cellules = naissance - décés +
migration. On retrouve ce schéma dans plusieurs modéles connus en modélisation biologique
tels que le modéle de Malthus, le modéle de Verhulst ou encore le modéle de Michaelis Menter.

Dans [I], les auteurs montrent numériquement que ¢e medéle\ne décrit pas seulement
le processus naturel de I’hématopoiése mais il refléte aussiila réalité de la leucémie telle
qu’elle est décrite au paragraphe [1.2.1]. En effet, commeé enleweit sur la figure ci-dessous, le
blocage d’un coefficient de différenciation K; va entrainer un¢;augmentation anormale de la
population des cellules immatures (ici x3). La féalité-biolegique étant décrite par la figure
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FIGURE 1.6 — Effet du blocage du coefficient K3 a t=20 jours.

Dans la suite de ce travail, on va exploiter ce modéle de I'hématopoiése et analyser sa
stabilité en fonction des différents paramétres biologiques.
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Chapitre 2

Analyse temporelle de la stabilité des
systémes a retards

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on rappellera les notions de stabilité des systémes &-retards et tous les outils qui
permettent d’analyser le modéle de I’hématopoiéses Comme. il a été illustré au chapitre 1, le modéle
considéré présente des dynamiques retardées modélisées par des retards distribués. Cette catégorie de
systémes présente certaines particularités qui rendent Jeur analyse plus délicate que les systémes sans re-
tard. En effet, dans le domaine temporel, il sertrouve queTathéorie classique de Lyapunov est insuffisante
pour analyser la stabilité du modéle de 'hématopoiése. D’autre part, une théorie d’analyse fréquentielle
existe et a permis une premiére analyse de.ce medéle, mais ce virement vers le temporel se justifie par
les limitations des méthodes fréquentielles: En effet, nous avons vu au dernier paragraphe du chapitre
précédent que les modéles mathématiqués de, I’hématopoiése ne cessent d’évoluer. Les chercheurs de
I’équipe DISCO veulent explorer de(cas'owdertains parametres du systéme deviennent dépendants du
temps. Les méthodes d’analyse-fréquentielle sont alors inexploitables pour cette classe de systémes.

2.2 Les concepts de‘la stabilité des systémes a retards

Le modéle associé a I’hématopoiése fait intervenir des parties dynamiques retardées et de ce fait il
appartient a la classe des systémes de dimension infinie. L’évolution de ce type de systémes dépend d'un
surcroit de valeurs passées et donc il est nécessaire de mémoriser une partie de I'histoire du systéme
pour connaitre son évolution. Cette caractéristique leur vaut également la dénomination de systémes
héréditaires et ils sont généralement représentés par des équations différentielles de la forme :

(t) = f(t,x), (2.1)

ol f est une fonctionnelle, c’est-a-dire une « fonction de fonction ». La fonction x; représente 1’état
du systéme sur un certain intervalle de temps et est définie par :

[_Tmaxa O] R ‘
o :{ 0 — 2,(0) ::(st). (22)

T'maz COrrespond au retard maximum, c’est-a-dire 'instant ¢ — r le plus ancien qui soit nécessaire au
calcul de x(t), pour t > 0.
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Par la suite C' désignera 1’ensemble des fonctions continues de [—r,,4., 0] — R.
A linstant ¢t = 0, la fonction x; = xg nécessite la connaissance des valeurs de x; sur 'intervalle
de temps —rpe: <t < 0. En d’autres termes, une condition initiale doit étre précisée. Si la
condition initiale a I'instant ¢, d’une équation différentielle ordinaire est un point zy,, celle
d’une équation différentielle retardée est une fonction appartenant a C' :

xy, = x(to +6) = ¢(0), 0 € [~Tmax, 0]. (2.3)

2.2.1 Stabilité au sens de Lyapunov

La notion de stabilité constitue une problématique centrale en automatique. Au sens de
Lyapunov, on s’intéresse au comportement du systéme autour d’un point d’équilibre. Les
trajectoires sont dites stables si, pour une position initiale donnée assez proche du point
d’équilibre, elles restent dans un certain voisinage appelé domaine de stabilité. On constate
donc que le principe de stabilité selon Lyapunov se rapporte-a-une notion de ‘distance’ de
I’état vis-a-vis du point d’équilibre. Il apparait alors nécessaire d’introduire une norme afin
de quantifier cet écart. Or, en dimension infinie, touteg les\normes né sont pas équivalentes.
Pour les systémes a retards on utilise la norme continue [[+]|. définie par :

16lle = maz [[¢(0)], (2.4)

—r<0<0

De facon plus formelle, lorigine du systéme (2.1 est dite stable si, V ¢ > 0, il existe
d(to,€) > 0 tel que :

|bolle < Otpe) =>|lx(t)|| < e, Yt > 1. (2.5)

(_;5(} trajectoire stable x(t)

p
2 | [T \ 3

§ N

2e

t0 — hmac to t
FIGURE 2.1 — Stabilité au sens de Lyapunov

Plus intéressante, la stabilité asymptotique assure que les trajectoires rejoignent 1’état
d’équilibre aprés un certain temps éventuellement infini.
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L’origine du systéme (2.1 est dite asymptotiquement stable si elle est stable et §'il
existe d,4(tp) > 0 tel que :

[60lle < 8ulto) = ima(t) =0, V>t (26)

ML

trajectoire asymptotiquement stable x(t)

to — hmax to t

FIGURE 2.2 — Stabilité asymptotique autour d’un point d’équilibre

On définit également les notions de globalité et d’uniformité de la stabilité comme suit :

- Globalité si la condition de lacstabilité asymptotique est garantie Vo, € C (0, peut
étre choisi arbitrairement large).

- Uniformité si la condition-de stabilité asymptotique est garantie indépendament de
Iinstant initial ¢g.

On insiste sur la difficulté de ’étude de la stabilité dans le cas des systémes a retards.
En effet, le comportément d'une Solution peut dépendre de I'instant initial choisi. Un équi-
libre peut, par exemple,.étre instable pour un instant initial donné et stable pour un autre.
D’autres formulations deNasstabilité des systémes a retards sont alors apparues, par exemple
[Yoshizawa, 1966], |Gruji¢, 1975] et [Burton et Hatvani, 1990]. Un recueil de ces théorémes
peut étre trouvé, entre autres, dans [I§].

2.2.2 Analyse de la stabilité par les méthodes de Lyapunov

La méthode directe de Lyapunov consiste a étudier la stabilité d’un systéme dynamique
et la convergence de I'état x(t) vers 'origine a travers une fonction scalaire V' de I'état x(t)
appelée fonction candidate a Lyapunowv.
Dans le cas des systémes sans retard, on traduit mathématiquement cette méthode par les
conditions :
- V(x(t)) >0,V t >0,V 2#Tcquitibres
- V(l’(t)) = 0; slaw = Lequilibre,
- |z(t)|| — oo implique que V(z(t)) — oo.
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Intuitivement, on comprend alors que si 'énergie totale d’un systéme se dissipe continue-
ment avec le temps alors le systéme tend a rejoindre sa position d’équilibre. On en déduit
que si la fonction candidate vérifie :

V(l’(t)) <0 ) Vi>0 7v x 7é Tequilibre (27)
le long des trajectoires du systéme x(t), alors Iorigine est un point d’équilibre asympto-

tiquement stable et V est une fonction de Lyapunov pour le systéme considéré.

Malheureusement, la méthode directe de Lyapunov ainsi énoncée n’est pas applicable en
I’état aux systémes a retards. Deux extensions ont été développées pour analyser cette classe
particuliére de systémes de dimension infinie : La méthode de Lyapunov-Krasovskii et la
méthode de Lyapunov-Razumikhin.

2.2.3 L’approche de Lyapunov-Razumikhin

Razumikhin a élaboré une approche de la théorie de DLyapunoy plus adaptée aux sys-
témes a retards. Pour lui, le vecteur x(t) posséde bien wirsens physique tandis que I’état du
systéme, noté x; , semble plus difficile a appréhender' ¢ I'état du systéme est une fonction
qui prend ses valeurs dans [—7, 0] sur ®". Razumikhin chercha a éviter cette modélisation et
son idée consiste a rester dans I'espace des vécteurs de ™. Nous en donnons ci-dessous la
formulation mathématique.

Théoréme de Lyapunov-Razumikhin [1956] :

On suppose f : R x C[—7,0="R"Jet p,u,v,w : Ry — Ry des fonctions positives
croissantes telles que u(0) = v(0)'=0.\[ origine du systéme,

B(t) = f(t,x) (2:8)

est uniformément-stable, s’il existe une fonction continue définie positive V' : RxR" —
R, telle que :
— u(l|z]]) <V(t,x) <o([[z]]), Vt>0 et Ve R"
— V(t,z(t)) < —w(||z(t)|]), pour toutes les trajectoires de (2.8) vérifiant :

V(t+6,z(t+0)) <V(t ), V0 € [-1,0] (2.9)

Sous les mémes hypothéses, s’il existe une fonction croissante p : R, — R, p(s) > s
pour tout s > 0 telle que :

V(t+0,zt+0) <p(V(tz)), Vo € [-1,0] et V(¢ z(t)) < —w(||z@)]). (2.10)

alors l'origine de (2.8)) est uniformément asymptotiquement stable.

Une démonstration de ce théoréme est donnée dans de nombreux ouvrages et en parti-
culiers dans [13].

Cette méthode est souvent utilisée comme une alternative a la méthode de Lyapunov-
Krasovskii. En effet, dans cette deuxiéme approche on ne manipule plus des fonctions mais

17



des fonctionnelles qu’on appelle fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii. Néanmoins, pour
une analyse approfondie de la stabilité des systémes a retards (évaluation de la robustesse,
bassin d’attraction...) on utilise souvent les LKF.

2.2.4 L’approche de Lyapunov-Krasovskii

Les fonctionnelles de Krasovskii sont une extension directe de la deuxiéme méthode de
Lyapunov (section 2.2.2) aux équations différentielles retardées.

Théoréme de Lyapunov-Krasovskii [1963] :
On suppose f : R x C[-7,0] = R* et p,u,v,w : RT — RT des fonctions positives
croissantes telles que u(0) = v(0) = 0. L’origine du systéme

CL’(t) - f(t7'rt)7
est uniformément stable, s’il existe une fonctionnelle continue définie positive V :

RxC — R telle que :

— u([[¢O)]) <V (t,¢) <w(llole) ,
— V(t,9) < —w(]|¢(0)|]) pour tout ¢ le long des trajectoires de f.

(2.11)

De plus, si w(d) > 0 pour § > 0 alors l'origine’ ést uniformément asymptotique-

ment stable. Enfin, si on a elim u(f) =00, alors I'origine est globalement uniformément
—00

asymptotiquement stable.

Le lecteur pourra éventuellemient/eonsulter, entre autres, [I3] pour la démonstration de ce
théoréme. Evidemment la difficulté(majeure reste la détermination d’une telle fonctionnelle
V vérifiant les spécifications de'ce théoréme et plus particuliérement la condition de décrois-
sance le long des trajéctoires 'dusystéme considéré. A titre indicatif, on donne ce théoréme
de Kharitonov qui permet de¢ construire une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii pour un
systéme linéaire, invariant et a un seul retard ponctuel et constant, qu'on appelle
aussi fonctionnelle complete :

Théoréme de Kharitonov-Zhabkho [2003] :

Si le systéme
&(t) = Az(t) + Bx(t — 1), (2.12)

ou A et B sont des matrices de dimensions appropriées et 7 un retard constant, est asymp-
totiquement stable alors la fonctionnelle

V(zy) = 2TU(0)z(t) + 227 f U(—7 —0)Bx(t + 6)do
+ [0 [0 2Tt + 6,)BTU(8) — 6,) Bx(t + 05)d6,dbs (2.13)

+ [0 aT(t+ 0)[(T + O)Wy + Walx(t + 6)db.
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avec

U0) = [~ ®T(t)[Wr + 7Ws + W] D(t 4 60)dt, (2.14)

et Wy, Wy, W3 sont des matrices définies positives et @ représente la matrice fondamentale du
systéme, est une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii pour le systéme considéré
[14].

On note la complexité d’une telle fonctionnelle et les difficultés de manipulation qu’elle
engendre bien qu’elle soit propre a des systémes linéaires, invariants et 4 un seul retard
constant. Nous avons vu au premier chapitre que le modéle de I’hématopoiése est non linéaire
avec des retards distribués. On conclut que le modéle qu’on désire analyser est plus compliqué
que le systéme décrit par 'équation (2.12)).

2.2.5 Notion de bassin d’attraction

Les fonctions de Lyapunov peuvent étre employées pour estimer les bassins d’attraction
des systeémes non linéaires. Pour illustrer le concept de bassin ou-de région d’attraction on
considére d’abord le systéme non linéaire sans retard

T = (&) (2.15)
On suppose que lorigine z = 0 est un point \d’équilibre de (2.15) et que D C R" est un
domaine incluant x = 0. Pour toute constante ~>0.1 € N et ¢ € R", on désigne I'’ensemble
rB(q) =4z eRY: ||z —q|| <7}, (2.16)

qu’on réduit simplement a rB,, lorsque ¢= 0.

On suppose qu'il existe tne fonction de Lyapunov V' : D — R, définie positive et dont
la dérivée V' le long des trajectoires de (2.15]) est définie négative pour tout z € D.

Pour un € > 0, on choisitr €]0, €] tel que
rB,={x eR":|z|]| <r} C D. (2.17)

Soit @ = min V(x). Alors @ > 0 et on prend 5 €]0, a]. On pose

llz]l=r
Ag={zerB,:V(z) <p}. (2.18)

On peut montrer que Ag est a I'intérieur de rB,,. La particularité de I'’ensemble Az est que
toute trajectoire qui est dans Ag & l'instant initial ¢ = 0, restera dans Az pour tout ¢ > 0,
du fait que :
V(t) <0=V(z(t) < V(z(0) <6, Vt>0. (2.19)
D’autre part, on peut montrer que puisque Ag est compact, et pour z(0) € Ag, le sys-
téme admet une unique solution définie pour tout ¢ > 0. Puisque V() est continue
et V(0) =0, il existe un 6 > 0 tel que

z]| <6 = V(z) <5, (2.20)
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d’ou

0B, C Ag C rB,, (2.21)
et
z(0) € 6B, = z(0) € Ag = x(t) € Ag = z(t) € rB,,. (2.22)
Donc
|z(0)]| <& = ||lz(t)]| <r <e Vt>0. (2.23)

La relation implique que lorigine du systéme est stable. Maintenant on peut
montrer que x = 0 est asymptotiquement stable du fait que V' (¢) est définie négative sur D.
En effet, on peut montrer que pour tout a > 0, il existe 7" > 0 tel que ||z(¢)|| < a, pour tout
t > T. On sait que pour tout a > 0, on peut trouver un b > 0 tel que A, C aB,. Donc il
suffit de montrer que V(z(t)) — 0 quand ¢ — oo. On constate que puisque V' est positive et
décroissante alors

V(z(t)) = ¢ >0 quand t — oc. (2.24)

Pour prouver que ¢ = 0 on peut raisonner par l'absurdé.On-congidére ¢ > 0 , puisque V'
est continue il existe d > 0 tel que dB,, C A.. La limite V(x(¢))<3 ¢ > 0 implique que la
trajectoire x(t) reste a l'extérieur de dB,, pour tout t >0-0n pose

= ;ﬂ;‘ﬁf;v(x)’ (2.25)

qui est le maximum de la fonction continue V surPesemble compact {d < ||z < r}.
Par conséquent

V(a(t) = V(2(0) [y Vie(r)dr < V(z(0) —4t. (2.26)

Puisque —v < 0, le terme de/gatiché d¢1'inégalité tend a devenir négatif. Ce qui est
contradictoire car V' est pesitive pour tout t > 0. On conclut que ¢ = 0 et que l'origine du
systéme est asymptotiquenient stable. Dans ce cas la, on cherche souvent & déterminer
la distance a laquelle la trajectoire z(t) converge vers l'origine quand ¢ tend vers co. Cette
distance définit ce qu’on appelle la région d’attraction ou le bassin d’attraction R4.

On note par ®(t; ) la solution de (2.15) qui est initialement a Pétat 2 quand ¢ = 0. Le
bassin d’attraction est 1’ensemble de tous les points x tels que ®(¢; ) est défnie pour tout
t>0et tlim ®(t;2) = 0. Chercher a déterminer exactement le bassin d’attraction R4 est

— 00

souvent impossible. Néanmoins, comme il a été mentionné au début de ce paragraphe, on
peut déterminer une approximation du bassin d’attraction par les fonctions de Lyapunov.

Lemme : Si x = 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour (2.15)), alors
le bassin d’attraction défini par

Ra={x € D | ®(t;z) est définie Vt > 0 et P(t;x) — 0 lorsque t — oo}, (2.27)

est un ensemble ouvert et invariant. De plus, R4 est borné par des trajectoires du sys-
téme (2.15)). Une démonstration de ce lemme est proposée, entre autres, dans annexe C.16
de [17].
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Il est important de noter que I'ensemble D ne représente pas une estimation du bassin
R 4. Certains contre-exemples peuvent étre trouvés dans [I7]. En effet, il suffit de remarquer
que méme si une trajectoire x est initialement dans le domaine D et que, du fait que V< 0,
V(z) passe d'une surface de Lyapunov V(z) = ¢; & une autre surface V(x) = ¢y avec ¢; > ¢y,
rien ne garantie que les trajectoires x(t) ne sortent pas du domaine D. En revanche, on peut
estimer R4 par un sous-ensemble A. C D, compact et positivement invariant, vérifiant :

Ac={zeR" | V(x) <c}. (2.28)
On donne un choix possible pour ¢ dans le cas des systémes a retards. On considére
i(t) = f(x(t) 20), (2.29)
et on suppose qu’il existe une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii vérifant
u(lle(0)]l) < V() < o(ll9]l.), (2.30)

sur un domaine D C R"™ contenant l'origine et avec u et v des fonctions positives croissantes
telles que u(0) = v(0) = 0. On considére que la dérivée de(W le¢-long'des trajectoires de ([2.29)
vérifie, pour tout z € D,

V(t) < —w(lle0)]); (2.31)

avec w : R™ — [0, 4-00].

Puisque le domaine D contient ’origine, il existe une constante r» > 0 telle que rB,, C D.
On définit la fonction croissante v : [0,r] — [0y par :

7(8) (1), (2.32)

qui satisfait ¥(0) = 0 et ¥ (s) >/ 0-pourtout s €]0,r[, parce que w est définie positive. De
plus, pour tout t > 0 et z € rB,, ova

#$ min w
{erBas|lv|>s}

Vi(t) < =v([[=@)])- (2.33)
D’autre part, on déduit de que
0 <7 (V(ze)) < (lI¢lle). (2.34)

Dans le cas de systémes sans retards, les inégalités (2.33) et (2.34) seront respectivement
équivalentes a

V(E) < =v(ll=@)]), (2.35)
et
0 <7 (V(ze)) < (lz(®)]))- (2.36)
La combinaison de ces deux derniéres inégalités permet de déduire que
V(t) < —3(V(x(t), ¥t>0 et x€rB,. (2.37)

Dans ce cas on démontre dans [I6] et [I7] qu’une approximation du bassin d’attraction est
donnée par I’ensemble positivement invariant

E.={xerB, | V(z(t)) <u(r), Vt>0}. (2.38)

C’est cette méme forme d’approximation du bassin d’attraction qu’on cherche & déterminer
pour les systémes a retards. En cherchant d’abord un ensemble rB,, vérifiant V' < g(V(zy))
avec g < 0.
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2.3 Outils mathématiques et complément

Avant d’aborder I’analyse de I’hématopoiése nous allons rappeler certains théorémes et
inégalités auxquels on fait souvent appel pour ce genre d’analyse.

d Lemme de Barbalat : [16]
Si f: R — R est uniformément continue sur [0, +o00[, et si

lim [ f(m)dm, (2.39)

t—o0

existe et est finie, alors tlim f(t)=0.
—00
Parmi d’autres auteurs, Slotine démontre ce lemme a la page 124 de [19].
1 Lemme de Gronwall : [24]

Soient ¢, 1 et y trois fonctions continues sur un segment {a, b], & valeurs positives et
vérifiant I'inégalité

Vi€ [ab], () < O1) + fri(3)yls)ds, (2.40)

alors
V€ [a,b], y(t) < Glf) + [ 0(s)i(s)el v@duds, (2.41)

1 Formule de la moyenne : [23]
Soit w > 0 une fonction intégrable sur |a, 8] telle que ff w(s)ds converge. Alors pour
toute f € C([a, 5]), il existe un point. m-£]a, B[ tel que

17 Peyw(s)ds = f(m) [2 w(s)ds. (2.42)

[ Inégalité de Young : [16]
Pour tout a € R et b & R, ¢t pour tout p > 1 et ¢ > 1 vérifiant % + é = 1, I'inégalité
de Young est donnée par
ab < Lalp + =2 [b]s. (2.43)

(1 Inégalité triangulaire : [16]
Pour tout a € R et b € R, et Yu > 0, I'inégalité triangulaire est donnée par :

ab < La® + Gb%. (2.44)

1 Inégalité de Cauchy-Schwarz :
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a, b]. Alors

[P1F)g(t)]dt < \/f: f(t)?dt\/fjg(t)%t. (2.45)
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Chapitre 3

Application a analyse du modéle de
I’hématopoiése

Dans cette partie nous allons présenter une analyse dans e domaine temporel du modéle
mathématique de ’'hématopoiése. La question de la stabilité-a~déja-été abordée par des outils
d’analyse fréquentielle notamment dans [5], [§] et [12]. Dans ces travaux, le critére de Popov,
le théoréme du petit gain et le critére de Nygquist ont permis de tirer des conditions de
stabilité plus ou moins conservatives du systénde étudié. Dans un premier temps, on explore
ce méme modéle par les méthodes de Razumikhin et/ de Krasovskii et ensuite on compare
les résultats avec ceux déja obtenus en fréquentiel.-Cétte analyse comporte la détermination
des états d’équilibre, I'étude de la stabilité locale et enfin ’analyse de la robustesse.

3.1 Recherche des points.d’équilibre du modéle

On rappelle I'équation dé.Ja dynamique des cellules quiescentes qui est une équation fon-
damentale du modéle considéré.

Pour i € [1,n] et avee la‘convention Ky = 0,

dZEZ‘
dt

(t) = 2K, /0”1 e " fimi(a)Bimi (w1 (t — a))xioa (t — a)da

+2(1 - K;) /T' (3.1)

e f(a) By (st — a))s(t — a)da
— (6; + Bilxi(t)))zi(t).

En effet, comme nous ’avons vu au chapitre 1, la dynamique des cellules proliférantes y;
dépend de la dynamique des cellules quiescentes x;. De plus, les représentations comparti-
mentales de ce modéle établies dans [§] illustrent bien cette dépendance. La figure donne
un exemple de représentation compartimentale d’une génération quelconque 7 > 1 de cellules
immatures.

Toute génération de cellules 7 se compose d’un ensemble de cellules quiescentes x; et d'un

ensemble de cellules proliférantes y;. Mais on constate que le sous-systéme ¥,, générant y;,
n’a pas d’'impact sur 3;. En fait, 3, peut étre vu comme un systéme séparé qui a pour entrée
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i: compartment number

X; : quiescent cells

v; : proliferating cells

u; . differentiated cells

_[ > Bi) X w; : cells starting to proliferate

8; : death rate at the resting phase
Y;: death rate at the growth phase

_I. :integration operator

. T e e g W; B, . re-introduction function
i Y . K; : probability of differentiation
;-
; G;: dynamics of the growth phase
(1-K;) | 3 L, - system representing the population
I
A i
I
I
|
i

i
|
I
+ Yi o dvnamics of the proliferating cells
4%19—* ] -
i
|
i
!

- “yi q A & : multiplication operation
................................ 2G(s) @ “addition operation

FIGURE 3.1 — Représentation compartimentale d’une gériération ¢ de cellules immatures

(I + G;)w;. On démontre que si cette-entrée est bornée et tant que le paramétre ; (taux de
mortalité des cellules proliférantes) est positif, le systéme 3, sera BIBO stable.

De plus, on démontre dans [I] qu'on peut’ exprimer les conditions aux bords associées
a 'équation de la dynamique des cellulessatures en fonction de la dynamique des cellules
quiescentes :

@{t0) = 2(1 = /{:1)/0 1 hi(a)qi(t, a)da

i~ (3.2)
Lok, /0 e £ (@) Bu(@a(t — @)z (t — a)da.
Par conséquent, on se concentre sur I'analyse de I’équation fondamentale .
Notons par E = (Zy, ..., Z,) un état d’équilibre du systéme . Alors E satisfait
[(2(1 = Ky) [y e fi(a)da — 1) B1(Zy) — 61] 71 =0, (3.3)
et pour v = 2,...,n,
2K, 1 (J; e fiy(a)da) Bio1 (Ti1)Tia (3.4)

+[2(1 = Ky) [ e fi(a)da — 1) By(z;) — &] & = 0.

On remarque que I'état £ = (0, ..., 0) est un état d’équilibre. Biologiquement, cette situa-
tion correspond a I'extinction de toutes les générations de cellules quiescentes (immatures)
et par conséquent l'extinction aussi des cellules matures.
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Maintenant on s’intéresse aux points d’équilibre strictement positifs. On note un état de
ce type par E* = (z7, ..., 2}) tel que pour tout i € [1,n], xf > 0.

Pour le premier compartiment :
si 4 =1 nous avons Ky = 0 et la condition (3.3) avec z; = x > 0 devient :

(201 = Ey) [;" e fi(a)da — 1)By(@]) — b1t = 0, (3:5)
En ayant on = 2(1 — K1) [ e ™ fi(a)da — 1 , on déduit la condition :
a1 fi(x7) = 01. (3.6)

Interprétation : Biologiquement cette égalité a une signification trés importante. En
effet, le produit «;0;(z7) représente la différence entre le taux de cellules quiescentes qui
entrent en prolifération et le taux de cellules filles qui se consacrent uniquement a l'auto-
renouvellement de la premiére génération. Le coefficient a; peut\étre positif, négatif ou nul.
Néanmoins, on ne considére que le cas o; > 0 (justification<tans\|[4|). En revanche, d;, qui
représente le taux de cellules quiescentes mortes dans la premiéere-génération, ne peut étre
que positif. La fonction (§; est décroissante mais toujours-positive et/satisfait linowoﬂl(l) = 0.

On en déduit que le point d’équilibre z7 existe si~et.seuleient si le taux d’introduction
maximale satisfait la condition :

B1(0) > (3.7)

ot

Pour les autres compartiments (\&,> 1) :
Dans ce cas K;_1 # 0 et pouraur point d’équilibre Z; = xF > 0 la condition (3.4) devient :

2Kz’—1(f0ﬂ71 e V=1 fi 1 (a)da)Bi—1(Ti—1)Tia
+[(2(1 — KZ) Ti e*%’afi(a)da — ].)ﬂz(l’*z) — (SZ]ZE*Z = 0

Ce cas peut induire plusiéurs situations dont les interprétations sont intéressantes pour
les personnes atteintes d’une leucémie ou pour les personnes saines.

(3.8)

- Situation ou le point d’équilibre de la génération précédente est nul :
Si x;_1 = 0, la génération i — 1 tend asymptotiquement vers son extinction et la condition
nécessaire et suffisante pour que la génération i persiste (c’est-a-dire qu’un point d’équilibre
x} > 0 existe) devient :
Bi(xp) > & (3.9)
Ce cas survient lorsque le taux de mortalité ¢, 1 devient élevé ou lorsque 'apoptose ;1 se
dérégle provoquant la mort des cellules proliférantes avant leur division.

- Situation ou K;_; = 0:
Le point d’équilibre de la génération précédente n’est plus nul 7,y = z_; > 0 mais ce
blocage du processus de différenciation (situation maladive) nous améne a la méme condition
nécessaire et suffisante pour que la génération ¢ persiste :

Bixy) > & (3.10)



En biologie, cette situation est grave car elle conduit & une surpopulation des cellules imma-
tures de la génération ¢ — 1. En effet, dans le corps humain il faut qu’il y ait beaucoup plus de
cellules matures qui entrent dans la circulation sanguine que de cellules immatures. C’est 1a
une explication de la leucémie aigué qui est diie & un blocage du processus de différenciation
d’une ou plusieurs générations de cellules immatures.

- Situation ou K;_y #0 et ;3 =x; ; > 0:
En tenant compte de z7_;, Péquation (3.8) devient :

*

2K, ( [y e fini(a)da) Bioa () 2}y (3.11)
+[(2(1 = Ky) [, e fi(a)da — 1) B;(x*;) — &i]a*; = 0, '
ol encore :
tel que :
Ui—1 = 2Ki_1< 07'1'—1 e*“’iflafi_l(a)da)ﬁi_l(xz‘_l)xf_l >0 (313)

Une remarque trés importante est que dans la sitiationnou u;—; > 0, le point 7 > 0 ne
peut exister que si

En ayant cette condition, le point>z} ‘existe et on obtient la relation :

Biag) = — o (3.15)
La fonction f3; étant positive, décroissante et telle que llim Bi(l) = 0, on peut déduire
—00

graphiquement le point—(x3, 8(z}))-qui est 'intersection entre la fonction x; — B(z;) et la
fonction z; — % — %

D’autre part, on constate’qu’entre 'état d’équilibre E* = (7, .., z}) appelé aussi positive
steady state et Uétat trivial E° = (0, ...,0) appelé trivial steady state, on peut avoir des états
oll certaines générations tendent vers ’extinction totale alors que d’autres générations per-
sistent. On note cet état £ par azial steady state.

Proposition : On considére K; # 0 pour tout ¢ > 1. On pose ¢y le nombre de générations
¢ qui satisfont la condition

et par c; le plus petit indice ¢ d’'une génération de cellules quiescentes vérifiant z; # 0.
En d’autres termes, la génération d’indice c; satisfait la condition

@;3:(0) > 6. (3.17)

En supposant a; > 0, on démontre que le systéme (3.1) admet n — ¢co + 1 steady states,
et qu’au moins les ¢; — 1 premiéres composantes de cet état d’équilibre sont nulles.
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Une preuve de cette proposition peut étre trouvée dans annexe-B de [I].

Si on considére par exemple une population de cellules quiescentes formée par 4 généra-

tions (n = 5) telle que ¢y = 2 et ¢; = 3, alors on conclut que :

1- L’état d’équilibre strictement positif, E*, n’existe pas.

2- Le systeme (3.1)) admet dans ce cas 3 états d’équilibre qui sont 1'état tivial E° et les

deux azial steady states : (0,0, 2%, z3) et (0,0,0,x}).

® Conclusion :

- Létat d’équilibre trivial £ = E° = (0,...,0) existe toujours. Biologiquement il traduit
I'extinction de toutes les générations de cellules matures et immatures.

- L’existence d’un état d’équilibre strictement positif, noté\E = E* = (z7,...,2%) tel que
Vi € [1,n], xf > 0, est possible si et seulement si les deux_conditions suivants sont vérifiées :

1- Pouri=1, f(0) > 2,

(63}

2- Pour i > 17 5@ > Oélﬁz(l’l)

Biologiquement, cet état non nul correspond-a-la persistance de toutes les générations de
cellules. Si de plus, o; > 0, Vi €>f,7alors E* est unique. L’existence de cet état d’équilibre
n’implique pas forcément que le, Systéme.converge vers E*. Les conditions de stabilité de
I’état £* sont au coeur de notre-é¢tude dans ce mémoire.

- Des états d’équilibre intermédiaives, qu’on a noté “axial steady states”, peuvent exister. Ils
traduisent ’extinction de certaines générations de cellules et la survie des autres générations.
En revanche, on e concentre’ par la suite sur 'analyse de la stabilité des états d’équilibre
E* et E° car la stabilité d’un “azial steady state” se déduit directement des deux précédentes.

- Enfin, lors de cette analyse on a discuté des cas otu, pour une génération i donnée,
lapoptose (7;) se dérégle ou bien le processus de différenciation K; se bloque. On remarque
que dans cette situation on peut diviser 1’ensemble des générations de 1 a n en deux
sous-modéles. En effet, le cas de la génération ¢ + 1 se traite comme le cas de la premiére
génération (¢ = 1) car on aura Ky = K; = 0 et K; # 0 pour i ¢ (0,1)

Méme si les deux hypothéses, déréglement de I'apoptose (v;) et blocage du processus de
différenciation K;, nous aménent & des situations identiques quant & 'existence des points
d’équilibre, on note tout de méme une différence biologique fondamentale. Fn effet, si le
déréglement de apoptose (qui devient donc excessive) cause l'extinction de la génération
1 concernée, le blocage du processus de différenciation, lui, va entrainer une prolifération
anormale et une augmentation importante de la population de cellules de la génération 4.
Cette génération va devenir prédominante dans le sang alors qu’elle est encore immature.
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3.2 Analyse de la stabilité de I’origine

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser a la stabilité du trivial steady state
E° = (0,...,0).

Cet état ne peut étre asymptotiquement stable que si toutes les générations tendent vers
leur extinction. On démontre qu’il suffit qu'un seul point d’équilibre strictement positif x;
existe pour une génération i quelconque, pour que 1'état d’équilibre E° = (0, ...,0) ne soit
pas globalement stable.

pour le premier compartiment (7 = 1) :

On a vu qu'un point d’équilibre strictement positif, 7 > 0 ne peut exister que si la
condition S3;(0) > i—ll est vérifiée. (On suppose que «;; > 0, Vi € [1,n]).

Biologiquement il est clair que si le taux d’auto-renouveéllement est supérieur au taux
de mortalité, le point d’équilibre 2% = 0 est instable. Nous allons démontrer ce résultat
mathématiquement en considérant ’équation caractéristique desl’approximation linéaire du

systeme (3.1 qui est donnée par :

sS40+ —2(1 — Ky \[;" e f1(a)e**da = 0, (3.18)

avec

p1 = p (@)= d;;l(l’lﬁl(ml))‘xlzfl- (3.19)

Si 7, = 29 alors 1 = (1(0) ¢t Téquation caractéristique (3.18]) ne peut avoir de racines
strictement négatives que si

(51 > 06161(()). (320)

On a vu que (3.20) estlacondition d’existence d’un point d’équilibre strictement positif. On
conclut donc que l'existencé de z7 est une condition suffisante pour affirmer que 1’équilibre
2¥ est instable.

Maintenant on suppose que [1(0) < 2—11 et on montre que dans ce cas 29 = 0 est asymp-
totiquement stable.
Pour cela, on considére I'opérateur :

o1(t) = f;n f; e @=0=) £(0 — a + 1) By (z1(a))x(a)dads. (3.21)

Sa dérivée le long des trajectoires est

o) = [, T (0 — t 1) By (1)) (¢)d6

3.22
= 00 £yt~ )8 (o (@) (a)do (3:22)
On introduit un deuxiéme opérateur,
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En dérivant on trouve :

Cu(t) = [=61 + a1 B (a1 (1))]aa (1) (3.24)
Puisque a4 31(0) < 4y, '
C1(t) < —[61 — a1B1(0)]x1 (1) (3.25)
En intégrant de part et d’autre, on obtient pour ¢t > 0
Gi() < Gi(0) = [61 — a1 B1(0)] Jy 21 (D)l (3.26)
d’ou :
[61 — 1 51(0)] fot z1(1)dl < G (0) — Gu(t). (3.27)
Mais puisque (;(t) > 0, on peut écrire que;
(61 — a1 51(0)] Jy 21(D)dl < Gi(0). (3.28)

De I'équation (3.26)) on déduit que (;(t) est bornée. Puisque z1(}) et o1(t) sont positifs on
déduit aussi que z(t) est borné. Ceci implique que x4 (t) est tniformément continue.
On déduit que,
t ¢(0)

fO .I'l(l)dl < m. (329)

Puisque x(t) est positif et uniformément contituie, le lemme de Barbalat implique que,
tll@oxl(t) =0 (3.30)

Ainsi on a démontré que 1’origine m‘l) = 0 est un point d’équilibre asymptotique-
ment stable pour x;(t) si et seulement si le point d’équilibre strictement positif
n’existe pas.

pour un compartiment (7 >'1)/: )
On rappelle que I'état_ d"équilibre global est £ = (1, ..., %,). En prenant une génération de
cellules 7 telle que 1. < 7 < n) Deux cas sont envisageables :

casl : 3 j € [1,i] telle gqte 1tlim xj(t) # 0 — L’état d’équilibre trivial est donc instable.
—00
cas?2 1V j € [1,1], tlngo:cj(t) =0

Le flux provenant des générations j va tendre asymptotiquement vers 0 et dans ce cas,
la condition nécessaire et suffisante pour que le point d’équilibre =? soit asympto-
tiquement stable est que :  «;5;(x;) < §; (¢’est-a-dire que le taux de morts de la génération
1 est plus important que le taux de renouvellement de cette méme génération.

Preuve :

On peut généraliser I'équation caractéristique (3.18) a i € I,,,
s+ 0+ 1 — 201 — Ky [, e fi(a)e **da = 0, (3.31)

pi = p1i(70) = g (2Bi(2))|o=s,. (3.32)
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Lorsque £ = E°, on aura u; = 3;(0) et ’équation caractéristique devient
I[=, AY(s) =0, (3.33)
avec
Ads) = s+ 0; 4+ 5;(0) — 2(1 — K;)5;(0) [, e~ fi(a)e~**da. (3.34)
SiVvjell,i, tli[goazj (t) = 0 alors l'existence d’un point d’équilibre strictement positif =} est

assurée par la condition nécessaire et suffisante : «;3;(0) > d; et dans ce cas EY est instable
car ’équation (3.33) aura des racines positives.
Dans le cas contraire, c¢’est-a-dire «;3;(0) < d; , on prend l'opérateur :

G(t) = zi(t) +2(1 — K;)ai(t), (3.35)
avec :
oi(t) = [ [y @O [0 — a+ 7)Bi(i(a) Yo a) dadd. (3.36)
En dérivant et en utilisant la condition «;/3;(0) < §;, on frouve::
Gi(t) < —[6; — i 3:(0) et ) (3.37)
En intégrant de part et d’autre, on obtient potwr >0
Gi(t) < G(0) — [6; i (0)) [y wi(1)dl (3.38)

Ce qui donne la méme conclusion querpour le 1¢" compartiment, a savoir, lim z;(¢t) = 0. On
? b) KA
t—o0

trouve exactement le méme résultat si‘on applique une récurrence.

® Conclusion :

L’état d’équilibre trivial (\trivial steady state ), E° = (0,...,0) , est toujours un état d’équi-
libre du systéme /11 se trouve.qu’il est stable (asymptotiquement stable) si et seulement si il
est I'unique état d’équilibre du systéme. En effet, s’il existe un point d’équilibre strictement
positif z} (i.e la génération 7 vérifie ; < o;3;(0) ) alors E° est instable.

3.3 Analyse de la stabilité de I’état d’équilibre positif

3.3.1 L’approximation linéaire du modéle

On rappelle ’équation de la dynamique des cellules quiescentes

(ZZ (t) = 2K, /OTH e M fi 1(a)Bici (v (t — a))wi1(t — a)da
+2(1 - K;) /OTZ e " fi(a)Bi(zs(t — a))x;(t — a)da (3.39)
— (6 + Bi(xi(t)))zi(t),

pour i € [1,n] et avec la convention Ky = 0.
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Afin d’analyser la stabilité de I'état d’équilibre strictement positif £* = (z7, ...

*

opére le changement de variables :

T, = m—axf, Vie[ln]

Le détail du calcul pour le premier compartiment (¢ = 1) donne,

fl(t) =

tel que :

d’ou :

— a1 Bi(z7) + Bu(z1(2))] 21 (1)

+2Ly [ e @D fi(t — a)[ M (21(a) — Mi(x7)]da
+2L, ftt_ﬁ e @t f(t — a)daf (z})x?

(a1 + 1)Bi(a7)z] — [aaBi(a]) + Bu(zi(t))] z1(2)
+2Ly [ e @D fi(t — a)[Mi(21(a) — Mi(x7)]da
—on S (27)21(t) + Bay)z] — Blaa (1)1 (t)

+2Ly [ e f(t — a)[M(2(a) — Mi(2})]da

)\z(l’z) = B@(xz)xzv

) = - [04151(131) + 51(551( )+ aD)|[@ () H(Bi(xd) — Bi(T1(t) + 27)) )

+2L4 ft

e fi(t — a) MR (@) 4 #7) — Mi(])]da.

(3.41)

(3.42)

(3.43)

Lanalyse de la stabilité globale du Systéme non linéaire décrit par I'équation ([3.43) est un
probléme difficile. Dans un premier temps, on, s’intéresse aux propriétés de stabilité locale
autour de l'origine du systéme :

4(t) = =20y [ e @ fi(t — a)z (a)da,

et pour i >1:

Zi(t) =

izt )+2Lszt @ fi(t — a)zi(a)da

+2K; 1151 ft,,fl I t)ff (t —a)zi—1(a)da,

tels que : Vi € [1,n]

i = )\;(xf) = dimxiﬁi(%)

Bix = 0; + i,

ft V@ fi(t — a)da — 1,
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3.3.2 Analyse du premier compartiment par la méthode de Razu-
mikhin

Pouri:=1":

On considére la fonction définie positive :

Qi(z1) = 5 23, (3.50)
un simple calcul donne :
Q1(21(t)) = —Bu2d(t) + 2Lamz1(t) [ e fi(t — a)z(a)da, (3.51)
par conséquent,
O1(z1(t) < —21.Q1(x (1))

3.52
VOO Ll [, 0 it ~a) @G (@da, O

Prenons une constante ¢ > 1 et considérons un instant.t >0 tel\que :
qQ1(21(t)) = Q1(21(a));——Va € [t ~'7,1] (3.53)

Alors I'inégalité précédente donne :

Qi(=1(1) < —2ﬁtl*Q1(zl(t))
+4/ay/ Qi () Bl [, €70 it — a)da\/ Qi (= (1)),

qui est équivalente & :
Qu(an (1) <2 [=ict 2/aLilinl fi_, €0 fi(t = a)da] Qi(=(1). (3.55)

On déduit du théofeme de Razumikhin que Iorigine du systéme (3.44)) est asymptotique-
ment stable si 'inégalité

(3.54)

2Laljul [ e fi(a)da < B, (3.56)

est satisfaite. Cette inégalité est équivalente a

2L |l fyt e M fri(a)da — py < an By (7). (3.57)

On rappelle que la fonction [ est positive et décroissante. Le point d’équilibre 7 > 0
existe si et seulement si a;/51(0) > d; et dans ce cas nous avons a3 () = 0.
Par conséquent, 'inégalité (3.57)) est équivalente a

2L1|,u1| fOTl e‘““fl(a)da —ur < 51. (358)

Lorsque p; > 0, la condition devient

M1<2L1 fOTI e_““afl(a)da — 1) < 51 (359)

qui est équivalente &
H1og < 51. (360)
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On counsidére la fonction

Biz1) = {153 (3.61)
et on rappelle que
= 5= [Bu(1)a] en zy = aj. (3.62)
Par conséquent,
i = Balay) — N (3.63)

On constate que py < fy(z7) = 2—11 et on en conclut que pour p; > 0 la condition (3.60))

est toujours vérifiée.

En revanche, si g < 0 l'inégalité (3.58)) devient
— 1 (2.[/1 fOTl 67'Ylaf1 (a)da + 1) < 51 (364)

qui est équivalente &
—[14(0./1 + 2) < 61 (365)

® Conclusion :

on démontre que :

® Sipu >0:

En appliquant le théoréme de Razumikhin pour\le preémier compartiment (systéme (3.44]))

;< 07 est une condition suffisante pour obtenir une stabilité asymptotique locale
autour du point d’équilibre’strictement positif 7. Cette condition est toujours vérifiée
L/B1(0)

sl on prend /81(1’1) = w

& Sip, <046

—pq (o1 + 2\ 01 st une condition suffisante pour que le systéme considéré soit

asymptotiquemernt stable autour de 7.

3.3.3 Analyse du premier compartiment par la méthode de Kra-
sovskii
Maintenant nous allons établir le méme résultat en employant les fonctionnelles de Kra-

sovskii. Comme il a été déja mentionné, 'analyse par les LKF est mieux adaptée a 'analyse
de la robustesse et permet de déterminer une approximation du bassin d’attraction.

On rappelle 'approximation linéaire du premier compartiment du modéle de 'hémato-
poiése :

Z1(t) = —Prez1(t) + 2Ly ftt_n @t £ (t — a)z (a)da. (3.66)
On reprend la méme fonction quadratique :
Qi(2) = 321. (3.67)



Sa dérivée le long des trajectoires est, :

Q1(t) = —2B1.Q1(=1(t)) + 221 (t) Ly ftt_ﬁ e @ f1(t — a)z(a)da.

La dérivée de (Q1(z) satisfait donc I'inégalité :

Ql(t) < =261.Q1(21(t)) + 4/ Q1(21(t)) Ly |#1|ft " @ f1(t — a)1/Q1(z1(a))da
< 2| (=B + Lilpm|Cr)@Qi (1) + Lalpa] [ €@ fi(t — ) Qi (21 (a ))da]

avec
Cri = Jy e filb)dl

On pose aussi :

O(z1) = [ nfz e @==m) (1 — a + 1) Q1 (21(a))da dl.

Sa dérivée est donnée par :

M) = [ e A=t + 7 )diQy (1)
— Ji, € i (t =) Qi (w)dei;

par conséquent

()= Cp@i(zai(t) — [LNEC04(t — a)Qi(21(a))da.

On construit une premiére fonctionnélle, .Sy comme suit :

S1(z1) =5 Q21 (1)) + La|pa |1 (z1¢).

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

On vérifie que S; satisfait aux eonditions du théoréme de Lyapunov-Krasovskii énoncées au

chapitre 2. On pose :

max

A4 = mazr_|[z(a)l,

t—r1<a<t

d’ou
a)P < Sl < (3+ [, e Al —a+ ) dadl) P,

qui est de la forme :
u(llo(0)]]) < Si(e) < v(l4lle),

avec u et v des fonctions positives croissantes vérifiant «(0) = v(0) = 0.
La dérivée de S le long des trajectoires de (3.66) satisfait I'inégalité suivante :

S1(t) < (=B + L1l |Crr) Ql(zl( ) + Lalml fi, e @O fi(t — a)Qi(z1(a))da
Ll (ChQi(5(0) = fi, it~ a) Qi1 (@)da)

Puisque
Bre = arfi(x]) + 1, a1 =2L1Cp—1 et agfi(a]) = 0y,

I'inégalité (3.78]) est donc équivalente a

Sl<t) < [=61 — p1 + 2L || Cr1] Q1 (21 (2)).
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(3.78)
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Finalement,

Si(t) < —p1Qi(z(t)). (3.81)

Ainsi la condition suivante est suffisante pour que S soit définie négative,

p1 = 01 + 1 — 2L1‘,U/1‘Cf1 > 0. (382)

® Conclusion :

En appliquant les théorémes de Lyapunov-Razumikhin et Lyapunov-Krasovskii dans 1’ana-
lyse du systéme (3.66]), on a obtenu les mémes conditions suffisantes de stabilité. A savoir,

® Sipu >0:

;. < 07 est une condition suffisante pour obtenir une stabilité asymptotique
locale autour du point d’équilibre strictement pesitif x\

Si H1 S 0:
—uy (g + 2) < 07 est une conditionsuffisante pour que le systéme considéré soit
asymptotiquement stable autour de 7.

D’une part on note qu’on peut-trouver ces mémes conditions en utilisant des méthodes
fréquentielles telles que le théoréme du petit gain, [8] et [5] ; cette comparaison sera plus
détaillée a la derniére section de ce“chapitre. D’autre part on insiste sur le caractére
local de ces condition§. En effet, le systéme (3.66) n’étant qu’une approximation
linéaire du systéme modélisarnit’le premier compartiment, les conclusions qui découlent
de cette étude—ne sent qué locales. Dans un premier temps nous allons analyser
localement’tes autres compartiments (: € I,) du modéle avant de déterminer une
approximation du bassin d’attraction pour ce systéme.

3.3.4

Analyse des autres compartiments par la méthode de Kra-
sovskii

On considére d’abord le sous-systéme formé par z1(t) et 25(t), vérifiant

(

t
S(8) = — Bz (1) + 2Ly / @D £ (¢ — a)z(a)da,
t—71

Zg<t> = — /BQ*ZQ(t) + 2L2,LLQ/ 672(a_t)f2(t — CL)ZQ(CL)dCL (383)

\

t
+ 2K / @£ (t — a) 2z (a)da.
t—r1

On garde la méme fonction quadratique
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Sa dérivée le long des trajectoires est, :

Qi(t) = =281.Q1 (21(1) + 221(t) Ly [ €@ fi(t — a)z (a)da. (3.85)

La dérivée de Q1(z;) satisfait donc I'inégalité :

Q1(t) < —2B1.Q1(21(t)) + 44/ Q1 (21(£)) Ly | ua | ff_n e @D f1(t — a)y/Q1(z1(a))da
<

3.86
2 (=1 + Ll [C)Qu(a(0) + Lalin] [, 053t — )@u(r(a))da] . O
On rappelle que
Cfl = fOTl e‘”llfl(l)dl. (387)
L’opérateur €y a été défini précédemment comme suit
Q) = [, [ @ (1 = a4 71)Qu (1 (@) da di (3.88)
et sa dérivée est donnée par :
Q1<t) = L/;ft_n er(t—l—Tl)fl (l -1+ Tl)del(zl (t)) (3 89)
- ftt,ﬁ e fy (t <a) Qi (zi(a))da. '
Par conséquent
n(t) = CnQila(t))- Ji_ D hi(t - a)Qi(z(a))da. (3.90)
Maintenant on introduit le deuxiéme opérateur
M=) = [ @ f e il = a+ 7)Q(2(a))dadl, (3.91)
et on construit une premiére fonctionfelle Ry comme suit :
Ri(z10) 2 3Q1 (21 (1)) + La|pa [Qu (210) + e M(zu), (3.92)
avec
U= — 2Ll [y e fi(a)da 4 61 > 0. (3.93)

On peut montrer que la fonctionnelle R; est positive et satisfait les hypothéses du théoréme
de Lyapunov-Krasovskii.

De linégalité (3.86) et de Iégalité (3.90), on déduit que la dérivée de R; le long des
trajectoires de ({3.83)) satisfait I'inégalité suivante :

Ri(t) < (=Bue + Lilm|Cp1) Qu(z1(1) + Ll [ €@ fi(t — a)Q1(21(a))da

. 3.94
+Lq| 1] [Clel(zl(t)) — ftt_ﬁ 671(a*t)f1(t _ a)Ql(zl(a))da} + 42;1A1(t). ( )
Puisque
ﬁl* = 05151(1}){) -+ M1, ] = 2L10f1 —1 et 04151(1}?) = (51, (395)
I'inégalité (3.94)) est équivalente &
Ry(t) < [0y — p1 + 2L |1 |C1] Q1 (21 (1)) + 42;1A1(t)- (3.96)
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enfin,

D’autre part, la dérivée de A; est donnée par

A(t) = —Ay(t) —e Tlft o @) f1(t — a)Q (2

1(a))da
+ft e eltent=1=m) £ — t + 71)Qy (21 (t (3.98)

))dl

par conséquent

Al(t) = —Al(t) e ftt . emla—t) fl(t — a)Ql(Zl(a))da
‘|‘f071 I—t —’Yllfl( )del(Zl( ))’ (399)

et on déduit I'inégalité
Ay(t) < - — e [l e fi(t = a)Qu(z1(a))da + T Qu (= (1)), (3.100)

Par conséquent 'inégalité (3.97) donne

Rult) < =%Qu(ar(0) — g8 M(en) = Bt [ @G - @ (51 (@)da. (3.101)

De la méme maniére on pose :
Q2(22)= 575 (3.102)

Sa dérivée le long des trajectoires est):

Qa(t) =  —262.Qa2(22(t)) +255(t L2,U/2j; . 2@ £, (t — a)zy(a)da

3.103
+2K (1 5[t ft . e @t f1(t — a)z (a)da ( )

La dérivée de QQ2(z2) satisfait.donc-inégalité :

Q ( ) < 2/82*Q2 ZQ +4\/Q2 22 L2|,u2|j; - 672 a—t) fg t—a \/QQ Z2 da
+4K1‘M1‘\/ Qz 22 ftfn enla— t)f t— CL V@ 21 da

Pour alléger les notations, on définit ©, 5 par :

@1’2<th, ZQ(t)) = 4K1 \,ul | \/ QQ(ZQ(t)) j;t_ﬁ e“’l(“_t)fl (t — (Z) \/ Q(Zl (a))da (3105)
L’inégalité (3.104) devient

Qalt) < ~262,Qala(t)) + 4/ Qe Lalpio] [, 0 olt = a) /@l (g 100

+01 2( 211, 22(1)),

(3.104)

ou encore

Qg(t) < O12(21, 22(t))
2 [(—Bar + Lolpia| Cp2)Qa(22(t)) + Lol f) . 2@ fo(t — a)Qz(Zz(a))da] ,

avec :

(3.107)

Cfg f € ’YQZfQ( ) (3108)
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On introduit aussi :

Do(z) = [i f 2@ f5(1 = a + 7)Qa(22(a) dadl. (3.109)

Sa dérivée est donnée par :

D)= [ 20 fo(l — t 4 m)dIQs(2(1))

3.110
U e (k- 0)Qa(za(a)da, (3.110)
et enfin, .
Qg(t) = szQQ(ZQ(t)) — ftt—'rz 672(a_t)f2(t — G)QQ(Z'Q(G))dCL. (3111)
On construit une seconde fonctionnelle S, comme suit :
SZ(ZQt) = %QQ(ZQ(t)) + LQ‘MQ‘QQ(ZQt). (3112)

De la méme maniére que pour S;, on montre que Sy satisfait-les hypothéses du théoréme de
Lyapunov-Krasovskii. La dérivée de Sy le long des trajectoires de (3.83)) satisfait 1'inégalité
suivante :

(1) < (=fax + Lalpia| C2)Qa(2(1)) + Lays3] ftt,m eI fo(t — a)Qa(22(a))da

Ll [OfQQQ(ZQ(t)) - ftt—rz e fo(t G)Q2(22(a))da] + 3012(21t, 22(1)). (3.113)

Puisque
52* = (52 + M2, Qg = 2L20f2 —1 et Oézﬁg(l';) = 52 — é%i_al)ﬁl(ﬂfﬂf), (3114)

I'inégalité (3.113)) est donc équivalente A
SIS —p2Qa(22(t)) + 2O12(211, 22(1)), (3.115)

avec
D5 = Ho — 2L2|/L2| fOTQ e‘wafg(a)da + (52. (3116)

En reprenant I’équation (3.105)), et en appliquant 'inégalité triangulaire on obtient pour tout
c>0:

O12(211, 22(1)) < AKy || ftt_ﬁ e @ fi(t — a) [2Qa(22(1)) + 1cQ1(21(a))] da.  (3.117)

D’ou :
O12(211, 22(t)) < L4K | ftt_n e i (t — a)da Qa(2(t))

3.118
v ekl [, @ (= Qi (1 (a))d G119
De (3.115]) et (3.118) on déduit que
Sa(t) < —paQa(2a(t)) + 22Ky | [} @0 fi(t — a)da Qa(z0(t)) (3.119)
+EKy |l [, e @ fi(t — a)Qi (21 (a))da.
Pour
— KilmlCn (3.120)

p2 )
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et po > 0 on peut écrire que

Sa(t) < —BQa(2(t) + K|l [, €D fi(t = a)Qi(21(a))da. (3.121)

Maintenant on construit la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii de la forme suivante :

Vio(2z1t, 22t) = e Ry(214) + Sa(za:), avec: ¢, > 0. (3.122)

Des équations (3.101) et (3.121), on déduit que la dérivée de la fonctionnelle Vi 5 le long des
trajectoires de (3.83) vérifie I'inégalité

m,z(t) < [—%Ql(zl(t)) — féi*l A (z1e) — % f:,n en@=t f(t — a)Ql(zl(a))da]

) (3.123)
[~ 2Qa(a(t) + $E L] f), €0 fi(t — 0)Qu(K@))dal
On constate que si on choisit ¢, vérifiant
e, > 2CnKilmlen g (3.124)
* pr J :
alors (13.123)) donnera
V1,2(t> < _%Ql(zl(ﬂ) = BQ2(22(1)) (3.125)

Une condition suffisante pour que VLQ(t) soitnégative est que

(

T1
p1 = W 2L1|M1|/ 6_%af1((l)da + 51 >0
0
et (3.126)

T2
P2 = /o — 2L2|,u2| / e‘”Qan(a)da + (52 > 0.
0

\
L’inégalité (3.124) et 1'égalité (3.120) donnent

5 S(Cnmim)e (3.127)

* = P1p2 )

et on conclut que pour p; > 0 et py > 0 la fonctionnelle

SO oy (21) + Sa(z20) (3.128)

V1,2(Z1t722t) =
est une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii pour le sytéme (3.83). On déduit que, sous
ces hypothéses, le systéme non linéaire décrit par (3.39) (pour ¢ = 1,2) est localement
asymptotiquement stable. On démontre qu’on peut généraliser le résultat aux autres
compartiments du modéle. On rappelle que I'approximation linéaire du modéle de I’hémato-
poiése est donnée par les équations (3.44) et (3.45).
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Pour tout ¢ € I,,, on définit les fonctionnelles S; et R; comme suit

1
Si(zit) = §Qi(zi(t)) + L2 (230
et
Ri(z) = Si(zs) + o Ay (2i).
1C;,
tels que
( Ti
Di = Wi — 2L2|,ul\ / e*%’“fi(a)da + (51',
0
Ci = / e f (D)l
0
1
Qi(2(t)) = 5% (t)
t

i(zi) = e%(“_l_”)fi(l —a+ 7;)Qi(zi{aPda dl,

t—1; J1

z Zzt / / €7i(a_l_7i)fz‘(l ~a-+ TZ)Qz(ZZ(a))dCLdl

Vi > 1, la dérivée de @Q;(z;(t)) le long des trajectoires de (3.45)) vérifie

Ql(t) = _QﬁQ*Qz(zz(t)) x 221 Z,Uz ﬁ - e’)/z(a t)f (t — a)zi(a)da
+2K; 1 pi12i(t ft D 16% 1(a— t)f 1(t —a)z;_1(a)da.

D’ou l'inégalité

Ql( ) < 262* +4\/ Zz L |,uz|j; - 6% a= t)fz t— CL \/ ZZ da
ALK 1< 1|\/ i(z(t ft - 16% @0 fi 1(t — a)y/Qi-1(zi-1(a))da.

On note par ©;_; le termeé de couplage. L'inégalité précédente s’écrit

Qilt) < =202,.Qu(=2:(1)) + 4/ Qi) Lilpua| [, ™V fi(t — a)\/Qi(zi(a))da

+0,-1,i(2i(t), 2i-1)t)-

L’inégalité triangulaire permet d’obtenir pour tout ¢; > 0

Oi-1,(zi(t), 2 Z(i— 1)t) < 4Kz 1l 1|ft - 16% 1(a- t)f 1(t — a)da Qi(2i(t))
el || ft—n,l eri-r@if; ) (t — a)Qi—1(zi-1(a))da.

On conclut que

Qi(t) < 2 (=B + LilulCr) QuCzlt)) + Lilgul [}, 0 filt = a)Qi(z1(a))dal
[ FAK il [, @0 fia(t = a)da Qi ()]
+ [Ci Ki_1|pia| ft,TH erimlet (¢ — G)Qz’—1(zi—1(a))da] :
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D’autre part, la dérivée de §2; vérifie I’égalité

Q,(t) = CrQi(z(1) ft - eV @ fi(t — a)Q;(2(a))da,

et celle de A; vérifie I'inégalité

Ai(t) < =Ag(zg) —e ™ ft @V fi(t — a)Qi(zi(a))da + CriQi(zi(t)).

Des relations précédentes, on conclut que pour ¢ > 1

Si(t) < |(=Bis + Lilwil Ci) Qizi(t)) + Lilpal f| . @™V fi(t — ) Qi(zi(a))da

+50i14(2i(t), 26— 1)) + Lil il [CfiQi<Zi(t)) - ftt,f @ fi(t — a)Qi(zi(a))dal ,

d’ou '
Si(t) < —piQi(2i(t)) + 20;1,i(2 (1), 2(i—1y1)-
De (3.134)), on aboutit a I'inégalité

Sz(t) < —piQi(zi(t)) + 12KZ i 1|j;5t7 16%_1(a_t)f‘ vt ajda Qi(2i(t))
+5 K| pi 1’ft o, €Y fi A=) Qi (2im1 (a))da.

Pour p; > 0 et des ¢; suffisamment grands, omn peut cousidérer que

Si(t) < —BQi(2i(t)) + G K1 |l f;t_ﬂ._l 1@ f 1 (t — a)Qi-1(2i-1(a))da.

D’autre part, on rappelle que

Ri(%4) 57 Si(zu) + ﬁ/\i(zit)-

De (3.141)) et (3.142) on déduit que la dérivée de R; vérifie 'inégalité

Ri(t) < —BQi(z(ON 2K || [i, @D fi 1 (t — a)Qi1(2i-1(a))da

De T'inégalité (3.137)), on déduit que

Ri(t) < — BQi(2i(t)) + G Ki—1|pi- 1|ft o €7 1@t f, 1 (t — a)Qi—1(2zi—1(a))da
3 [—szit) — e L @it — a)Qi(zi(a))da + CriQi(z(1)]

Ce qui nous donne,

Ri(t) < ~BQu(z ())+ FEialual [, @00 fia(t = a)Qi (21 (@) da
—EE [, T fi(t = a)Qi(zi(a))da
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On récapitule les résultats obtenus :
(Si(t) < p1Qi(=1(2)),

iu(t) € Qi 0) - G [ I Qo)) da

-7

et pour 7>1

) ) t 3.146
5,0 < Qua () + SKialmal [ @I S~ Qi (a(e)) e (3.146)
Ril0) < 2Qu(a) + Shlpin] [ O st = )Qua (a(@))da

pie_n ! a—t) £ (4 (.

Maintenant on construit la fonctionnelle V,, de Lyapunov-Krasovskii telle 'que

Vi(z) = Sp(zm) + Ei’f’ldiRi(zit), pour~d; >0, Vi€ I,.

(3.147)
La dérivée de V,, vérifie,
Valt) < |=5Qu(za(0) + S Kl 4l €770 fo (6 = 0)Qn1 (201 (a))da]
+d; [ B (21(1)) — piecf? ftﬂ e (a=d f) (¢ — a)Q1(Z1(a))da]
-8 Qutea() + FIA L, 11t~ ) )
e T O— 3.148
B ARl — ) Qu(aa(a)) | +. (3.148)
tdos [—pz;l Quor (2 ) S K alpinal [ 7200 £t — a)Qus(2nsla))da
S O alt = Qui @)
On peut organiser les termes comme suit :
Valt) < [~2520: (21 (1) — (Z2Qa(2a(8) + o+ E222Qu 1 (201(1) ) — B Qnlza(1))]
| (—re 2 4 B2 Ky n]) [ e fi(t = a)Qui((a))da
+ ngCng + 9553 F |1 | ft . €200 fo(t — a)Qa(2(a))da (3.149)
+...
(- s g Kl ) J) e S (- @)Qu (a1 (a))dal

On rappelle que les coefficients ¢; sont choisis arbitrairement grands. On conclut de I'inégalité précé-

dente que pour un bon choix des coefficients d; on peut déterminer des conditions suffisantes pour que
V,, soit négative.
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En effet, si on choisit des coefficients d; > 0 vérifiant

( 2C sz i —Ti .
d; > < GRS Cz’+1) dit1, Vi € In_o,
Di

et (3.150)
2C ¢ (n- 1) K1 | fiy—1]e ™1
< f(n—1) 1|,LL 1|€ c

dn—l
\ Pn—1

alors I'inégalité (3.149) se réduit a

Valt) < [~252Q1(a(1) — (Z2Qa(2s(1) + -+ E21Q 1 (20 1(1)) — BQuln(D)] - (3151)

)

Ainsi, la condition p; > 0 Vi € I, est une condition suffisante pour que l'origine du modéle considéré
soit localement asymptotiquement stable.
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® Conclusion :

Suite & cette analyse, on conclut que
i — 2L | g fOTi e " fi(a)da+9; >0, Vie{l,..,n}, (3.152)

est une condition suffisante pour que le systéme non linéaire soit localement asymptoti-
quement stable autour de son état d’équilibre strictement positif £*.
D’autre part, on rappelle que ’état d’équilibre strictement positif existe si et seulement si
£1(0) > 01/ (voir conclusion 1 du méme chapitre). De plus, on démontre dans [§], que si
on suppose a; > 0 et (; sous la forme :

Biz;) = ﬂ;% avec N > 2, (3.153)
alors E* existe et est unique. On considére que ces hypothéses sant vérifices Vi € {1, ..., n},
et on déduit que

OSipu=0:

Il est clair que dans ce cas le systéme est stable car 9;">.0"est teujours vérifiée.
OSipu>0:

La condition (3.152)) devient

i <O (3.154)
Si f; est de la forme (3.153)) alors
* Bi(0 »"UIN

et on constate que _p; < 5;(x)) < i—l et donc la condition (3.154]) est toujours vérifiée.
OSipu<o0:

La condition (3.152)) est/équivalente &

(2L;Cy, + 1) s + 6; > 0. (3.156)

Dans le cas particulier ou —¢; < p; < 0, on peut exprimer la condition suffisante de

stabilité locale par
2L,Cy, < 2l (3.157)

|1l
En revanche, on remarque que puisque L;Cy; > 0, la condition ([3.156|) n’est plus valable
si i < _51

3.3.5 Bassin d’attraction et analyse de robustesse

Dans les sections précédentes, on a déterminé des conditions de stabilité de 'approxi-
mation linéaire du modéle de I’hématopoiése. Ainsi, les résultats obtenus ne concernent que
la stabilité locale du systéme considéré. Il est important de noter que d’autres méthodes
temporelles existent pour analyser la stabilité des systémes dynamiques. On cite le récent
travail de Bodnar qui présente un modéle de protéines et analyse sa stabilité dans [21]. Ce
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travail est d’autant plus intéressant qu’il présente plusieurs similitudes avec I’approximation
linéaire du modéle de I’hématopoiése.

Le processus de fabrication des protéines est modélisé par :

Bi(t) = —pari(t) + [ filt — a)gi(t, zi_1(a))da. (3.158)

On rappelle 'approximation linéaire d’une génération ¢ > 1 du modéle d’Adimy est donnée
par :
%(t) = —Buzi(t) + 2L, ftt_T fi(t — a)e" "Nz (a)da

i 3.159
+2K, 141 ftt_r-,l fia(t = a)er =1z 4 (a)da ( )

Les hypothéses du modéle (3.158) sont :

gi: RxR—=R tellesque: g¢;(t,0)=0, Vie][l,n (3.160)
fia) >0, Va € [-T7;,0] (3.161)

et enfin,
2, fi(a)da =1 ViE [, (3.162)

Il se trouve que le modéle d’Adimy vérifie aussi les trois hypothéses (3.160)) , (3.161) et (3.162)).
En revanche, dans [21], on s’intéresse surtout al’état"d’équilibre strictement positif alors que
le systéme représente ’approximation linéaire autour de I’état d’équilibre strictement
positif (et donc on s'intéresse a 1'étag d’équilibre £ = (0, ...,0) du modele (3.208) ). Néan-
moins certains théorémes énoncés dans [21] et 22| peuvent étre appliqués comme le théoréme
2 énoncé ci-dessous

Théoréme : Sousles_hypothéses™ (3.160)), (3.161) et (3.162)).
et en supposant aussi

pi >0, Viel[l,n]. (3.163)

et qu’il existe des nombrespositifs s; tels que

gi(t. )| < =

x|, zeR (3.164)

Pour tout t > tg, si
$189...8n < U1 fh2.. fhn, (3.165)

alors le “trivial steady state” du systéme est globalement asymptotiquement
stable. En d’autres termes, quelque soit la condition initiale ¢ = (¢1,...,¢,) € C alors la
solution de converge vers 0 quand t — oo. Pour la démonstration on peut se référer
au théoréme (2.5) de [22].

D’autres méthodes existent pour analyser la stabilité des systémes en temporel sans
passer par les fonctions de Lyapunov. Néanmoins, on remarque que le systéme décrit par
I'équation auquel s’applique le théoréme précédent est assez linéaire et ressemble
a I'approximation linéaire de la dynamique des cellules quiescentes. Les conclusions qui en
découlent ne seront que locales. C’est pourquoi son application au modéle qu’on étudie
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n’est pas trés intéressante. En revanche les fonctionnelles de Lyapunov représentent un outil
particulierement efficace pour déterminer des approximations du bassin d’attraction. C’est
ce qu’on utilise par la suite pour donner des conditions de stabilité globale du systéeme étudié.

On rappelle I’'équation de la dynamique des cellules quiescentes :

dx; Ti-l .
dt (t) = 2Ki—l/ e Vi-1 fi_l(a)ﬁi_l(xi_l(t — a))xi_l(t — a)da
0
+2(1 - K3) / e M fi(a)Bi(zi(t — a))z;(t — a)da (3.166)
0
— (0 + Bi((t)))z:i(t)
et approximation linéaire autour du “positive steady state” est donnée par :
Zi(t) = —Bizi(t) + 2L, ftt_T fit = a)e" ™5 (a)da (3.167)

+2K 11 ftt,f.fl fisa(t — a)e €5~ (a)da
avec la convention Ky = 0.
Pour le premier compartiment (¢ = 1) :

On construit une fonctionnelle N; de Lyapunov-Krasovskii pour 'approximation linéaire du
premier compartiment et qui satisfait

N1<t> < —ﬁlN(th) avec ]51 > 0. (3168)
On prend
Ni(z11) = 3Q1(21(0) F Ly Jpaf (21) + s M(zn),  avec pr > 0. (3.169)

On remarque que Ni ne différe de R; que par le coefficient de 'opérateur A;. Cette fonc-
tionnelle satisfait les hypothéges du théoréme de Lyapunov-Krasovskii énoncées au chapitre
précédent. L’expression explicite de /N7 est donnée par

Ni(z0) = 522(0) + Lalpal fi f ™" [l = a + 1) 23 (a)dadl

3.170
+22’lfl j:f_ﬁ el—t fl 6’)/1(a—l—‘r1)fl (l —a+ Tl)z%(a)d&dl, ( )

avec p; = g — 2L || fon e M fi(a)da + 6, > 0.

Sans détailler les calculs, on rappelle qu’on est arrivé aux égalités et inégalités suivantes :

( .

Alar(0) £2 |-+ Ll Q) + Libal | 0 e~ )@u(e1(a)da).

t

Ql = Clel(Zl(t)) - / 671(a_t)fl(t —a)Q1(z(a))da, (3.171)

t—71

A(t) < —Asy (o) — e /t (= @)Qu(a(@)da + Cr@i( (1),

\
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Ce qui nous donne :

Ni(t) < B Qu(a(t) — 58

D’autre part, on observe que :

Ni(z1e) < 3Qu1(=1(t)) + QCf so—=A1(21¢)
+L1|M1‘€ﬁft e tf e @7 fi (1= a + 1) Q1 (21(a) ) dadl,

par conséquent :

Ni(z10) < 3@Qi(a1(0) + (Lalmle™ + 52 ) Aa(z10)

De (3.174) et (3.172)) on déduit que

Nl<t) < —p1 N1 (214),

avec

e O— p1
pl 2L1‘,u,1|6710f1+1’

(z1¢) — ”;Z;l ftt_Tl e @t f1(t — a)Q:1(21(a))da.

(3.172)

(3.173)

(3.174)

(3.175)

(3.176)

une constante positive car p; > 0. Maintenant 6n considére le systéme non linéaire représen-

tant le premier compartiment

L) = —[01 + Bu(21(t)] 21 (t) £2B0f" e f1(a)Bi(z1(t — a))z1(t — a)da.

(3.177)

Sous 'hypothése a;51(0) > d1, un pointd’équilibre strictement positif =] existe. En opérant
le changement de variable Z; = x=x%, et.en sachant que \;(z;) = Bi(x;)x; et ay51(x) = o1,

on obtient :

T(t) = [04151(561) + Bi(@1(t))] z1(¢)
+2L1ft " e @t f1(t — a)[A(z1(a)) — A (z)]da
—|—2L1ft L et Df(t — a)dap(z?)x?
=Aaq + 1)B1(27)x] — [arfi(x}) + Bi(wa(t))] 21 (1)
+2Ly [ e @D fi(t — a)[ M (21(a) — Mi(x7)]da
= —afi(x])21(t) + B(a7)x] — B(w1(t)) w1 (L)
+2Ly [1en@ D f(t = a)[ M (x(a) — Mi(27)]da

d’ou :

() = - [Oz151t(xf) + B1(Z1() + 27)] 21(F) + (Bi(27) — Bu(Z1() + 27))2]
+2Ly [, eI fi(t = a)[M(F1(a) + 27) — Mi(27)]da.

L’équation précédente s’écrit comme :

5/’1(75) = —51{i1(t> — [%/\{Lj - i’l(t) — O)\l(i'l)[i'l(t)
FoLy f' et fi(t— a) [ dmAl} #y(a)da

T1=T

+2Ly [, D it — a)ox, (31)E1(a)da,
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et enfin,

() = [—51951(15) — 71 (t) + 2Ly ftt_ﬁ e @ fi (t — a)i (a)da

. o o (3.181)
+ [QLl S TVt = a)ox, (31)T1(a)da — ox, (1)1 (t)
On considére la fonction quadratique Ql telle que
Qi(i) = a2 (3.182)

et on reprend la fonctionnelle Ny qui maintenant va s’appliquer sur Z; et se note doréna-
vant Vg

Ni(71) = iz ()+L1|u1]ft nfl ene=t=m) £, (1 — a + 7)7%(a)dadl

3.183
_|_2g;1£ N l tf e'ya - Tlfl(l_a—{—Tl)xl( )dadl, ( )

avec py = 1 — 2L || fOTl e M fi(a)da + 01 > 0.

En dérivant le long des trajectoires on obtient :

Ni(@) < 81031 (8) + Gtk | Caade) - [} @0 fi(t = a)a(a)da

+2€f1 [ ft € el= tf eVa==m £ (1 — a )i (a)dadl — _le; en@=t) f1(t — a)3?(a Yda + Cp73(t )}
(3.184)

On déduit que :

]\71(5710 < [—5155%(75) — [ #3(t) + 2Ly F4 () [ et — a)jl(a)da}
K] [CRad(e) — [, €@ fi(t — )73 (a)da]
+2ch [ ft € et~ tfl eYe=l=n f1 (1 — a4+ 1) @2 (a)dadl — e~ ™ ftiT e @0 f, (t — a)i2(a)da + CpF3(t)
Fa1(1) 200 [, €@V [t = a)ox, (F1)F1(a)da — ox, (F1)F1 (1)

(3.185)
au final on obtient cette expression qui permet de formuler les conditions de déterminer le
bassin d’attraction du systéme (Cf chapitre 2)

Nl (jlt) S [-515]%@) — Mlj%(t) + 2L1/l1[i‘1(t) j:/—Tl 671(a7t)f1 (t — a)il (a)da}
+L1|,Uq| [ny’i‘%(t) — ftt*Tl eVl(a—t)fl (t _ a)i%(a)da}
+2(I}ﬁ [— ftt_ﬁ el flt eYe=t=n f1 (1 — a4+ 1)7%(a)dadl — e™™ ftt_T M@= f1(t — a)72(a)da + Cp73(t)

+ [2L1fi1(t) S, e @D fi(t — a)ox, (21)d1(a)da — OAl(xl)ﬂf%(t)}
(3.186)
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3.4 Analyse en fréquentiel et comparaisons

Dans cette section, on expose d’abord les principaux résultats obtenus par analyse fré-
quentielle. Ensuite on fera I’analogie avec les conclusions en temporel.

1= On considére d’abord le systéme scalaire
i(t) = —ax(t)+ [, be Pz (t —0)do, (3.187)

avec a, b, a et 7 des nombres réels fixes et 7 doit étre positif. x(t) est une fonction a
valeurs réelles et on suppose que sa condition initiale x(6) est connue pour 6 € [—7,0].

— Sia>0et T™=0:Lesystéme considéré est exponontiellement stable.

—Sia>0,b>0et ™ > 0:Dans ce cas on désire déterminer la plus grande
valeur de 7 pour laquelle le systéme reste stable.
On détermine ’équation caractéristique en appliquant\ la transformée de Laplace

au systéme (3.187)). Ce qui donne

X(s)(s+a) = [, [fy bd7n(t~0)db] e*tdt, (3.188)
ou encore
X(s)(s+a) = J* [ ot - H)e_Stdt] be=0df (3.189)
Or,
J%at e stdt = e *0X(s), (3.190)
d’ou
X(s{s+a) = [5be e ?dhX (s), (3.191)
et on conclut que
X(s)(s+a) = F(s)X(s), (3.192)
ou F(s) est le prolongement de la transformée de Laplace du noyau du retard
distribué
be™, i 0<t< T
t) = ’ - 3.193
£@) {0, si t> 7. ( )

On aboutit donc & I’équation caractéristique du systéme ([3.187))
s+a—F(s) = 0. (3.194)
On peut facilement montrer que

F(s) = bl=— (3.195)

s+a

Proposition 1. Si a, b, « et 7 sont positifs, toutes les racines de 1’équation
caractéristique (3.194)) sont dans C_ si et seulement si

b(1—e—7%)
ac

<1 (3.196)

49



Cette condition découle du théoréme de Nyquist. En effet, les racines de I’équation
caractéristique sont dans C_ si et seulement si le graphe de Nyquist de la fonction
de transfert H(jw) n’encercle pas le point —1. En ayant

H(s) = —(s+a)"'F(s). (3.197)

La démonstration compléte est donnée dans [5].

—Sia>0,b<0etT>0:
Contrairement a I'apparence que donne le systéme dans ce cas, on peut avoir une
instabilité en ayant @ > 0 et b < 0. Ce cas est détaillé dans [6]. On peut simuler le
systéme pour les valeurs [a = 10,b = —300, 7 = 0.25, « = 1]. La figure montre
le diagramme de Nyquist pour cet exemple numérique et on remarque l'existence
d’un encerclement autour de —1.

1

Imaginary Axis

Real Axis

FIGURE 3.2 — Tracé de Nyquist de(la fonction H(jw) pour a = 10,b = —300,7 = 0.25,« = 1

— Sia < 0%t (7 =0 6u b=0) : Le systéme (3.187) est instable.

— Si a < 0 : On peut considérer le retard distribué comme une forme de feedback
qui essaie de stabiliser le systéme en boucle ouverte.
x Sia < 0etb>0:Iln’yaaucun moyen de stabiliser le systéme considéré.
* Sia < 0etb<O0: Lesystéeme sera stable si et seulement si le diagramme
de Nyquist de H(jw) encercle exactement une fois le point —1, avec

B 1-eTista)
H(s) = GHm-Sre—, (3.198)

et I’équation caractéristique du systéme est donnée par
1+ H(s) = 0. (3.199)

Proposition 2. Sia=—-1,a=1,b < 0et 7 > 0. Alors ’équation caractéristique
du systéme considéré a toutes ses racines dans C_ si et seulement si

ey (3.200)

l—e— 7 14+e—7

On démontre cette proposition dans [5].
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i Maintenant on considére le cas multivariable représenté par le systéme suivant
i(t) = Ax(t)+ [, B(0)x(t —0)dd, (3.201)

telle que A est une matrice de Hurwitz de taille nx n. On suppose qu’il existe un by
tel que B satisfait
Jo I1B@®)]|dt < bo. (3.202)

L’équation caractéristique de (3.201)) est donnée par
det(sI — A—F(s)) = 0, (3.203)

ou F' est la transformée de Laplace du noyau du retard distribué

F(s) =[] B(t)e *dt. (3.204)
De (3.202)) on déduit que
1E(s)]lo0 < bo (3.205)

Le théoréme du petit gain nous permet de conelure que)le systéme en feedback
formé par (sI — A)~! et F(s) est stable si

1(s] = A7 o\ g2 (3.206)

1= Application au modéle de ’hématopoiése
L’approximation linéaire autour de Fétat d’équilibre strictement positif est donnée par

Z1(t) = —Pradt)+ 2Ly j;iﬁ en@=t f(t — a)z (a)da, (3.207)
et pouri >1:
Zi(t)y = oBee(t) + 2L ftt_T @0 f,(t — a)zi(a)da
; (3.208)

+2K 1 i1 ftt_n_l 1@ fi o (t — a)zi (a)da,

L’équation caractéristique’associée a ce modele est

avec
Gi(s) =[] e fi(t)e*dt. (3.210)
Dans [5] et [8], entre autres, les fonctions 3; et f; ont comme expressions respectives :
Bilr) = 2, (3.211)
et
fila) = Z#=e™, ac[0,n], m; >y (3.212)
Ce qui implique que
1—e—Ti(s—73) Qz = (em:’lz_l) > 0,
GZ(S) = qzv, avec (3213)
: r; =m; — v > 0.
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On peut montrer que si G; est de la forme donnée ci-dessus alors

m;  e(Mi=7i)Ti —
Gi(0) = [|Gill = g (3.214)

mi—y;  eMiTi—1

et que si m; >> ~; alors
G;(0) > e, (3.215)

On remarque que le coefficient o; défini dans les chapitres 1 et 3, peut également s’exprimer
en fonction de G;(0) comme suit

o; = 2L; [ e " fi(a)da — 1 = 2L;G;(0) — 1. (3.216)

La stabilité du systéme décrit par les équations (3.207)) et (3.208) dépend essentiellement du
parameétre ;. Fn analysant 1’équation caractéristique d’'un compartiment ¢, donnée par

on constate d’abord que pour p; = 0, le modéle est localement-asymptotiquement stable
car ¢; > 0. On s’intéresse maintenant & p; # 0 et on énonee un. certain nombre de résultats
importants :

@ Dans [I], on démontre que 1'état d’équilibre trivial/(1'origine du systéme (3.39))) est

localement asymptotiquement stable si\3;(0) < %, pour tout ¢ € I, et il est instable
S

s'il existe un 4 pour lequel 3;(0) > 2.

@ Dans [1] et [2], les auteurs affirment quel’état d’équilibre z > 0 est localement asymp-
totiquement stable si :
(QLG(0) + 1)+ 6 > 0. (3.218)

Mais il se trouve que ette condition n’est valable que si —0 < u < 0. En effet, si on
considére que ;> O.et B, de la forme (3.211)), alors cette condition est fausse pour
p > 0 et elle estuniquement suffisante pour p < 0. [§]

¢ Dans [5], on montre que pour p > 0 toutes les racines de sont dans C_ =i
et seulement si u < g. On remarque que pour p > 0, n’importe quelle valeur positive
de 0 satisfait la condition . En revanche, la condition nécessaire et suffisante
proposée dans [5] impose une restriction vis-a-vis de J. Enfin, le cas 4 < 0 n’a pas été
abordé dans cette méme publication.

@ Le théoréme 2.1 dans [3] montre que si I'état d’équilibre trivial est le seul état d’équilibre
du systéme et si (2G;(0) — 1)5;(0) < &;, pour tout 7, alors l'origine est globalement
asymptotiquement stable.

@ Dans [8], de nouvelles conditions de stabilité sont énoncées pour p > 0 et p < 0,
pour I'approximation linéaire du modéle et pour le modéle non linéaire de I’hémato-
poiése. Ces conditions sont déterminées sous trois hypothéses qui assurent l’existence
et I'unicité d’un état d’équilibre strictement positif £*. Ces trois hypothéses sont :

v La fonction [ a pour expression (3.211]),
v «; > 0 pour tout i € I,,,
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o
ay”

v Pour i = 1, on suppose que ;(0) >

Sous ces considérations, les auteurs déterminent des conditions de stabilité locale par le
critére de Nyquist, des conditions de stabilité globale par le théoréme du petit gain et
enfin ils améliorent le conservatisme de ces derniéres en appliquant le critére de Popov.
On liste les principaux résultats :

= Pour p > 0, la condition de stabilité locale est u < %. Pour la fonction f
considérée, cette condition est toujours vérifiée.

= Pour p < 0:
Le systéme est localement asymptotiquement stable si et seulement si

2LG(0) < T kpmaa, (3.219)

avec :

( kmaa: = |G(jw1)|_17
wy est le plus petit w vérifiant G (jw) = —,
G(s) := (1 +n7s) 2G(Q)S1G(s);
1 — —7(s%r) 7 =75 1 (3220)
S b S 7 ) _
(s —r) (em —1)(1—3)

pi= @)

(T =r7, 0 8=8/r et r=m—7>0.

G(s)=q

On remarque que la condition(3.218)), pour § > |u|, est équivalente a

2LG(0) < . (3.221)

D’autre patt; on démontre numériquement que k.. > 1. On conclut donc que la

condition {[3.219) ‘est moins conservative que (3.221)).

Les auteurs dan$ [§] analysent le cas || > & par le graphe de Nyquist. Il se
trouve que cette technique donne des résultats sans conservatisme. Dans ce cas,
le systéme est localement asymptotiquement stable si et seulement si

n>(1—e ")yt —771
ot 5 5 (3.222)
B0 c90G00) < = kpns
1 I
avec :
(=7 (ul = 9)7,
1
max,2 — ma
P . (3.223)
w, est le plus petit w > 0 tel que ZG(jw) = —,
. ofe _
G(s) = — — )
| D ams -
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Les propositions 3 et 4 dans [8] donnent des conditions de stabilité globale du systéme

non linéaire donné par :
dz; Ti-l .
(t) = 2Ki—1/ e Vit fi_l(a)ﬁi_l(xi_l(t — a)):ci_l(t — a)da
0
(3.224)

dt
4201 — ) / " e L) Bt — a))as(t — a)da
0
— (0 + Bi(xi(t)))ws(t)
avec Ky = 0.
On définit d’abord les nouvelles coordonnées :
wi(t) = Bilwi(t))wi(t),
Zi(t) = (1) — 7y, (3.225)
0;(t) 1= wi(t)—aw;
Et aussi :
Vi(Z;) = (T + @) Bi(Ts + Bo)— TH{(T5),
(3.226)

Pour le premier compartiment(s.=1) :

On suppose que p; est fini et on/considére”

2Ly [ ey (a)ed e da — 1‘ editt. (3.227)

hO(Tla 517 Ll) = 07—1
(3.228)

Si
h0(7'1,517L1) < p_11

alors Z1(t) est borné et converge exponontiellement vers 0. On peut trouver plus de détails

a la proposition 3 dans [§].

Pour les autres compartiments (¢ > 1) :
On suppose que p; est défini pour tout ¢+ € I, et que V i ’ensemble p; est fini. De la méme

maniére aussi on considére :
(3.229)

ho(7i, i, L) := J§* 2L fot e fi(a)e’*da — 1| et d.

Si
ho(Ti, 0i, Li) < p%. (3.230)

alors Z;(t) est borné et converge exponontiellement vers 0 avec un taux (ou une vitesse) qui

vaut 6, := min{dy, ..., d, }.
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® Conclusion :

O Pour le compartiment ¢ = 1 :
Les résultats obtenus en temporel par Razumikhin et par Krasovskii (et résumés dans
les conculsions 3 et 4 de chapitre) sont confirmés par les méthodes fréquentielles.

O Pour les compartiments ¢ > 1 :
Les résultats de la stabilité locales obtenus en temporel sont résumés a la conclusion
5. Pour un p; > 0 la condition de stabilité est la méme que celle donnée en fréquentiel
dans [§] et [3]. II est de méme pour p; < 0, en remarquant que G(0) = C4.
Pour la stabilité globale, 1’avantage des méthodes temporelles est qu'on a pas eu a
donner une expression explicite a la fonction f; contrairement aux travaux en fréquentiel
ol les conditions de stabilité dépendent de 'expression donnée & f; qui est

fila) = ZF—=e™, a € [0, mi >y (3.231)

Une remarque importante est que toutes les conditions-de stabilité obtenues pour un
compartiment ¢ ne dépendent que des paramétres.biologiques de la génération ¢ considé-
rée. Ce résultat a été plus évident en analyse!/fréquentielle ¢ar la matrice jacobienne du
systéme linéarisé est triangulaire. Ona-pu-trouver ce méme résultat par la fonctionnelle
de Lyapunov-Krasovskii donnée par

Vi(2) = Su(zn) + X0 M diR(z),  pour d; >0, Vi€ I, (3.232)

si les conditions ([3.150) sont «érifiés-pour tout coeflicient d;.

En examinant les conditions de stabilité (u; < d;/a; pour pu; > 0 et 2Cy < 5@—“{'
pour p; < 0) on remarque qu’elles sont de la forme d’un ratio entre afflux de cellules

mesurée pat/L; et la perte de cellules exprimées par d; et j;.

Par ailleurs, ‘ena/vu que ce ratio doit étre supérieur a une certaine quantité qui
dépend du coefficient 7;. On pense que effet thérapeutique en cas de leucémie doit
s’exercer sur le taux de mortalité 7; et I'augmenter. On propose aussi de cibler le
coefficient L; par des médicaments qui diminuent son effet et par conséquent on
entraine une augmentation de la différenciation des cellules. Sinon on peut administrer
deux médicaments pour agir sur les coefficients §; et ; pour compenser I'ffet d’une
augmentation anormale du coefficient L;.

35




Conclusion générale et perspectives

Des avancées thérapeutiques en traitement du cancer ne peuvent se réaliser sans un fort
appui de 'automatique et des mathématiques. L’équipe DISCO étudie le processus de 1’hé-
matopoiése et analyse la stabilité de ce phénoméne biologique afin de fournir aux thérapeutes
des conditions de stabilité et expliquer le phénoméne de déréglement qui induit une leucé-
mie. Les rapports du docteur J.P Marie, [9] entre autres, affirment que ces travaux sont une
nécessité pour le traitement de cette maladie.

L’effet de certaines drogues sur des paramétres biolegiques.ciblés a déja été prouvé par
plusieurs essais cliniques. Dans le cas d’une leucémie myéloblastique aigué, la Cytosine Ara-
binoside Aracytin”’™ est connue pour son effet sur les‘taux de mortalité d; et ~,. D’autres
substances plus récentes comme le Gemtuzumab-Ozoganticin Mylotarg’™, mélangé a des
antibiotiques, agit sur 'ADN et en particuliersur le ¢oefficient de différenciation K;. Le but
de ce travail a été d’étudier et d’analyser la stabilité-du processus de 'hématopoiése par des
outils d’analyse temporelle afin de tirerides conditions de stabilité théoriques en fonction de
ces parameétres.

Dans ce travail, on a commencé /djabord par illustrer deux modéles mathématiques dé-
crivant le processus biologique'de Phématopoiése. Le modéle proposé par I'équipe DISCO en
2014 est plus détaillé‘et correspond mieux a la réalité biologique du phénomeéne. Ensuite on
a déterminé les conditions d’existence des états d’équilibre du systéme, toujours en fonction
des différents paramétres biologiques. Dans une seconde étape, on a analysé la stabilité de
ces états en utilisant les techniques de Lyapunov-Krasovskii. Enfin, on a rappelé d’autres ré-
sultats obtenus par des techniques fréquentielles. L’atout de I’approche temporelle est qu’elle
permet d’analyser des systémes de classe plus large, notamment les systémes non linéaires
variant dans le temps. En effet, les perspectives de ce travail sont déja établies : une seconde
étape dans ’analyse du processus de 'hématopoiése est de considérer certains parameétres
biologiques comme des grandeurs variant dans le temps et d’en déduire de nouvelles condi-
tions de stabilité.

Enfin, ce travail m’a permis de m’initier au monde de la recherche et m’a donné I'opportu-
nité d’appliquer et d’approfondir mes acquis en automatique dans un domaine passionnant.
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