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Vibrations deflexion des machines
tournantes

Donnees -

1= Un ro[or‘ cfe rur[)z‘ne a va peur Q o’ou“e F[ux c{on[ la vffesse cJe
fponcft'onnemf’n[ esl : N =11850 (Lours/min , el sa masse 800KG
2= b valor-dle [urbine & vapeur a deux roves de masse LOKG
C/WJCUHE/ d(m!. la vitesse Je fonc[[onnemenf' N: SOOO (/)Tm

5- Deux e’xemFZes “e’ortques de cazcu( cles vi[esses crirt'zfues

Travail c}emanc}e' :
1- /v\e'fkodes a‘e cje'[ermmarion cJes vi[esses cn[iques cJes rorors

el les modes propres corresponclanrs .

2- E[u de djun sysféme rofor—lia(sons dovées de raiJeure[
C/émor[tssemen[

% Aﬂplc’ca[tons aux cas S[mPlEs

4- Elude d on rolor mu”imassique e[caicu[surordmateur du

ro[or Je rur};me avapewd JouHe ﬂux .

h- Dessin Juro[or ersclwe'ma cfe Calcu[ .
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A ; ampltfude d@ Glelplacement [m]
CZLJ': COE‘fpr'cz'En[ G’?J"!ﬂUEHC& (m/N—J
E : mocfu[e G}Ie/as[ic([e, [c{aN/cmt]

F ; Secf{on L J
I "E—d—q : momfinr J;'nerrte [cm'])
=%
l( : e[asréafe/ [N/m]
l_ : Longueur [m]
M o masse [ Kkq]
/\/\: mommf f[ec!’u'ssanr {MN]
P ; for‘ce Cen[r(ﬁge [N)

Q,ci: force surlafondalion (NI
R Reac[bom des aPPU'Ls [N]

IS Y e'nerg{e cinehque [7]

Vo e’nerg(e Pofer:he“e [T]
s e’nergc’e de cltssipa)ffon [J]
F(H Force %armomque [N]

v i vilesse de cJe’Flacemen[ [m/s]

; pot [N]
\c:</ Pcootj}f(rfeﬂ[ damorlissemenl Lineacre [ V/tmis)]
w vilesse de rota[ton [r‘aal/sed
N ', vt[esse (J’é rorahon [rours/mn]
e :éxentremen[ (mm]

§ : masse volumt'que (Kg/m’]
U,x,y,z,6 : Fléches [mm]
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Intr‘oducﬁ'on : |
'.a f)ou[re e[ le r'oror‘ 3

] Ltk soucdl by L0 l

Pour conslruire Leurs ma(sons/{es Ponfs/ el di}fferenfes
Consfrucﬂ'ons 3 Les I'nommes onf ]out'se’ &ans[énsc’mé/e
a’es Fouff”es ‘g/;'n a/é/:'fem'h [a Foufre cfuflposséde exac[ef
menf Les camcfems[{queg ex:‘ge’es par [a consfrucﬁon.

Dans une ccrf‘m'ne con[l’nuc'fe'/ /(jhgé’f?l'ﬁ’ur" exp/o&
(a [ JDouffﬂe‘ FOU/'je; consfrulcf/'ons/ L{ en /?/ me me
Uh ro[m/ el cingueela deses com/oor[emenr .

A Zfor‘t"gc“/ﬂt’ (L fel des rolors massz'/is ef/ow's i/
les a[eérea fou[ en /prfsenfanf ciu/(/ slz)pfyr*oc/:m'fa/éng
w'fem /c'm(fe qut marquatf vn domacne mfera/:[/
il Penfazfen Lerme de vilesse cm'/ﬂr'gw, el de 5/57'
bilile

l/mfero/zf /z/f/eve’ /amguz// demon(ra que sous
Cer[amees condilions : [e /;nc[z'onm emenl e’[ab[PosstHe,

De P[us’ en ,o[us (! exigea Leaucoup du rolor el de Za/ooufre y
our Les u[:‘[r’;er i[ {z“arf les connaclre .

Passer‘ cje La POU(}"e auv P’OI’OI“ Cé[ﬂ(.[ €/Vl' GIEH’]EH(L Pflnf,[—rﬁ}’”
Plus Frofono/e’menf Janf [ﬂ J}/ﬂﬂmbgye an s e[On n’d/om
encore ;Fz'm' de sé’fonner a(es compor[emfnfs quz‘ r*esu[

lenl de celle rolafion t'm)uose/e/ ainst | ‘amorlissement be-

Hﬁ’/fl'?l/e FOUF[&’ FOUZ.FG ’ﬁt’fff Cf”(?/ef" AFOUFZEFO[O!" une IIHSZLHEI'-

[:'(e/ o/(;[km[r(ce ;
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Histori que:
Dans une!nuiograpf'nieﬁAuthor and Kwic on rofor dynamicg

3

[6 FFEmier‘ des ar[(cles Flace’ en c})ronologie es[ de Cl’lrec ,rrHﬁe

WLLr[ing anal [ransverse vi[)ra(tons ofro[a[{ng sl'ml{’[s Pl'li: /V\AG 7‘501177
0 aelé Puuie’ en 1904 .
En 1924 , Newl(ir‘,( amra t ja“c’nrion surune viLrarLon Parricuzif’rz’

des r'o(ors guicle's Par‘ Aes cous;(ne(’s a Lnuiie ef [ournan[ a a’es vi[esses
Voisines ou superieures aleur Prf.'miére w'(efge crf'[(?ue de ﬁexr'on ;
Stodola en1325 puisHummel en1326 onl cherche linfluence
Ae Lo raideur des ff[ms A'lwi[e sur [es vilesses cri[iques, [a viEra[{on
Par(iculiére Je Nt’wllirf( fu[ Ae’crife ma”ve?na[tquemenrf;ar Ro!)errsor‘l
en1933 puis reFr‘isa par New‘(irl' e[GroLel en 7?54/ l,e'ruc[e de L!im"ra-

Ef[ire' c!ue [,on nommatf a[ors rroti -wfnpj'7 ou r(néue“emen[ﬂe mf
abor dee par une caraclerisalion [heorique -

En-ao&( 1974 “’n[ernahonna{ Um‘on ofTLme'orLCal ancl Apph'ed
Me cl'mnic,s (IUTA/V\) a organise' a l,ingl:)/ av DanemarL g Sym}aosz'um

sur La Aynamique c!es r‘o{or*s
En seFreere 1976 " a Cam{amdge ,(r The Ins[ffu[im OFMecﬁlaanal

Engineer; 7 aorganise un congrés sur le théme® Vibralions ofro[a[l'ng
mac‘w'ne ry

[‘ordinaleor Perme[ cel e'{a[age ; el de nombreux chercheurs
invenlenl des sys(émes markemahques erwnstrm'senrc’es maquef-
les Pourexpliquer Les PLe’noménes L)t'zarre,'s consla [¢s dans cerla-

hes ma c}u'neg, e{’auss( Pour' lfal're Jf ZQ Pr"OSFeCI’L' Ve .
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CHAPITRE I

Definition _Formulation_ Modelisation

et Caracterisation
[-1 Généralités -

La constilulion des machnes lournarfes esf en gf’lnera[e La méme ma[g:
Les d:’fferenccs en[re leurs Prt’ncipes de /,onc[(onnemenr el Les /Zrmes den
qz'e mise en jeu. EHes sonr cons[dfue’cs c“me parfz’e ffxe dile sl
lor el dune avlre mobile (EH ro{—affon) dile rolor . Selon laforme
c,fe/nervgte mise en jev volc( une classtﬂ‘caf(on ge/nem[esa’es ma 4
cﬁu‘nes &UFHGHZ—ES : '
y/v\acfwmfs électr(clwes: pour[rans/:rmer l:?ner'gt'e é[e’c[mque € h ener
gte me’canique el inversemenl el que moleves e[ allernalevrs
2 Macﬁu‘nes a coml)us[ion e[[uréo macémes :Pourﬁansérmerfgnergie,
Ca[omf{que/ de pression , oU de vilesse duflocde en energie mecanig
el in v'ersfznr'rfzmlL M gue .'T:jr'bt'nes {a‘ga’z, a vapeur, el L}/Jrauliques)/ |
compresseurs cen(mfuges el axaux L ven[i/a[eur's/ e[pmﬂpes.

L'¢lude des vibralions des machines [ournanles re vienl a Lelude de La
Source des \/L'Lmﬁons/- La slevclore esl conslifvet par Le slalor doné
elle nés[pas mobile par déslinalion .

L s !Forces [—ournan[es engenJre’es par lero[;ar son['e'vfa/ffn[es ’ e/d‘:‘-‘
excilenl son slalor ef [éa/ffc'ce ciut' e supfoor[e ;

Le rolor esl associe a s sroclore par des [z'afsons/ ces liaisons perme

(Cn{laro[ar[on Paf" f"aﬂoorr a [a s(ruc[ure. E“es SOH[ ZIOAJG[JG nomér{;u



A,
éludes que de coussinels el de rovlemenls invenlés .
l.e r-o[or“voi ﬂ[a s[ruc['ure a fravers des liac’sons efinvcrsemen(
’.a srrvcrure e[ les (.c'at’sons :‘mposcn“eurs Carac{'er't'sriques au ro[or*
én des #ones Par[{cu[{e‘res ¥ Les soces de coussinel Farexem[)[e
Des ?uﬁn impose une vilesse de rolalion & une pourre, elle devfenrun
f&foh; [ :'ngen'iwr esl confronle av Fr'aue‘me de vibralion donl Le rol-
esl La source s il es[Jonc na[we( de s’in[;rcsser&[a source . L elude
Je [:'nﬂuencc Je la sﬁ*uc[ure es[l;'m(/'e’e a ce//e c{cs [:‘a('Sons .
Un co-mpar‘remen[' tranqw”e de [ﬂ,maclnine ne se r'ea(ui.f pas a celvi
du rotorn rranqufﬂe ; La s[rucfur‘e cs[concer'ne’c e/[e engeﬁdm’ /e ér'uc'[
'Hirmi Lés‘ causes déXCi[aﬁ'Oﬂ clc I.a s[ruc[ure era/urafor on fe"[ mar-
er ' 18
1) "‘.'e‘s Lalours c,uélna!w'[enr le ro[or' engenJrenrAes /;rces rourrmnfe;
2) La f[e’xié(li[c’ du ro[or concfuz’[é laérrnaﬁ'on des Balours :

3 La mavvaise coaxialile e”;m’sofmpie des [t'at'sons
y La varialion des forces spcof;‘pfgues afp[ique’es av rolor y compris
’.es fg}*'c.es maghé&'ques a’nns Zes mackines é'[CCﬁc'qucs
‘Remarque . La Pu[ssancc Je[amacéfne n;s[/pd; en relalion direcle
ave ¢ [es vffzrariéns

Ce[ e’[argfsscmenr aPPe[[e vne o]oft'm(sa[-{on en[reles carac[crc'sﬁqw-'
dv roror/JegliaiSOHS, el des slruclores . Les Lia:.'Sons conslilvenl
lcspot'n[s de renconlre Par[a‘cu{(ers/ ces r‘encon[—r‘es/ séxpm’menf
par des t'mpe'dances.
Re-marq'ue: I.es V'Llararions o(e for'sn'on e”ongirua/z'na[es sonf ’aeau-—
covp motns dangereuscs que ce//e: cz{e /J/exc'on



[-2 Definilions

1'2‘1 |_a Poutre : esf un sysfe‘me Con[{nue C{On[_ les Aimensions
rransversales Sonf /Faf:!;fes Parrappor[_é sa dimenston Long{[udinale
mce ux par rappor[é [a Jt‘sfance en[r"e Jé’ux Pac‘n[S nodavx dun r’égt
me vibraloire

I‘2'2 '_e r‘oror‘ 3 lor*squ/on (mpose une vilesse Je ro(a [L'on .

a yne pou[—re/ elle deveenl un Rolor |
.["2'3 [es vi fesses Crirl'quesr sonr LES vi[esses cJe rora[ion cJu ro[%
pour Zesyue//es, en un poin| el pour une direclion fixew, Lamplilud:
c{jume granc/eur (de’PZace men[—} vilesse de a/e;p[a ce men[/ }force )
passe par un maximum.

Pour* Unense:'n[)[e PL}/SCque ’ i[ ex(s[e auranrde vf[essescrz'a'cir/f’s qu
de po:‘n[s ol de direclion dauscol [alion, Siles dorliscembnle soni
f;t'ues/ [es oft'sfance; en[re [es v{(esses cr'ffl'qUCS associees a uUn mer
mode de v{!;r'ah'on son[’ fm'“es

Les vifesses criligues correspondenl a une résonance , césla-dir.
d la ren con[re en sympan'l(e o([une fre’qumce afej’xct'[dﬁlaﬂ E/gﬂlf a
vilesse de ro[arf'on e[o{t;n{ fre’quence propre 5Fe’cc'fp('7uf JEZFH
sermble slruclure - Liaisons

(or‘s que Les ole'forma[ions z'nl—rr'nse‘ques de f/e‘xz‘on dvrolor sonfgmn..:
[es vireSSes de ro(aﬂ'on ‘f”‘l correspon Jen[au maxima de [jamF/r[ua’e
des granc/eurs assoclees au mouwmnf olu Y‘O[ar sorr[a/ef wﬂ*s;es
Crc'[}'fue s de flexcon dv rolor,

Si [famorrt'SSEmen[ dcs!(',at' sons es[};z'é/e/ Les pu[sa/;bns propr

Soh[—,en ge'ne’r»aZe/ Prockes a/es V['/Lesym cm'f('ciues .
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I“g ProPos surla moJelLsarion,la caracrerisah‘on, el

le Je’couPage
[24=1 /V\oc}elisation

Définilions

Pour une premcere Je'/:'m'[ion, on [—rouve dans e raPPor[ (/V\ eadows (
[a definelion suivanle

Un moa/e/e es[ un ensemue ordonne’ J%)/po”ne\ses a propos d un
S)/S[éme comP[exe y cés[— vne [en[a(t't&’ Pour (.omFrena/)”e: un dSIDCCIFV
donne/ c/fcm ensem“e cle Pl’le'ho méne; JL’VEF"S()ft'e’S/ ceﬂ-e (en{a[{ve p!
cede d'vn i J;Lserva&'om e['g/:znsefgnemen[—s el a pour bol alei{a?
Lir un ensemble delude ge’nerafes av suje[a‘ fk‘di[ﬁf".(ﬁ'na’ccr'raﬁ'on’_.

C;s[ Far[es moa/e/es ?r/e /es comFromis/Four he pas dt't’f ies o}:;fﬂ
mums SOn[ [raun/e's, Far*cr:?u?/s Ferme[[en[ a/es dna//t/fff e[a/es 5//‘.:’
The ses ?m';e booclenl sue des realites

La sequence de conslroclion dun modele s in[rodvil surle fronl d un
vecleur a/e //e’vo/uﬁ'on/ sur |.a [rajec[m'r Juc]uf’/ novs pouvons reperer vi
cerfair:e connaissance el un cerlain nombre de moyers.

l a Se/ciumce aFFreLMc/( vne r‘e’a/z[e’ par vne infen[t'on [or57u5’(
aFFr"el;eha/e UnFr*oje[/ “n[&nr{on es[ animee par vne e’[uJe a/e g’aér}'
re// oupar soh aspec[ a’efgfﬁe’r*e; [a vc'aLc'[(re' "

L inlenlion Ferme[ de o{e’gager des elément's qui consliluenl un mode
c/es[ par exemfole “?ngmee des (rn’j)oremz'e‘res Vilesses cm‘f(?ues oy
f"re’c]uences O/C stanan ce O{Zm r‘o[or ov a(;m Sy;ff\me 50[((‘[/-6//96?;” Vh

)[‘mﬂce l’var‘mom‘qw




e, .

Nous Je’s(gnerang par moc/e‘[isa[(on La Je’mar‘cﬁe qui, Parﬁmraﬁﬂf’
realile oEJ'e[/ Perme[, par une r'nfe’nrt'on, La forma['z'on don ensemble
J/e'fe’men[s appe[e’ moa/e'[e/- Le mo c/e'[e exprime a/on'c vh e a/es tna
ﬂ(ﬁ:r[a[r'ons a’:m oéje[ .

La moJehsaﬂon exige que Les concff'[c'ons auvx L‘m([eg 5Fa&'ales Soieh|
o{e’fc'nies par des r'mpe'a{ance 5. (mpe'c/an ce a/f/ft'/rs.ﬂ[fon ; En caslremen|
L'Je'a/ (a/e;yfacemm[mu/ sl :'mpe'a/ance inﬁ'mf’) ay a’ra([/ulm secliv
(ﬁrcc nulle _. l'mpf"c/ance nu/[e),

La s che'malisal, in des aclions el des limiles ;7??7(‘/;"6 dans /dﬁ?ﬁﬂ{’/ffﬂ/ﬁm
par{e fail ?u'f//e resul le e}afemfnr a/(}ne inlenlion donl :l frodra pour
elle-méme ) c%s[a‘ dive en[a Jeﬁageanr des e’!e’menfs a/umoc/e‘/f/ Ver|-
Frer La va[[a’f'[e’j- F[us )oosc'[c'vemenf/ c'{fgaurm élre nécessacre de de
Fince La [—e/C)ZIHOZOQ('E JU/I’M wns[mc[ton de lell e sorle que sesft'mt'ff,s

Sofen[ Carac(.em‘saues c/@ /d(,on prec:‘:e.

1'5‘2 Caracferisahon :
De’ﬂ'nihon: Carac[em'fer vh S)/grg‘me rge!

cés[amme ses COmposanrs
el Les assoccer pour créer un s/vsfe“me (mage ; L caraclerisalion uh[ﬂf
de s [o-t's de Zjefvsemue de la connaissance & un tnslanl donne.
J{ aﬂoaraf[ donc c;ué la caracrc‘m'sa[ion comporre un indice z/{f

Pro)%n deur e[ un t'an'ce c{e 7(/61{([6/ cf(/dn(:'ﬁ'e/e.

La Profondeur: Es[ (t'e/e av composanr,que[;}n Prem/m Sans a’r’swfer
el donl on acce/p[fm une cerlaine descriplion 31054[6 emprer'n(’e dela
SUAJ'ec[c'w'fe’ d on emem“e c///é)/po[}?e‘ses 5 césf/;é'e[massz'c]uc (nde-

formaé/e c//(lme sfruc[ure conﬁ'nue a/c'scre’f(sé’e



AR,

la qualil'e' quan[iﬁe'e H Infcn vz'en[ a’cm_c c/d/éara/au niveay Jucom—
Fosan[L,- e/(e séxpr:'me avssi dans “e’a/:’iq'cahan Je [a s[rucrure dv
sysﬁ*‘me : Pour assocler un a!)jr[ massiqu‘e in»c/e'/?:rmaue a un
o[;J'ef a/e'/grmaéfe, il /Zu[ a’t?ﬁ'm'r un domacne de cbn[—acf'su_r le-
ciuef Zes a@%rma&'ans Zoca/es ne seran[lpas oé[z’_gafo[iﬂfm m[
Fm'ses en consideralion.

Avx domaines de conlac sonl assocces |es condilion s Limi-
’res e[les t'hqf)c'afances)- par [;'So[e mEn[ qu {;'-/[fs spcc:')&'fn/;t//ef
“sonl wm pre’a[aé/e i la mo Ae [:'safr'an, lou[ comme Le com-
pasanf el La sfrucfure, elles Fre‘nncnf[eur qw/:'fe'quanﬁ'—-
ft'e'e dans [énsemé/e des connacssances qve[én abar-a’efﬂr
Jcs A)(PQMe‘;u suiaJ'e_cﬁves e[c/e connivence avec nolre t'gnaran-
" GE Le s)/sfe‘me tmagqe pour novs se subs[(rve av moa/e'/e
holre modele ¢l a amon( .

s De'coupage:

Dans sa rc'ali[e’, Bl Pator ok ‘et par un F[an qui [e reFrcsenrc ) R-:ur
‘.Jarpre"uncle’r par Za voie [—Lc’om‘?ue il f;w[' [nJ-ccr6r des Va[eur's nume-
rt'qvcs c/ans les ;Ormu[es c{e Sa. carac rem'saréan : Ccs Va[fUPS numer:-
ques Jacfvenf élre issves d F[an au7ue[ on tmpose un de’caupdje

qut'/ lars ve les masses san[cocenfre’es a/ew‘enfunecam[ep(gqf[aﬁ'
Le mode de a/e’cau.Page FeuvlL varierave [acarac[em'sa[t'on u[{l:’s €e

Dans [ous Les cas , cenlaines a/e’marcées empirt'qves SOn[a‘ la Lase
du c{e'coupage ; E( vorce quf[?b’&s re‘g[es peorvn rolor & sec,[c'orzs
Ct'rculm'rcs equ;'pe'es de c/{kgues e[Cam.«:/}r{;c’es Far'o/ese’(e'men[s

ma Ss[(]ues th Je'fﬂor-m aHes (sans [onjue ur) e[a’e%rmaﬂe $SAns Masse s,



el

1) Les e’!e’mm[s ole//ormaL/e:c[t’nafe’/{;rmaﬂes a/oc‘verrfeh[f"e a/[f’rneg
) ),E nomfare a{es e’/e’menfs ofe’forma/v/e S he Jaz'[/yas &lre rropgmnc/

i

Four e’,,z'[ef‘ {es errevrs a/c;rronq/c' ('mpor/.an[ei,giuf par {errec/f" lﬂe’n‘_
[e , peul créer une soluvlton é[r*ange)«e )

3) " longueur des e’[e'men[s AO([Q[N ﬁmé/e daailes Zones dfgr[c
Vart'a[('on dv diamelre 4

9 La masse des el/e’menlLs a’oc'fé‘ﬁf concenlree par COm]uosf-
[ion lineacre & Far[r'r du Amyfenfre.

5 Pour‘[es formes Par'ft'cqu'e“res/ (| nexdsle pas de re‘j/es s(rnpies

I[ es[ a/onc necessaire a/e cons[ru(re une maque[[e a‘onfon Je’—

rerm('ne [es vf[cgses cr(fr' ves par Vole ex erc‘mm[a/f.
i p

Conclusion : I.es re‘g[esa{e Ae’coupage ol tandres surdes e’xfaf—
Flences [cm(fe'es ersou[enues F-ardes [Ae’or(es ar[(e“es ; Ae ce
Facl elles ne}aeuven[ PréfenJre élre indisculables .

A Farrt'r c/e \/a!eurs At‘scre‘[es c}ut a’e’/z'nrssen[ la sec[ﬁon/ Le
module a/’e’/as[z'ccfe’/ les inerlies s orzpeu[L conslrucre des
}Ponc/'(ons d(f'n[f:r’po/a/?on,

Le cfe’coupage inflvence davlan( PZUS Lecarl enlre les Vl'/Les—
ses cr(ﬁ'ques Lssves a//un cafcu[ e celles (ssves dune ex pe-
rrence sur [/oéj'e( reéz — DU SUr une maqua’/[e/ queZe f"a[or',
(ou Lr'gn pourre avec vilesse de rolalion L‘mpose’e) es[e’!ozgnc”
de sa c{eﬁm'ﬁbn Canom‘que - Dt'mem:'ons(ransversa{es/az‘g/fs/par
m/o/oorf a‘;a[ongueur/ Enfar'f ce[emf"/e:[ en re[a/?on c:/t'rec[e

avec [a ?ua/z'ﬁz' aﬁa CAE? auconcep/— /Douff"e ouv r'o/b/" /Le[ gwf'/s
onl ¢le definic. .



i

th 7uemen[ t'/ nés[ pas rare de [rovver Four[a Fremt‘e‘re v les-
se Cr‘l.[f'C?Uf un E'/Cdf"[ de /;F{{Pe (J(’ //% C]U('FDU)",ZQ 99(0!70/6’
V('[esse Cr{'[f'gue Feu/- a[fe('na/re oy

Pour* reduire ce[.e’car/ z'/er/ oxc'é/e de ﬁé’/{a'fzzr par appro-
x(ma[c'orzs svccesstves , vn pro z'/(on Vé’rméle P a/w—c‘s ce /aj'u;,
fage g Z/orc/c'na[eur Peu[ca/ca/er /a lpoufre oule ro[or' dans
de s SL’[ua[L'ons qgu f‘/ esl c//'//z)'cz/e c/o/,é/z’m'r'par vore experi-
mEHZ_a[e

ExFe'r'r'fnce el /%e’om'e se comfo/efén[ avsens du pAara
gmp/w Pre'ce'a/fnf
1'4 Etude ”'ve'orique cfun ensemble simple sans effel

3yroscoPique

I-4-1  Définition _ Formulation

Sl ansimile bolor liaisons défini par 15 J[zgure (I‘ ’T) ¥, és”én—
serle aa’oF[e’ par JEFFCOTT en 1919 pour L'elude des movvemenls

dvn rolor

H esf Jt'spose’ ve’rftca[e merir our élim[ner’ “nﬂuence Jela
Pesan[eur. Les l(at‘sons D) e[@ 5cm[L cons[i[ue’es Parc]es Z:'az'sons
r‘fg(dES, 5ro{-u[€s qu( ('mfosen[' a(es cjeF/acemenfs nu[g/la Zz'az‘son
@ ou @ comprenc/ vne Lu[e’e qut' eva'[e [es c/e/p/acemm[; Vfr[LtaUx
dv rolor. L arbre deformable en /)/em'on o SUppose” sans masse,

Sorf a’f'dméfre eszL consran[/ sa r'm‘c/eur vye aua’ro(/a/u a/('sqf/e

es[ rfo[e'e /rkﬁ, [e a’zkgt/e mince c'na/ei%rmaé/f c/e masse "m 7185[

Cd/e/ a e/gale a/f's/Lcmce c/es{g'ac'fons/ z'[ esf en[m'ne’é/a w/fr;erZu"’
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(OD w = COHS[UH[C) au[‘our c/(m axe Fara“é[f’ a 5; e[}oassanr
par r’cﬂ/ son cenfre c/e graw'[e’ rréﬂesfd L a 5
JlIS{_ﬂHCe (eo) 0/8 son Ceﬁ[re gfbmfff‘('?!/e (C) T——b‘:a—w[(alson@

2 reFresen[e l /e'xce n[rem en[

= 4
_ Les movvemenls de lorsion avlovr de 3 I_E__;,.ﬂ-%m
s ) S|
t‘:‘[ a/e /—mc[l'On — ComPr’e:;t'On a/ms Za a/('f"(cft'on bz
a’eo’f ne Sonffms Pre'xe en Comp[e/ [e /f.Serﬂ |

_ \ g Liatson ()
é[nn[a‘ e”gaZe a/f'sfame a/es /msom/lé/%/‘ £

: 0 /
g/vroscoffgue ne’x:'s[@ pas x/%
En a/e’s(grran[ Far (o{) {e coe/%’c(‘en[ . —>y

a’famor[t'ssemen[' vr'squeux assocte’ au F aj
w

mouvernenf c/r/ 6/('5?’1/6/‘ Ze mouvy e men/—/o . €s
5:/:'570'5 G/dns /e P/zm [Oxy) /esfa/e’/?m' i F‘jﬁ' f,)
le’qua[zbn gfuc' re;u”e a/e[a/o/p/(caﬁ'on .a/u H’!e’om‘me (
de G/%Zeméerf av cenlre de gmv([e’ (6:)

dU AU

Gl & e L kU= mwe, exF(JwU 1)
aviec U= e "’ch (:Q/yc) Sah[ /es coara/onneés a/e (Cj

j.= 7
% re'Fanse qui cardaldtise le reqime A sfs”ienr en Fosan[:
= exP(J'w[) (1-2)
(ff—l)—a/ans (1-4) fourm'r:
(k_. mwu‘ij) U = mwe oU
m wéé,
K - mut+ w

‘Ul: o =




e

Eh Posanr (idg :—_/—rﬁj on oHt'ent
/
- = 2 ‘] < 2 /"5
%[ @) &

1‘4—2 \/i l'esse Crt'[-iciue Et'rulsah]an Prorir'e

oc = e (8- 4+ (/]
Apre\s der(vahorz par rapparf& (_"_:’U_) elen Fom'nf
g@fl -0 on oé[f'enf
(%)
2)-1) +(£) =
donc (oc) eslmaximom pour

(%L)Q: \/ 4 — ’I/Z(o(mwo)L :

a ,.a VitesSe cril-i?ue c{e cle'Placemenr: Césr Za vz'[esse pour

;

mum,e//e

[a?ue/[e [jam'u!t'[ua/e a/u de/fylacemenf Fassepar un maxl
es[ doric e’jafe a

W = e
\/4")5(%{1> (1-4)
5i (D() esf Fe[,-{e: Toc :[,{ 3 _L’]F %; ] (/f 5)

(wcr') esl 5uFe’r(‘eure a(w.)
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L) I_a PUISG[-L'OH PF‘OPF‘C e éS{' {.a Pulsa(ton c?uf camc[erz':e
Le rrmuwfrma*nfL [z'[nr‘e a}u S)/S/_f"me y

Lfe'qua[{on (4—4) Sans se conA meere S/e/cr'(r

2
m;//_(f +o<;_;g + kU =0 oU encore.

L So[Uﬁ'on de cel‘fe e’cfua[(on Je'fwnaf du Stgne de A
A= (2] ak
A Se LA =p b g Y Y )pe[z'[
La So{u[c'on cs[ o/e Za /?orme: = exzo(:z%) Szh(w,,ﬂ(ra)

(g Lm

—
’_dPU£5a[(‘OH FPOF}”E W,{ eS[Q/OHC i C(),, = wo \/4—-’6}—?—5

ou !JL'EH w”:w"(i'—%%}—;—j (’/— Kj

W, esf L'nﬁ!r:'eure a W

2 Sc A=0 on ca[cuf [/amor[z'gsemenf cm‘frbfue { B
Ker = 2 fkm 4-7)
De “-5) ef(/f-&) on remarque c]ue

esf Super['eured [a Fulsah’on propre sau}pa‘[
(amorff'ssemenrnu[) .

L/amor{-(sse menr esl don ¢ responsa“e de [a’ oﬂk[ance
enfre Lo v(resse crfﬂ?ue ef[

cr

[a w'[es: e crr'ﬁ'gue

a [z'm(fe pour o<=o

a Pu[jafc'on propre .
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9 La vffesse crf.h‘ ve de viresse Ae c]e’ lacemenl_: césf

La vtfﬁsse Four[a7u€//e Z;mphfude cle ,.a vifesxe Ae Je}DldCﬂ

men[ Fasse )oar un maximum

Au [1'eu Ju o/e’,ra[acemen/'(u) COHSI'C/E'\FOFJS la vz'fesse Je a(ep[a—
cemenf (%‘L—J-)

Vi = ,:7[;__}_ :JCUUEXPJWr M= \F/’EXPJLU['
eff)ar suc’fe ! (](——mw24_J'wo<)%: mw' e,
7] = mw’e.,

\/(k— m wz)t+ wel
s

L ou [/ecf;arc'on qui c{om’ta [a vt[eyse cm'ft'cﬂ/e de v([esse de g/e;a—
acemen : [

-t el T ]

4
w, 6
I"S VLresses critiques Seconclatres:

J[ ‘oeur em's[t?r des [rouues w'Lra[oircs qu se [mafut'renr/ povr Le; ro[or"s
c/onlL Z;xe de ro{ra[t'on esl.L Lomzonta[, par une Vam’a[zvn rapiate Jes amP[(_
[uJes/ en f[;nc[(on de Za vilesse o/e rofarz'on/ au[our o{june vaieur e’ga!e
ila moilie dela pre miere vt [esse cr(ﬂquc de ﬁémbn ; ces [POUAZES
sonl dves a deux cavses :

_Dine Fart b camLc‘nm‘son de La pe;an[eur e[a/u };aZour reﬁ'a’ue[

_D;utre Part', la Caml?t'nat'son G{B[a Pesanreur e(cle [::im'so[‘r'apt'e
ole [;Za;hc{te’ cfe fZext'on ([/t'ner[{e rao‘/m!e es[-cwacre”'se’e par

une eﬂc'lpse/ c,esf [e cas, par exem/o/e/ a’/(;n r"o[or' mun( Je ratny-

res a’e CZJVef_age).
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CHAPITRE
/M éthodes de détermination des

vitesses criti ques des rotors

J-4-Generalite's

s exislenl des Cheorve s qui sonl & La base des melhodes
e dede’ rminalion des vilesses criﬂques e[, d une )@;on
generale des melhodes qui permellenl ['eludy des re-

9”’)765 Vl-bl"a,[of_!”ﬂS eh }[’OHC[COH C[e Za'. V/‘[EJ'JC c{e VO[CI[(-OH J'/ES

v(fesses crtﬂ'?ues s'en a/e/gagenf dbrecfemenf,

Four les systemes conserva [ifs [e:)oulm [ions propre:s
sonl ega[es avx vilesses criliqu ey,

Ces méthodes éxigenl la programmalion d un a[go—
r‘t[/rme el un ordinaleur

En ccrfac'nx end rocls el en cer[az'nc_f 5[/_uafc'ons on peuf
Juger ce maleriel excessif povr [o resolulion des Prob/e‘—
mes sz'mpfas.Nous Pre/senfcronﬁ donc quelc]ues meﬂoa/es
accessibles a loul Bureau dEludes (o melhode s onfpar"
ailleurs [/infe’réf de pouvotr elre ulilcsees pour [esler
les programme:s [mi[e/s par ordinaleur... el avssi
G[/é[re en re[afton direcle avec [ a pfv/vs[cfue des P}we'no—
menes . La melhode des maquelles, ef[Parﬁ‘cu[{e‘mmenf
ln[ere/;janfe CElle Feuf ¢lre direcfemen{'tnfejr"e’e a une
Froce’dure Uﬂe/om'co— expem’men[a[e ;



., 7 A

04 Méthodes analyh‘ques
-2-1 Sysfémes discrets

le rolor e sl assimile a une poulre a rr’?’l77c{egfefs de
[Lber’fe’/. n” éfanf[e nombre de rmasses dtscréfes
m; = Les massesen vibralion
£ -lesforces dynamiques correspondanles

A =Les ¢ oeficcenls dinfluvence

e _les /eches mesurees av droil des masses
P =123 5N
|y, G ‘ Voir f{gure (1L-1)

L a r’e’szﬁ/’ance de s maleriaux Permefd%crire
iza,,E 1 Gal i el sl pia
X:CIUE ™ Clu.B +Cle;B+ o S e CL:.nB
(2-1)
o o Gl saRB ey G

h

Pour' [e re’gime v[br'afoir*e Caracfe'mse’ par[a_
Pulsa['[on «wo” on'déecril -

Pour' (1:4,2,.~n) I P,z ::rm% 7% (4-2)
De (z-f!)ef (¢-2) on deduil Le S)/s/?me (- 3)
%(a“m,w"——/ﬁ +Y dall W 4 Y Qs M, w" ....,Lyﬁamm..wt: O
Y s, w"- ’,,/\{(at,,mt'w’“—- f) + ) %, W't - i)/ On M W =

Xa,,,m,w‘ + Y QT PO, e, .+ Y (G, w'—4) =




Lofg
Le sysfe‘me (2=3) esl [tne’aLr‘e/homogéne eny, ..y
el n'admel de solulion que si le delerminanl des incon-
ey ) / - .
aves est nol celle condilion Fixe /egua Cion aux 7Du/-
salions (<-4
aﬁmf W‘a""{ a4{ f77¢ wz » . . a,nmn wu
Qo My W° au MW =1 aumMw: . . GinM,Ww

-

L
an.{ /774 (»02 a"t mz, LU: a.,,, mﬂ fU-'1

La malrice des coefficients dlz'nf/uence esfsyméfn?
gue ( Theoreme de réciprocile de Maxwell)

L’equafﬁon (2-14) Permef le calcul desqn"premz'éres
Pulsaﬁ'ons propres, el avec le sjvsfémehomogéne(éd)
Oh Peufpour chacune des Pulsaﬁ'ons Pr‘opres de'fmﬁ
miner le signe des rapporls : % K X qui fixe
la nalvre du moc{e de var*atLonX“ S O

Voir figure ([I-2) d'vnrolor a [rots Liaisons

el [rois masses p
4 LA M T Mode 1
s T o
> A /7;/),’ <o s AN
R - SRR o e
a mt 1 4 ? 7
@ CLe- 822 Mode

Fl.g (H— /f) ro[oré.?ﬁ'aims f’ﬁ;/ <o . 77T o .

m. 5
m %//}/ >o0
- = 2 b -2 e 7 b B
A\ /‘!\\m Mode3
| Tal
A ;

B lb) ,7";,/
Fig (TL-1) rolor a deux AT | K
e Liaisons Y/ <° Fig (1-2)
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Sous forme mafm‘cte//e, le s/vsfe‘me (2 - 4)5 ecrcl

— e — =

1% R

;i |
o

%] b
Ef avec (2—2) on p..e'uf ecrire
[y . P[
:’L—M 7| = [A] |
5 : ; (2-€)
_X_ ...m"J _z_i

Avec [I) la malrice unile’ dordre n™
Dov les Va[ewspropres AT A=/
ob[enues en annu/cm[— [e c{éﬁzrmc‘nmf -

- y f

U - al | =e
M kN

- —

Eh se ﬂ'xm{ par exem.p[e ; [a Va/e.vr' X/ [ amalrice colonne
c{cs)f (j=1--n) calculee Par'/c S/ste‘me (z-g)
permel de definir Le mode vibraloire pour chague
valeur de N\ (i=42 .. n)

Le sysfe‘me dé’yuaft'ons lineaires /’Iomogéne(Z—
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cril sous forme malricielle es/ -

B ma | o _Xd
Al |-
L Tt sl Ry

Rcmarquons que la nolion dz’nc/éfermina[(on liee
av phéhomene de vilesse cm'ﬁ‘(/ue se [raduvil ict
par l'indeler minalion des solulions du sysleme
homogene (2-3) .

jlﬁg[ se fixer arbilrairement une des fleches
four calculer les auvlres (n-1) fle ches

Un grand nombre de degra’s de Liberte’condu
r‘aP(C{Efﬂfin[— a des ca[cufslongs EFil esllre
ulil d%nVI'sager [ ‘vbilisalion d'vnordina-
feur .



=2

I-2-) SyslL emes conlinus

C onsiderons le cas simple suivanl : 'Fig(ﬂ‘3)
Un rolor g d-gux aPPuLs r*ig(c{es, de secﬁ'on circulaire
constante £, de | ongueur "
~ En négligeant [effel delefforl tranchant T7 Lare-
sislance des maleriaux Permef decrire lé’quaﬁon :
, ﬂ 5 M:es“e momen/_//ecﬁt'ssan
BISG =M 0V lyiest La fléche
| (2-9) E :esl le module c{e/"[asﬁ'a'[e’

L :esl le momenl dinerlie

En derivant deux fors par rapporf a(x) onauraq :

FISS=-T (o

4
EI#TX% = Q o0 @ esl la cA'ar-ge par vnile” de
(2-11) [ongueur* (X)

La force -cenfm‘/’uge : ]Q] - gFUﬂUl (2~ 1]

_pe.uf avbir la férme suivante
QisFury = oF 4L gigllme

volumigue du roler
dod /e’?uaﬁ'on differentielle suivante

] : 2
(128 =-cr2l (-9

) Puisque novs sommes & La recflerc}le o/es Safuf[ons o‘u fype .




-0
jwlb
u=Jzl

On a a/pre‘s suésﬁ‘[u[(on Z/e'cfuaft'on svivanle -
P (2-14)

oU az;:i/—‘uf
B

La solulion de (2;-/4) esl :

pan ASf'nax +BCosax +CShax + DChax 915
Les cans[—anfes A,B,C, e[ D c:{oiven[_ é[f“e défcrmme?zs{ )
&Parﬁ'r des conc{i&'ons aux limifcs

La f’/e‘c};e el le momen[Ip/e'c}tt'ssanrson[nUZS avx cfrot’[@

/ !
cfeﬁ liaisons ” D OG [es cond{f(ons auvx [imfres 5utvanfcs :
d'z
/y Poum X =0 ona e = e{-...——-_—.o
d x*

P s d'z
2,) Rwr X_[ ona Z=0 JW:O

Des Jeux Premi.f?res Concli[}'ons i( resu/ﬁz que :
B— D e (),

A Sinal +CS/1a[ = o0
Les deux aulbes donaent {-—AS:'na[ e (2'4‘/

Ce sys[e‘me némlmefc{e So[uhoras que 5L [e c[e'[erm(nanf— des
Lthconnves es[ nu[

=

Sinal Shal
—St'na[ Shal '



g

}

—
B [%’qua/}'on suivanle -

Sinal . 5}752/ =9 (2 - 17)

Or Le Sinus H/peﬁ,éo/z'gue sannuvlanl sevlementl [
pour Fal =07 el i/ resle

St'n a/ =00 oué('eh
al = nrx (n=122.)

ou Compfe fenu a/e [a nofaf[on

SRl
E\ s F

En Posan[_ N=4 onavrqg w =

(2- 18)

W, { Fre miere w’ff‘ssc cm’f[quc)

‘s =g 2 - (Seconc{e ~ o)

elc: ..

La Ipormc de la [cgne elfasft'gue de la pou[re ou du rolor

Parcourue Par Zes w’éra&'ons de //exfon es[c/c Za J%rme

Z =A5m-7gﬂ_>s (2-19)
u
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[I-3 Méthodes par les énergies
Ce sonl des me lhodes basees SUI‘[E['AC’OP& me des f;r‘ces
vives qui éxprime [’éiga[i[e’ enlre les énergies polenliclle
e[cine'[ic]ue maximal es

H-3'1 Me’l’hode de Rayleigh

Pr'inci.Pe 5 A dnside bons . uhirolon 90’ide' par deux oulrois
& 77 s

liaisons a[e?:ovpé en n” élemens , a chacun Jes?uels on

af’f'ecre le Foicfs Wi (,c' =42, .. n) al dd f[échey77

4382 ¢

(b} Position herizontale

i, : Za masse L

X ’L‘f/e\chtﬁ? '77
k: ! Llaracdevr delarbre

Fig (H" 4) | (@) fesition verticale
r 27
l.e maximum ’e’nergie cinéﬁqUeT esf:
-r;’lﬂl :%—(m,, Mf-;-m&w;{q-. o o +m,,l./: (2"200}
En viﬁr’aft’ons [a/'era//es [E tnovemen Jes masses es[ SNy~
5ol'dal Yy, = )/Sinwf Jonc l’a w‘[esse maxc'ma/e
sera - \{max = X w Iof-}

Tl;ax - -%— Watzﬁvﬂ’h'){‘é (Z ’Z'f}




s

b Le maximum cf/emrgr;e Poﬁ?nﬁ‘e//e(rpﬂesf:

Frex =45 ke (2-22)
ov MH¢ ES[FZa rat'a{eur‘ c'/e Zc/rrlvre au g{,»offaler';ﬂ;v

_rmax === Pmax :b cono/u(t a
wz, o ZK{X{
>_muy

y Eﬂ ac]op[an[_ vne deﬁ)rmcfe S[a[-t'que [85 FFOCG/C{E/S CZGSSL--
cr(/es de I_a r‘elsis[‘ance des ma[er‘iaux rnouvs FErme(_fen[
O‘I/@/Cf"l.f“e /\/ — C§¢‘ ou k(gi' == \/\/z ba rmg
rr5;77es{_[a //e‘c/ze sfa/i'?w auv drocl de “m. ™

(2-23)

Alors W > Wi,
SWis

Elon népas Lenv corn/ofe des amorlissements
La pu[saﬁon }DPO/D/"E () Sera e’ga[e a La vz'fe\s'fe
cr(hyue c/e ro[a[fz'on We d /o&

> W5
.t :\/3 > Wbt 2-29)

y [_a meﬂ\ode de Qa/vlei,jln Peu(~ encore élre u[c'{c'se:e en

(2 -24)

aJaF[an[ povr ale’/forme’e d)mam(?we de bise X une courbe c/ud



I 26
\ es[fﬂﬁ'sﬁzjmfe auyx cana//'/;on: aux[r'mt'[cg ; c/an: ce cas Za pre
miere Pu[.m [(‘0/7 /or'a/srf o (V[l/;r_se Cr'('[;'fwe) es /‘ -

S EEFELL

wc« = g e 5 (Z“Z()
Pl

E: moa/u[e dé/[dsﬁcife/
Y. = /’/e‘cée J/namf?ue
I
2

= momfﬁ/ a’:her/?'e

= Posi[ﬁon axiaze afe(m{)
Remarque s L a melhode de Ra/fec‘gfw c]ui Suppose avolir fail

ckoc‘x c{fune a/e//fpnme/e revienl a inlrodvire une wn[rm'n[e c/oh[
[fef/é/- es[ de [t'mi[(fl’ le nornére de c/egre% de Zt’[ver[e/ dy 5/5[6
me , donc a augmen[er- sa vilesse cri[[que/ce[[e auymen[a[{m
ne peu[ élre reconnve par comparaison avecle resullal du

calcu[ ane au[f”e me[/roafe que i [es A/}po[%e‘ses de Jmse son[ les

memzs

H-3-2 /v\elﬂloc{e J.e Rirz . Ell, represen[e une ameliom

[ion de La mélhode de Ra/{elgt’l grace a ta nolion de mincmom d
la PUZSdﬁon propre

Pr'a[c'?uem Cn[ onpeuf in[r‘ocluire Jans[’e’x/oresslon maﬂ;e/rna[tcfue c{g
[a c’e/}porme/e ce/r[ains Paraméfres CAOCSc's paur mmimc'jerla Vz'[eSSe
créﬁ'c"rue ou([a Pu[saﬁ'oh meore)

Pour [es cas comflexes ou Lfe’xf)r‘essi,on ana{yl’rque de La c:/e%)rmc“



|

o
es/ dn‘f/:'cile a inlroduire on adop[e Plusc’eures déformees elon
choisL[ ce[/e c]u( c/onne [a F[us/:u‘ﬁ/e vffe‘sse cm'[fque par [a
me’ﬂrode Je Rayletj/: car e//e se rapprocée Jf[a vraie va[eur.

Remarque : La melmoa/e 0/8 Ra//et'jA—Rif? Feure‘ﬁ"e U[t'/:‘seé
Pour[a delerminalion des vilesses cr([t'ques d ordre supperievr
en c/'xoc;sc'ssan( une de’formeé qu[ presen[e o(es neuds donnem

Fosi[c‘ons son/_ Conwnauemen[ CAOL‘SL'[_S ;

U—3‘3 AFPlicatLon :
APP[[?uons Z’equar{bn de Ra/[ec'gA—R((z av sys[e‘me conhnu&
défini au Faragmpfve (H‘Q i)
En ac{opfﬁhrune c{e’/orme’e ofynama'qvg ; >/: Z Stn X

L
[e S comfc'&'ons AU X lt‘mtfes sonf ve rc‘/‘;‘e’es :{)/(o) =0

)/(L) &=

[_a Premn‘e‘re v([e‘sse crtﬁ'que Csrcfonne’e Par:
= 7 ,
y Wiyt
C[putsque (e S)/S[émc es[confinue onpeufe'cr(rc
{ dt L
[ (37/—) EIdx
: 2
[SF ydx
Saclmnf gue : (C‘_?_j: ﬂ(lgt‘z{qﬂ

d x* i L
Aprés Subsﬁ'fufmn on aura :

(4

LU, =
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/z- o (bﬂ‘)d)c/
/f}:Z Sm/m(dx

Apres 4n[_cgr’aftom e[Sfmp[z'/j'Ca[(on oh arrive a

(Al e /ra E-7
E\5E
Ce rew//;f esf/emé‘me que celue fr.ouvéjen{ﬂ'-Z—Z) qrace
av bon choix de la deormee aJo/o&’e’ :

I-4 Formule de Dunkerle)/

Rerlanl Ae[equahon (2 7) CJUPamgraF]'leéI -2- 7)
ou A=Yt
; ) 3

my

del [/\} m _.)\m =0 .z

Lmn

On _ofaf(em{ Ze Fol/vnome car;c[cr'is[[c]ue Sutvan[‘:

/\n+C1X‘-’+ C:.Xl L g g v Cn—z.>z'\ -+ Cn-|>\ Sbn = O

C = ——-Za my : (2‘2,7)
Z &% "'k)ﬂ(aﬁ)m{ N NS



!

- ' 7 .
ov & (11, k) est une fonclion Lin€aire de Tk variables |
K |

ﬂ esl une P b e conslilvee du produif c{e (K)e[c;nen[s
rr(a;‘,-) my 7 L'/J' 3 LS ¢
l.e ca(cu[ mon[f«e que (ous [es e/[e/mﬂn[s rra;J~-mJ‘77son[_p€f:‘[

(c&ta’) de lordre “45° ﬂ(seconafe)z donc (lesl clacre que

[es prodmfs TT (k =2,3..-h1) Son[ [res pe[{fs ; on [ es nejc]&‘_ge
e['le po[/nome camcfemr[c'c]ue a/ew'e n[—:

) — (@, Gy e -_4a,,.m,,)>\n_’ = 0 (2-28)

X"(A - (aam, + .-.*a,,nm,,)) = o (2.29)
5.4 qui donne

i :-“1):1- = d,My4 + M, + + = GnnMhn [t-30)

s L = O 2-31)

dei M4 :—-1“3:;.)' w: \/([esse cm’ﬂ'qu{ du rofor SUPPOS{:‘/ s4ns mMasse

cl’rarge’ Um‘quemenf parla masse dordre £ =4, 2.--n

donc La formu(e de Dun](eriey secrcl:

/’ i iﬂi& (2-32)

2 w;
U

: A
4=

Remarques :

’9 La for‘mule de Dun’(erley Pre/senfe une sfmpltcife' remarquaéfﬁ
quf Perme[ quelque/éis [/e'[uc{e a[e[f'n/)/yeme done masse sor la
vilesse cm‘ﬁ'que ; En effe[/ soil e ce[[e vtfesfe crc'[z’quc’.
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A‘ou(ons une mdasseé (Mln. er ca[{uZOns [a nauve//e vt[esse cm'[a
J

c T R TR SEe
UJ"’ 't wc er&‘f

y Macs “aFPZf'ca[L'on c{e [a /o)rmu[e c{e DUH}(EF{E)/ necesstfe

P[usiaur’s afe’[er'mma[(ons Fre'a(aé[es Fourfeca/w[ o{esrru);

—T

y Pour‘tes ro[or"s c{on(- les Jr'mer}SL'oﬂs [Vansversales SOH{/;[é/é’S

par rapporf& Leurs LongUEUPS (% < Of"s) on pe u(espt”f”fr' une ap-
Pf‘oxima[}'on de L opdre de 5% par mpporra" Lo vrace Vﬂ/ew"

zﬂ Ceﬁe /érmu[e re per'me[ Pas [e ca[cu/ a/es VL[&SS&S CF[&'(?UE%
dordre suFem'ew

EJ La Zpormu[e de DunLer’Ze/ sous eslime La valevr de [a vilesse

cri f [ 7{/6

0-5 /Méthode de Stodola

PrinciPe : E“e considérefe rolor e[ Frocéde par aFProxtma[[ons
successives .Aprés avoLr chosi une dc’/orme’e iniﬁa{esg /ﬁg(f[-j'))
qui safisfat[ auv x condi[{ons aux [er‘fes (ap)ouis m‘gided rofu[es)e[

une vilesse angulaire en gf’ne’m[e on prend (w, = 4 rad/sec). On d¢
lermine par Les procédes classiques de la résistance des male

reauvx [a c/e’/ﬁorme/e /? a/uc' resu[[e de f jaﬁo[idd[wﬂ 5fa[z'que a/es
e/%nfs cenfm’fuges :

[7

F 2
= mi){ w,

e
& Fig(lT-5)




i 3

e

cy SL[: es‘[a/’/:'ne Aeﬁ clansle raPPorf(r: ),/,/)o/) 14 vi/}sse Crt[ﬂque—‘
es donnce par: W, = W, \/4_/_;: (2 -33)

U Se ke nés(-Pasa//L"ne de[, on r'eprer:cf La c{e'[er'mfrraﬁon qu(
vienl délre Frea‘se’e en chotslssan[f; Pourde’forme’e L’m'fz'a[e

el ainsi de suile J'usfu’a‘ ce c,ue La Je’fér'mefe oza[enue E, smfa/f/gne de [

La Jusfdﬁic‘a&’bn esl Pc;rr[t'w/z'e‘memenlL é[e’gan[e , elle lienl 2 La no-
Fion c{e (a {me’arc[e' des Je’/orma[t'ons auvx f//‘)/c;r/s e/‘au/;([ de /2"75/1
Lz‘bre t'nc{f/)ﬁ.’ren[ c]UL r’ejpr'esfnfe Za d@’/{n[ﬁbn méme d une
viﬁ’sse cr‘(ﬂ'?uc :

Le mouvemenfge'ne’r;qé dun s/vsﬁ"me an"degre’s de liberle esl
donné’ par : X = ZALJ Sin(er+§0-) j:‘f? z/;‘:

j=1 (2-34)
En choisissanl une defomee iniliale I, donnee par une superpo-

silion arbilracre de fous Les modes avec Les conslanles (@;)

ish - ,
f: 3 X = i aJ'.AL'J' L = 4,2,3, s, 1
R Bogiie e
Le; rforces cf’mer[r.'f; correSPon a’an[&s son(

Fo= mwd ;aJAg 20

m: sonl lesmasses en vibralion

{:::.4,1’7

i esl Lawilesse de rolalion
Mainfenanf 5( [e 5)/5[e‘me vibre aux modes Fr:‘ncipaux/ [es /c;;-ceg

dinerlie el Les ﬁe‘c/:es corrcqundan(es sonl :

teh i=n

mi Aaju.f,- P (ZA,;J'): //f‘CAF aua’m('/_é?/f’ s
d=1 :
J=/

e 3, n 2 -37)
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Les forces dinerlie (1-36) donnenl des nouvelles #léches y

iz ,
Fovi=uwy (@Ag)/u g
JI‘:‘: (-J“‘Bg)

En acfopfanf [i definie en £-38) comme deormee el en re’pe-

fanf Z(/Dpfif”d[('Oﬂ on avra: X = JZH@J ch)/wj' (=1,n
(-33)

Ef afar‘e‘s rr!”ﬂ L[emﬁbns [a a/e’/z';rme'e o[a&nue e[adop/-e/e avra [a

forme qénerale svivanle - i g
i y= &Y (@A) L)

J':p (2—40)
ou E(en
a W Wy 4 -
>/ = 4‘“" A(,{ -f—az,A['), 40._,. < st g dhAl'n u)‘lzr‘) / I:zn
< V) s W, s Wp
2-49

Sacl'lanquUf’ (u)4<w,_< Wy <--- < ouh) e[ gve [g nom -
bre dileralions (r) esl suffisamen( grand % donc Les rap-
Por[s G’BS \/L'(Lesses de rolalion cm‘fz‘ques deviennenl (res
Peft’[s el larelalion 2-41) secril

y = ar A w”

(JJ;""
i
y?. = a1 Au Z’i"'
git a, A w (R-42
X: g ST )

On cons[a[e celle convergence mpz'a’e (ve;";/e mode ;fona/a—
menfa[ de Vf'/ara[c'on) de la me’f/zoa/e de Sfoalofa
Remarque . Lordre de Lavilesse cr‘iﬂ'quf gue [ on dé lermine
par celle mélhode eslcaraclérise par la nalure de la détormée



o . |
aa’op[e’e v Ce ;al'[-f’el/l'fﬂ[_d JL.I"E, qUe POUI"[E Cd/CU/ ﬂ/( Zﬂ VIZLC’SSE‘
Crt'[t'que dv second ordre (:ZFICEUd) il /oaudm ;fm'r'e chou'x
one e rnate dodase [quz'ne peufplus elre la a@%mﬁ?
S[aft'gue) Frelsenranrun nevd aussi Vo(sin que pasﬂ'é/e de
5a vrate Pos[ﬁ'on 5 5L de p/us on precise que [a convergence
des ileralions nexcsle pas pourﬂes vilesses cm'['('qwfs
clér‘a/r‘e Superr'eur/ o N COHQOL'fc/aHS ce cas la Comple—

xile dy pr‘oce'c/e’ de Sfoa’o/a
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sv CHAPITRE

Applical’ions aux cas simples

Iﬂ 1 Exemp il B

Soafaca Cul&r Zq /

- —

PI"&M[L’!"F_ VL[ESSE CF’([LL?(/E

L, m

JUW ar!)r'e J@ﬁl’l( Fdf” '
Fegure (-1 N

f = masse Vo[umtgt/e | A -

de Zarére i v%\

ds

@
Fe (]I[u/
Solution: g )
L /%F‘mU[ﬁ’ J DUHLGJ" E)/ Fey-me[Jecr‘r‘e
oj)g = :)04 +;L¢ Wo = Sveff//[eue cre hc]ue 0/(; /,,,,;,,e
wae = vilesse cvilique du 0/15-7U€
W W, - Wi sur Larbre Sansmasse
o g

= , .
V W, + Wy«

I resle a ca[cu!w w, A w,
Caicu[ g/e wy :

9 calcol des réaclions R"/ RL des [t'm‘sons @e[@

RH—R;. =W W = Fa(ds du Jf';ciue
R.L -Wl, =

e o Wi

R, = wi=L

L
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t%eoreme (j Casz—tgllano Perme[ CJEC!’H"&’ :
y = m&mux

Ca[cuz a{es mamf’nfs //}‘cln'ssanfg -'/v\(x)

O{Ié[_;( L /V‘(X) = Wﬁ-L4 2
OME) _ (L Ly
ow ( n X
MM _ w(l-L])
o W IR

R P /‘”\(XJ = whil - 2

(Az) L x)

/V\(x),__J x WLJ(L _idx +1)

y = [ ds / Mer 89 J

Mo 98 | _ (W (L‘L'f) 22 dx
EI, oW =
o (o)
ENAE (L2l Y L
EI, [ 3

L Z
/%@%@Jx = )¥L &-)(L 2LZ+I)0/><
7

/

b1
y= %/.(LLIL? Lo (BL-1) L) e L l’))

112
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Q DOHC on Feu[ affa[t'guer Laf%rmu[e a/ega)/leiglq,

Laﬂe‘c/ﬂe aua/roi[a/u 6{(57(}6:5 =y
G’/OL\J w;:J;:
Ca{cuz c(e W,
En aa/oF[an[ une a/e’/c))rme’e scnusoidale

= Z.Sin(AZ%E S¢ o & K e
Y, Sy
-?Sm7r1—2' 5¢ L o ke
2(L L)

a//)EI.,Jx -r-[(gl)EI dx

fffy‘a/x + ffF)f Ix

7(2 : 2 K(L=X)
é z,j_, LL,}"}S‘ Sy LI} JX)

fZ Fme AX Afx + Ffﬁmzﬂl_“f).a/x

.2([_ "Lr)

LL, Il‘_ L’
ot A

%(El_[ = E_(L"'I.;)

L 4 EL
K«’a i (L-L,)°

BLY A s

4| SEL +SE(-L)




=5F

_ M“z EX?"TF!G 2:
g CalCUler le c:/iame‘[re @ L 5

oz

T
mini mum (rc[ ; pouvr [ar w'/é:;e L,

crt’[{yue de ro[—a&'on soc’[
N > 1800 [/mn &t? ¢n v

4

sachant que : ¥ E _-“—d
m = 544 kj, E:'*z“"“")‘A%""z A M B
ds ={d+ 1428cm Fig (TH-2)

LJ = 30,48 cm > Lc—— 40,64 cm ,-3 = 66,04 Crn

Yol(r F(j (]II—Z) 51 G/essus

go[uch'on :

Ca{cul des reach’ons :
RA +R3 = P ou P: m/\/w(’ = /;rce c/t,'ﬂff“/zf
PN (B

o P(LB'—LI)
Ry = 7

R, . PL

f = i

Ls

[E H’:g’oréme c!e CaS[fﬂl(ano Fepme[-é/;&ﬂ'r‘e :
) ""_'jLMW‘ 22 dx oU Y = Ho'che i la Fasz'[r'on 7

Er . ef

Calcu[ des momen(s f?e’céissanh :

/VL(”U :—PU—Z-—[-(—)—-;C POU}" o<Xx </,

3
?ff!") e !Ls-Lf!
?F Lg



.
y

e -
M) 2M,6) _ P ~L)
2F L i

/V\z(") = PLL' (!_;—-Z)

}OOUF ZI_(ICZg

M|,
27 Jf' (L’ T

/V\.(X}B_L(& Lo F@ij(LZ_ZL3I+zz)

(L L), S «
e PELL3 EILL,(LSJL;LFZ)JX i

(L (Z,_zt,x+x)cfx

EL, A2

AFres m[egraﬁon onda:
‘D (L;'[—f), L" + (if(Lj(La—[J)_Lg(L:_’L:) +£32‘L>1) =
z 3

S d s
L BL) L) L o) ))
% =
AFF[icahon nume'mgue :
>/ = EL ((4’“;/:::9 (3;43/ Baai((w({/ 30, 01)_@(49{1, 30 08) (M(g 30:,3))

04t 3(6504)"

+£, (3993)((40 04 _30,45) _ 6604 (w{f - 3043) (w,o’# 4064 _ 30,43)
EL (65 04f 34 04)"

) :E; (7 :
5acnlmn[a,ue fo mw’/v donc
)/: aﬂmw{)/ oU i = coer%'c:’en[a/;h/?c%nce




.{;‘ -
PSR et

< ¢ |-
DOHC w& e ../f__.
9, M

dum = 2%Y (3419)1  , 544 (20293) L
i\ z,,m?( 3 )I,, +L—4o"( ’ )L_

% 5,7{3}.45"_%_ L 5513¢. 16

1 I

— 57437140 1, +55496-45° b

[P /mﬁycu‘(f 5194 + 57437 L)

I, = (43’00) 0 (5175’ + 5 P37 /C!ﬂ*j ‘?;))

(30)

rd _ zt m (9ff/f+5 pisr (d s 127) /?%)

5 7 (30)

C/ \/“7r (13) (5545/+5}/5,z (a/,c f: sz

b 5o ufmn de celle eyuahon Far La meﬂroa/etffrm[t ve donne
[ diamelre d = 6§cm

]]I—S’ ExemPle 5

3 my |
My = 90,?2,](3 U ‘8 M,
My = Bb‘;‘ag kﬂ i _ o i 1 ) -
L, =254 cm
Lx = 1 cm [
L; = 889 cm »
ﬂ

E =24 Nent ]

3
cL =504 cm

dz, =3 81 cm Fig C[H:—g)



p - e

' Socr JérermLHEr La Fremcere er la seconde wfme
crili (que de Larbre si-dessus F rqi=3) S noe ‘

o Lhtorime de /Y ohrmoiis perme[' de ca[culer Lﬂﬂecﬁe
an tm}por[e guc//e Fan[-ton sur lar‘bre én SUPPG.SW‘![ une

force Fclive B, aCE[CnJFOI[

r na Uﬂﬂt' Le ”180 me &«
s e

on pe u[ avsst Cdlcv[.‘:r‘ [es

| Coe[ﬂczen[s a,m//(/ence a/v s/wfem(

‘ Ca{cul c!t’s reacfion § "% ks
BasKe =R-R Somme des forces nyf/e
.RJ.; - Bl([-z —L) = Ez(L;-—L:) Somme c/efmamentfnu//c

R, _Bll.-L)R{:-L)
| e

B i Bt
%

Calcu[ Jes momenrs f[ec}u'ssanf};
,/V\«(X) -:_R'(L'L‘)*E[L,-LJ i

R

(ano HOFWJZBMCH[

th(ZZI-lf)

Z

I iy Pl -L)+R(Ls-1.)

i

| /v\a(x) = E,(L;—X) - povr Lz-‘:—'x—é'is

o =Pl . pour L,;{z;{L,,




=

4

M, 4 e P (72 - zs;){:&(zxs i 5. O

Miw = (57t o o166t Pz)x

M, L = o et (o665t bs + o 1é7R) X' = (quusfy +ormmf )t
4

43?’/‘4_‘0 b = o, 1662 (0,667 f] + o 1467) * = (o, 11mb + 00WHP) X"
2

/V\.z()() = R(&zl; —o,3333:2:)_,.ﬁ(0,1o’ﬂ)2’
/V\z,?ﬂ (254—033x) fi 4+ (4,2333 X — 00555 7°) I,

/%L%_/;Az = (412,3332’ —0,0555Z)ﬁ+ (02772 X°) |}

Py =" R (814 = %)

2M,
3 2%

M3y = G-z b,

= 0O

£a
2M o M Y ?M!
%= He” ““‘,”‘&“*H/’%

X::. a-MB-f-a-sz

X = auR' 1«-0‘;:& .= * - L. T - = o,

l.e Une'oréme a/e r‘e’cipmci[e’ @)
a’e /V\axwe[( ?'nonrre que

Ay =

{.es mamen[s JlinErtie son[:
I — ..._(—:ﬁ- = 3.2./ 53 .'L'!T‘l[f
I xdﬁ 4
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Calcu! (Jes Coe/%cfen[s A:‘nf/uznce A
o ,1111(354)° 3 2 e
s 34.”?-34,;1 (o 3 & B (e 350 HEE 57 )

4+ 45 4((7{2. -25 4))

-4 x
Gu = 83558 40 cm/v = §3558 40° m/y

ey = ((O, /’/7(65,0)3)_(0,0555(75,2 —ZEZ))+(4,233(74§ ,z,ﬁjy 1
3

'z g /210" 33,43
= _g
Ay = 5569710 cm/iv = 55697 10 m/N
-6 <
Gu =5563F 40" cm/N = 55697 40 m/n
Qe —(0072(258) | oo (P2 -254) ) 1
3 A 3 2-107.32,631
1 (S’F»ﬂ—%’% _ 2.853(889-72) | 889 (88,5—%?2))
2,-100-10,344 3 2

\

Qu = 9,56 10° com/v = 95640° mw

Ca[cu[ c{es e/[e’men[s Ae [/eciua[t'on aux v([&ses crz‘[ic]ues:

bi‘j = aij'm‘l'

k=
bu= 83558 10~ 9078 = 758 - 1567 sel
b = 55697 16% 3629 = 3021 157 sel
b, =55¢97 107908 = 50507 15° sec’

b 3 R et

[Ie’quarfon' auvx viresses cm’[z'?um es[_:



e
(358-45°-N)(347 10°-) ~(5,05-10° 400 1) = o
X-1105.10°N + 160967 16" = o
ouU >\ T —:—p P vz’[esse cm’fz'gw a/e rofafr'an
La re So[ule'on C/é’ Ce[[e eﬁwa[(on au X v([esses crr'f(‘gue esﬁ
Ni = AT S50l
Ai =4 7633 40° sef

/
0’0() W4 = 32F ra://se c ,orem:'e‘re Vr'fme crr'/('gz/e

W, = 753 rad/sec seconde V('/Les,ce crr'f('gue

On pe ULL e’ga(amenf ca[cu/er' ﬂa pre mtere w'fesse crz'/z’gae

]06”‘ a/es mef/ﬂac/es GPFFOX('H?G[(VES [6’//6 QUC:
/V\E'HmJe 0/6 Dun/(er/é’)/

Pk A

T = i ™ it Quréc :
[/(JC (A}"z OUI C
2 4 1
w, —=-1+-— = ——
: b, G
2
Wl — —Lj'—" = ._/’__
a,, m, £9 %
= o dov

i 1 o 3 //
w e — : s o1 Va S
¥ \’ 7/553.10‘;3/4;‘12-40{

Ceﬁe valeur es[ t'n/aem'eure &(w,:sex ra//.rec)
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/V\enmc{e a/e Ray[eng—Rifz :

On chocsil |4 a/e'/ormfe'sufmn(_e :

anW, + a;, W, = (!941 +b4z.)ﬂ
a:.q)/'/,-,Lﬂzzl/t/z —“:(bn-’-bzr)g

— 942 40" m

= (£58.40%, 200 45%) 981 =
V= (5050t 34l a0) 981 = 835457 m
l ie’quahon de Ra)/[e(gh-Rfle esl

w = [ I Wy

> Wy

(%yf,m" 5(90, FIS 342 + 34 28F 3,3{)

S

NS

w‘: o 24 z -4o
9,51(9@}/&142 + 34,287.8,35) 40

(We = 3238 rad/sec
Remarque: La meMoJe de Dun/ﬂerle/v sous-eshme La va/eur'

de {a Fr‘emte‘re vilesse criﬁ'?’ue ’
La meﬂzode Ray[e(g}ﬂ-R((? Sur-eshme [e’ge‘mrm:ML [a

valevr de [a pre miere vilesse crrhc’ue :



=
]]I"lf Exemple é{:
Sot't a Ae'{crminer [a Premc'e\re e[L[a se cona/e Vf[“fe
frift‘c]ue d'vn rolor de [yrbine avapeur a devx roves de mas-
ses 40 kg chneone voir') s dssin Sur(Planc/-ne ic‘tl/eche“a%)

8[ sc}ze’ma Conft’nan[[es Cafes necessairees /oour [e calcu(

surla /z'gure(m- 7) &f/eckeue% :
AF/)[( vons [a me’ﬂ;oc/e ar/a///(?ue qw‘ u[('[f'se [es Coe//fa?nfs

dintlvence que FeuvenlLélLre [Pouves Far[es/aroce’a/efc clas-

sz'c]t/es Je [a resx’s[ame a/as wafem'aux

-Ca[Cu[ a’es r‘eac[t'om : Vour 53(117~5)

L = £€3,2¢cm

Kf-fRz = B*FL I
RzL . P-r[, o L L,= 3¢.3cm
- ,=28,80m
doo B p-L)+R(-L) e e
41 — L A - B = - 5
Ky R
RL — BL-&‘ +R—lz
] F:;g(ﬂfﬂ 6)
_Ca(cuf a’es momenrs //e clu';san(s:
M = BELISRCL) ke h,
Mix) = Bl-E o h(1-22) ~
M) = Plosws)x + B(owhdy)x
/V\Z()() = ﬁ(L'f"’LELx) —}-ﬁ.(//”[f:')r Lf =X §Z4

Ml(x) = ﬁ(zsj3~§§z-§x)+g( _3’4',5’)2,

63,2



— 46—

Rolor de Lurbine 4 Vapeur

a deux e'[ages .[avzfesse

| @480

a/e /imc fzbnnem fn[ /V: 2000 [/mc‘n

2%

87

s | N
2 \
o P la N
Ll [ o é ' s
s e
5 L 58
55 . |
“ ' £
& |
| | |
R
' |
Qi
\ 2
i
o i
% “
-4 EE') =




)

A

/V\.L (X) -

b
(283 ous572) 4 Rlowgy) x

M= Bl -be2) LRL-5D)  Lez=l
Mite) = 3(28,8—-2—‘5—8—2’) +P(39s- %1’)

/V\;(x)

63,2

= Pi(288 - gussi) + T (34,8 - 0545 %)

M B — (o5003) (0504300 + 00090 ) X"
7 P /
M~ (qusshegruif) X (2747
A
i ) 4454(0/5[;[(} fi +0,4494 Pz) o
A ?Pz 7/
/\/\4 ?}/?4 = (0,Z¢¢F FJ - 0/2,0//5&)% i (Lr/M‘)
/V\z%/_‘%: = (288-04557%) F + 092337 965572 )
ML = (a0 -8 2+ g2 2y + (10962 — g )y (1)
P
L%C_;: o8 'ojmg(zx,s:z;a,qg;u’)ﬂ + (0 0494) Z° P
Mz%%i = [»/3,7432’ _o2008%°) [ + (02019 27) f2 (L M)
ML - (288-04s572) i o(Bans -lbsistss rgpoushE o
26 5
(0, 4sCF0,545) X )E,
ML = (seg - 16Uz o) 4o ts- 31507 + o202)f:
1

WM
33&

TaY

M

(IJM?}
7
= (34,8 -05452)(288 -0 4SSFO P + (343 - 9545 %) [z

20
= (/wz/z,z/,;;grx 8 0,2,03441"3) £ +(//Z/10¢ —35?332%:36#2/@
(T, 1)



Ty

™ S I 3
(b o)+ paer )7 = v e Wf > %‘Lﬂ

1

. e 27
o) + )y - ]
"
% Y= P T S e 213
(3580.5)'3'4" (gg;z},j)—-g— = XVTW(_ h,/.J
‘ 3 7 i 'de 1.1 J I
(I'SEE 6’)'3—+ ({,vzgor),a =y fa/ % iyt ~wi-r,,g‘
3, ry

I

2 3 * d 13
(18 0) 5+ (si 85y = xp %{+ xp o ,w[

1 kx

;Jua_}”o uo ualajng_y;]a(u.;.ns_]a uo_xJoJB,aJu; g\;;,;JV

- *Isf1 de 713 ’13'7 b “15 Y

J(f gwe‘rj/ xr W :W o = F ’;?W fav‘;{;é T/ J W] ’We 'W A
1 *

7% ){nod ;ouaF ]9w.49cf ouwﬁgsvj 9/0 ?WJJOSLH l

VTS R F o

JJUJﬂ//L{’//Q duu + va o A
Jrr S T N T = A b

Y ]7Y op Hol)7uof ua A/Ja Ve 53792//59] J,L,gﬁo “‘”"J

49
!7“’{3 ?70/}’0? = ,EJ{: 1;; — ?I

g R e S A
b REDE" P T I

3{/..!3&!;/0 sjuawow Saf) ]MZDD N

—gh—




A

o Moty vl g ) R 3
J[Ab ‘J""“E}-fm‘l""g("[')*sm’m)

_Ca CUZ a’es Cot‘.’f/;'ct'f:'n[s a{;'n/)/uence :
Eh Prcnanr le module a/f?'las[t'c([e' E ::Z-'YOF/V/EJ‘WJ (JCI'EF)

s %(43, 1018 16,1298 . 8, 22)

D aFrc‘s le fheoreme de re'c(Fr'ocz‘[e’ de Maxwe[[ A R
O = Gy = L (40,8267 4 6 0838, 10, 437)

e = iy = 13527 46€ em /N

dil = .é'—-(x 933 4 61108 + 12, 4948)

0, = 437693 .40° cm/N

[esma:ﬁes a’es a/wx rovés : m

_.Cdlcul o/es e’/e'mf.’nfs l)r)' :

L = :Qﬂkﬂ
bt'J' = d;;,‘-f??j-lsz {f= %

. : 3} ® AR
on mu[[(F[te par 45° povr avoir ag en (M/N)
by = 431335 40 46° = 54934 - 467 sel
];,, = 435F . o -40-8 = 5, 4108 '45’-'1 secl
-5 -
bee = 13527 4o 16 = 5,108 4 sect

by =4, 3769 40- 65 = 55077 15" sec?
lr, : ’
equarwn auv X Vife:se; Cr’z'rt'?!/c'; secr':'[:

(\5‘44 “})(L“‘J\) —~L4z,-l?z4 =0

A= 4

w&

ou
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N 41001140° N 4 09798410 = O

[_a SOlU[L'Oﬂ de ce[[e e'c}uat(on d{onne >\¢el‘Az
A= 935t = ) = 9513 rad/fec
A 8’,92-40-3 = w, = 10588 rad/sec

o [a/Dremf'e‘re vt'[esse cr(ﬁgue /\C/:: I141 m(ﬁl

e[ Za w‘[esse c’e /gnc[z'onnemen[ N—‘—”BOOO f'm'n—l

PUL'S7U€ [e ro[or cJe ceNe [ur[:me es“’lorizon[a[/ LlfieU[
exisler des Lrovbles vibralocres avlour A:lne vilesse derola-
[ion e’gale i lamoilie de L4 premiere vilesse cm'[[que de
f/e xton

Mais on conslale gue (/V: 3000 min' ) N e P LR a//Vc 1

45?0!—/}7/””) ce 7UL assurée un Compor(emen[ [mngw’“e JU!"&[OF‘
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CHAPITRE

Etude dun roltor deturbine a vapevr a
douHe F[Uk sur Orc,inareur'

Soi[ e rofor/Aéﬁ'nt surla PlancAe 2/ d’une‘tur!ﬂne a
vapeur a AouHe f/ux mu”t'e’[age/e/ de masse(mz= 800 Kq)

el donl [a vilesse de %ﬂcﬂ'onnemenf(/\/: //’/XE&f/mz'n)

Ca[cu(er S€s Vifesses cf‘([igues e[ses vec/-eur'_; pmpf“fs

Lero[or dessiné 5urlaplancﬁe 2 esl un S/S[éme re'e[ qui
ne fCU[ é[re cle’frni, par des foncﬂ'ons maﬂne’martques c]uén
Fosanf o{es fv/fvome‘ses 5émﬁléﬁca(r£ces ciui son[—[ou(;'ours accom-
Pagne/es par des erreurs [rom En[&s

%ur [o/tf;fare}vmcjer i z‘;u[ conslruire un sys[c‘me image en essa)/an[
dalleindre e[ dassocier les Composant; dv sysfe‘me re’e[ fonrt'nu,-
cect esl IJOSSLHE Par‘dt’screhsaf{on dv S/sre‘me (rofor) conlinu
C:esfci Jt're c{onner un S/Sfe”me trmage c]u{re)ore.cen[e un rolor
diseratice” enlements massiques iridé’}éyr&vd“f; associes a des
oEJ'efs de’formaé/es en[r‘e lesc/ue(s t[s cxt's[c nf Aes Jomat'nc’f
de confac[ ou [es Ae'fpormar('ons [oca[es ne Seron[-)aas bl -

afo(remEnZL rises en cons(c/erafwn
9 P

Ce[[& Carﬂc[er('fart'on CONS[([UE vn Pr‘e'azofHe éno[re meoe-
dele de ca/cu[qua' vlilree ba mélhods ana[/[t'?ue a/o/p[r'cfue/e

avx sysre‘mes JfS‘C!’E[? voLr [e sclﬂe/ma sur{a(Plancke 5)
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L4 me’ﬂroc/e de ca/cu[ esl bien explt'cfue'e av clm/ac'[re(ﬂ'z‘v

Pour un ro[or c!{scre'r{se'& cleux aFPuis r’igiAes (d r"o[uleS)/ e(—[[n(
r‘esfe cfwe Le calcvt c(ela mafm‘ce cJes coe/t?z'cz'en[.s JIt'ﬂ/‘ﬂ/fleru:es;CL‘J

[-e ”‘léoréme CJE /V\OLI’" PEI‘"!‘HE[ A(IJL[CHI:F‘ f;Ci!?f'nfh[ [1’7/90—
ri ”mne Ae ca(cuz a[es e’[e'menfs Aaij c:{e ia marm'ce des (ofﬁ—'
cc'erzfs JZ’n/‘p/uence

Cons:’Jerans e ro[or c/e /a ffgure(’]j— ’f) c/varg ¢ dume ﬁr'ce
Concen[re’e E a La J{sfanc;l} Aela Fr'em(ére lfarson, ercal -
Cu{OHS la ﬁécjae &la /f'sfanc:[: Je L4 pfemt'ére ll'a('son.

7’

SUFFosons une ﬁame /g'ff—c've Ok a U posrft'on K

on d(s[t'ngue deux Cas: (ge/'{D) P L :
Q [k = LJ' oirbi i K> .__—‘Jl'i 2
R4 i ¢
R4 +R1 :6)4@( % J )
R»rL - E(L‘L) "@k(L*Lk) =0 i
J Fis (I7-1)
R _ Rll-Li)+@e(l-Le)
L

R{ s PJLS + Qxl.k

L
CGlCU[ OICS momenrs )‘OZECLI:S'.fﬂH[-SE
Moo = Bt +BLL ks

MMy, Bll-l)i-l)
'Bﬁk Wi LL X
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/V\;(X) = )OJ(L’IJ')“'@'(L—L‘() _.P'(Z—-Lj) | LJ' <X = Zk

Vi ?ﬂ((x) (LL L) (L)

Moy = Blartile 1, e
Mai/;i’ P[le (F-2la+ z*)

Donc /?éc}[)e &laposifﬁon 1.!( sous[éf/?zf afe /a c/qarge Ee:f

>/ jFJU. LilL -L&) zg/x 1 LJL Lk) (Lx‘ 2:'1)6/2’ by
EI-[* ;- EL |f

[P“* Ptz +x°) c/z

Pwsciue ‘.e sys[eme esl c{ucrerlse ondoil uliliser Les mfegral
CIISCFE[UEBS (Volr La Page suwan[c’)

p = (e (A ) -
Z RLi(L- L.J(/(Lx-x‘) go ﬁx—-x")Jx> -
El; k. E Yo

"J-H Z;, L
E:MHLJL». (j(l_ 2L:r+:c) JX+§[L‘—zLx+x') dx)
i= ke X, EIL’ﬁ

Les Coef/[cz'fnfs a/’imp/ue’nces Akj son[:

Chk :_Z‘.L avec j:: 10 g N A
J
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L3

POUI" (JB/COUPEJ‘" [E FO[OI" on SE’[)"CJUVC’

devan[ deux _s([ua[ﬂons c[i/)fgr{’n/::’s' £
/ﬂ F(g(ﬁZ—Z) Les cenl—res de grav([e’cles

masses a’z:cm‘fe: (mg) se st'[uen[

Ly

Surles J[;“or}[teres ciucsefmr'en[[es

seclions de diamelres diterenls 5 i
ceci condvil atacre a/em/a raxr.ma[mns F‘H(D—["e)

FenJanHe calcul des masse(mc) , el /m[ej—
ralion sefacl dereclemen(

[‘ L
/_V]_(ﬁ 2ME AX : 2
ZEL ’}ﬁk XL:

2) F W’E) Les masses sonl caleylées

o B
faau/emmf maits [{nfejm/e c/orf
e[re a’ecornfosee en c{e(/x m[-eira/es B
]-t Ll [Y 3)
M, MY ds o /V\u M) //V\()U Moy
JEI 24 ") Fl A = dx

Ce“e me’”ma{e ewfe es aFProx[ma[{ons Ae f.a [U ojes
Mmasses (me, (= 1 - ) el de Ear)/cen[res mats [ermrm

LD!"E CIOFEV‘GT[OHS sur [ordmareur CJE’VIEP’I{ CJOU[D[

Pour nofre cCds hnous avons urt'lt'ser la SECOno.le rme —

H/:oa(e Four son e/xac[t’[uo{e .



S

En Fosanf:
C’Ii :EL-'_LL."_’_ ; D4L = _L_‘i 3 B/’L o= C4i+D/}£
EI.': E I£+1'

C2; Stali] . DY = Li-

J BQL - CQ[.;_DZ[

’ZEIL 2 EI£+4
G aela oz Loz pz .8 p3,
B’EL Z'EL'M
Donc st k>J :
=g -Li)L-Le) Lill-L«)
akJ e 85 + Z (LBQ —Bi)

izrml_;[k (ff B,/ .ZLBQL bt BZL)

[=k#t

o= $y 7 n-nan o)

oor 22K

En U,.'I.I.LSHH[ i FI"H‘ICLPE C’B F‘BCtPF‘OCi{’B 6/85 [—ravaux erdes
JEFICTCE men[ Je /V\CIXWEH. on OA[LCH[ }.a I’E‘. rton SU{VQH[—E

, x4 H

aKJ:dJK - pour J=1n

Cc”emarrtce aKJ) es[L r}o{ee dans [e programme: B(ﬂ)

e“amarmce ((B(KI)) (mJD esf Ho[ee A(K 5 [J 1,14

4, 1¢
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Leslonguews Ly Son[nofe/es yg/
Les valeurs PPoFrﬁ/\( Son[ ﬂo[é"es Wy
Les vecreurs Fro/ores Ll 59,1[ ezcris dans les Co[onnescle A»f,z

APar[ir a/e[a P[anc/qeg on mesure [es a/t'amé[res c[uro[@r

POUI" CQ[CU[E'!" LES mommﬁc’f'nerﬁf 6[ [&‘S nmiasses

Lo | E= 49040 Wenr
I.es masses 1y son[nofe’es Q¢ (=, 14
les m’gt'c/{ [¢ EL‘ Son[hore/es RIG(D iz 444

L] Xy (em) YL (cm) Qi 40 [ke]| R1G;¢ [N-cm*]
1 8,4 10, & 046343 | 3,282 407°

2| 14,6 21,0 050491 | 9,232 10"

5| 28,0 32,0 0,81785 | 3,639 40"

il 85 4 4o,y 082280 | 4,009 40°

5| 45,0 49, 4 0,63135 | 8,658 40"

i1, 83 ¢ 5% 6 0,42821 7,743 10"

7| 60,6 Ehik 0,497%21 £,619 10"

8 £7,6 10,8 0,31553 7,587 40"

9 33 ¢ 1,2 0,4 824 2583 A

0| 80,6 85,0 0,§3795 6,649 10"

M| 89,2 94,2 0,82 280 1 393 407

12| 98,8 10,4 0,81785 5,658 10" /
3] 106, 113, 6 0,509 4,009 40"

W| 4493 123,8 0,1821% | 3,633 10"

5| 4260 134, 0 il 5,232 A0

o B g = 3,292 10°




4

C

n 4

10

(1
12

MASTER RAHMANI MOHAMED.
COMmmMon A

DIMENS |oN M (19)

CALL MATA

bog I:.2 4

I4 = T=4q

Cs 5O

Do2 J:=1,4.

D:- CAEes (A(J,n))

IF (‘C‘G,E.D) GOTO 2

C=p

LA

ConNTINUE

\F (C-GT.L.0OE-20) goro3
A (I,H) = (I.0,0.0)

Lz =1

GoTto &6

I# (L.-BG&I) G070 6

DO 4 J:’],f‘f-

E = A(J’,I)
A(J:I): AT L)
A(J:L) =E
PO S  J.4 14
E = A(IJJ
ALT) = AlL,T)
A(I,J) =

f"’](l‘l) 51

IF (J.LT.T) @oto 7

€ =Eta(KT)x a(31,11)
GoTo &

IF (J.GT. k-2) qoTo 8

E E-A(K,3) % AT+, 1)
CONTINUE

D=1,0E +35
Y= (0.0,0.0)

DX = (0.0 o.o)

I=¢2 :

-5 7
Programme FORTRAN decalcul desvalevr

s

F ((k. NE.1), AnD (k.LEI)) E-
Alk,1} = E

M(l4) = ~ 14 - |

EPS = 1.0 E-38

-:f.:l4

IF (M (1). &E. ©) GoTo 1z

Dol JF=471

W( ) s (e.0,0.0)

propres etd esvecleurs propres .

COmMPLEX A(14,14),004), v(14) , wi(4), X, Y, PX,PQ,E F

Sk kg )






i =)
g -

gty b o

i & N} - ,A-' L4 - pid ; |
. __ h. e . :

o, T .",ﬁ -|- ‘?#L}' > .

R -







92 ]

93

2.0

Ay

31

g |

3c0

20 1

S
FORMAT (35 X,9H MATRICE p2 /X7 (€2.3,E7-1))
WRITE (6,93) LW(I) ,I=4, 14 )
FORMAT (#/ 55X, 61w =, (&ELO.S))
2T 0e
END

CALCUL DE LA MaATRice AlK,J)

SUBROUTINE MATA .
coMPLEX A, El(I5), B2(ls), B3(1s),ci(15), C2ls), c3is), pits ) ,D2ps) .
c3(s), va(ia,a,1s); VE (14, 1,16 ), Ve (14,1415 ) ,SVA( 14,14),

11 5vB (l4,14), Svc (14, rq))xfls*), Ylis), ), RIG(16), B(IY, 14 )

ComMmMOnN A (414 )
READ (5,20) (QE),T= Iil4)
WRITE (6,20) (Q(J)).I.—_ 1,04 )
FORMAT (5(F7.5,73.1))
READ (521) (Rie(l), T=4/16)
WRATE (6,21 )( RIGE) 1 L= 116)
FormAaT (4(E9 .3, F‘B.l))
READ (521) (X, T= 115)
WRITE (6,31) ( K@), I=145)
FoemaT (S(Fs"'J F3.1)
READ (5,44) (YD), T=4 15)
WETE(6 A1) (Ya)  T= 1 15)
FoRMAT (5 (F5.1, Fg,,[))
Do 21z |,i5
[F(2-4) 3“3‘1J 30D, 3ot
Y(-.I—!) =0
CONTINUVE :
D = (xp-Y@)) /rie@)
Calr) = [ X@ k% 2-Y(I-1)#k2 )/ (RIGLI)X z)
C3) = (KD & %3-Y(-1)%%3)/(RIG (T)x 3)
Iq=I+)
pir) = (YE - x{@)/Risz1)
Du(L) = (Y] ®% 2-x(T)*%2 )/ (2%RI6 (11))
D3)- (Y{I)#Ass—xkr)**5)/(5*&@(1'4))
BYr) = ( C1fr) + Do (1)) /(Y Us) ¥x2 )
B2(r) = (cazlt) + DZ@/ (YIs) * % )
B3 - ( 3@ + D3 / ( Yus) % % 2)
DO 2 k=4,ly

De 2. T =z=44%






il B

0,4240"
0,315 v
-
0,377 A
-t
0,335 40
-7
046940
0504 10
=r
0,606 - fo
-#
0,665-10
-7
0,724 12
-7
0,794 40
-7
0,880 40
=5
0,957 10
0,10(-16°

s
0, 145 40

L amalrice A("M,’M) calculee par le sous-

0683-40"

-
012810

0 ﬁa-ff
02 3540
0,287 Vil
0384
03K -0
040
0, L340
9, 087'4;9‘

0,53846"
0,585 45
0, 6ug-45°

¢
0,337-10

0156 45"
0,308 o7
0,461.45°
) s79-45°
0, 70516
o, 814"
0913 10
0, 1% -455
01094
012040
0,133.48"
0, 144 '
03i8-46°

0,411

0 19440°
039315
oy
0,58240
0,733 45
=
0,89 10
-£
o100
-5
o 11610
8
012710
0,138 10
015110
0,74845
o
0,134-40

-6
0,81 M)

0,183 10°
036240
o,ss'a-lf
0,63245°
o
0,843
-§
0,985 40
0,1145°
012148
-5
0,131
0, 164-15°
-5
011§ 10
4
0,936

-
0,615 40

9,143 a5
0,28440°
0408 4"

&
0 54040
-6
9661 16
£
o, Ft/ -1
o

0,860 40
0,944 15°
0,107 1"
0887-45¢

=

9 Fo-10
o 5HA5

Q37545°

o, 184 44" 0,123-4{‘ 0,190-16°
-4 -£ £
0,345 A0 0,35¢ 40 0,3FSAp
4 -4 -4
0,550 0,38F M0 0, §7140
-6 -f <
0,990 0,487 10 o Flo-10
o <8 -
0,85¢ A0 059{ A0 088110
-§ 4 s
0999 10 g 69540° 0,203 40
-§ -4 7
oMM 13745 0,94} A0
-5 w3 -4
9,922-10 g fos M0 o §60- 10
, 4 ~
0, 170 7" a}ﬁ«»fp( o, FF1A0
-§ i =
093910 054340 0,66710
s s &
O,FE7 A0 0,444 A0 g S5yo40
0,60940° 0350.45° 440905

= -f -
0447 0,430-49° 9,18 44b

-6 ¢ -6 -6 - i
Q4340 031140 0190-10 020440 o 1EAI 0, 44340

037145 04434
s -§
061545 o, 87710
4 _
0,93640° 0134 15°
i -
011840 044840
-§ -¢
0144140 0,154 40
o6 3
013145 0,138.45°
0,12140° o 11F 45"
o 11045° 0116-45°
- -5
098545 0,104 4o
: -
0,8U8-45° 0,893 40
-4 -«
089L4" 43315
-
o,55040" 0588 4F

. -§
9,34240 0,38340

o 4FA
0,948 4
) ﬁy-/ﬁr
0, 133400
o RO
0,109-40 g
0,10046°
99 1345
881940°
9,05 4*
0,5184"
0 4b145°

_{
0,3 o8 Ap

0,327 15°
0, 6u315°
458548
0,538 45
a,lfﬂi‘wfi‘
Q340"
) wt 4
2171 4°
9,333 v
0, 28740°
6235 f;‘
0 19047

-6
0,12840

-4 2 ok P
0, 18340 019445 o 15648 o134

9,109-%°

-£
0, 17410
~
g, 107 Ao
-7
098140
0,881 47
0,807 45
97 a5’
-7
0 £F6-10
-F
0, 60740
7
454346
044945
7
0,347 40
523945

0,737 -(5;

pregramme frc’cfdenfapfele/ WATAﬂ

Ceffe marr'l'ce novs Fenmef o“aPP[icyuer‘ lé‘f meﬂwdes aﬂoroc/ﬂe’es JGS Vllreﬁef C.V'f'r('qua




6£ — 5§A£J'

S/
PUiSqUE la Je’érme/e fxacfe Jurofor Pe u[e‘fre ca[cule”e a

Par[c‘r c/e Za ma[m'ce At'

i Pre'cfd'enre Pd)"la érmule :

gz':[ﬂ 7[0/6’1646 at a/m('[cfe/arnﬁsw e

g = A0 /s

Ea Frem(ere vi[esscgiriq;e es[c{onm’/e parlé’qt’/d[l'on 0{( Rd/lfrj/r—

: ¢ 9 2 miSi

kit o > mis:

[ 5 o My o1 m: &

1 12,9453 - 45° | 8, 6748 . 16| 4,8135 - 407%| 4, 4177 . 458
2 | 5,685 - 15 | 3,2334 .40 | 2,8701 A0 | 14,6345 . 407
2| 72,9640 -40° | 6,3600 . 457 | 6, 5446 . 40" | 5,188 . 457
4 19,5086 - 49°| 39,1170 . 46" | 1, 8560 .« 107 | 7, 501 . 407
5 | 41,0508 . 46 | 4,1040 . 40°| 67039 - 40° | 7,044 . 407
¢ | 41,1030 . 40° | 41,2165 . 40 | 4,7232 - 467 | 5,1975 w7
7| 1,426 . 46% | 4,249 . 146" | 5,5988 - 40° | 6,311 - 407
8| 4,129% . 40% | 41,2160 . 467 | 3, 5640 40° | 4,026 . 407
9 | 14,1068 . 15* | 1,2250 . 1* | u, 7394 - 467 | 5, 2456 . 407
w | 1,0535 . 40" | 49098 . 40° | € Fa06 - 457 | 7,082 - 407
M| 9,5679 40" | 9, 4545 407 | 7,825 - 467 | 7,5328 - 407
DL BAREY  g0° | £,683F 100 | 6, 6380 -~ 45> |\ 5, 448 « 40"
13 5,8879 407 | 3,4467 167 | 9,97228 - 407 | 4, P50k - 457
14 12,9395 - 10° | 8, 6412 - 16" | 5,355 46 | 41,5748 45°

Total =| 6783F 467 | 6,4274 14°
la Vitt‘.’SSE cri{icfue 85[ W = /IDaé,?ﬂﬁfo‘lq‘ = 324,88 sét
61 42 F116

N, = 3100 fours/min
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CHAPITRE Y

Etude des influences Jel'e'lashci[’e’,“:morhsse-

ment, el la ”exibilite’ des liagisons surla
vilesse critiqve

Y"I Influence dela ﬂexiln'lite' des ligisons :

Pour Les c!e'vetoppemen[s Pr*e’ce’JEnrs nous avons admis des
liaisws r‘igides a roru[e ,
En re’alire',“mf)e/a'ance esl [oujours finie ; enprem(e re ap-

Pr‘axc'ma[’{on/ on Vass:’mi[e 5ouvenf auvne raa‘Jeur,

Considérons un rofor Hvebm'quemé’n[ e'c;uc’[(ﬁr'e' donl ses deux
Liacsons Presen[cnfurre élaslicile L'So[mp{'cfue ﬁ'gure(Y’f)
(Kf/ K.) sDnHes raldevr a/é’S[(at'SOHS (4, 2)

( 4,RL) [es reiac[c'ons avx Liaisons (1,2)

SUNED 1V S . Sx

R;Lfﬂgmlz =0 Uy : -_-——_---—'——.'“ 3
R,, i gimz(L—La) (-4 7 i SR <\ N
L T

- L
Rz, = 3 Zmi[i ha :
L iy Fig (7-1)

DOHC on Feuf Catculer ,_ES Je’[)[acemmtss[a[(gues UqE[Uz O{t

| ‘axe dle ro[a[{on auvx Jroi{; des appuis en u[f[z'sanf les/grmu-
les suivantes © R, = kit R, =K1

/



C]!Otj e g me“-—li)
e T
Uz, = 5 Z ml‘[i
Ko L

Donc  on Peuf firer” [e cje/}Dchc’meﬂ/—Sfahgw auv a/mtfc/e
cfvaque masse (me) a la Fosz'ft'onﬂa‘) Volr F:'g(/Y—Z)

5: - UL L"l_r.'

(-4

U - U, = L =

3 Y =
o S (Us -"Ua[)—(L—/.i)-i- Uel - S
OULf'en

; L
5: = U3 +(Uz"U1)'_L_[" (5-5) F!g(]Z"Z)

AFre‘s 5ubsf£[uf£on de Ua €[Uz Far Leur‘s exprfssfong ona:
iy 1 2

La formu!.e Ae Dunl(erle)/ Fermer de me[(re en e’videnca Z/i'nfluc?nce
dv c/eP/acemEnf suﬂe’menfatre 5

Pour' c/es L{at'SOns m’g(c/m : ng? = Z"_——a—%z avec W¢ :\/?/;

L=

(5-®
h
R:ur' des Liaisons flexibles : _U{Z"' o Z_“[):fc (ga‘;/ec Wi = —5—%—5
£t %
On Consfafe 7ue wfé Wi ou encore - <—{;’)—7
« <

donc—gu? >-g(/’c-z 5//00 (,UC/< W,

l C onclus:’on: [a f/exi!)([ife’ Jes[:’ar'sons Jr'm:‘nue Za v:'ILesre cm’[c‘q[;e



—

YZ Etude dun s sre'me rolor - lfalsons

ConSLJerons uns/w[eme r‘o[Or' I,(aLSOHS Lso[rope comfrenan[

vn JFLI“Z c{eforma“e sans mdasse .
(h-1) a’a:qu@s ma{efarma“er mass(ques

Aeux tia[sons Cans[i[ure/es Par un rcssorrefun amarf[:se.ur'

ale masses (m,)e[(m,,)

Zc' g
J(S[ance en[re
a4 me m My,
[e cen[re 9eome[r(?ue Mo ﬂ ﬂ H [—I i
L1y B N o _
Cx a/u afts ve i e [U I_l Hk, U Ux,,.,
Le cen[r"e a/e graw[e’ %,
~ X
G es[no[e’e rre‘_‘f Ko K,

(,e ro [or' ES[EHE‘“‘.”‘Q/ @ FLH(Y'B) @

e R

Tai e Y of 5 Les casrdonnies g
dv Cen[re 4, (i =1,n-1) G 5
()/ 3) Leis coor donndes dal 4 [(‘a('san @ Eij
(}’ '3.) Les coor a)onnees a[e[ L caison @ o

Ui =y iz pour (i=on) ig(T-4)
[Ener-gtecme[tque JUS)/S[Cme esr T

,ZZmL U (5-7)

[, Cm?rgte PO[C’H[[E“E O(U S'/I/S[EH"IC CS[ \/
Z,Zk UL UL) +' KUO zann (5'8)



ou /

UL — Uo(//""li") _’_Unlf—- (5‘?/
voir la ﬁ'gure (V' 5)
i 7 SR
L¢
3

| F{j(Y’S)
Lmergic cJe clfssdfation es[ ; D

D=fo.i +hetulls  G-m)
Les forces excifafrz'ces Sonf: F(U
wh
E(f) = Mewe oo ((=1,n1) (5,41)

L/Equa[ljon o{e Lagmnge sécm’f : |

9L 0 oP .k o 41
%(5{)"% e fullh: 679
ou S j 1y ef g Skl Zes a/eplacemen(';
ge’ne'ral{s:’s
L,aPPItcaonn clelfe’qua[(on de Lagrange Permef J::chm'rﬂ ke
ysre"me Jé’?ua[ions alt'f/:zrenrieues 7u£ reqie lemovcmenr du
Sys[Eme r‘orar—l{a(;ons.

AFrés avolLr remPZacer Les U:' par {eurs e'xpressz'om

oOn aura 3



o T
mo[)'g .;.0(000 + Ko Us -—-f("%‘)(UL -—Uo(’f"%'—)’“uni'_—f‘)k[) == D

m, v, +k4(u,—U,(4—f—f)_Uan—) = mse, QXFJ'w[—

mz{‘j:-{-Kz(Ur_—Uo(’f-L—:')_Un-Lrt-) = n’ia Ez:u_-)T—ej(P_Ji‘U{-

My, &n-. f-kn_;(Un-; - Ua(//“ Lf"—!') -—Un -[:f_’—:'-) = Fhao e WZQXFJW[_

(=n-

Mn [jh +9(nDn + K Un — Z(Lﬁ'(Ut *Ua(”'%)— Un_éL_‘-)kQ — 0

L=y

(5-13)

On cLercAe a/es solvlion s Ju[/pe o U= A EXFjbu[

On a“t'enf unsys[e‘me d@’?ua[{om(tm'm’res des lhconnues A(

—W&mvo + J'D(ow’qa + Ko Ao — Z Q<"-(//“ 'ZL"")(AL “Aa(’f"{i‘() “AH-IL’E): @]
(=1

- wzma Af +-k4(A1 ——Aa(’f" ‘j—;l/—'{qnz[:_‘) = 1 B wz

= (_,()“m,,Az_ + K,(Az - Ao(’{-f—})—-ﬂn%) =171 s (,()z

T ANEEL ST s A e sl e e o mn ] ey mm m  omm  ee mmm e eme

-— wzmn_,An-l + kn_,(Ay,., — Ao(4" “IZ_’“) —An LE—-l) = mn_; en-; (/U&

—wm, A, .._J’O(,.,LUAn O i_":(ka (L/L)(AL "An(/’— %;)—-An%)) =
o (5-14)

Cormaissanr w ce 5)/5[8\”18 6’5[ C{E' Cmmew donc [BS‘['HCOI’?HUES

Ac (=0, n) ;onrca!CU[aLZES

SL’ [;n veut ca[culer l.es vi[esses crifta]ues Ju sysre‘me

(.es me'nmoJes Far aﬁ)mm‘ma[z'ons svuccessives [e//e ve :

—[ﬂme/_Ao ij a’f Storfola- Son[ [ré_s U[L-/C'S,



—70-
V".g OPrlmum de [:amor'ri.ssemenr des liaisans (J,Uﬂ

sysféme rolor - liaisons simPle

Consia/erom i syS[e‘me, ﬁgure{v- 6), conslilve” de :
_ Un arére c[e//@rnﬂaéle sansmasse de raidevr (K;)

_ Un a/{s7ue inc{éérmaue de masse (m,), a e’ga!e Jt'sfance c{es

[ia(:ons/ a//e’xcen[re memzL rrfﬂ

B Deux {('a(sms l'So[r‘oPes La(enh‘queg cons[z'[ue'es par :

Un ressor[ cfe rm'a/e vr /(z

U [ o i, Ty
n amorl(ssevr : (<, — F_Tc Kk, :
Un Pa[('era/e masse ; M, 3 Je |
Le rolor esl Y vatme t)(1 K,

La vifcsse (w) .

b ude atvoar bl L a
fe i
c!e'[errm'na[ion Je[’amorrisfé’rnen[ FLQ(V— ()
(Coe//f'ct'en[f}() c]Ut' en ﬁmcnon c{es car‘ac[ert'sf[c]ues o{u Sys—
te‘me (masse/ ratdeurs) conduil a des amp[t[u&es ﬁm’“es,

cfans un l.ar'ge Jomaz‘ne Je vt[essesy ComPr't's La w’[esse crz'[£7uc.

U, = c:{elflacemen[ clu Al'saIUe
U, = c(e'FZacemen[ des suFfaor[s
A, A, sonl les ampb'[uc{es de a{ef:zdcemen[s Aucf(cque el des

SUPFor-[s resFecfivemEn[

Le s)/s[éme (5—15) represen[e ﬂe mouvemen(L Je[mm[a[z'on amorf('e
: wl
m, Us -f-K‘f(Ul'Ut) =S (¥ P OUZ el

m. U, +0(1('Jg + K. U, +}£K4(U;—U4) =00 (;“45)



Q = léfﬂar[ appliqw, sur I.a forr a’a[t’on Par‘ les a PU[S

¢ o m
Woe = ..’S.’.'_ . = w . = . L 42 g
. \/_r; - E o 4 & Kimy, 7 /d My 7/

R N e
X“Kq ’7’K4e

Avec CC”E nouv ve“e no[a[ion, en grandeurs sans dl'menﬂbns

on Peu[ ecrire le S/er‘me (5‘4{)

(ﬁf.)b = -gi-( (5+7- 485 +68) )

(5- 15)
00 A= ((1-FNr-4p)) 15" Bl-8 .

{_es vitesses cri[{'ques (E:‘) Au reqime non amorli son[données

en resolvanl( l.le'qua[(on (5-17) sucvanle :

(4—/3})(2’—//}%")_4/2 B=a (5-17)

Poor Trouver Les Paramé[res oprimums des amorlissevrs on uli-
li se [a no[t'on de (\/t'fesses l'n\/arian[es) Aes Cour}aes des ameZc‘-
[udes c]U:' onl Les Pro;)rf'cf[e'es svivanles :
_[/amfli[ude pour ces v(resses ne depena’ pas Aes quan[z'[e’s

J;mor[fsse menr aux suppor(s



L

Ces V([CSSQS san[ [rovvees auxpat'n[s d/c'n[er:ec[z'on de <
courées a’lam/:/z'[uc/ﬁ ?uana/ st/' nu[ [5:0) ou(amar[r's—
:remen[ nuU e[(é: o) {f.iaisons r('gt'a/eg). Voi(r thm-—f)

9 i |
Ssi::l \/,5:00 <|| \
01 1 i __-
| |
UL i
1|l | \ ‘I
! N |
min( _________ll__ =R Ry - e SRR ) PR
s S g & e S
; ' I ' : ﬁ
‘Il 448 //| l ‘\
= R A
i | , .
/i) % ‘I | l e
L+ | ll |
| | |
' ' ! P
/\5444., 2 B, / 3 Bs ¥
ﬁaq P ﬁgtv_?) Poz

La courLe (1) pour 7Y =07 e{' 51: 0,2

l,a CDUFLC ‘(2,) Pour' 7 = ¢ = o1

L 4 courbe (3) pour Y =5 =005

La courl:e (k) povr 7 =5 =002

Dang ce[ exemﬂe on a c/e’l/x V([ffsef z'nvar‘r'anres povr
les c/e’F!acemenfs er [rot': V([c;;e; 1'nVarr'an[’e:Faurles

Horls
Des concf{fdans d’e’gatife’ des amplf'(udes avx O‘evxpoz'n(s



g

thvard anrs on l’r‘ou.ve la r‘tgzcl( [e Aes_sufparrs at

Les COﬂJ( [tons Pour‘que lafﬂngﬂﬂm”
[vde av Pam[tnwmanf sauf 11‘0!’*
Je [rauver les coefﬂccen[s Jamorfcssemaen pLUTIUMS |

Les Ca{culs on[ mon[re que’.es valeur:orrlmdm‘s c{é‘{a( k)
de viennenl dtfferen[es en Jepencjance des‘ Caraf{emsﬁ-
que:s CI‘IOLSIS voclr [abl (Y ’I) PR SE
Sur l:a fg ure (If -7) ona conf[rUL{-i;_i: l

;_f?j_ '5"" 25"  ,' ﬁfiﬂ‘ﬁ
(7- ?} on trau‘ve que [a fém fq} nzs& ﬁuﬁ‘ﬁuﬁef 23 bas ni-

veav dans [e largc m[a-m“e cles Vz[ﬂsses erne Pe':' ﬁéfre al:mmﬂee

encore acavse cle I. L/panqese Pr‘fse av char[

Si av lie Jegaltser les amP! [uJes avx Fomrs mv’drwnrs
on J:mmue ‘,ampl [uJeseulemenf ay VOLsmage Ae J.a Frem(.ere
vatsse cm[tque le niveav o{e ;farce (?) Feure fr’e encore
Jcmmue . ,

Dans Le cas ov a rtgtJtre des suPPor‘[ euré'rre CI’IO&S([
pe[ [e on oL (enr un resu”a[ satlsfatwnripmnfde vueFraﬁfue
povr T=9" e['o(z,,_ klm (5—-4?)
voir courbes 2,3, 4) sur | f(jure(Y 7)

L csr [r‘es (m rran[ c!e JeFlacer‘ [es Paramefres Jamor-
rlsseur UU[OW‘ a(c ses leEUf‘S op[fma fs .

Sur fgurc(ﬂ' 3) son[ consfrm ,.es c-ourlves Jfl érce én

fonc[:on Je; quanh[cs cldmonrtssemen{



Sila rf'gz'Jf'fe/ 65[ oF[l'mam , ona Ld[m/r'z;e )

s | famor[l'fse men[effo/ofz'mum , 0N a [ acourde (1)

volr Couréeséf) e/—(z) Hj ¥ - 5)
n}aX?
j/
/s
4 7 .

/

é /
< . 0 /
mfh(mdxc/) \ o
e e 1 ,
| |
i
o7 935 Qafnm g5 2,_
Ta“e([—{) : . :
Caraclercs ff'?ug; ﬁ;ii:s gi‘iﬁfi';‘;‘er:”"’ valevrs oplimales
invarianfes 7 g
Dﬁ’ [ l'c! 1+ 4
dibgue Ak yiras M u
e it skt | Yis 4 u
FO!"CE @k, e 1+ 2 M Wi + 19 A H+2,/U)(3—z/(,{)

16



—F5

La f(guf'f (V’g) monrr‘e que L4 érce(c]) augme.v:[-eplus for-
[emenz’ Fo vr [35 amor/-t'ssemem/-s' 1'nér('eurs a léprt'mum que pour
Les va (eurs supert'eures 8[vc'ce versa povr [a”fyf'dd'[e/

l./ana[)/se a m:m[re’ que [émar(fssement oFrt'rﬂUm o’onne [.e,
tmintmum o/é'ﬂergie d('ssz‘f)e/e a’ans [;mor'['t'Sseur'.

L/a Van[a.gc c/e Z/amor[t'sseur 1/{'57!'/{(/)( f"eff'aje Aans Ze 7[;”{

vilne a’e]oeno/ pas dv a/e”se'7u.{'{t'}9rage c/u ro[or’ dans e a/omame

thae’a(re des vilesses . |

Dans le cas o | Iamor‘risse(/r visqueux ne peurpas élre wlilise
(Temfe'ra[ure ¢leve par exemple) on vlilise Les amorlisseurs
a ﬁ*o[{emen[ sec pour diminver Les amfll'[uo/eg avx v{[esse; crf'[!'?we;

Les/fr’o rt'e’te’es Fr'mcipales c{emrﬂor'[t'ssevrf& fﬁo[&menfﬂc Son[’:
[_a abé e (Je’fjen c{ance en[r‘e [a V!'[Csse 6[[6? /?w'ce Q/C/fo[[em(!n[

ce cfue'Per'mef J:;[t'lr'ser [a f‘formu/e c/e Cou[omé b s odN

X COefﬁ'c{eh( c{e ﬁ‘o[femen[

F/ N: force c/e /mﬁemenf e[ /:Jrcg hor'ma[e resfecrz'vemmf
d- r./ext‘sfance c;’ans [e s/r/s[eﬁme. c]u( U[-L'lt'se ies fromfmtn[f sec cje
chw( r’e/gt'mes.

Regc'me :A =l Ele menfs auverrs:cruc‘ onl La Fassi[va‘l(re’ Ju glr's—
§emem[ I”Ela[tfen[re Les SUrﬁ?CES fra[[an[—e s, Ce rc’gl'me ne /oeu[
pas Limiler Z,amFMuJe cJe v:’ém[c'on enresonance .

Regt'me: B_ Elemenls fermes s L'(ja abscence du g[r's:emen['
r‘eZaZ‘z'f (C.&,o/) 1a farce de fra”emen[ esf)o(usgrana/{ que[?%ﬁ

[mnsm[g Far fe_s p:'cce_s en chrac[,

(es Propm'e’[e/es nouvs Jonnfnf [a poss(!?r'[:'[e’ Je CAOZ'II')"



RELL
Les granafeurs cje farces agi'ssanref sur lémar/-r'sseur evoquees

des resonarice s dv sysfe‘me.

Daridnslre cas en/ao:an[ ! /é(:% Fas & %;p:%

o0 Fesl L,e/%rfapp[t'c]ue’ & chacun des amorlisseyrs.
[e; anaZ7ses onrmonfre’que s:"Ze Faramc"['re(D)esl’cfwr'ﬂf
t(’[ ?UE‘ D >D*: P: (5__ 19)

14— B*

0[5 ﬁ, = /r@yuence Pm/orc c/u sy;[-e'me $ans ﬂmorrt'ssemen[_

dans le S/stfxm& lll nydUr’d F&?S d€ }"*6/50)’16“’1(.'6 i

de (5»43) on Frem/ Bs qut donne Laplus gane Vd/ez/ra(e(DxJ
e tollelormil e derouie que >4 foujaurs.

Sop La f{jur’"e (_Y’ﬁ) gon[consrruz's 155 courées démﬂrﬁ#
de de e forl agt'ssan[surla fordalion povr (M=44 ;7= 0,1)
povr a(r'f%renfes valeors de D avec (P*: 1, f?)

De | ﬁ{gure (V’ﬁ) on com[d[e gue FOU/'(D>P*) L'Z
n’yaum pas de rdsonance

L/amor’rt‘sseur' c{ans ce cas fm Va!’[e a/ans deux re’g:'mes:
Re’gt’me 1_ [/amwf;'ss evr nclu dane Le o{f'a/aamn de s
vilesses g0 = B
Re/ﬁl'me &= [Iamorﬂ'sseur’ r'nc[u dans [ ;zuffﬂe a//'a/pasom
des vilesses.

L 2 ﬁr'gure (V~ 9) Ferme[o/e comprena/re_ [e Sens p};y—

S!’?U(’ 0195 efp/‘(.’/} U/es amorhsseur‘s a_;roﬁ—emc’rl[ SELS
Four le pa ramelre (D) el a4 r"r'gz'//'/_e’ 0/65 KUﬁ/Dor/}
(}(z) L'F fau chorsir le minimym possr’“a de (ﬂ, /(e,)
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BiuiograPhie :
e Vibrat[éns c!es machines rournanres el des slruclures. Roland
B‘Lgr-et. TeaLm’que el Documen[—afion :
Z“M,etkanical vibralions .Scl'naum's ou“ihe series.
B“Mac}lme Aesign .gchaum's ou“ine Series .
4 T“léor‘ie des \-/iLr‘at[ons ParTLmoslwenl(o.TraJucrion Berangerﬁ%
5- R\e'sis[ance des maleriaux V. Fe’oJoss[ev. Ech[L‘on de Moscou
6‘ Noﬁons C’e resis[ance c}es marerfaux .Guy VLHarchNED Alﬂer

7- Calcu[ cltmzren[(el e[ in[@ml. P‘Lsf(ounov. Eclifz'on o’e /V‘oscou.

8" /V\e”\oay lcomPuErowe w mechanice .]an gzme“er.
Btuioteka Nau‘(auw’a Inz)znicr‘a.

- FORTRANTZ . M. Dreyfus . CIRO. DUNOD

0= e s wiisi, 2l Lo LY

H - Ma“e’ma[ia‘ue pour llnfarmahque (Algor{”-umt'que numerzqw)
Co“ec[fonu . ArmanJ Co[m. -

42“ Hemen[s cfe calcu{ nume'rique .Eclirion MLF.MOSCOU.

13 ~ Ca'[alogue de furLomachines induslrielles HISPANO‘SUIZA .
Al = Catalogoe ALSTHOM-ATLANTIQUE . Division elechro -

melcam'que :

15 - M_a'rcriavx de CO!’]S[I’UC[(DH me'camque eté[ectr(que .Dunod ,
16~ BUBPAUMN B8 TEXHWUKE . CrIPABOYHUK 4980









