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RESUME

L’objet de ce travail est I'étude, dans le cas statique, du comportement
elastoplastique parfait des structures. Cette étude a nécessité tout d’abord 1’élaboration
d’un logiciel de calcul par éléments finis. Ce logiciel permet de résoudre un probleme
linéaire ou non linéaire de statique. Divers type d’algorithme ont €té considéré et une
stratégie de calcul a été élaboré en introduisant le modele de Drucker Prager.

Une application au comportement du sol sous une fondation superficielie rigide

constitue la deuxiéme partie de ce travail.

mots clés:

Elastoplasticité - Elasticité - Elément fini - Modele de Drucker Prager - Fondation -
Sol - Non-linéaire - Ecrouissage - Intégration - Rigidité - Comportement - Frottement -

Charge - Déplacement - Déformation - Cohésion - Mécanique des sols.
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Résumé

L’objet de ce travail est I’étude, dans le cas statique du comportement elastoplastique

des structures par la méthode des éléments finis.

Mots clés - Elastoplasticité — Elasticité — Elément fini — modéle de Drucker-Prager —
Frottement — Charge - Cohésion — Déformation.

Abstract

The subject of this study is the application of finite element method for studying in
static the elastoplastic behaviour of structures.

Key Words : Elastoplastic - Elastic - Finite element — Drucker Prager model — Stress-
Strain.
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CHAPITRE 1 Introduction genérale

INTRODUCTION GENERALE

La concept-ion des ouvrages et structures en génie civil implique généralement deux
processus : le premier est ["évaluation du champ de forces appliqué & la structure du matériau,
le second est la détermination de la réponse du matériau a ces champs. Le premier processus
nécessite une analyse des contraintes a I'intérieur des éléments de la structure. Le deuxiéme,
qhant a lui, il nécessite une connaissance des proprietés et du comportement des matériaux de

la structure.

Le sol, ce matériau complexe. qui sert non seulement de support pour les ouvrages
mais aussi de matériau de construction pour les routes et les barrages, a, depuis 1773, donné
naissance 4 une nouvelle science «la mécanique des sols ». Comparer avec les autres branches
de I'ingénieur, les propriétés du matériau en mécanique des sols doivent étre mesutées au lieu

d’etre specifiées par un fabriquant ou autre.

La relation linéaire entre contraintes et déformations dans les matériaux (sols)
idcalisés forme la base de la théorie mathématique d’élasticité. Cette hypothése trop
contraignante, a amené les chercheurs a proposer un comportement au dela de I’élasticité.

c’est a dire. la plasticité.

La théorie de la plasticité représente une extension nécessaire de la théorie
d*élasticite. Elle fournit une estimation plus réaliste des capacités de chargement des éléments
de la construction.

Coulomb en 1773 fut le premier a proposer un critéere de plasticité qui fut applique par
Porcelet (1840) et Rankine (1853) aux calculs de travaux de souténements. Tresca en 1864
publia les résultats de ses experiences sur les métaux et proposa un nouveau critére base sur la
constatation qu’un metal présente un comportement plastique quand la contrainte de
cisaillement atteint un seuil critique. Saint — Venant appliqua le critére de Tresca en 1870-
1872 pour étudier un tube sous torsion ou flexion et introduisit le concept du corps
parfaitement plastique pour ce probléme. En 1871 Lévy adoptant ce concept proposa des

relations tridimensionnelles entre contraintes et incréments de déformations plastiques :
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dZij = Sij . dA

ou 21 est le tenseur des déformations,
Sij le tenseur deviatorique des contraintes,

dA un scalaire

Les équation de levy ne trouvérent pas une large diffusion en dehofs de la France
jusqu’en 1913 ou von Mises les formula indépendamment. _ _

L’inconvénient des équations de Levy — Mises qui supposent un matériau fictif &
déformations élastiques nulles fut levé par Prandth en 1924 pour le probiéme plan et par

Reuss en 1930 pour le probléme tridimensionnel. Reuss écrivait :
dz; = Sij da

Ou Zpij est le tenseur des déformations piastiques.

Au début des années cinquante , garce a I’évancée des recherches théoriques, des
expérimentations en laboratoire et des méthodes d’analyse numérique, un nombre de
chercheurs se pencheront de fagon plus aigué sur le comportement elastoplastique des sols.
Prager publie en 1949 un plan général de travail pour les relations constitutives interminables
de plasticité. Il introduit les concepts de 1’écrouissage, la fonction de charge, 1a condition de
consistance. Hill en 1950 publia lui aussi «The mathematical theory of plasticity » ou il
introduisit I"hypothese du «travail maximal » et posa les bases d’une conception compléte de
la théorie de plasticité. Ses derniéres quarante années, une multitude de publication a paru sur
ce sujet, de nombreux modéles mathématiques ont été élaborés pour représenter le plus

fidelement possible le comportement des sols.

La méthode des éléments finis est ’'une des méthodes adaptées a I’étude du
comportement des sols. Elle s’applique aux probiémes stationnaires ou dépendant du temps,

linéaire ou non, a une, deux ou trois variables d’espaces indépendantes.
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Nous avons opté pour cette méthode vue les avantages qu’elle présente. En effet,

malgré la difficulté de sa programmation, cette méthode permet :

« La facilité de prendre en compte les conditions aux limites.

« La souplesse considérable dans le choix du maillage (éléments a formes et

dimensions variables)

La recherche entreprise ici s’organise en 3 parties (7 chapitres )
La premiére partie est une synthése bibliographique qui fait le point des

connaissances actuelles sur le comportement des sols.

Chapitre 2 : comportement élastique.
Chapitre 3 : comportement elastoplastique.

La deuxieme partie est la mise au point d’algorithmes de résolutions par la

methode des eléments finis des problémes linéaires et non linéaires.

Chapitre 4 : présentation de la MEF.
Chapitre 5 : méthodes des résolutions d’équations linéaires et non linéaires.

Chapitre 6 : Implémentation numérique des relations incrémentales de

Felastoplasticite

Chapitre 7 :présentation de I"organisation générale du programme

Enfin, la troisiéme partie présente un certain nombre d’application et de mises en

ceuvre du programme.

e
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CHAPITRE 11 Comportement élastique

COMPORTEMENT ELASTIQUE

1.1 Introduction :

Dans les problemes pratiques, on peut considérer les sols comme des massifs semis —
infinis ou finis a deux ou trois dimensions.

L’homme, mais aussi la nature, soumettent ces massifs a différentes sollicitations.
Parmi lesquelles on peut distinguer :
- Les forces massigues :
» Pesanteur,
» Poussée d’écoulement, ...
- Les charges surfaciques :
+ Ponctuelles,
« Reparties.

St ces efforts sont faibles ou modérés eu égard a fa résistance du sol. les déformations

du massif restent faibles. se stabilisent dans le temps et sont grossierement proportionnelles

aux forces appliquees. on peut considérer que le sol se comporte comme un solide élastique et
appliquer ia théorie de I"élasticité.

I1.2 Les relations contraintes-déformations en élasticité :

I1.2.1 Elasticité tridimensionnelle (cas général) :

Dans ce cas, la relation contrainte — déformation est donnée par la loi de Hook
generalisée . Celle-ci s™écrit {en notation matricielle) :

1= le]-[¢] L

*/ |a] est le tenseur contrainte.

ou

- -
O, v [ Oy 0-1 3 O3
[O'] = Tyx O-y z—yz = 0-2! 0-22 0-23
(IL.2)
T Ty Oy |05 O3 Oy

on peut aussi ecrire
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I R o | (1L.3)

ou : [G}S est le tenseur contrainte sphérique responsable de la dilatation volumique.

D : . . iy
et [G] " estle tenseur contrainte deviatorique responsable de ia scission et de écart des
contraintes normales par rapport 4 la contrainte moyenne.

[o]’ =P.[1] (IL4)
e [o°= [o]- PJ1} (IL5)
1 (0-11""0-22"'0'31)
avee P~ g(o-n' ) - 3 = et [I] la matrice unité,

Un élement du tenseur contrainte déviatorique [G]D est note “ Sy .

*/ {€] est le tenseur déformation .

— — . —

& & Bl | & 7al2 v./2
{6] = g}'x g\-‘ gvz = }/ Xy /2 gy }/ vz /2
’ (11.6)
. &y & (7.12 ¥, /2 g |
- -
€ € €
={én én ¢&n
831 832 533
on peut aussi ecrire comme le cas du tenseur contrainte ;
[e] = [+ [e]” (.7

: 3 . . . ' . . . Av
ou : [8]5 est le teneur de deformation sphérique responsable de la dilatation volumique —
“?

et [g]” est le tenseur deviatorique.

o =)

~ , (1L8)
D

¥}
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3 '[] ] avec [l la matrice unité, (1L9y

Av
o (e, )= — (IL.10)
Un €lément du tenseur deviatorigue est noté (& ).

*/ [C] est la matrice relation contrainte — déformation.

Pour un matériau isotrope, les constantes élastiques sont indépendantes des axes de
coordonneges, la matrice relation contrainte — déformation [C] s’écrit

( A+2u A 2 0 0 0]
T A+2u A 0 0

c]- e A*24 0 00 i
TS g 0 0
Svmétrigue T . u Q

ou Aetp sontles coefficients de Lamé, avec

__ b E
_(1+U) (1+20

4O 3

E : module de Young ,
v : coefficient de poisson ,
G :module de cisatllement.

H.2.2 Elasticité plane :

Quand les équations écrites précédemment (dans le cas tridimensionnel ) ne
dependent pas de I’une des trois dimensions, le probléme se réduit donc a deux dimensions,
ce cas est appelé «Elasticité plane ».

Les problemes d’élasticité plane sont placés en deux catégories :
+ Contraintes planes .
«  Deformations planes.

11.2.2.1 Contraintes planes :

Pour les solides minces avec un état de contrainte caractérisé par Oxy=Ovz=Cum=0 »
la relation contrainte — déformation s’écrit
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Q
<
S
&

Owi=7——=|Vv 1 0 SE |
1= v | . C am
o, 0 0 (-v)2]|e,
ou !
xx F l —_U O —[O-.\'I
w :_}5' -v 0 how '(11 13)
E .
Y o ] 0 0 %}_ Ty

I1.2.2.2 Déformations planes :

Pour un solide. dont la dimension suivant I’axe Z est trés grande, avec un état de
déformation caractérisé par £y, =&y, =€, =0,

la relation contrainte —déformation s’écrit -

(o (-v) o 0 -
7w 17 )](51 20y | ¢ (-v) 0 Nl g
T, FTON v 0 0 (- ZU% .~

Notons dans ce cas que la contrainte G, ; peut étre déterminée en fonction des autres
composantes :

& =0

iy

=0 =0, +0,)
L R o s
potss E B bl e

11.3 Invariants des tenseurs contraintes et déformations :

L’utilisation des invariants des tenseurs contraintes rend plus commode la
formulation d’un nombre de relations par la suite.
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Pour le tenseur contrainte [G] défini dans un repére orthonormé Mxvz, les invariants

sont;
[|=(Cji)=0n +Gn+033=06 +G, + G, (1L.16)
O Oy O O O Oy
[, = + +
i O3 O;  O3s; O Oz
o v c Ve J XY o Xz o X o xv
= o T + o o (IL17)
v zz O-zx O-z: by Vi
O-.t\’ O-xj- O-.'r: ~O-l] O_!'-’ O-H
/1 =10 . O-_n O-_wl - ‘O-ZI O T a5 {11.18)
O-,\': O-Z\ O-:: l ‘O-* O-_’n.'_’ 0-33

Ot le symbole * | | signifie déterminant.

Si le repére Mxyz est un repére principal. Soient G| , G2 | G3 ses contraintes
principales ordonnes dans "ordre décroissant ;>G> . Alors ses invariants s’écrivent

L=6,+t0;+ 03

[, =0).0:+ 67.03 + 63 Gy (11-19)
Ix =6y 6;0;

Pour le tenseur contrainte deviatorique [G]" défini dans un repére orthonormé Mxvz,

les invariants sont comme précédemment avec les notations "S;;" au lieu de "Gij" .

_S 22 32 : (11.20)
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Ses invariants sont :_

J1 =Sii .
=811+522+ 833 =Sx+ Sy +S7 (I1-21)
5 =% Sij_ .Sji (I1 .22)
l 2 2 2
— (S” +Szz +S +2 S]2 +2 Szg. +2 Si3 )
2

! (S\ +8v7 +8,7 42 S? +2 Syt +2 Sy )

[~J|

S,‘j. S, S : (I1-23)

3| —

Dans le repere principal précedent Mxyz, les contraintes principales du tenseur
dewatorlque sont Sy, Sy et Sz avec !

_20,-0,-0, -
§; = 3 L izj=k (11-24)

G; la contrainte principale du tenseur contrainte.

Ses invariant seront :

S
I

(Si” +S5° +847) (11-25)

o
{
e
W

ihe
wn

Pour les tenseurs déformations, on a exactement les mémes expressions pour les
invariants notés alors Iy , Ly , I3 et]; . I , I3 relatifs aux invariants respectifs [y _ I, [z et
I, T2, 03 avee Gy et Sjj respectivement €ijet € ij, au lieu des quantités principales o et
S; respectivement les déformations principales €; et €; relativement aux mémes axes.
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CHAPITRE Il Le comportement elastoplastique

LE COMPORTEMENT ELASTOPLASTIQUE

Pour pouvoir étudier les modeles élastoplastiques et les programmer par la méthode
des eléments finis, nous présenterons briévement dans les paragraphes suivants des
genéralités sur Iélastoplacité.

Un corps est dit avoir un comportement «élastoplastique » quant au-dela d’un certain
miveau de chargement il présente des déformations réversibles (élastiques) mais aussi des
deformations irréversibles (plastiques) et que ces déformations et contraintes obéissent a des
lois bien précises.

Le schéma élastoplastique pour le comportement des matériaux a été initialement
elaboré a partir des résultats expérimentaux relatifs au comportement des métaux. Les
domaines d’application de cette modélisation débordent maintenant ce cadre puisque 1’on
résout des problemes d’élastoplacité pour des applications tant en mécanique des sols qu’en
calcul des structures.

Ce schéma de comportement exclut tout effet de vieillissement, de viscosité du

matériau et du parameétre temps, il s’appuie sur les deux concepts fondamentaux suivants

¢ Le critére de plasticité, qui généralise la notion du seuil de plasticité mise en évidence

dans les expériences de soilicitations uniaxiales.

¢ La regle d’écoulement plastique, qui définit dans le cas des sollicitations multiaxiales, la

fagon dont évolue la déformation plastique.

II1.1 Le schéma élastoplastique et I’expérience de traction simple :
Considérons une sollicitation uniaxiale sur un corps ayant un comportement
elastoplastique ecrouissable (fig I11.1). L’effet du temps est supposé négligeable.
Le comportement du matériau jusqu’au point A est élastique linéaire. En déchargeant,

on revient au point de départ O ; toutes les déformations sont réversibles. En continuant le

chargement, des déformations irréversibles(dites déformations plastique €F) apparaissent..

r . , . . . 54 .
Dans ce cas, la déformation totale est la somme des déformations élastique € et plastique g7

1o
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e = ¢ +g°F
Le point A, au-dela duquel on a des déformations plastiques est le seuil de plasticité

initial. Le point B est le seuil de plasticité actuel.

Cette €lévation du seuil de plasticité s appelle : I'écrouissage.

G

Figlll.1 Déformations réversible et irréversible

I11.2 Surface de charge :

D’une fagon plus geénérale et pour le cas de la-sollicitation multiaxiale, le seuil de

plasticite est remplacé par une fonction scalaire f qu’on peut écrire en général sous la forme :

ffC]‘j,R)=O . (I1L.1)
Avec :
| G | tenseur des contraintes,

R : 'ensembie des parametres «cachés » ou «d’écrouissage »

11
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Les parametres d’écrouissage sont des fonctions déformations plastiques.

Sy

_ domaine
élastique

Fig 111.2 Surface de charge.

La fonction £=0 est représentée, dans [’espace des contraintes, par une surface dite
« surface de charge ». f est appelée fonction de charge ou encore fonction d’écoulement .

Pour f <0, on est dans le domaine d’élasticité et les déformations sont uniquement
¢lastiques .

Pour f= 0, les déformations élastiques peuvent étre éventuellement accompagnées de
deformations plastiques.

f> 0, est un état de contraintes physiquement impossible.

Quand D'expression de la surface de charge ne contient pas de paramétres

d’écrouissage, la plasticite est dite parfaite.

HI.3 Cas de chargement ou de déchargement :

Pour un €tat de contrainte Gy ; tel que fo ij ,R)=0, ou peut avoir deux cas possibies :
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7 eas :
f (o- iR )= 0 (I1L.2a)
of \o ., Rej
S ( . -do, < 0 (FIL2b)

Ceci est le cas de la décharge, c’est a dire que doy; est dirigé vers Iintérieur du

domaine d’é€lasticite actuelle. Donc la variation de déformation est purement élastique.

(~1
degi =de7y

dGy; chargement

/

doij dechargement

Elasticité
<0

=0

Fig II1.3 Cas de chargement et de déchargement.
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ene
£ cas

g d (cr i 2 R )z 0 (I11.3b)
0f . R -do , 2 0 (I1.3¢)
L 0o i /

L équation (I11.3b} est la condition de consistance ou équation de compatibilité.

Dans ce cas I'incrément de contrainte dgj; est dirigé vers I’intérieur du domaine
d’¢lasticité actuel, et il v’a apparition des déformations plastiques.
La variation des deformations est due d’une part a la variation des déformations

clastiques et d’autre part 4 la variation des déformations plastiques

dey =de 5+ de Py (IT1-4)

of

On remarque que le signe de oo do i determine le cas de charge ou
: Ly

de décharge et par conséquent I'existence de déformation plastique.

of ,
Quand —— - do g = 0. dojj se trouve dans le plan tangent a la surface de
o

If

charge(chargement neutre).

IT1. 4 Potentiel Plastique. Régle d’écoulement :
Soit de pj_j Uincrément de deformation piastique correspondant a un état de contrainte

Gij , de fagon générale, I’équation d’écoulement plastique ou régle d’écoulement peut s’écrire

sous la forme :

14
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oelo,.R)
de’y =dA- —~a—o_—f— | | (TI1.5)

ou :
g est le potentiel plastique ,

dA est le multiplicateur de plasticité(scalaire).

cg

- definit les directions de déformations plastiques, celies-ci étant normales a
oo,

le

la surface g(g;, R) =

Le potentiel plastique est dit associé quand la surface de charge et le potentiel
plastique sont définis par la méme équation (f = ¢). On dit alors que le matériau satisfait la
condition de normalité. Pour un matériau qui obéit au principe du travail maximal (Hill,
1950), la surface de charge est convexe, et les déformations plastiques sont dirigées suivant la

normale exterieure a la surface de charge :
de’y = ALY )
i —

15 O’U

Pour les matériaux non standards, I’équation du potentiel plastique est différente de

celle de la surface de charge et le potentiel plastique est dit non associe.
HILS Multiplicateur de plasticité dA,modéle d’écrouissage h :
L équation de comptabilité (111 3b) peut étre détaillée de la maniére suivante

oo™
do- + 9 -dR=10 '
L@RJ (111.6)

F\

d’ou :

—
A
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T
% -doy; = —% -dR ' (TIL7)
En posant ; |
%'dR: ~di-Ho,; R) (a8
Ou obtient -
oy
dl = —:l— % -do; - (IIL9)

h est appelé le module d’écrouissage,
dA = 0 : est le multiplicateur de plasticité.
dA=0 si doj; est contenu dans le plan tangent & la surface de charge (chargement

neutre). Cefte condition est nécessaire pour assurer le passage continu des déformations
plastiques aux déformations élastiques . .
En utilisant les équations (II1.5) et (II1.8), écoulement est défim de la maniére

sulvante ;

7 o afi,-j rac; (IT1.10)

T
dﬂ-h:mg-d}?:—g'@- R -dEy (HL11)
CR cR ok \ O’y -

16
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En tenant compte de I’équation {II1.5) :

o R (kY &g
oR ok \de’,

' (111.12)
80}.}.

Dans le cas de la plasticité parfaite, { est seulement fonction de Gjj et par conséquent

_ﬁ; —h=0.
En tenant compte de I’équation (I11.12) et de la définition du tenseur d’élasticité Ci;
dojj = Cy; . de’ (T11.13)

On peut obtenir une autre équation pour dA car ’équation (I11.4) s’écrit

doy; =C; de;j— Cy.de?; (I11.14)

Ou encore , en tenant compte de I"équation (111.7)

T T 4
A -do, = g -G, de, — g 'Q;-'dé“ov:—g'dR (LIS
da, " \egy) 77 \agy) oR -

En combinant les équations (IIF.15) , (II1.8) et (1I1.5) ,on obtient :

= C,-de,
di=— "%
- of T ( 5 (11L.16)
he| T c, 18
oo, Lé’o*ij

L6 Ecrouissage :

Soit ©j; situe sur la surface de charge, { (G;;,R)=0 (Point A sur la fig (IIL4)).

L’accroissement infiniment petit de contrainte tel que :

o

——~d0'i.j>0

0o,

provoque des déformations plastiques.

17
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/'—F surface de charge actuelle

>,

f (O‘ ij, R ) =0
Surface de charge initiale.
G3

Fig. IIL4 Ecrouissage.

L’évolution des deformations plastiques dans le cas des matériaux écrouissables
conduit a un changement de limite élastique (dit écrouissage). La surface de charge se dilate
et se déplace au fur et a mesure que se développe I’écrouissage.

A ce propos, divers modéles ont été proposés pour le phénomene d’écrouissage et
nous citons ici les deux tendances principales :

(1) Celle de la théorie d’écrouissage «isotrope » qut admet que dans
le domaine ¢lastique intérieur a la surface de charge se transforme par
homothétie de centre O pendant |’écrouissage (fig I111.5) .

(2) Et celle de la théorie de 1’écrouissage cinématique qui propose

que le domaine élastique se translate dans |’espace des contraintes (fig 111.6).

18
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Gz A G2 4

| jal
ﬁ . / o
Za

Figlil.5 Modéle d’écrouissage isotrope. Fig H1.6 Modéle d’écrouissage
cinematique.

Notons enfin que la tendance aujourd’hui est une combinaison des deux theéories pour
creer un modele ** anisotrope cinématique” .

L’allure de la courbe (G- €) donnée dans la figure (IT-1) est valable pour un
ecrouissage positif ( h > 0), il y a des matériaux qui, sous un certain chemin de sollicitation,
et au-dela d’un certain pic, présentent un ramoilissement ou écrouissage négatif (h < 0 )

o
: -do. ) o )
(fig. HL7). Dans ce cas le signe de  ~ i ne suffit plus pour déterminer si on est en

OO-{}'

charge ou en décharge.

S fo-ee-- D

FiglIL.7 Courbe (0-g) avec écrouissage négatif,
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Le matériau pour lequel on ne peut jamais dépasser le premier seuil de plasticité (pas

d’écrouissage, h= 0), donc pour lequel avec une contrainte Go, on peut avoir ’allongement

illimité, est dit parfaitement plastique (Fig IIT.8).

Go A B

Fig I11.8 Matériau ¢élastique parfaitement plastique.
1.7 Déformation totale. Matrice de Rigidité Elastoplastique :

L’équation d’écoulement peut étre écrite sous la forme -

dg”g:a-dxl-—a-‘i

(IIL.17a)
60‘0.
J =0
a=1pourd df=0
Ta‘f—-a’o;.f. =0
0Gy )
a=0, Sinon (111.17b)

L’equation (II1.14), en tenant compte des équations (1IL16) et (111.17), s’écrit ators -
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T
if ) ij
do. =C.de 0\
Gy =4y ag;—«& T i
(11L.18)
do,) = oo
En posant :
;
c. B9 | ¢
i i
Cp O.U ao_‘]
j = T
o ' (I11.19a)
hd{i .C, - g | -
do, do,
og
, P —di.-C .25
oa: Cli-de; =di-C, 30, : (IIL19b)
on frouve ;
_ (e
dO'U. =C%; -dSU. (I1L.20)
C® ij €tant la matrice de rigidité elastoplastique :
C?y = C,—a-Ch% (111.21)
L equation (111 20) est équivalente a :
€ -1 ,
de, = (C Pg) -do, ([11.22)
avec |
- T
o) =y 2 2 [ -
i) =\&y) v . (111.23)
| h do,; | do,

II1.8 Critéres classiques de plasticité.

Plusieurs critéres de plasticité parfaite ont été initialement développés pour les métaux, et

ont ensuite été utilisés pour les sols, notamment en tant que critéres de rupture.




CHAPITRE 11 Le comportement elastoplastique

a) Critére de Coulomb :
Coulomb proposa en 1773 le premier critére de plasticité en mécanique des sols, et ce

dernier est encore maintenant trés utilisé. It se compose de deux droites dans le plan de Mohr
( T,0) (fig.111.9).L équation de ces droites est :

f(o)=0,- 063 (6,+063) sin ¢ + 2C.cos =0 (111.24)
ou: Gy, 03 sontlescontraintes principales extrémes,

P, i’angle de frottement, et C la cohésion.

TN
f (o)

/\I%C G2 ) 1 IS

fio)
Fig II1.9 Critére de coulomb

Dans I'espace des contraintes G| G2 O3, la surface définie par la fonction de charge
est une pyramide de base hexagonale et d’axe ;= ;=03 (fig II1.10a) et (Fig 11 10b)

G
NG M

o)) O3

T Fig H1.10b Section de la pyramide de

Fig HI.10a Critére de Coulomb dans I"espace. de Coulomb par plan = (plan

d’équation 61+G,+63=0)

b
ta
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b) Critére de Tresca :
Tresca (1864), apres des essais sur du plomb, conclut que la plastification arrive quand

la contrainte tangentielle maximale atteint une certaine limite. On peut écrire donc

floFoi-63-2k=0 (111.25)

ou: Op>02>073 etk une constante ( cohésion dans le cas d’un sol ).

Remarquons que la contrainte principale intermediaire ne joue aucun role comme dans
le critére de coulomb.

Dans I’espace G| G> Gz, la surface définie par la fonction de charge est un prisme

paralléle a F’axe (1,1,1) a base hexagonale réguliere (fig 111 11a et fig T11.11b).

G
//
Gs
G2
Fig lil.11a Représentation du critére Fig IT1.11b Section du prisme
de Tresca dans I’espace G| Gy O3, par le plan 7T (Gy+ G2+ G5 = 0).

C) Critére de Mohr :
Mohr (1900) propose une généralisation des critéres de coulomb et de tresca sous la

forme :
Fo)=01-03-g(01t03)=0 (111.26)
QOu:

G1 2 G2 2 GC3 et g une fonction a déterminer expérimentalement.

8%
.t
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L’¢quation (I11.26) d’€crit dans le plan (O, T) deux courbes dites courbes intrinséques

du matériau, symetriques par rapport a I’axe des ¢ (fig II1.12) et qui sont tangentielles aux

cercles de Mohr,
T4

< (53/ | O 7

Fig 11112 Courbes intrinséques de Maohr.

d) critére de von Mises :
pour tenir compte de la contrainte intermédiaire, von Mises{1913)proposa que la
plastification ne commence que quand le deuxieme invariant du tenseur deviatorique (J»)

atteint une valeur limite, c’est a dire :

floy=J-k =0 (111.272a)
ou
i
= 5 Sij - Sij
o1V
f(o) =é l(o -52)° H(02-G3)" + (03-01)° ]- K'=0 (I11.27b)
ou encore

fio) = % [(o- 60> +(oy - 607 +(o, -6 ] + (T + T + T} —k* =0,

(11L.27¢)

24
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ou k est une constante. On peut remarquer facilement que dans le cas du cisaillement
simple plan (¢, = -63,63=0),0na:
L=o’=k (TIL.27d)
Donc la constante k représente la contrainte maximale admissible en cisaillement simple.
Dans I'espace G O3 O3, la surface définie par la fonction de charge est un cylindre
de révolution parallele & Paxe (1, 1, 1). Sa section, dans le plan 7T (G1+ G2+63 = 0 ), est un

cercle de rayon k2 (fig 111.13a et fig I111.13b).

G
A
O = G = Gy
G3
02 Gy
o2
Fig II1.13a Représentation du critére
de Von Mises dans |’espace 66203 . Fig 111.13b Section du cylindre par plan

TC(01+0'2+0'3=0).

HIL.9 Modéle de drucker-Prager :

Drucker et Prager(1952) ont présenté un critére qui prend en compte le premier invariant
du tenseur des contraintes(l;) et le deuxiéme invariant du tenseur deviatorique des

contraintes(J2). Sa fonction de charge est donnée par I’expression
fe)=V1 +al - k=0 (111.28a)

ou . o une constante physique déterminée expérimentalement ,

k la contrainte maximale admissible en cisaillement simple (a = 0).

t~3
h
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La surface representatrice du critére dans 1’espacesG,;G3 est un cone de sommet situé
sur la droite 6;=6,=G3. Ce cOne dégénére en cylindre st o = 0 (cas d’un critére deVonMises).

G] \

T Gs

G2

Fig H1.14a Critére de Druker Prager dans ’espace G663 .

Notons que pour certaines valeurs de « et k , le critére Drucker-Prager devient tangent

intérieurement ou extérieurement au critére de Coulomb (fig I .14b),

63 <0 4 Critére de coulomb.

Rc : la résistance
a la compression simple. Critére de Druker-prager
exterieur.
Critére de Druker — parger

Inténeur.

Fig TI1.14b
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CHAPITRE 111

1) Critere de Drucker-Parger tangent intérieurement au critére de Coulomb
L’écriture des conditions géométriques améne entre les parametres des critéres les

relations suivantes :

tg(p) po 3C
- (111.28h)

:\/9+12fg2(¢)’ V9 +12ig% (p)

2) Critére de Drucker-Parger circonscrit au critére de Coulomb :

3 sin((o) i 2C- Cos((p)
- (111.28¢)

NN

3) Critére « intermédiaire » :

2Sin(p) L 6C Cos ()

B J3- G+ Sm(go)): - V3 (3+ Sin{p))

(111.28d)

l1.9.1 Formulation de la matrice de rigidité elastoplastique :

Pour ce modéle, on a les relations suivantes :

g oo af ¥ o, ‘
oo, &l o, 0\/- oo a] 50 (111.29)

o
ﬂ Q'Q,-sz !,:J—'S;; | (111.30)

aveco |

d;; est le delta de Kronecker,
S;i est le tenseur deviatorique de contrantes

En remplagant (111.30) dans (111.16),0n trouve :

( . +3Ka - deM
/5 /
(11.31)
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avec !
E —
K =
3(1-2v)
L. E
2(1+v)

Pour un matériau isotrope et dans le cas de déformation plane, On peut écrire en forme

matricielle :

do, |
d' de,
o2
=lerde,
d% d'
do, Y
avec:  dyy =2dew
En tenant compte de (111.21) :
€T =CTHCT]
ou
- ,
K+iG K~£G 0
3 3
2 4
K-—GCG K+—G 0
lc]= 3 3
0 0
2 2
K-=G K-=¢G
L 3 3 J
H' HH, HH,
kq: -1 \H,H, H, H,H,
G+9Ke® \HH, HH, H/
*H4H1 H2H4 H4H3__
et

H, = 3Ka+£Sx, H, = 3Ka+—678y

A

H=—r_,

7 ‘x
v/

H, =

Mh+éii
VY2

(I1L.32)

(1LL.33)

(TT1.34)

(111.352)

(L1L35b)



Me h@@l@ des éléments
| finis



CHAPITRE 1V : Meéthode des éléments finis

METHODE DES ELEMENTS FINIS

La méthode des eiéments finis est une méthode numérique matricielle, basée sur une
Discretisation de la structure a étudier en vue de traiter entre autres les problémes de champs
de contraintes et de déformations. Congue au départ comme la formulation matricielle des
deux methodes de base en calcul des structures (la méthode des forces et la méthode des
deplacements), la methode des €léments finis présente en fait une similitude avec les procédés
classiques d’analyse basés sur des principes variationnels (Méthodes Rayleigh , Ritz et
Galerkin). '

Ses extensions multiples, depuis le domaine linéaire, tant statique que dynamique,
jusqu’aux probiémes d’instabilité et de piasticité en font aujourd’hui un des outils les pius
puissants dont dispose I'ingénieur pour la résolution des structures complexes et en particulier

pour les études de mecaniques des sols et des roches.

1V.1 HISTORIQUE :

Depuis une cinquantaine d’années, la mécanique des structures permet I’analyse des
assemblages de barres et de poutres .

Le comportement de chaque élément est représenté par une matrice de rigidité
elementaire grace aux hypothéses de la ROM.

L apparition des ordinateurs entraine un développement rapide de la mécanique des
structures entre 1950-1960.

Le concept d’élément fini est introduit par Furner, Clough ,Martin et Topp en 1956 .

Dés 1960, la MEF subit un essor rapide dans plusieurs directions :

. Reformulation de la méthode a partir de considérations energitiques et
variationnelles sous la forme des résidus pondérés.

. Creation d’éléments de haute précision (éléments a cotés curvilignes ou
isoparametriques )

. Utlisation de la MEF dans de nouveaux domaines.

. Construction d’une base mathématique de la MEF a partir de L’analyse

fonctionnelle.

29
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1V.2 Différentes formulations de la MEF :
IV.2.1 Approximation nodale :

Un modéle mathématique d’un systeme physique fait intervenir plusieurs variables ou
fonctions dites : exactes U.(X). Celle-ci sont représentées par des fonctions «approchées »

U(X) , telles que la différence :
e(X)=UX)-U,(X) av.1)

soit assez «petite» pour I’objectif vise .

Pour construire cette fonction approchée. il faut

- Choisir un ensemble fini de fonctions dépendant de n parametres a; -
U(X, aj,a, ......a,) .

- Determiner les parametres a; pour satistaire la condition (1V.1) .

Si la fonction approchée U est lincaire en a;
U(X)= 2 P(X) & =<P>{a) (v
avec P;(X) sont des fonctions connues linéairement indépendantes.
Nous pouvons choisir comme parameétres a; , les valeurs de la fonction U en n

points appelés neeuds de coordonnees x;. xa.. x;, . Si on impose que la fonction approchee

U coincide avec la fonction exacte U, en ces nceuds

UX)=UxX)=]

i

La fonction approchée (1V.2) s’écrit alors

UX)= iN(AjQ =<N>{U} (1V.3)

U; . parametres nodaux ou variables nodales de I’approximation .

Ny(X) : fonctions d’interpolation.

La relation (IV.3) définit une approximation nodale.

30
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IV.2.2 Approximation par éléments finis :

Lorsque le nombre n de nceuds et donc de paramétres U; devient important et

lorsque le domaine V a une forme complexe et si en plus la fonction U(X) doit satisfaire des
conditions aux limites sur la frontiere de V,la methode d’approximation nodales par sous-
domaines simplifie la construction de U(x) et s’adapte mieux au calcut sur ordinateur.

Elle consiste a :
- Identifier un ensemble de sous-domaines V°© du domaine V;
- Définir sur chaque élément U°(X) de fagon a ce que :
* L’approximation nodale sur chaque sous - domaine V° ne fait intervenir que les
variables nodales attachées a des nceuds situés sur V° et sur sa frontiére.
* Les fonctions approchées U°(X) sur chaque sous — domaine V* sont construites de

maniére a étre continues sur V° et elles satisfont les conditions de continuité entre les
différents sous — domaines.

On admet que la théorie des milieux continues est applicable a chaque élément.

L’ approximation par éléments finis présente deux aspects distincts

. Définition analytique de la géométrie des éléments.

. Construction des fonctions d’interpolation pour chaque €lément .

ki

Fig. IV Discrétisation du domaine V
(6 éléments et 12 nceuds).
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IV.2.3 Définition de la géométrie des éléments :

Les €léments sont déterminés par un certain nombre de points (nceuds) n , ces nceuds

sont appelés neeuds géométriques . si # =# 1’élément est dit isoparamétrique.

1V.2.3.1 Quelques formes classiques des éléments:

Elément 2 une dimension

Linéaire (2) / Quadratique (3) //

Elément A deux dimensions

Eléments triangulaires Eléments quadrilatéraux
Lineaire :(3) Quadratique :(6) Linéaire :(4) Quadratique
Elément a Trois dimensions
Eléments Triadriques Eléments hexaédriques

/!
/] L

Linéaire (8) Quadratique (20}

Fig 1V.2 Forme de quelques éléments classiques .

1V 2.3.2 Elément de référence

L’élément de référence V© est un élément de forme trés simpie, repéré dans un repére
s . . . fy . - ] .
de référence , qui peut étre transformé en chaque élément réel V~ par une transformation

géomeétrique T".
Par exemple dans le cas d’un triangle :
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T
N Y
n | X
3 1 — Xj :
0,1 2—>X; X;
377 X, Xy
V' -
1 2 ~
>
0.0 1.0 £ X
Elément de reférence Elément reel
§=<§;n> . X=<x.,y>

Fig IV.3 Transformation de I’él€ment réel .

La transformation T° définit les coordonnées X° de chaque point de I’élément réel &
partir des coordonnées é du point correspondant de I’élement de référence .
TE oy X=XE)
La transformation T° dépend de la forme et de la position de I’élément féel, donc des

coordonnées des nceuds géométriques qui le définissent 11 v a donc une transformation T
différente pour chaque élément réel : |
T8 ——» X =X(E Xi Xj, Xkeoeon Xn)
out (Xi_ Xjs Xicsev - Xp) sont ies coordonnées des nceuds géométriques qui appartiennent
alélément e
Chaque transformation T° est choisie de maniére a présenter les propriétés.
sutvantes

« T°: est bijective en tout point & situe sur I’élément de référence ou sur sa

frontiere |
+ Les nceuds géométriques de I’élément de référence correspondent aux

nceuds géométrigues de ’élément réel.

[
Lo
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Nous utiliserons une transformation T linéaire par rapport aux coordonnées {X,} des
nceuds géométriques de I’élément réel V°

r:.&—> X(§)=If_v(§)J{Xn}

(1V.4)
Exemple : la forme de référence a deux dimensions d’un élément carré quadratique a
8 nceuds : N
N
(-L.1) (0,1)

1.1)

o]

(1,0)

——@ ~

BN |
(LD . +(0.1) (+1.1)

Y

[

Fig IV.4 Elément de référence .

Cet élément de référence est défini comme suit -
d1<E < '
-l

1V.2.4 Approximation sur un élément de référence :

Nous choisissons sur le domaine V un ensemble de n nceuds d’interpolation de
coordonnees X;:1=1,n , confondus ou non avec les nceuds géométriques.

Sur chaque élément V° | utilisons une approximation de tvpe (IV.3):

U (X)~ U(X) =< N(x)>{U )

et sur un ¢lement de référence on obtient :

U (&)=UE)=[ME)U, }

(JV.5)
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avec :

(@)= VW, )
U, )= NE MW, )

N(é,-):{? A

si J=i

(IV.6)

ou;

Ui = U(’x (51 )

Alors :

<PE)>
®

U,}= {a}

| < P(f,,)%

= . }=[r] {a} (IV.7)

{a}=[P, ] {U,) (IV.8)

U(E)=<P(£)>.{a} (IV.9)

on substituant 1’équation (IV_8) dans ’équation (IV.9) on trouve :

U(E)=<P(E)>. [Py 1. (UL (IV.10)
comportant (1V.5) avec (1V.10) , on obtient :

<N(E)>=<PE>[ P, | (av.1n)

Donc, on conclusion, pour construire les fonctions d’interpolation il faut poursuivre
les €tapes suivantes : '

1- Choisir la base polynomiale : <P(&)>.

2- Evaluer la matrice | P, =1 Pj (a i )] =1,n .J=1.n.
3- Caleuler [ P, ]-l .

4- Calculer :<<N(&)> suivant la relation.
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IV .3 Formulation intégrale :

Le but de la méthode des éléments finis est sur la base de la discretisation du milieu en
eléments finis et sur la base de certaines approximations ou formulations pour le champ des
déplacements, de transformer un systéme d’équations integro-differentielles en un systéme

d’équations aigébriques.

Lutilisation de la méthode des résidus pondérés appliqués aux systémes d’équations
aux dérivées partielles permet la construction de formes intégrales‘,ou d’une fonction dont la
premiére variation est la forme intégrale elle-méme Leur Discrétisation par éléments finis
aboutit a la définition des termes de la matrice de rigidité [K] et permet ainsi de créer un

systéme d’équations algébriques.

Une autre approche souvent utilisée en mécanique des solides s appuie sur les
principes variationnels de la mdécanique et permet d’aboutir a une formulation identique.
Geénéralement, on utilise le plus souvent le principe des travaux virtuels ou ’utilisation du
principe du travail complémentaire. L’utilisation du principe des travaux virtuels nous

raméne a une forme intégrale directement.

IV 3.1 Formulation matricielle et Discrétisation :

En meécanique des sols, d’aprés 'hypothése de la continuité, la discretisation de la

forme matricielle obtenue est atteinte a ’aide du schéma suivant : (fig 1V 5)
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Systemes physiques stationnaires

‘ (linéaire ou non linéaire) =

Systémes continus

Equation d’équilibre statique j
(systéme d’équations aux dérivées partielles)
oij.i +1=0

Systémes discrets

Construction de la forme intégrale (W)

Avec la méthode de résidu pondere - 4

W={¥ ( Gii+ H)=R(U) =0 : Equation d’equilibre statique
(systeme d’équations algébriques)

'V est une fonction de pondération. [ KU = {F}

R (U) est le résidu..

Choix de \¥ en utilisant la méthode de GALERKINE |
W=03U avec :W(U)=98x =90
Om variation d’une fonctionnelle. Dans ce cas, la :

fonctionnelle représente I’énergie potentielle totale du ‘
systeme (principe de stationnarité).

Approximation de U par élément fini

Y L 4

Forme intégrale discritisee . ‘ ) . P
= Solution du systéme d’équations algébriques
LK J{Un} = {F} | > — -

Fig 1V.5 Démarche de discrétisation d’un systéme continu.



CHAPITRE IV Methode des éléments finis

IV.3.2 Analyse locale et calcul de la matrice de rigidité
élémentaire ;

Le déplacement en un point M quelconque de I’élément est déterminé de fagon unique
en fonction des déplacements des nceuds

vm)), =[vfsu},
avec: [N] la matrice des fonctions d’interpolation.
Si nous nous plagons dans I’hvpothese é]as'rique,{s}c s'exprime en fonction du

déplacement { U}, par I’intermédiaire d’un operateur différentiel linéaire [L]:

te}. =[LlisU}

avec .
- 7
i o0
éx A
0 Z 0
oy
0 0 ;
bl=fio 1o %
2 6x 2 dy
o L 14
2 0y 2 0z
Lo, i
2 Cx 2 ¢z |
{et=[L1v [ou}
Posons :

(1V.12)

comme les contraintes sont reliées lineairement aux déformations
{o}=Dlfe} (IV13)

avec: [ D] la matrice d’élasticité .
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En utilisant le principe des travaux virtuels sous la forme de théoréme de I’énergie
potentielle , c’est adire: -  W;-W,=0, quel que soit le déplacement su admissible

autour de I’ équilibre,

% fle)

ou en tenant compte des relations (IV. 12) et (IV.13) précédentes ,
W, =3 Jlou) (8] [DJB)av).

La matrice [ k ]. définie par :

I " [Dl[Blav

I

est appelee la matrice de rigidité de I"élément

il vient alors :

~ UYL K] 4o,

Lnergie des forces extérieures d’un élément :

L énergie d’origine extérieure d’un élément provient soit des forces de volume soit des
forces de surface. En élasticité, a partir d’un état naturel sans contrainte ni déformation

initiale. elle s’écrit :

el
h=
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IV 3.3 Analyse globale et assemblage :

Les n €léments finis étudies en analyse locale sont assemblés de fagon a reconstituer la

structure. L.’énergie de déformation et I’énergie des forces extérieures de la structure sont :

Si {OU}désigne le vecteur représentant le déplacement global aux nceuds de la

structure, on peut passer de{dU}, , vecteur déplacement local, a {8U} par Iintermédiaire

d’une matrice booiéenne :
{0V}, =[1]. o}

L’énergié potentielle peut alors s’exprimer :
1
0= o) [klov)-{FY (o)
Oulon a posé
(k1= 1L Ik ]
matrice de rigidité globale de la structure.

(F=3 1] {F)

e=1
vecteur chargement aux noeuds de la structure la position de la structure ainsi discretisée est

donnée par resolution du systéme obtenu en rendant 1’énergie potentielle totale extrémale par

rapport aux composantes de K |[{6U }= {F 13

40
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METHODES NUMERIQUES

La mise en ceuvre effective de la méthode des éléments finis décrite dans le chapitre
precedent necessite |utilisation de méthodes numeériques variées pour construire les matrices

¢lémentaires et résoudre les systémes d’équations algébriques qui en résultent.

Systeme
physique

Probleme Probleme
Non linéaire. i linéaire

Resolution de svstemes

. [tération.
non lingeaires.

Resolution d’un probieme
lineaire.

Construction de

[(kI.{f}.......

|
i
1
!
1
1
1
!
!
1
r
1
:
! . ..
» { Integration numerique.
'
!
)
1
1
)
)
1
1
1
]
1
1
1
3

Assemblage

. . . !
Résolution de svstéemes }
Numeriques. ' ;

Fig.V.1 Meéthodes numériques utilisées dans la méthode des
éiéments finis.

V.1 Intégration Numérique :
Dans la méthodes des éléments finis, la matrice élémentaire [ k ] et le vecteur des
sollicitations €lémentaires {f | s’expriment sous forme d’intégrales & une, deux, ou trois

dimensions, définies sur I’élément réel V° :
?
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[k]= .[ [Bs]" [D][B]" dv

(3= [ NI, dv + f (N fs ds

5%

(V.1a)

Sur I’élément de référence, ces intégrales deviennent :

el ] @O DCE e ide a2 v
(3

ou :

| mventdeaceyavi+ [ vzt ds

~ (V.1b)
V' est le volume de I’élément de référence.
S 't est la partie de la frontiére de ’élément de surface sur la quelle est appliquée la
sollicitation fi. '

£ représente les coordonnées  sur le contour S "
ds=J, ds;.ds;.

[J] est la matrice jacobienne de la transformation géométrique.
Soit encore

[k1=[,, [k ]dv’

1} J‘, (o) dvi+ .[ (f's)ds. (V.2)
. S i

[k T=[Ba( £)]7[D ()] [B ()] det (J( £)).

(P4 ={N (£ )1, det (J(£)).

WA=INCEO &

Les termes de [kt], f f*‘.-}, et {fs*} sont des polynémes ou des fractions rationnelles

compliquées. Leur intégrations explicite n’est facile que s’ils sont constitués de termes
polynomiaux.

Il est en général préférable d’utiliser une intégration numérique de (V .2) de la
forme :
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[k]=§ Wi [k ( &9

Iz

(£} = Zl Wi (% (€5

i=
o : & soit les coordonnées des r points d’intégration.

Wi Soit les coefficients de pondération (ou poids) correspondants.

V.1.1 Intégration numérique a une dimension :
V.1.1.1 Méthode de Gauss :

La méthode de Gauss est une méthode d ‘intégration numérique trés utilisée dans la
quelle les r coeflicients Wi et les r abscisses  sont détermines de maniére a intégrer

exactement des polynomes d’ordre m < 2r-1,

Remplagons I’intégrale d’une fonction polynomiale Y(£ ) par une combinaison

lin€aire de ses valeurs aux points d’intégration

L Y(S)dE =W YE D+ W2 Y(&) + AW Y (&) 1.+ W Y(E )

= ; Wi Y(&5) . (V.3)

Déterminons les 2r coefficients de maniére a ce que (V-3) soit vérifiée exactement pour
' - . ; 2r-1
le polynome suivant : Y(&)=a, + @& +.+.. ... ay &

Portant cette expression dans (V-3) :

|
L =Y(E)dE=g L dE+ ... +ay L grldeg
=a (WitWot AW+ ax(Wi § +Wo &+ AW E )+

+ay (Wi £ +W, £ 4w ey (V.4)

pour que (V-4)sort vérifiée pour tout a;,a;,...a,.il faut :
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.[1 § dg=

=Z Wl- E_,al' L= 0,2,4,...21’- 2

2
a +1 =l

(V.5)

- ¥
[1 £° dg =0=Z Wi £ ,o=135, .. .2r1
i=

Ce systeme de 2r équations est linéaire en Wi est non linéaire en &, | il détermine les

2r parametres de (V-3) sous la condition -

W;>0 .
} 1=1,2,...,r.
-1< §i<1

le tableau (1) Annexe (1I) donne les coefficients Wi et & pour des intégrations a

I, 2, ....7 points. Les abscisses & sont svmétriques par rapport a & =0; les poids Wi

correspondant a 2 points symétriques sont égaux.

V.1.1.2 Méthode de newton —cotes :

Si les abscisses & des points d’intégration sont fixées a priori, il reste r‘coef’ﬁcients
W1, W2, .. Wr a déterminer de maniére a ce que (V-3) intégre exactement un polyndme de
degre r-1. Dans cette méthode, les points &; sont régulierement espaces et symétriques par

rapport a £=0.

pour calculer les coefficients Wi,Y( £ ) est représenté par un polynéme de Lagrange de

degré r-1 qui prend les valeurs Y( £; ) aux points d’intégration &; :

Y(é)ZgNi(é)Y(E.i) (V.6a)

ou

* €,.¢)
Ni( &) :11—[:r (2 J_ ) sgnt les fonctions

J#1
d’interpolation de type lagrange.
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Alors :

L Y( & )dE = ; ( L N(&) d& y(&1)) = ; WiY(E) (V.6b)

les poids W; sont donc les intégrales des fonctions N; ;

W; = L N (€)dg (V.60)

(tableau {2) .Anex(1) ).

V.1.2. Intégration numérique a deux dimensions :

Il existe deux tvpes de méthodes. les méthodes « produit » et les méthodes directes.

a) Méthodes « produit » :

Elles consistent a utiliser dans chaque direction & et i une intégration numerigue a une
dimension, Si nous utilisons r; points dans le sens & et r, points dans le sens n, la methode de
Gauss integre exactement le produit d’un polynome en & d’ordre 2r,-1 et d’un polyndme en n

d’ordre 2ry-1.

la methode produit utilise r = r;. r- points, elle intégre tous les monémes g
tels que O< 1< 2r -1

O<j<2ry-1.

Dans notre cas, c’est cette méthode quon a choisi pour les éléments de référence
carres,

b) Les méthodes directes :

[l est possible d'étendre directement a deux dimensions les méthodes du paragraphe
(V2.1) :

Iz

,H: Y(E mdg dn= Z Wi Y(&; ) - (V.7)

=

4
n
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Nous pouvons en particulier construire des méthodes de type Gauss qui intégrent

exactement tous les mondmes d’ordre m

i J
é: n tels que it j < m.
De telles méthodes utilisent souvent moins de points que les méthodes «produit ».
Pour les €léments de référence carrée, les méthodes «produit » sont les plus utilisées,

alors que pour les éléments triangulaires, les méthodes directes sont plus courantes.

V.1.2.1 Elément de référence carré:
La méthode produit s’exprime :

s

n 2
, |
[, J‘_ | Y(Em)dE dﬂ=Zl:Zl: WiW;Y(E nj) (v.8)
=l 4=

ou :
Wi . W; sont les coefficients donnés par la méthode de Gauss ou de Newton-Cotes.
€ i .nj sont les coordonnées des points d’intégration correspondants.

Par contre, la méthode directe utilise des formules de type :

.[1 .[1 YEn)d€ dn = ; Wi Y(&i,mi) O (V.9)

qui intégrent exactement des mondmes &' ' tels que I+] < m.

V.1.2.2 Elément de référence triangulaire :

a) Méthode de Gauss — Radau : .
La methode « produit » consiste a transformer tout d’abord I’intégrale sur le triangle

en une intégrale sur un carré en utilisant une transformation géométrique qui transforme les
points (€ ,n ) de I’élément carré en les pomts (Lf_ , ﬁ) de I’élément triangulaire, et qui nous
meéne :

1 -1 I3 r
6[6[ Y(En)dEdn= ;; WI(1).WIG). Y(Ei.n ) (V.10a)
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on:  WI(j)=AJ(j)N1-SKj)) (V.10b)
Ei=SIj) (V.10¢)
nij = RiW) (1- 81(j)) (V.10d)

RI et WI sont les coefficients de I’intégration numérique de Gauss sur I’intervalle (0,1) :

¥

1
Oj Y(E)dE = Z WI(i) Y(RI(i) (V.10¢)

i=0

{Voir tableau (3} Annexe(Il) )

b) Méthode directe :
Cette méthode consiste a utiliser des formules qui sont souvent dites formules de

« Hammer » et qui intégrent exactement des mondmes &' 1 pour lesquels i+j< m

=L F

| .” Y(&,n)d€ dn NZ Wi Y(&ini) (V.11)

00 =

V.1.3 Précision de I’intégration :

L’intégration exacte des matrices élémentaires et des vecteurs sollicitation nécessite
I'intégration exacte de chacun de leurs termes, Ceci n’est pbssible, avec les méthodes
d’intégration présentée ci-dessus que si ces termes sont des polyndmes, ce qui est en général
le cas lorsque la matrice jacobienne est constante.

Dans le cas ou I’élément est déforme (quadrilatére, cotés curvilignes), la
transformation géométrique n’est pas linéaire et la matrice jacobienne est une fonction
polynomiale de £ | Les termes a intégrer pour obtenir [ K |sont des fractions rationnelles. 11
n’est plus possible d’intégrer exactement ces termes. Pour un nombre donné de points
d’intégration, la precision d’intégration diminue lorsque la déformation de I'élément

augmente. En effet nous pouvons developer I'inverse du dénominateur en une série infinie

‘qu’il faut tronquer a un ordre d’autant plus élevé que la déformation est forte. Chaque terme a

intégrer est alors le polynome produit du numeérateur par la série tronquée.
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V.1.4 Choix du nombre de points d’intégration :

Le choix du nombre de points d’intégration dépend du type d’¢léments utilisés et de
la matrice élémentaire a construire [k] par exemple).

En pratique , on choisit le plus souvent un nombre de point aussi faible que possible
pour diminuer le volume de caicul.

Pour chaque type d’¢lément, il existe un nombre minimum de points d’intégration en
dessous duquel la matrice [k] reste singuliére malgré I’introduction des conditions aux limites.

Par exemple, pour un élément quadrilatéral isoparamétrique & Snceuds, il faut un
minimum de 2x2 points d’intégration pour calculer k] |

En fait, a chaque point d’intégration d’un élément, sont associées une ou plusieurs
relations entre les variables nodales de 1’élément. Pour que la matrice globale [k] ne soit pas
singuliere, le nombre total de points d’intégration doit étre tel que le nombre des relations
correspondantes soit au moins égal au nombre d’iﬁconnues du probléme, compte tenu des

conditions aux limites.

V.2 Résolution de systéme d’équations linéaires :

La résolution du systéme d’équations :

[k] {Ua} ={F} (V.12)
est une étape importante de la méthode des éléments finis. Ce svstéme est linéaire lorsque
[k]ne dépend pas de {U,}.

Le nombre n d’inconnues Uy, est proportionnel au nombre total de naeuds
d’interpolation et au nombre de degrés de liberté par nceud.

Parmi les méthodes les plus utilisées pour la résolution d’équations linéaires la

methode d’élimination de Gauss qui consiste 4 transformer le systéme d’équations(V. 12) en

un systéme triangulaire -
[0\s] . (U,} ={F) (V.13)

Puis calculer les inconnues Uy, de la derniére a la premiére par resolution du systéme

triangulaire (V.13).
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V.3 Méthodes de résolution des systémes d’équations non linéaires :

L’utilisation de ’analyse non linéaire dans les applications pratiques est de plus en
plus importante, étant donné le cout considérablement élevé de celle-ci, la sélection d’un
-algorithme efficace devient fondamentale.

Les algorithmes de résolution utilisés classiquement en MEF sont des algorithmes
incrementaux itératifs de type déplacement, qui présentent souvent des difficultés de
convergence liées au chargement appliqué et a la recherche de charge limite.

L'objectifde ce qui suit est d’examiner les techniques numeériques les plus utilisées,
afin de determiner la plus efficace dans une analyse non linéaire des structures discretisées par
des €léments finis.

La recherche de la solution {U} pour un probléme statique consiste a rechercher un
vecteur {U} qui rend le résidu

o (UD) = {RF - [KGIUDT . TUD (V.14
aussi proche que possible de zéro. la solution exacte rendant le résidu nul.

Le choix d un algorithme de résolution doit tenir compte de plusieurs tacteurs :

Le type de non-linéarité.

L’existence de une ou plusieurs solutions.

La précision ou la rapidité d’obtenir la convergence désirée.

Le risque de divergence.
La strategie de résolution doit s’adapter, par expérience au probléeme donne, en

faisant appel a I’'une des méthodes suivantes :

.a methode de Newton-Raphson.

La méthode de substitution.

‘La méthode de Newton-Raphson modifiée.

La méthode de Quasi- Newton.

Méthode de substitution :

Cette méthode consiste a construire une suite de solutions {Uly, (UL, ......, {U} . ou
{U}, a étapei est calculé a partit de {U};_; enrésolvant
[kcusoo] W=y V.15)

+9



CHAPITRE V Meéthodes numeérigues

ou bien sous la forme incrementale :
[K ({U}i-1) ]{A Uji-{rqup}

{U}i- {U}ioy + (AU} | (V.16)
avec: {r({U}i)} = {R} - [K({U}i_1)]{U}i_,

{U}i_, étant connu, on construit [k({U};_1 )] a partir des matrices élémentaires
obtenues a partir des tenseurs relations contraintes-déformations considérées pour le matériau.
La résolution d’un des systemes précédents donne {U}; .

La figure (V.2) illustre cette procédure pour un systéme a un degrés de liberté.

Méthode de Newton — Raphson :

{U}; -+ étant connu, on cherche {U}; . Pour cela, on décompose en série de Tavlor au
voisinage de {U};_ le résidu en ne considérant que les deux premiers termes. Ce qui donne :

W)+ 2 (W) -U))=0

U,

Soit compte tenu de (V.14) :

K (U0 {02 - R} + [K({UL -] {AUL =0 (V.17)

Soit

(K ({U})] {AU} = {R}-[K ({U})]{ U}

(Ui = {U}ia + {AU}; (V.18)
aves: [ K ({U})] = -[ LD ] (V.19)

U}

est la matrice tangente.
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La methode de Newton-Raphson converge de fagon quadratique, donc rapidement
comme ['Hlustre la fig.(V.3) pour un systéme a un degrés de liberté. Mais la matrice de
rigidite doit €tre évalude a chaque étape de itération. De plus, en statique, pour un matériau
parfaitement plastique ou capable de ramollissement, la matrice tangente [ K, ({U}] peut
devenir singulicre, ce qui peut engendrer des difficultés dans la procédure itérative.

La methode de Newton — Raphson modifiée permet de contrdler ce type de difficults.

Méthode de Newton — Raphson modifiée :

Une des modifications de la méthode de Newton-Raphson est de remplacer la matrice

de rigidit¢ tangentielle [Ki ({U})] par [K]m qui est une matrice constante évaluée
geénéralement au niveau d’un certain pas. Si celle-ci est évaluée initialement (au début du
premier pas ), la méthode est dite «méthode aux contraintes initiales ».

Le schéma itératif de cette méthode est alors :

[Klm{AU}; = {R} - [K({U};; ] {U};
(V.20)
U= (U} + (AUY.

La fig(V.4) présente le principe de cette méthode pour un systéme a un degré de
liberté.

Comme on peut le constater, cette méthode converge lineairement, donc d’une fagon
nettement plus lente que la précédente, notamment pour un matériau capable de
ramollissement.

Un probléme associé a cette méthode est que, si on passe d’un état plastique a un état

elastique (déchargement) cette méthode peut ne pas converger, 2 moins que la matrice de
rigidité soit mise a jour pour cette situation. Ceci en fait compliquer la programmation.

Méthode de Quasi — Newton.

Un compromis entre la méthode de Newton — Raphson et la méthode de Newton —
Raphson modifiée est la méthode de Quasi- Newton. Celle-ci est beaucoup moins chére et
plus rapide (en terme d’espace mémoire et nombre d’itérations).

Ceci est dii a I’actualisation, non pas de la matrice de rigidité elle-méme, mais de son

inverse. Cette alternative permet d’éviter la factorisation de la matrice de rigidité & chaque
ttération.
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Définissons le déplacement :

{8}i={U}i -~ {U}i (V.21)
- Etle résidu :

{r({UL)} = {r {UD} — {r ({U}in)} soit (V.22)

{Ar} = [K({UID] {UH-H{UL)] {Udia (V. 23)
On définit la nouvelle matrice [kq] ; qui est une matrice sécante entre {F};_; et {F}; avec :

{F1 = KU} (U3 (V.24)

Par suite celle-ci vérifie :

[ Kyl {8} = {Ar}; (V.25)

Cette matrice est déterminée a la (i— 1) et elle est utilisée 2 la ()™ étape.

Pour une matrice définie positive, la formule de récurrence pour obtenir I’inverse d’une
matrice s’écrit

Kol =[ALt" [Kl'% [Aka  avee (V26
[Alir - [1] + (V)i W}y (V.27
ou [L ] est la matrice unité, {V}i; et {W}i.; sont des vecteurs qui s’expriment en

fonction de {8}, {r}, { ) sont détaillés par la suite.

1l en découle la proceédure suivante (illustrée par un systéme a un degré de liberté par
la fig.(V.4))

1) Evaluation du déplacement {AU}; :

{AU}; = Kl {r ({U}ir)}

10}i- |AU}; - (V.28)
]
)]
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2) CalculerfA];; a partir des calculs de {V}; et {W};

V3i=-Ci[Kq it {8}i - {Ar}; (V.29)
Soit :
{Vi={r({U} - (1+C) {r({U}i1) } (V.30)
(Bl
ou: Cj= { } ’[ q][ 1{Ar} (V.31)

5}!' — {5}:' -
rind Go-cay - 7 (V.32)

{Wii=

6o = [’ [, + x{aud, ] (V.33)
on remarque alors que :

_G(0)-G(1)
Y G(0).

(V.34)

Une condition nécessaire pour éviter certains problémes liés aux produits matriciels
eftectués en (V.18) pour la mise a jour de [Kq]'I est que C; <10’. Au cas ou cette condition
ne serait pas respectée, la mise a jour n’est pas performante.

Dans cette methode, la matrice de rigidite joue un role moins important que dans ies
deux methodes precédentes, puisqu’on utilise une mise a jour progressive .

Pour les problemes statiques, cette méthode est trés performante méme pour des
matériaux parfaitement plastiques ou capables de ramollissement et ne se pose aucun des

problémes posés par les autres méthodes.

Méthode incrémentale :

Cette methode consiste a resoudre ’équation [K({U})] {U} = {R} en plusieurs
etapes. Chaque ¢étape correspondant a un pas, constitue un probleme non linéaire qui est

resolu par plusieurs itérations d’une des méthode précédentes.
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Dans le cas d’un probléme statique, la sollicitation {R} est décomposée en n
sollicitations ({AR}k , k =L,n). Dans ce cas on doit résoudre n problémes non linéaires

successivement de la forme

(Ko )M} = {ARY . K =1 (V. 35)

Il est eévident que plus n est grand, plus le risque de divergence est petit, et cette
methode est la seule fagon actuellement d’éviter les risques de divergence.
Cette méthode associée a la méthode de Newton-Raphson et illustrée pour un

systeme & un degré de liberté sur la figure (V.5).

V.4 Critére de convergence :

La deéfinition d’un critére propre de convergence pour contréler les itérations
d’équilibre est une partie essentielle de ’efficacité de Ia stratégie incrémentale de résolution

employée. A la fin de chaque itération, la solution obtenue est comparée avec la tolérance est

atteinte.

A ce propos, on distingue trois critéres de base :

1) Critére en déplacement :
”{Au }:K ” S gy u{” }:K - {” }£1 ” | (V.36)

2) Critére en force :

HRY ~ Lkt Dl < 2, iR - IR GdEDHE] wsn

3) Critére en énergie interne :

{odf RY ~ Kl )<z, {oud (RY —1& o ) v38)

A
-
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S
-

/ K(Ui) K@U
R e

if(Uiﬂ) 4

?

r(Uy)

—pt

| K(Ui1). Ui
AU AU g

PP v

Ui Ui U déplacement ~

Fig.V.2 Meéthode de substitution (systéme a un degré de liberté )

-

Force Ki(Ui.p)
' K(U).U
R —
; A/ ¢ r(Uiry)
:: ; : (U
’: | v
! l : 4
i :' ! K(Ui.1). Uiy
::< AU; >,:43Ui+1 ’}
i | .' v N
Ui Uj; Ui déplacement

Fig.V.3 Méthode Newton- Raphson (systéme a un degré de liberté).

A
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Force A Km K(U).U
R
A
A/ I (Ui | (U
P 4
ol A
A K(Ui-1). Uiy
AUi': E l: AU+
R \ 4 >
U U Uy déplacement

Fig.V.4 Meéthode de Newton- Raphson modifiée (systeme a un degré de liberté)

Force\ ' (9/1})1
K(U).U
— L
Ariyy (U3)

Ar; (Ui

T Ari g
h 4

K(Ui1) Uin

>
[~

|

R O~ i ST R ST

>
&
&
x

|

__-__E;____‘-__--
=

e
-

Ui+ deplacement

Fig.V.S§ Méthode de Quasi-Newton (systéme a un degré de liberté)
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force A
KU). U
LS
AR®

K-1

e e e e = = — 0

U déplacement

Fig.V.6 Methode incrementale associée a la méthode de Newton-Raphson
(systéme & un degré de liberté, convergence en 3 ttérations sur I’incrément K).
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CHAPITRE VI Impiémentation numérique des relations incrementales de ’elastoplasticite

IMPLEMENTATION NUMERIQUE DES RELATIONS
INCREMENTALES DE L’ELASTOPLASTICITE

I3

A chaque itération “ i ” du pas (m+1) considérée, correspond en chaque point de Gauss
un état de contrainte. Ce dernier peut étre calculer en utilisant une relation contrainte —
déformation elastoplastique incrémentale a partir de I’état de déformation. Les relations
contraintes— déformations pour un matériau elastoplastique sont relatives & des incréments
infinitésimaux de contraintes et de déformations, correspondant & une histoire donnée de I’état
de contrainte ou de déformation plastique.

Nous présentons dans ce qui suit la procédure générale pour le calcul des contraintes

et les technigues d’intégration utile pour cette opération.

V1.1 Description générale :

Sous forme matricteile, {'increment de contrainte {dd}, peut étre exprimeé par

§

Vintermédiaire de I’incrément de déformation élastique [d & } , ou par Uintermédiatre de

I'incrément de déformation total {de} .

{do}=[Clide" j=[C)(ds}-{as" ) Vi)
\do} = [C v ]{de} (V1.2)

L'incrément de déformation plastique {ai?p} est calcule en utilisant la régle

d écoulement :

{da d }= di {%} (VL3)

i“ - ¥ . ~ . - .
ou J] - L est le vecteur gradient de la fonction du potentiel plastique ¢ (CF PN k ) .

e}
La fonction scalaire dA est définie par :
. L
dA =— (VL4)
h

ou L est la fonction du critére de chargement définie par :
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{{—}} [ Hde} | (VL5)

PY:
ou {?f}} est le gradient de la fonction de charge [ (O'J , k) .
o

La fonction scalaire positive h est définie comme suit :

{a{cfr }} kﬁ]{aoi}} 2 (VL6)

et

e /'{ } { cg | (VL7)
T ds \ ”{O’; i)

Cl- %-[C 1{%}{%}T [c] (VL8)

Cette matrice en général n’est pas symetrique .

Le calcul de contraintes se fera pour tous les points de Gauss. Dans ce qui suit , afin de

faciliter la compréhension , on adoptera un'raisonnement pour un seul point seulement .

. . . i m . .
Etant connues les contraintes et déformations {O‘} et {{;} ainst que les

. .. . m . -
aramétres d’écrouissage "k et & alafindelam™ étape de chareement on peut
p g p = p g 5

TN

calculer , a la i"" itération de la (m+1)™ étape de chargement . partir du déplacement

+1 ' : : N . . .
" {U }I Ja déformation et incrément de déformation au point de Gauss .
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m+l {g}i _ [B] m+1 {g}i | (VL.10)

pel="" e} - {e} (VL11)

L’incrément de contraint (élastique )sera égal a :

{AU ‘ } = [CI{AS } (VL12)

<me

Supposons qua la finde lam™ étape de chargement ,’état de contrainte au point de

Gauss est élastique, satisfait : f (m+ {G },m k ) < { et entre en élastoplasticite a la (m+1) ™"
étape ¢’est a dire f(m+l {cr},m“k)> 0.
Cependant il existe un scalaire 1 | tel que J ( 1(7j + A0S 8

{20 L7k)=0.

La déformation totale sera alors. la somme des déformations élastigue et élastoplastique :

F{Ag} et (.l - r){Ag} L’incrément de contrainte peut s’intégrer de la maniére suivante :

m+l {g}i
SOBNG R

"letrias) h
= m{} Cl({%}—{dg’)}) (VL13)
l {£}+{As}
—rpothe T (C)de - )
"let+ri{ss]

ou

(aot=rivo e T o Jiae) w19

o0
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. . . . +1 . .
Finalement la contrainte qui correspond au déplacement " {U } sera égale a :

oY =" o)+ Ao (VL15)
VI.2 Détermination de I’état de chargement :

La premiere etape dans le calcule des contraintes |, est la détermination de b’état de
chargement du point de Gauss , c’est a dire s’il est en chargement plastique . chargement

elastique ou en chargement correspondant a ’incrément de déformation {A&‘} .
. : , »
Dans le cas des lois €lastoplastiques . le nouvel état {cr}+ {AO'L § peut se trouver

- - . ~ |
dans quatre configurations selon e signe des valeurs des surfaces de charue f ( ‘{CT }, ”’k)

et ‘f’(’” ’o— + po—‘ l”’l\)

i

a) Le point était élastique , il reste élastique (fig V1.1a).
b) Le point etait plastique , il reste plastique ( fig V1.1b) .
¢) Le point etait plastique , il redevient élastique .

d) Le oint etait élastique , il devient plastique ( fig VI.1d) .

e

"ot {Aa"’

"o+ {Ao"’ }
ti {O_} F=0
Fig VI.1a Le point reste élastique . Fig VI.1b Le point reste plastique

ol
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FigVL1d Le point était élastique . il devient plastique .

Les configurations a) , b) et c) ne posent aucun probléme particulier . la loi de
comportement «  incrementale »  purement élastique ou plastique doit étre intégreée pour
trouver I"état de contrainte verifiant cette loi et actualiser toutes les quantités non linéaires .

La contiguration d) mérite un traitement particulier avant de procéder a I’intégration ;
en effet , il convient de distinguer les parties d’origines élastique et pléstique des contraintes .

Pour cela , on cherche un scalaire 1, (fig VI.1d), tel que :

j‘(’" lo}+ r{Ao**’ i’"k)z 0 (VL16)

En effectuant un développement en série de Taylor de I’équation (VI.16) , on trouve :

(VLID)

a partir de I’équation precédente et en négligeant les termes d’ordre supérieurs a 1 ,on aura :
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__—ireym)
e

mn {O_}

Pour le cas ou le point de Gauss est en plasticité a la fin de la m™" étape de

r

(VL18)

chargement , c’est a dire . f(m {O‘},mk )20 , on peut utiliser la fonction du critére de

chargement L défini en (V1.5) pour déterminer 1’état de chargement .

Dans le cas des petits incréments de chargement .

L= {a—?;—}}[ lcHas} | (VL19)

Deux cas sont envisages :
e [.<0 _le point de Gauss est en état de déchargement ou chargement neutre .
Dans ce cas . on utilise les relations constitutives élastiques .

e [ >0, le point de Gauss est en état de chargement plastique . Dans ce cas

I’intégration de 1 équation (VI.13) se fera numériquement avecr = 0 .

V1.3 Techniques d’intégration :

Les algorithmes employés pour réaliser I'intégration de 1’équation (V1.13) ou (VI1.14)
peuvent étre classes en deux catégories , ceux qui utilisent des techniques d’intégration
explicites et ceux qui utilisent des techniques implicites .Pour les deux catégories .et dans le
but d’obtenir la précision dont on a besoin du processus d’intégration , l'incrément de
déformation , qui constitue la réponse élastoplastique , est devisé en nombre suffisant m de

subincrements §AZ} .

lde}={Ag}= (=) jAs} | | (V1.20)
n

Pour les méthodes explicites , [’équation (V1.15) peut s’écrire sous forme :
{do}= [C}({dg} - {dg*”_}) (VL21)

avee !
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el

- {m} [cliaz}
bio? b= [Pliae}

= ple}fr}s ),1 {}H;’;}} ]

avec les conditions 1nitiales
ek o)+ ring)
k" {oh+ riao}
28 5 2 IR

ou T est le scalaire qui satisfait équation (V1.18).

(VL22)

(V1.23)

(VI.24)

(VL.25)

(V1.26)

(V127)

(VI.28)

L f A= . - : .
Pour chaque subincrement, IAE} , la technique explicite doit passer par les érapes

suivantes :

; . o . : =P "
Erapel : Determination du subincrément de déformation plastique {AE} }, en utilisant

I"equation (VI.22).

Lrape? : Caleul du subincrement de contrainte {A& } uttlisant |'équation (VI-21).

{AG}=[cl{az}-E"

o4
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Etape3 :Actualisation des déformations, contraintes et les parameétres d’écrouissage.
o} {oi={a5}
e} lej=ag}
B = e
E, e, A, ke k(gp)

Dans cette procedure, la précision de la contrainte obtenue dépend principalement de
la precision du subincrement de déformation plastique calculé.

Notons

[P, ]: P({g}+ I {AEE}, {.9”}+ r {XE F }f_l,gp + 7 (AEP )'—1)

!

ou [P] est la matrice définie en (V1.24), trois algorithmes sont proposes pour le calcul de

)

1) Ialgorithme d’Euler :

hee = [p o)

|
| i =0

2) l'algorithme de Runge-Kutta du second ordre :
perl=w iag e w, fae |
wert=(p] {az}

n=0 =1 W =W, =

l
~
s
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3) I’algorithme de Rung;-Kutta du 4™ ordre :

WEP f=w e f+w iasl f+w fae? b w ozl )
e t=1p1{a7}

r=0,r,

f
n
‘:’:
I
[

W, =W, =—W,=W,=—

V1.4 Controle et correction :

Des que certaines approximations sont faites dans 'implémentation numeérique des

relations constitutives incrementales,la condition de consistance (df =0) devient invalide .

c’est- a —dire , ajouter un subincrément de déformation a I°état subséquent conduit a

fote,)=0.

Pour rectifier cela des corrections sont faites sur le vecteur de contrainte. Le vecteur
correction de contrainte sera :

[ )

Vo j=a:

ol

ou a est la solution de I’équation :

f( ot+ {50'}58'”): f({d}-l— a{ a?i}},gp] =0

La resolution de cette équation donne

- fllete,)

St il
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finalement, le vecteur contrainte apres correction sera :

VI.5- La procédure générale pour le calcul des contraintes :

Dans cette procédure le symbole IPEL est employer pour indiquer I'état de

chargement du point de Gauss .

IPEL = 0 = Le point de Gauss est en €tat de chargement élastique.

IPEL = 1 = Le point de Gauss est en état de chargement élastoplastique. -

La procédure de calcul suit les étapes sulvantes :

Etapel : Calcul de Vincrément de déformation {AE } et Pincrément de contrainte

{AO' ) } . en supposant que le comportement est elastique.

{Ag}:m%l {g}i _m {8}
{Ao"] } = [C 1{A8}

Liape 2 : Détermination de I’état de chargement.

Si IPEL~=1, le point de Gauss est en €lastoplacité .
Calcul de la fonction du critére de chargement L. °
SiL >0, r« 0 chargement plastique.

SiL <0, re 1 IPEL « 0, déchargement ou chargement neutre.
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St IPEL =0, le point de Gauss est en élasticité.

Calcul de la fonction de charge f :

s e laerle,)
Si f <0, re 1, reste en élasticité go to étape 5.
Si f>0. IPEL « 1. entre en élastoplacit¢.

Détermination de r qui satisfait f(m {O'}+ P{AO'E},EP): 0

{ole"{o}+ rlaoy

Fiape 3 : Caleul du subincerment de deformation .

AE} (- r){Ag}
"

Etape 4 :Intégration numérique, bouclede 1 am .

Détermination du subincerment de déformation plastique {AE p} ot AE P

| fast=[c)faz}- et

l ={o}+ Acr} £, « £, +AZ,

Contréle de la condition limite subsequente :

f ({O-}: 8;71 > 5 /, Ol € estla tolérance sur la fonction de charge .

Si
( Détermination des corrections sur le vecteur contrainte {35} .

w0 lo)+ido)

Efape 5 : Caleul de la matrice contrainte elastoplastique :

"ot « ot}

Etape 6 : Calcul de Ia matrice de rigidité elastoplastique [C™].
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PRESENTATION DU PROGRAMME « PLAS »

VII.1 Présentation générale du programme :

Le programme realise est écrit en langage FORTRAN. On a utilisé un élément de
réference isoparametrique carré a 8 nceuds et 16 degrés de liberté.

Le programme comporte deux grands blocs

1.Bloc d’entrer des données :

Il sert a lire a partir d’un fichier de données ,vérifier et a organiser les données décrivant le
maillage de la structure ainsi que les propriétés des éléments, les sollicitations .le tvpe de

probleme et les conditions aux limites.

2.Bloc de résolution et d’impression des résultats :

Il permet la construction des matrices [k] et des vecteurs {f}, la résolution des systémes
d’équations algébriques et ’affectation des résultats vers un fichier de sortie créé auparavant.

Le bloc de résolution traite deux cas de comportement :

a) Comportement linéaire :
Dans ce cas .le milieu est supposé €lastique , linéaire ,homogéne et isotrope. Alors | d’aprés

les raisonnement fait au chapitre v , la résolution de
IV =T
[K{U}={F}
se fait en calculant la martrice de rigidité inverse [K]™ . on aura en suite -

{U}=[K]"{F}
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b) Comportement non linéaire :

Dans la résolution des problémes non linéaires , on a utilise la méthode incrementale (ou
pas a pas ) avec I’'une des méthodes itératives suivantes :
e La méthode Quasi -Newton , ou la matrice de rigidité est estimée a chaque iteration i.

¢ La méthode Newton-Raphson modifiée ou I’on garde la méme matrice tout au long du pas.

Pour chaque itération i , on calcul aussi les incréments de :
Deformations {Ae } a laide des relations deformations-deplacements .
Contraintes {Ac } a I’aide des relations contraintes-deformations ,associées au modele de
Drucker-Prager développées dans les chapitres I1I et VI .
Pour I"execution du programme 1] suffit de faire rentrer dans 'ordre :
e Nom du fichier de donnes .

¢ Nom du fichier de sortie

VIL.2 Les organigrammes généraux :

Le programme principal (Organigramme 1 ) se compose des blocs :
2 Bloc « COOR » : Lecture des coordonnées des nceuds et le nombre de degrés de liberté de

chaque nceud.
o Bloc « COND » : Lecture des conditions aux limites.
2 Bloc « PREL » . Lecture des propriétés élémentaires :
1 - Type du probléme : 1 = isotropie en contraintes planes,
2= isotropie en déformations planes
2 - Module d’élasticite E.
3 - Module de Poisson v.
4 — Angle de frottement interne .
5 — Coheéston C.
6 — Epaisseur €.

7 - Masse volumique du matériau p.
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a Bloc « ELEM » : lecture des éléments et leurs connectivites.
o Bloc « SOLC » : Lecture des sollicitations.
o Bloc « LINR » : Assemblage et résolution des problemes lineaires.
o Bloc « LINR » : Assemblage et résolution des problémes non linéaires.
a Bloc « STOP » : Fin du programme.
Lecture iterative des
donnees initiales
Lecture d’une commande
CMD a partir du fichier de
doonnees
A |
\ 2 v v 4 v
Commande : | Commande : | Commande : | Commande : | Commande : | Commande :
COMT LINR NLIN SOLC DATA STOP
Subroutine Subroutine Subroutine Subroutine Subroutine Subroutine
BLCOMT BLLINR RNLIN RDSOLC BLDATA BLSTOP
Stop )
v v v
SousCMD : | SousCMD : | SousCMD : ‘| SousCMD : SousCMD :
ELEM PREL COND COOR TYPE
Subroutine Subroutine Subroutine Subroutine Subroutine
BLELEM RDPREL BLCOND RDVCOR RDTYPE

Organigramme 1 : Programme principal
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Presentation du programme « PLAS »

Entrer les donnees :
-les coordonnees des neouds
-proprietes du materiau
-les connectivites
-les conditions aux limites
-les sollicitations
-le type du probleme

v

Initialisation des vecteurs et
des matrices.

Boucle

Sur les
elements

Calcul

-Les fonctions d’interpolation
-Les coordonnees des points de
Gauss

-Les poids des points de Gauss

v

Calcul des matrices de rigidite

elementaires

Assemblage global de 1a matrnice de
rigidite et du vecteur force

1

v
AN
@ / Nombre \
total de

(2

neouds est
atteint
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Intoduction des conditions aux
limites

Calcul de la matrice de rigidite
. -1
inverse  [K]

v

Caleul des deplacements ;

(AUY=Tk] " {F}

v

Impression des resultats

Fin

Organigramme 2 : Résolution d’un probleme lineaire (bloc : BLLINRY).
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Presentation du programnie « Fr.Ab »

Entrer les donnees :
-Les coordonnees des neouds .,
-Les proprietes du materiau
-Les connectivites
-Les conditions aux limites
-Les sollicitations
-Le type du probleme
-Choix de la methode de resolution
-Nombre de pas (NPAS)
-Nombre d’iterations (NITER)

v

initialisation des vecteurs et des
matrices

Boucle sur

les elements

Calcul

-Les fonctions d’interpolation
-Les coordonnees des points de
Gauss

-Les poids des points de Gauss

,

Calcul des matrices de rigidite

elementaires

Assemblage global de la matrice de
rigidite et du vecteur force

OGN0

total de
\. noeudsest
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Presentation du proeramme « PLAS »

Y

»| Boucle sur les increments de

chargement (IPAS ).

]|

Boucle sur les iterations (ITER)

Addition des forces de volumes et

des forces appliquees

Calcul du deplacement :
{ AU} = K] {F}
(U} = (U}+ (AU}

I

Si 1a methode = Quasi-Newton
Actualisation de la matrice de
rigidite inverse [K]"

sinon :

garder la meme matrice
(K]

Calcul des contraites
correspondant au deplacement U
et du residu

Impression des resultats

{PAS >NPAS

Fin

ITER > NITER

@

Changement de pas

Organigramme 3 : Résolution d’un probléme non linéaire (bloc : RNLIN).
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CHAPITRE VIII Applications du code de calcul élaboré

APPLICATIONS DU CODE DE CALCUL ELABORE

| VIIL.1 Introduction :

Nous avons élaboré un code de calcul par éléments finis pouvant intégré des éléments
rectangulaires ou triangulaires isoparamétriques respectivement a 8 nceuds et 6 noeuds.

' Pour ces deux types d’éléments, la résolution des systémes d’équations non linéaires se
fait par la méthode incrémentale, associée 4 une techniques numériques relatives au type de non
linéarité considéré.

Le logiciel permet un choix de la méthode parmi une des méthodes classiques, a savoir
* la méthode de Newton-Raphson modifiée
¢ la méthode de Newton-Raphson
e la méthode de Quasi-Newton

Ayant constaté que la premiére et la troisiéme méthode sus citée bien qu’étant plus stable
que la deuxieme nécessitaient un nombre d’itération important, et une durée de temps de calcul
trop longue, nous avons opté par conséquent pour la méthode de Newton-Raphson tant que la
non-linéarité n’était pas excessive,

Pour le modele élastoplastique parfait, 4 chaque incrément la résolution des équations se
fait donc par la méthode itérative de Newton-Raphson. La deuxiéme technique itérative utilisée
lors d’une itération de la méthode de Newton-Raphson, en chaque point de Gauss se trouvant
dans un état de chargement plastique, afin de déterminer respectivement les incréments de
déformations plastiques ainsi que 1’incrément de contrainte au point de Gauss considérés est la
méthode explicite d’Euler

VIIL.2 Stratégie de calcul :

Nous ne nous attarderons pas sur I’algorithme générale présentée précédemment, ainsi
que sur I"implémentation numérique du modéle élasto-plastique présentés au chapitre IT1 et VI .
Nous présenterons surtout la stratégie utilisée pour surmonter les problémes de convergences
rencontrés lors de I'exécution du code de calcul élaboré pour assurer une convergence de-ce
code.

a) Tests de convergence :

Critére en déplacement :
” {AU}ki H < ed” {U}k:‘ - {U}’H H .
Critére en force :

Sﬁf

IR -Rawrowy]

&) - [RcwyH |
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CHAPITRE VIII Applications du code de calcut élaboré

O {U} est le vecteur déplacement nodal et {AU} son incrément. {E} et IK}, sont
respectivement le vecteur force corrigé et la matrice de rigidité corrigée . Les € représentent les
tolérances admissibles.

Généralement Je test en déplacement est insuffisant dans le cas d’un probléme non
linéaire, comme nous 1’avons par nous méme constaté. En effet bien que la condition de
convergence soit vérifiée en déplaccment la condition de convergence n’est pas forcement

f -Raorowh]

considéré entre les efforts extérieurs et les efforts intérieurs obtenus a partir de la solution {U k}

Ce déséquilibre résiduel doit étre le plus petit possible. Ce test en force est indispensable pour
éviter accumulation et la propagation de ces déséquilibres au cours des pas.

Pour éviter de faire un trop grand nombre d’itération & chaque pas, nous avons été obligés
d’adopter un processus simple d’accélération de la convergence.

A Titération k de I’étape i nous avons {U } i={U } i1 +{AU } i
Nous cherchons un facteur multiplicatif p tel que le déséquilibre résiduel correspondant

au déplacement {U/ }at i={U }k,-_l +pJAU }kf soit minimal.
Pour un facteur multiplicatif égal a 1, nous avons le déplacement résiduel obtenu a la fin

de la résolution du systéme d’équation linéaire (K ({U }ki-l )]{AU}ki = {E}k .

Pour un facteur multiplicatif égal 4 0, nous avons le déplacement résiduel obtenu 2 la fin
de I'itération précédente.

Nous testons entre l'itération en cours et I'itération précédente si nous avons une
diminution du déséquilibre résiduel ou une augmentation. Dans le cas d’une diminution on
pratique de la sur-relaxation et on détermine le déséquilibre résiduel pour une valeur du facteur
multiplicatif pris arbitrairement 4 1.8. Dans le cas d’une augmentation on pratique de la sous-
relaxation et on détermine le déséquilibre résiduel pour un facteur pris 4 0.1.

Finalement on dispose d'une suite de trois termes donnant le déséquilibre ré51duel en
fonction du facteur multiplicatif égal a 1, égal 4 0, et égal 4 1.8 ou bien 0.1 . Pour déterminer le
facteur muitiplicatif on suppose que la courbe donnant le déséquilibre résiduel en fonction de ce
facteur est une parabole, et on détermine alors la valeur du facteur multiplicatif correspondant au
minimum de cette courbe.

On peut remarquer que ce procédé d’accélération de la convergence ne demande que trés
peu de calculs supplémentaires et nécessite aucune résolution de systéme d’équation linéaire.

vérifiée en force. Le terme

mesure le déséquilibre résiduel au pas

b ) Changement du pas de chargement ¢

& -[Rawyo o]

monotones et peuvent présenter parfois des instabilités révélatrices de la divergence du schéma
itératif. Ce phénoméne est plus sensible avec la suite des déséquilibres résiduels en force qui
peut devenir croissante. Dans ces cas 13, la discrétisation n’est plus assez fine et on & intérét a
faire des sous étapes en diminuant I'incrément de charge.

Les suites ” AU, “ et ne sont pas toujours parfaitement

Dans tous les cas nous privilégions le critére en déplacement. Celui-ci étant satisfait nous
essayons de vérifier le critére en force. Ces deux critéres doivent étre vérifiés par la solution
réelle.
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11 nous faut définir un critére de changement du nombre de pas de chargement.
Pour cela nous définissons pour un pas de chargement donné pour une premiére valeur maximale
d’itération ‘ niter’. Nous commengons 4 itérer en prenant soin de stocker la solution donnant le
plus petit déséquilibre résiduel. Plusieurs cas peuvent se présenter.

La suite converge normalement

La suite diverge.

La suite commence a converger puis diverge.
La suite commence a diverger puis converge.
La suite oscille autour d’une certaine valeur.

La suite converge et se met ensuite a osciller autour d’une certaine valeur.
.. Etc.

Lors de nos premiers essais nous avons remarquer que généralement, on obtient plus
rapidement une convergence en déplacement qu’en force. Les principaux cas de non-
convergence rencontrés correspondaient au cas 6 et généralement pour la suite des déséquilibres
résiduels.

Pour surmonter ce type de probléme on a finalement aprés plusieurs tentatives adoptées la
procédure suivante :

* Fixer un nombre maximum d’itérations niterl.

¢ Procéder aux itérations en prenant soin de conserver d’une part le déséquilibre résiduel initial
et d’autre part la solution si celle-ci donne un déséquilibre résiduel minimal,

¢ Au bout d’un certain nombre d’itérations niter2 inférieur a niterl, vérifier si le déséquilibre
résiduel en cours est supérieur & 10% du déséquilibre initial.
. Si oui on fait des sous étapes.
. Sinon on continue 4 itérer tant que le nombre d’itération n'est pas égal & niterl. On vérifie
alors 1a convergence avec une tolérance plus faible en force. Si celle-ci n’est pas vérifiée, on
fait des sous étapes.

e Au cas ou le nombre de sous ¢tapes dépasserait une valeur limite fixée A priori,
I’algorithme s’arréte.

VI1L.3 Applications :

Nous nous sommes intéressés au comportement du sol sous une fondation superficielle
continue sous mur rigide de 1.5m. La charge transmise par la fondation au sol est presque dans
toutes les applications la capacité portante du sol pour la fondation sus citée. La présence
¢ventuelle d’une nappe n’a pas été considérée. La couche de sol supposé reposé sur un
substratum rocheux a une hauteur de Sm.

La capacité portante pour chaque type de sol considéré a été estimé a partir de la
formulation proposée par Caquot-Kerisel (ref.). Celle-ci s’écrit pour une fondation superficielle :

1
Cp =B(-7-BN, +cN,)

ot , B : largeur de la fondation
¢ : cohésion
v : poids volumique du sol
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CHAPITRE VIII Applications du code de calcul élaboré
N, et N. sont les termes relatif respectivement 4 la portance du sol et a la cohésion du sol.

Ils sont fonction de I’angle de frottement interne du sol ¢. Nous avons pris les valeurs donnés par
les abaques de Caquot et Kerisel.

VII1.4 Modélisation du probléme :
Discrétisation par éléments finis :

La structure et le sol ont été modélisé par des éléments quadrilatéraux a 8 nceuds. Les
dimensions en longueur du sol ont été choisis de telle sorte que ’influence de la charge au
frontiére du sol devient négligeable. En ce qui concerne la hauteur de la couche de sol celle-ci a
été choisie de telle sorte que la partie inférieure de la couche n’entre pas en plasticité.

Un premier maillage a été choisit de fagon a étre suffisamment précis dans le cas
¢lastique par rapport aux formules classiques de la mécanique des milieux continus. Ensuite
celui-ci a été raffiné dans la zone la plus susceptible de rentrer en plasticité, soit autour de la
fondation.

Le maillage qui en résulte est présenté en fig 8.1

Caractéristique mécanique de la fondation :

Celle-ci est considérée filante ,trés rigide et non pesante. Le module d’élasticité considéré
pour le massif de fondation est E = 300 000 MPa et le coefficient de Poisson v =0.3

Caractéristique mécanique du sol :
En élasticit¢ les caractéristique mécaniques choisis pour le sol sont E=30 MPaetv=10.3

Les parametres a et K du critére de Drucker Prager pour le sol ont été déterminé a partir
des correspondances établies entre ce critére et celui de Mohr Coulomb & partir des valeurs de
I’angle de frottement interne ¢ et de la cohésion c .

Nous avons considérés successivement en 1 la correspondance établie a partir du cercle

de Drucker Prager circonscrit au polygone de Mohr-Coulomb et en 2 la correspondance établie a
partir du cercle interne a ce polygone.

Applications .

Les applications effectués sont résumé dans le tableau 8.1. Elles ont été choisies de fagon
a rendre compte simplement de 'effet de la prise en compte d’une loi de comportement
élastoplastique (modéle de Drucker Prager) dont les parameétres sont déterminés a partir des
caractéristiques mécaniques des sols. Pour cela nous avons choisis des valeurs usuelles pour ces
parameétres. Les essais effectués avec des caractéristiques trés médiocres pour le sol n’ayant pas
convergé. Pour de tels sols ils nous faudrait affiné encore plus la stratégie de calcul en
introduisant une possibilité de sous pas multiple par exemple, et aussi en affinant le maillage,
...ect. : :
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FigureVIIL1: Maillage considéré : systéme sol-structure

Tableaul : Résumé des Applications

Critére de
APPLICATION | C o N, N Cp K ALFA | Drucker
KN | (9 (KN) [(N/m’) Prager
/m?
12.00 | 0230 | Extérteur
1
10 | 30 121.8 1301 870 8.57 0.164 | Intérieur
12.07 0.070 | Extérieur
2 10 | 10 i |8.45 150
10.74 0.063 | Intérieur
36.21 0.070 | Extérieur
3 -—
30 | 10 1 845 400 32.24 0.063 | Intérieur
36.74 0.150 | Extérieur |
4 30 |20 1497 1481 760 2922 | 0.120 | Intérieur
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Les effets considérés sont :
1) Effets de la charge appliquéR
Applications 4 avec une charge égale a 100% de Cp et -50 % de Cp
2) Effets de la cohésion: |
Applications 2 et 3
3} Effets du frottement interne:
Application 1 et 2

En plus nous avons étudié I’effet du type de correspondance choisie entre le critére de

Ducker Prager et celui de Mohr Coulomb.

1 : cercle de Drucker Prager circonscrit ou extérieur au polygone de Coulomb.

2 - cercle de Drucker Prager intérieur au polygone de Coulomb.
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CHAPITRE VIII
——ELASTIQUES
[ —— DRUCKERPRAGER
0 ——DRUCKERPRAGER2
ALk
£
=
§ .3 ]
=]
4k
St
1 " 1 M 1 N 1 1 1
0 1 2 3 4
DEPLACEMENTS VERTICAUX (ar}
Figure 8.2 : Déplacement verticaux sous la fondation
Application 4 , 100% de Cp
—— ELASTIQUE
- DRUCKERPRAGER 1
0
-1
E
- -2L
g
g -3 i
oy
-4 |
-5}
1 L 1 N ] A 1 A ]
Q,0 0,5 1,0 1,5 2,0
DEPLACEMENTS (cm)

Figure 8.3 : Déplacement verticaux sous Ja fondation
Application 4 , 50% de Cp
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— INITIALES)

—— ELASTIGUES
——DRUCKERPRAGER 1
—— DRUCKERPRAGER2

of |
Jf
2|
al |
4}

1 M 1 M [ i 1 2 .! " L U | ‘

PROFONDEUR( m)

S5t

D 100 150 200 250 300 350
CONTRAINTES VERTICALES (KNnf )
Contraintes verticales totales sous le centre de la fondation, Application 4 ,

Figure 8.4 :
100% de Cp

——— ELASTICQUES
——DRIJCKERPRAGER 1

a \ |

i 1 N ] M

0 50 100 150 200
CONTRAINTES VERTICALES (KN/nf ) .

Figure 8.5 : Contraintes verticales totales sous le centre de la fondation

Application 4 , 50% de Cp
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CHAPITRE VHI
—— INITIALES
— ELASTIQUES
[ —~DRUCKERPRAGER |
0} — —— DRUCKER PRAGER 2

PROFONDEUR (m)

-1

2

3

100
GONIRAINTES HORIZONTALES( kKN/nf )

Figure 8.6 Contraintes horizontales totales sous le centre de la fondation

Application 4 , 100% de Cp

—— INIIALES
—ELASTIQUES
—~——DRUCKERPRAGER1

1 i 1

20 40 60
CONTRAINTES HORIZONTALES ( KN/ nf )

Figure 8.7 Contraintes horizontales totales sous le centre de la fondation

Application 4 , 50% de Cp
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CHAPITRE VIII
— INIDAL
——— ELASTIQUE
— DRUCKERPRAGER1
0 ~——— DRUCKERPRAGER 2 .
/
Ve
1k
ELL
3 ,/ / |
o
& 4 RN Ny
_ \\-.\‘:\\&t&%\
S5k
1 1 " 1 5 L i L M [ ]
00 0,1 02 03 04 05
COEFFICIENTKo :
Figure 8.8 : Coefficient Ko, application 4, 100% de Cp
i —— INITIALES
— ELASTIQUES
0 —— DRUCKERPRAGER 1
— DRUCKERPRAGER? “
A
= f
' _2 -
= .
_3 e /1//
& (A
& S\,
4+ ‘\\-\____\____‘\\
Sk T
1 " 1 N 1 M [| " 1
00 01 02 03 04 05
COEFFICENTKo

Figure 8.9 : Coeflicient Ko, application 4, 50% de Cp
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PROFONDEUR (m)

PROFONDEUR (m)

2

5

1

-3

—— ELASTIQUE
——— DRUXKER PRAGER |

1 L 1

00 02 04 05 03 10

Figure 8.10 : Déplacements verticaux sous la fondations. Application 2

——INIIALES
- ——ELASTIQUES
i ——DRUCKERPRAGER !
[ " 1 " 3 " [ 2 [ N 1 " [
0 20 40 60 80 . 100 120
CONTRAINTES VERIICALES ( kN/nf )

Figure 8.11 Contraintes verticales totales sous le centre de la fondation
Applications 2
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Ak

PROFONDEUR ( m)
[\
—— :

4k
sk
1
50
Figure 8.12 Contraintes horizontales sous le centre de Ia fondations
Application 2
[ —— INTIALES
of —— ELASTIQUFS
i —— DRUCKER PRAGER 1 Q
-1k
E Lt
g -3 i
- B
4
AR
i ] M 1 M 1 i L
01 02 03 04 s
COEFFICIENT Ko

Figure 8.13 Coefficient Ko , Application2
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CHAPITRE VIII
~—— ELASTIQUE
[ - DRUCKERPRAGER |
0r ——— DRUCKERPRAGER 2 -
aJ kL
= |
St .2 =
% =
g -3 i
g
4|
Sk
1 n (] " 1 " ] i []
) 1 2 3 4
DEPLACEMENTS VERTICAUX( cm)
Figure 8.14 Déplacements verticaux sous la fondation
Application 1
——INITIALES
—— ELASIIQUES
[ ———DRUCKERPRAGER |
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4k
= |
—r ..2 -
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% -3 ]
g }
4L
S+
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Figure 8.15 Contraintes verticales totales sous le centre de Ia fondation
Application 1
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Figure 8.16 Contraintes horizontales totales sous le centre de la fondation
Application 1
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Figure 8.17 : Coefficient Ko, Application 1
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-—— ELASTIQUES
—— DRUCKERPRAGER 1
— DRUCKERPRAGER 2

»

CONIRAINTES HORIZONTALES (KN/nf )

Figure 8..20 : Contraintes horizoﬁtales totales sous le centre de la fondation.

Application 3
— INTHAL
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Figure 8.21 : Coefficient Ko, Application 3
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VIILS Remarqua et conclusions:

Les capacités portantes étant d’autant plus élevées que les paramétres c et ¢ sont grands,
il s’ensuit que les contraintes élastiques sont d’autant plus grandes que ces parametres sont
grands. C’est ce que nous constatons a vu de I’ensemble des figures.

1l en est de méme pour les modéles élasto-plastiques, les contraintes verticales semblent
variées dans le méme sens qu’une augmentation des valeurs des parametres des modeles. Par
conséquent il semblerait que I’on puisse définir un fuseau limite dont les limites extérieures sont
les contraintes données par le cas élastique, pour la limite supérieure, et par le modéle élasto-
plastique de Drucker Prager 2 (cercle intérieur au polygone de Mohr Coulomb). Cette
constatation est faite a partir de [’ensemble des résultats pour tous les points du sol sous le centre

de la fondations sauf parfois les points trés proche de la surface du sol.

Les correspondances utilisées pour les critéres étant des correspondances extrémales, tous
les autres critéres intermédiaires a ces deux cas doivent a priori peut étre se situer dans le

faisceau délimité par ces deux correspondances

Par contre les contraintes horizontales pour les modéles élasto-plastiques comme le
montre les figures 8.6, 8.7, 8. 12, 8.16, 8.2.0, sont pratiquement tres proches des contraintes
horizontales obtenues dans le cas elastiques.

En ce qui concerne le coefficient de poussée des terres au repos Ko, nous pouvons faire
les remarques inverses que pour les contraintes verticales ( les contraintes horizontales étant peut
affectées par la loi de comportement du sol) . Les figures 8.3 , 8.9, 8. 13, 8.17, 821 montrent que
le cas élastique donnent les coefficients limites inférieures et le cas de Drucker Prager 2 les
coefficients limites supérieures.

Les figures 8.8 et 8.9 montrent clairement que pour les points sous le centre de la
fondation ce coefficient est :

- Pratiquement indépendant du % de Charge par rapport a la charge limite Cp.
- Sensiblement le méme en élasticité et en plasticité tant que la cohésion ou I'angle de
frottement sont relativement bon.

Les figures 8.13 et 8.17 montrent que lorsque une des valeurs de ¢ ou $, la différence

pdur ce coefficient entre le modéle élastique et élasto-plastique s’accentue fortement.
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Toute chute de I’angle de frottement interne engendre, comme le montre la figure 8.10,
une accentuation importante des déplacements verticaux jusqu’a 150% ainsi qu’une chute
importante des contraintes verticales.

De plus un angle de frottement faible engendre une légére instabilité numérique comme
I’illustre la figure 8.15 et 8.16. Pour le modéle de Drucker Prager 2, si on a en plus une cohésion
faible, alors une augmentation de I’instabilité numérique se produit. Toute Ia stratégie de calcul
doit alors étre affinée. Pour Iapplication 2 le logiciel n’a pas convergé pour le modéle de
Drucker Prager 2, d’ou I’absence de résultats dans ce cas. | _

Les figures 8.18 et 8.10 montrent que méme lorsque la cohésion chute sans que I’angle de
frottement chute, le - phénoméne de plasticité, relativement aux capacités portantes
correspondantes ne s’accentue pas autant que I’on pensat.

La comparaison supplémentaire des résultats obtenus pour I’application 1 et 3 montrent
que le phénomeéne de plasticité est plus sensible a une variation de I’angle de frottement que de la
cohésion, relativement aux capacités portantes correspondantes.

Les contraintes verticales semblent se rapprocher d’autant plus des contraintes initiales
que la cohésion et ’angle de frottement interne chute.

Nous terminerons en rappelant que ces remarques concernent que les points sous le centre

de la fondation.
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Conclusion geénérale

CONCLUSION GENERALE

La présente étude nous a-permis de nous initier aux différentes techniques, de caleul

numérique, de programmation, de modélisations et de comportement des structures.

Le comportement post élastique ou nonlineaire des structures fait appel a I’ensemble de ces
techniques. Pour résoudre un tel probléme la mise en place d’une stratégie nous ne nous a jamais
permis d’assurer une convergence a 100% et principalement pour les sols de qualité trés
médiocre. Ceci découle principalement des limites de la machine utilisées et d’autres contraintes
telle que la durée de calcul. Cest pour cette derniére raison que nous avons di renoncer a faire
des applications en utilisant la méthode de Quasi-Newton ou celle de Newton modifice. En effet

ces deux derniéres se sont avérés trop lentes sur des essais sur des poutres en contraintes planes.

L’application de ce logiciel au comportement des sols sous des fondations soumises a la

capacité portante du sol a montre

1- Sous le centre de la fondation, les contraintes verticales contrairement au contraintes

horizontales sont fortement influencées par les paramétres du critére de plasticité utilise.

2- Que pour ces mémes points du sol le phénoméne plastique était plus sensible aux
variations de 1’angle de frottement interne qu’aux variations de la cohésion, relativement aux

capacités portantes correspondantes.

3- Les contraintes élastiques constituent une borne supérieure et celle du modele de

Drucker Prager 2 une borne inférieure.

4 - Le coefficient de poussée des terres au repos Ko est dans tous les cas nettement

inférieur au coefficient initial et principalement dans la mi-couche ou il peut chuter jusqu'a 0.1

5-Toute chute de I’angle de frottement interne engendre, une accentuation importante des
déplacements verticaux jusqu’a 150% par rapport au cas €lastique ainsi qu’une chute importante

des contraintes verticales.
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Concluston gérérale

Ces constatations sont faites pour les points situés sous la fondation pour un sol sec.

Il serait intéressant pour une suite & donner & ce travail d’appliquer ce logiciel a d’autres
problémes classiques de la mécanique des sols tel que les problémes relatifs au comportement

des pieux, parois moules, ouvrages d’art, ouvrages enterrés.

Une autre suite a donner a ce travail consiste d’une part & enrichir ce logiciel avec d’autres

modéles tel que le modéle de Mohr-Coulomb et des modéles avec écrouissage.
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ANNEXE |

FONCTIONS D'INTERPOLATION

FONCTION D’INTERPOLATION

Elément quadrilatéral 2 8

nceuds :

A

-1+ (0+1) (+1,+1)
@

(-1,0)

(+1,0)

(-1.-1)

.

(0.-1)

(+1.-1)

Elément de référence

Fonctions d’interpolation

Dérivées par rapport a £

Dérivées par rapport a n

Ni=-1/4 (1-E)(1-n}E+n+1)
Ny=1/2 (1-€7)(1-n)
Ny=-1/4 (1+£)(1-n)(1-E+n)
Ny=1/2 (1€} 1-n°)
Ns=-1/4 (1+E)(1+n)(1-5-n)
Ne=1/2 (1-£7)(1+n)
N7=-1/4(1-E)(1+n)(1+E-n)
Ne=1/2(1-E)(1-1)

Niz= 1/4 (2&€tn)(1-n)
Ny :=-£(1-n)

Ns.x = 1/4(28-n)1-n)
Ny e= 1/2(1-n)
Ns = HAQ28m)(1+m)
Ne.e= -E(1+n)

Noz= 1/4(28-n)(1+n)
Ny &= -1/2(1-0°)

Nin=1/4 (1-£)(E+2n)
Nag=-1/2 (1-£9)
N3p=-1/4 (1+E)(E-2n)
Niy=-n(1+g)

(Neg= 18 (1+E)(E+2n)

Nen= 1/2(1-£%)

1/4 (1-E)E-2n)
Nen= -n(1-€)

N—"‘H: -




ANNEXE.II | INTEGRATION NUMERIQUE

INTEGRATION NUMERIQUE
Tableau 1 : Intégration numérique de Gauss a une dimension
r i W,
] 0 2
2 +0.577350269189626 1
3 0 (.888388888389
+0.774596669241483 0.5555555555¢6
4 +(3.339981043584856 0.652145154862546
! +0.861136311594053 0.347854845137454
L

Tableau 2 : Intégration numérique de Newton-Cotes 4 une dimension

r & Wi
2 *1 1
! |
30 0 ! 4/3 3
| ' 1/3
4 t1/3 3/4
o | 1/4




ANNEXE.[1

_INTEGRATION NUMERIQUE

Tableau 3 : Intégration numérigue de Gauss-Radau

Ordre
d’intégration
enf;oun;

Nombre de
points
rxr

Rl

W1

SJ

Al

!

11

0.5

1O

ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

| 0.75

[P¥]

02113248654
10.7886751346
!

0.5
0.5

0.1550510257
0.6849489743

0.5764030627
0.5124858262

Lh

|
0.1127011665
0.5

io.8872983346

H
{

0.2777777778
0.4444444444
0.2777777778

0.0885879595
0.4094668644
1 0.7867594618

0.2204622112
0.3881934688
0.5288445200

; 0.06943 18442
103300094782
; 0.6699905218
0.9305681558

4226
5774
5774
0 739274226

]O 0371041961
{0.2768430130 |
0.5835904524
0.8602401357

| 0.1437135608

10.2813560151
0.3118263230
0.2231039011

0.0469100770
0.2307653449
0.5
0.6792346551
(0.9530899230

0.1184634425
0.2393143353
0.2344444444
0.2393143353
0.1184634425

0.0398098571
0.1980134179
0.4379748102
0.6954642734
0.9014649142

0.1007941926
0.2084506672
0.2604633916
0.2426935942
0.1598203766




ANNEXE I

Termes de pondération pour fondation superficielles sous charge verticale centrée

en fonction de I’angle de frottement .(DTU 13-1)

o

Angle de N, Ny N, Angie de N, Ny N,
frottement @ | -~ frottement @
0 1.00 5.14 30 218 18.4 30.1
5 1.56 6.47 31 255 20.6 32.7
10 1.00 2.49 8.45 32 29 8 232 355
11 1.20 2.71 8.80 33 34.8 26.1 38.7
12 1.43 297 9.29 34 40.9 29 4 422
13 1.69 3.26 9.80 35 48.0 33.3 46.1
] 14 1.99 3.59 10.4 36 . 566 37.8 50.6
| 15 233 3.94 11.0 37 67.0 429 55.7
i 16 272 433 11.6 38 79.5 48.9 61.4
! 17 314 4.77 12.3 39 94,7 59.0 67.9
18 3.69 525 13.1 40 113.0 64.2 75.4
19 4729 5.80 139 41 133.0 73.9 839
20 497 6.40 14.8 42 164.0 85.4 93.7
21 5.76 7.07 15.8 43 199.0 99.0 105
22 6.68 7.83 16.9 44 2440 | 1150 118
23 7.73 8.66 18.1 45 2970 | 135.0 135
24 997 960 19.3 46 3660 | 159.0 152
25 10.4 10.7 20.7 47 4550 | 187.0 174
26 12.0 11.8 222 48 5700 | 223.0 199
27 139 13.2 240 49 7180 1| 2650 230 |
! 28 16.1 14.7 258 50 9140 | 3190 367 |
129 18.8 16.4 27.9 | i




