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RESUME

Plusieurs méthodes numériques ont été développées pour la détermination du
potentiel et du champ électrique dans les problemes électrostatiques. La
présente étude est consacrée a. la présentation de la méthode des éléments
frontieres. Deux codes de calcul ont été développés en deux dimensions, le
premier pour les problémes homogenes, le deuxiemes pour les problémes non
homogénes. Des tests de validation ont été faits pour les cas des systémes plan-
plan et cylindre-cylindre concentriques et excentriques. Les résultats obtenus
sont trés satsfaisants.

ABSTRACT

Many numerical methods for the determination of potentials and
electric fields in electrostatic problems was developed. This work presents the
boundary element method (BEM). Two codes were written for two dimensional
problems, the first concern the homogeneous bodies and the later the
inhomogeneous ones. The method was tested with several examples (plan-plan
and cylinder-cylinder systems). The results were very fulfilling.
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Introduction

Les machines électriques, les appareils de coupure; les appareillages a haute tension sont
tous, durant leur fonctionnement, soumis & l'action de champs éleciromagnétiques. Dans
toute machine électrique, l'enroulement, ou l'aiment d'excitation, produit. un champ
magnétique. Autour des isolateurs et des bornes & haute tension des transformateurs, régne
un champ électrostatique important. Dans les conducteurs, le champ électrocinétique assure

la circulation du courant électrique.

La connaissance du champ permet d'avoir accés au calcul des performances et du
fonctionnement des appareils électriques. En effet, dans une machine électrique, I'évaluation
du champ en chaque point de l'espace permet d'en deduire les flux, et donc les forces
électromotrices ou les couples. Autour d'un isolateur, la valeur du champ permet d'apprécier
la possibilité de tenue diélectrique dans diverses situations et d'estimer la durée de vie du

matériau considére.

Donc, dans de nombreuses étapes de conception d'un appareil électrique, I'évaluation des

champs électriques et magnétiques apparaft comme un travail nécessaire.

Pour cela, plusieurs méthodes numériques ont été développées, vu que les solutions
analytiques ne pouvaient étre obtenues que pour des configurations simples. Ce
développement a connu ces derniéres années un essor remarquable. La méthode des
¢léments frontires BEM (Boundary Element Method), que nous présentons dans ce projet,

est parmi les outils les plus puissants pour le calcul de champ.

I'avantage le plus important, que posséde cette méthode sur les autres méthodes
numériques telles que la méthode des différences finies MDF et la méthode des éléments
finis MEF, est qu'elle nécessite seulement une: discrétisation de la frontiére plutdt que le
domaine tout entier. De plus, la préparation des données est largement réduite pour la

BEM. Le maillage des éléments frontiéres, et spécialement dans le cas tridimensionne!, peut
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étre facilement lié aux systémes de CAO (Conception Assistée par Ordinateur) vu que ces
derniers caractérisent les objets par leurs frontiéres. Cet avantage s'avere particuliérement
important lors de la conceptio‘ﬁ des appareils, étant donné que le processus engendre
généralement des séries de modifications qui sont difficiles a réaliser par les autres
méthodes. Le maillage peut étre facilement généré et les modifications dans la conception ne

nécessitent pas un maillage complet.

Pour ces raisons trés convainquantes, ce document, divisé en 4 chapitres, contient une

description détaillée de la méthode des éléments frontiéres.

Dans le premier chapitre, nous introduisons les équations générales de
I'électromagnétisme et les modéles électrocinétiques et électrostatiques tirés de ces

équations. On y trouve aussi une classification des différentes méthodes numériques.

Le deuxiéme chapitre contient les fondements de base de la méthode ainsi que son

traitement numeérique.

Le troisiéme chapitre. présente les éléments d'ordre supérieur permettant de réduire

considérablement les erreurs dues aux différentes approximations.

Dans le quatriéme chapitre, nous présentons d'autres aspects de la méthode qu'on peut

rencontrer dans diverses situations (sources internes, milieux non homogenes, etc.).

Le cinquiéme chapitre comprend, dans sa premiére partie, une description des
programmes de calcul de champ et en particulier ceux développés dans le cadre de ce
projet. Dans la seconde, nous confirmons, par -des exemples, I'efficacité ainsi que la

précision des résultats obtenus par la méthode utilisée.

Enfin, nous terminons cette présentation par une conclusion générale résumant les

différents avantages et inconvénients de la méthode.
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1. Généralités et classification des

méthodes numériques

1.1 Iritroduction:

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous allons présenter les équations différentielles
générales utilisées pour décrire les probléies électromagnétiques. Une simplification de ces

équations sera faite pour les problémes d'électrocinétique et d'électrostatique.

Dans la deuxiéme partic, nous allons effectue une classification des méthodes numériques

de calcul de champ, tout en indiquant une nouvelie méthode qui permet de les regrouper.

1.2 Equations de Maxwell

Les équations générales qui décrivent les problémes électromagnétiques sont celles de
Maxwell. Elles constituent quatre équations aux dérivées particlles qui lient les phénoménes
magnétiques, caractérisés par le champ magnétique H et linduction magnétique B, aux
phénoménes électriques caractérisés par le champ électrique E et le déplacement électrique

D. Ces quatre équations sont :

rotE = —8 (1.1)

divD=p (1.2)

ot 3222 a3
ot

divB=0 (1.4)

p représente la densité de charge électrique et J le vecteur densité de courant électrique.

Outre ces quatre équations, nous avons les relations constitutives qui lient DA E, Ja E

etBaH:

D=¢E (1.5)
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B=pH+B, (1.0}

J=ckE (1.7)

& u et o sont respectivement la permittivité, la perméabilité et la conductivité électrique
du milieu, B, représente l'induction magnétique rémanente due aux aimants.

Dans le cas général, les caractéristiques &, u et o doivent étre considérées comme des
tenseurs. Néanmoins, seuls les matériaux isotropes seront considérés dans notre travail, et

ces caractéristiques seront représentées par des scalaires.

L’¢quation de la conservation de la charge électrique
divy+22 —¢ (1.8)
At

qui est une conséquence directe de I’équation (1.3) peut étre avantageusement utilisée

dans certains cas.

L’équation (1.4) permet de lier linduction magnétique B & un vecteur potentiel

magnétique A défini par :

B=iotA (1.9)

L’équation (1.1) donne alors :

A
E=—gradlV - — 1.10
grady - | (1.10)

ou ¥ (V) est le potentiel électrique.

1! faut mentionner que V et A ne sont pas uniquement définis par cette équation. Pour

lever cette indétermination, il est nécessaire d’introduire des jauges tels que :

V(w)=0 (1.11)
divA =0

Dans la plupart des problémes physiques, les équations de Maxwell sont trop générales.
Le premier pas pour les utiliser consiste a les simplifier en trouvant les contraintes adéquates
pour chaque probléeme a étudier. Cette simplification donne différentes théories :

['électrocinétique, I'électrostatique, la magnétostatique et la magnétodynamique. Par la suite,

on ne décrira que les problémes d’électrocinétique et d’électrostatique.
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Lorsque les grandeurs électriques sont sinusoidales, leurs dérivations par rapport au
‘temps revient a les multiplier par la quantité jo ot j est 'unité imaginaire et w la pulsation

de la source. L’équation (1.3} peut s’écrire en notation complexe :

rotH = oB + jo cE= (0 + jwe)E (1.12)

et on a donc :
div(o+ jwe)E=0 (1.13)
1.3 Problémes électriques :
1.3.1 Electrocinétique :

1.3.1.1 Hypothéses et équations :

Dans les probléimes d'électrocinétique, le but est de déterminer le potentiel électrique ou
la densité de courant lorsque les phénomeénes résistifs sont prédominants. Ceci implique que
les courants induits dans les conducteurs peuvent étre supposés négligeables. En d’autres
termes, la dépendance du temps est si faible que les phénomenes capacitifs et inductifs ne

perturbent pas la distribution due aux phénoménes résistifs.

Cette théorie peut étre utilisée, par exemple, pour calculer les courants de futtes dans un
cable a courant continu. En fait, elle est employée quand o+jws =0 ou w=2xf reflete

'image de la dépendance du temps.

Les équations riécessaires pour résoudre de tels problémes sont :

rotE=0 (1.14)
divd =0 (1.15)
J=cE (1.16)

L’équation (1.14) implique que E dérive d’un potentiel V'

E = —gradl/ (1.17)
et avec I’équation (1.15) ceci entraine :

div(o gradlV}=0 (1.18)

Pour des matériaux homogénes, on obtient finalement :
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V¥V =0 (1.19)
ou V* désigne I'opérateur Laplatiei.
1l faut noter que beaucoup de problémes concernant I'é¢lectrocinétique doivent étre

analysés pat I’équation (1.18) du fait que la conductivité o dépend de la temperature qut

augmente avec les pertes par effet Joule.

1.3.1.2 Conditions aux interfaces :

Le passage d’un matéfiau a un autre entraine une discontinuité de certaines variables
électriques. Les conditions a I'interface de deux milieux de conductivités respectives o; et

o, sont ;

E,=E
7 ) " ) (1.20)
UILHI = 0-21"712
Ces équations expriment la continuité de la composante tangentielle du champ et la

composante normale du vecteur densité de courant électrique.
1.3.2 Electrostatique :

1.3.2.1 Hypothéses et équations :

Dans un probléme électrostatique, la distribution du potentiel électrique est totalement
gouvernée par I'effet capacitif. Ceci veut dire que les phénomenes de conductivité sont
négligeables. Les propriétés du matériau sont tels que : ol jwe = jwe. Bn plus, on suppose
que les effets magnétiques peuvent étre négligés. Cette théorie s’applique a fa plupart des
problémes dé calcul du chiamp électrique (cable de hatte tension, isolateur non pollug,...).

Avec ces hypothéses, les équations électrostatiques s’ écrivent :

rotE=0 (1.21)
divD=p (1.22)
D=¢E (1.23)

L’équation (1.21) implique que E dérive d'un potentiel scalaire V-

E = -gradV (1.24)

et I’équation (1.22) donne :
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div(egradV)=-p (1.25)
Pour des matériaux homogénes, on obtient finalement :
vy =—£ (Equation de Poisson) (1.26)
&
Etant donné que la plupart des di€lectriques ont une permittivité constante, les problemes

d*électrostatique sont généralement linéaires. On utilisera donc, danhs la plupart des cas,

I’équation simplifiée (1.26) au lieu de I’équation (1 25).

1.3.2.2 Conditions aux interfaces :

Les conditions a linterface de deux matériaux de permittivités & et & sont

E,=E,

. 1.27
gl'En\ - gzhn'z = p ( 2 )
ou en introduisant le potentie! électrique ¥ et les permittivités relatives & et &a:

Vo=V,
av, oV, (1.28)

g +E, =
" on, 7 dn, p

Ces équations expriment la continuité de la composante tangentielle du champ électrique

E ou du potentiel électrique ¥ et la discontinuité de fa composante normale de E.
1.4 Classifications des méthodes numériques de calcul de champ :

- 1.4.1 Introduction :

La plupart des problémes que rencontre I’ingénieur et qui sont décrits par des équations
différentielles, telles que les équations de Maxwell en électromagnétisme, peuvent €tre
résolus uniquement de maniére approximative. Les techniques les plus cotinues sont celles
des différences finies et éléments finis. Les deux techniques bien qu’elles paraissent
différentes, ont le méme objectif : réduction du degré de liberté infini d’un systeme en un
degré fini. Le probléme peut étre alors résolu numériquement & laide de l'utilisation des

ordinateurs ou des calculateurs numériques..

La méthode des différences finies définit une série de noeuds sur lesquels les opérateurs
différentiels sont remplacés par leurs formes discrétes. Par contre, dans la méthode des

éléments finis, I’équation différentielie est satisfaite dans un sens moyen a travers tout le



Chapitre 1/ Géncralités ct classification des méthodes numériques 10

dowmaine d’étude. Ces deux techniques discrétisent le domaine aussi bien que les fronticres.
La méthode des éléments frontiéres, qui est présentée dans ce projet, est basée sur la
discrétisation uniquement sur la frontiére. Les trois techniques sont fortement liées, surtout
si on les regarde du point de vue approximation. Quelques travaux récemment effectués
(surtout ceux de Brebbia) ont montré que ces trois méthodes peuvent étre toutes tirées de
ce qu’on appelle la méthode des résidus pondérés. Pour cette raison, nous allons décrire
cette derniére dans ce chapitre tout en montrant & quelle étape nous pouvons dériver les
différentes méthodes mentionnées phis haut, 11 faut insister sur le fait que fa connaissance de
la méthode des résidus pondérés permet le couplage entre les différentes méthodes qui

existent.

1.4.2 Meéthode des résidus pondérés :

Soit I’équation différentielle sous sa forme générale :

.W(u(,) =b dans Q (1.29)

avec les conditions aux limites :

S(u,)=s sur I"
(i) ‘ (1.30)
Glu,)=g sur T,
ou % S et G désignent des opérateurs différentiels tel que le Laplacien par exemple
et Iy, T, représentent les deux frontiéres entourant la région Q (Fig. 1.1). ug est la solution

- exacte de I’équation différentielle (souvent impossible a déterminer)

Fig. 1.1 Définition du domaine €2 et des fronticres Iy et 5.
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La fonction u, peut étre approximée par un ensemble de fonctions ¢(x) tel que :
U= a0+ (1.31)
k=1
o sont des parametres indéterminés et o sont des fonctions linéairement indépendantes
prises d’un ensemble complet de fonctions : ¢;(x), @:(x), ..., @u(x), O x représente un point

spatial du domaine £2.

La fonction approchée # de , substituée dans (1.29) produit une fonction "résidus” ou

“erreur” R définie par :

R=%(u)-b+0 (1.32)

Si 1a fonction approchée # ne satisfait pas toutes les conditions aux limites, on peut alors

définir deux autre types d'erreurs:

R, =S(u)-5#0 sur I, (133)
R, =G(u)-g=0  surT, '
Notre but est de rendre ces erreurs aussi petites que possible dans le domaine €2 et sur les
frontieres 1’y et I'y. Pour faire ainst, Nous allons distribuer ces erreurs sur le domaine € et
sur les deux frontieres 'y et I'z. La fagon avec laquelle cette distribution est réalisée produit

différents types de méthodes d'approximations.

Soit par exemple l'équation de Laplace:

Vzno =0 dans Q (1.34)

avec les conditions aux limites:

H, =1 sur I
' 1.35
4o = Oty q sur I, (1.35)
on

i (resp. g ) sont des fonctions connues sur Iy (resp. I2).
On peut dire que pour que [l'équation (1.34) soit vérifiée, il faut que l'intégrale

I(Vzuu)wdﬂ soit nulle pour toute fonction w.
0

En d'autres terme ceci s'écrit;
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J‘(Vguo)wdQ =0 ¥ la fonction w (1.36)
Q

: e . ) du .
Si on remplace 1y et gy pat leur fonctions approchees u et g{(q = n ), il est correct
n

d'écrire [1,2]:
j(Vzr.r)wa’Qz _f(qfcj)wdl" j(u—w)é'w (1.37)

Cette formule, qui représente la formule de base pour ja méthode des résidus pondeérés,

peut étre obtenue a partir de j(Vzuu)w JQ =0 en effectuant deux intégrations par partics
Q

dans un sens puis deux autres dans le sens ifiverse (voir Annexe A).

L'équation (1.37) peut s'écrire en utilisant les résidus B, R, et R»
. l ow
[ Rwdg = j]gwdr-jfe,—dr (1.38)
Q T Iy én

Cette formule des résidus pondérés permet de minimiser les erreurs K, 1; et K, tout en

les distribuant sur Qet I,

Plusieurs méthodes peuvent dériver de cette formule, suivant le choix des fonctions de
pondération w. On cite par exemple la méthode de collocation par points qui utilise comme
fonctions de pondération les fonctions de Dirac distribuées en différents points du domaine.
Une autre technique est la méthode originale de Galerkine qui prend comme fonctions poids
les mémes fonctions d'approximation choisies pour #. 11 est intéressant de remarquer que la
méthode des différences finis peut étre tirée de celle de collocation par points et ceci apres

quelques modifications dans cette derniére (1]

Si on intégre la formule (1.37) par partie, on obtient pour le cas bidimensionnel

l'équationi:

au 5w Ju Iw
I[a”x ox " By ,ay)“'g i"“’d”fff“’dﬁf("—")f— (1.39)

Si la fonction d'approximation u satisfait les conditions aux limites sur Iy (c-a-d w=1i

sur Ty), alors I'équation (1.39) s'écrit:
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I[é’u ow é’_iiﬁw]dg Iqwdr_i_"'qwdl— (1.40)
8x 8x JyFy ,

Le dernier terme de I'équation précédente est généralement forcé a zéro, en considérant

que w doit satisfaire la condition w=0 sur T'y. Ceci donne la relation suivante trés connue

dans la méthode des éléments finis:
I(é’u 0”’w Su é]w)dﬂ J-qwdr (1.41)
ax Ox é’y ay 3
Si on intégre par partie une deuxi¢me fois ['‘équation (1.39) on obtient:
J(Vzw)udﬂ }.qwdl" J'qde“+J.u———dl"-| _[77—~d1" (1.42)
Q

Cette formule représente le point de départ pour les méthodes intégrales aux frontieres.

1.4.3 Classification:

La formulation de la méthode des résidus pondérés écrite maintenant pour ['équation de

Poisson peut étre classce en:
1) Formulation originale:
I(Vzu—b)wdﬂzj(q—cj)wdl"—j(u—ﬁ)a_wdl" (1.43)
% F A on

2) Formulation faible:

j[é udw  on 5w]d§l+jbwd§l jqwdnjqwdn
x dx Ey Jy A

(1.44)

+ J-(H—H)—*—

3) Formulation inverse:

I(V w)udQ J.bwdQ# jqwdl“ Iqwdf+j1;—ﬂ+f— —dl"  (1.45)

Q

Le diagramme présenté a la figure (1.2) permet de bien visualiser cette classification:
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Formulatioh Origihale

Fonctiobs de base de u etw , Fonctions de base de u et w
senblables différentes
- Méthodes de Galerkine - Différences finies

- Méthode des moments

geénérales
- Résidus pondérés générale

Formutation Faible

- Elément finis - Formulation générale des
Techniques de Galerkine formes faibles des résidus
pondérés

Formulation Inverse

- Méthode de Trefliz - Intégrales aux frontiéres

Fig. 1.2 Classification des méthodes mimériqucs

1.5 Conclusion:

Les modéles éleétrocinétiqu’es et électrostatiques, obtenus & partir des équations
générales de Maxwell sous des hypotheéses simplificatrices, conduisent a l'équation de
Laplace.

Une classification des méthodes numéfiques de calcul de champ, telles que ta MDF et la

MEF, peut étre obtenue en utilisant la méthode générale des résidus pondérés.






2.  Formulation et traitement
numeérique de la méthode des

éléments frontiéres

2.1 Introduction:

Dans ce chapitre, nous allons présenter les fondements de la méthode des éléments
frontiéres appliquée aux problémes de potentiels tels que ceux d'électiocinétique et
d'électrostatigue discutés au cliapitre 1.

Les problémes de potentiel sont régis par ['équation de Laplace :
Viu=>5 (2.1)
avec les conditions aux limites du type (Fig 2.1):
1) Dirichlet: v =1# sur I

2) Neuman: g = %11 =g surly.
n

» étant la normale par rapport 2 la frontiére (Fig 2. 1).

Fig. 2.1 Déhinitions péométriques pour I'équation de Laplace
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Notons que la variable ¢ définie dans la deuxiéme condition, représente la densité de
flux du potentiel traversant la frontiére. C'est aussi la composante normale du champ
électrique au niveau de la frontiére. Par la suite, les termes "flux" et "composante hormale

du champ" seront parfois utilisés pour designer la variable g.

La premiére partie de ce chapitre concerne la formulation de I'équation intégrale utilisée
dans les problémes de potentiel, alors que la deuxidme introduit le traitement numérique de

cette équation.

2.2 Rappels de quelques notions:

Avant d'aborder la formulation directe de la méthode des éléments frontiéres, il serait
intéressant de faire un petit rappel sur la formule de Green et sur les solutions

fondamentales associées a 'équation de Laplace.

2.21 Formule de Green:
Le second théoréme de Green s'énonce par:
7
J(Vzww— Vzwr:)dQ: J(ﬂ:ﬂan@]dl“ (2.2)
3 . an on

ou I est la surface entourant le volume €2 et # et w sont des fonctiohs continues et deux

fois dérivables sur Q.

Le théoréme précédent permet de lier une intégrale sur un domaine €2 a une intégrale sur
la frontiére entourant ce domaine. L'équation (2.2), comme on va le voir, va nous permettre

d'écrire I'équation de base utilisée dans fa méthode des éléments frontieres.

2.2.2 Solutions fondamentales:
La solution fondamentale u;(x) de l'équation de Laplace est définie comme étant la

fonction qui satisfait a I'équation:

Vi (x) = —6,(x) (2.3)

0 Pour ne pas alourdir I'écriture des équations, on désignera toujours par fa lettre q la dérivée de u par

rapport a la normale d'une surface ou d'unie courbe.
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ot S¢(x) est la fonction de Dirac concentrée au point & @ définie par:
S.(x)=0six=¢
[ £ (8,(x)ax) = £(5)
0
La solution de I'équation précédente est [1,2,4]:

-

1

= en milieu tridimenstonnel (3D)
47rr§(x)

L1 [ 1
w =—1In
2r A\ 1 (x)

} en milieu bidimensionnel (2D)

rex) étant la distance entre les deux points & et x.

18

(2.4)

(2.5)

(2.6)

I faut noter que les deux solutions fondaimentales (3D et 2D) présentent un

comportement singulier lorsque le point x s'approche du point & (=2 0), et qu'ils sont

réspectivement de ['ordre O(1/r) et O(In ).

2.3 Formitlation directe de la méthode des éléments frontiéres:

La formulation directe de !a méthode des éléments frontiéres consiste a trouver une

relation qui ne fait entrer efi jeu que des intégrales sur les fronti¢res. Cette formulation peut

atre élaborée soit en utilisant le théoréme de Green (2.2), soit en utilisant la méthode

générale des résidus pondérés étudiée au chapitre 1. Les deux approches seront présentées.

' 2.3.1 Formulation par le théoréme de Green:
En prenant:

u: potentiel électrique

w=u"" solution fondamentale de I'équation de Laplace
dans la formule de Green (2.2), celle ci devient:

@ x et £ dénotent des points et tion des nombres réels.

@2.7)
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Si u vérifie I'équation de Laplace sur tout le domaine €, I'équation précédente devient, en

tenant compte des équations (2.4) et (2.3):

up + [ g2 dr () = [y (Dg ()T (x) (2.8)

ou sous forme plus simple:
g+ _!‘q;?.rd]? = ju;qdf (2.9)
: g

Les grandeurs rg, dl sont illustrées & la figure (2.2). g et g sont respectivement les
dérivées de ug et u par rapport 4 la normale g de la frontiére. L'indice & indique que les

fonction 1" g ef ¢ ¢ dépendent du point &.

dl’

Fig. 2.2 Grandeurs géométriques de I'équation 2.9

2.3.2 Formuiation par la méthode des résidus pondérés:

Une fagon plus générale - introduite pour la premiére fois par Brebbia [3] - pour tirer la
formule de base de la méthode des éléments frontieres, consiste 4 utiliser la méthode des
résidus pondéres.

En se basant sur les notiohs introduites au chapitre i , et si on considére que les
fonctions inconnues du potentiel u et du flux pormal ¢ sont remplacées par leurs
approximations, l'erreur introduite peut &tre minimisée en écrivant la formule des résidus

pondérés suivante:
|1 ag= Ryl = [ R U (2.10)
Q I, T,

ou R, R;, R; sont les résidus dus a l'approximation:
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R=Vu=z0 |
R=u-u=+0 (2.11)
Rzzqu];tO

u et ¢ sont les fonctions approchées du potentiel et du flux.
i7 el 7 sont les poteritiels et les flux connues sur les frontiéres I'y et .
L'équation intégrale précédente s'écrit encore:

J.(Vzw)u* dQt = J(q - Ei)n*dr - j(n - ﬁ)(fdr (2.12)

Q

et en intégrant deux fois par partie, celle ci devient:

e I

I(VZM')UG'Q = J‘uq‘dl“ + Iﬁq* dr - j‘qu*dl" —~ _[ gu' dl’ (2.13)
Ty T, T,
ot sous forme plus compacte:
I(Vzri')zidﬂ = j:’;q'dl" —~ Iqu"dl" (2.14)
Q I T

Comme on a: V?u' =6, I'équation précédente devient:

ug + [ quudr = [uigdl | (2.15)
r r

On obtient ainsi le méme résultat que celui de I'équation (2.9).

L'équation (2.9) ou (2.15) représente I'équation de base de la méthode des éléments

frontiéres utilisée pour résoudre les problémes de potentiel.

2.3.3 Formule générale de I'équation intégrate aux frontieres:

1l faut noter que dans I'équation intégrale (2.9) le point & représentait un point se
trouvant a lintérieur du domairie £2. On peut se demander ce qui se passerait si le point & se
retrouvait sur ja frontiére ou en dehors du domaine €. On verra dans ce paragraphe que
I'équation (2.9) est en défaut lorsque le point & occupe les positions précédentes. On verra

aussi comment il faut la modifier pout tenir compte de tous fes cas possibles.
Si le point & est sur la frontiere, un probléme de singularité se pose au niveau des

intégrales jq;udr et J-n;qdl", En effet, lorsque Félément dintégration dT(x} tend vers le
r T

point & (Fig. 2.3), la valeur de rgx) tend vers 0 et les valeurs de v’ et g tendent alors vers
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l'infini. Notons que ce probléme ne se posait pas lorsque & était  I'intérieur du domaine, du

fait que la distance rgx) ne tendait jamais vers 0.

Fig. 2.3 Probléme de singularité lorsque » tend vers 0

Pour transformer l'équation (2.9) lorsque le point & se retrouve sur la frontiére, on
suppose que la frontiére est augmentée d'un demi-cercle autour du point & (Fig. 2.4)

[1,2,33]. Pour les problémes tridimensionnels, on doit utiliser une hémisphére au lieu d'un
demi-cercle.

Frontiére modifiée I

Fronli¢re inthale T7

Fig. 2.4 Modification de la frontiére pour le traitement de la singularité

Pour déterminer les intégrales singuiliéres _[q;udl" et Iu;qdr , il suffit donc de les
1" I
caleuler sur la frontiére modifiée T' et tendre le rayon & du demi-cercle ou de I'hémisphere

vers 0. En d'autres termes:

Iq;udf = ici_l)nojc];udr ’
T r '
ju;qdl" :Li_lgiuqul"’

r
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En procédant ainsi, Brebbia [2] 4 motitré que l'équation (2.9) se transforme en:
lug -qu;udl":'[u;qdf ' (2.16)
24 : |

La valeur ¥ a été obtenue en supposant que le point £ se trouvait sur une frontiére lisse.
Lorsque ce n'est pas le cas, c'esl & dire lorsque & se situe sur un coin géométrique, la valeur
de ¥ doit &tre remplacée par un certain coefficient ¢, . En suivant la méme procédure pour
déterminer le 14, on peut montrer que ¢ est proportionnel a l'angle solide sous lequel le

point & voit le volume du domaine Q. Dans les probiémes bidimensionnels, il s'agit de l'angle

du coin (Fig. 2.5).

Fig. 2.5 Définition de 'angle 0 d'un coin dans le cas bidimensionnel

Le coefficient ¢ est défini par [2,4]:

4

c, = 59— en 2 dimensions. @angle du coin.
w

(2.17)
¢, =—'en3 dimensions. @angle solide.
47
L'équation intégrale (2.9) devient donc sous sa forme la plus générale:
Celiy + Iq;udr = Itr;q dar (2.18)
r r

L'équation (2.18) prend maintenant en considération toutes les positions possible du
point &
B £est alintérieur: cg =1,
m ¢ est sur la frontiére: ¢ est donné par les formules de (2.17). ¢ =% lorsque la

frontiére est lisse au poiit ¢.
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Eest a l'extérieur [33]: cg —0.
2.4 Traitement Numérique de I'équation Intégrale:

2.4.1 Introduction:

Les solutions analytiques des équations intégrales relatives aux probléemes de potenticl
(Equation de Laplace) sont extrémement rares, et n'existent que pour quelques géométries
et conditions aux limites excessivement simples. Pour étre en mesure de traiter des cas plus
complexes, et correspondant & ceux rencontrés dans la pratique, il a fallu attendre l'essor des

techniques numériques et les progrés de l'informatique.

La méthode des éléments finis, bien qu'ayant des fondements moins anciens que celles
des équations intégrales, s'est imposée la premiere dés les années 50, sans doute en raison

de sa plus grande simplicité de mise en ceuvre.

Les fondements mathématiques de la méthode des éléments frontiéres se trouvent dans
les travaux de Fredholm, et dans ceux de I'école russe: Mikhiin, Muskhelishvili et Kupradze

[42].
Les premiéres publications sur le traitement numérique de I'équation de Laplace sont

celles de Symon et Jaswon [7] et Pointer [42]. Le contour est approximé par des segments

de droites, et la solution est supposée constante par segment.

On trouve aussi d'autre travaux pour d'autres types d'équations. On cite, par exemple, les
- travaux de Rizzo [53], Cruse et Ricardella dans le domaine de 'elasticité.
D'autres publications plus récentes ont permis le développement de la méthode,

notamment celle de Banerjee et Butterfield [6], Crouch [10], Brebbia [1,2,3,8,9].

Il a été prouvé pour la premiére fois en 1977-1978 par Brebbia que la méthode des
éléments frontieres, comme la FEM et d'autres méthodes numériques, peut étre obtenue er

ia considérant comme un cas spécial de la méthode générale des résidus pondéres.

Elle peut donc étre liée aux méthodes qui existent produisant ainsi des méthodes

hybrides.
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2.4.2 Discrétisation de I'équation intégrale:

On va essayer dans ce paragraphe de montrer commeiit on peut discrétiser 'équation
intégrale (2.18) pout trouver le systéme d'équations qui nous permettra de résoudre le
probleme.

Rappelons I'équation intégrale:
cgri§+fq§1:ﬁ:I1:¢qW
r I’
Pour des raisons de simplification, on considére d'abord le cas bidimensionnel. Divisons

la frontiére T en N segments (éléments). (Fig. 2.6)

Elément

Noeud

{a) Cléments constants

Nocuds
(b) Eléments linéaires

(c) Eléments quadratiques

Fig. 2.6 Les différcnts types des ¢lémehls frontiéres
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Les points o il y a des inconnues sont appelés “Noeuds" ou points d'interpolation. On

peut définir plusieurs types d'éléments
M Fléments constants: ces éléments sont des segments de droites. Chaque noeud se

trouve au centre de chaque élément (Fig. 2.6a).

B Eléments linéaires: ces éléments sont, comme les précédents, des segments de droites.
Chaque élément comporte deux noeuds qui coincident avec les points géométriques
décrivant I'élément. (Fig .2.6b).

W Eléments quadratiques: les éléments sont des segments de parabole décrits par 3
points géométriques. Les noeuds coincident avec les points géométriques (Fig.2.6¢).

Nous nous limitons dans ce chapitre aux éléments constants. Les éléments linéaires et

quadratiques seront étudiés lorsque nous aborderons les éléments d'ordre supérieur.

Si le probléme est bien posé, on connait toujours, en tout point du contour, soit le

C = .y .. on i , . .
potentiel 7 | soit la dérivée normale du potentiel g = on La variable complémentaire, (¢ si
n

u est connu ou ¥ st g est Connué), devient donc linconnue. Le but de la méthode des
éléments frontiéres est de déterminer ces inconnues.

Lidée est donc de découper le contour I en N scgments 15 repércs par leurs points
milieux (noeuds) P; et de supposer [es fonctions u et ¢ constantes sur chaque segment.

Si le point & de I'équation intégrale parcourt les noeuds P; , on aura N équations

intégrales qui s'écrivent sous la forme:

N N
oy + jq‘udf} = j-u*qd]"j i=1 N (2.19)
J=UAT, FUAT,

u; étant le potentiel au noeud P; appartenant au segment G
Comme # et ¢ sont supposés constants sur chaque élément I , on peut faire sortir v et g

des intégrales j-q"udl“ . et _fw'qdl" ; définies sur cet élément:

Y Ty

N N ;

c;u +Z jq‘ dr ju; = z J-u* dar \q; i= LN (2.20)
S\, AT

Ces équatioris représentent les relations entre les noeuds P; et tous les éléments I';de la

frontiére (les élément I inclus). (Fig, 2.7).
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\Ek’:menthrZ
} Elément j+1

{

_/ Fiémend §

Nocud i

Fig. 2.7 Relation entre le noeud i et les éléments de la fronticre.

Les éléments constants créent toujours des frontieres lisses au niveau des noeuds. Le

paramétre c; vaut donc 2.

Le systéme d'équations précédent s'éctit :

N ' N
ZH,}.uJ = ZGU(]J i=1,N (2.21)
=1 J=t
avec:
1 ~
; + H,-,- 51 ] =i
. " 1 ‘
Hij = i ‘2_ l] = . 1 a L . (222)
H,}.:jqdrj—ﬂ g;(ln;)dr] s1 j#i
I Ty
G, = Iz."dl", = i"_[ln(l)dr (2.23)
if d i 27[ ; r J i

J; est le symbole de Kronecker et r est la distance entre le point P; et l'élément
différentiel dI';.

Les intégrales f;f,.j. et G, sont parfois appelées coefficients d'influence, du fait qu'elles
relient les noeuds i aux éléments j.

Sous forme matricielle ceci s'écrit -

H, - Hu wa I Gy GU = G\ g
H, - H, - Hylw|=|G, G, - Uyl g, (2.29)
\Hy, - Hy Hy /Nty G Gy Guw/\qx
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ou:

HU =GQ (2.25)

Sur les 2N variables u, et g; (j=1,N), N sont conhues et N sont inconhnues. Le nombre
d'inconnues est donc égal au nombre d'équations et le systeme matriciel peut étre alors
résolu. Pour chaque équation (2.21), on raméne toutes les variables inconnues du cote

gauche et toutes les variables connues du cdté droit, de fagon a ce que nous pouvons écrire

le systéme matriciel sous la forme:
A x, =B i=1N (2.26)

H. s u; est inconnue

4 = . ‘ 2.27
¥ |-G, si g, estinconnue. ( :

", si ", estinconnue

x, = ) ) (2.28)
g, s g, estinconnue

jes X, représentent les inconnues qui se trouvent sur la frontiére. Les termes 53, peuvent

étre calculés par:

N N
B= 2.Ga,~ 2 Hu, (2.29)
i1 1
qj (i)fll?"c “j J(JII'HNU

Sous forme matricielle ceci s'écrit:

AX=B (2.30)
Il est intéressant de mentionner ici que les variables inconnues incluent a la fois les
potentiels et leurs dérivées, plutdt que les potentiels seuls comme c'est le cas dans la
méthode des éléments finis. La méthode des éléments frontiéres permet non seulement la
détermination du potentiel sur la frontiére, mais aussi la composante normale du chaimp

électrique sur celle ci.

En résolvant le systéme matriciel (2.30), par la méthode de Gauss par exerriple, toutes les

variables sur la frontiére seront donc connues.

Une fois le travail fait, il est possible de calculer nimporte quelle valeur intérieure de u

par les formules:
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" = —jq'udf +Iu*qdl" (2.31)
r I

et en utilisant la discrétisation faite précédemment, on aura:

N N
i = —Z Hau + Z Gruq; (2.32)
j=1 j=i

Remarquons que dans l'équation précédente, les coefficients I:I,Iet G; doivent €tre
calculés pour chaque point intérieur P; ot on veut calculer le potentiel.

Le champ électrique pour uti point intérieur P; peut étre calculé par:

u, = —grad) = —[@i+§£j ou k}

233
dx dy’ oz (233)

Les dérivées de  par rapport auix directions x, y et z peuvent étre obtenues en dérivant

I'équation intégrale (2.31):

[(9:;) I(é’(]]_?ldr+£(%];61dr
[@J _ j(éq]udr+ j[%“_] gt (234)
(58 =50 w1 5 0

Les dérivées a lintérieur des intégrales ont portés uniquement sur les solutions
fondamentales 1~ et ¢ puisqu'on a dérivé I'expression de # autour du point Pi. Les
expressions des dérivées de q par rapport aux différentes directions x, y et z sont données
par la formule {33] :

aq° n-m  (r-o)(r-m)

=— +2 (2.35)
am r? pt

ot in est la direction de dérivation.

2.4.3 Evaluations des intégrales:

Dans le calcul des intégrales H, et U, deux cas peuvent se présenter:
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- I ET S Le segment j suf lequel on intégre n'est pas le segment i ou l'on écrit
I'équation intégrale. La distance r entre le point P; et I'élément différentiel
d'intégration dI'j n'est jamais nulle.

i=j: Le segment d'intégration j et celui ot on écrit {'équation intégrale coincident.
La distance r entré P; et dI; (=dI'}) sannule forsque dIj passe par P Par
conséquerit, une singularité dans les intégrales ]:l,., et G se présente. Cependantt,
malgré la singularité qui existe dans les intégrantes, celle ci n'atteint pas les
intégrales du fait que ces derniéres ont une limite finie.

Le calcul de I;Tg. et G,j peut se faire analytiqueinent ou numériquement. Lés deux fagons

seront décrites dans ce qui suit.
2.4.3.1 Calcul analytique des intégrales:

.. ; . T . . » ) e
Considérons d'abord ies expressions explicites de la fonction de Green # et de sa dérivée

g P33

u' = LIn(l) rdistance entre P, et dI', (2.36)
2x \F !
. o l n-r
j = — = 2.37
T = "an 2 ¥’ (237)

Le calcul analytique des différerites intégrales, en se référant aux figures (2.8) et (2.9),

est doniié par les expressions suivantes [3.4,6]:

B 7 (Fig. 2.8)

@ Cette égalité découle des deux résultats suivanis [25,20,27]:

51{ =§me+an +ﬂmz=GradV-m‘ el Gradf(r):ﬂ-rf
dm Sx 8y T Iz or r

Oii notera toujours en gras les grandetirs qui reptésenieht des vecteuirs ou des matrices.
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~ - 1
H;j = I"[q aTj = 2—7;(9H - 9:)

* L . (2.38)
G, = ;Ju dr, = —E[r sin&(inr - l)+9h]6tm
W =) (Fig. 2.9)
H,=0 car nlr
oot Tl T2 7

{ étant la longueur de 'élément 7.

B
\ Elément |

dl’,

Yi

Fig. 2.8 Parainétres géoinétriques pour I'évaluatioti des intégrales

analytiques réguliéres
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Yi

Fig. 2.9 Paramétres géométriques pour Yévaluation des intégrales

anatytiques singulicres

2.4.3.2 Calcul Numérique des intégrales:

Les intégrales réguliéres H et Gy (i) peuvent aussi étre évaluées numériquement, en

utilisant par exemple la quadratute simpie de Gauss qui s'exprime sous la forme [2,4]: (Voir

Annexe B)

~ fi K 1
A, =[q"dr Z“’t‘l (M, )“ =4y Z“’k(';?)
i

T k=1

(2.40)

L l A *
G, = J}u dr, :Ekz:;‘wk" (M,)= " ZZW,C ln( )

ou:
! est la longueur de I'élément j
w sont les poids de la quadrature de Gauss

M, sont les points d'intégration de la quadrature de Gauss oti les fonctions ¢ et u

sont évaluées

ri est la distance entre le point P; et le point M

K est I'ordre de la quadrature de Gauss

dj est la distance perpendiculaire entre P; et la droite portant I'élément T';

Pour les problémes bidimensionnels, 4 points d'intégrations (K=4) donnent de tres bons

résultats. Les poids w; et les points M, pour K=4 sont définis par (Fig. 2.10):
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I
I=1,=08611=  w =w,=03478
2 1 4

; [
L=1= 0.3399—2~ w, =w, =0.6521

. clement

Nocud i

Fig. 2.10 Définition des points d'intégration d'un ¢lément I;

Les tables d'intégration utilisant différentes valeurs de K se trouvent dans l'annexe B.

Il faut noter aussi que les intégrales singulieres H,et Gy peuvent étre évaluées

numériquement, et ceci en utilisant des formules spéciales de quadrature de la forme:

ilnej f.(x)dx = gwk,f'(xk)

Luutilisation de ces formules de quadratures sera étudiée en détail lors du calcul des

intégrales singuliéres pour une discrétisation de la frontiére par des éléments linéaires.
2.5 Etude des problémes tridimensionnels:

2.5.1 Discrétisation:

La résolution de I'équation intégrale (2.18) pour le cas tridimensionnel peut aussi étie

effectuée en suivant les mémes étapes invoquées aux paragraphes précédents.

La frontiére, qui est maintenant une surface et non une courbe, peut étre modélisée par
des formes triangulaires ou quadrilatérales, planes ou courbées. Les potentiels et leurs
dérivées peuvent avoir une variation constante, linéaire ou quadratique. Les fonctions
d'interpolation adoptées sont généralement les mémes que celles employées dans I'analyse

des problémes bidimensionnels par éléments finis.
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Dans ce paragraphe, on discrétisera la frontiére en utilisant des éléments triangulaires de
forme plane ayant une variation constante du potentiel # et de sa dérivée normale g. La

surface T est divisée en N éléments triangulaires I (7=1,2,...N) (Fig. 2.11). Chaque triangle

est décrit par 3 points géométriques et un noeud situé au centre du triangle (Fig.2.12).

X

Fig. 2.11 Discrétisation d'un domaine tridimensionne! en ¢léments triangulaite

Fig. 2.12 Définition d'un élément constant triangulaire

L'équation intégrale s'écrit:
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oty + g(jq'f.;drj] - i[]il*qu}.J

I; FIAT,
De la méme maniére que pour le cas bidimensionnel, on obtient le systeme matriciel en
laissant le point & parcourir tous les noeuds. Vu que # et ¢ sont suppos€s constants sur

chaque élément I';, on obtient le systéme d'équations suivant:

N N
e+ Hu =2 Gy, i=1,N
j=l j=1

avec :
-~ * 1 5 [1)
H = dU. =— | —1| —|dI', 2.41
4 rq ! 47:1:[_0"}1 7 I ( )
. |
G.=\uwdl,=—\—dl. 242
4 r’[u ! 47r;[_r ! (2.42)

c: est égale & ¥4 (surface lisse au niveau du noeud).

2.5.2 Calcul des intégrales:

Pour le calcul des intégrales ﬁ,}. et Gy, il est intéressant de passer des coordonnées

. cartésiennes x, y et z aux coordonnées locales 77, 772 et ¢ (Fig. 2.13).

X

Fig. 2.13 D¢flinition des coordonnées locaie 1, 72¢l ¢

Ce passage des coordonnées permet d'écrire [25,26,27]:

dr =|J|dn, dn, (2.43)
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Le Jacobien ./ vaut ici deux fois l'aire du triangle:

|/|=24

~

En utilisant ces coordonnées locales, les expressions de H, et G deviennent:

1 /1-1,
H, = Iq*drj = j( Iq*(ql,uz)l.]]dn]]dnz (2.44)
T, 0

0

0 u

1 1=, ‘
G, = Irr'd'l"j = j( j1;*(13|,1;1)|Jld1;,]d132 (2.45)
I

Lorsque le point P; n'appartient pas a I'élément T les deux intégrales précédentes peuvent

8tre évaluées numériquement en utilisant la quadrature de Hammer qui est donnée par [1}):

~ 1 kg
HFJ' = (ZEJZAIC{UZ’_?W‘

k=1 "ik

1 K1
G,:(—)ZA —i,
RN 72 j;’}k A

A; est l'aire de I'élément triangulaire I'j.

(2.46)

dj est la distance perpendiculaire entre le point P; et fe plan passant par I'élément T (Fig.

2.14).
wy sont les poids de la quadrature.
r4 est la distance entre P; et le point d'intégtation M.

La table des w; et M, pour différentes valeurs de l'ordre K se trouve a l'annexe B.

z

Y

Noe

Fig. 2.14 Dé[inition des paramétres géométriques

de Vintégration numéfique
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Lorsque i=j (P;el’}), les formules de quadratures précédentes sont imprécises et il faut
remédier en ayant recours soit a d'autres formules de quadratures, soit au calcul analytique.
Les éléments constants étant simples, il est préférable d'utifiser, efi ce référant a la figure

(2.15), les expressions ahalytiques suivantes [4]:

H;=0 carnlr

tan(gl_i&_) tan[m)

1 2 | 2

- = |- ——
(24

(2.47)

Fig. 2.15 Définition des paramétres géométriques

de 'intégration singuliére

2.6 Conclusion:

Ce chapitre nous permetlde voir comment la méthode des éléments frontieres permet de
réduire la dimerision du probléeme d'un degré. En effet pour un probléme tridimersionnel,
elle nécessite seulement la discrétisation de la surface au lieu du volume tout entier.

Les fondements de la méthode des éléments frontieres sont basés sur la méthode des

résidus pondérés.
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Le traitement numérique de la méthode peut étre donné par les étapes suivantes:

Discrétisation de la frontiére.

® Calcul des coefficients diinfluences Hy et G; (réguliets et singuliers) et formation du
systéme d'équations linéaires.

B Arrangement du systéme matriciel.

B Résolution des équations.
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3. Eléments d'ordre supérieur

3.1 Initroduction :

Dans le chapitre précédent, on a supposé que v et g €taient constants sur chaque élément
de la frontiére. En général, u et ¢ peuvent avoir une variation linéaire, quadratique ou méme
d’ordre supérieur. En plus, leurs variations ne doivent pas étre obligatoirement du méme
ordre, et il est plus consistant de prendre Pordre de ¢ inférieur a celui de #, vu que la
premiére grandeur (g) est la dérivée de la seconde (u). Cependant, il est plus simple en
pratique de considérer u et ¢ ainsi que la géométrie de Pélément du méme ordre de
_variation. Ceci constitue ce qu’on appelle les élements isoparamétriques. Les éléments, ou u

et g sont d’ordres différents, sont par contre appelés ¢léments mixtes.

Les éléments d'ordre supérieur permettent une amélioration importante dans les résultats
obtenus, vu quils approximent avec moins d'erreurs les grandeurs physiques et
géométriques du probleme.

Dans le présent chapitre, on traitera la méthode des éléments frontiéres avec les éléments
linéaires, quadratiques et cubiques. Une discussion approfondie au niveau des ¢léments
linéaires est présentée afin de montrer comment introduire les éléments d'ordre supérieur
dans la formulation de fa méthode. Nous avons aussi présenté a la fin du chapitre les

élements d'ordre supérieur pour le cas tridimensionnel.
3.2 Eléments d’ordres supérieurs dans le cas bidimensionnel:
3.2.1 Eléments linéaires:

3.2.1.1 Discrétisation de I'équation intégrale:
1l s’agit ici des éléments sur lesquels v et ¢ varient linéairement entre les deux noeuds

Jocalisés aux extrémités des segments (Fig. 3.1).
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Fig. 3.1 Discrétisation de la fronti¢re en ¢léments linéaires

Lorsque le point & de I'équation (2.18) parcourt tous les noeuds P;, on obtient comme en

(2.19) I’équation intégrale discréte suivante

Ne

Ne
i+ Y, Iq*udl"m =" J‘u*qdrm i=1,N (3.1

m=1 T m=t\

Ne étant le nombre d’éléments et N le nombre de noeuds se trouvant sur la frontiére.

11 faut noter que le coefficient ¢; he peut plus étre remplacé par la valeur Y2 comme c’était
le cas pour les éléments constants. Ceci parce que le noeud P; ot on écrit F'équation
intégrale peut se trouver sur un coin et non sur une surface lisse. Le calcul de ¢;, malgré qu'il
peut se faire & partir des expressions (2.17) du chapitre 2, peut étre évité. Nous montrerons

ceci lorsque nous aborderons le probléme de calcul des intégrales singuheres.

Comme # et g varient linéairement sur chaque ¢lément (Fig. 3.2), on ne peut plus faire
sortir # et ¢ des intégrales comme on le faisait pour le cas des éléments constants. Ces
intégrales sont maintenant plus difficiles a évaluer et il faut les écrire autrement. L'idée est
d'essayer d'exprimer la variation de u et q le long de chaque élément Iy en fonction des

I 2 1 2
valeurs nodales u,, , #m , gm €t Qo -
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2

2
u,ouq,,

N

=1

Fig. 3.2 Définition d'un élément linéaire

En se basant sur ce qui 4 été fait dans la méthode des ¢élémetits finis pour représenter les
éléments d'ordre supérieur, nous pouvons montrer que # et ¢ peuvent s'exprimer par les

relations:

”,,.(7?) = ¢ (1;)w,‘u + q}l(n)uf, L

(3.2)
q.(n) = 4(n)q, + & (n)a,
ou ¢ et ¢, sont deux fonctions d'interpolation définies par (Fig. 3.3)
1 .
f,ﬁl(r]) = ;(1 - 7])
(3.3)

1
&, (7?) - ;(1 + ?])
et 7 est la coordonnée locale définie sur pélément et allant de -1 & +1. Pour un point M

- r r r . T * . M o r M x I
situé sur l'élémient T a upe distance x de son centte, (M) est égale a 172 ! étant la

longueur de cet ¢lément.

Fig. 3.3 Définition de fonctions ¢, et d2
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Les intégrales de I'équation (3.1) peuvent alors s’exprimer par

Iq udl, jq du. +¢$Zum (Iq ¢dl )u,'" +(jq'¢ldl“m}1:,
- " (3.4)
[u'qdr, = [ (4q, + 6a,)4T, = [Iu*ﬂdr,,,]q:,. +[ | u‘@dr,,,]q:.

T T,

et nous pouvons alors établir les équations discrétes suivantes:

Ne Ne
cu, + Z(h.l,,,”m +h,mum) Z( g+ g,'f"nff,) i=1 N (3.5)
m=] m=1
avec .
:m Iq ¢k k = 1)2
(3.6)
gl'f;l = j." ¢kdrm k = ]v?‘
I‘rrl

Notons qu'on rie peut résoudre le systéme d'équations précédent tel qu'il est. Il est
nécessaire de passer de la iumérotation locale, ou chaque noeud est repéré par I'élément ou

il appartient, a la numérotation globale faite sur toute la frontiére.

Pour effectuer ce passage, nous avons besoin de regrouper les deux termes
correspondants aux deux éléments adjacents (m-1) et m en un seul terme (Fig. 3.4). Cea

ressemble 3 la technique d’assemblage rencontrée dans la méthode des éléments finis.

Fig. 3.4 Assemblage des deux lermes W et h'a

En se référant a Ia figure (3.4), la valeur w;, est rencontrée deux fois lors du calcul de la

somtie de gauche de I'équation (3.5). La premiére fois dans le noeud 2 de I’élément (m-1)
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et la deuxieme fois dans le noeud 1 de I'élément m. Les termes (m-1) et m de cette somme

s*écrivent alors :

(hil(m—l)uil(m—l) +h.'2(m-|)“52(m-1)) (hrlm”m: h;i.“ir)
(h(m o L Pt J) (hrlmuj +hu J,,,) (3.7)
_h,l(m N ( ) +hm,)uj +hjﬂuw
De méme, on effectue le méme type d'assemblage pour les termes g;.

Cet assemblage doit se faire pour tous les noeuds de la frontiere, et 1’équation (3.5)

devient :

cu, + 2 Hu =2.Ggq, i=1LN (3.8)

= =1

N N
i=

el

avec les termes assemblés A et G définis par:

H - hl(m )] +hlLr
| (3.9)
Gr’j = gi(n:jl} +gim
; étant le noeud commun entre I'élément (ni-1) et m.
En introduisant le terme c; dans la sommé de gauche, I’équation prend la forme :
N N
S Hu,=2.,Gyq; i=LN (3.10)
=1 j=i
avec '
I;’U sti# ]
H, H +¢0; =9 - ]
H, +¢ sii=jf

On obtient ainsi un systéme d’équations, N équations N inconnues, semblable a celui
obtenu pour les éléments constants (équation (2.21)). Pour le résoudre, il suffit de faire

passer les inconnues d’un coté et les valeurs connues de Pautre. On obtient ainsi le

systeme :

N
Y 4x,=B i=1,N G.11)
=l

1l ne reste alors plus qu’a résoudie ce systeme, et obtenir toutes les valeurs de # et g en

chaquie noeud de la frontiére.
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Pour les points P; intérieurs au domaine, on peut calculer le potentiel par I’équation :
N N
u = ~ZHU.UJ. +ZG;-,-‘]; (3.12)
j=1 =1

3.2.4.2 Evaluation des intégrales h," et gim'

Cothme nous I'avons fait pour les éléments constants, il est nécessaire de considérer

séparétent le cas ol le noeud i est l'un des deux noeuds de I’élément m sur lequel on

intégre, et le cas ou i ne I’est pas.

e igl,: Dans ce cas (Fig. 3.5), les intégrantes varient lentement sur Dintervalle

d’intégration, et la quadrature standard de Gauss peut étre utilisée :

[ f(mydn =2 wef () (3.13)
Noeud (

Fig. 3.5 Intégration réguliere ({&l'n)

Vu que fa formule de Gauss utilise lintervalle [-1,1], il est alors nécessaire de faire un
changement de variables de fagon a ce que I'intervalle d’intégration devienne [-1,1].

Pour cela, il suffit de décrite la géorﬁétrie de I’élément sur lequel on intégre par une
représentation paramétrique utilisant la coordonnée locale 7. L'élément géométrique étant

un segment de droite, cette représentation est définie par (Fig. 3.0):

x = ¢.(n)x), + . (1) x,
y=.(n)yh+ b ANV

ot X', ¥ et X’ ¥ sont les coordonnées des noeuds 1 et 2 de I’élément m et 7 varie

(3.14)

entre -1 et 1.
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2
Yo

1
ym .

"

Fig. 3.6 Représentation paratnétrique de I'élément I',

L’élément d’intégration dl, peut aussi s”écrire en fonction de la coordonnée locale 77 de

la maniére suivante :

dlT, = ~Jdx’ +dy’ (3.19)

et en dérivant les expressions de x et y, on obtient :
dx = l(x:, - x,‘")drp
2

1 (3.16)
dy = E( . —)’,',,)dfl

d’on:

. 1 2 2 |
dl = —J(x2=x Y +{y2 -y} dn=—1dr 3.17
w= (%) (va—y) dn=—ldn (.17)
1, étant la longueur de I’élément .

Les intégrales B’ €t g peuvent étre finalement écrites en fonction uniquemerit de la

coordonnée locale 7:

1

P Jq ¢,dl’ l—~21—n E(;]) . (7 )( "’)d?} = Jf,(?;)d?y k=12

= firor, il A Ja()an= b =12

(3.18)

r(7) est le vecteur de composante (x(ap)-x, , Y(1)-1i).

Ayant écrit les intégrales en fonction de 7, la quadrature de Gauss peut étre utilisée sans

difficultés.
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e icl, - deux autres cas peuvent étre corisidérés pour le calcul des intégrales Bk et g,-,,,k :

k .
ot k et
® t ) ® e .
i LEL ” 3 ] LLLI™ B
Nocud i 1 " Nocud i | "
(2) G

Fig. 3.7 Intégration réguli¢re (iel'y)

a) Le noeud / ne coincide pas avec le noeud k de 'élément m (Fig. 3.7a) .

Dans ce cas aussi, les intégrantes varient lentement, méme si la distance r
s’annule (I’élément d’intégration dl', passe par le noeud §). En effet, on peut
montrer que, dans ce caé, a limite des intégrantes lorsque r tend vers O est finic.
Ceci vient du fait que les noyaux u" et ¢ ont un comportement de I’ordre O(lnr)
et O(1/r) et que la fonction ¢ a un comportement de I’ordre O(r).

Vu quiil n'y a pas de singularités, on applique de nouveau la formule standard de

la quadrature de gauss.

b) Le noeud / coincide avec le noeud & de I’élément m (Fig, 3.7b}) -

Dans ce cas, la procédure doit étre modifiée. Les intégrantes varient maintenant

trés rapidement lorsque 7 tend vers 0.

e Pour lintégrale g , la quadrature spéciale de Gauss utilisant la fonction de

poids In(1/r) doit étre utilisee :

f(??)ln l dn= iwk.f(”k) (3.19)
0 n Py

Ceci nécessite cependant un changement de variable de Uintervalle [-1,1] a
I’intervalle [0,1]. Pour montrer comment utiliser cette quadrature, on va

considérer le cas ou i est le noeud 1 de ’élément m et ot k=1. Soit alors le

. 1 . . 5
changement de variable 1;':E(l+n'). di() devient alors égale a

%(l - 1]) =} —77" et I'intégrale L' 8 6crit
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(3.20)

1 1 B " . ] ] 1 ’ f
—-In T (=n)-Ldr + 2—-ln —1-(1=n)-Ldn
La premicre intégrale ne préseﬁte pas une singularité, et peut étre calculée par la
1
quadrature standard. La deuxiéme est de la forme I f (r;)ln(ljdn et sera
0 n

évaluée en utilisant la quadrature spéciale mentionnée plus haut.

Notons d'un autre coté que l'intégrale précédente (gm') peut étre calculée

analytiquement par la formule {1] :

. 13
gt = E(E - ln([)) (3.21)
oPour le calcul de A, , il nexiste aucune formule de quadrature qui permet
d’évaluer cette intégrale [36,41].
Cependarit, son calcul ainsi que celui du coefficient ¢, peuvent étre évités. En
effet, I’élément H,; de la matrice H regroupe I'intégrale h.t et le coefficient ¢.. En

se référant a la figure (3.8), ceci veut dire que :

H.=c +h

iom—1) hr']m (3.22)

Fig. 3.8 Représcntation de deux giéments adjacents

Le calcul de H,;, sans celui de hok et c;, peut étre effectué en se basant sur le fait
que si on appliquait sur toute la frontiére un potentiel uniforme, les valeurs de ¢
sur celle ci doivent étre obligatoirement nuiles [1,2,4,7]. Sous cette hypothése

I’équation (3.10) produtrait :

H. =0 i=1N (3.23)
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et les termes singuliers H; peuvent étre obtenus par :

N
H,=-SH, i=1,N (3.24)
7=1

i

3.2.2 Eléments quadratiques :

Les éléments quadratiques sont fréquemment utilisés. lls permettent de mieux
représenter la géométrie de la frontiére et ne présentent pas de difficuités particuliéres par

rapport aux éléments lin€aires.

Comme dans le cas des éléments constants et linéaires, la frontiere " est divisée en Ne

éléments, mais cette fois ci, ces éléments sont des parties de paraboles repérées par 3 points

géométriques (Fig. 3.9).

y
.
Y
y?. ______________
yl ___________
o X

Fig. 3.9 Représeatation d'un élément quadratique

La représentation paramétrique de chaque élément en fonction de sa coordonnée locale 77

est définie par:

x=¢ x +d, ¥+ x°
y=¢ ¥ +$ "+’
avec (Fig. 3.10):

(3.25)
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(1) = —% 11— 17)
$2(m)=(1-n)(1+n) (3.26)
O %7,(1 +1)

|
7

Fig. 3.10 Définition des fonctions d'interpolation ¢, ¢ et ¢3

Les fonctions u et g varient quadrdtiquement et peuvent aussi §"écrire en fonction de la

coordonnée locale 77 :

= gou dyut A i’

: R , (3.27)
q=¢q +¢,9 +$,q
I_es intégrales '[ q'udl, et jw*qd]" _se décomposent maintenant en 3 intégrales :
T, r,
[quar, = ( | q*¢ldr,,.] , +[ | q‘mdr,,,}ui, + [ f q‘¢3d‘r,,.] u,
- - - - (3.28)
j t‘*qdrnl = [I lf*qb]cﬂ_‘ﬂi] q:ﬂ + [ j u*gézdr‘ﬂl] qs{ +[ J u*¢3drﬂl] q.'311
. o T Vi
et I’équation intégrale s’écrit :
Ne Ne
Cr'ui + Z (hilm".}n + hi?n”il + hj::‘nui:) = Z (g;murln + gizmuzl + g,—i,“:,) I = 1’ N (3 29)
m=1 ni=l
avec
hifn = J.q*q’kdrm k = I1213
i (3.30)
g:ﬂ = J‘u*qﬁkCﬁ_‘m k = 11213

Tn
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Apres assemblage I’équation précédente devient

N N
ZH&"H," = ZG,.jqj i=1,N (3.31)
j=1 =1
avec -
c+H sii=j
i 7
Hy=4 5 S
H, Sti#jf
o [Py +h,  sijestlenoeud commun entre (m-1) etm (3.32)
o si j est le noeud milieu de |
G, =

{ &y + &, Sijestlenoeud commun entre (m-1)etm
if

2z, si j est le noeud milieu de m

Le reste de la procédure (réarrangement du systéme en AX=B, calcul du potentiel aux

points intérieurs) est semblable a celle étudiée avec les éléiments linéaires.

Pour le calcul des intégrales Bt €t g, on suit les méme étapes discutées pour les

¢léments linéaires:

e i#noeud k de Pélément m (pas de singularité) : On utilise alors la quadrature

standard de Gauss. Les intégrales doivent étre transformées pour prendre la forme :

1, = [ (). (n) |/\dn
| (3.33)
gt = [ ()b (n) |I\dni

ou J] est le jacobien défini par :

I-J\=£:J[£] +(9J—)) (3.34)
dn dan dn

e i = nocud k de P’élément m1 (singularité) : Le calcul de g nécessite utilisation de la

quadrature de Gauss ayant la fonction de poids In(1/7). Un changement de vaiiable est

nécessaire pour ramener {’intervalle de [-1,17 4 [0,1]. On distingue alors trois cas :

e ;= riceud | de l'élément m :

]

. . +1
Le changement de variable est défini par . 77 = e

2
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L’iritégrale g, se divise en deux parties, une possédant un terme singuliet en
In(1/77), Fautre ne possédant aucune singularité. La prentiére est donc évaluée au
moyen de la quadrature de Gauss spéciale ; la deuxieme par la quadrafure de

Gauss standaid.

o i = noeud 2 de ’¢élément m2

[.’intégrale est d’abord divisée en deux :

gl = Iif'(?})q’ﬁz(r]) |J|d'7]r+ju°(n)¢2(1]) |/|dn (3.35)

Un changement de variable 7= -7 est effectué pour la premiére. Chacune des
deux intégrales est elle méme décomposée en deux intégrales, I"une singuliére,

{autre réguliére. Leur calcul s’effectue comme précédement.

e i =noeud 3 de I’élément m :

Ce cas ressemble au 19 , sauf que le changement de variable est défini

. ‘ , -7
maintenant par: 7' = -

Pour les intégrales Ik il nest pas nécessaire de faire leur calcul, puisqu’on détermine

directement les terimes H; par :

H,=-S H, i=L,N (3.36)

3.2.3 Eléments cubiques :

Les éléments d’ordre plus grand que 2 sont rarement utilisés en pratique, mais peuvent
tre intéressants dans certains cas d’application. Pour ceite raison, ils seront décrits

bridvement, & savoir par la variation cubique de la géométrie, de u et de ¢ (Fig. 3.11).

{x=¢l x‘+¢2x2+¢3x3+¢4x4

(3.37)
y:¢1y] +¢2y2 +¢3)’3+¢4)’4
= U+t v’ +§,u (3.38)
‘f:¢1‘fl+¢2qz+¢3(13+¢4(14 .

avec |
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#, = {15(1“ n)-10+9(* +1))
é, = !i(lm)(—lm 917”4 z))
0, (3.39)
¢, = E(l -0 )(l — 31])
P, = 19—6(1 - 172)(1+ 37)

Y
o

Fig. 3.11 Repiésentation d'un élément cubique

3.3 Eléments d’ordre supérieur dans le cas tridimensiornnel :

3.3.1 Préliminaire :

La discrétisation des objets tridimensionnels se fait généralement en utilisant les éléments
triangulaires ou quadrilatérales. Les fonctions u et ¢ et ceux décrivant la géometrie peuvent
étre constants (Chapitre 2), linéaires ou ayant un ordie plus élevé. Les éléments d’ordre
supérieur ont une grande importance dans les objets tridimensionnels puisqu’ils permettent

de bien suivre la courbure de la surface entourant le domaine d'étude.

Afin d'étudier les éléments courbés, on a besoin d’abord de connaitre comment passer

- des coordonnées globales (¥, y, z) au coordonnées locales (71, 7, €) définies sur la surface

de notre domaine (Fig. 3.12).
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] g & .
Oy " 2
n DAL
r} 4 ')&1‘ /“”\
T Ay
M
r
U
-V

Fig. 3.12 Définition des coordonnées locales h, 1 el &

Corinaissant cette bijection entre (x, ¥, z) et (in, 7h, ¢), on peut écrire pour n’importe

quelle fonction £, la transformation générale suivantef1,2,4] :

af) ox Ay 8z Af)
on, on, o on |l Ox
ary_ &x Oy Iz ||3f (3.40)
an, A, Sy Oy || Y
afl | ox oy dz|df

o) \a a  a\oz

Cette transformation nous permet de décrire des éléments différentiels de volume Q2 ou

de surface dI” en terme des coordoiinées curvilignes 1, 172 et C.

Un élément différentiel de volume Q2 (Fig. 3.13) peut s’écrire [1,2,4,26]:

4O = (fi,\ é’rJ or|
‘97?1 on, o

dipdn,dg =\ dmdn,dg (3.41)




Chapitre 3/ Eléments d'ordre supérieur 54

-t

<

7.0

m

Fig. 3.13 Elément différenticl de volume

Pour un élément différentiel de surface (Fig. 3.14), ona:

I LN ’d:q]dr;rz =|Gldn.dn, (3.42)

én, o, .
¥4

{ ¢ P!

dal’
i
?h
— )
X

Fig. 3.14 Eiément différentiel de surface
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Ces felatiotis peuvent étre utilisées pour intégrer les intégrales de la forme Iq‘udI’ et
;

J.u"qdf‘ et Ibu'dQ (cette derniére est rencontrée lors de I’étude de I’équation de poisson

(chapitre 4)). qui prennent maintenait la forme :
Iu*q|G\dn]d172 et J.q*u\G]dv'j‘dnz et Ibu'].]|d1},d772d{ .

3.3.2 Classificationi des éiéments tridimensionnels :

La représentation des éléments tridimensionnels d'ordre élevé sera illustrée dans un
tableau les regroupant tous. Pour n’impoite quel type, on fera ’approximation suivante sur

les fonction et g et sur le vecteur position £ décrivant la géométrie de I'élément:

( nn
u=¢, a4 ¢, W u" = Z ?, s
i=1|

rrt

g=6,9' +¢, ¢’ ++¢,. 9" =2 .4 (3.43)
i=1

nn
r=¢gr' tg P ttd v =D 4, it
: i=1

L
ot nm représente le hombre de riocuds de I’élément. ', ¢ et r' sont le potentiel u, sa

dérivée q et Ie vecteur position r du noeud / de cet ¢lement.

Pour chaque type d’élément on neé présentera dans le tableau que la fotme de I’élément et

les fonctions d’interpolationi ¢; (Tableau 3.1).
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Elément triangulaire quadratique

¢, =1,
2 2 ¢2 B
i ¢3:1_771_772
2 M
S h
1
3
/ ON{2
- ) ! - 1]
! 0.0)
Elément triangulaire linéaire
¢ = 7?1(27?1 - 1)
z L e ¢, = 1,(21, - 1)
s 5 ¢, = 7?3(27?3 - l)
1 4 2 1, h ¢4 = 47]1”2
i ¢ = 417,71,
(0143 $s = 4151
6 S
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Elémert quadrilatérale bilinéaire

# %(lﬂm)(l—’#)
.= ()= )
¢, = _l:(} +47, )1+ 1,)

P, = ;l{(l - ?71)(1 + 7?2)

h

M

=)

|
=

Elément quadrilatérale biquadratique

] —
¢1 = Z 771(’71 - 1)172(7?2 . I)
i .
¢, = 5(1 - 7712)772(772 - 1)
1
S Z m (] + 77:)772(] + 772)
1
P, = 5 1?1(1?| . 1)(‘ - j.';’12)

p,=(1-n7Y1-n")

1

m=5m0+mxhrﬁ)
1

¢7 = Zﬁﬂ(’h - })172(1 + ?72)
i

¢, = E(1 — 1],2)132(1 + 1]2)

I
¢, = " n,(1+ 1],)772(] +17,)

Tableau 3.1 Présentation des éléments d'ordre supérieur dans lc cas tridimensionnel

I’évaluation des intégrales qui se présentent ici peut atre effectuée grice a la quadrature

de Gauss standard [Annexe B] si r=0, et celle de Gauss spéciale sl y a un probléme de

singularité (r—0). Cristescu, Loubignac et Pina {4,42 ] ont présenté une formule de

quadrature nuimérique permettant le calcul d’intégrales définies s

ur des triangles ou des
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rectangles et ayant la singularité en /7. L’étude du calcul de ces intégrales singuliéres est

trés compliquée et ne sera pas décrite ici.

3.4 Conclusion:

Les éléments d'ordre supérieur permettent une amélioration considérable des erreurs

introduites lors de la mise en ceuvre de la méthode. En effet, les erreurs sont de trois types:
@ Erreurs dues a 'approximation géométrique.
"M Erreurs dues a l'approximation des grandeurs u et ¢.
W Erreurs d'arrondis du cgllculateur numeérique.

L'utilisation des éiéments d'ordre supérieur minimise les deux premiers types d'etreurs, ce

qui implique une augmentation de la précision dans les résultats.






4. Problémes divers

4.1 Introduction :

La méthode des éiéments frontiéres présentée dans les chapitres précédents pour les cas
bidimensionnels et tridimensionnels avait des restrictions considérables. Parmi ces
restrictions - 'absence de sources intérieures, le traitement seulement de domaines fermés,
homogeénes et entourés de simples frontieres. Toutes ces restrictions seront levées dans ce

chapitre, et toutes les modifications nécessaires a la méthode seront introduites.

4.2 Charges intérieures (Equation de Poisson) :

S’il v a des charges discrétes ou continues a I’intérieur du domaine d’étude, Iéquation

définissant le probiéme doit étre remplacée par celle de Poissori :

Viu=L=p dans Q (4.1)
s

b étant une fonction connue partout dans £2.

1.équation intégrale qui prend en considération I’équation de Poisson, peut aussi étre
obtenue soit par Je théoiéine de Green, soit par le méthode des résidus pondérés. En
remplagant V% dans la formule de Green par la fonction connue b, on obtient en suivant les

mémes étapes qu’au paragraphe 3 du chapitre 2 :
el +Iq2udl"+]bzfd§2='lu2qd]' (4.2)
i r 0 r

Cette équation est fa méme que celle obtenue en utilisant I’équation de Laplace (2.18), a

part qu’il existe un nouveau terme :
Do={ptaq @3
Q
Cette intégrale ne met en jeu que des fonctions connues dans son intégrante el son

évaluation ne pose pas un grand probléme. Pour calculer numériguement D;, le domaisne

intérieur O est divisé en un nombre finis M de cellules, triangulaires et/ou quadriiatérales
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(Fig. 4.1) pour les problémes bidimensionnels et de formes tétraédriques et/ou hexaédriques

pour les problémes tridimensiohnels.

ccllule
triangulaire

elemeiit
cellule
quadrilaterale

noeud

Fig. 4.1 Discrétisation du doimaine €2

L’évaluation de I"intégrale peut s’effectuer en utilisant une quadrature régulicre, celle de

Gauss par exemple [1,2] :
A K‘
D, = jl)ll* JdQ2 = Z(Z W, (br.-’)JQu (4.4)
Q e=l “h=|

ou e identifie les différerites cellutes, wy sont les poids d’intégration de la quadrature, €,
est I'aire de la cellule e et D, est le résultat, différent pour chaque point 7 ou on écrit

I’équation intégrale. La fonction (bu") doit étre évaluée en K points d’intégration pour

chaque cellule.

Ainsi I’équation (4.2) devient apres discrétisation de la frotitiére :

Jl

N N
cu, + ) Hau, +D, ZZGU‘L i=1L,N (4.5)
j=l
ou sous forme matricielie

HU +D=GQ (4.6)
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Comme D est un vecteur connu, il n’y a pas de nouvelles inconnues et la résolution peut

s’effectuer de la méme fagon que celle présentée aux chapitre 2 et 3.

Les valeurs de # et g étant connues sur toute la frontiére aprés résolution, on peut

calculer Ie potentiel en n’importe quel point intérieur P; par :

Mo id -
u, = _Z{ Hau, =D+ Z. Gy, (4.7)
i= I=

La subdivision de tout le domaine, afin d’évaluer Pintégrale D, n’est pas toujours
indisperisable. En effet, il existe des cas particuliers ou I'intégrale sur le domaine pourra étre
transformée en une intégrale uniquement sur la frontiére. Clest le cas, par exemple, lorsqu'il
y a des charges discrétes dans le domaine ou lorsque la fonction 4 est haririonique, C’est a
dire, V?b=0.

Le premier cas se manipule facilement avec la méthode des éléments frontiéres. S’il y a
N, charges a Vintérieur du domaine, ’équation de poisson au niveau de chaque charge o
s’écrit [1,2] -

Viu=b=0'§' I=1,N (4.8)

2 <

ot Q' est la valeur de la charge /, et 5’ est la fonction de Dirac associée au point /.

L’intégrale sur le volume Jb‘u* dQ) devient afors [1,2]} :
Q

N, ‘
D =[tud=30'(u") (4.9)
Q =1
(") est la valeur de la solution fondamentale " au point /.

Le deuxidme cas ou & est harmonique, peut étre traité en essayant de trouver une

fonction v telle que :

u* = Vzv'i (410)

et écrire la formule de Green :

. s B ov. . Ob
J-(bvzv -V VZI))dQ_'[[(b o v C?H]dr (4.11)

Q

Etant donné que V*b=0, on a alors :
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. Ob |
jbudsz jbv Q) = I[b—;—v —é;)d]“ (4.12)

La fonction v requise pour ce cas est la solution fondamentale de I’équation
biharmonique définie par :
Vi = VIV =V ==, (4.13)

v est définie en 2 dimensions par {2] :

V= %[ln(%} + lj 4.14)

et eh 3 dimensions par :
Vo= — (4.15)

4.3 Régions infinies :

Bien que |’équation intégrale a été obtenue dans I’hypothese ou le domaine Q est ehtouré
par une frontiére réguliére et fermée I (problémes intérieurs), tous les concepts étudiés
jusqu’ici sont aussi valables pour une région infinie et régtiliere (problémes extérieurs) (Fig.
42). Cependant, pour que cette extension soit valide, certaines régularités dans les

conditions concernant les fonctions de I’équation (2.18), définies sur une surface trés loin de

I’origine, doivent étre vérifiées.
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7,

Fig. 4.2 Probléme extéricur

Soit T une surface circulaire (ou sphérigue si le probleme est tridimensionnel) de rayon R

entourant la surface I (Fig. 4.3).

On peut écrire ’équation intégrale aux frontiéres (2.18) pour le domaine fermé € fimité

par la surface réelle I et la surface fictive T
cytty + Iq;udl" + Jq;u’d—f = Iuéqa’l" + J'u;qdf (4.16)
r T r r

Notons que lintégration sur I” se fait dans le sers des aiguilles d'une montre alors que

celle sur T suivant le sens trigonométrique.
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Fig. 4.3 Définition de la frontire fictive

Pour que tout le domaine extérieur a I' soit pris en compte, il suffit de tendre R vers

Pinfini, et I’équation (2.18) ne sera valide que si :

lim U (q;u - u;q) dlt"] =0 (4.17)

c’est 4 dire qu’on ne peut écrire : c¢u§+jq;udl" = ju;qdf que si la conditioii (4.17)
r r

soit vérifiée.

On peut montrer [ 1} que ceci n’est vraie que si # est au moins de "ordre O(1/r) pour les
probiémes tridimensionnels et O(In(/)) pour les probiémes bidimensionnels. .

Tl faut noter qu’il est possible, dans le cas de problémes externes, d’évaluet I’élément
singulier H,, de la diagonale de l'a.matrice H en utilisant I"équation (3.23), mais il faut faire
attention car les conditions de régularité a Pinfini ne sont pas vérifiées du fait que u est

suppos¢ constant partout dans le domaine Q.

Etant donné qu’on peut hontrer que .

’]eiln‘(’[ g u’l_j) =1 (4.18)
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pour les probléres bidimensionnels et tridimensionnels et que g est nul partout, on a a ia

N
place de H, =~ H, laformule: "

J=1
J=i

N
H,y==> 1, +1 (4.19)

S
Pour les problémes semi-infinis, o0 un plan infini appartient a la frontiére (Fig. 4.4), il
n’est pas nécessaire de prendre en considération ce plan. En effet, il suffit d’utiliser la
méthode des images ou une frontiére [, symétrique a I par rapport au plan et portant des

conditions aux limites permettant de les retrouver sur le plan, remplace ce dernier.

Fig, 4.4 Méthode des images

Les probléimes extérieurs sont souvetit rencontrés en électrotechnique, étant donné que le
milieu physique est généralemient ’air. Le traitement par la méthode des élements fronti¢res
des milieux s étendant a Iinfini est un avantage considérable lorsqu’on la compare aux

méthodes des différences finies et des éléments finis.

4.4 Milieux hon homogenes :
Lorsque les propriétés physiques du milieu en question (permittivite, perméabilité, etc.)
changent en fonction de la position, le milieu est dit non homogene et la méthodologie

utilisée pour les milieux homogenes n’est pas applicable sans introduire certaines

modifications. L’étude par la BEM des milieux noh homogeénes est trés difficile.
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Cependant, si le domaine a étudier peut étre divisé en plusieurs sous domaines
homogenes (Fig. 4.5) (et c’est souvent le cas), 'utilisation de la BEM devient aisée. On
applique la BEM pour chaque sous domaine Q; comime s’il était indépendant des autres.

L’ensemble des équations finiales peut étre obtenu en ajoutant les équations qui existent au

mveau des interfaces communes.

()

Fig. 4.5 Domaine divisé en plusieurs sous doimaines

Considérons le cas simple de deux sous régions Q, et £, de permittivités relatives et

& (Fig. 4.6).
Sur €2, on définit :
U', Q' vecteur potentiel et flux des N, noeuds de la frontiére externe Iy

U, Q';: vecteur potentiel et flux des N, noeuds de Iinterface I’ considérée

apparténant a £,
Sur ©, ohi définit ;
U, QF: vecteur potentiel et flux des NV, noeuds de la frontiere externe 17

U?, Q% vecteur potentiel et flux des N; noeuds de Pinterface I considérée

appartenant a £
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Fig, 4.6 Discrétisation d'un domainc divis¢ en 2 sous domaincs

Le systéme d’équations correspondant a fa région € peut s’écrire sous 1a forme :

i 1
(' H})[EJ - (G G:)[g:] (4.20)
ot les dimensions des matrices sont :
H' et G': (M V) x N
H'et Gy (M+HN) x Ny

et celui cortespondant a €5 sous la forme :

2 2
e wf)- eg) 21
ot fes dimensions des matrices sont
H? et G*: (NyFN) X N2
H* et GPs (NAN) x N,

Les conditions aux interfaces sont :

U, =U;} ?
ZAih AN (4.22)
T T =0

La premiére correspond a la continuité du potentiel sur Uinterface, la deuxiéme a la

continuité de la composante normale du vecteur déplacement électrique D (on suppose qu'il

ny a pas de charges superficielles au niveau de linterface).
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Pour faciliter P’étude, il vaut mieux charger les variables g et g définies

frontiéres des deux régions Q; et Q;. On définit les nouvelles variables suivantes :

(n ()
S U

D o — o "
Woo=Ey, 51?(1) =&0q

ol les indices entre parenthéses font référence aux régions 0 et .
Ainsi les conditions a I’interface I'; deviennent :

11 _ §72

U, =1

YW =0
ou en prenant la région | comme référence :

U, = U, =0

ir _ ol g2

qu - qu - _lpz

Les équations intégrales s’écrivent alors :

1
O APRO = PP () .
cig’ + quu dr j " uyt dl sur
T rart O
. : l
iy + qurl(z)dr= —uydl sur O,
Iyt ot &

et les systémes d’équations (4.20) et (4.21) deviennent :

U0 HECHE) )
U PR G

ou

Gl’ - Gl G'Z' — _L G’Z
gﬂ . grz
f R B
G: =— G: Gf =— Gf
grl ng

69

sur les

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

Si o introduit les conditions (4.25) sur Pinterface I dans les équations précédentes on

obtient le systéme matriciel complet suivant :
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. u' : i !
H' B © G G 0
0o H: H? U, K K Y, (4.29)
' i UZ O - Gi’ G \PZ
et comme U; et W, sont inconnus sur 'interface, ce systéme est généralement écril sous

la forme :

Ul
H' B -G 0)U _(G' 0][“"} (4.30)
_ o - ! 2 :
o B ¢ w)| "t 0o G*NY
UI

Le nombre d’équations de ce systéme matriciel est (Ni+N) H(NEN2)= Ni+2NENo, et le
nombre d’inconnues est Nyt 2NN, (N, (potentiel ou sa dérivée) sur I'y, 2N, (potentiel et sa
dérivée) sur I et N; sur I';). Etant donné que le nombre d’équations est égal au nombre
d’inconnues, ce systéme peut étre résolu sans aucun probléme, et les inconnues sur les
frontiéres externes et les interfaces .Seront retrouvees.

Le caleul du potentiel en un point intéricur peut se faire 4 I’aide de 'une des équations
(4.26) suivant que e point appartient a {2y ou & (973

La procédure utilisée ici pour deux régions peut étre étendue pour prendre en compte
plusicurs régions. Pour un milieu composé de 3 régions , la matrice globale A apres

application des conditions aux limites et arrangement ressemble 2 celle de la figure (4.7).

Inconnues sur

I, | I, | P T,
e e st W ot W s

Equations de

Ia region | 0 0 0
Equations de 0 0
la region 2

Fquations dc 0 0 0 / /

la region 3 /

Fig. 4.7 Matrice bande correspondante 4 un domaine

divisé cn 3 sous régions
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4.5 Formulation axisymétrique :

Dans beaucoup de problémes pratigiies, le domaihe, dans lequel est écrite I’équation de
Laplace et les conditions aux limites, présente une certaine axisymétiie. La résolution de ce
type de problémes intéresse & I’éviderice I"électrotechnicien qui utilise quotidiennement des
dispositifs axisymétriques (isolateurs et différentes parties d’appareillage de hdute tension).
La résolution des problémes tridimensionnels présentant une certaine axisymétrie peut €tre
essenticllement réduite a un probléme bidimensionnel, minimisarit ainsi 'effort des calculs

numériques rencontrés dans un vrai probléme tridimensionnel [33,43].

Considérons un probléme axisymétrique quelconque et plagons nous dans un systéme de
coordonnées cylindriques (R,6,z), dont 'axe z coincide avec Iaxe de symétrie du probléme

(Fig. 4.8).

Yy
X
Fig. 4.8 Géométrie d'un domaine axisymétrique
L’équation intégrale est :
Cph, + Iqéu ds = Iil;q das , (4.31)
S R

ot S est la surface entourant notre domaine d’étude (Fig. 4.8).

L élément différentiel S est exprimé en coordonnées cylindriques

dS = RdOdT (4.32)
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ou R est la distance entre d et 'axe z.
L’équation intégrale s’ écrit dlors :
Cyltg + Iqéu Rd@dT = Iqu RdOd T
§ Ry
ou

2

ct + j[zj g Rde) dr=| ( [1uiq Rdt?} dT (433)
™o ra~a

Comine le probléme est axisymétrique, R, & et ¢ ne dépendent pas de I'angle 6, et

’équation précédente s’écrit

x in
ety + | (Iq;daj uRAT = | [[u;de) gRdT \ (4.34)
r>~o Ir~o
ou
cguéwLJq"*r:JI“:fﬁ*da (4.35)
T I

avec .

2
g =R qudﬂ
N (4.36)
i =R [u;d6
0

Le calcul de 7" et § fait intervenir les intégrales elliptiques completes de premiére et de
deuxiéme espéce K(m) et Lufm) [1]

R 4K(m)

a+b

.4 |1 [R-R(g-2) _
R b i - E{m) —K(m)|n (4.37)
9 M{Zk( a—>b () () 1

Z.—Z
4 E(mn_|.
-—

a—

ou
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2b

M= Dsm<l

a+b (0=m=1)
a=R+R*+(z ~z) (4.38)
b=2RR

R est la distance entre I'élément différentiel oT et I’axe de symétrie z

R, est Ia distance entre le point P; ot on écrit I’équation intégrale et ’axe de symétrie

z

7ip est la composante suivant I’axe R du vecteur n normale & db’
1, est la composante suivant [’axe z du vecteur n normale a dr

Les fonctions K(m1) et E(m) peuvent étre obtenues soit par leurs tables de valeurs, soit

par un développement en séries numériques {26].

Ainsi le traitement du probléme tridimensionnel par la formulation axisymétrique permet
de transformer I’équation intégrale (4.31) sur le volume () en une équation intégrale

(4.35) sur le contour T,

4.6 Traitement des probléiiies de coins :
Un domaine discrétisé par les éléments frontiéres peut présenter des coins géométriques

(Fig. 4.9) qui nécessitent une certaine attention, vu que les conditions sur les deux cotés du

coin peuvent ne pas étre les mémes.

Quand on utilise les éléments linéaires par exemple, le noeud 2 de I'élément (m-1) se
superpose avec le noeud 1 de I'élément ni (Fig. 4.9). Comme le potentiel est unique en
chaque point, .y est égale a ', Cependant, cette égalite ne peut pas s’appliquer
toujours pour le flux g. En effet, au niveau d’un coin de la frontiére, la normale n’est pas
unique et ceci est de méme pou.‘r g qui dépend de cette normale (Fig. 4.9). Ainsi une

discontinuité de g se présente lorsque des coins géométriques se trouvent sur la frontiére.

Lors de ’écriture du systéme d’équations de la BEM, chaque noeud correspondait a une
équation de ce systéme et présentait une seule inconnue (soit le potentiel, soit sa dérivée).
Cependant, si la frontiére contient des coins et si le potenticl est connu pour un certain
nombre de ces coins, alors deux inconnues sont mises en jeu pour chacun de ces coins : le
flux q avant ce coin et celui aprés le coin. Le nombre d’inconnues excede alors celui des

équations et le systéme ne peut plus étre résolu.
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Fig. 4.9 Discontinuité dans les {lux entre les ¢lément m-1 et m

Pour faire face & ce probléme, on peut arrondir le coin comme dans la figure (4.10a) tout
en introduisant deux noeuds proches du coin. Cette approctie ne donne des résultats
acceptables qu’aux points loin de ce coin. Cependant, beaucoup de probiémes physiques

exigent la connaissance des résultats prés du coin.

Une autre solution simple est de supposer que les flux a gauche et & droite du coin sont
égaux, c’est a dire : G imi= G = ¢ Cette représentation du noeud unique, introduite en
premier par Lachat [36], est, comme la précédente, valable uniquenient loin du coin.

Une autre approche, étudiée par Ricadella, consiste a considérer deux noeuds trés
proches du coin et qui représentent le noeud 2 de ’élément (m1-1) et le noeud 1 de Iélément
m (Fig. 4.10b). Le désavaritage de cette représentation est que I’existence d’un vide entre

les deux noeuds entraine une instabilité dans les équations produites par la BEM [4].

(a) Q)

Fig. 4.10 Traitement de 1a discontinuité du flux par () arrondissement

du coin (b) introduction de 2 nocuds proches du coin
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Une autre méthode trés intéressante introduite récemment par Patterson et ses
coéquipiers [51], consiste 4 introduire ce qu’on appelle les éléments discontinus. Etant
donné que la méthode est trés pratique pour résoudre les problémes de coins et que c’est

elle qu’on a adopté lors de la programmation, on va I’étudier avec plus de détails.

Prenons le cas des éléments linéaires discontinus (Fig. 4.11). Les deux noeuds de chaque

glément se trouvent maintenant a intérieur de 1’élément géométrique.

Fig. 4.11 Représentation d'un élément discontinu

{es variations de u et g resteit toujours linéaires mais §’écrivent en fonction de la

coordonnée locale ne[-1,1] de la fagon suivante :

U= géf(n) ' +¢‘2’(77) u’

d ] d 2 (4'39)
q= ¢, (7?)‘] +¢5 (7])(]
ol ¢,"(17) et (7)) (Fig. 4.12) sont maintenant définies par :
daf P
o= 1)
(4.40)

et=(5+7
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- 1]

Fig. 4.12 Définition des fonctions d'intcrpolations ¢ et ¢’

1l faut noter que la géométrie de I’élément est toujours décrite par les mémes fonctions

ordinaires ¢; et ¢, :

x=¢,(n)x' +¢,(n)x*

(4.41)
y=o(n)y' +¢.(m)y
ou ¢; et ¢ sont
1
¢,(n)= 5(1“‘ )
1 (4.42)
9, (77) = E(l + 77)
Les intégrales A, et Zim 8 écrivent alors
W= [qgar, k=12
T (4.43)
8o = Iw' vl k=12

r

Les éléments linéaires discontinus perimettent alors de conserver I"allure de la variation
linéaire de nos variables tout en évitant les problémes rencontrés au niveau des coins.
Cependant, ces éléments entrainent un nombre important de noeuds du fait que ce nombre
est le double de celui des éléments linéaires continus. Pour cette raison, Patterson et ses
coéquipiers ont introduit les éléments dits partiellement discontinus, retenant anst la
discontinuité entre éléments seulement 1a ou ¢’est voulu, ¢ ‘est a dire aux coins ou aux

points ou les données aux frontiéres sont discontinues.

Les éléments partiellement discontinus pour le cas linéaire sont représentés sur la figure

(4.13).
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(@) (b}

Fig. 4.13 Représentation des clémetits discontinus (a) a droite (b) a gauche

Les fonction d’interpolation pour les deux types sont :

¢ pour les éléments discontinus a gauche

g =2 1)

| (4.44)
r 2 P
¢y (1) = ;(1 +1f)
» pour les éléments discontinus a droite :
M 2o
¢’ ()= S(0-1)
' (4.45)

. 2(1 )
I

iy=—! —+1
5 (77) NER
L’utilisationn donc des éléments finéaires discontinus se reésuihe aux différents cas

suivants :

é siles deux noeuds géométriques de I’élément n-e présentent aucune discontinuite,
on titilise les éléments linéaires cotitinus.

o sile 1 noeud géométrique de I’élément présente une discontinuité, 611 utilise les
élérents linéaires discontinus & gauche.

e sile 2™ noeud géométrique de I’ é&lément présente une discontinuité, on utilise les
élémerits linéaires discontinus a droite.

o si les deuk rioeuds géométriques de I’élément présentent une discontinuité, on

utilise les éléments linéaires discontinus.
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Le calcul des. intégrales singulieres Zm , ob le noeud / coincide avec le noeud & de

P’élément m, peut se faire analytiquement de la maniére suivante :

e sil’élément m est continu et 7 est 'un des deux noeuds de m on a:

i(2

g =L(2 () (4.46)

e si Péiément m est discontinu & gauche et i = noeud 2 de m ou si m est discontinu

a droite et i = noeud 1 de m on a:

g = é(Z—— ln(l))- | (4.47)

e siPélément m est discontinu & gauche et 7 = noeud 1 de m ou si m est discontinu

a droite et i = noeud 2 de mon a:

. 1[5 7 (1] 3 [31)]
R (G P el PRt | ot 4.48
Bn =3 3712 \4) 3 \4 (4:48)

o i ’élément m est discontinu et i = un des deux noeuds de 2 on a:

g : 1"’—6(12 —511{9 dBIn[%ZD (4.49)

Une extension pour les éléments quadratiques et cubiques et méme pour les éléments du
cas tridimensionnel peut se faire de la méme maniére,
T faut noter que cette propriété de pouvoir utiliser des éléments discontinus est I'un des

avantages que posséde la méthode des éléments frontieres par rapport a la. méthode des

éléments finis qui quant 2 elle ne permet que utilisation des éléments continus.
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5. Programmation et Applications

5.1 Programmation:

51.1 Introduction:

Le traitement nurhérique de la méthode des éléments frontieres abordé aux chapitres
précédents ne peut vraiment étre bénéfique que sl est implementé dans un programme.

Pour cette raison, nous avons élaboré deux programmes (Bem2D et MRBem2D) traitant
les parties principales de la méthode. Les deux programmes résolvent seulement les
probiémes bidimensionnels. Le premier qui s'exécute sous Windows et qui est muni d'unie
interface graphique permet de résoudre V'équation de Laplace dans un milieu homogéene. Ce
programme prend en considération aussi biert les problémes internes que les problémes
exteriies. Le deuxiéme programme traite aussi l'équation de Laplace mais dans des milieux
hon homogénes. Ce deuxiéme programme s'exccute uniquement sous DOS et ne posseéde

pas d'interface graphique.

On commencera cette premiére pattie par une description gérierale des programmes de
calcul de champ électrique. On présentera ensuite les deux programmes réalisés tout en

spécifiant les problémes rencontrés lors de leur élaboration.

Notons que nous avons réussi 4 donner aux programmes le caractére général malgré les
difficultés qui se posent lorsqu'on veut réaliser un programme qui traite beaucoup de
problémes physiques. o

Le compilateur que nous avons utilisé est le BORLAND Ci+ version 4.0 [30]. Nous
avons adopté la programmation orientée objet (P.0.0) [28,29,30,31,32]. Celle derniére
bénéficie d'importants avantages tels que la bonne structuration, fa lisibilité et la possibilité

d'extension des programmes.

5.1.2 Description générale des programrﬁes de calcul de champ:

Tous les programmes de calcul de champ, ou traitant en général d'un probleme

d'équations aux dérivées partielles, comportent les étapes suivantes:
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B description de la géométrie et des caractéristiques physiques.
M Mise en ceuvre de la méthode adoptée pour la résolution.

W Visualisation et interprétation des résultats de la simulation.

51.2.1 Fonctions du module d'entrée:

La premiére étape consiste a préparer les données qui seront utilisées dans la deuxiéme
étape. Ces données concernent la géométrie, la discrétisation et le comportemerit physique

du domaine ou de sa frontiére. Cette premiére étape doit réaliser les trois fonctions

‘suivantes:
W description de la géométrie de l'objet.
discrétisation du domaine ou de la frontiére.

B description des caractéristiques physiques (caractéristiques du milieu, sources,

conditions aux limites, conditions initiales, etc.).

5.1.2.2 Fonctions du module de calcul:

La deuxiéme étape procéde a la mise en ceuvre de la méthode utilisée, c'est a dire la
résolution du ou des systémes d'équations linéaires ou non linéaires qui proviennent de la
formulation de la méthode. Dans cette étape, on regoit en entrée la discrétisation, les
caractéristiques physiques et les conditions aux limites. En sortie, on aura les valeurs des
grandeurs recherchées en chaque noeud de la discrétisation. La résolution des systemes
d'équations comprend les élapes suivantes:

W construction des matrices et vecteurs du systéme matriciel.
W prise en compte des conditions aux limites.
B résolution du systéme matriciel.
La résolution des systémes linéaires est réaliseée de plusieurs inaniéres possibles:

B méthodes directes (Gauss, Choleski, etc)

B méthodes itératives par blocs (Gauss-Seidel, Newton-Raphson, etc.)

51.2.3 Fonctions du module de sortie:

Le role de la troisiéme étape est double:
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B extraction d'informations significatives. Ces informations peuvent €tre relices a
des grandeurs locales (induction magnétique, champ électrique, densité de

courant, etc.) ou globales (flux, forces, couples, etc.).
M présentation synthétique des informations numériques sous forme graphique pour
faciliter leurs interprétations ( Lignes équipotentielles, lignes de champ,etc.).
5.1.2.4 Organigramme:

En regroupant toutes les étapes pour traiter le probleme, on peut donner l'organigramme

suivant:

* Description de 1a géométrie de
I'objet

'

L ) . Module
Discrétisation du domaine ou de ia frontiére
d'entree

v

Description des caractéristiques
physiques

v

Construction du systéme matriciel

!

Prise en compte des conditions aux Module
limites de calcul

v

Résolutioh de systeme

'

Extraction d'informations

Madule

de sorlie

'

Synthése (graphique) des
informations

Organigramme. 5.1 Description pénérale des méthodes de caleul de
champ
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5.1.3 Description du programme BemZ2D:

5.1.3.1 Description générale:

Le programme Bem2D permet le traitement des problémes de potentiel (équation de
Laplace) dans un milieu homogene €. Le programme permel la résolution des problémes
intérieurs et extérieurs. Bem2D s'exécute dans une fenétre Windows (Fig. 5.1) ayant un

menu comportant la plupart des taches a réaliser (Discrétisation, Calcul du potentiel ou du

champ, etc.).

% Boundaty Element Psagram

Fig. 5.1 Interface du programme Bem2D

5.1.3.2 Algorithmes:

Comme le programme Bem2D est un programme Windows, on ne peut donner un
algorithme total englobant tout le programme. En effet, la programmation Windows est une
programmaﬁon par événements, c'est a dire qu'a chaque événement (choix d'un menu, clic
sur la souris, ...) on associe une certaine fonction que le programme doit traiter. Ainsi, on
trouve par exemple une fonction spéciale pour traiter la commande "New" du menu "File",

et une autre traitant la commande "Compute On Boundary” du menu "Compute".
Cependant, nous pensons qu'il est judicieux de présenter l'algorithme principal qui traite
la résolution de I'équation de Laplace. 1l sagit des étapes nécessaires pour trouver ies

valeurs du potentiel et de sa dérivée au niveau de tous les noeuds de la frontiére.
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Dé'te_rmi nation des matrices Het G
(Calcul des coefficients Hy et Gy)

v

Introduction des conditiohs aux limites

Arrangement du systéme HU=GQ sous la forme
AX=B

.

Résolution du systéme AX=B

Organigramiiie 5.2 Etapes principales de tésolution du programine
Bem?D.

Dans hotre programme (Bem2D), nous avons regroupé les étapes 1,2 et 3 eii une seule
opération. Ceci veut dire qu'on a calculé directement les éléments de la matrice A sans

déclarer deux matrices différentes H et G, bénéficiant ainsi d'un gain dans I'espace mémoire.

5.1.3.3 Description des parties essentielles du programme Bem2D:
Ies taches importantes qu'on peut effectuer par le programme sont :
M introduction des données du probleme.
W discrétisation de la frontiere.
W calcul sur la frontiére.
® calcul du potentiel et du champ.

® dessii des lignes équipotentielles.

51.3.3.1 Introduction des donnees:
Les données peuvent étre introduite de deux mariiéres possibles:
M soit on récupére les données d'un fichier existant.
B soit on insére ces données mantellement.

La premiére fagon est réalisée par la commande "Open..." du menu "File", la deuxieme
par la commande "New.." de ce méme menu. Linsertion des données par la commande

"New. " se fait a lintérieur de la boite de dialogue illustrée a la figure (5.2).
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A

SRS

;s

hiichiet
+Clockwise Dirichiet

Fig. 5.2 Boite dc diatogue d'cnirée dcs données

Pour décrire les parties de cette boite de dialoguc, on a représenté dans la figure (5.2) les

données du probléerme aux limites correspondant a la figure (5.3) suivante:

4

1
|
'
P A =
5
Fig. 5.3 Géométric des données de 1a boite de dialoguc précédente

La boite de dialogue comporte les parties suivantes:

i Listes dés points géométriques de I'objet (partie gauche du haut): Pour chague point
on spécifie ses coordonnées géométriques X et Y et son type:

- "Simple Point": C'est un point située suf une surface lisse.

- "Corner Point": C'est un point ot sont définies deux tangentes différentes.

_ "Center Point™: C'ést un point qui représente le centre d'un certain arc.
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B Liste des arrétes droites (partie du milieu): Pour chaque arréte, on spécifie:
- Le huméro de son premier point,
- Le numéro de son deuxiéme point.
- Le nombre d'éiéments correspondant a la discrétisation de cette arréte.
- La valeur (potentiel ou sa dérivée) prescrite sur cette arréte.

- Le type de conditions (Dirichlet ou Neuman).

B Liste des arcs (partie du bas); On y trouve les mémes champs que ceux spécifiés sur la
liste précédente excepté:
- Le numéro du point représentant le centre de l'arc.

- La direction de l'arc {CounterClockwise ou Clockwise).

Remarqite:
Le choix du: sens des arrétes et des arcs est d'une importance capitale. Ce sens dépend de
loricntation de la normale a la fronticre. On spécifiera le senis trigonométrique si le

probléme est interne (fig. 5.4a), et le sehs inverse dans le cas des problémes externes (Fig.
5.4b).

{a) ()]

Fig.5.4 Convention de sens de parcourt (a) Probléme intéricur (b)
Probléinc extéricur

En appuyant sur le bouton "Ok" de la boite de dialogue, On voit s'afficher, dans la
fenétre, notre objet & étudier. Ceci permet de vérifier rapidement et visuellement qu'il n'y a

pas d'erreurs daris les dohnées.

1.1.1.1.1 Discrétisation de la frontiére:



Chapitre 5/ Programmation et Applications 86

L'action de la discrétisation se fait a I'aide du menu "Discretise”. Deux possibilités sont

attribuées:

R "Constant Element": Dans ce cas on discrétise la frontiere en utilisant les

¢léments constants.
W "Lincar Element”: Dans ce cas on utilise les éléments linéaires.

Aprés le choix de {'une des deux options, la discrétisation est visualisée sur I'écran (Fig.

5.5) afin de vérifier de nouveau si la discrétisation a été réalisée avec succes.

Fig. 5.5 Discrétisation obtenuc par le programme Bein2D

5.1.3.3.3 Calcul sur la frontiére:

Le calcul des valeurs nodales inconnues sur la frofitiére est réalisé lorsqu'on lance la

commande "Compute On Boundary" du menu "Compute".

5.1.3.3.4 Calcul du potentiel et du champ:
La résolution sur les frontiéres étant obtenue, on peut effectuer les actions suivantes:

W calcul du potentiel et du champ en chaque point du domaine et éventuellement
sur la frontiere. Ceci peut se faife soit par la commande "Potential & Field at
Point...", soit en cochart sur les options "Potential" ou "Field" du menu
"Compute". Cette derniére action permet de visualiser, dans la barre des

messages, le potentiel et le champ en tout point ou se trouve fa souris.
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@ calcul du potentiel et du champ le long d'une ligne. Ceci se fait par la gommande
"Potential & Field on Line..." du menu "Compute". Eile permet de tracer une
ligne et de spécifier le nombre de subdivisions ot on veut connaitre le potentiel
ou le champ. Les résultats de cette action sont dirigés vers un fichier qu'on choisit

dans une boite de dialogue. Le fichier contient les données suivantes:
- 1% colonne: la coordonnées X des points de la subdivision.
- 2™ colonne: 1a coordonnées Y des points de la subdivision.
_ 3% oolontie: la distance | entre les points de fa subdivision et le point de
départ de la hgne.
- 5% colonne: la valeur du potentiel aux points de la subdivision.

- 6™ colonne: la valeur du champ aux points de la subdivision.

5.1.3.3.5 Dessin des lignes équipotentielles:

On peut tracer une ligne équipotentielle en utilisant la commande "Equipotential” du

menu "Draw" et en spécifiant un point de cette équipotentielle.
5.1.3.4 Traitement des problémes rencontrés dans le programme:

51.3.4.1 Probiéme des coins:

Les problémes de coins abordés au chapitre 4, engendrent des difficultcs lors de la
programmation. Pour faire face a ces difficultés, on a choisi l'utilisation des éléments
discontinus lorsque c'est nécessaire. C'est pour cette raison qu'on a ajouté le type "Corner

Point” dans la boite de dialogue de préparation des données.

Sur la figure (5.5), on a représenté la disciétisation de l'objet dont les données sont celles
de la boite de dialogue de la figure (5.2). On voit bien, par exemple, comiment sont défimis
les éléments linéaires de part et d'autre du point 2 de la figure (5.3): l'un est discontinu a

droite, 'autre discontinu a gauche.

514 3.42 Calcul du potentiel et du champ prés de la frontiére:

Lorsque le point, ou oh veut déterminer le potentiel ou le champ, se trouve prés de la
frontiere, le calcul des coefficients H;; et Gy devient imprécis. En effet, la distance » dans les
noyaux u" et ¢° diminue et varie trés rapidement pour les éléments proche du point en

question.
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Dans le but de lever cette imprécision, nous avons suivi les étapes suivantes:
M chercher tous les éléments proches du point.
K diviser ces éléments en plusieurs sous éiéments.

B remplacer les intégrales H; et G par la somme des intégrales définies sur chaque

sous élément.

Dans le programme, le point P; est considéré comme proche de I'élément T s'il appartient
a la surface hachurée de la figure (5.6).

Py

&=

Fig. 5.1 Voisinage de I'élément I

Ainsi le point P, sur la figure (5.6) est considéré loin de I'¢lément T}, alors que P; est
considéré proche de cet élément.
La condition mathématique pour que le point M appartienne 4 la surface hachurée est:
((MB An)(MAAn}<Oetd, < (lj /2)) 0u(]|MA” < (lj /2)) S
ou jMB| < (1, /2)) °
n est la normale 4 'élément T, |j la longueur de T, et dj la distance entre le point M et

I'élément Tj exprimée par la relation: d; =MA -n|.

Si le point M appartient & la surface hachurée de I'élément T, il faut diviser ce dernier en
un nombre suffisant de sous éléments de fagon a ce que la condition (5.1) ne soit pas

vérifiée pour ces différents sous éléments. Ce nombre est la partie entiere du quotient:
[1] /2}
d;

1.1.1.1.1 Tragage des équipotentielles:
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Pour tracer une ligne équipotentielle Vo passant par le point Py, Kréhenbiihl a proposé

dans [33,48] une méthode pas & pas illustrée a la figure (5.7).

Fig. 5.7 Etapes pour le tracé des lignes équipotentielles

M P, est le point de depart.

W Connaissant le vecteur champ E, en Po, oh peut eh déduire la tangente a
I'équipotentielle (direction Pof1).

| On calcul le potentiel et le champ au point P1.

M On effectue une correction linéaire suivant la direction de E; pour trouver le point Py’

qui a le potentiel V' proche du potentiel Vy de I'¢quipotentielle.

B On refait la méme chose avec le point Py, et on procéde ainsi pas a pas, etc.

5.1.4 Description du programme MRBem2D (Multi-RegionBem2D):

Ce programme traite 'équation de Laplace dans un milieu non homogéne, compose par
plusieurs sous domaines homogeénes. Chaque sous domaine a sa propre permittivité
diélectrique.

Le programme s'exécute seulement sous DOS et nous espérons qu'il sera intégré plus

tard dans le programme Bem2D afin de bénéficier des avantages graphiques et interactifs

que présente ce dernier.

Nous avons conservé pour ce programme le caractére général, de fagon & ce qu'il peut
traiter n'importe quelle configuration possible et méme si elle comporte un nombre élevé de

régions. Ce programme ne prend en compte que les éléments constants.
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L'organigramme du programme MRBem?2D est présenté comme suit:

Lecture des données a pattir d'un
fichier (Géométrie, Interfaces,
Caractéristiques physiques).

Formation des sous imatrices
correspondantes & chaque sous domaine.

v

Introduction des conditions aux limites

!

Assemblage des ces sous matrices = Formation du
systéme global AX=B

'

Résolution du systéme AX=B

Sortie des résultats

Organigramme 5.3 Etapes principales du programirie MRBem2D

90
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5.2 Applications:

5.2.1 Introduction:

Tous les exemples de cette deuxiéme partie traitent seulement I'équation de Laplace dans
les problémes bidimensionnels. La premiére partie des applications prend en considération
un seul domaine homogéne , alors que la seconde iraite les problémes de plusicurs régions
différentes. Les résultats numériques ont été obtenus par les deux programmes Bem2D et

MRBem2D exécutés sur un micro-ordinateur muni d'un microprocesseur Pentium75.

5.2.2 Partie 1:

5.2.21 Exeniple 1: Systéme plan - plan idéal

Cet exemple traite le probléme de deux plans paralléles et infinis (Fig. 5.8). Le premier
plan est soumis a un potentiel Vy, alors que le second au potentiet V5. La distance entre les

deux plans est @. On prendra 'air comme milieu entre les deux plans, mais ceci n'influe pas

sur les résultats obtenus.

N
AN

/

Fig. 5.8 Définition du probleme de I'exemple |

Pour des raisons géométriques, le champ électrique E en tout point de Fespace est
perpendiculaire aux deux plans. e domaine d'étude sera donc réduit & celui de la figure

(5.9), avec les conditions aux limites:
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n=V, sur A7)
u=V, sur BC (5.2)
o |
qg= o 0 surdBetCD (composante normale du champ nulle)
n
v
A
| I G .
b D e C
"
Qe = e = e | — X
A 7 B

Fig. 5.9 Modélisation du problcme

Le problérie corsiste & déterminer le potentiel électrique V et le champ électrique E en
tout point du domaine Q et éventuellement sur Ia frontiére de celui-ci.

Les grandeurs électriques ¥ et /2 en se référant a la figure (5.9) sont données
analytiquement par:

V(x,y) = (Vz - V‘)x

a

, 53
Vz _ V| ( )
a

E(x,y) = E_\_(x,y) =

Les valeurs choisies de ¥y, V2 et a sont:

V1=10V
V2=OV
d=10cm

Pour résoudre ce probléme numériquerent, on a effectué une discrétisation des arrétes
AB, BC, CD et DA par des éléments constants (Fig. 5. 10a) et linéaires (Fig. 5.10b). Le sens
des éléments doit respecter le sens trigonométrique pour que la normadle n soit orientée vers

I'extérieur. En effet, il s'agit 1 d'un probléme intérieur.
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A A
P SPRBSP NUF S
|
(@) (t

Fig. 5.10 Discrétisation de la frontiére (a) éléments constants )]
élémeits linéaires

Les résultats obtenus nous ont permis de tracer:
e Les courbes de convergence V=f{N) et E=f(N).
e Les courbes de variation V=f{x) et £=f(x).

¢ Les lignes équipotenticlles.

52211 Courbes de convergence V=f(N) et E=f(N):

Pour étudier linfluence du nombre d'éléments N sur les résultats, on a varié ce dernier et
on a calculé pour chaque valeur de N le potentiel Vet le champ 72 aux points /7(5,5), (i(9.5),
H(5,0).

On a tracé les courbeés V(F,G ¢f H)=f(N) et E(I,G et H)=f(N) pour les deux cas:
léments constants et linéaires. Sur ces courbes, on a montré les valeurs exactes :

ViF)=V({H)=5V.
VG)=9 V.
E(F,Get H) =1 V/cm

I est a remarquer que la courbe de convergence du champ électrique pour les points /et
G correspondante au cas constant, n'est pas tracée. La raison est que les points /7 et (5 se
trouvent sur la frontiere et que la variation de # sur chaque élément est constante. En
d'autres termes, la composante tangentielle calculée en dérivant u par rapport a la tangente

serait toujours riulle, et ceci n'est pas vrai en realité.
2
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Potentiel V (V)

TS A I I |
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0 5 10 15 20 25 3D 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
Nombre d'éléments

{a)
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o
[ ]
o
|'|1||||1

-

5.00

4.99

Potantiel V (V)

4.98
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4.97
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4.96
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495
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
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Fig. 5.11 Courbe de convergence du potentiel au point F(5,5).
(2)éléments constants. (b)éléments linéaires
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0 '5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
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Fig, 5.52 Courbe de convergence du champ électrique au point F(5,5),
¢iéments lincaires
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9.40
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Fig. 5.13 Courbe de convergetice du potentiel au poiit G(9,5). (a)
éléments constants. {b) ¢léments lincaires
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Fig. 5.14 Courbe dc convergence du champ électrique au point G{(9,5),
éléments lincaires
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Fig. 5.15 Courbe dc convergence du potentiel au point H(5,0).
(a)éiéments constants. (b)éléments lin€aires
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Fig. 5.16 Courbe de convergence du champ €lectrique au point H(5,0).
(a)élémetits constants. (b)eléments linéaires

Les courbes de convergence V=f(N) et E=f{N) des point F, G et H permettent de faire

les remarques suivantes:

® Toutes les courbes convergent vers leur solution exacte.

W Le potentiel des point F et H est exactement le méme que celui de la solution

exacte et ceci méme pour des valeurs réduites du nombre d'éléments N. Par

contre celui du point G riécessite un nombre considérable d'éléments (N~50) pour

donner de bons résultats. Ceci s'explique par le fait que le point G se trouve pres

d'un coin géométrique, alors que les points F et H ne le sont pas.
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" La cofvergence du potettiel est plus rapide que celle du champ. Cette différence

vient du fait que le champ dérive du potentiel: L =gradl .

B Les résultats obtenus par les éléments linéaires convergent plus rapidement que

ceuix obtenus par les éiéments constants.

5.2.2.1.2 Courbes de variation V=f(x) et E=f(x).

Ces courbes représentent la variation du potentiel V" et du champ F le long de l'axe x

(y=0). Aux figure (5.17) et (5.18), on a tracé les courbes analytiques et numériques

correspondantes & un nombre d'éléments égal a 20.

Les fonctions analytiques de V et E pour les valeurs choisis de V, V5 et a sont:

V(x,y = O) =x (V) _
(5.4)
E(x,y:O):Cte:I (V/cm)
ou x est mesuiée en cm.
10 10
7 n
9 - O Résuttat numérique ] 9 @) Résultal numérique
8 _— Résulat analytique 8 : Résultat analytique
7 - P
= T — -
= g = 6 -
> _ =~ i
5 5 B 5
b~ - c -
@ 8
2 '] § 4
3 3 —
2 2
1 - U
e L W L L N R AN B N B L WL S L At SR HLEN B S S
0.00 1.00 200 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00 9.0010.00 0.00 1.00 2.00 3.00 400 5.00 6.00 7.00 8.00 9.0010.00
Abscisse x (cm) Abscisse x {cm)
(a) (b)

Fig. 5.17 Courbe dc vartation du potentici lc long de I'axc des x.
(a)étéments constants. (b) ¢léments lincaires.
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Q
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(O - Reésultat numérique
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98

(O Résultat numérique

Résultat analytigue

LA LI AL LA L UL L A B B
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00 9.0010.00
Abscisse x {cm)

th)

Fig. 5.18 Courbe de variation du champ €lectrique le long de 'axe des x.
(a)élémerits constants. (b) éléments lin€aires.

Les courbes tracées a partir des résultats numériques coincident trés bien avec celles

obtenues par les expressions analytiques. On en déduit que pour un nombte réduit

d'éléments, la méthode des éléments frontieres donne de tres bons résultats.

52.2.1.3 Lignes équipotentielles:

Les lignes équipotentielles tirées du programme Bem2D sont tracées & la figure {5.19).

Elles correspondent au cas d'éléments linéaires avec N=20. La différence de potentiel entre

deux lignes consécutives est 10 V.
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Fig. 5.19 Lignes équipotentielles

5.2.2.2 Exemple 2: Systéme Cylindre - Cylindre concentfique:
11 s'agit dans cet exemple de deux cylindres concentriques (Fig 5.20) de rayons R et Ry,

miis aux potentiels ¥ et V2.

L~

Fig. 5.20 Deux cylindres concentriques

Pour des raisons de symétrie, le champ est radial et le domaine d'étude peut étre réduit a

un seu! quadrant (Fig. 5.21). Les conditions aux limites sont alors:
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u=V sur I'afc 4D

u="V, sur I'are BC (5.5)
u . .

q =0 surdBetCD (composante normale du champ nulle)

" on

Fig. 5.21 Modélisation du probléme

Le calcu! analytique des grandeurs électriques V et E donne:

NEASAN (&)

V(r) in +V,
In(%—] !

s - OB

ln(-&—] ’
R,

Les valeurs choisies de V3, V3, Ry et R, sont:

(5.6)

Fi=10V
V,=0V
R;=2cm
R, =6 cm

Apres discrétisation de la frontiere en 48 éléments et résolution du systéme d'équations,
on a trace:
o Les courbes de variation de V(r) et E(¥) .

¢ Les lignes équipotentielles .
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Potentiel V (V)

Champ E (V/iem)

Résultat analytique

] O Résultat numgrique

' | ' { ! ] ! |

.00 1.00 2.00 3.00 4.00

Distance radiale & partir du rayon interne (cm)

(a)

Potentiel V (V)

101

Résultat analytique

» () Résultat numétique

T ] T ! T ‘ = 71 B
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00
Distance radiale & partir du rayon inlerne {cm)

(b

Fig. 5.22 Courbe de variation du potentiel fe long d'un axe radial.
(a)éléments constants, (b} éléments linéaires.

Résultit analylique

] () Résultat numérique

LI B L B T L B L
gob 050 100 1.50 200 250 3.00 350 400
Distance radiale & partir du rayon interne (¢}

{a)

Champ E (Viem)
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400
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1.50
1.00

0.50

Résultat analytique
b (O Résullat numerique

000 050 1.00 i50 200 250 300 350 400
Distanice radidle & partir du rayon interne {cm)

(&)

Fig. 5.23 Courbe de variation du champ électrique le long d'un axe
radial. (a)éiéments constants. (b) ¢léments linéaites.
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Fig. 5.24 Lignes équipotentiefics tracés par lc programine Bem2D

On voit bien des figures (5.22) et (5.23) quil y a une trés bonne convergence de la
solution numérique vers la solution analytique. La valeur du champ électrique diminue
lorsqu'on va du cylindre de petit rayon vers le cylindre de grand rayon. Ceci est du a la

faible valeur du rayon de courbure dit premier cylindre.

5.2.2.3 Exemple 3: Systéme Cylindre - Cylindre excentrique:
Dans cet exemple, deux cylindres excentfiques de méme rayons R et séparés d'une

distance d, sont mis a des potentiels de signes opposes Vet -V (Fig. 5.25).

- —— — — - = = == —_— - — X

Fig. 5.25 Deux cylindies excenlriques

Les valeurs de V et d sont:
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V=15V
d=15cm
On a pris deux valeurs de R: R = lem et R = 5cm.

Sur les figures (5.26). (5.27), (5.28) et (5.29) on a tracé les courbes de variation

analytiques et numériques (N=60) de /et /< le long de l'axe x.

Les courbes théoriques sont données pat les éxpressions suivantes:

d
—+R+x
AV 2
Vix)= In
d+ R d
21n —4+R—-x
R 2
(5.7)
AV 1 1
E(x)= . +
) d+R\| d d
21n —4+R+x —+R-x]
R 2 2
15 — 15 —
12 12
9 —- 9 -
6 —— 6 -
S 3 S 3
Y i b= i
5 o0 3 0
S 4 = ]
[T}
$ 2] $ 2
& 6 —
9 ...: Résu'tat analytiGus 9 ] Résultat analytique
. (O Resultat numérigue . ()  Résultat numérique
A2 Az -
ST o S AL RS L SR B L L B SLET i S St L ML I B B ML
-7 .50-6.00-4 50-3.00-1.50 0.00 1.50 3.00 450 6.00 7.50 -7.50-6.00-4.50-3.00-1.500.00 .50 3.00 450 6.00 7.50
Abscisse x {cm) Abscissé x (cm)
{a) (b}

Fig. 5.26 Courbe de variation du polentiel. (a)élémenls constants.
(b)éléments lindaires. R=lcm
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600 6.00 ]

500 Résultat analytique 500 — Résultat analylique

Résultat humérique ) Résultal numérique

=~ 4.00 o0
g £ 400
3 s -
w 300 w 3o0
Q. o
£ E i
bl m
£ £
O 200 Q 200 —

1.00 — 100

000 T T T T T T 0.00 T T T T T T T

800 -600 -400 200 000 200 400 600 800 800 -6.00 -100 200 0.00 200 400 600 800
Abscisse x (cm) Abscisse x (cm)
(a) (b)
Fig. 5.27 Courbe de variation du champ glectrique. (a)éléments
constants. (b) éléments linéaires. R=1cm

15 __] 15 ]

iz 172 -

9 — 9 |

6 — 5

tllll

Potentiel V{V)
[ ]
1l
Patentiel V (V)
a
|

3 - -3
8 . -6
i Résultat analytique i Résultat analytique
9 - " (O - Résultat numeérique 9 )  Résultat numérique
12 A -12 —
i 2 N B B B B U BN B B BT (o o B B UL UL B R B B
-7 .50-6.00-4,50-3.00-1.50 0.00 1,50 3.00 4.50 6.00 7.50 _7 50-6.00-4.50-3.00-1.500.00 1.50 3.00 4.50 6.00 7.50
Abscisse x (cm) Abscisse x {cm}
{a} (k)

Fig. 5.28 Courbe de variation du potenticl. (a)éléments constants.
(b)éléments linéaires. R=5cm
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400 -+ 400 -
o o o o
3.00 —H 300 —
3 =
S S
w200 ~ w200 —
a a
£ 3]
a i)
= 8 = J
G G
1.00 — A0 — ; .
Résuitat analytique 1 Résuktat analytique
] ) Résultat numérique J O Résutatnumérique
000 T T T T 000 T T T T T I T
-8.00 -500 -4.00 -2.00 Q.00 2.06 4.00 6.00 800 -8.00 -6.00 -4.00 -2.00 000 2.00 400 6.00 800
Abscisse x {cm) Abscisse x (crm)
(a) (b}

Fig, 5.2 Courbe de variation du champ électrique. (a)éléments constants.
(b) éléments linéaires, R=5cm

On voit bien que, pour le cas R=1cm, la simulation numérique présente une convergence
remarquable alors que, pour le cas R=5cm, les résultats de la courbe de variation du champ
ne sont pas trés safisfaisants. On peut expliquer cette décroissance dans la précision des
résultats par le fait que I'approximation géométrique faite par les segments de droites est
mal adaptée lorsque le rayon R est grand. En effet, au niveau de chaque point liant deux
segments, la courbe approximée, au lieu d'étre lisse, est cassée. Ceci entraine une
augmentation de la valeur du champ prés des deux cylindres. L'effet de cette cassure n'est
pas considérable dans le cas ol R=1cm parce que les deux cylindres présentaient déja une
importante courbure.

Les deux courbes de variation du champ permettent de constater que, pour des valeurs
faibles du rayon R, le champ est trés élevé prés des cylindres. Ceci est due au phenomene de
pointe bien connue dans les problémes d'électrostatique.

On peut aussi dire que les éléments constants donnent des résultats tres satisfaisants

malgré que les fonctions et ¢ sont supposées constantes sur chaque €lément.
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Fig. 5.30 Lignes équipotentielles pour R=5cm traccs par lc programme
Bem2D.

5.2.3 Partie 2:

5.2.3.1 Exemple 4: Systéme plan - plan stratifié
1l s'agit dans cet exemple du méme systeme de l'exemple 1, mais cette fois ci le milieu

n'est pas homogéne. 1l est constitué de deux régions differentes de permittivités relatives

g1=1 et £5,=2, comme il est montré sur la figure (5.31).
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T
_

)

X.

X
A

Fig. 5.31 Systéme plan - plan a deux coiiches

Les expressions analytiques du potentiel Vet du champ électrique [ sont:

2 sixef0,Ax,]

~ 8ri &
I = o (5.8)
—  six e[Ax,Ax,]
8r2 .
Zx six €[0,Ax,]
g
y=4" (5.9)
i(;c—A.)q)JriAx, six e[Ax,,Ax,]
Eri *
avec:
AV
5 (5.10)
grl gr'Z

Sur la figure (5.32) on a tracé les courbes analytiques et numériques du potentiel ¥ et du

champ [, obtenues par le programme MRBem2D, e long de I'axe des x.
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Fig. 5.32 Courbe de variation (a)du potentiel. (b) du champ.

On voit bien sur la figure 5.32b que le champ est élevé dans la région 1. Ceci est tout a
fait prévisible puisque la permittivité de la région 1 est faible par rapport & celle de la région

2.

On constate aussi que les résultats obtenus par la simulation nuimérique sont satisfaisants.

5.2.3.2 Exemple 5: Systéme cylindre - cylindre
Cet exemple traite aussi un probiéme & deux régions de formes cylindriques (Fig.5.33) de
perniittivités relatives £4=2 et g2=1. Un exemple pratique, ou on reficontre une telle

configuration, est 'étude des cables soutetrairis 4 haute tension.

Fig. 5.33 Systémc cylindrique a deux couches

Les expressions analytiques du potentiel et du champ en fonction de la coordonnce

radiale r soiit données par:
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2 sire[R,R}

- Eqr
L= (5.11)
i e[R,, 1
. sir e[ R, R}
Inl2, /) InlR, /1
a( (:_2 )+ (; 62)] siv e[R, R,]
V: - rl r2 (512)
o )
g—ln(RS /7) sir €[R,,R,]
r2
avec:
a= av | 5.13
In(R,/R) +ln(R3/R2) -13)
gri 81—2

Sur la figure (5.34) on a tracé les courbes de variation analytiques et numériques du

potentiel et du champ en fonction de r.

3.40

3.20 E_
* 7] 3.00
s | 2.80 —
i 260 —|
7 240 —
= . T 220 —
- 6 — L¥] .
> 4 "'_3‘-2.00 n
E 5 - w 1.30 -]
‘E B o 1.60 '—“
2 4 4 B 140
o . 5 120
3 100 -
1 080 — Résullat analytique
2 '—_ Résultal analytique 0.60 _: O Résultat numérique

1 - O Reésultat numésique 0.40
4 020 —

S L S S IR B L B A 600 44— { T 11T "1

200 250 3.00 350 4.00 450 5.00 550 6.00 200 250 300 350 400 450 5.00 550 6.00

Coordonnée radiale r {cm) Coordonnée radiale ricm)
(a) (b}

Fig. 5.34 Catirbe de variation (a)du potenticl. (b) du champ.

Dans chacine des deux régions, le champ est important au niveau des cylindres de faibles

rayons (courbure importante).

Le champ subit une discontinuité a linterface des deux régions. Il est important dans ia

région moins rigide (faible permittivité).

La convergence de la méthode se voit bien aussi dans cet exemple.
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5.3 Coriclusion:

D'apres les exemples traités, oh peut conclure que la iméthode des éiéments frontiéres
doiine des résultats excellents ménie si le hombie d'éléments est petit (convergence rapide).
La comparaison entre les résultats numériques et analytiques montre la précision de la

méthode. Cependant, il faut avoir recotits, dans certains cas, aux éléments d'ordre supérieur

afin d'éliminer l'erreur géométrique que poseiit les éléments constants et linéaires.



ww




Conclusion

Artivés au terme de ce travail, nous espérons avoir apporter une certaine clanfication

dans l'exposé de la méthode des-éléments frontiéres et des caractéristiques de sa mise en

ceuvre numeérique.

Les équations intégrales de frontiéres traitant les problémes de potentiel permettent de

résoudre 'équation de Laplace, qui régit des phétioménes physiques assez nombreux.

Par le biais du théoréme de Green ou de la méthode des résidus pondérés, 'équation
différentielle, régissant le compottement physique, est transformée en une équation
intégrale sur la frontiére. Une discrétisation de la frontiére en un nombre finis d'éléments

permet de transformer ces équations continues en un systéme discret d'équations

lindaires.

La résolution de ce systéme, tenant compte des conditions aux limites, conduit a la
détermination des inconnues physiques sur la frontiere (potentiels et flux). Le calcul du
potentiel ou du champ, en chaque point de l'espace, peut étre obtenu a partir des

solutions du systéme d'équations.

Nous avons illustré a la fin de ce travail la qualité des résultats obtenus par la méthode

(bonne précision et convergence rapide).

A partir de Fétude détaillée que nous avoﬁs effectué, nous pouvons énumérer les
principaux avantages et inconvénients de la méthode comparée a celle des éléments finis:

Avaiitages:

W Secule une discrétisation de la frontiére est nécessaire (probléme réduit d'unie

dimension).
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B Couplage facile avec les programimes de CAO.,
Précision meilleur pour le méme temps de calcul.
B Traitement des milieux infinis.

B Calcul possible aussi aux poiits intérieurs.

Inconvénietits:

W Matrices peuplées et noh symétriques.
B Nécessité de discrétisation compléte du domaine dais les milieux non homogenes.

H Non économique si le rapport surface/volumie est grand.

L'élargissement de I'étude de la méthode des ¢éléments frontiéres devrait constituer le
cadre des pefspectives ehvisdgées et concgrnerait:
W L'étude du couplage entre la BEM et la FEM.
I'étude dé la DRM (Dual Reciprocity Boundary Element Method) récemment
développée pour le traiternent de I'équation de Poisson.
M Le traitement des milieux anisottopes rencontres généralement dans les machines
électrigues.

W 1e développement des programmes Bem2D et MRBem2D élaborés dans le cadre

de cette étude.
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Annexe A

1. Intégration par partie:

L'intégration par partie sur un domaine €1 se fait de la méme maniére que l'intégration par

parti¢ sur un intervalle {a,b]. Ainsi, on a:

oo 2 {2 | .
;[[&x gdQ) !lax(fé,)dﬂ c[f e (A1)
On a la formule de Green suivante:

a "

E[a—{dﬂz lJ:f-(n-l)dl" (A.2)

ou n est le vecteur unitaire normal a la surface I" entourant le domaine Q et i est le

vecteur unitaire de l'axe des x.

On peut en déduire la formule d'intégration suivante:

£ @—Q g2 = l(fg) (n-1)dl - if [—?—i}dﬁ (A3)

ou plis généralement:

of . . g
ﬁémj gdQ = l(_fg). (n- )l — J}f[%] dQ (A.4)
ot mi est le vecteur suivant lequel se fait la dérivée.

2. Formule des Résidus pondérés:

On peiit transformer la formule suivante:

[(VPuywd2=0 (A.5)

Q

a la formule générale des résidus pondeérés:
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J.(Vzu)wa'ﬂ = I(q —g)wdl" - f(u —)——dl

Q I, N n
en suivant les étapes suivantes d'intégration par parties:

] ¢re

intégration par parties:
(2% (55}
(2w} i {Gen) @ i)

‘"!((9”” aw +(9u” é’w}dﬂ
ax dx Oy Oy

é’n

I’l

éx dx Oy dy

T

W 2% intégration par parties:

Gu, dw O, aw) ([aw ] . [é’w J ‘ )
do =122 | -(n- W V- dr

;[(é’x ox oy Oy W axm) (i 5y m) )
A'w

(GG

:l W ar - jzto('V2 )dQ

T

: ‘ é
On obtient alors en posant Elf‘i =q,"
"

Q

M Introduction des conditions aux limites:
Iqowdf = JqowdF+ IE]_de'
j AL fn _dr+[7—dr
® On P

On a donc la formule exacte suivante:

(&i{o ow N du, c?w)dg

I(Vzuo)wdﬂ = quwdl“ - j ow u,dl -+ I(Vzw)undfl
r r on Q

116

(A.6)

(A7)

(A8)

(A9)

(A.10)
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I(Vzuo)wdﬂ = J.(V2W)?Jodg+ Iqwdl" + Ic}'wdF
Q Q I 1"
‘ 3 (A.11)
~ [y S=dr - j *—dl" 0
S * on ;
W Introduction des fonctions approchées u et g:
En remplagant #, par u et gy par g on a:
[(viw )udg+jqwdr+jqwdr Juﬁa‘F j—_dr 0 (A.12)
Q
W 3™ intégration par parties:
I(VZ1V)MdQ j_u _}'(é’u (9W 511 §WJ Q (A.13)
5 éx dx o”y ay

L formule (A.12) devient:

cu é’w ou ow
— dCl+ dl + | gwdl + |(u—1U —ﬂiF 0 Al4
I(é‘x ax é‘y a”y) %{Iqw Iq J( ) ( )
W 4™ intégration par parties:
I(é’u ow  du 69wj JOe jé‘u wall" [ (V2w (A.15)
(9x (9x 5}; ay r Q
La formule (A.14) devient:

I(V n)wa'Q jq—q)wdl" j(u—u)ﬁ— A (A.16)

Q Iz
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1. Quadrature de Gauss standard:

1.1 Qudadrature unidimensionnelle:

= f(¥)ax = Z 7w, (B.1)

ol x; est la coordonnée du i*™ point d'intégration, w; est le coefficient de pondération

associé a ce point et X est le nombre total de points d'intégration. Ces paramétres sont listés
dans la table B.1.

Table B.1
K 2 Wi - K Fx; W
2 0.57735 02691 89626 1.00000 00000 00000 7 0.00000 60000 00000 0.41795 91386 73469
0.40584 51513 77397 0.3%8183 00505 05119
0.74153 {1855 99394 0.27970 53914 89277
0.94910 79123 42759 0.12948 49661 63870
3 0.00000 60000 00000 (.88R8% RR8RR RABRI 8 0.18343 46424 956350 0.36268 37833 78362
0.77459 660692 41483 1.55555 55555 55555 (.52553 24099 16329 0.31370 66458 TTRET
0.79666 64774 13627 0.22238 10344 53374
0.96028 98564 97536 0.10122 85362 90376
4 0.33998 16435 84856 0.65214 51548 62546 9 0.00000 00000 00000 0.33023 93550 01260
0.86113 63115 94053 0.34785 48451 37454 0.32425 34234 03809 0.31234 70770 40003
0.61337 14327 00590 0.26061 06964 02935
0.83603 11073 20636 0.18064 81606 94857
0.96816 (12395 07626 0.08127 43883 61574
5 0.00000 000060 Q0G0 0.56888 88888 88889 10 0.14887 43389 81631 0.29552 42247 14753
00.53846 93101 05683 0.47862 86704 39366 0.43339 53941 29247 0.26926 67193 (19996
0.90617 98459 386064 .23692 68850 56189 0.67940 95682 99024 0.21908 63625 15982
0.86506 33666 88985 0.14945 13491 50581
: 0.97390 65285 17172 0.06667 13443 08638
o (0.23861 91860 83197 0.46791 39345 72691 12 | 0.12523 34085 11469 0.24914 70458 13403
0.66120 93864 06265 0.36076 15730 48139 0.36783 14989 9R180) 0.23349 25365 38355
0.93246 95142 03152 0.17132 44923 79170 0.58731 79542 86617 0.20316 74267 23066
0.76990 26741 94305 0.16007 83285 43346
0.90411 72563 70475 0.10693 93259 95318
0.98156 06342 46719 0.04717 533063 86512

1.2 Quadrature bi- et tridimensionnelle pour les rectangles et les éléments

hexaédriques:

On obtient ces formules en combinant les expressions (B.1):
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1= Jff(x,y)dxdy = Zx;i‘f(x,,yj)w,wj (B.2)
et
1= [ ey = 3525 1 o (83)

ou les coordonnées des points d'intégration et les coefficients de pondération sont

données dans la méme table B.1.

1.3 Intégration sur des triangles:

Eri se référant a I'élément triangulaire de a figure B. 1, on a:

1 -, K
1= [ J7 (’?n’?zﬂ?'s)df?u}d% => /(. mm)w, (B.4)
0 0 i=i

ol les coordonnées triangulaires et les coefficients de pondération associés sont données

dans la table B.2.

)]

my=l-1h-m
2

(0.0

Y

T
0.0 (1,0

Fig. B.1 Déftnition des coordonndées triangulaires (77,.712).
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Tabie B.2
K i ' m m Wi
1 (lindaire) 1 173 173 N 1
2 (quadratique) 1 12 112 0 1/3
e 2 0 2 1/2 i3
3 12 0 12 13
4 (cubique) 1 13 113 1/3 -9/16
' 2 315 /5 1/5 25/48
3 1/5 3/5 15 25/48
4 1/5 1/5 ES 25/48
7 1 0.333 333 33 0.333 33333 0.333 333 33 " (5.225 000 00
' 2 0.797 426 99 0.101 286 51 '0.101 286 51 0.125 939 18
3 0.101 286 51 0.797 426 99 0.101 286 51 0.125939 18
4 0.101 286 51 0.101 286 51 0.797 426 99 0.125 939 18
5 0.059 715 §7 0.470 142 06 0.470 142 06 0.132394 |5
6 0.470 142 06 0.059 715 87 0.470 142 06 0.132 394 15
7 0.470 142 06 0.470 142 06 0.059 715 87 0.132394 15

Notons que la coordonnée locale 773 n'est pas indépendanite et s'éctit en fonction de 7 et

1 par: ip=1-th-1.
2. Calcul des intégrales singuliéres:
2.1 Quadrature de Gauss logarithmique uniidimensionnelle:

I= ]{'“(3 Fx)dx = il 7lx)w, ‘ (B.5)

La table B.3 contient les points d'intégration et les coefficients de pondération

nécessaires.
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Table B.3
K Xi w; K Xi wy
2 0.11200880 071853931 7 0.16719355 (-1) 0.19616938
0.66227691 0.28146068 0.10018568 0.27030264
.24629424 01.23908187
0413346349 016575777
0.63235098 (.88943226 (-1)
0.81111862 (.33194304 {-1)
_ 0.94084816 0.5932786% (-2)
3 0.63890792 (-1) 0.51340455 8 0.13320243 (-1) 0.16441660
0.36899706 0.39198004 0.79750427 (-1) 0.23752560
(.76688030 0.94615406 (-1) 0.19787102 022684198
0.35415398 017575408
0.52945857 0.11292402
0.70181452 0.57872212 (-1)
0.84937932 0.20979074 (-1)
0.95332645 (1.36864071 (-2)
4 0.41448480 {-1) 0.38346406 9 0.10969338 (-1) 0.14006846
0.24527491 0.38687532 0.64983682 (-1) (0.20977224
0.55616545 0.19043513 0.16222943 0.21142716
0.84898239 0.39225487 (-1) 0.29374696 0.17715622
0.44663195 0.12779920
0.60548172 0.78478879 (-1)
0.75411017 0.39022490 (-1)
0.87726585 (.13867290 (-1)
0.96225056 0.24080402 (-2)
5 0.29134472 (-1) 0.29789346 10 (.90425944 (-2) 0.12095474
0.17397721 0.34977622 0.53971054 (-1) 0.18636310
0.41170251 0.23448829 0.13531134 0.19566066
0.67731417 0.98930460 (-1) 0.24705169 0.17357723
0.89477136 0.18911552 (-1) 0.38021171 0.13569597
0.52379159 0.93647084 (-1)
0.66577472 0.55787938 (-1)
0.79415019 0.27159893 (-1)
0.89816102 0.95151992 (-2)
(1.96884798 0.16381586 (-2)
G 0.21634005 (-1) 0.23876366
0.12958339 0.30828657
0.31402045 (1.24531742
0.33865721 014200875
0.75691533 0.554540622 (-1}
(.92266884 0.10168958 (-1)

Note: Les nombres soiit 2 multiplicr par 10 puissance la valeur entrc parenthéses.

2.2 intégration sur des triangles et des carrées présentant un singularité en
1/r:

(G e W CEAY (B.6)

ou Q représente l'un des domaines d'intégration de la figure B.2. Les poifts
d'intégrations et les coefficients de pondération sont regroupés dans la table B.4. Les

notations TVk et TMk désignent la formule de degré k pour la configuration TV ou TM de
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la figure B.2. La méme notation est utilisée pour QVk et QMk. S'il existe plus d'une formule

pour un ordre donné, on les distingue par ['utilisation des primes.

Yi YA
I i
r
-
@ i - X 1 - X
TV ™
Y ")
—
_l 1_-;- X —1 l'r- X
L "
T f—l -
Qv QM

Fig. B.2 Descriptioit des configuration, (O) dénole la position de 1a singulatité.
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Table B.4
" Tormule Coordonnée x; Coordonnée y; Poids w;
TV I 0.25 YI=X) 1.24645048
™v?2 0. 16666667 YI=X| (.93483790
0.81742619 0.18257381 015580629
X3=Y2 Ya=Xz Wi=Wy
TV 2" - 0.53764799 CYiEx © 0.25071485
0.0 0.35514705 0.49786782
X37Y2 YaTXz Wi3=W,
TV3 0.16385495 0.04756957 0.31161231
0.61114353 0.17753138 0.31161293
X3=Yi ¥a=X1 Wi3=W)|
Xa&=Y2 Y4=X2 Wizwy
T™ 1 .125 ¥I=X) 1.76274717
T 2 (1.282953606 YI=X) 101519055
024706775 (.75293225 0.37377831
X3™Y2 Ya=Xa Wi=wy
T™ 2™ 0.46805571 YITX 1.00578450
0.5027t173 0.0 0.37848134
X=y: Yi=Xz WI=Wy
™3 0.073328962 0.33623395 0.25051549
(0.26640495 0.61878355 0.63085810
X5=Y) Ya=Xi WiTw
X4=Y2 Y4=Xz WimWa
Qv 1 -0.26501817 YI=X) 3.52549435
Qv -0.58105530 YI=X) 2.37881900
1.0 021877566 0.57333767
Xa=Ya Ya= X2 Wiy—Wy
Qv 0.3966649] Vi=x4 013250102
4.15632872 -i0 1.19649666
X¥3=¥2 Y3~Xz Wi=wWy
QVv3 -0.37512304 -0.92928746 1.02276580
0.69629093 -0.15602536 0.73998134
X3=Y) ¥=x Wi=W)
X4TY2 Ya=x2 WimWs
QM 1 0.0 -0.34313433 481211825
QM 2! 0.0 0.13130620 2.79404031
0.76138824 -1.0 1.00903897
Xi=Xz hARM ) Wi=wy
QM2 0.0 -{LG5Y52349 3.04221415
1.0 0.64186697 (1.58495205
X3i=-X2 Yy Y2 Wi=W3
' QM 3 0.44855808 -0.73405341 1.61441436
0.57322583 0.45407346 *0.79164476
X3=X) Y=Y WiI=W)
X472 Y=Yz W4T W)
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