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Abstract
The subject of this work 1Is the application of finite
element method . for studying, in static and dymamic cases, the
behaviour of foundations upon elastic soill with taking into

account the phanomenon of soll -structure interadtion.
Résumée

L‘objet de ce mémoire est 1’application de la méthode des
éléments finis pour l1'étude, dans le cas statique et le cas
dynamique, le comportement de fondations sur sol élastique
avec¢ la prise -+ en compte de phénonéne d’interaction sol-

sStructure
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Introduction




L*analiyse de !’intéraction sol-structure a recu ces derniorey
annees une attention considérable.l.es dtudes gui onkt eéte taites
dans les deux cas statique et dynamique ontl p;nuvé F*importancs:
de la prise en compte de ce phénoméne qui uonnhitﬁe jusgu®a
présenl un champ Lrés vaste et qui attire de plus en plus Jos
chercheurs. 7

Généralement |*interaction sol-structure n'est prise en compte
que dans le cas a'ouvrages exceptionnels tels que les centrates
nucléaires et grands batiments,

Pour de 'telles structures la supposition de fondations
infiniment rigides ne refléte pas exactement la realite

physigque, et le comportement du systéeme constitue par le s0l et

la structure ne peut étre compris véritablement que lorsgu’on

tienne compte des pa}amétres definissant les rigidites
correspondantes aux deux composantes (sol el structures).

Les premiéres ééudes du phénoméne ont débuté dans le cas de
probliémes de statique ,puis se sont déaveloppaes pour  des
analyses dynamiques,C.a.d lorsqu’on est face a des problemes de
vibrations de machines ou des probléemes de seismes. i

11 a eété fort remarqué gue le comportement d’une des
composantes'(sul ou structure) nécessite ia prise en compte de
l"existence de 1"autre (structure ou sol),C.a.d que Ie
mouvement du sol est perturbé lorsque la structure existe,aussi
pour la structure qui ne peut &tre considérée comme encastree
dans un mitieu infiniment rigide. '

La rigiditeé (ou flexibilité) d’une des deux composantes a un

r8le trés important dans le comportement de |I|'autre et
phénoméne s’observe surtout pour les ouvrages exceptionn

soumis a des chargements importants.

-
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Lbes méthodes de prise en compte de l"intéraction entre un
sol .et wune structure se sont developpées aussi, et la
nécessiteé au recours a des méthodes numériques sur ordinakeur
est vital.

Avec fe développement spectaculaire du monde de
l*informatigue c’est a dire de calculateurs plus puissants et
rapides, les méthodes numériques,comme dans tous les probliémes
d'engineeriﬁg.ont trouvé leur place dans le domaine de i
mécanique des sols et fondations,qui relavent des problemes

des milieux continus, donc regis par des équations

différentielles qui doivent étre 77 reésoules

numériquement,généralement grace a4 la discréetisation pour se
ramener & des équations algébriques. _

Dans notire travaif , on s"est intéressé a une‘méthode trés
efficace pour ce genre de problémes , c’est la methode des
éléments finis , pour des raisons d'avantages gu'elle
présente.

La mé thode des éléments finis (M.E.F) s'applique
parfaitement aux milieux héatérogénes , donc pour un sol
mul ticouches le probié¢me ne se pose pas. Le systéme constitué
de structure ou fondation avec le soi , constitue de

matariaux différents , donc le systéme est hétérogéne et la

méthode des éléments finis permet par consequent la
détermination simultandée de  la réponse du systéme sol +
structure sous un chargement , qu'il soit au niveau de la

structure (statique ou vibration de machines par exemple) ou
au niveau du sol comme dans le cas des seismes.

Toutefois , quelques probléemes se posent tels que celui des
conditions aux limites , Qui comme méme peuvent étre évités
an imposani des C.A.L particulieraes . Aussi , les dimensions
des problémes étant importantes surtout si |"étude se fait en
tridimensionnel , mais la encore , il est toujours possible
de se ramener a un cas bidimensionnel par ie biais de

procédures appropriées.



En ce qui concerne le contenu de ce mémoire , il s'agit de
[’etude du phénoméne de 1’interaction entre fondation et sol
par la M.E.F dans le cas d'élasticité linéaire en adoptant un
modéle bidimensionnel , les deux cas,statique et dynamique,
ont été abordés , et des conclusions intéressantes ont

découleé a partir d’exemples .simples d’applications

numér iques,
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Comportement mécanique des sols
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* 1/ INTRUDUCTION :
Une déqcription compliéte du comportement du 50l oslk obLenue
si, partant d'un état d'équilibre caractérise par un champ de
contraintes o et ..un champ déformation £, it est "possible do

déterminer . -le , nouvel é&tat de ‘déeformation ‘obtenu  apreés

application d'un incrément .de contrainte do .
Cette descriptionwest .obtenue a L l’aide de la loi e

comportement. du sol. : ., . 1,

Sa déterminatiantse _fait, . dans le cadre d'une thoorie
donnée a:partfr dlun-petit.nombre de résultats expérimentoux.
Le modéle ainsi déterminé permet' d'évaluer’ le comportement du
sol soumis A {des 'chemins de contraintes ' quelconguns. Cos
chemins de. contraintes:sontigénéralement plus complexes qure
ceux ayant servi a Ifétablir.s | «'r -

Le modele doit ; étre formulé ent contraintes effectives
puisque,le comportement du sol‘est.régilpar ces contrajnles,

valda Y B R I TR 1 LY 4 s
2)~ DESCRIPTION EXPERIMENTALL :

La deuxidéme approche, plus pragmatique, reléve d* une
démarche cogrante.en mécaniqua'des sols. Elle cansiate 5
anticiper le mode de chargement augquel va étre soumis on
place un élément de sol. Le comportement du sol sous ce’ type
de chargement est alors caractérisé par une courbe offort-

déformation qui est directement utilisc¢epour rendre compte du

comportement du sol en place.

Bmar
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Contrainte

T | | rf'

A
Te=0y B U’-_-p «— O
Er=0
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A c
1 Tr= cate
i
i
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A 'A1 .

Défosrmation axiale €

Fig"1" : Courbe effort-detormation
chargement quaéi*statique monoalone,
L' examen de ces résultats expérimentaux montre Gguiz ¢

- Pour des déformations faibles : le sol Y un

.

comportement élastique linéaire
- L'expérience montre que tant que ies déformntions
relatives linéaires ou angulairés » restent inforicursg 3 oune
limite que l|’on peut estimer a 104,0n peut alors considarer
cette valeur comme étant wune limite d'un dgmnine Glach ique
- ‘ .

conventionnel a [’intérieur du queil e compartoment da ol

reste linéaire
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= Au dela d’un certain seuil de conbrainle ol quaelague
soit le chewmin de contraintes suivi le caompoertement. dua ol
cesse d'étre linéaire.

Notons cependant que (a non linedariteé n"exclurait pas A

priori I"hypothése d'un comportement elashigue.

- A paftir d"une contrainte suffisammenf alevée  (point
A sur la courbe ) , il ¥y a apparition d"une deéformalion
résiduelle si on effectue une décharge de 1’échantilion. Un
remarque qu’il y a eu écrouissage posiltif des matariaux. o
A y ia déformation est donc la sowmme Jd'une  doformation |
elastique A’A; reécupérable lors d’une décharge , et une |
déformation irréversible OA’ éppelée déformalion ﬁlnmtiqun.
Le comportement du sol est dit élasto-plastique.

= Pour certains trajets de chargement (courbe ) In

déformation devient trés importante pour une vaieur finic de

contrainte appiiquée. Le sol atteint un dtat de rupture

UNCLUS LUN

Sous chargement gquasi-statique monotone lo  comporbement do
sol est caractérisé par un domaine d'élasticite . vnrinhln au
cours du chargement ’ et au dela du quel apparasissent  dog

déformations plastiques irréversibles. Pour certains chemins

de contraintes le sol peut atteindre un é¢tat do supture.’

12



Irrs C_H_F\_B_G_EﬂEN.T!'..-.D,YNN? tRUE -

Certaines des actions susceplibles de s'éaxercer  sur o nn
ouvrage peuvent étre a I'origine de sollicitations variabhlng
dans le temps. Nous dirons quelles présenteont un Coroeatorn
dynamique lorsque les deformations correspondontes cont
suffisamment rapides pour gque fes eftfels des torces d? inorlin
mises en -jeu.cessent d"étre negliigeables devant ceux de
1’action appliqueée fictivement de fagon statique a chague
instant. -

Les charges roulantes » les machines , les percussionae ok

impacts , les vents v les séismes , lBs oxplasions sont

connus pour produire de semblables offels.

1)~ PHENOMENES DYNAMIQUES DANS LES SULS FET 1TATS

LIMITES ASSOCIES

Les sols sont le siege de phénomfnes dynomiques s O
qu’'ils servent d'assise 3 un ouvrage sollicite dynamigquenent
C’est la structure qui est motrice et communigue 2u sol tonlss
I"énergie qu'il appartient & ce dernier do diffuser ol do
dissiper , soit que » S trouvant soumis a une excitalion
dynamigue , c'est le s0l qui est moteur et injncte dans Ina
structure une partie de I"énergie dont il est porleur,

Les etats limites a prendre en considaration aonsistend,

essentiel lement en des ruptures d’équilibre de  ponles oo

massifs ou encore entassements prejudiciables.

.. o 13




f.eur apparition peutlétre la conséqgquence  de 1Tenlrdo onjon
de forces d'ihertig excessives c'est a dire d'un procossus
purement mécanique. Elle peut aussi résulter d’une allération
des proprieteées physiques ou mécaniques des sols , ou méme
d’une modification  de leur texture sous }'effet das
vibrations. Les phénoménes de liguefaction en fournissent une
illustration. Dans ce cas la détermination explicite de o
réponse céde alors le pas en importance a la provision du

processus cunulatif considére.

1-1/ VARIABLES CARACTERISANT LA DEFORHABILITE
| DYNAMIWUE DES SULS.

a/ La déformabiliteé d'un sol en régime dynamique peuot
étre considérée comme enliérement paractériséu par trois
variables.‘

- Le module de déformation par glissemeont G.
- Le degré d’amortissement & (rapport de |'amortis-
sement a l'amurtisﬁement’critique).
- le coéfficient de poisson‘? .
Coes trois variables sonl en effet » DV la THSIEI N
volumigue .ﬁ, celles gqgui interviennent de fagon & pon  pres
exclusive d;ns ies problemes de propagaljon  d'ande .

d’'interaction ou de réponse.Deux d'entre elles , G ot E-sunﬁ

fortement dépendantes de i'amplitude des déformations.

14



b/ Le coéfficient\)n’ést susceptible de varier gque dans
des limites assez étroites entre sa valeur supirirure absolue
de 0,5 (solide incompressible) et des valeurs inférieures aqui
se situent rarement en dessous de 0,25. Pour un Lype de sol
donné , il est peu sensible aux variations des aubreg
paramétres du sol ou du probléme.

c/  Les wvariables @ eta;apparaissent quant. 3 el les comme
plus particuliérement représenlatives des lois doetormations
contraintes.

Il est d'usage dans les calculs de réponse dynamigue d'un
projet de sol ou dans ies problémes d’{.5.5 gquia le wmauvement
sismique a ‘pour origine une onde de  cisailtfemeni  so

propageant verticalement.

TR TXTES TTICOLES ' .
o' o 0 ‘ o [ ]
(4] l Au '
"c - -4 Y T

o0’y “'\@\*—“o“'o 5I“’//;:7 - Ky
r !

"Fig-2 : Séquence de chargement ideéalisewe



I"enregistrement d’une courbe elforl doformalion ther

cisaillement T = ¢ ¥ ) el reproduit Ol Figure D) pour an

cycle de contrainte ferme.

Cowhre de
3 chawgranront,

"Fig"-3 : Courbe effort-de formation oycligue

- Amortissement interne-

Courbe du 1¥ chargement issue de ITorigine et pour yn oycle

de décharge-recharge apparait une boucie d'hystéresis.

16



Lxpérimentalement , on constale que Ia farmg de 1a bogcte
d’hysteérésis cest indépendante do 1a traguence dexcitalb i,

Donc :

L'amortissement propre du sol n'est pas d'origine visgipeas
mais d'origine hystérique. Ce qui explique la non lindariiea
importante des sois & fort niveau de déformal ion.

La description d'un cycle donne Faemvy la dissipation

d'énergie gqui est proportionnelle & la boucle d"hystardgig,

airdelaboucle
airCAH

-p_ 1
¢ in

On peut définir deux modules de glissement:
Gs : Modute sécant , il est en ftonction de |"ampliluide
coﬁsidéré
Gmai : Module tangent , il régie les doformalions du

domaine ¢lastigue.

1-27  AMORTISSEMENT GLEOMETRIGUE :
L*’amortissement géométrigue corresponid Y LHIVE? perr e
d’énergie par propagation a l’infinie des vibrations dsns Io

sol.

Dans tous ies cas |’amortissement GEUMETRIQUE augments aveo
la freqguence. 1l ¥ correspond une reéaction deéphanee par
Trapport au wmouvement dont I"importance relabive augmente

aussi avec la fréquence .

17



L'amortissement géométrique est beaucoup plus important pour
les modes de translatlion - fréequemment supéricur o LO% Hue

pour les modes de rotation généralement inféricur & 10%.

Z / MUDELES DYNAMIQUES.
2-1/ MUDELE ELASTIQULE

Il ressort des constatations précedentes gque lo¢ sol no peut
étre représenté par un HODELE‘ELASTIUUE , touf AU moinsg sur
la plage &e deformations étendue. L’étude du coumportement dn
sol a- I'intérieur de son domaine d’'eélasticiteé est copendant
imbortante car il existe une gamme de probiemes pour fesquels
ce modéle est valable H c’est le cas des vibralbions e
massifs de machines bien cornditionnes , des sollicitabtions
sismigues de faible amplitude comme cellos engendracs por doo
essails géophysiques...

Pour des sollicitations multidirectionnelbog la by e

comportement s'ecrit sous forme tensoriglle:

C: est un tenseur de 4eme ordre dans le c¢as du mattciaug
isotrope seules (2} composantes suffisent & le detiniey o 11
est commode en dynamique des sols de retenic o modulbe  de

cisaillement (G) et , soit ie coefficient de poiscson ¥ , soil

18



le module de compressibiliie volumeleigue K.

La relalion donnant G proposce par 1o ylapae b b RYFENEYTE O
¥ I

pour les sols pulvérulents , est de la forme

Gmax=K.Pa.F({e) I—‘;—;’—II

ou :
- K et n sont des constantes dépendantes du mateérianug.
- Pa : pression atmosphérique
- 1/F(e) = 0,3 + 0,-7e? O,4 % o < 1,2 3

- ¢' : contrainte moyenne effective Paur les arajiles,
2

Gmax=K.Pa(OCK) X.F(e) “""]n

Pa
OCR : fapport de surconsolidation .
k : coefficient qui dépend de I'indice de placticit,

2-2/ MODELE VISCOELASTIQUE LINEATRE
La prise en compte d'un amortissement des types décrits ci -
dessus se heurte a des ditticultes mathematigues
considérables. On est donc amen#g A substituer b
1’amortissement reel un amortissemént equivalent du tvpe dit
visqueux , plus facile 3 appréhender daﬁs lea calonlg,
Un amortissement de - ce type est carsctérise par le  taitk qgue

les forces qu'il met en jeu  sont proannetinnnel froee EREY

vitesses relatives des eléments en presence,

19



Le solide de VOIGT represente I1'un de ces modeéieg dans

. legquel le comportement élastique du sol est representd par oy

ressort de rigiditée G'et le comportement visqgueux par un

amortisseur de viscosité n.
Pour une sollicitation harmonique

c(t) = E°“elﬂ, la loi de comportement est. :

o=A*(tracee®) +2p°e°

Pour un cas unidimensionnel la représentation rhéologigun
. 3 . " .
est schématisée ci dessus y les paramétres « A, Lf! onk pegr

expression:

At=d+id!

B =p+iop’

Ou et 4 = G (respectivement Zﬂ,;ﬂ) sont les constantes

d'élasticité (respectivement de viscosité),

G

/
A AA A A'A'A Summmm—"

(v
—>

]

VAV VAN

-Modeéle de KELVIN-VOIGT-

20



2-2-1/ MUDELE VISCOELASTIQUE LINEAIRE EQUI[VALENT

SCHNABEL et AL (1972) ont introduit un modéle lindaire

equivalent avec amortissement indépendant de la frequence.

L'équivalence est fonction des caractéristigues du matériau

mais egalement de la sollicitation dans notre cas on prendra

pour exemple une sollicitation harmonigue.

Le module de cisaillement complexe u'= G "'s’'ecrit
- G'= G(1+im) (2-8)
28 = n la relation (2-9) prend la forme

Posant

n 3

G'= G(1+2i8) (2-10)

Coefficient de perte du mateériau pour les sols il

est indépendant de la fréquence de Ia sollicitation,

Ce modéle a été modifié en 1975 par LYSMER en proposant une

formulation différente du module de cisaillement Compleaxe

Avec :

La

complexes

G*=G,[1-28+2iB/I-p2] =Gp®®

B=8in@/2=n/2

courbe'("C:%') de ce modéle est exprimée en modeéles

par

=Gy ( 2-11)



- Ce modéle linéaire égquivalent doit etre ubtiliseé on
conjoncture avec un processus itératif permettant de choisir
des valeurs de G' et de B compatible avec le niveau moven de
distorsion induite.

i.e : Le caraétéré non linéaire du' sol est pris en

compte de facgon approximative.

REMARQUES

-Ces modéles. fﬁurnissent‘ des .accelérations et des
contraintes qui se comparent favorablement 3 celles obtenuas
4 1’aide de modéles ;lus sophistiqués.

- Ces modéles ont le mérite de simplicité.

- Ils sont limités car 1ils .ne permettent pas
d’introduire la notion de déformations:rémanentes

- VL'amortissement. est vraisemblabiement surestimag dans le

domaine des hautes fréguences.

22



Chapitre 3

Presentation générale de [analyse
dynamique d'un systéme
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1) INTRODUCTION: '

L’objectif fondamental d'une étude dynamlque d’'un systéme
est la détermination de sa réponse dans le temps lorsqu’it est
soumis & un chargement donné variable dans le temps

11) Caractéristiques essentielles d’un phénoméne dynamigque_:

Un probléme de dynamique se distingue d’un probleéme

statique par le fait que le chargement varie rapidement dans le
temps , donc assez brusque y Cce qui érée alors des forces
d’inertie qui dépéndront de cette brutalité c’est a dire de

l’accélération de la force excitatrice

// Force d’inertie

Chargement statique : P Chargement dynamique TP (t)

24



111) Formulation des_équations de mouvement

Les expressions mathématiques définissant les
déplacements sont appelées équations dé mouvement . La solution
de telles équations représente l'histoire des déplacements ,
‘"Trois procéduréé permettrontla formulation des équations de

mouvement :

— Ecriture directe de 1’équilibre dynamique en se basant sur le

principe de d'Alembert.
- A partir du principe des déplacements virtuels.

_ A partir du principe de Hamilton.

1) Ecriture directede 1’équilibre dynamique & partir du principe

de d’Alembert :

Les équations de mouvement d’un systéme dynamique quelconque
sont les expressions de la 2éme loi de Newton selon laquelle le
taux d’accroissement de la quantité dé mouvement d’une masse
quelconque_m est égal- & la force qui lui est appliquée . Cette

relation s'exprime mathématiquement par:

Plt) = d (m %) on (3.1

dt d4-¢ =
O[/l/
o
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P(t) : vecteur force appliquée.
X{t)} : vecteur position de la masse m,

Lors que m est indépendante du temps ; (3.1 ) devient :

P{t) = d¥x/dt?* =mx

ou bien p(t) - mﬁ =0 o (3.2)

ou mX est la force d’inertie , elle s’oppdse a l'accélération de
la masse . Cette loi selon laquelle une masse produit une force
d'inertie proportionnelle et opposée & son accélération est

connue comme étant le principe de d’Alembert

0

2} Principe des déplacements virtuels :

Si la structure est relativement complexe \si elle
comprend plqsieurs points massiques ou plusieurs corps finis
liés entre eux , 1’écriture directe de 1’équilibre peut s’avérer
trés complexe on peut donc abandonner la premiére formulation (
de d’Alembert ) et formuler les équations de mouvement en
utilisant le principe des déplacements virtuels qui s'éxprime

comme suit :

Si un systéme qui est en équilibre sous l'action d’un ensemblie
de forces est soumis a un déplacement virtuel:, alors le travail
total effectué par les forces est nul. Ce qui est donc

€quivalent & 1|'éxpression d'un équilibre

Les équations de la réponse du systéme dynamique peuvent donc

s'établir de la maniére suivante :
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On reléve toutes les forces agissant sur les masses du systeéeme (
¥ comprié les forces d’inertie définies selon le principe .de
d’Alembert ) ,puis les équations du mouvement sont obtenues en
coincidant des déplacements virtuels .correspondant» 4 chaque

d.d.! et en annulant le travail éffectué,

3) Principe de Hamilton :

Une autre méthode consiste a wutiliser les grandeurs

~

énergétiques scOlaires s0us une forme variationnelle. le
principe variationnel le-plus généralement applicable est celui

de Hamilton qui s’éxprime commé suit :
W

BT - Uy ot + | oW, dt =0 (3-3)

ou T : énergie cinétique totale du systéme
Wnc : Travail des forces non concervatrices.
: 5 : Variation subie durant 1’intervalle du temps considéré

Le principe de Hamilton peut s'éxpliquer comme €tant la somme
nulle de la variation d’énergie cinétique et potentielle et de
la variation du travail effectué par les forces non

concervatrices .

27



L’application de ce principe méne directement aux équations du

mouvement de tout systadme donné
-~

On peut appliquer ce principe au cas statiqua . ou l'on a T= 0

et l’équation (3 -2 ) devient
'b ( U-Wnc ) =0

Qui est d’ailleur le prihcipe

potentielle,

IV ) L’oscillateur simple :

1 )} Introduction

Vo (3-4 )

du minimum de 1’energie

Les caractéristiques physique essentielles de tout

corps élastique linéaire soumis & un chargement dynamiqe sont

Sa masse yses propriétés €élastiques ( rigidité ou souplesse )} ,

1’amortissement el .. le chargement

— C

u

(S )

rfoaition d‘équi\ibre 5‘Cah'quo.

Oscillateur Qn1ﬂc\é un seul d.dl)
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2) Formulation de l’equation de mouvement :

; .
L’equation de mouvement peut &tre obtenue par n’importe

laquelle des trois formulations précédentes
Si nous appliquons le principe de d'Alembert
Exprimons 1’équilibre  :

fi + fe + fa + p(t) = 0 (3.5)

b

cu.

fi : Force d'inertie

fi= - mb | | (3.6)

fe : Force de rappel élastique

fe= - ku : (3.7}

fa : Force dde & l’amortissement
supposée proportionneile & U (3.8)
fa,z‘ -cU. V

p(t): Chargement appliqué

En substituant les équations (3.6) , (3.7) et (3.8) dang (3.5) ,

on obtient

mi + ci + ku = p(t) . | ' (3.9)
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on en déduit l’equation du mouvement
i +(c/m) 0 +(k /m)u =p(t) (3.10)
avec w? = k/m ‘ ' (3.11)

ou w est dite. pulsation

3) Oscillations libres :

En l’absence de la force 'ext-érieura. p(t) , la masse oscille

I

librement :
U +{c/m) u + w?u = Q . (3.12)

La solution de 1’équation (3.12) prend une forme différente

selon que l’oscillateur est amorti: ou non

3.1 ) Oscillateur non Amorti. :

c= 0 ===> U + w?u = 0 ‘.(3.13)

La soiution de (3.13) est de la forme

u(t) = A sin (wt - ¢ ) | (3.14)
" Ou A et ¢ se déterminent a partir des conditions initiales

3.2 ) Oscillateur Amorti:s
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La solution dependera du coefficient d’amortissement C qui est

cette fois ci nul

5i on pose &: 'l & = C/2V““J {3.15)

ou 5 est le pourcentage d’amortissement critique

On distingue les trois cas suivants

3). amortissement critique (& =1)

La solution de 1’equation (3.12) est de la forme ,

w b

Uity = (A + Btye’ C (3.16)

ou A et B sont des constantes a determiner par les C.A.L
Le mouvement ne comporte pas dfoscillation%la figure 2 illustre

u(t) dans ce cas-~-.
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‘ u,/\

\ ¢

ng. 2
b) Oscillateur suramorti : (E,> 1)

La sclution , dans ce cas (5: >1 ), est de la forme

)e N . (3.17)

W, = wJ&".. 1 (3.186)}

La aussi , le mouvement ne présente pas d’oscillations.

C) Oscillateur sous amorti : (& < 1 )
c'est le «<as dont nous nous interessons en analyse
dynamique pratique , car les systémes a etudier ont toujours un

amortissement inférieur & 1’amortissement critique

La solution , cette fois ci , est de la forme :

_Ewt

Uity = LA syt + B cos(u,t‘e' ( 319)
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Le mouvement est pseudo-periodique { fig 4 ) , 1amplitude
décroft avec le temps a cause de !|’amortissement . Ja pseudo-

periode a pour valeur :

T=2W/ w, (3.20)

4/ Oscillations forcées:;

On examinera l'oscillateur simple initialement au repos,

(qﬁ= 0 et U = 0 ),d" soumis A4 une fprce p(t}) qui peut &tre
harmonique ou non.
4-1/ Cas de }’excitation harmonique:

Soit p(t) = p,sin&t : (3.21)
p (t) peut é&tre, par exemple, une force engendrée par une

. machine tournante & une vitesse angulaire Ww.

L’équation de - mouvement -, dans ce cas, est:
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U+ ZECUU + wrUu zlp./m) s ot (».22)

Dans le'cas d’un oscillateur sous amorti, la solution de
I1’équation (3.22) est de la forme:

“Ewt : | '
Uz (A sinw,t + Bos w bt YC +(P,/k])ksmk®t—6\ 13.23%)

ou x = 1/\/(1,{’,“1 4+ (28 p)?- : {3.24)

b= @/w 6 = arctgl2zp/ia_ph))

8 est le déphasage entre- la force excitatrice et les vibrations

de la masse.
~ Le premier terme définit le mouvement transitoire qui est

amorti et disparait donc rapidement.

- Le deuxiéme terme définit le mouvement permanent gu i
s’effectue avec la méme pulsation @ que la. force excitatrice, et
qui aprés un certain moment lorsque le mouvement transitoire

s'annule il reste le seul mouvement du systéme.

La fig.5 , illustre le mouvement d’un systéme dans le cas

d’osr_:illation forcée,
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L =21 {./"'“,__[

Deriode trarsitoire 1 Haigime_nermanent
R - PR VP 44 ol S D ) SR S AV LL AL WL L

Fig.5 oscillation forcégcas de 1’excitation harmonique

- Le coefficient p/k represente le déplacement statique du

ressort sous 1l’action de P .

- Le coefficient X est dit coefficient d'amplification dynamique

qui depend de B et de E (fig.6 2P 3%)

On remarque éue la réponse de 1'oscillateur a une excitation
p(t} de la pulsation propre du systeéme (wW).

Aussi, il est A noter que lorsque W coincide avec W , le
coefficient d’amplification est maximum et est plus important
lorsque le pourcentage d’amortissement & es; moins important
on dira dans ce cas ( P:&Dﬂpziy que le systéme est rentré en

r& son ance.

4.2/ Cas d’une excitation dynamigque quelconque

Si p (t) est quelconque dans le temps, & ce moment la on

utilise 1’intégrale de Duhamel pour donner la sotu tion U(e)

: -E,@lt-tl _
Ult\:(i/me\J. Plt\@ ‘ smlwnlt,'t))d't (3.27)
© .
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Pendant le temps d’application de la force p(t) , la masse est
soumise & des solicitations forcées , auquelles succeédent des

oscillations libres amorties (fig.8 : p.38).

V/ INFLUENCE D’UNE EXCITATION D'APPUI {cas de séisme).:
Pour tenir compte du mouvement du sol en cas de séisme ,
on impose au poiht A (fig.9) un déplacement horizontal

variable avec le temps

(L)

!
[ f_ %H)I

TP AP

'__Ea_f.il_._.] ey duyth u.ﬂ..\-ﬂ r)??

Fig.9 Excitation par déplacement d’appui

Les déplacements de la masse M sont mesurés soit dans un repére
relatif 1ié au point A:
{(déplacement U(t’))3soit dans un repére absolu:

{déplacement V(t)).

Vit) = LHEY + Velt) (3.28)
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dou: U 4+ic/mUy WUz pit)/m (3.29)

et P_(t\:—-mVs,lt\ {3.30)

On voit qu’on se raméne & 1’&tude d’un oscillateur simple dans

le repére relatif en supposant la masse soumise & une force

fictive :

(b)) = —mVlE)

P

proportionnelle a 1’accelération absolue du point d’appui A
Remarque:

L'étude de l’osc%llateur simple est fondamental pour la raison
que l’analyse dynamique d’un systéme aprés sa discretisation se

b . . .
ramene 8 l’analyse d’un certain nombre d’oscillateurssimples.
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Chapitre 4

Intéraction Sol-Structure
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INTRODUCTION

Dans le cas d’ouvrages exceptionnels, ou de grands
batiments, il est nécessaire de considérer en méme temps la
structure et le s0l qui la supporte comme un.seul systéme. En
'd'autres temes; lorsqu’on procédé a 1’analyse d’une
composante (resp.sol 6u structure) il faut tenir compte de la
présence de 1’autre (resp.structure ou sol) et cette prise en
compte de l’interaction ~ sol-structure {(I.5.8) est influencée
par les caractéristiques géométriques et materielles du
systéme sol-structure.

En ce que concerne le sol, il y a lieu de considérer sa
rigidite, son homogénéité(ou hétérogénéité), l’e#ismce de
multicouches, les 1limites (s’ily a un substratum rigide},
tous ces facteurs sbnt importants pour 1‘'analyse de la réponse
de la st.ructure.‘

Quand 4 la structure, il y a lieu de considérer le type
de fondations, sa rigidite, sa géométrie gui influent aussi
sur la réponse du sol.

Le chargement i peut E;uand a4 lui, étfe appliqué soit sur la
structure {statique ou dynhamique}, soit au niveau du sol

{(séisme}.
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Dans le cas ou c’est un chargement dynamique au niveau du
s0l ‘(séisme), la structure en oscillation Imprime au sol des
sollicitations variables perturbant ainsi le mouvement moteur
et renvoyant au sol une partie de l’énergie qu’ell;e regoi t.

Dans le cas d’un chargement dynamique au niveau de la
Structure _. machines tournantes _ les forces d’inerﬁie
développées dans le sol réagissent sur le mouvement du socle.

Dans les deux cas, les processus mécaniques, mis en jeu
sont le-s memes, La différence s’introduit surtout au niveau de
la pratique courante qui, selon qu‘elle néglige, simplifie,

-ou -au contraire prend ‘en compte de facon exhaustive les
phénoménes d’I.S8.S \ accorde une prépondérance plus- ou moins
exhaustive & 1’un ou l’autre des aspects ci-dessus,

Dans ce qul suit nous présenteront dans les 2cas,
statique et dynamigque les méthodes  principales de prise en

compte de l’interaction sol-structure.
A/ CAS STATIQUE:

Dans une analyse statique, avec prise enr compte de
1'I.5.8; on étudiera principalement la ‘dist.ribut.ion des
pressions & la base de la structure, c.a.d sous la fondation
ainsi que les ~ déformations de cette derniére et ceci

dépendra, comme on 1l’a signalé ci dess us, des

caractéristiques du sol et de la fondation (rigidités).
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FIG 4.1

Les deux modéles les plus couramment utilisés pour tenir
compte de l’interaction sol structure sont:
{- - Le modéle de Winkler

- La modélisation par éléments finis (MEF)

Fondalion

B T

A

MODELE DE WINKLER _ MODELE ELEMENTS FINIS.

FIG 4.2
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Le modéle de Winkler suppose que pour un déplacement

d‘un ressort, la pression de contact q est donnée par:

q = Ks. f9
oti Ks est le coefficient de réaction sous fondation. La
fondation est ainsi représentéeé par un certain nombre de

fessorts tous i:z;iépendancs les uns des autres. Les hypothéses
de Winkler supposent <que Ks ne dépend pas de l’intensité du
.chargement, mais de la nature du sol. 1’avantage du modéle
réside dans sa simplicité de mise en oeuvre mais reste un
probléme majeur, celul de la détermination de Ks.

La M.E.F par c.:ont:re {qu‘on présentera dans le chapitre 5)
refléte mieux la . continuité du milieu et permet de
représenter les complexités (multicouches) qui peuvent y avoir
et les' coefficients Es (de Young), ainsi que Y(module de
poisson) sont plus facileg & obtenir (expérimentalement)' que
Ks dans le modéle de WinKler

REMARQUE

Il est A noter gque Ks peut s’'exprimer eh fonction de BEs
et Y ; ou fonction du type de fondations. Toutefois plusieurs

formules ont é&té proposées:




~ Terzaguli.proposa (1955).
Ks = K,.B | | (4.2)
Pour les semelles sur sable |
Ks . =K(B+1/2B)? (4.3)
Pour une semelle rectangulaire b nb
ks=K1. (m +0,5/1,5m (4.4)
od K,ésc évaluée expérimentalement.
' Versic proposa:
Ks =K{ /B
ou K{ = 0,65 1%?@&;’@. Es/(1-vY) 4.6
ks, Ej ¢+ Modules.de young pour sol et fondation
B, I f : demi lazﬁeur de la fondation et moment .d ‘inertie
de fondation
B/ CAS DYNAMIQUE
1/ INTRODUCTION:
En dynamiqqe, on entend par interaction sol-structure

{I.5.8) l'étude' du comportement d'une structure soumise & une

sollicitation sismique ou de ' machine v_ibrante;_ L'I.S.§

traduit la modification dﬁ mouvement du sol (ou de la
-présence de l’autre composante {structure ou - sol}. Dans le
cas dynamique, il est nécessaire d'étudier le comport;.ement du

sol sous chargement. cyclici'ue‘a . Il est auss_i nécessaire , de
définir le chargement {Loi de variation) - et d'évaluer la

-réponse du sol en champ libre et celle des structures sous

chargement.
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II FORMULATION D’UN PROBLEME D’I.S.S:1

La complexité de probléme est tel que le recours aux

méthodes numériques est inévitahble, un traitement du
phénoméne d’I.S.S en éléments finis serait intéressant.
¢ Noesuds chargés ' O Novuds fixés
RS we
Q-0-0-
« Q-9=0-¢ a I
A= +u; ("-()-0-(‘.? ’u| e ’Ui
M v T
4 - —a & ——
+-+
= +
a,” Qg
vay - (b)Y e

PROBLEME D‘INTERACTION = REPONSE EN CHAMP LIBRE + I.5.S

FIG (4.3)

Si M, C, et K sont les matrices respectivement de masse,

d’amortissement et de raideur du systéme.
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L‘équation du mouvement s’‘écrit:

Mi + CheqU ”C:c ' (4.7)
En 1’absence de structure:
+* }f(’g =(} (4.8)
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L’indice f désigne le champ libre.

sl on pose . U=Ui + UfF (4.9)

Les déplacements et les charges appliquées sont
schématisés par la Fig (4-3).

L’équation (4-9) définit le déplacement d’interaction Ui

qui satisfait I’équation:

Mii,+ CUL + KUL = Qi (4.10)

Avec:

Qi = (M - M ] i+ [C-C ] Uf+ [K~-Kf] Uf (4.11)

Le vecteur de charge Q1 est déterminé &4  partir des

déplacements en champ libre,

Pour les systémes linéaires, le probléme d’interaction
est décomposé en la soMe d’un pral:;léme de réponse du so0l en
champ libre (eqg. (4.8) ) et d’un probléme source. (eq (4.10)})
ou les forces VQ,- n’ont rde composantes non nulles gu‘aux
noeuds communs & la structure et au sol.j

REMARQUE: Ce dernier probléme els-t. par‘ essence analogue A

un probléme de vibration de machines.
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- 1’équation (4.11) met en évidence le fait_. qu’il ya
incéracci.an dés qu‘il ya différence de masse ou raideur entre
le sol et la structure.
Pour simplifier supprimons le terme d’amortissement dans
l’équation (4.11).

1) INITERACTION INERTIELLE:

S8i 1la fondation est infiniment rigide, le dernier terme
de 1’équation (4.11) s'annule, et Qi devient:

Qi= [M -H,_I UF ' ) (4.12)

Les forces Qi appliquées & la base de la structure
engendrent un mouvement du support, équiv.:alent 4 un champ de
forces d’inertie dans 1la structure. par suite, 1’.inte’raction
ne résulte gque des forces d’inertie développées dans cette
structure. On lui donne le nom d’intéraction inertielle.

2) INTERACTION CINEMATIQUE:

A l'opposs, considérons une- structure dont la masse est
nulle, hors du sol, et égale (en valeur et en répartition) a
celle du sol pour la partie en terre. Les forces Qi ont alors
pour expression:

Qi = [K - Kf) Uf (4,13)
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Elle ne résulte que de la différence de raideur pour la

partie en terre, le sol et la structure. Méme sans différence
. Enire

de  masse, il ¥ a interaction, on lui donne le nom

d’interaction cinématigque. Elle résulte de la raideur de 1la

fondation qui 1’empéche de sulvre les mouvements 1mposés par
le sol.

Dans le cas le plus général, l’interaction résulte d’une
Iinteraction inertielle et une interaction cinématique.

La fig (4-3) Illustre les deux grandes méthodes
d’approche de 1°I.S.S. 'La figur&_aaforrespond aux méthodes
globales dont la solution est obtenue par résolution directe
de 1’égquation (4. ?) Ellesne font Intervenir aucune notion de
superposition, donc adaptables aux problémes*r{..inaires.

_ e

Alternativement, les méthodes des® sous Structures
s’appulent sur la décomposition de la figure (4-3b}, {4—3c)6u
sur des dé_cambasi tionsanalogues pour résoudre le probléme par
étapes. Ces méthodes sont bien entendy applicables qu’aux

problémes linéaires, | justifiables qu‘aux problémes linéalres,

justifiables de superposition.
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III DEFINITION DE L°IMPEDANCE D’UNE IUMJATIOJ'V:

Soit wune fondation de forme quelconque sur une surface
d’un milieu semi-infini, autre une force ﬁérmonique Po Eﬁm¢ a
laquelle elle est soumise, des forces d’inertie sont exercées
sur cette fondation et aussi des réactionsR{i). Il en résulte

w

en régime - stationnaire, un déplacement Zocf de la fondation.
Associons 4 1la fondation réelle, . une fondation fictive de -
mémes caractéristiques géoﬁétriquesmais de masse nulle.

Soit Z{t) le déplacement lorsqu’elle . est soumise & la
force appliquée P(t).

Par -définition, on appelle impédance de la fondation le

guotient de la fordé appliquée au déplacement de la fondation

Sans masse.

- K = P(t)/Z{t) ' (4.14)

K =R (t)/2(t) ' (4—15)
A partir‘ de 1l’équation {4-14), on peut définir une
impédance de la fondation pour les modes de translation, de

balancement et de torsion.

Faondation
vigide -

Semi-espace
p.G .V

FIG 4-4 REPONSE DUNE  FONDATION A UNE  SOLLICITATION

DYNAMIQUE.
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Considérons le cas d’un oscillateur simple & un seul
d.d. 1 pour 4& compréhension de la forme générale prﬁse par
les fonctions d’impédance.

L’éguation d‘équilibre:

mZ+ €2tk z =P et _ (4-16)

Solution de (qfié):

Lwt
Z(t) = Pe“/I(k-mw?)+iwc (4-17)

L’impédance dynamique:
K =(K- mw?) + icw (4-18)
ou i? = -1,

L’eq {(4-18) peut s’écrire:

- 2
K = K [1-(ves)+ 12 Gw/w] , (4-19)
ou H, est la pulsation propre et & le pourcentage
d’amortissement.

Ainsi, 'k est le produit de la raideur k par le terme (kz
+ iwc ) dit Impédance du systénme.

IV/ METHODE DES SOUS -STRUCTURES:

Basée sur la superposition, donc 1le probléme d°'1.5.8
s’analyse en plusieurs étapes successives.

Différentes méthodes de décomposition du modé&le global en
sous modéles existéht

- Les méthodes de frontiére.

- Les méthodes de volume.
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1) LES METHODES DE FRONTLERE;:
Dans cette

en deux : Le sol et la structure. Fig 4.5}

],ff"us
4 ‘\Uh
7 AN
UJ’ / Y \Pb
AR
/ 1N\ ;;:

FIG (4.5) METHODE DE FRONTIERE

Les équations d’'éguilibre:

- Structure:
Ms O iy "[Kss Ksb| {Us 0
. + . =
0 Mbp | &y Kb® Kbs Ub} P
- sol
my 0| \iy “Ikff Kfa| uf Eb
+ =
0 my| il Kaf Kaa| (Ua 0

En 1'absence de structure, on écrit:

Kff Kfa| (uf 0
+ =
»

Kaf Kaal| jUa 0
L .

my 0 u;

0 mel | G
L N

o1

Uy

méthode, on décompose le systeéeme sol-structure

(4-28)

(4-29)

{4-30)




_WI

Elle régit le mouvement en “champ libre”. La structure
n’‘existe plus, mals l’excavation est présente.
Par soustraction des éguations (4.29) et (4.30) et en

désignant par {Ui} = {u}-{U*}Les déplacement d’interaction,

on obtient.
ms o | (g KfF Kfa Su’} -Pb
+ - = (4"31}
0 m, Ty Kaf Kaa an 0
Le domaine fréquence conduit 4 une formulation plus
simple i
(- wi M+ K) U = -P ' - (4-32)

ol le symbole ™ désigne les transfomées de fourrier,

Cer:t.é formule peut étre condensée pour chagque fréquence
aux F d.d.1 situés sur la frontiére de séparation.

Srw) . Ui (w) =-Pb(w) | . (4-32a)

ou Sf est la matrice d ‘ihrpédance du sol.

En tenant compte de la condition de compaci}.;ili te des
déplacements 4 1’interface sol—étruct:ure

U =0b |  (4-33)

et de la rélations |

uF =Uf - UF - ‘ | (4-34)

La solution de 1’égquation (4-32a) dans 1°équation (4-34)

me g Kss Ksb 35 o
- ~ - — (4'35)
o mb Kbs Kbb Ub SFrury
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C’est I’équation du mouvement de la structure en terme de
déplacements absolus - lorsque celle ci est soumise. aux
forces, résultant de mouvement du champ libre, Imposés de la
frontiére interface avec le sol.

En supposant que la fondation - soit iInfiniment rigide,
-alors;

Ub =T.Uo (4-36) .

ou T est la matrice de transformation

'lTo Vecteur de déplacement et rotations de corps rigide.

De méme les forces nodules Phb sont reliées aux forces et
moments Po appliqués 4 Ila féndation par:

Po=TPb (4-37)

Avec ces relations, 1’égquation {4.33) prend la forme.

Kss Ksb f}s o

—w2M = ‘ (4-38)

kb5 kbb| | Ub T Ssr Uy

REMARQUE :
L’ examen de 1’équation (4-38) montre que la réponse du

systéme peut étre obtenue en appliquant, 4 son support un

mouvement défini par: KT Sf Uy

La figure (4.5) illustre les 3 étapes  successives . pour

obtenir la réponse de la structure.
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INTERACTION IMPEDANCE

CINEMATIOQUE LU soL
hl.‘-
g
h
— »Eﬂf:’“,ﬁ -
- ] .
'77,?/7/7//’27//7/7/7//277 //L/ZW/” J/WW /4
.‘—y?—— -‘T— .

SOLUTION TOTALE O] . @ . @

FIG(4.5): THEOREME DE SUPERPOSITION DE KAUSEL -

Mais, dans le cas général, la fondation n'est pas
infinimement rigide, Le probléme & résoudes est plus

complexe, il est défini par 1'équation ( 4.35)

2) METHODE DE VOLUME i

Elle évii:e la résolution des problémes de diffraction.
1'I.5,.Sest prise en compte, non seulement a4 l’interface sol-
structure, mais a tous les noeuds de la structure sous la

surface du sol.
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FIG (4.6) METHODE DE VOLUME

V METHODE HYBRIDE:

La résolution du probiéme d’impédance constitue une étape
longue et coiiteuse dans la méthode des sous structures.

Pour s’atfranchir de cette étape, Gupta et al (1980) ont.
développé une méthode hybride dont le principe est de séparer
le 30l en un champ lointain et un champ libre.

Le champ lointain modélisé & 1'aide d‘une  matrice
d’ impédance.

VI METHODES GLOBALES:

Les méthqdes globales sont celles conduisant & une
détermination ~ simultanée du- mouvemént dans le sol et dans la
structure.

Le probléme 4 résoudre est cglui défini par 1l’équation
4.7), la mise en ouevre pratique de telles solutions est

illustrée par la figure ci-dgssous.




avinblabia

E »pUClie acc, _5 spacire acc. £l spocuie ac.
%] vt da ratérance % | chump Libge = | buse du atructars
.e:: o £
r= 2 K3
¥ F 3
¢ - = 3
: traquuice ; triguunce } frigquonce
i o 1
: mvt. do : mvt. .;’//, : mut.
_____n':!émm;e L champ libre “ // i champ libre
v
\
B
by
1
—— ol LA ad 2 TrrY ‘l v L
vt Luse nodéle T vt b.-:n modols - 7
prm s s mmmee—e mem s e A e ey
H t : !
Eispuctre  acc. -g apslire | ace. . :
‘= [ewt Laseo Tlnwt hawe 1
-_E 11 delo ___:,; lltnl\.:h'er_...._J
§ en o dluntinue ____ 3
tacqumice tedueie
MODELE CHAMP LIBRE MODCLE SOL~31HUCTURE
K
FIG (4-8) METHODE GLOBALE.
Les méthodes globales peuvent &tre  étendues aux cas
tridimensionnels et  sont susceptibles d’appréhender les

comportements non linéaires.

L‘un des avantages principaux des méthodes globales est
leur capacité de prendre en compte les hétérogénéités du sol.

Dans notre travail nbus nous sommes  Intéressés a4 l'une

des méthodes globales qui est la méthode des éléments finis.
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Chapitre 5

La méthode des élémernts fiis
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I) INTRODUCTIONs /

On' classe les systémes en 2 grandes catégories: Les
systémes discrets et les systémes continus.

-~ Les systémes discréts sont ceux = constitués d’un  nombre
fini d’'éléments ) bien définis, - et donc les problémes
correspondants peuvent étre résolus quelque soit 1’'importance
du nombre de constituants, |

- Les systémeé contlnus, ‘sont par ailleur: , consﬁitués
d’'éléments infinitésimaux, donc leur nombre est infini , dans
c& cas ,seul l'emploi de la notion mathématique d’infiniment
petit permet de caractériser le probléme. cela condult donc a
des équations différentielles que l’on  ne peut rééoudre

exactement gue pour des cas simplifiés,

.__Pour surmonter la difficulcé a4 traiter des problémes
continus sous une forme = permettant de refléter
approximativement son  comportement et pouvant ainsi étre

résolus, Bn d'autres  termes, le systéme continu  peut étre
approché par un systéme discret.
On peut dire que, pour tout probléme d’engineering, il va

lieu de consldérer les 4 étapes subséquentes:
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1- Idéalisation du systéme &4 analyser, c’est & dire de le
représenter & l’aide .d’un modéle pouvant simplifier le

traitement du probléme.

2= Position  des équations gouvernantes: Il s’agit
d‘éguations algébriques { gouvernant le systéme idéalisé:
discrétisélet non difrérentielles (gouvernant le systéme
continy).

3- Résolurion des équations gouvernantes.

4- Interprétation des résultqts, gqui. est absolument
nécessalre pour justifier le choix du modéle et Qes étapes de
résclution. .

La figure (5:1) résume les cas de p;oblémes' pouvant

étre traités soit dans le cas discret ou dans le cas continu,
et la forme des équations gouvernantes, avec la possibilite
de passer & partir d’'un systéme continu vers un  systéme

discret moyennant une discrétisation par éléments.
II FORMULATIONS DE LA H.E.F:

On considérera la formulation basée sur 1la méthode des
déplacements, (’est 4 dire sur 1l’approximation de la fonction
a4 chercher qui est 1; fonction déplacement.

Soit un corps soumls & des chargements extérieurs,

volumiques f‘, surfaciques f'et concentrées F




STATIQUE /———> | Ku = F

STATIONNAIREH -

‘KU =X MU

VALEURS b ———>
-PROPRES £> to

T T lcé, -C(,t ol:?, connus

SYSTEME ELEMENT
— FINIS STATIQUE Liu) + fv=0 sur V

ERYSIQUE . - i k:{uJ = f5 sur S
STATIONNAIRE Liu) =2&(u) sur V
- - VALEURS ~—>1t,(u) =*G(u) sur S
PROFPRE : |

I
i

CONTINU 1

T To . ,C Vi
TRANSITOIRE - > mii + Ca + {u) = fesur &
E(u) = fs sur 5

t= to: : : I

l)l

““\
Lo




l‘l

Soient U,E et trespectivement, les vecteurs  déplacements,

déformations et contraintes.

l €lemeni

/ )24

1 [ F,
e =ipsak F=lR Ur=[U ¥ W]
: § FYy
€ =[€4r €1 €22 Yir Yez Yizil VEtey Gy Tzz Tay T,: T2,
L équilibre du corps peutr étre  exprime moyennant une
approche variationnelle basée sur le principe des travaux

virtuels. Ce dernier (P.7T.V) stipule gue I’equilibre du corps

suppose que  goutr tout o déplacemem:' compatible, virtuel,
- chamg de

infiniment petit , satisfaisant les conditions aux limites,

imposé ., les travaux virtuels, totaux, Interne et -externe

sont alors égatix.

[ oo = [ Trerav+ [Treras + R UF (5.2}
v 4 s !
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SI le corps considéré est discrétisé en N élements finis
qui sont bien définis par leurs caractéristiques géométriques

et matérielles, considérons 1’élément (m)
VP, v.2) = H™ (x,y,2)0 g (5.3)
Um! Déplacement mesuré dans le repére local de (m).
H(m; Matrice dgs fonctions d’interpolation de (m)

-

g, Déplacements nodaux.

U-[ul VIWleioeeasooanse Uun v wn |}
L’approximacion v r;oda.!e sur - 1°'élément {m) ne fait
Intervenir, dans le cas ‘ de la ME.F, que les déplacemenca
nodaux de 1’élément {(a). |

On peut exprimer les déformationspar:
e,y,2) = 8®)x,5,2) §

Les lignes de Bméonc obtenues par différentiation et
combinaison des lignes de H'™

Les contraintes sont alors
| -ﬁm’- i gird 4 glen) (5.5)
dm) Matrice élasticité de (m
T': contrainte initiale.

Aprés assemblage, (5.2} devienc:

Of[g: J"... B~TCa g v .1]0 = cr[lg: J'"- H ..-'J'.,dy:-;-}
| e (5.6)

On peut écrire (8.6) sous la forme:
KU = R {s. ?}
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ROCR, 1Ry - R, R

KX [ s~c-u-urm
L S VU |
R S
R, =% L meTfs = gt
R R
- H...l
R: = E J }l-‘-‘-l'fl'-‘ J§m
) |_7,-‘_..m'_ )
5 u;—'if" C
R =X I Bfgemtygg :
UL i :
= R,™
K. = F
Jusqu‘ici, nous n’‘avons consédére ‘que des chargements ne

dépendant pas du ce:{nps, ou bien ne varient que trés lentement
avec le temps.

S§I on considéré maintenant des charges appliquées d’une
maniére  rapide, des forces d’inertie se créent, et on e.éc
donc dans un. cas dynamique. 'I_.e principe de d’Alembert  nous
bermet de considérer les forces d’Iinertie comme des forces de

volume donc qui prendront part dans 1’expression de Ry s

R, = 2 H~T[fa= — .2 H~..-L‘l d’f"" ’ {5_ 9)

- Jy e

1 ‘éguation d’équilibre devient dans cecas:

Mi + KU = R (5-10)
ou -F est le poids volumique de (m)
et U accélérations nodales.
SI on considéré  encore l’effet de A 1’amortissement ; les

forces d’amortissement font aussi part de R;:

Ro=S [ Hore —potaC -k H=-(luim (5.11)

- -
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o kM ., Coefficient d’amortissement de (m) et 1'équatiom

d’'équilibre devient donc:

Ml + CU + KU =R 7 {(5.12)
— Y laiTpy = g M. »
M _gu__p | u. d) ’ . (5.13)
« M

: {5.14)

c=% [ wru~mi-am ,
oo Sy i
mc'n:

En cas de vibrations libres,c.a.d lorsque R=0, le systéme
{5.10) devient:

Mil + KU =0 | (5.15}

et la solution est donnée .par:

U- & sin (we +¥) i (5.16)

donc i = ~wesin(we +V¥) (5.17)

d’oi l’on obtient le systéme: ‘

Ké-wi=o0 | (5.18)

ou 1 §1 vecteur des amplitudes nodales.

W pulsation

Le systéme (5.18) Interpréte le mouvement de vibrations
libres, Il caractérise un probléme de valeurs propres.

Vu la rtaille Iimportante des problémes .qu’on rencontre en
pratique, il est nécessaire d’aveir recours & des calculs sur
ordinateur: Méthode d'incégra.tion, de résolution de systémes
d’équations pour © 3 cas (statique, dynamique et de valeurs

propres) sont décrites dans le chapitre: Méthode numériques.
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ITI/ QUELQUES TYPES D’ ELEMENTS:

1) ELEMENTS A UNE DIMENSION:

LINEAIRE(2) QUADRATIQUE(3) CUBIQUE(4}

2) ELEMENTS A DEUX DIMENSTONS:

- TRIANGULAIRES:
LINEAIRE({3) QUADRATIQUE(6) CUBIQUE(9)
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LINEATRFE (4) QUADRATIQUE (8) CUBIQUE(12)

C) ELEMENT A 3 DIMENSIONS:

A\

~ Thédraédres (Linéaireta)quadratique(10)‘cubiquetls;u

- Hexaédres (Linéaire(8) quadratique(20)} cubique(32)

- Prismatiques({Linéaire(6) quadratique(15) cubique(24)

IV CONVERGENCE:

Il ya des propriétés qui sonﬁ nécessaires ou tout au
moins souhaitables au niveau de ‘1l’‘élément - &fin d’'obtenir une
solution aussi proche qué possible de 1la ‘solutiqn | exacte. Au
fur et A& mesure qu’on - augmente le nombre d’'éléments, la
solution convergé vers 1l’exacte, 'ma;s aussi, le choix du
modéle, du type ”d’éléménts | ...etc,interwhmﬁth - comme facteurs
_}nfluents sur la convergence.

Le tableau ci-dessous résume <quelques soyrces d’erreurs

¥
et leg liewsde manifestation. " correspondants:

66



Source d’erreur lieu de manifestation de l’erreur

- Discrétisation - Utilisation de fonctions d’interpolation

Intégration numérique - Evaluation des matrices élémentaires

5i la solution est - Bvaluation des déplaceménts.
itérative (statique)

Solution des égquations - Méthodes d‘intégration directe,

pour les différents éléments finis

d’équilibre dynamique superposition modéle
La convergence -de la solution n’‘est pas  toutefols

toujours monotone, c’est pourquoi on rencontre 2types de
convergence: s monotone et non monotone.

1}

1- CONVERGENCE MONOTONE:

Pour qu‘elle soit ainsi, deux conditions sont A&

satisfaire: La complétude et la compatibilité.

a) La camplétude;
Un élément fini est dit complet s'il satiSfrait les 2
conditions suivantes;
- Représentation des modes rigides:
Quand on prescrit.' aux déplacemgni:s . nodaux : des valeurs
correspondantes & un déplacement  d’ensemble, on doit trouver
un état de déformation nul dans 1‘élément. '

- Représentation de l’état de défométion constant:
Quand on prescrit aux déplacements nodaux des valeurs

correspondantes 4 un état de déformation constant, on doit

trouver effectivement cet état de déformation & l’intérieur
de 1’élément.

67



b) Compatibilité:

Un é&lément est dit compatible s’il permet la définition

d'un champ compatible, . C.a.d une continuité des déplacements

au sein des @eléments et aux frontiéres de ces derniers,

une continuité des déplacements et de l'éun dérivées premiéres
pour les problérqes de flexion, Physiquémentf, la compatibilitcé

peut s’éxpliquer par le fait qu’aucun vide n’apparait entre

les éléments lorsque l’assemblage est chargé.

2~ CONVERGENCE NON MONOTONE:

Certains éléments 5 ne satisfassent pas ‘toutes
conditions de complétude comme condition  essentielle mais
la remplagant par un autre critére de complétude sur
groupe d’éléments. Le test de i:omplétude collective
appelé "Patch-test”, On constate que les éléments compléts et

incompatibles qui satisfassent ce test convergent,

JJEF [Z’F.F

/BE.‘ . Ldu s A " a

CONVERGENCE MONOTONE | CONVERGENCE NON MONOTONE
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V) FORMULATION ISORANEHETRIOUE:.

La | formulgtion isoparaﬁétrique a pour hut la
simplification de la définition analytique des éEléments de
forme complexe. On appelie élément isoparaméttique un élément

de forme simple, repéré dans un éspacé dit iscoparamétrique,

qui peut étre ~ transformé en’ chaque élément réel par une
transformation géométrique tel que les fonctions - de
transformation sont identiques aux fonctions d‘interpolation
donc les noguds géométriques et d;interpolations ~ sont
confondus. |
W
° Ly

l‘1r1) : (1|1)

(-1,-1) ' 1,-1)

ELEMENT ISOPARAMETRIQUE h ELEHENT REEL

Exemple d’element isoparamétrique”"carré”
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Essayons d’exprimer la matrice K élémentaire en utilisant

la formulation isoparamétrique.

0Ar Ox/0r dyAdr & Ox

0 Ads dxAds dyds| 1)y

\ |9xr dysor
= J; Matrice jacobienne
dx/ds by/bs '

3/31- b/hx
donc = J
d s s
W .
Les fonctions de transformation étant

fonctions d’interpolation des déplacements:

1)
[

aH/ar X Y
J= :
bH/bs 3:,, ¥

La matrice B a été obtenue par différentiation

de H

identiques

aux

a partir

On peut donc exprimer B en fonction de r et s pour un

élément dx dy
dx.dy = ( det J)} dr ds
La matrice de r.{g.idi te peut: donc étre'-'eap:.'imée
11

7 m ) )
KM= B (r,s}).C. B(r,s).det J.dr ds
gt B

{m) (m)T ™)

i (
Ma J P H(e).H (L, s). det J.dr.ds
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Chapitre 6 | |

Méthodes Numériques

/1



INTRODUCTTON

Le recours aux méthodes numeériques et calcul sur prdinateur.
dans les problémes d'élements finis, est vatal, vu les dimensinngs
importantes de ces dernigéres, Dans ce qui Quit, nouslprésentons
les methodes nqmér}ques les plus communément utiliséng dans der
programmes d’élements finis, notamment, le programme nque nous
avons elaboré et que nous présenterqns dans l!e prochain chapitre.

1/ INTEGRATION NUMERIQUE =

La constitution des matrices de rigjidité et del masear
élémentaires, commg TNOUS |'avons va  dans la formulation M. F_F
necéssite ls calcul d'intégrales:

Pour un élément de référence (m): — .

< BT ™, 5™aet g ar as CEL 1)

- M =j1:f: PR W40t 1 dr ds

ou B, H et J sont fonction de r et de s.

L'intégration numerique est basée essentiellement BLH
1'approximation de la fonction a intégrer Fir) par un polyndme

Y (.

Avant de généraliser, nous présentons en premier lisu Ir cas

unidimensionnel: b : b
JF(r)dr =] Y (rrdr (F.2)

a a
La procédure d’interpréetation polynomiale la plus pratinue

&étant celle de Lagrange:

Pour (n+1) ppint d'integration:

Yoy = 3 F .1 (o : . (6.3)
jso i J
]
[ 00 = T {r -v
i (N- T

ou:

1j (r;y = 5:J' 3 _Kronacker
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1/ FORMULE DE NEWTON - COTES

Tous . les points d’interpolation etant congideras
équidistants. ' .
LF(r)dr - Z { Lu (r)dr}.Fi+ R,= (b-a) & Cf F +R, (5. 4)
ou: C? : Constantes de Newton - Cotes.

R, : Reste.

2/ FORMULE DE GAUSS :
On se base sur‘la relation:

(F(r)dr = z o F(r;) + R (6.
-] iz

2]

o]

ou on & cette fois ci 2n inconnues, & savoir:
Les poids (©;) ainsi que les positions ¢r;).

On peut écrire:

Fer) = Yrd + PoacBor Brt B 4.0 (6.6
Ou: P(r) = 11“ (r - r;) (6.7
On pourrabdonc évaluer e J= 1, 2, ..., 0n
Jpcr).r“ dr = 0 k= 0, 1, ...., n-1 (6. 8)
a
[l est pratique de connaitre les valeurs de r; etog, dits
coefficients de Gauss-Legendre pour a = -1 et b = 1 et leur

faire respecffvement correspondre sur un domaine quelcnnnue
[a,bl:
(atb)/2 + (b-a)/2 .r; et OX(b-a)/2 (6.9
On peut généraliser ces résultats pour un nas bidimensionnel
ou tridimensionnel. ) l
JIF(r,s)dr ds =-Z_.Z oo F(r; , s

)
1%
oG, ®, ri, 8 : coefficients de Gauss-Legendre.

) (6.10)
o; et o sont calcules a 'partir du cas unidimensionnel.

REMARQUES I1MPORTANTES:

- Dans la methode de Newton—Cotes.. nous utilisons (n+1)
points équidistants et nous intégrons exactement Qn pmlyﬁﬁme
d'ordre au plus €gal a n, par ailleurs, dans la métthe de Gauss,
n points non equidistants et 1’intégration exacte se fait sur un

polynéme d’'ordre au plus égal & (2n-1).
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S peut a son tour etre décomposée:
’-l

S=D.T (6.16)

00 D est matrice diagonale tel qué dy = g
En raison de la symétrie de K et de l'unicite de

décomposition, nous pouvons écrire:

K=1L0DL - (6,

‘Resolution du systéme (6.11) avec decomposition
T " , S
K=LDL connue aussi sous 1'appellation de:
Factorisation sans racine carrée de Cholerveki.

- Décomposition:

Pour i = 1, 2,..., n
Iy = 1 .
Pour r = 1, 2,....| n
Pour“j = r+1, nh| .
’_ e = (ky _E bk -y -y, 074y,

- Résolution de L D LY U = R .
étapes: L.Y

D.Z = Y

LT.u =z

Ces trois systémes seront résolus respectivement par

trois algorithmes subséquénts:

Pour i =1, 2, ...ﬂ‘h |
L__;___ Y; = Ry - Z: lﬁ . ¥j

Pour.i = 1, 2, ..., n
g zZi = oy /dy

pour i = n, n-1, . y 1
|

" 2":

—— e Liad

IH/DETERMINATIDN DES VAL EURS PRDPR&

ET VECTEURS PROPRES
1/ INTRODUCTION:

Il s’agit de résoudre le systéme:

]

K¢ = XM (6.18)

ou K et M sont respectivement les matrices de rigidité et de

masse globales, définies positives et symetriques.
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A: Clest la valeur ﬁropre carrezspondant oNomocnInagne fdeon
structureg a uozou West la pulsation prmbre de la structure:
¢: Vecteur propre ou mode  propre corresprndant -é
lorsqu’on cherche p valeurs propres et vectedrs pronres:
K § - MO A - (AL 10
Lorsque ¥ et M sont de dimension n:
est de dimension n x p; @ #5t de dimension pun;
@= [¢V"' :ﬁ]: Matrice modale.
A - diag( Xx;)
ou Ay O.
Il s'agit donc de déterminer P couples (1h ¢F’

2/ FROPRIETES DES VALEURS PROFRES ET DES VECTFURS FROPRES
- A tout_)q corresponé m pLo= 1, 02, ..., 0N
- Chague coup]p ( A}. % } doit Sétisfaire:

K & - AiMdy i=1,2, ..., n St T
- Leé vecteurs propres sant M-orthonormaux el K-arthagonany:
Y = by : (F. 1)
4k b, N 03] (6,27

Kronecker.

by
- Pour p valeurs propres et p veeteurs propres

correspondants:

T .
oM =1 - (6.23)
drp =N ' ' _ (G.2a)

i: matrice identité,
- 5i X contient p vecteurs; i.e: X =[x‘.... ¥e 1
T
et X KX =D D: Matrice diagonale.

x'M X

I I: Matrice ideptite.

. Lorsqbe p<n} ol n est ia ‘dimension de K 2t de M
alors, X et D peuvent étre ou ne pas étre
respectivement @ et A .

Lorsgue p=n; X et D le sont.



3/ POLYNOME CARACTER!STIQUE :

Les _valeurs propres sont donc les racines du POLYNOME, dit
caracteristigque:

P(A) = det (K -AM) (6.25)

Veut dire gue (K - A M) est singuliére pour qu’on.puisse
satisfaire: :
(K ~Am § =0  (6.26)
o Pour que le .éystéme ci-avant soit réséluble, il faudrait se

donner a priori une composante de .

4/ DECOMPOSITION SPECTRALE:

Concidérons le relation K = MQPA

Les % étant M-orthonormaux; on peut écrire:
K = MpADN

Ou bien: K = (M) JX}P]@)T car M est symétrique.

Ou encore: ' K = E)\iy; y;T (6,27)
ou y;i = M. ¢,

Un vecteur «x quelconque peut é&tre représentéd dans la hase

des vecteurs propres:

X = CI ¢; (5. .81Y
. iz4
et les composantes de x sont les c R A
c, = ¢fM X

5/ QUOTIENT DE RAYLEIGH:
On appelle‘quotient de Rayleigh d'un vecteur x:

Py = Tk /G 0 : (e
- Si Xq est la ptus petite valeur prmﬁré et An ta plus

grande, alors ; .
A< P () <X - o (8.30)

Autrement dit: ‘ .
o Pigy=xN " - ° L 6.31)

6/ SEPARAT!ON DES VARIABLES:

Notons p‘r)( lr” ) le polynéme caractéristique Inrsqu’on
supprime les r dernidres lignes et ias r derniéres colonnes de V¥
et de M: | ' .

PN = det ¢ k™= N"y'?, (6.32)
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i) N
Supposons 2 polynémes P(ﬂ( A ) et P"1)( l{r”)), alors:
) (L)Y ri tres) ) treyy 1)
XA l2< Ay e <O hee< ATTCAL (6.33)

et le suite des polyndmes P'" ( Ay est appelée suite de

Sturm.

7/ METHODES DE CALCUL DES VALEURS PROPRES ET VECTEURS

PROPRES: _
Plusieurs proceédures existent, on peut soit chercher 1la
valeur propre en utilisant le fait que la polynéme
caracteristique est nul puis d’en déduire le vebteur propre

correspondant en donnant a priori une composante de ce dernier,
s0it de calculer le vecteur propre par itération puis utilisef le
quotient de Rayleigh pour évaluer la valeur propre
correspondante, soit la recherche simultande des couples (X;,¢;L

L.e choix de Ja mathode Ila plus convenable dépendre
essentiellemeﬁt du type de probléme é_résoudrg et de ce ‘qu’nn

cherche.

a/ METHODE DE L*ITERAT!ON [NVERSE:

On calcule_le vecteur propre et en méme temps la valeur
propre lui correspondante.

Le principe de la méthode est de supposer un vecteur initial

X, s puis pdur k=1, 2, ... l

K ih.= M ox,

= X, %, i
et x‘“l - xh.‘ /y x\“‘ M xk" . (6. 3%)

Par la relation (6.35) nous voulons satistaire la M-

(6. 34)

orthonormalité; i.e:

v =1
h ML
Pour ‘la recherche de la plus petite valeur propre, oan prut

établir 1’algorithme suivant:
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- Décomposer K = L D LT

- Choisir x, non M-orthogonal a

~ Calculer y, = M x,
- Pour chaque itération k = 1, 2, .
- Résoudre L D L' ?h' = ¥,
- Calculer y,, = M 1 N
- Catlculer l'approximation de k; par lee quotient de

Rayleigh: W
1) - -1 — -
X' = f { x"*‘ L Hhw yh / t x:n ’ yllu}

- * = ¥y %Y v
Calculer y, . = Yw, V¥ Y.,

. Y
L - Varifier la convergence de X? :IX“-XJ“ E

- Calculer le vecteur propre M-normaliser

- - —"' \ —
¢l xk,..J Xu“ ykn

Pour la recherche des autres couples ( lf,Q?), pLd, d1 tant

contraindre le vectlteur xh'é rester M-orthogonatl 2 ¢‘.¢5....,¢rq
Nous devrions donc spustraire a ce venteur ses projectinnes
sur ¢,,¢1, ...,¢M .
En utilisant la décompgﬁition spectrale:
‘ X T Xy —;‘1 ey c:t>J ) (6. 36)
ou ey = $L.M . X T
) f I |

b/ LA METHODE DE JACOBI:

Nous nous basons sur les relations:
Ok =-H
o'ng -1

gu @ est de méme ordre que K et M., 1l s'agit d’une méthode

n

de transformation de K et de M en des matrices diagonales:

k = 1, 2, +..

) Ky, T BT Ky R (6.37)
M, = P M R (6.38)
ou K, =K et . M =M
K et M tendent respectivement vers A et [, lorsque
k —»eo , s5i | est‘la derniére iteration:
/\ = diag (I‘:‘il.-.u /mhhﬂ ) (6,39
b - (lj"lPi) diag(l/‘/'n_{r) (H.a0)
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-dimension pxp.

1

¢/ LA METHODE DE RITZ:

Elle permet de transformer les problémes de valeurs propres
de grande dimension en un probléme de dimension réduite que |'on
resoudra par la méthode de Jacobi, et ce, en contraignant chague
vecteur propre a s'exprimer sous forme d’une combinaison linédaire

de p vecteurs indépendants q; dits de RITZ.

¢=-a. a S | (6.47)

Ou Q= (g ...q1 et a = <a,..,3"> ' (9.48)
Cherchons a pour gqu'un vecteur  x soit aussi proche fue,

possible d’un vecteur propre ¢ .

Fix) = T K x/xT M x = a' K asa" M a (6,4%)
bu K=Q"KQ et M=g¢g MQg ' (B.50)
Ou K et M sont donc de dimension pxp. o
On doit satisfaire:
(K -PM) a = 0 ' (G.51)

On a ainsi obtenu un probléme de valeurs propres de
carsriin,

A =M. A .AN (6.52)
Ou : A = [A,\...Ar] . . (.5
et A= diag ( Ap) '
Les Ai sont des approximations des valeurs _propres  duo
systéme ' LK -AM) $ = 0

Les N verifient, aussi, une relation semblabla‘ a eelle desg
valeurs propres £§.33): .
NEA 5 NG N s Mg An (6.54)
De maniére a obtenir rapidement les plus petites valeurs
propres, on choisi;a comﬁe vecteurs de Ritz, les solutions de:
' K. q = f; (6.55)
ou \ £ = <0 ... 10 ... (6.58)
| ligne i
Les i corresponds aux plus petites des valeurs k /m

On obtient donc:

¢$=0a.a ° (6.57)
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Algorithme:
- Recherche des p plus petites valeurs k.
- Fixer les i correspondantes
- Construire les f; d'apres (6.58)
- Retrouver gicorrespondantes 3 ‘1'aide de.(6.5%)
- Former Q = Eq,...q,]
- Former K et M 3 !'aide de (6.50)

~ Résoudre le systeme (6.52) par Jacmbi'pour obtenir

—

A et A.
- Retrouver @ H @ = Q . A: p vecteurs propres, ---

d/ METHODE DU SOUS-ESPACE:

La méthode du Sous-espace permet la détermination des p
premiéres valeurs propres dzun systéme de grande dimension. Elte
utilise en méme temps les trois méthodes qu’en a viie s
precédemment. Gréce”; la méthode d’itération inverse on ajuste la
base vectorielle de Ritz, donc on calculsra Q=0qg... q 1.

Puis, ¢’est la méthode de Ritz, utilisant le methode de Jacobi,

qQui nous permet de trouver les véleurs propres dans te
Sous-gspace de Ritz en’ contraignant les vecteurs a rester
orthogonaux entre eux. Enfin, on testera la convergence de y et
si besoin est, les deux opérations précédentes, plus le test,

seront répétes.,
Algorithme:
- Initialiser .
ou P=trg...4 .
- Utiliser la méthode 'de 1'itération inverse pour
déterminer Q & partir de:
K. Q=M a
-‘Utilisé%_la:mé;hodq de Ritz pour déterminer
' N Y s 1.;2,‘.{,. p i o
s . Résqudpe pag Jacobi 'E.A =M. A A
cP=0 .

- Tester la convergence des ki
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Iv/ ~ RESOLUTION DES SYSTEMES
D* EQUATIONS DU SECOND ORDRE :

Il s’agit de résoudre un systéme d'équations linéaires de la

forme:
MU+CU+KU=R - (6.56)
équivalent au systeme: S
Fy (t) + F, (t) + F (t) = R(t) (6.57)
Ou: F;(t) = MU ;: Forces d'inertie.
Fatt) = C U : Forces d'amortissement.
Fo (t) = K U : Forces eélastiques.

La resolution de (6.56) peut étre effectuéde soit par une

méthode directe ou par la méthode de la superposition des modes.

1/ METHODES DIRECTES:;

Dans les méEhodes directes, on utiiise‘ Ia procedure
numérique dite pa; a3 pas. A -partir des valeurs inttiales
(i.est=to) des inconnues: U, U et U, on retrouvera jeurs valeurs
4 des instants to+k &t ; k= 1, 2, ...

Les méthodes directes sont basées sur deux idées:

i/ Discrétisation temporelle. ‘

iis La supposition d’une wvariation de U, U et ij 4
l1’intérieur de chaque intervalle de temps. ‘

a/ LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES CENTRALES:

Dans cette méthode on détermineh“U ' en se basant sur
l’équilibre & l'instant t, comme on le wverra dans !'#nquation
(6.60), Crest pourquoi cette methode est dife' meéthnde

d’intégration explicite,

13 . . L - .
Exprimons U et tU en fonction de U,thtU,t“U:
L Todti2 (Y]
U = 178t « U - (VD) ‘
e, e . 4 - T okadve
S S IRV A 2 (TR i TP IR DR TRERTY
' -hk
ot %0 = 178t ¢ Ty Ny
. ko 2 Tedr k LAk s——
d'ou: U = L/0at) ( Uu-2 "U + u? (8.58)
‘ j | 7914 L .
et U= 1/2.4¢ ( U - W (6.59)
Considérons I’équation (6.56) a !'instant t:
MEU + ¢ 0+ k tu = R ‘ (6.860)
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En injectant (6.58) at (6.59) dans (6.60), on Abtiant .
ik t t k. at

A, U= "R - A, U - A, 3] (6.61)
Ay = 1/¢at? Mo+ 1/7(2.At) . C
Qu Ay = K - 2/(at) M | Cha, iy
Ay = 1/70AtY M - 1/7(24L) . ¢
Pour savoir ta valeur de ~"u, on -utilise (6,58) et (8.59) a
I;instant t = 0O: ' ‘ ‘
U= °U- at-°0 + cat) 72 °U (6.63)

U, U et *U: conditions initiales connues.
¥ CHOIX DU PAS At;:
Dans la méthode des différences finies centrale:
At < At, = Tn/n (G.64)
At: pas critique .
Ta: Plus petite période du systéme; T, = #m/y%.
Dans la méthode des différences finies  centrale on 2
Supposeses gue &E < bt ' elle est doanc’ diﬁe: méthode
conditionnellement stable.

Si At > Aty , elle sera dite: instable.

b/ LA METHODE DE WILSON :
Dans cette méthode on suppose que 1’accélération varie

lingairement dans un intervalle de temps t, ou > 1.

B waae tyea
Soit T, telque: 0 ¢ t < ©O.at .
RGN e oLty (O Lty (6.65)
Par intégration: . ' '

“T0 = s Fiar T2, a0) (BT L g, (6.66)
et U = YU+ Flies 12 SUth (e o.atr) (™5 LY, (.67
Si on exprime (6.66) et (6.67) lorsque T = ©,at

oY 2 Y0+ o.atsz ¢ BUONYG L, (6. 66)
b8k 2 U s B at U+ BNat /6 SO L 2 ey (6.69)
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2/ METHODE DE SUPERPOSITION MODALE

La méthode de superposition modale est basée sur

"

I"exploitation dos valeurs ot vectours propres pour résoudre
I'égquation (6.56). '
Considédons la transformation sur les déplacements modaux:
Uity = P . x(t) o {6.74)
P: matrice de ﬁransformatiqn | -

L’equation (6.56) devient :

Moxct)r + € Xty +F X(t) = Ret) N (6.7%)
M=p" M.p |

E=p%. c.p (6.76)
K=p". k.pP

R = pT. P

=® : matrice modale, @ = LD, ... &1
$; Correspond é“XJ et Ai< XA, i =1, n-t

w2

On choisit

D’aprés les propriétes (6.21) et (6.22), e systéme- (H, 75 )
devient:
FT) T . L T
X(tr + P chxct) +xty) = PR (6. 77)
ou: QO =disg (™) -
U - A
q)i Cq)J = ZELLDI‘DIJ . : (6.78)

Cu 2%'est le coefficient d’amortissement modale.

Les conditions initiales sont:

X = dnu o, *XTogm (F.79)

o - _ ) s -

XU 4 2 Wil Xi(e) s wi. X ) = vty (6.80)
SRR

od  riith: &7 Rty
L’équation (6.80) est 1’'équilibre d’un systéme & un seul
degre de liberté avec masse unité,rrégidité uﬁ ot coefficient
d’amortissement 51:. A

La solution de (6.89) est donnée par I"intégrale de Duhamel:

‘4 - Gwilta) -
__.X‘,,(t\:&)-’ Xf;lt\ ¢ ~sm Wy lt-e)dT
1 o .

: - &it - | _ ——— G.81)
e & _[“i sm_w;"t.‘. &; cos u).t] _.00 .W;*= wiva_ g ' :
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On se rend compte d'aprés (6.79) qu’on a pas besoin de
construire la matrice C.

La deuxieéme égalité de (6.77) montre que |"amortissement
total est la somme des amortissements modaux.

i Enfin;

(0 = & 4 ) (6.81)

" En pratique il suffit de conciderer les premiers modes
correspondants aux “basses fréquences du systéme, car Ieg autres
frequences sont quasi statiques,

D'ou 1'intérét de ne chercher qu’un nombre p, p<n (ou méme
p<<n), de vecteurs propres. '

Dans le cas des sé&ismes, P = 10 généralement.

W
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Chapitre 7

Programmation

€383




I/ INTRODUCT HUN
Le programme que nous avons élabore , en langage FURTRAN 77
traite les problémes gui relévent de 'alacticitys plane
Déformation plane et contraintes planes dans le cas lindaire
et ce par la méthode des é&léments finis,.
Le programme traite les 3 types de problemes @
- Problemes de statigue : Recherche des deplacementas |

contraintes et reactions t(problémse neio

- Les prphlémes de valsurs pjmnrﬂc : Bt b dan
valeurs propres et vecteurs propras corraspgondsnba gl beae
nezy .

- Les problémes de dynaminue : Recherch: s

deplacements dans le domaine des temps. (probléme n®3)
Dans ce qui suit , nous préesentons las principaloes

subroutines et les organigrammes correspondants , noetamsent

|’organigramme principal.

I/ PRINCIPALES SUBROUTINES AFFPELEES
1/ Subroutine CONEC :
Lorsgu’on a uﬁ cadre de maillage comme |'indigue {a fiqure
ci-dessous (fig 7.1) , il suffit & 1’'utilisateur du programme

de donner les numéros du 1¥ et dernier noeuds ainsi que les

numéros du 19

et dernier éléments 4 condition qu'une regle de
numerotage soit respectée,ainsi la subroutine construit la

table NN (fig 7.2)
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o« Dewmer notud Y

dernier alément

nmd’\/

L

/

. »
Noeyd 1
Noeud N T -
1Y Zlemant
Aer noeuc!
tig. 7.1 ¥ . . tiog. 7.2

REMARQUE _:.
Pour chague elément le sens de numédrotage est preéserve

{(sens trigonométrique) . La figure 3 indique le sens de

numerotage.de |1'&lément i.

Elgment ¢

fig.7.3
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2/ SUBROUTINE COOR _:

i1

En donnant seulement les 4 numeros des noeuds avee |leuras

il

coordonnées SUr  un maillage régulier (fig.7.93) . t

subroutine COOR construit la table XYN.

|

e X

x; X; X3 x“ XN. xn-l xﬂ

XYN= : — e
Yo Ya| Y3 iYu Jea ol gn| pJ

N ' .

3/ SUBROUTINE ASMB
Construit la matrice de rigidité globale K &t auss=ij lorsgue

¢

le brobléme est de wvaleurs propres ou dynamiqus la matriae
masse gfobale M, par assemblage des matrices dlementaires ) '®
et MY . Ces derniéres sont  construites 3 L' Hida
d’intégration numérique par la méfhode de GAUSS par la
subroutine.EﬂEH.

Les organigrammes 2 et 3 correspondent respectivement zux
subroutines ASMB et ELEM. |

4/ SUBROUTINE C.A.L

1t existe 2 procédures permettant d*introduire les

conditions aux limites
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1l - s'agit de donner une valeur trés arande aux termes

diagonaux correspondants aux d.d.! éliminés,et ce au niveau

de la matrice de rigidité glebale. 1! est 3 noter gue cette
démarche ne peut s’effectuer que dans le cas d'un prablomne
statique pour résoudre K. = R ,car lorsqu’oun @xamine les

problemes de valeurs propres et de dynamique,on ne peut

prevoir quelle valeur trés grande peut-on introduire danszs 'a
matrice masse M vu gque ¥ et M font partie  d'une  meme
équation. C’est pourquoi,il est - preférable dans le ca=z

statique pour minimiser les erreurs,et est nécessaire dans
i N - -
les autres cas de valeurs propres et de dynamigue d'utiliznog

la methode d’élimination des équations (4.2/).

4-2/ METHODE DE L'ELIMINATION DES EQUATIONS :

Il s'aéit de supprimer les lignes et colannes sur K et M ot
les termes du vecfeur chargement qui cbrrespondent aux d.d.
eliminés., Si1 la dimensian du probléme vaut n et le nombre  de
d.d.] eliminés vaut m,aiofs le systéme apreés. introductions

des C.A.L aura la dimension | = (n - m)

5/ SUBROUTINE DECK :
Il s'agit de décomposer K en le produit de 3 matrices :

K = LDLT
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6/ SUBROUTINE RESS ¢

Il s'agit de résoudre LDLT = R

Loy = R - — X
pLly = x — Y
oy = v -

7/ SUBROUTINE ARRU =

Comme nous avaons vu dans la subroutines CAl. . lep  csystéme-a

0]

éte réduit d'une dimensien n a une dimensinn | .ot Ve
. Al -

csolutions données par la subroutine RESS ne corresnondent pos

aux d.d. ] réels de notre modéle (c.a.d  a2aunx naeuds? . il

faudra donc arranger le wvecteur solution U pour (3L

chaquel(déplacement du noeud i} correspondra au déplacement du

noeud i du modéle , et les termes du U correspondant aux

d.d.} éliminés prendront fa valeur nulle.

8/ SUBROUTINE KEAC
Pour obtenir les réactions au niveau des appuis ., done oo
niveau des noeuds oU les d.d.! ont eté éliminéds . il suffit
de multiplier les 'tignes de K correspondantes aux d.d. |

éliminés par le vecteur déplacemeﬁt.
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9/ SUBROUTINE CTRT
les contraintes se <calculent aux niveau du centre de
gravite de chaque élément (r = Q0 , 5 = ) é 1'"aide de 1a

relation

gm=im pim=c(m glm rrim

10/ SUBROUTINE _VPVP :

La subroutine VPVP calcule les pnpremidres volears e
vécteurs propres psar la methode du sous-espace. || ot
neécessaire d'utiliser cette méthode pour wun prabléms  de
grande dimension (n > 1007, Toutetois elie est ausci

3

preferable pour les prohlémes de petite taille (n “{100) car
pour ces derniers , si on utilise la méthode de JACOB! , on
est oblige Qe calculer toﬁtes les valeurs propres et tous les
veéteurs_propres correspondants ce gui augmente le cont de
reésolution. Certgs .y la methode de 1’itération permet aussi
de calculer un nombre fini gu'on désire mais elle n'est pas
si efficace que la méthode de JACOBI qu’utilise la méthode du
sous-espace pour réscoudre le probléme sur un sous espace de
RitZ de dimension ptou p < 100).

L'organigramme 4. correspond & la surbroutine VPVP.

La subroutine I[ITINV exééute' uﬁe itération " inverses pour
calculer simultanément les P vecteurs dé Ritz qi. a partir de

K qi = M @i i = 1,......p .

La subroutine RITZ calcule les ‘p valeurs propres et

vecteurs propres en utilisant la méthode de JACUBI

K.A = AMA
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Apres avoir calculé K et M
- x = alk.q

- M= QLM.Q

H

Enfin : & = Q.A
- La resolution par la methode de JACUOBI se fait par appel &

la subroutine JACURI.

11/ SUBROUTINE RESD :

La subroutine RESD calcgule la réponse dynoamique du systemn
dans le temps,en utiltisant la méthode de la zuperpositinn Jdis
modes décrite daﬁs le chapitre 4. La subroutine RESU =mppelle
la subroutine SIMP qui calcule les déplacements genaralisss
Xi par intégration numérique en utilisant la méthode de
Simpson.

L'organigramme n°5 Correspond & la subroutine RESD.




ORGANIGRAMME 1
PROGRAMME  FRINCIPAL |

|Debutl

2ntrée des annéea]

- Ld
Traitement des donners

Construction de ¥

{et

M pour les phs 2,7 )

Resoudre KU=R determination des

valewrs praopres

Bt vectewrs propras

rd . -
Determination

des réacttions

| tresoudre

Détermination des . _ P4 T4 b = (80

containtes

impression des

resultats impression . 1mpression

des resultats des resultats

FIN S - (FIn

96



ORGANIGRAMME 2
SUEBROUTINE ASME

Initialiser K(et M) a

H

ero

Four chague Element

(m)}

Localiser ses toordannees

et proprietes(E,\).S)

(m)}

Construire K (et M(

m))

(m)

K=kK+K

(M=trep ™
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ORGANIGRAMME 3
SUBROUTINE ELEM

” . -
Entrer les caracteristiques

de (m)

Definir les coefficients de
GAUSS—IEBENDRE

(v, . 5, & , x)
t ] i )

- {m}

/;, .
Definir

Initializer a zevro

AL PR VAL

pour chague ¢
. L

pour chaque s,
‘ ]

Definir x et « correspondants
L J

Calculer B , {H) et det J

-K(m)=K(m)+BT(m).C{m).B(m)-dEtIGi'a'

. J
@) tmd T () 7ok

M M
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ORGANTIGRAMME 4
SUBROUTINE VFVF

Choisir p vecteurs iniiawsd

Consttruire le sous espaice

de RITZ {calcul des g2
L

Calcul de K ,'ﬁ

Calcul deA. , &

13 L

par la methode de RITZ
(utilisant JACOBIL)

non

i convergent

ouil
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ORGANIGRAMME 5
SUBROUTINE RESD

Initialiser 1.3 tq
N |
~]

Evaluer R & £1

i=1

B
>

calculer le chargement
s - . -~
generalise

r‘i=¢jl.ﬁ(t)

]

Calculer le déplacement

- .
genéralise X

—y

nan

ouil

ouil
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Chapitre 8

" Applications
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A/ TESTS SUR LE PROGRAMME:

Le fonctionnement du programme que nous avons élabore &
6té testé sur un probléme simple dont nous détenons les
solutions théoriques de différents cas de problémes de 1la
mécaniq;ue des structures. -

Nous avons choisli le probléme ¢lassique de la console
encastrée gui a 6té modélisée par des plaques membranaires
{modélisation en contraintes planes), diftérents rmaillages
sont proposés pour tester 1’efficacité des éléments choisis

qui sont des quadrilatéres 4 4 noeuds.

rd

e

Ve

Vd

v

1 h
v/

/‘ _
- b

|

7 \,P N

L
P =500N E # 21. 10 N/m?

L=1im b=20,0lm h=20,im

ve=0,3 $ = 7900 Kg/M3
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Les différents maillages adoptés:

18- 34
Poo- -1

1
1 17

a) 16 éléments et 34 noeuds

35 _ 51
%p- -
|17 |
1357. a 34
|1 |
-
1 “ 17

b)y2 éléments et 51 noeuds.

52 68
a3
357 ‘ 51
17 _
18 - 34
1
I
1 17

c} 48 dléments et 68 noeuds.
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1- PROBLFEME STATIQGUE:

Point d’application du chargement:

*p/2 p/d p/6

. : y
p/3

p/2
‘ —— p/3
p/2’

p/4 p/6

e T——

a) b) c)

Résultats:(sont donnés en systéme MKSA).

La fléche & 1l'extrémité de la poutre est donnée. par
théorie de 1’élasticité, la formule s’exprime au niveau de la
fibre neutre; i

3 3
f = PL’/3EI + PL /721G

ou G =E/ 2(1 +¥)

Les contraintes étant calculées au niveau des centres
gravité des éléments.

CAS A/

THEORIE PROGRAMHE

_3 3
f - 0,95.10 - 0,76.10

ax(l) * 0,00 0,00
Txy(1l) 500 000 500 000
Rx{1) 5000 5000
Rx(18) -5000 -5000
ZRy 500 200
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Cas bs

Cas ¢/

THEORLE PROGRAMME -
f - 0,95.10"° - 0,81.10°°3
ox(1) | 1,45.10° 1,25.10
7 7
ax(17)| -1,45.10 -1,25.10
Ixy(1) | 500 000 499999, 99
Txy(17) ||S00 000 499999, 99
Rx(1) 5000 4999, 99
Rx (18)] 0,00 0,00
Rx (35)| -5000 4999,99
SRy 500, 00 500,00
THEORIE PROGRAMHE
F; - 0,95.10" 3 - 0,82.10°3
ox(1) | 1,93.10’ 1,67.107
ox(17)| 0,00 0,00
7 7
ox(33)| - 1,93.10 - 1,67.10
Txy(t)| 500 000 592457,87
Txy(17) | 500 000 315078, 24
Ixy(35)| 500 000 592457, 887
SRy 500.00 500.00
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;NTERRREZHTION.DES RESULTATS:

lorsqu’on examine les résultats concernant les
déplacements, on voit bien gue Jla précision n’'est pas
satisfaisante malgré qu’il y ait convergence a4 chaque fois

qu'on raffine le maillage, si on veut obtenir des résultats
plus °précis il faut s 'attendre 4 un coitt de résolution
exorbitant. Les résultats montrent la surestimation de 1la
rigidité dans la méthode des éléments finis. Afin d'accélérer

le processus de convergence avec un nombre . plus limité
d“élément, il est préférable d’utiliser des éléments de haute
précision guadrilatéres& 8 ou 9 noeuds.

2} DETERMINATION DE LA 1ERE VALEUR PROPRE:

La premiéres valeur propre d’'une console encastrée est
donnée par la formule:

3
Xl = @ = 3EI.g/PL

{ou q =9,81 M/s? . --q(N/ml})
P =(33/140q. L L
Al = 0,27.10' (rd/s)?
EI
T/ 77T 777
Les résultats donnés par le programme pour différents

maillage.

X1 = W? (rdss)?

a 0,33.10°

b 0,30.106

c} o0.29.10°
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B) APPLICATIONS OU CAS DE FONDATION SUR SOI ELASTIQUE:
1) INTRODUCTION:

Il s’agit d'anélyser le comportement  sol + structures et
ce en utilisant.' le programme que nous avons élaboré et
présenté précédemment. Il est & noter que nous avons évité de
considérer les sols saturés pour ne pas étre dans le cas de

1’incompressibilite.

2) EXEMFLE STATI‘QUE.-

Nous avens considéré une fondation superfic;elle chargée
uniformément repeosant sur un scl dont nous asseyons de
modifier & chaque fois les propriétés de materielles (E etV)
et voir 1’influence de ces modifications sur les résultats:
contraintes et déplacements -

2 cas de foﬁdations ont &té considérés:

- Fondation infiniment riéide: E => =

- Fondation flexible: E = 30 000 HPa

Nous avons fixé pour le bétdn‘$l = 0,2

Four \?s = (0,25 puis ~s =0, 35, ndus avons considéré les

cas suivants!

17




Eb =

Es = 10 MPa}l-
- Argile molle —1£'b - 30. 000 MPa
- Oy trés molle
Ebh = @
Es = 30 MPa
- Argile moyenne - Eb = 30000 MPa
- Ou sableuse
Eb = @
Es = 200 MPa
- Argile sableuse Eb = 30000 MPa
- Argile Dure
- Sable dense

INTERPRETATION DES RESULTATS:

Les graphes de (8.1) & (8.6) montrent la distribution des
pressions sous la fondation_ dans lés 2cas: Eb = « puis Eb =
| 30.000 MPa., On remarque que  l'effet de la rigidice de 1la
fondat,iop apparait surtout lorsque le sol est de plus en plus
rigidse {Bs grand) et la contrainte maximale est surestimée
dans la mesure ol on suppos;a une fondation infiniment rigide.

En ce qui . concerne les graphes {(8,7) et (8,8) qui
représentent la déformée de la fondation, on peut en conclure _
que seul le module d’élasticité du sol a un reffet et que :‘Le

coefficient de poisson influence peu les déplacements.
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POSITION (m)

.00 2.22
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T T T A UL O I S B S N |

EI3zzp -

oLl

Y = 0.25 , Es = 10 MPa

[4)]

CONTRAINTES (,10F-3 MPua)
o

]

= D

= 30000

Y

L.

7(6-1)

POSITION (m)

[

I T T A B B B S A

Vs = 0.25 |, Ee = 30 MPa

CONTRAINTES (.105-3 MPa)

o

ceawe Eb = 30000
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POSITION (m)
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DEPLACEMENT (rnm)
1
o
2

1
w
o
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-7.00

|
[
-
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o
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-28.00

-27.00

-31.00

0.00
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POSITION (m.)
2.00 3.00 4.00

Mo X e e K — e — = X = X

-ﬁ.-——A——A:'—-a--—ér"'ﬁ""A”_A

DEPLACEMENT {mm)

g -0 —8

8- —g-—85 - 8- -8~

= 30000 MPa
- .25
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Eb
s

~3.00

-16.00

POSITION (m)
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- Es= 10MPa
o l¢ .
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Eb =
S Ns =
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T T CAS DYNAMIQUE:

Nous considércns une fondation en béton sur sol
élastique. - La fondation posséde une largeur de 4m. La couche
de s0l (argileux) est supposée égale & 16m et reposant sur un

substratum 4 cette profondeur.

La dimension maximale des é&léments dépend de la longueur

d’onde associée & la fréquence maximale:

H s Vs /8fmax
Oou Vs‘ est 1la vitesse de propagation dés ondes ' de
cisaillement.
Ve = WS
G = Es'/2(1+\)s)
fmax = (16/6)\Vs/H)
D'ou h 5(1/8) Vs.6H/(16.Vs) = 3H/64 =0,75m
Dans cet exemple, nous proposons un ‘chargement da & des
vibrations machiiles. - Deux cas de distribution  du chargement

sont proposés:

. ‘ . 2
%0 om(wk) tlm? 5030\9" ) bt _

TR B

CHARGEMENT REPARTI _ CHARGEMENT CONCENTREE
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. O . 5 L
Nous fixons Ye= 0,25 et ™,=0,2 et nous considérons

chaque type de chargement les cas Suivants:

Es = 250 MPa et Eb = 30000 MPa
Es = 20 Mpa | er Eb = 30000 Mpa

Cas & étudier:

CHARGEMENT
[ ‘ — |
Uniforme . ] concentré
| E—
f 20Hz 40Hz 20Hz 40HZ
— ™ e
E£s: 20 250 20 250 20 250 20 2%0

pour

Les graphes de (8-9) a (8-12) representent Ie déplacement

maximal pendant 1’application du chargement de la fondation.

INTERFPRETATION DES RESULTATS:

Avant de  passer directement 4 1l'Interprétation des
résulta ts, il est & noter que le temps de résolution n’'a pas
permis de traiter plusieurs . cas {plusieurs fréquenées,

plusieurs . Eé,Eg),» C’est pourguoi nous essayerons - de comenter

dans les limites de ce qu'on a obtenu comme résultats.

Lorsqu’on examine les graphes de {8-9) a 1(8-12),

remarque que ,les déplacements décroient quand on augmente

fréquence.
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L’effet de la distribution du chargement - apparait aussi

lorsgqu’eon compare les 2 cas de distribution du changement,

lorsqu’on a change Es dans .1le cas . d’un chargement
uniforme(8.3} et {8-10) Il n‘a Iapparu lqu ‘une légére
différence, ce qui n‘est pas le cas d’ un chagement concentre

au centre (8-11) et (8-12, Ces graphes .quil montrent que plus
on s’approche du centre de la fondation et plus 1’influence

de Es sur les déplacement apparait.
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CHARGEMENT  UNFORME

position
0 1 2 3 tm)
0.00 - '
% -2.00 7
et .
£ _4.00 3
Q
3
3, —6.00
Q oaeea Fy = 250 MPa
=y antvras Fg = 20 MPa

-8.00 3,
(mm=x107%) f: 40 Hz

Gr‘dph@ (8-9)
position..' ‘
—4.00
: E-B.?O
g -6.00
8 —7.00
8 .
g' —8.00 250 MPa
(o} 20 MPa

-9.00
(mm »107%) j'c:.eo Hz

Graphe 8-10)



C\'MP\(}.EP’\ENT CONCENTRE

position
0 1 2 3 (m)
000 bogaaty e e baeveaaoaatovytagrtid

g -5.00 -

g —10.00
§—15.oo
§—2o.oo snsa 0 = 560 P
-25.00 — 2 “

(i < A0°Y)

}: 40 H=

Graphe (8-11)

- position:
0 1 2 3 (m)

-5.00 AR EEUNEENERENEENE I BN NN RN NN,

-10.00

l
o
o
S

—-20.00

-25.00 3 . 250 MPa

20 MPo

Deplacement

o
nuy

i
[
D'.
o
o

Graphe (8-12)
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La méthode des élements finis appliquée aux problémes ‘de
fondation a permis la prise en compte de l’im:eraccioﬁ s50l1-
structure tout _en déterminant simultanément, la réponse, dans |
e sol et dans la structure, ce gul ' constitue ‘un intérée  de
la méthode.

Il est & noter que la structure granulaire du sol n’a pas
été prise en compte lorsqu’on considére celui-ci comme toute
autre milieu continu, bomogéne et isotrope. ce probléme se
pose dans‘ le ‘cas des sables, - pour lesquels 1l’allure &e la
c_iéfomée‘ est différente {observée expérimentalement) a4 celle
qu‘on trouve en appliéuam: la théorie d’élasticité.

on remargue dans les exemples que nous  avons traitd,

pi 'importance de la prise en compte de tous les facteurs:

Rigidité du sol

Rigidité de la fondation

Existence d’un substratum & une profondeur limitée

Distribution du chargement

Fréquence de chargement
Qui Influent . considérablement sur le comportement d’une

fondation telle gque celle prise dans nos exemples.

En  pratigue, 1l est important de consédérer les
emplacement des machinés vibrantes, - dans le cas des usines,
et aussi leur .%réquenée gui ne éb’ic pas coincider avec la
fréquence propre du systéme pour  évi ter- le phénoméne de

résonnaice.
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E‘b-wl

Es = 10 MPa}—--- ) _
- Argile molle- ‘—#—1Eb = 30 000 MPa
- Ou trés molle
Eb = w
Es = 30 MPal
- Argile moyenne oL Eb = 30000 MPa
- Ou sableuse
Eb = o
Es = 200 MPa
- Argile sableuse ‘ Ebh = 30000 MPa
- Argile Dure -
- Sable dense

.

INTERPRETATION DES RESULTATS:

Les graphes de {8.1) 4 (8.6) montrent la distributlon des
pressions sous " la fondatioh dans les 2cas: Eb = = puis Eb =
30.000 MPa. On remarque que l'effet de la rigiditeé de la
fondation apparait surtout loquue le s0l est de plus eh plus |
rigide (Es grand) et la contralnte waximale est surestimée
dans la mesure ol on suppose une-fondation‘infiniment rigide.

En ce qui . concerne ‘les grabhes' (8,7} et (8,8) 'qui
représentent la déformée de la fondaticn, on peut en conclure
que seul le module d!élasticité du sol a un effet et que ie

coefficient de poisson influence peu les déplacements.
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Enfin nous souhaitons que notre travail ite reste pas
limice, qu‘il mérite une -extension, c’est . pourquoi, nous

suggsrons son .développement comme suit:

Etude dans le cas de non linéarité.

1

Utilisation d’élément quadrilatéres & 8 noeuds.

EBtude dans le domaine des fréquences.

Utilisation des frontiéres absorbantes - pour éviter lé

probléme des C.A.L.
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ANNEXE .1

CALCUL DE LA REPONSE DYNAMIQUE D’UN PROFIL DE SOL
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CALCUL DE LA REPONSE DYNAMIQUE D"UN PROFIL DE SOL

MODELISATION ET MISE EN EQUATION:
En laissant de c6té 1la question de la loi de comportement
du sol, la mise en éguation du mouvement est directement liée

a la Modélisation adoptée pour le milieu et auy type d’ordre

envisageé, on admet que le mouvement est créé par une onde de
cisaillement A propagation verticale et on considéfe un
profil de sol stratifié horizonﬁ:alement dont les

caractéristiques gont invariables au‘plan.

Dans ces conditions le probléme devient unidimensionnel.
1 MODELE CONTINU

Soit un élément de sol pris a4 une 'p:ofondeur Z dans le
profil dans  nos hypothéses, les seules efforts s’exergant sur
cet élemenl; sont les contraintes de cisaillement et les

forces d'inertie (Fig-1)

5T
C+53
e
- r——
lia —_
P T
——

iib Assise rochepse
Fig 1

A3




Ua de 1’élément de sol est égale &

L’accélération absolue
supposée

la somme de 1’acceleration iUb .de' l’assise - rocheuse,
exlster é_ une ce::taines profondeur, et de 1l’acceleration
relative U

Ua = Ub + thh -

L’équation de mouvement s’écrit (éguation fondamentale de

la dynamique)
(1)

[

8z/6z = Ua’

oii est la masse volumique de 1’élément de sol.

relatifip} par rapport

En raisonnant en de . placement
1’assise rocheuse, l'équation ( 1)de 1lent

Wt

P spsstr - sxvéz=Fdyrde? (2)

_ Cette éguation associée a4 la loi de comportement du sol.

r = f (6U/6z) = £ (8) (3)

déformation

de cisaillement permet de

oi ¥ est la
en tout point et par la

la valeur du déplacement

déterminer
{ 3) la valeur de la contrainte.

loi de comportement

2- MODELF DISCONTINU.
Une modélisations des plus simples d’un profil consiste a
les masses aux Alimit.es .de couches et & les relier

concentrer

elles par des ressbrts et des amortisseurs (f‘ia—zl ,
- - Ciq \Ui-Ui-1)
&| -mmmmmmooemmTTooTTTo Kis Ki-1 (U - Ui-1)
e — T
[ay] STpTTTTTTTTTTTTTTTTT ] Sy | Ci-1 ,
K _ K; (Ui = U0

_____________________ ] e
‘ ,‘ — i (U'HA-U"]

Fig 2 Modéle & masses concentrées
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En écrivant l’équation de la masse on obtient:

mi Ua + Ci-1 (Ui-Ui-1 ) + Ki(Ui - Ui-1 ) = (4
Kif¢ui-1 + Ui} + Ci(Ui-1 4 Ui} : '

Soit en iIntrodulsant le déplacement relatif par rapport &

l‘assise rocheuse:

Mii - €I Ui+l + (Ci + Ci-1) Qi-Ci-1 Ui-1 -Ki U1+1 {5)

+ (Ki~1 + Ki“) Ui - Ki-1Ui-1 =-mUb

En  regroupant les . égquations (5} pour 1’ensemble des’
masses mi et en Iintroduisant des notations matricielles,

1 ’équacion du mouvement s écrit:
[MIU + [CJU + [K]y = - m Ub - (5)

La matrice M est une matrice diagonale dont les é&lément

st

valent: ‘
)

wii = Sihi +f hi ! (7)

) c ec K sont des matriceé tridiagonale;s.-
Kii = Gi-1/2hi-1 + Gi/2hi :
Kij = ~Gi/2hi ; j = i-1 ou j =i+l (&)
Kij = 0 ; j<i-1 ou j>itl ‘

REMARQUE s '

Dans le modéle viscoélastique linéaire, la matrice K
tient compte de 1l’amortissement du  matériaux si elle est
formée avec les mogules complexes G*.

" D’autres discfetisations gque celle par masses concentrées

sont possibles paRlrr représenter le profil de sol, La M.E.F
conduit 4 une éguation différentielle du mouvement analogue &

celle donnée'par 1’équation (§)



En prenant comme fonction d’interpolation du déplacement

I‘intérieur d’un élément une fonction linéaire..

U=y 11- 55w pyer T2 ' (9)

La considération de 1’énergie élastique de 1’élément:

Uik - jf;.-”%j Bu/dzdz = & Gi/hj (Uj+l -y)? (10}
et de sonénergie cinétique

. e i+
§ 2 pmli U = /207 g2dz =
-/ZJ 2

4 aTfm}]; @ =f§}_ﬂa’dz = 1/6 £ hj [(0j+1 - 01)2 - Djel )
2

Permet de calculer les matrices et de masse €lémentaires.
Kj=Gishifr -1 . .. _p.. 173 16
-1 1_| s i =3 e 1 (12)
REMARQUES: *
- Les matrices masse et raldeur sont tridiagonales.

-La matrice d’'amortissement est déterminée entenant

de la méthode de résclution

A6
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ANEXE 2 TECHNIQUES DE STOCKAGE DES MATRICKS

]

. P ,
Compte tenue de certaines proprietés des matrices globhnles
(symetrie, structure bande), plusieurs methodes de stockage ont %te
/ . .
elaborees en vue de reduire la taille des matrices calculées.

Parmi elles on citera :

- MATRICE PLEINE SYMETRIQUE :
Il suffit de stocker le triangle superieur de la matrice dans

une table VK, par exemple par colones descendantes :

E xemple :

=

11 K12 K3 |
K= Kin Koo 23 VK = <k kg bonslgrkagba

~

w

-~
=

i3 ! | . ;

il faut stocker --Z--- termes réels .

- MATRICE BANDE NON SYMETRIQUE :
Nous stockons la matrice <<redressée>> dans une table

rectangulaire VK de dimensions n{(2b+1)}.

b

{Kl= :

«
1._
-0

si =1
1 i=J-1+1+4b

[l faut stocker n(2b+1) reels,‘incluant b(b+1) wvaleurs nulles

inutiles.
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MATRICE BAMDE SYMETRTUU

Dans ce co® Oon A

Vi : KI[ n
v} b
P ba 1
T i o= 1
K.,. = VK, Si j o= J-1+1
H t J =1

- MATRICE A LIGNE DE CIEL NON SYMETRIQUE

La methode de stockage la plus efficace pour les mateices

globalés est la methodes de la "ligue de ciel”. elle

congiot e o
stocker les termes de [K) et [M]

par lignes et colonnes de

L evagieedongr ot
variables elle utilise trois tables de

stockaqge

VKGD ¢ contient les termes diagonaux

VKGS cotient les termes du triengle superieur crganises par

.

colonnes des cendantes (sans les termes diagonaux ). -
i i Tieu C SRR 13T
VKG] : contient les termes du trienale inferieur ,O0C33NLSE ¥

’ i A mes diagonaux ).
lignes de gauche a droite - sans les terme jag ;

................................

[ K = "6 ‘E‘ Kaz Kaa . Kaa Kas

%K4; Kez Kez Kea 0
.nb_."mnuub %‘ foa O Ko
L i .

Kigrkpgr Kagrbag O 7
L0 >

VEGS : <
ViGI

ViGDh < 1-:1 1 %S po l<33. I e l-:55
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- MATRICE A LIGNE DE CIEL SYMETRIQUE :

Le stockage est identique a celui d*une matrice

mais la table VKG| n’est pas utilisee dans ce cas

nen symetrigue,

11 taut stocker nibtl) reels ,incluant h(bh+1)/%

inutiles .

MATRICE A LIGNE DE CIEL SEGMENTEE SUR DISQUE

Un a recours a cette mathode lorsque |a

volumineuse ogu lorsqu’en utilise un ordinateur de

i! est necessaire de decomposer les tables CKGS et
stockes sur disque 1i|

donne un ou deux blocks de chacuna des deuw tahicg

Pour notre etude nous avons opte pour

ciel compte tenu des aventages qu'elle presente

.
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suffit de conserver oNn o meme e

matrice
capacite

VIGT 3T bibeveel

le stockage

valeisr sl 1w

¥ et tres

L Pt

en tigne  ¢la
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