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Résumé : présentation sommaire de la méthodologie de MM. BOX et JENKINS

dans 1'étude des séries chronologiques scalaires discrétes.

Mots-clés:Processus stochastiques ; processus stationnaires ; opérateurs
avance et retard ; séries chronologiques ; moyenne mobile ;

identification de processus ; vertfication ; fonetion d'auto-

correélation, etc...




i sasazdl Lab ) Lo ,ul

CIELIBTHEQUE — i <)
AVANT -  PROPOS Ecoie Nationaie Polytechnique

L'objectif de ce travail consiste dans 1'étude d'une mSthode, ralative-
aent récente, traitant 1a modélisation, l'estimntion et la prediction d'un signal

(ou autre phénoméne) pouvant &étre chifl-é.

Le formalisme mathematique utilis® dans notre document ne doit pas donner
a penser qu'il s'agit d'un traitél purement mathématique. Les formules ralative-
ment simple utilisées, sont indispensablos pouv fournir au PRATICIEN les idées et

les techniques nécessaires & son élaboratica concréte.

Les signaux (chiffrés) sont supposés représentables par une suite d'obser-
vations numériques ordonnées dans 1'espace des temps. Nous nous limiterons dans
notre travail, aux suites (ou séries) scalaires discrétes (il est intuitivement

satisfaisant de penser & "discrétiser" sur un phémoméne continu).

La méthode que nous tentons de présenter (méthode de BOX-JENKINS [84))
est basée sur 1'idée que la plupart des stries peuvent détre considérée= comme
dws trajectoires de processus stochastiquez ; les modéles associés, qui ne sont
plus des modéles explicatifs(au sens de lacansalité), sont ditor des modéles
AUTO-PROJECTIFS, c'est-a-dire des modéles ALEATOIRES NON EXPLICATIFS, ou 1l'on
suppose que le future se déduit tout naturcklement (4) du passé du phénoméne 3
projeter éventuellement.

Ces modéles sont connus sous le nom 'AUTO-REGRESSIFS MOVING AVERAGE" (ou ARMA,
dans 1 litérature anglo-saxonne). Ils correspondent aux processus stochastiques
STATIONNAIRES (Croissance différentielle du processus).

Ces modéles "ARMA" font dépendre la valeur de la variable (série) d'une
d'une combinaison linésire d'observations passées et d'une combinaison linéaire
d'écart - résiduels passses (qui doivent s'interpréter comme un processus type
"eruit wlanc').



Notre plan sera le suivant.
aprés une étude relativement détaillée des modéles "ARMA" ot les problémes statis-

tiques qui en découlent, nous exposerons 1'application i des cas réels.

Nous compléterons notre document par une conclusion portant sur les

limites et les extendions possibles de la m%thode et nous donnons enfin, une b»i-

bliographie non exhaustive.
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I INTRODUCTION

Les séries temporelles ou séries chronologiques eou
encore chrnniques correspondent 2 des séries ponctuelles, datées
et ordcnnées dans le temps / 1 / .

Ces séries peuvent représenter des mesures de grandeur
physiques telleque le tayonnement solaire,la température ambiante
etc... nu de maniére générale des signaux discrétisés €voluant
en fenction du temps.

A 1'état brute, elles ne donnent pas une informatisn
précise sur le phénoméne qui les a geéneré ,Cependant, elles censti-
tuent un matériau de base pour décrire ce phénoméne,et permettent
de déduire les 1lnis qui le régissent.

La représentation des données relativesa un phénomene
physique sous forme d'équations mathématiques s'appelle modéli-

sation,

La question que nous voulons abosrder dans ce chapitre
est celle concernant la modélisation des séries temporelles ,

II- Les différentes classes de modéles :

I1 éxiste une grande variété de modéles permettant
de med€liser les séries temporelles,
Pour chague phénoméne et pour chague type de données(longueur de
la serie ,..etc), et surtout suivant l'usage que l'on veut faire
du modéle, on sera amené a fixer notre choix sur le modéle qu'il
convient d'utiliser,

Il convient de distinguer deux grandes classes de medéle
permettant de modéliser les séries temporelles:

S AR



la classe des modéles explicatifs et la classe des modéles nan
explicatifs /2 / ,

La classe des modéles explicatifs centient les modéles
explicatifs statiques et les modéles explicatifs dynamiques .,
La classe des modéles non explicatifs est divisée en deux seus-
classes :
les modéles d'ajustements et les medéles autoprojectifs fig(1).

De fagon générale, ces modéles sont empleyeés dans des demai-
nes trés divers tels que la physigue, llantamatique, 1'électrmnie:

que,la météermlogie, 1l'éconemétrie .,,ete 1 34546

II.?~ Les modéles explicatifs .

Dans cette catégories de medéles la variable Zy ()
est exprimée en fenction d'un vecteur de variables observables,
dites éxogénes 2 (t) et d'une variable aléateire sentrée ag .

Les relations qui lient les variables Zi(t) aux varia~
bles zj(t) s'éerivent seus la forme .,

23(t) = F (3,(¢) / i €I,a, ) . (1.1)

eu F est une fonction des variables Z.(t) et de a, et zi(t)repré-
sente un ensemble de variables aléatoires dépendant du temps.

Notons que i,j appartiennent a 1'ensemble/ 1,2,...k7
et t appartient & 1l'ensemble [71,... T 7.
Les variables aléatoires Zj(t) peuvent &tre des variables éxogée-
nes ou des variables endogénes.

Les modeles explicatifs sont de deux types :
Les modéles explicatifs statiques et dynamiques., / 2 / .

wie ol i
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«1.1- Les modéles explicatifs statiques

Dans ces modéles, les variables Z.(t) dites éxogénes ne
contiennent pas des valeurs prises dans le passe de Z; (t) et les
a; sont indépendants entre eux. / 2 / .

1.2, Les modéles explicatifs dynamiques

Un mad€le explicatif peut &tre dynamique soit parce que
les ap sent autocorrélés, soit parceque l'ensemble de Z.(t) con-
tient des valeurs prises dans le passé de 3. {t). c'lest a dire les

variables sont endogénes / 2 / .

II-2- Les modéles non-explicatifs
IT.2.1- Les modéles d'ajustements

Ces modé€les sont universellement employés.Dans le casg
général, ils sont représentés par la relation suivante

7, (%) = £(t,a,) (2:1)

ol Zi(t) est une fonction du temps +t et d'une variables aléatoire
centrée ai. Elle est indéx€e par un nombre fini de paramétres

incennus, / 2 /

2.1.1. L'ajustement global .

Dans ce cas la fonction f définie par la relation(2.I)
est déterminée & partir de 1l'ensemble des données disponibles,

De fagon générale f (t,at) est representée par une forme
polynemiale en +t perturbée par un bruit blanc 2y .

2.1.2- L'ajustement local

o
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Dans ce type d'ajustement, f sera estimée uniquement
au voisinage du présent, cela veut dire au voisinage de T , si
l'ensemble des abservations est connu dans 1l'intervalle de temps
(12 ) &

.Donc, on privilége les informatiens les plus récentes
au détriment des plus anciennes / 7 /
L'éxemple le plus connu de ce type d'ajustement est celui du lissage
expunentiel simple .,

2.1.3- L'ajustement additif .
. Ia fonction d'ajustement f(t,at) est additive lorsqu'-~

elle peut se deécomposer de la fagon suivante :

f(t:at) = g(t) + at- (B-I)

ol g(t) est une fonction du temps inebservable mais déterministe

/ 2/

2.1.4- L'ajustement multiplicatif .

On dit que le modéle d'ajustement est multiplicatif si
la fonction f(t,at) peut s'écrire sous la forme du produit :

Blyu,) = wlt)oa, (4.1)
netoms que lorsque les diverses variables sont positives, le pasaa-
ge d'un modéle multiplicatif & un modéle additif se fait & 1l'aide
de la fonction logarithmique / 2 /

2.1.5 L'ajustement déterministe et 1l'ajustement aléatoire

Le modele d'ajustement additif s'écrit

zi(t) = g(t) + ay .

ol g(t) est soit une fonction du temps inobservable mais détermi-
niste, soit un processus independant du processus ap . (2)

o-o/coo
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IT.2.2. Les modéles autoprojectifs .

Dans ces modéles, on suppose que Zi(t) est une fonetion
de ses valeurs prises dans le passé et d'une perturbation aléa-
toire a; 3

Zl(t) = f(Zi(‘t-‘l), Zl(t-z) 3 see a.t) (5!1)

Dans cette classe de modéles on peut trouver par exemple les modé-—
les de "BOX et Jenkins " , / 8 /

L'avantage essentiel de ces modéles réside dans le choix
de celui qui semble le mieux adqpté aux données dont on dispose
et dans la sclection de la métnode optimale dans un vaste ensemble
de possibilité , tandis-que dans les modéles classiques(les modéles
d'ajustements) le choix de la fonction utilisée pour 1l'ajustement
est arbitraire .,

III- Technique de conception d'un modéle dans le cas des séries

temporelles,

La premiére €tape# de la conception d'un modéle pour
d'écrire une série temporelle donnée et le choix du type de modéle
qui convient au mieux aux données, cette opération s'apelle iden-
tification .

Afin de déterminer complétement le modéle on doit esti-
mer les paramétres du modéle considérée & partir des données .
Enfin on effectuera un test de crédibilité pour juger de la qualité
du modéle .
Ces €tapes sont résumées dans 1l'organigramme de la figure (2) .

III-1. Identification .

Par identification on entend le choix d'un modéle bien
précis parmi tous les autres dans le cas des modéles autoprojec—
tifs,et la précision de la nature de la fonction F dans le cas

st slioets
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des modéles traditionnels(ajustements).

III.2~ estimation .,

L'estimation consiste & évaluer les paramétres du modéle
identifié ainsi gue les caractéristiques de la distribution du
bruit Ay .

Dans le cas d'un modéle linéaire, on estimera les para-
métres et les premiers moments de la variable aléatoire ap .

Da ns ce cas bien précis, les techniques du types moindres earrés

permettent d'estimer les parame€tres sous certaines conditions:les

moments d'ordre un et deux de a; doivent tre finis et les proces-
sus a, non autocorrele,

III-3- Test .

Ie test consiste & verifier si 1l'ajustement est correct,
Pour ce faire le modéle sera cenfronte aux faits réels afin de
détecter les contradictions €ventuelles .,

JII-4- utilisation .

L'utilisation du modéle se fera, une fois que toutes
les étapes précédentes soient terminées et que les résultats du
test de crédibilité du mod€le soient bons .

IV- Critére de sélection d'un modele.

Ce choix, en termes €conomiques, doit s'operer en recher-
chant & minimiser un codt .

Mais il faut tenir compte également du type de série
temporelle et de la finalité du traitement qui jouent le rdéle de

contraintes dans cette recherche d'optimum .

oeiaf urote
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Le colt de traitement dépend de deux facteurs qui sont :

- L'algorithme de calcul inhérent & la technique choisie
et de ce point de vue certaines techniques impliquent 1'usage de
gros ordinateurs .

- longueur de 1l'historique qu'il faut conserver ce qui
se traduit par un codt de stockage de données et de traitement
plus ou moins important |,

En général, ces deux facteurs cités ne sont pas indépen-
dants; les techniques qui utilisent le maximum Ad'information sont
celles qui utilisent les algorithmes les plus complexes .,

Cependant, un compromis doit toujours étre éffectué entre
colt de constitution et de traitement d'une information et les avan-

tages que 1l'on retire .

V- Conclusion :

Les différunts types de modéles que 1'on vient de preé—
senter ne sont pas indépendants, en effet, on peut montrer*, par
exemple, que certaing modéles d'ajustementslissage exponentiel
simple ou double) sont des moddéles trés particuliérs des modéles
autoprojectifs du type ARMA.Ce sont ces modeles qui Zeront 1l'objet

du chapitre suivant .
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I. INTRODUCTICN

Deux appreches sont possibles pour €tudier les
séries temporelles . L'une est déscriptive et se base seuvent
sur des medéles simples(modéles d'ajustements), 1l'autre édopte
un point de vue dynamique et explique le passage d'une obser-

vation & 1l'autre(modéles stochastiques ou processus).

Ia premiere appreche est trés traditiennelle, la
seconde est plus reécente et elle se base sur les travaux de
BOX et JENKINS / 8 /. C'est cette approche que nous développons
dans ce chapitre .

Au cours de cette €tude, neus utiliserons des netions
sur les équations linéaires aux différences et sur les preces-

sus stechastiques qu'il convient de rappeler .

II. Les €éguations linéairesauxx differences :

Les équations lin€airesaux différences sont les €qui-
valents discrets des equatiors différentielles des systémes

continus.Elles utilisent des opératevrs discrets / 9 / .

Neus censidérons 1l'ensemble des suites numériques ! Zti sur
i ;

lequel nous définissnns :
i) 1l'epérateur de retard B eu (Backward)
Bz = Zy_, (1.11)
ii) l'opérateur d'avance F ou ( Forward)

Fofy = g (2. IT)

6% s oot
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iii) 1'opérateur de différence <
VZy = By = Ty, (35TL)
avec =1 - B (4.11)

Les modéles utilisés dans 1'appreche de BOX et JENKINS
sont basés dans le cas le plus général sur les €quatiuns linéai-
res aux différences de la forme suivante

Zt_’.T Zt"'1 = Qz zt“,‘ * e v "ﬂpzt_p=at—91 at"1 s e e

8 (5.11)

q t-q

el p et g sont des entiers naturels et @ et 6 sont des réels.
Cette équation peut s'écrire de fagon plus eondensce

#(B). z, = 6(B).a, (6.1II)

IIT. Les processus stochastigues

Un processus stochastique esc une famille de variables
aléatoires indicées par un ensemble ordonné .
On définit la loi temporelle du processus comme la loi

de tout vecteur (5t1, " 5t‘ Y

Un tel processus est stationnaire si sa loi temporelle

est invariante par translation sur l'axe des temps / g / .

II1I-1. L'autocovariange .

Si E(Zt) est 1l'espérance mathématique de Z, et var
(Zt) est sa variance tel que

my = B ( 24 ) (7.1IT)

et Var (2,)= B(Z, - m;)° (8.11)
OV A
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L'autocovariance s'écrit dans le cas scalaire .

I

cow (Zg, 24) = ¥(s;,t ) = Bl (ZS_mS)(Zt—mt>](93'II)

IITI.2- L'autocorrélation .

Elle est définie par :

J')(S.],‘-‘) = cov (2., 2,) Y (s,t) (10.11)

4 Var Z_. Var Z% v!7*'(838)-3'(’0,13)

III.3~-Les processus stationnaires du second ordre .

Ce sont ceux qui ont une moyenne et une variance indé-
pendante du temps et dont la fonction de covariance ne dépend
que de la différence des temps / 2 / tel que

cov (Zs’ Zt)‘=}$/ t -5 / (T1..E1)

Les notions sur les €quations aux différences et les

processus stochastiques que nous venons de preéesenter sont
utiles puur l'etude et la compréhension des modéles utilisés
dans l'approche de BOX et JENKINS .

IV Les modéles utilisés dans l'appreche de BOX et JENKINS .

III.1- Les modéles auteregressifs ou AR(p).

On considére 7, = Z, - M. un processus centré ol
t t E

,“ est la moyenre de Zt .

E% est un prccessus autoregressif d'ordre p s'il verifie
1'équaticn aux différences suivantes

2y = Q1 Bgmas o # Qz By o + oes +¢pzt-p + ay (12 1T)

o v aifreinis
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en utilisant 1l'opérateur B , celle-ci peut s'écerire
-1
Zy = 87 (B) a, = WAB).a, (13.TL)

IV.1.1 La fonction d'autncorrélation .

La fonction d'autocorrélation du processus AR(p) est
définie par :

‘K - (14 . ET

ou }{k est la fonction d'asutocovariance .

celle-ci-vaut
==(7. .7 =@ % {
¥ =BTy By ) =68 . By st o s +®p‘bk_p(15.11)

La valeur initiale de ?fk est

A S / =)
KO i Q)JJ 6 1 i gz ‘{_2 T eeen +gp B_p +UE";.. (16.11)
D'ou .- -
Bed i e, BN . R (17.11)
\ P
3 : = =
i Fe - - 9 S 0 (18.11)

Notons que cette €guation aux différences permet de
définir le systéme de YULE WAIKER qui permet de calculer les
valeurs @; a partir des p,

) > . . ; (4 .
Sachant que f, =0 , on aura en développant l'équation (17.II)

Jﬁ =@, + 0 jﬁ H: e e + @p i
- -
“g B o o o I Ny P

J’p“;ﬁ TS S i S

b=



d'ou le systeme de YULE-WAIKER

I B - ph e
A1 IR ¢ e Fo-1 | i3
; =! | (19.11)
3 f‘p,l i'._fl;_Ji L J gp F

De l'équaticn(16.II) et cempte - tenu de la propriété de symé-
trie de la fenction d'autocovariance on obtient 1'expression

de la variance du processus

2 G;
Gy = R T (20.11)

B -t b -8, F

IV.1.2 La fonction d'autocerrelation partielle .

En remplagt dans 1'équation(16.II) k par j,on obtient

le systéme de YULE-WAIKER ¢
il S b

Si= 8y Faq o+ 8y fi
3 7 j-1 1, 2d=2 + cuus # Qpp fg—l (21,13)

j= 1, " e l

ou @pp est la fonction d'autocorrélation partielle .

En résolvant ( 21.II) on constate que 511 est le dernier terme
du vecteur @i .

de fagon générale on a & résoudre

" 7 3 ) H";.%
ﬁl —! i[ 1 .-’FT 'PZ J1-1 ; ;'_:)M i
{ . - ( '
. \ =‘\ Fad 1 T k i o
Vi ~ i p
%J | J1-9 J1-2 1 iCF i
. ‘J 11-—‘ i
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en pratique on utilise les valeurs estimés qui sont deéfinit par

i
\ 2
g 1 =_,:=I ]1::'_'1 . 1=1
- Tis ey Py i (22.11)
l=2’3
1 - 1-1 T
EE% b1ty

i 1

1 apre: la |n-:b_¥__h(;d-:_a de DURBEIN /8/

IV.2- Les modeles & moyenne mobile ou MA(q).

Zt est un processus & moyenne mobile d'ordre qQ neté
MA(Q) £'il s'écrit

Zy = a, - 8, Rl gt 1 Gq g (2B4ET)
en utilisant l'opérateur B on obtient
ay = 677 (1) 7, (24.11)

IV.2.1. Ia fonctior d'autocorrelation .

La function d'autocorrelation cu processus MA(q) est

définie toujours par

8,34 k@) (7=
q“t-k-g) (Z:=. (25.11

a; €tant un bruit blanc il est défini par
E(ay) = 0

) o t=t!
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dtou ¢ GE
; Ek=(~8k + 848k+1 teve + eq—ksq) a | E o

] ¥isn (27.11)

.

et par conséquent la fonction d'autocorrelation sera :

) ‘
J }pk= xk =-—ek Y 61 el«:+1 B +eq_eg;k Pours K=1 5.4
i 2 2 2
; o 1 +812 + 65 + ool # Gq

L 0 pour k

; : (28.1I
k = 0

On pourrait trouver les 8; en fenctien des ,Pi a l'aide

du systéme (28.II) mais on remarqgue gue dans le cas des modéles
& moyenne mobile le systéme est non linéaire d'ou la difficulté:k
d€terminer les 9; .

En remplagant X par zéro dans 1l'équation(27.II) on obtient

1'expression de la variance

N M

2 = (4= 9? + B85 + ... +@S ) Si (29.11)

TE;
IV.3 . Ies modéles mixtes ou ARMA(p.q)
On appellera un processus mixte d'ordre (p,q) un

processus stationnaire Zt satisfaisant
D 9.
- = - ~
Ao e, B0 Zeq =4y 2 %1 Bty (30.11)

ou encore
@(B) E£ = 0(B) a (3471)

IV.3.1. La fonction d'autocorrélation

Aprés multiplication de 1l'équation(30,II) par it_ket
passage a l'espérance matheématique on aura la fonction d'autece-
variance

serf eers
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~8l Y g, (k-q). (32.1IT)

Sechant que y -
}.’Za(k)= E(Zt—kat )

on a :~fz (k)=0 pour k > @
“ (33.11)

sza(k) # O pour k=0

doncxfk stécrira :

9]
‘Kk =Q? 'f&_ﬁ + Qz FL_2+....+® J Kk

ol -p pour k >q+1
- (34.11)
la fonction d'autecorrélation sera :
o _
Jk= 01 Pk-—"] +g2 }1{-2 teoaat gp ..ﬁ(_p (35-II)

d'une fagon condensée et en utilisant 1'opérateur de retard B
on aura :
Q(B)f’k =0 pour k > g+1 (36.II)

Tes modéles AR(p), MA(q) et ARMA(p,q) sen® des processus lindéaires
stationnaires

Dans le cas elu l'on considere des processus non station
naires, BOX et JENKINS proposent les modéles ARIMA .

V . Les modéles ARIMA(p,d,q).

S1 un processus gt est non stationnaire ,on lui appli-
quera d'une fagon itérative 1l'opérateur de différence ¢ Jusqu'a
l'obtention d'un processus stationnaire Wi le precessus vbtenu
sera dit intégré et sera noté ARIMA, i1 est décrit alors par
1'équation aux dirférences suivante




-2 -

#(B). wy = 6(B). a;

ol (37.IL)

d
Certain processus possédent des effets saisonniers

et les modéles relatifs seront dit SARIMA.
L'équation aux différence représentant ces modéles sera :

#(3). $(8°) vigz, = o(B) (%) o, (38.11)

ol § et sont des polynfmes de degré P et Q respectivement et
D le degrée de différentiation . -

VI . Discussion .

Les functions d'autocorrélation et d'autocorrélation

partielle permettent :

- le choix du modéle & partir de l'examen des données.
- la determination de 1l'ordre des modéles caracterisés

pa r les parameétres p et q .

- la mesure de la corrélation qui existe entre les
variables .
-de veérifier la stationnarité de la série .
TLeur rfle est dual dans le cas d'un AR(p) et d'un
MA(q) c'est-a-dire :
lorsque $= 0

on a un moedéle AR(p)
ot ¢ —a 0

ol 4y est l'estim€ de la fonction d'autocorrélation partielle
tandisque lorsque :

f—=0

et fi= g OR @ un MA(q)

notsns que : tout precessus stationnzire du second ordre peut
étre approcher par un processus & moyenne mobile(2)

§ o/
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Ra ppelons gu'un processus stationnaire est du second ordre Si @

-¥t, B (%)<

-¥t, E (Zt ) =m ( independant de t )

-¥t,¥hEZ, cou ( Zy th) = % (h) (independant -
de t )

On pourreit se contenter d*uu precessus 2 pryenns mollile, mais
il est clair que 1l'introduction des proecessus autoregressif et
des processus mixtes permet d'économiser le nombre de paramétres
a déterminer .,

Nous pouvons mentrer cela en étudiant , par exemple, le passage
d'un AR(1) vers un MA (q)

Le processus AR(1) est :

dans ce processus on a un seul paramétre a estimer JTet en 1le
transformant en modéle a moyenne hobile ou sbtient .

th 1 2, = < oi

il S a4 _;
1- PB i 3

dans ce cas on a i paramétres & estimer denc on voit bien que 1le

nombre de paramétres a estimer augmente d'une fagon censidérable.
Par ailleurs, la détermination des @; dans le cas d'un processus
autorégressif est plus simple que la détermination des 8, dans

le cas d'un processus a moyenne mobile .
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I Intrcduction

Le chapitre precédent nous nous a feurni les 4if -
férents modéles utilisés dans 1l'approche de BOX et JENKINS.
La question, qui se pvse maintenant, est cemment cheisir un
modele précis parmi tous les medéles éxistants .

Une fois gqu'un modeéle est retenu, on cherche » estimer ses
parameétres ea fenction-des données du probléme,ces derniers
sont : les mesures effectuées sur le phéneméne, leur rature
propre, les-consideratiens physiques ets ...

C'est par l'application de la mé¢thede itérative de BOY et
JENKINS , qu'on parvient & un medéle parfaitement déterminé

IT Le_ principe de la methoede.

C'est une precédure itérative qui comperte les

phases suivantes .

— Le traitement préalable de donnces

— L'identification

- L'estimation

- La verification

- L'utilisation

Le principe de la m€theode est illustré par 1'organigramme
de la figure (3) .

— L'étape d'identification détermine 1l'ordre du precessus,
c'est a dire , fixe les valeurs &e p,d et gq, pour ce faire
elle utilise comme outil les fonctiens-d'autecorrélatiens,

et les fonetions d'autoccrrélatien partielle .

- La phase d'estimation d¢termine les paramétres du medéle,
Elle est basce sur les mithodes du type moindes carréis.
~- La phase de verifacation est basfe sur 1l'analyse des

résidus .

ST



- 26 -

! i
! TRAITEMENT FREATABIE {
| i
; DES DONNEES :
ﬁ;_
! 1
. POSTULER UN MODELE :
. ]
! ARIMA (P,d,q) ;
! 1

Seme—s b e

IDENTIFTER P,d,q

B i .

!
!
|

B S S 8

N L
f
ESTIMER IES DIFFERENTS !
1
PARAMETRES :
1
= 1
\_(/
NON VERIFICATIO

MODELE CORRECT .~

oui

1
UTILISATION

Lig (03 )0,



-

Nl
Netens qu'eutre la déetermimation de p,d,q, la pha-
se d'identification dennera les Waleurs initiales deg parame-
tres. Ce sent ces valeurs que 1'on utilisera par la suite dans
la phase d'estimatisn,

IIT Etude des différentes phases

II1.7. Le traitement préalable des données

Il éxiste des séries temporelles peur lesquelles on
ne peurra pas atteindre la statiornarité par l'applicatien de

1'apérateur e .

On peut alers envisager d'appliquer a la série azti une trans-
forma tion lega rithmique avani de lui appliquer l'oﬁérateur~qd.
Celle ci est trés utilisée du fait de la creissance avec le

temps des variatiocns de 2, et de /2y

D'une maniére générale BOX et COX . / 8 / ont défini la classe a
de transformatiun suivante .

IR Z
> 252 :

I
ct
|
-
ﬁ'
o

: (1 .TIT)

]

T e (2,) = lvg 2, A e

o0 le paramétre A sera estimé en méme temps que les autres

paramétres du medél: .

IIT.2 La phase d'identificatien

Dans la pratique , an ne cennait pas les paramétres
p,d et @ d'un modele ARIMA .
Cette phase vise denc a déterminer les degrés p et q et 1l'ordre
d de difféience sur la série.

IIL.2.1 Determinatien de l'ordre d de 1'opérateur de diffé-
LELEE 5

La fenctien d'autecerrélation nous permet de déter-

miner 1l'ordre d de différence .

sesellales
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En effet si pour un assez grand nembre de h , cette derniére =c
reste proche de 1 , il en résulte que la série est nom statien-
naire et denc, une différentialicn de la série est obligateire.
Le méme critére sera appliqmé a la série differenciée peur sa-

voir s'il convient de la diffeérencier une deuxiéme feis ,etc...
Dans la pratique , en a toujours 4 <2 .

III.2.2. Determinatien des degrés p et g .

Elle repese sur le cempertement type des fonctions
d'autocorrélation ﬁh et d'autocorrélation partielle T;h

Si la fonction d'autocerrélation ﬁh décroit rapide-
ment vers des valeurs proches de z€ro pour h 3 q , et la fone-
tien d'autecorrélation partielle qfh tend vers zéro , en identi-

fie un processus Alq) .

Par contre si la fenction d'autzcorrélation partiellie
Ty, décroit rapidement vers des valeurs preches de zéro pour hie
et la fenction d'autecorrélatien ér teud vers zéro, on identi-

fi 8

fie un precessus AR (p) .

Dans le cas ou les deux fenctions Considérces d'auts-
corrélation et d'autecerrélation partielle tendent vers zére
simulténément c'est a dire qu'il n'y a pas de coupures pour
h=qouh=p comme dans le cas précédent, le precessus consi-

déré est alors un precessus mixte .

Un calcul des écarts-type des fonctions d'autocerré-
lation ﬁgh) et d'autocorrélation partielle & (h) nous permet
de voir si ces fonctiens sent significativement non nulles ,

On montre / 2 / que :
- peur un processus MA{Q)

v h >q : Var ﬁ(h)_fg- (142 % }s 2 CEV) 2LTET)
=

e
N
o-o/o.-
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- pour un processus AR(p)

Vhyp: Var fy(h) — _1_ (3.I1I)
N

ou N est le nombre d'observatiens de la série différenciée.

2.2.1, Identification d'un modéle ARMA (p,q).

Pour déterminer p et q on passe de la représenta-
tian mixte a la représentation autoregressive et a moyerne
mobile respectivement,

2.2,2 Identificatien d'un modéle SARIMA(p,8,9)(P,D,Q)

Dans le cas eu le modcle est saisconnier, les paramé-
tres P,D,Q sent identifiés par des méthodes analogues & celles
décrites précédemment tout en gardant dans les estimés de p(h)
et MY(h) que les valeurs de h multiples de la période de

saisonnalite .

IIT.2.3. Determination des valeurs initiales des parametres

8 et @ intervenant dans le medéle,

I1 existe des methodes prepres & chaque type de pro-
cessus , cependant la méthode la plus générale pour l'estima-
tien de ces valeurs initiales d'un precessus ARMA (p,q) est
celle donnée par l'algorithme de BOX et JENKINS / 8 / .

Notons que dans la pratique, ces valeurs sont prises
arbitrairement tout en respectant le critere de convergence du

modéle .

III.3 1Ia phase d'estimation

Cette opfration permet de déterminer les valeurs numé-
riques des paramétres du modéle identific,

s teif st



Nous a llons presenter la m€thode du maximum de vraisemblance
et les techniques du type moindres carrés, qui permettent de
définir des precédures itératives d'estimatien.

Celles-ci s'articulent sur les valeurs initiales estimées lors
de la phase d'identification .

ITI.3.1. Llestimation des paramctres par le maximum de

vraksemblance .

Avant d'aborder l'estimatien nous allens d'abord défi-

nir la fonction de vraisemblzance.

3.1.1. La _fonction de vraisemblance pour un processus MA(q)

Le processus MA(q) s'écrit : wy = @(B) a, BOX et JENKINS
mentrent que pour la série d'ebservations Wip eeeve Wy la vrai-

semblance s'écrit :

. ; J o B - r
LoV, /)= (2u%") =z %) 1/2ex‘ l- 1
L2 ﬁ'az
o3 - 2.1' P ’
& at‘j + ol /X X / désigne un déterminant considéré
b1 | ;
cemme négligeable par rapport & = g-at-72 et ol éétfz
t=1-q

est 1l'esperance conditionnelle de a; sachant Wy et 8 .
n'étant le nombre d'observations de la scrie w différenciée .

3.1.2. Application de la méthode du mawimum de vraisemblance 3

l'estimation des parametres d'un processus ARMA(p,q)

Dans le chapitre précédent nous avons vu que tout
preccessus mixte admet une repreésentation moyenne mobile , il
est alors possible d'écrire la vraisemblance d'un processus

ARMA ( p,q) scus la forme :
-../‘-.



3234 =
L (g,0, Ta fw. )=Tw?)™y /M /s o /-5(@,8% /(4.111)
¥oe - PL 2/ ;
2 Vi
a
Bk et 5
ol S(ng) = 2z Lat / w't’ ﬁre / (S.IIII}'
t - ‘
L'estimation par le maximum de vraisemblance cenduit

4 rechercher les paramétres ¢ , 6 et i?é qui maximisent 1'ex-
pression (4.III) ou mieux encore son logarithme .

Iog L (8,0, V./w.) = -n log 2T 7.2 = 1 log/M. /- 1
a n —— = — n S——
5 2 S
a
8,9
S [a]" | (6.11T) -

= -
Pour maximiser l'expression(6.III ) une selutien

consiste a minimiser les sommes ¢

= - =9 &
T:—WZ a-t / Q, 8, Wn / = 2 ( Q!e )

Neus recherchons alers les valeurs de § et 8 qui minimisent

s(g,e).

En effet si les Zfat / 8,0,w / sont liné€aires en
$ et 8 la résolution est classique , il suffira alors de cher-
cher les paramétres {J et & qui annulent les deriveces de [5t7

par rapport & chacun de ces parametres.

Si par contre les /Tat / #,9,w / ne sont pas liné-
aires en @ et @ , deux solutions sont encore possibles. ILa
premiére consiste & linéariser le modéle et on aboutit au cas
précédent,tandis que la deuxiéme solution est basc¢e sur la
méthode du Back Forecasting provosé€e par BOX et JENKINS / 8 /.

stes) 5 50
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III.3.2 L'estimation des parametres par la méthede de

Back Forerasting .

C'est une méthode itérative, basée sur le principe
de la minimisatisn de s(¢,0) .
Elle utilise, les valeurs initiales de 6 et ("cheisies lars
de 1l'étape d'identification ainsi que les relations suivantes:

¢(F) [wi/ = 8(F) [ ey/ (7. TET)

)

¢(B) [wy/ =e(B) [a/ (8.1II)

ol e} est un bruit blanc de méme variance que les 24 mais se

deroulant dans le sens de t décroissant .

loyennant certaines initialisations, la premieére

relation (7.III) permet le calcul des valeurs de w W-

Oj .io--c

ainsi que Q pour legquel w_(1_Q) est négligeable .

La deuxiéme relation (8.III) permet ensuite le cal-
cul de [—at / pour t variant de 1-Q & n , et par la suite on
obtient = 92

(o, 7
1-Q

TMP

Les paramétres © et J aptimaux sont obtenus par
itérations , en cherchant le minimum de S(e,@) pour 6 et
appartenant & 1'intervalle [/ - 1,1 7 .

Notons que si n est assez grand le résultat est

obtenu avec précisior suffisante avec une seule itération .

III.4. La phase de vérification .

Ta vérificatioan constitue 1l'étape finale de la
méthode de BOX et JENKINS , elle consiste d'une part a tester

suvierl wsie
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1'a justement d'une série identifiée et estimée d'autre part a r
rechercher dans qguelle directicn il conviendrait de modifier

le modele,

Le modéle subira alors deux types de test .

- Un test sur les paramétres estimeés .

- Un test sur 1l'indépendance (non correlation) des résidus .

IIT.4.1 Test sur les paramétres estimés

On peut tester la crédibilité d'un modéle ARIMA
(p,d,q) en augmentant d'une unité 1l'ordre P . Si la valeur de
QP > est diffétente de zéro, on peut conclure que le modéle
ARIMA (p,d,q) ne décrit pas les données expérimentales,

On peut effectuer la méme opération en augmentant g
d'une unité et faire le méme test J:;L}

Cependant on évitera d'augmenter simultanément p et g
d'une unité afin d'éviter le probléme de redondance .

III1.4.2. L'Analyse des résidus .

Dans ce type de test, on veut vérifier si la série
des résidus obtenus est cohérente avec 1l'hypothése selon
laguelle at} est un bruit blanc .
on appelle résidu le processus & défini par :

~

#(B) w, = 84B) 4, (9.111)

Si l'ajustement est correct on peut montrer que :

i

a ¥ 2

Il s'agit donc de vérifier que & est vcisin d'un bruit blanc.
BOX et PIERCE /8/ ont proposé un test fondé sur la statistique

sl o



- 34~

k
Q=n 1;1 fr, (8) (10.II1)

A8

ol dans la pratique k =20 + p + q .

?h (&) représente la correlation empirique des résidus (48)

On montre que pour n assez grand Q W KZ a k-p-q
degrés de liberte

En fait si n est faible il est préferable de consi-
dérer / 8 / la statistique

M=

Q' = n(n+2) (n-n)"" B, 2 (&) (11.111)

.

=1
IIT1.4.3 Le choix d'un modéle

Dans le cas olu plusieurs modéles différents franchis-
sent les tests de la vérification, le choix de l'utn deux est
difficile

On pourra selectionner celui qui minimisera le
critére A'AKATKE /2/ .

En effet , supposons que le vrai madéle soit un ARMA(p,q) et
suppesons que 1l'en ait plusieurs modeles ayant franchis les
tests de la vérification qu'on dénote par ARMA(P,q),ARMA-
(pz,qE),.... » ARMA(P,q. ).

AKATKE prepose une distance entre L'ARMA(p,q) et les ARMA
(pi,qi) qui est la suivante

2 ia 2 n(P1 4 WY 48 S)
n - d,

B e &l {1 sid=0 L\Z-lﬁ-}
0

AIC = n log V7 a

givde 2y 6,
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Le critére consiste & minimiser AIC pour un ARMA (pi,qi) =

III . 5, Utilisation .

Une feis que le modele est identifié , estimé et
testé il sera éventuellement utilisé dans un but bien précis
tel que la prévision et le centrlle .
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I. Introduction

Nous presentons une synoptique d'algorithmes relatifs
aux différentes ctapes de la metheHologie.(*)

II Présentation des_différentes ctapes

Les synoptiques d'algorithmes gque nous présentons
sont propres aux modeles stochastiques unidimentionnels(c'est
a dire traitant des séries scalaires discreéetes )

IT.1 L'¢tape d'identification

Elle consiste en l'introduction d'une série temporelle
(d'une fagon appropriée), transforme les observations, applique
une opération de différentiation et puis calcule :

1 - la moyenne w et la variante Sw2
- la fenction d'autocovariance Cy

— la fonction d'autocorrelation T,

BOGE N

- la fonction d'autocorrelation partielle @il

II.1.1 les entrées
Les informations necessaires pour les calculs sont :

les valeurs de la scrie temporelle :
Zt L] t:‘ 1,2’ " e 0w N
- le nombre d'observation : N

(*¥) cela devrait permettre, dans un travail ulterieur,de facili-
ter 1l'€criture dans un langage Scientifique ¢€volué(de type
FORTRAN ou PL/1 )
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- le degré de différence maximum (*) de la serie désaisonnalisée:
d > 0
le degre de diffeérence de la série saisonniére

D >0 ()
- la periode de saisnnnalité

8 s (N—a=80 4 )
- le retard ( ou LAG) (**) de la fonction d'autocorrélation : K
- le retard maximum de la fonction d'autocorrélation partielle:

L LK

- les paramétres de transformation :

,A et m

II. 12 . Le traitement

Pour chague serie des valeurs (d,D, A , m ) la série

temporelle sera transform€e comme suit

(Zt +m ) AEOD

g e w) ) =0

{ .

ol sid#¥ 0, le parametre m est choisi tel que Zy + m est positif
pour tout t et , si A=1 , m est fixé & zéro tel que la série
2y reste inchangée .

La série différencice

(*) la pratique a montré que d{2 et D £ 2

(**) en général, on fix le LAG & 36 ou 48 .



ol
W s Nt Yy
s T Yo
n = N-d--3S8D

et les quantités suivantes sont alors calcul€es :
- La moyenne et la variance

ey n
w = 1 Z w_t
t= :

ol CO est définie ci dessous .

- la fonction d'autecevariance

S (wy-¥)
6= L = (w-%) (v .
k= - = % Paki=w)
.i]. k=o,1'p-.-K

0{1 k=o,1 2 e wee K

- la fonction d'autocorrélation partielle :

-~

r
1 1=1
gy = 11
=1 = ra_.
r1 J 3?1 ﬁl*" 2 i 1 i_ l=2’3’ veve L
e
1 = -~
=1 11,3 T




- HOo -
ou ﬁij = ®1—1;j = gll 91_1 , l—j j :1,2’ s s =1
( Algorithme de DURBIN )

IT.1.3. les sorties

On conviendra d'édliter toutes les informations d'en-
trées et les paramétres de transformation(Aet m ) les autres
sorties peuvent étre

- les valeurs de la série différenciec® et transformée :
iw 1 b= 1, 2 n
]tj ’ ¥ il "4
L -

— le nombre de valeurs de Wy 2=

— la moyenne de la série w T 0w

— la variance de la série 3. 5

- la fonction d'autocovariance
Ck ’k=0,1 3 sess e K

— la fonctien d'autocorrélation :

~ la fonction d'autecorrélation partielle :

Gll y l= 1’2, e s s L-

IT.2 . 1l'étape d'estimatien .

Le principe de cette €tape consiste a introduire
les valeurs des paramétres initiswX et ensuite calcule

— les paramétres estimés aux moindres carrés u,@, @', 8, £ et
v ¥ 2 dans le mod€le saisonnier :

sref wise




$(8) F (°) (wi-p ) =e(B) & (B5) a
on W = *‘\‘/dvg Z%

Z% est la série transformée , définie
par l'étape d'identificaticn .
n est la valeur moyenne de la scrie w

- la variance empirique ( des résidus ) .

IT.2.1 1les entrées

1'information minimale requise pour le calcul exige
la connaissance des paramétres suivants

= iztg y N,d, D, S, R, A s I
£

- petaq

- le nombre de paramétres du modele auterégressif saisonnier:
P ;; 0

- le nombre de parametres du medele & moyenne mobile sai-
sonnier
Q 20 ;3 P+Q DO

— le parametre de contrdle pour la moyenne n :

M =1 Si P.est inclu .

M

]
o

Si R est non inclu .

— les valeurs initiales estimées des paramétres du modele aute-

régressif non saisonnier :

& = ( é}o ) sosae § 5?0 )

- les valeurs initiales estim€es des parametres du modele auto-

régressif saisennier :

‘é.'= (_510 3 eseeae “éPO )




e b =

— les valeurs initiales estimées des paramétres du modéle a
moyenne mobile non saisonnier :
o=
( 910 ] LI gqo )

- les valeurs initiales estimées des paramétres du modele a

moyenne mobile saisonnier

-~ "~

e = (&, &0 )

5 .0 s qo

- le nombre maximum d'itération : it
Dans la pratique , les valeurs initiales des para-
métres sont prises comme desirees , tout en étant proches de

zéro sans é€tre nulles .

II.2.2 le traitement .

Ayant les séries initiales w projetées en arriere,
les résidus , pour une serie des valeurs speécifices des para-
métres sent calculés ceci va nous permettre de calculer la
somme des carrés des residus en utilisant les deux €quations

suivantes :

¢ (5) F(F%) (wy, - p ) = o(F) o(F°) ey

[t}

g (B) B(BS) (wy- n ) = e(B) 0 (B°) 2
T +

F : opéra teur d'avence ( BF = 1)

a, est la notatien de éfat /u, 6, ,0,8, w!? qui repre-
sente les estimations de ay faites conditionnellement aux Wy

cennus et &2 u , © et ¢ donnés .

u apparait seulement Si M =1

t=Q‘ ,Q'+1 [ O A ) n

R e S



G
ol Q' est un temps au dela dugnel les prévisinns arriéres sent
négligeables

I . . . - = -,
Pour demarrer la recurrence une initialisation préa-
lable est faite

e = 0] peur t =n

les prévisions arrieres des valeurs w sont arrétées

0
quand w, - B devient trés petit

ainsi , pour les valeurs données des paramétres(p,@,
&, ¢ , 8 ), la somme des carrés des résidus est calcmlée 2

-—

partir de :

[Tat.jz

n
S(H,Q,JG',_@,Q)=§
£=1-Q

Ia valeur de la variance residuelle empirique est obtenue a

partir de la somme des carrés des reésidus

) 16 )

D >

— —] 1 - S(ﬁ,@’g’
n-p-g— P - Q = M

Finalement la valeur estimée du terme constant global 8c est
obtenu & partir de

avec G = (1- %1 g, ) (1- %_1 ;)

Eam®

I1.2.3. les sorties

Celles-ci doivent inclure toute information d'entrée

ainsi que :

-~ - -~

u,é ’ EF, 6,®, s (u, ¢, g’ e, &)

34 chaque itération .



nous aurons en sortie :

- les résidus corréspondantsaux estimés des md>indres carrés

i_at} y t= 1’ 2 ’ s s 0w n

- la variance résiduelle empirique : Ta

2

-~

- la valeur estimée du terme constant global : oa

II.3 1l'étape de vérification .

En utilisant les résidus ét , les autocorrélations
des résidus sont calculées a partir de

ra (k) = Caalk) / C44(0)

et la statistique des résidus »btenue est comparée & la distri-
bution de KHI-DEUX théorique ( X° )

II.3.1. les entrées

- les résidus estimés par les mmrindres carrés :

8
- la variance empirique des résidus
2

't ] t=1!2’ e s s ¥ g

v“a'.
II.3.2 le traitement

I1 calcule 1l autocorrélation des résidus i?t# a
partir de la relation J

raa(k) = Cga(k)  / Caab0)
-k
ou Canlk) = 1 1 o . =
. n é§% (8-2a) (& ,-2)

S n

et a = 1 - :.S:‘ 5

= =1 °
avec t = 0y sesss K

e St



~us -

La statistique de KHI - DEUX est calculée & partir de

e 2
KHI = n = ra4(k)

K—1

Elle est comparee a la distribution de HKI - DEUX avec(K-M-p-q=
P -Q ) degrés de libertés .

II.3.3 1les sorties

- les autocorrélations des résidus
réé (k) ’k= ‘1’2, . e 8w K

- la statistique de KHi - DEUX :
KHi

I1.4. QOrgarigramme de 1'étape (algorithmigue)

d'identification de la methodologie

Ncus distingucns principalement 1'étape d'identification
(31 convient , par la suite, de distinguer les autres étapes ).

L'organigramme correspondant est donné par la fig(4) par ailleurs
nous avens censtater que 1l'organigramme fait appel & la technique
des moindres carrés dans le cas olu le modéle €s€ linéaire

C'est 2insi que nous avons en 1'idée d'élaborer un logiciel qui
permet d'€ffectuer un ajustement polynomial & un nuage de peint
donné .

L'organigramme ccrrespondant a fait l'objet de la fig(5) et 1le
programme a €té realisé sur le micro-ordinateur APPLE . II
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LECTURES
N : nombre d'embaervatinon de la serie brute

Z(T) : série d'abservation T = T924eewe N
’ . - . *
degres de différentiatiew maximums(d , D*)

*

*

Période éventuelle de saisonnalité ( § 1)
o’

* les Lags ( L,K )
(1)

¥ les parametres de transformation J et m
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=
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PN =N -4 - 8D I
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fig (4)

(1) dans un vecteur pa» exemple dimension & N

(2) se calculent par itération successives
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RESOLUTION

VIRVAY
SYSTE ME' d'EQUATIOVS
A N LNCONNUES

| ewntv<ée de 9.
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MO > Vad>

oUI

entree C-C.I}l

o
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L L5 A

E'—CI) = 4
S(r) =o7

SCI) = MM |nu;.;7
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K MAX =0
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i IMFUT "N=?".NM
3 INFUGT "Ni=%";HN:
3 N3 = 2 % NI o+ i
4 K2 = Wi a 1t
5 DIM X(N),¥(N),E{N3),8U<N3) ,CI{N3)
10 REN :LECTURE DE3 X(I)
$5 DATR . %;53.4
20 FOR I = i TO N
25 READ X(1}-
0  NEXT I
35 'REM :LECTURE DES T(I)
40 DATE $,3%,3
45 FOR I = i TD N
6 READ Y(I)
5. ONEXT 31
¢ REM :FORMATION DEE EOMMES X{i}
5 FOR LX = 0 TO 2 * HNi
G E(LX) = &
5 FOR LK = 1 TO N
0 B(LX) = SB{LX) + X{LK) A LX
5 NEXT LXK
6 FRINT LX; TAB( 4),"S(",LX;")=";8(LX)
O NEXT LX
5 REM .FORMATION DES SOMMES Y(I)
0 FOR LX = 0 'TO Ni - 1
65 SUCLX) = ©
FOR LK = 1 'TO N
CALK) = {XCLXY A LX) » ¥OLE)
SUCLX) = SUCLX) + C(LX)
NEXT LK
PRINT LX, TAB{ 4);"SU{",;LX;")=";SU(LX)
NEXT LX
REM :FORMATIGON DE LA MATRICE
NZ = Nf 4 1
DIM A(Ni, N2)
FOR I = { TO NI
FOR J = i TD N2
BOT,J3) = S¢E o J = 23
IF J > NI THEN ACI,Jd) = SUCT = 1)
. FRINT TAEC 5 # J);ACI,J);
NEXT J
FRINT
FRINT

WD By By D s B By D s G0 0 G0 63 G0 63 G GF GF G0 5 B BT B B B3 B EI B BT B sa s ket ben beb bes bes bt Bes af) o0 (1 00 1 =] =1 06 O 21 £1

SRS N R AR R R IS R N I S RS T N IS TR O - N O NP e I UK TSN s e
OO0 00O0N0oOOUODO0OUOOOIO0OGUAOVODLI OO0 AnLIC
o
tm
=

ALGCCRITHME DE GAUES

FOR I = ! TO NI
Bt =1
P(I) = 0

FOR J = § TG Mi
o = ABS (ACI,J))

IF D 2 BA1l)» THEN F{I) = D
NEXT J '

NEXT 1

FOR M = 1+ TO NI <~ 1
RMAX = 0

FOR I = M TO NI
R = AEE. (A(L{I)Y,M)) [/ FC(LA{I))
~ IE H. < = RAMRX THEN G£&0

5% A Sk |
RMAX = R

NEXT 1 s s LA
LE = L¢J»
L(J) = L{M)
L(M) = LK ¥
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I- INTRODUCTION .

Les modéles gque nous vensns d'étudier sont utilisés
dans diffeérents domaines tels ques, l'autematique, 1l'électroni-
que,l'économétrie, la méteerologie / 3,4,5,6 / . Leur champ

d'application est donc tres vaste .

Au ceurs de ce travail nous avons remarque que les
modéles les plus utilisés se limitent & 1l'ordre 2 , c'est ainsi
que nous avons fait 1'étude des modéles AR(1), AR(2),MA(1),
MA(2) et ARMA (1,1).

Afin de mieux illustrer l'application de ces modeles,
dans la pratique nous présentons la(discussion d'un modéle

statistique en meéteorologie solaire .

II - Les processus autoregressifs .

II.1 - Les processus autoregressifs d'ordre 1(processus de Markow }

Les processus auteregressifs d'ordre un s'ecrivent

t=g, -1t %

les processus sont toujours inversibles et la condition de sta-

tionnarité st dennce par

1]

/ 8./ £
En utilisant 1'expression ( 17,4) nous pouvons déterminer la

fonction d'autosorrelation qui s'ecrit :

k
.szg‘l, k -:}O.

Pour K = 1 elle sera nete

F

\.ﬁ
]

1 ¢1

Les diagrammes repreésentant les processus

0 e



7 i
L= 0.8 Zt—1 + ay
et =
% = - 0,8 % +a
= 28 Zy_ 4 +ay

sont donneées par la fig (7)

Les corrélegrammes de ces processus sont représentes par la
fig (8) .

Nous constatons que la fonction d'autecorrclations
décroit exponentiellement vers zero guand Qﬁ est positifs, mais
décroit exponentiellement vers zérc en oscillant quand 91 est
négatif .

Rappelons que l'ctude des correlogrammes est trés im-
portante dans 1'é€tape d'identification .

IT.2. Les processus autoregressifs d'ordre 2

Les processus autoregressifs d'ordre deux s'écrivent

By 9y Byoq + By Dy, + By

Ces processus sont toujours inversibles . Pour satisfaire la
condition de stationnarite il faut que les racines de 1l'équation
homogeéne

#(B) Z; _

Seient situés hors du disque unite .
Cette condition définit 1la région de stationnarité par les
inégalités suivantes .

@2"'61 < 1

IRl s LR

S
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Les équations de Yule Walker permettent d'avoir avec 5% =1
Fi= 8, fﬂ Z

o i s

.\
n
I

en utilisant les conditions de stationnarité et les exrressions
déjj1 et })2 on obtient la rcgion admissible de Fﬁ et fz

telles que :

A2
?
}1 ot S5 A1)

2
les régions admissibles pour les paramétres @1 ,Gz et fT’ JP2
seront représentées respectivement par les fig (%]) et %lg (16)

II.3 les processus moyennes mobiles d'ordre 1 ou MA(1)

Les processus moyennes mobiles d'ordre un s'écrivent
Shes. Bt T 9 By
ces processus sont stationnairesquelque soit les valeurs de 81 .
Ils seront inversiWles si
148

g d

en utilisant 1'expression (28.II) nous pouvons determiner la
fonction d'autocnrrelation qui s'écrit :

) wisls
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I1.4 Les nrocessus moyennes mobiles d'ordre 2 ou MA(2)

Les processus moyennes mobiles d'ordre deux s'écrivent

1 841 6% 5

Ces processus sont trujours stationnaires . Pour satisfaire 1la
condition d'inversibilité il faut que les racines de 1'équation
homogene

68(B) 2,=0

Soient situ€es hors du disque unité.Cette condition définie 3

92 - 91 T depddl
__—4&<TE£<T1

L2 region admissible de 8, et 6, est representce
fig (11) en utilisant 1'expression (28,II) on determine le
systéme de la fonction d'autocorrelation :

)pi = ~:§1(1- 6, ) iy

1 912 o 922-

.
.fé -

—— —

1 + 912 + 922

fpk 2 0 k \2,3

en utilisant les conditions d'inversibilités et les expressions
de 'PT et ‘PZ s les valeurs admissibles de fﬂ et Fé se situe

dans la région définie par ,

A



fa *ﬁfé = =045
2

!
|
Qo

-
\n

F2 il (42 Ps

la fig(12) correspond,aux regicns admissibles de 1'autocorréla
tion .,
II.5. Les Processus mixtes d'ordre 1 ou ARMA(1,1)

Les prncessus mixtes d'ordre un secrivent

Ces processus sont stationnaires si 1a condition suivante est
verifiée :

8 < A
de méme pour la condition d'inversibilité il faut avoir/91/ K
Ia région admissible des parame€tres 0, et QT est le carré donné

par fig (13)

les deux premiéres autocorrélation sont representes par:

P . (1-gi8)) (8,- 64)

o 1 R N T e LRl
1 + 912 -2 9191

-

-~

j—é =0, /5

En utilisant les €Xpressions def1 et_f)2 ainsi que les condi-
tions de stationnarité et d'inversibilité on montre que la

région admissible pour }JT et £, est définie par :

Aol 48
F"2j.\.ﬁ(2f1+1) Pz e
2 ohe Fyo-1) 1> 0

s
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la fig(14) représente ces régions .

- &4 travers cette €tude on constate que les precessus d'ordre
un et deux sont faciles & appliquer mais au dela de cet erdre
une coemplication est apparente lors de l'estimation des dif-
férents paramétres et de la determination des régions admissibles

Afin de mentrer coemment an parvient & identifier un
medéle & 1l'aide des fonctions d'autocerrélations et d'autecorrela-
tien partielle. ANDERSON / 10 / & simulé 4 s€éries de 200 obser-
vations , qui lui ont permis de justifier & 1'aide de leurs corre-

logrammes les modéles en question .

it L em— — e et

A B C D
0 oA F 8 ] e A i & | . ol
2 2 H ¢ ! H i ! 2 : ! 1
E LI I S L P oL PGP !
i f ! ! ! ! ! [ : !

: 1 ! ! ! 1 < : !
i 13 - 0,800y -0,800 {0,449 10,449 1-0,719 ;-0,719 10,427 10,427,
* % 1 | £ ! ! 2 2 1
! 2! 0,085 | 0,670 {-0,324:-0,056,-0,375 10,337 0,358 10,475
. . ' ! g l . - . '

' - : ! : ! ! ! :
! 3, 0,112 ! -0,518! 0,218,-0,023!-0,048 ,-0,083 1=0,160,0, 169!
= ; : ! 2 ! ! ! :
! : 1 ! " ! . : : 1
\ 4! -0,044 y 0,390 ; -0,118 0,028, 0,239 ! 0,075 ! 0,106!0,253,
SRR N, AR S R,
! 5: -0,061 y =-0,310, 0,07% 0,373, -0,473!-0,088 i 0,035!0, 126,
P! ! !

- ——

On trace les correlogrammes correspondant & la série A ,

%, e

PA T
4

A’ +

4 B B . |
;2 l W 2 3 ' 5
-4t i
— d! .I.
Corrélegramme 1 Correlogramme 2 .
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Ces correlogrammes montrent qu'on est en présence
d'un precessus autcregressif d'ordre 1 .
Le méme raisonnement est fait pour l'analyse des séries B, C et
D cn mbtient pour :

BAsMA(T) ; CAavMA(2) : PVAR(2).

P

météorologie solaire .

Pour montrer l'application des modéles de BOX et

JENKINS , nous preésentons la discusion d'un modéle statistique

en meétéorologie solaire/ &/ 1'objet de cette ¢tude est de recher-
cher & partir des mesures de 1l'irradiation jmurnaliére relevée

au PEROU (& HUALLAO) , sur une période de 11ans, le modéle succep-
tible de representer les fluctuations de cette irradiation .

Peur cela l'zuteur a utilisé les m€thodes d'écrites par BOX et
JENKINS afin de fixer son choix sur un modéle & deux paramétres

et qui s'écrit :

wy = (1 - 8B) (1-#'B) a,
ol Wy représente 1l'irradiation snlaire, 6 et.©° sont les para-
meétres du modéle qu'il faudrait ectimer .

B étant d¢fini par 1la relation (1.II) et a; ost un bruit blanc .

ITI-1 Description du modéle utilisé

III.1.1 nature des données

les données utilisces representewtles mesures de l'irra-
diation solaire journaliere Ij faite en climat €quatorial au
FEROU sur une periode de 11 ans .

L'examen graphique de 1l'¢volution de cette irradiation
solaire journaliere en fonction du temps a révéle la présence des
fluctuations de type saisonnier autour d'une méme courbe moyenne.

de la suite Ij ( ou j varie de 1 & 365 X 11), des

H}I .

suites saisonnieres analogues ont ¢té déduites en rempla-

cant m mesures consccutives par leur valeur moyenne .,
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= k:jm
L. &
j T = = Ik
k=(j-1)m+1

Ia representation graphique de cette nouvelle série a montré une
réduction notatle de l'amplitude des fluctuatiens et donc il sera

interéssant de modeliser ces suites mfj

III.1.2~- recherche du modéle

Pour rechercher un modele susceptible de representer

les suites mI. l'auteur a2 employé la mcthode decrite par BOX et

JENKINS / 8 / . ainsi une premiére analyse des données a permis
| d'affirmer que la s€érie est nen statinnnaire et donc une transfor-
mation préliminaire pour stationnariser la série est indispensable
cette transformation consiste a remplacer les suites mfj par
Zj = Log. mfj

Enfin 1'é¢tude simultanée de la fonction d'autocorrélation

et d'autocorrélation partielle a permis de choisir le modele le
mieux adapté & la scrie temporelle etudic¢e et l'ordre de ce

mydéle qui est :

w, = ( 1-8B) (1-8B). a,

IITI.1.% Détermination des parametres

La méthode retenue pour obtenir une bonne apprexima-
tion des paramétres consiste & minimiser par rapport aux paramé-
tres la sommes [Tat_jz oﬁ.[ﬁétij est 1'estimé de a conditionnel-
lement aux valeurs des paramstres et de la série connue sur une
periode de T jours .

Ie choix - de T est determiné par la necessite d'une précision

suffisante .

III.2 Utilisation du modele .

Le modéle obtenu a €té utilise pour la simulation et

la prevision .

S sl
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En outre son utilisation peut étre ¢tendue au dimensionnement
des systemes solaires, en particulier pour dimensionner des appa-
reils de stockage de type passif [ & 7

Ce modcle a donné de Bons resultats er ce gul concerne la simu-
lation cependant il est difficilement utilisable pour la prévi-
sion du fait que les corrclations sont negligeables au deld du
deuxiéme jour .

( c;azd n'apportent aucun supplement d'informations).,
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CONCLUSION

T e T DT

A 1'hemnre actuelle ces modéles sont de plus en plus employés comme
moyen d'éliminer les inconvémients (eofits, domnées) de 1'approche par regrc-
ssion multiple, par exemple

1'Etude et 1l'utilisation des modéles ARMMA sont trés biem adaptées
pour la prédiction i court-terme (ee qui s'avére trés intéressant dans les
traitements de signaux), cette durée dépend bien entendu, de la nature du

phénoméne et de son unité chromolegique.

L'approche ARMA peut 8tre done comsidéré comme une méthode extré-

mement riche et élégante (par sa rigueur et som fondement théorique).

Cependant, et malgré ses qualités cette méthodologie reste d'une
utilisation relativement limitée.
Fn effet, som utilisation requiert des données importantes em mombre (pro-
blémés asymptotiques qualités statistiques...), son identification demande
une analyse poussée faite par un personmel trés averti, et aussi, elle ne
permet pas une adaptation dynamique aux changements systématique mom imscrit
dans le passé du phénoméne

I1 est certain que les algorithmes associés aux différentes étapes
soient complexes sn;raisen du-mombre.d'informatioms et des problémes numeé-
riques qui peuvent en découler. L'ensemble des étapes me peut étre complétem

ment automatisé et nécessite absolument l'intervemtion du praticiem.

Enfin, des extenssions i des modéles & paramétres eux mémes dyna-
miques, ainsi qu'aux séries liées, ou vectorielles donnent lieu & des recher-
ches importantes qui devraient déboucher sur des procédures aussi opération-

nelles que celles du cas scalaire que nous venons d'exposer.
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