ecole nafionale Polyrechnlque

these de fin detudes

CONTROLABI} MY SUR
ES

ol
ifiutf NAT‘H} -::;.;n' T i
- BIBL "“—@2.;_3? OM;’
- Propose Efudie
Par Far
Mr GAUTHIER  Nessah

Cl.mGdJld
Promohon de Janvier ¢&31



2881






TABLE DES MATIERES

Avant propos:

Chapitre premier : compléte controlabilité des systémes non
lin?aires

a - Rappel

- notion de systéme

- notion d'état

- notion de variables d'état

- définition des systémes non linéaires

b - Compléte controlabilité des systémes non linéaires
- définition
- controle de l'attitude d'un satellite

- limite des techniques de linéarisation
- théoreme de Bonnard.

n

Chapitre Compléte controlabilité sur les groupes linéaires

- Introduction
- définition d'uh groupe linéaire
- compléte controlabilité sur les groupes linéaires

* technigues dfagrandissement
* théoréme de KUPRA - Imdjevic

Compléte controlabilité sur les groupes

‘o

Chapitre

-~ Conséquences du théoréme de Bonnard
- Définition d'une représentation

- produit semi-direct

- théréme de Kupka

- théoreme de Gauthier

=

Tllustration de la théorie de la compléte controlabilite
des systémes

Chapitre

- exemple : circuit électrique
- compléte controlabilité du circuit électrique
sur le groupe SO ( n, R )



Chiapitre 5 Notions sur l'observabilité des systémes non linéaires

- Introduction

- Observabilité

Définitions : 1, 2, 3
éme observable

éme lowalement observable

éme faiblement observable

CONCLUSION




(=]
H—
o

N T R C D U C



INTRODUCTION.

Les systémes non linéaires restent mal connus et mal ¢« -~ D
développés. Cette situation de fait quoique explicable, constitue

une lacune tant du point de vue étude théorique que pratique.

L'objectif fondamental de notre étude sur la controla-
bilité des systémes non linéaires n'est pas d'acquérir seulement une
somme de connaissances; d#finitions et résultats; mais surtout d'avoir
une approche saine et une meilleure connaissance des systémes non li-

néaires.

Ce qui nous a paru essentiel; c'est la fagon d'éclairer
les connaissances exposées:; c'est pourquoi les théories ont été mises

en ordre dégagent exylicitement les bases du controle géométrique.
Nous espérons que ceux qui liront cette thése, en re-
tireront le bénéfice d'une conception globale sur la controlabilité

des systémes non linéaires.

Nous exprimons nos remerciements a Monsieur GAUTHIER

qui nous a aidé de ses conseils et de ses connaissances.

N. MADJID.



CHAPITRE I

COMPLETE CONTROLABILITE DE YSTEMES NON LINEAIRES
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a) notion de systéme.

La formalisation de la notion de modéle conduit, naturel-
lement a la notion de systéme.

Un systéme est un étre abstrait, orienté.

- recevant des excitations du milieu extérieur

- mémorisant de l'information
- emmagasinant de 1l'énergie

et destituant l'ensemble Information-Energie sous une

forme déterminée.

Appelons "entréed" et I'"sorties" les signaux regus et restitués on

obtient alors le schéma suivant

A e
extrée | sortie
LN A
—
systéme

soient

U L'ensemble des valeurs des signaux d'entrée
Y L'ensemble des valeurs des signaux de sortie

T Un ensemble représentant le temps

Une fagon de procéder consiste 3 considérer l'ensemble des couples
entrée-sortie caractérisant le systéme c'est-a-dire 1l'ensemble des
couples U (to,t) ; y(to,t) tel qu'il soit possible d'obtenir la
fonction de sortie y(to,t) lorsqu'on applique 1l'entrée u(to,t) symbo-
liquement ceci rebient a écrire que le systéme est caractérisé par unel:

relation S liant les fonctions u(to,t) et y(to,t) . tﬁix,:%JJL
" ! ’
i 3
8 | altoyt) ; ylko,t)i = o

L B




Cette fagon de procéder présente un gros inconvénient. Elle ne permet
pas d'éffermer que l'application de la fonction u(to,t) & 1l'entrée du
systéme, provoquera l'apparition du signal y(to,t) a4 sa sortie. Tout ce

qu'il est possible d(affirmer c'est que y(to,t) peut etre une sortie.

b) Notion d'état.

L'état a 1'instant to d'un systéme représente 1l'ensemble des informa-
tions qu'il faut connaitre a cet instant pour pouvoir déterminer son évo-

lution dans le temps lorsqu'on se donne des fonctions d'entrée u(to,t)

Par évolution il faut entendre "états futurs' et "“"sorties futures'. La
seule connaissance de u(to,t) ne permet pas de connaitre y(to,t)
1'information supplémentaire nécessaire a sa détermination est par d®fi-
nition 1l'état du systéme a 1l'instant t.

Vu sous cet angle, l'état appsrait comme 1l'ensemble des informations
résumant le passé du systéme et comme un paramétre associé a l'ensemble
des couples entrées-sorties

Lu (to,t) ;5 ylto,t) )

.\_ B

¢) Notion de variables d'état.

Les variables d'état sont des variables qui évoluent avec 1'état du
systéme et déterminent ainsi 1'état du systéme A tout instant ti = to
-

to = étant l'instant initial pris comme référence.

Dans le cas d'un réseau ¢lectrique, le choix naturel est de prendre

comme variables caractérisant les énergies.

- les différences de potenriel aux bornes des capacités

- les courants dans less=elfs

}_

i
L’ . - IS ~ o 1 AT A A
car les selfs et les capacités emmagasinent de 1'Energie. ¢r SoNscAdRa

BN /\)-A ~

.J.'_:‘_ . = Y-L’-_D'&_w -‘u;-‘_).__a. ;L"&a C;‘\r\_q*
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Definition des systémes non linéaires.

Rappelons qu'on appelle Systémes linéaires les systémes physiques repré-

sentés par les equations différentielles lindaires.

X = AX: ¢ B U
et que l'hypotlhése de linéarité équivaut au principe de superposition

qui peut s'énoncer

a) S8i Sﬂ(t) et 52 (t) sont des réponses i deux entrées (quitne sont pas

nécessairement appliquées au méme endroit au systéme ) e1(t) et ez(t)

La réponse & l'entrée 91(t) + ea(t) sera 81(t) + 8, (t)

c'est la prapriété d'additivité

b) Dans le cas d'un systéme lindaire 4 une entrée e(t) et une sortie s(t)
si la réponse du systéme & e(t) est s(t)

la réponse a l'entrée Ae(t) sera As(t) A étant une constante

c'est le principe de proportionalité des effets aux
causes ou homogénéité.

Les systémes non linéaires, par opposition aux systémes linéaires sont
des systémes physiques qui ne sont pas régis par des équations linéaires.

Autrement dit 1le principe de superposition ne s'applique pas.

1

I1 = -f1 (XI..».; nnnnnn oo-Xu, u,aeoo-.ano-noaaaup)

1

X2 = £2 C BNs v sdvmane o i) Wi suswsiviaie saolp)

Xu = Th ¢ Wlevevenss veseklly Ul covemesvee essnsP)
avec S e -Xn = variables d'état du systéme

ul e asup enfréos du systéme

R



Soit en notation matricelle

Y= 1 _ | n= ‘
. |
| Xn | [ up
1
X =

ou F est une application de

n = 9
R X R

\‘u!

R

Y ity o -
1
X ER
\.
/
U G '\i
¥ =
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CONTROLABILITE DES SYSTEMES NON LINEAIRES

INTRODUCTION.

est décrit mar L'éouation différentielles
xI L

Un systéme

& . r (x,u) (1)
dt W

.. ",.Rl’l

g =gP

lL'application qui associ®

ol lan fonction de command: est définie par

t la fonction u(t)

u (t)

=

Commande optimale:

Dens la commande optimale, nous cierclions une fonction que nous
. fonction de commande et qui nous
sujet a la minimisation

1g

i

désignerons et définirons conme
désiré

nermettra d'atteindre l'objectif

ou a la maximisation.

par exemploe :
de l'erreur dans la position d'un obi.=
du coit pour ltachévement d'une enire

T
- minimisalion
- minimisation

- meximiser un bénéfice.

critéres divers

L'écononie peut porter sur des

parrexcmple
- l'énergie

- le colit
~ le temps
etCoae



Controlabilité des systémes.

Définition.
on dit que le systéme
dx PR,
it = fx,u) x = R
W o
est complétement controlable
st quelque soit la condition initiale xi = xo

et quelque soit 1l'état final désiré xf

il existe une application qui associc & t la fonction u(t)

t U(t)

telle que l'unique sdlution correspondante de (1) de condition

initiale xi = xo:; prenne la valeur xf a l'instant T
Notre problémec est le suivant

- peut-on en agissant sur les entrées » sarr dlu ctib-arbitvaire x-(to)a
un autre état arbitraire x(tf)

4 la fin de ce chapitrc on va énoncer et diémontrer le résultat de
Bonnard sur la controlabilité des systémes non linéaires, ce résultat

présente les avantages suivants

- c'est qu'il permet d'obtenir sur le probléme précis du
contrdle de l'attitude d'un satellite une solution qu'il n'est
pas possible d'obtenir par linéarisation.

- 1l généralise d'une fagon simple et naturelle plusieurs
résultats qui se trouvaient dans la littérature.
- sa démonstration illustre trés bien ce que sont les techniques

de basec du contrdle '"géométrique'.

Controle de 1l'attitude d'un satellite:

L'attitude d'un satellite est la position qu'il ezcupe par rapport
4 un repére fixe passant par son centre de gravité .

Si on choisit un repére orthonormé

Si le repére 1ié au satellite est lui aussi orthonormé on passe de

l'un & 1l'astre par une matrice or‘hogonale notée R(t)

9«0/«0..-



Si nous supposons de plus que le repére 1ié au satellite est un repere
principal d'inertie.
Les princivpes fondamentaux de la mécanique du solide nous conduisent aux

équations suivantes

(C) dR ~ .
1 = S5 (@ R ()
f W) a,w2 w3 + F1 [ ° w3 =002 '
(D) T (I e - a2wiw3 + F2 S(w)= {- w3 o wl
a \ L ) a3 wl w2 + F3 w2 -w 0

le systéme (D) est obtenu en appliquant le théoréme du moment cinétique

t em—
aw- = M f
. - - . I_“C tl} - - -
qui exprime que la dérivée par rapport au temps du moment cinétique par
rapport & un point fixe d'un solide en mouvement est égale a chaque
instant au moment par rapport & ce point fixe de la résultante des

forces qui agissent sur le solide.
MOMENT DYNAMIQUE.

Le point G étant fixe
pour calculer le moment dynamique, nous allons considérer le repére R,
d'origine G lié au solide; dont les axes coincident avec les axes prin-

cipaux d'inertie.

désignons par (ul1, %1, k1 ) les vecteurs de base de R1 , soit R le
v
référentiel par rapport auquel on définit le mouvement du solide puisque
le repére R, est 1lié au solide.Sa vitesse d'entraincment (we =co)

coincide avec la vitesse instantannée de rotation 'n du solde.

désignons par ( p, q, ¥ ) les composantes de co dans R, nous aurons
ey —_— ety 8
w=7p i1 + qj1 & r k1

Par ailleurs dans R, le tenseur d'inertie a pour composantes les trois

moments d'inerties principaux A, B , C du solide d'oli l'expression du

moment cinétique

e 2 _—
0 = Apil1 + Bgi1l = Crk 1

R L



Puisque les trois moments d'inerties principaux sont constants dans
le repére 1ié au solde on obtient ainsi les composantes du moment dy-

namique dans le repére mobile k1.

Nous aurons

M

N

Q w
H -0
4
L ~—
W =
1 1
= QA
g S
]
a g
T

dion
1]
Ap = (B-C)gqr + L = BC ( B=C) qr + L
BC
1
Bq = (C-A) rp +M = AC ( C-A) rp + M
AC
1
Cr = (A-B) pq +N = AB ( A-B) pq + N
AB
Notations:
Désignons

- les composantes du moment cinétique par :

Ap w1l
W = Bg = W2
Cr w3

- Le moment desforces extériewres
tp . L 1 F1
Mg T M 3 F2
N 3

Le rapport des moments d'inertie

al = B-C
BC

az = 0~ 4
AC

a3 = A- B

AB ﬂwﬂ/blﬂu



En remplagant dans (k) on obtient le systéme d'équation (D), l'égquation
D est une équation dynamique, elle décrit le mouvement du vecteur instan-
tanné de rotation ( dans le repére 1ié au satellite )
le mouvement du satellite est 1ié & ( w1, w2 , w3 ) par (C)

IF1
!
F\F2 - représente le moment des forces extérieures appliquées au
\F - s A :
{2 satellite ( dans le repére lié an satellite )
Si de plus les fusées sont couplées, il est raisonnable de modeliser

un tel dispositif par les équations

11\ £ 1
F:ULbZ Uzi-1,0, 1%
\03 '; \
Les valeurs de U montrent que la fusée a deux régimes de marches possible:
- l'action
- le repos

On pourrait trés bien considérer que toutes les valeurs de l'intervalle
=1, 0, +2 % sont possibles. Il existe des dispositifs qui permettent
d; moduler laipoussée, par contre le fait de supposer U borné, donc la
poussée bornée est tout 2 fait réaliste.

Si nous disposons de p dispositifs de ce type, nous aurons le systéme

suivant i
/ w1'\ atl w2 w3 bi1 " ;
d w2} = a2 wl w3 + § ui biZ ug~s -1,0,+1 !
(D) dt \ w3 / a3 wl wi T o=l A b3 ﬁ \
(@ ok _

5 (w) R (t)

———

dt

Les méthodes qui vont suivre seront appliquées uniquement a la contro-
labilité du systéme (D) c'est a dire aux équations dynamiques, mais elles

peuvent étre appliquées avec le méme succés aux équations complétes (c)+(L.

Un satellite est un objet beaucoup plis complexe que le modéle gu'en est
donné par les eqaations du mouvement de rotation d'un solide autour de
son centre de gravité. '

Un satellite n'est pas rigide, il évolue dans un milieu.atochastique.
D'autres techniques de stabilisation comme les roues de réaction con-

duisent & des équations beaucoup plus compliquées.

Dwo/ucn



Leslimites de techniques de linéarisation.

Pour montrer en tulisant les techniques de linéarisation que le systeme

4 / wl) al w2 w3 [ b1\ | |
i a2 wl w3 + U |b2] vel-1,0, +1¢
\ w3 a3 wl w2 \b} J 1 k

est complétement controlable. La seule méthode qu'il faut envisager

est la suivante

Recouvrir l'espace d'un certain nombre d'ouverts a l'intérieur desquels
le systéme est complétement controlable, puis recoller le tout.

Le seul résultat dont nous disposons est le théoréme de Lee Markus.

Rappel:

On appelle recouvrement ouvert d'un espace topologique E une
famille R d'ouverts ce E

Telle que tout élément w de E appartienne au moins a un élément de R.

Tnéoréme de Lee MARKUS.

Soit le systeme g: = £ Cx, u) . é_RP
u t_Rp
tel que f (0, 0 ) =o
notons A = -gé—"-(o,o) B=4df ( o0,0 )

Alors si le systéme linéaire

dx
dt
est complétement controlable, il existe un voisinage de l'origine sur

= Ax + Bu

lequel le systéme non linéaire est controlable.pour appliquer un tel résult-*
au systéme (D) au voisinage de ( w1l w2 w3 )

il faut qu'il existe une valeur w’ de u tel que

al w°2 w°3 = -u° b1
a2 w1 w°3 = -u+ b2
a3 w1l w°2 = -u®°b3-

Ce qui n'est possible que pour certaines valeurs de u, c'est possible en

particulier pour le cas

w°1 = (o]
w2 = o u® = o
w03 = o] n--/naa
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Treorema

Sur les coutrolebilité dos systemes:

Qualouesdefinitions s
S T SR -

& 1
Une cpplication do clisse C ouw indefiniment differcntiables de R cans lui m@me

A cette onlication on peut associer l'ecuution differentielle .

dx

oo (x)

X;x) = renvreseute wn vecteur vitesse
5 ; . 1 : _
pour rappele qu'un application de R dans Ryeut etre cousiderée comme wie
ecuction differentielle o Ou L'oppellers "Clamn de vecteur"
Derindition

Il
O appelle cham de vecteur ure anolication dif fGI‘C:l’ft igble de H
% 18 :

dans 1ui m8ne .

le crochet de lie de deux chomps da vecteurs .

X ™ _”_I'_M__'__)Hr:

1.- P
¥ 2 R e - 2R

est wi nouveru clamp de vecteur note i?,Y}
P Y = i
t‘X.a':‘;,__ e A @,Y) "'_3{)

defini nor 1a relation o
y

Lx,ﬂ (x) = X ! Yx(x) - DY \..y;{x)

— i

Oh ¢+ IX 3 et DY 5 desi-nent les mitrices Jacobieinies de X et Y

o Point x
Fix: O0i. congidere dans R3 %1
x1 x2

1 x2 %3

I
x2
X3

X {x1x2x3) =

X (X1 %2 :{3 )==

Le crochet de lie de X,Y est € ale 3;



] 0 i1 [0 0 o\ jx \
X, Y (xl 22 x3 ) =<12 71 o 'bel- lo 1 o0 x|
¥

o

X2 X3 X1 %3 X1 %2l %3 o 0 1 X1 X2 X3 f

“roorietes du Croc et de lie /

S Le croc et A2 deux ¢ mos de vecterus est
c'nmn de vecteurs .

~L'opritics croc’ et deiiait sur 1'cisemble des
de vecteurs <e R wic loi de commositio. i terue.

-1 'Lignece vectoriel des ¢ :mans de vecteur olus 1o
de croc’ et wédnstitue t 1'4l ebre de lie,.
- Lz loi eroc et i:'est n.s ~ssoci-tive.

- Le crociet de lie verifie 1'irdeutité de Jocobis

(78} {forlo el - o

et 1'identis viviante: - o
Lx ?YJ i [ﬁ 5%]

Portant d'une famille de ciomms de vecteurs:

e

C:. s'interesse & tous les crochets-i'on meut -bri-uern a nortit de cette derin -

ere ;en faisant d'eventueclles combinsisons lire~ires.

Or: lesing I .
CLel3l). e nor T '{L)

1'A1 ebre de lie en ¢die nor la ‘cmille L

citiow: s

T Le Immfa it poist x d'une famille [, de ¢ amns de vecteurs est 1 dine
510:. de 1'esnace vectoricl nugerdré per les valeurs en X est elemeuts e

I

L‘ﬂlﬁebre de lie enzendréa a2y Lo

R (L) j e dim L( X;X L fL))

i
: ii . .
womoint x ¢e R est ¢it soissoir stable mour X.

31 nour tout voisin;%e U{x)de x et et toulreel T >0

e

(x

A

= 5 11
Soit X un chamn de R



il existe : b om - < 71

Tels cue exp (t+x)€,lflx) exn (t-X)e Vi)
‘x) ’x)

1'enigemble des voisinnﬁes d'un woint x s'inaelle fittre des voisinwaes de x et

serz aoté V (x)

les voisinagcs d'uir poiut x oossédent les nronrietcs suivantes:

I°)- Tout veisiisge de x contiecit x
2°)- Tout eusemble contem it un voisiuzﬁe de x onortient 3 V (x)
3°)- Toute iutersecton fiuie de voisinuaes de x annartieit 3 V (x)

4°)- 8i ¥¢ V {x) il existe Y£V {x) tel cue nour tout Ye VeV (v)

5i 1'on cousidere le crumas de vecteur linecire.

est douuée nur .

X0 etA = x0 exnt A = Xo exn [tx)
nzr extension de notiwficn
O ncte X exn ‘tx)

1z vzleur 4 1'iustant t de 1'tdii ue solution du nrobleme de

Canchy:

dx
_gx _ (
5 w= ¥

L x (o) = x0




Teoreme de Bonnard :

3 n
On considere sur R le systeme .

1 dx e i
(1) e X x) +‘£$ ui Y (x) uiil~1;o;1
dt : s : \
1=1 j
On suppose cue les ncintepoisson stables du champ XK. sont partout denses.
Une condition necessuire et suffisunte dans le cas unalyaticque pourque

{1) soit completement controlable est cque le ran .
M . . \
R(L%K;Yl i=1.ll'Ii.l.O|I.. pS‘

\ )] (x)

. 7 : > S :
1'Al ebre de lie en endrée par les champs X et Y7, 1 = 1eseess P soit

4 . 3 n
€'ale 2 u en tout point x de R .

~0=0—0—



s e R S S

Soit ur sous ensemble Fc<E.

Or dit cue F est dense sur E si s

Vxe‘E VV(X) Vx) \F =4~ §

Aoplication du treoreme :

de Bonnard au systeme :

soit le systeme :

w1\ a1l We W3 b1
a W2 | = a2 W1W +U| B U{ﬁ--i;o ;+1}
QN 53 W1 W2 3

est de 1o meme forme cue 1) avec:

fa1 wo w3\ b1
X (WM X2 W3 )= (a2 w1 w3 Y (w1l w2 w3) = b2
a3 W W2 b3

Les points noisson stables de X sont nartout daness
In effet 1

1'eruation d'Ewler : )
aM E o=
sr—= M 1L + W

nosséde deux inte: rabes premieres cuadratiques .

2 22
M+ Pi+1f1 A

OF = l'.'I2, + _Ma + Hz!. et T~'12=

1 IL Ia
2
E est iuvariant en vertu de la loi de coiservation de 1'Ener3:i_e T également

el vertu de la loi de conservation du moment If

Puiscque 12 = 1-12= 12

Done ¢+ M est situe sur 1'intersection d'un ellgnsoide avec une sphere etudions
l'allure des courbes d'intersection joour cels fixons.1'ellipsoide Ero et

Taisons varier le rayon M de la snrere fig ”‘l)




Suvnosons nour fixer les idees rue I1,;I > 1 °

les demi nxes de 1'ellipsoide seront

P

e ——

.‘J o BI :':p‘xZ'EIL ?\TEEI&,

“81 1l¢ rayon M de 1o spnlere est inferieur i demi netit axe ou sunericur =2u demi
rand axe fH<QV2EI:‘ ou M?ﬁQEII) 2lors 1l'intersectio:n est vide et sucwn mouvement
e coresnond A ces valeur de E et U
Y] e

-5i le rayon de 1. spiere est égnl ~u demi petit axe M= ¥ 2EI,alors 1'intersectiown

-
-

est comnosée de deux noints .

-Lorsecue le rayo:n 3ugﬁaxte12EI?¢-M¢1U2EI{?H obtkcnt deux courbes autour des

extermités du demi petit axe.

]

S1 le rayon de la sntere est & al zu demi srond xe M =€2EI) orn obtient les

deux extermités du demi rind nxe.

=31 le rayon est le eremeht iuferieur on obticnt deux courbes fermécs au

T

velsir . e de ces cxbremitécs .

o

-1 I ='V2E12;. Alors 1l'intersection est congtituée de deux cercles.

2l

Coocun des sim extermités des demi =xe do 1'ellinsoide est wie traicctoire des
couctions 1'Buler @ Uie nositiow Atotionacire @ vecteur eIl lui corresord une
veleur constantedu vecteur vitesse un ulzire ~ui - mPme supnort ct m@me sens

i . . [ 5] . . -
cuc l'un des axes @'inertie ei de plusicet I restent tout le temns colincaires.

Douc le vecteur vitesse an ulaire reste colincaire 3 M : le solde tourne 3 unc
vitesse nngulaire constaute autour A'un =xe »dtinexwtic ei fixe nar

roonort & 1'esnace .

Studions maitenant le st bilite des solutions stationuires de o L'ecustion d'Euler
{ au sens de Liznowiov)
eoreme ¢ -

. : I
=" les solutlonsstatlonnalroﬁmfm,q

sorresnondant  ou s rond et au vetit axe d'inertie sont stables: 1o solution
H & T

ce 1l'ecuation d'Euler

——y _
et "=m e
1 E

c —> = :
corresnondaiit & 1'axe moyen ?? m e, est instable.
i <

r ot e s . 1 o~ - FI- v e sy A
feoeilet , la trcjectoire sern w.e courve iermée si 1s condition iuiticle s'ecorie

Fuiblement de m16 ou m,e et me raed si elle s'ecorte faivlement de moe .

3 <




€3

e noiut singmiier foo)est

uil noint stoble.

.f
i tT_ T~
//\\. ‘ | ‘,'M\«.H\
; i

Trajectedres des ecguatioas d'Duler

sur me suriace de tivewuw d'Tuergie

(453
le noiut siugqulier {oo)est

v toeud instavle.



Nous pouvons apnlicuer le tieoremc .

il suffit de calculer les croc ets :

(W3 b2 + W2 bs“ﬁ
(W3 b1 + W1 1b3)
(W2 b1 + W1 b2)

0 21 W3 a1l W2 \ b4 |
X ,Y=f22 W3 0 a2 Wl | bhe
(M w2 3)\la3 W2 a3 W O J/ b3

0 21 B3 al w2 \1 11 a1l b2 b3
%,Y = | a2p3 O a2 Bl b2 a2 b1 b3
(W1 W2 w3) 23b2  a3bl O b3 a3 b1 b2

- - |
k‘L}c,ﬂ ,[E_X,ﬂ/ )EU= al b3 iJ2 / a1 b2 b3 \
L - b3 O a2 b‘l 2 a2 bl b3
b2 a3 ol / a3 bl b2
N\

2
al 3 22 b1 b3 + a1 b2 33 bl
=% (a2 b3 a1 B2 B3 + a3 bl B2 bl
a3 B2 21 B2 b3 + a3 b 22 b1 B3

bt

al bl (22 b3 + a3 b2 )
2 (a2 12 ( atl B3 + 23 B )

Ay

23 b3 ([ al b2 + a2 bl )

Les trois vecteurs Y ‘:L ; lj LL}_( Y} LXY_J _J‘| sont constunts leur ron

est le méme en tout »oint ,et etb..ln ZhD R o 405 du syvsteme de trois vecteurs .
1 a1l b2 B3\ 21 b1 (22 B3 + a3 b2 )
12 B2 £a2 b2+ a3 bl )
)

= He 2 a2 bl b3 2
b3 23 b1 W2 a3 by ‘a1 B2 4+ 22 M
Prenons ¢+ bl = 1 e = t B3 =0
1 /O \ "Tal =3 fz
F 2% 0 2 [ a2 a3¢
0 %3 & 0




YOBONE

—
e

o s ~
AL (: = U

b

- s
mtoue Acs ¢ ne somt  nul pouril differcut de O oH dﬂv 11:1G Tal

a2

5

§tinterorote comme wil Gignositil comcble de creer un cowunle do.t

ovté nar le wremier voeolour e bhase dn reperc lic an satcllit

seircncnt coiscrveé .

soide A'incrtie du satellite osrceeute mn axe de symetrié o des 1

Sunnosons auc ¢e 8o0it a2 ce cul e Aimiuc pus la gonerzlite car

r log indices b1 B2 b3 o I1 suf "1t alors cue ke soit vas il a

i owont nuls,cal d'weellinsoicc dvimertie sprerime il Toud o

~Q~-0=0--0-

ot amnd festoment wes comolctencnt controlable muiscur foutc ,robatic

4 axs we oours cutotre raleutls ou coelorée  mais 1'axc de rolutio

T



Demonstration du théoreme
de bonnard

La demonstration du théoreme de Bonnard sur ls contrelabilité du systémes
don lineaires repose sur deux eleasents essentiels:

-le rang
-1'élargissement.
a) le rang

theoreme (sussmann-inrdjevoie)

les etats accessibles du systéme bt

S 3wy wie(o |

i€ e £LLL,: A

issus du point nx,sont contenus dans 1l'adherence de leur propre interview
(ce gqui exprime que l'interieur est non vide) si et seulement si dans le
cas Analytique le rang.

N o )
57 - b ] Y (
L'j\\\ LI*’FJ (x<)

de 1'Alpgebre de lie engendrée par les yi e1 - - P est égal a n en xo.

s 5l



r
Sous vanete de Rh
pour d{n 1'inclusion canomique Rd C Ru sera (xi--xn) ->(x,ncd,00)

on ecrira alors aussi RM = Rd X Rn-d

Définition-

Scit V une partie de Rh,on dit que V est une sous varieté de Rh
de dimension d.de classe Cl si pour tout x de V;il existe un ouvert U
de Rh,contenant x .Un diffeomarphisme f de classe Cl de U sur son ima-
ce f(U) ouvert de Rh,tel que

f(UMV) =£(U) ® Rd

l'entrer n-d est alors appelé la codimension de V

| 4 ; ';"T‘ 1?‘"" -4

! et i

Tyt 4 -
[URY ¥ %V D‘
Sl e A, K
2" . = m ="
l \ /
)
L ol : = \i,/ /
Un diffeormorphisme f de la variete v sur 1a variete v est:
_ une application bijective f de v sur v'

-une application differentiable ainsi que 1'application reciprog

Une hypersurface (de classe Cp)de Rdtl est une sous variete(de classe Cp)
de dimension d de Rd+1 donc de codimension 1
une hypersurface partage localement Rd+1l en
deux repgions a savoir,pour une fonction f=f1
vérifiant f-1(R=)et f(-1F )

G




~DEMONSTRATION-

Soit S une hypersurface (sous variete) contenue dans Rh soient X ot Y
deux champs de vecteurs Eangents a4 S .Alors le crochet de lie de ces

deux champs de wecteurs (X,Y) est aussi tangent a 8.

Scit Y i,un champ au pont Xo,

ce champ existe car sinon

-tous les champs seraient tanpents a4 la dimension ogconstitué par le
point Yo,

-tous les crochets seraient tangent au point Mo par suite le rang au

point Xo serait nul contrairement a l'hypothése.

CONSTRUISONS LA SURFACE DE DIMENSION 8

S':iexpt,Yi (a50) o(t,(9,§
I1 existe necessairement un point de S'ol un des Yi n'est pas tangent A
S! car sinon.

~tous les crochets serzient tangents a S1

-Et par suite le rang serait épal a & contrairement A 1'hynothés.

(si n(>e)

Soit yig tel que les wrecteurs

yi,(exp ®,yil (@o) o(, (€,

yis2 (exp x2 ¥i, (ma)

c'est a dire que Yi2 n'est pas tanpent 3 %1




Construisons la surface de dimensicon 2

S2 :iexp (T2 Yi2)exp(tl Yi) (xo) \11(t1(9, {
\ o(t2 (B2 T

Si n'est égal & 2 cette surface est un ouvert de Rh on arrete sinon on
recommence.

I1 existe necessairement un point de S2 ot un des champs yi n'est pas
tanpent & S2 car sinone

-tous les crochets seraient tangents 3 S «

On arrive par ce procede d construire une hypersurface Sh de dimension n
donc d'interieur non vide.

reste a ce convainere que Sh est bien contenue dans les etats eccessibles
issus de xo,

S'= exp(t,¥i,)ns u z t, (o,
on voit que S' gst parcoxrue quand on choisit le controle
uj(t) =z i,=j it (8

ui, (t)=1

Donc s'est constitué de points accessibles pour obtenir un point de S2

on part d'un point de 8' (expt,Yi,)

donc d'un point accessible et on choisit le controle

iy(t)=0 i2¢g t,(t2(02

ui2(+)=1

et ainsi de suite
tout repose sur le fait que les reels employes dans la construction de

S' puis de S2 ete sont strictement positifs

toutk cette construction peut étre realisée avec des reels 9,---8n arbi-
trairement petits.

L'nuvertﬁnpeut donc étre construit dans un voisinage arbitrairement petit
point Wo,car par defamtion .Dans un espace hopologique.E on appelle voisinn
ge d'an point # tout sous ensemble de E qui contient un ouvert contenant x

soit x,un point accessible de yo.Sous l'action Ad'une certaine commande U
L'image de S" sous l'action de cette commande sera un ouvert d'états acces-
sibles contenu dans un voisipage de ¥¢;

La condition de rang est donc une condition saffisante pour gque
les les etats accessibles scient contenus dans 1'adherence de leur inte-
rieur.



b) 1'élargissement.
Définition
etant donnée une farmwlle de champs de recteurs S de Rh on appelle

etats accessibles issus de x et on designe par A(y)x l'ensemble des points
de la forme.

A(y)x+ lexptﬁp)! expt p-1lY¥p-' ®expt,Y'(x)Y"' Y
t ti)o
PEN
la famille Y est de 1la forme.

s =( Yi i=11 P f;
{

les etats accessigles de no du systéme

dx = éui ¥i (x) k‘;i.s'%c,’lg
dt 1=1 E; Yi =
0:1

sous l'action de controles constants par morceaux,concident avec 1'en-
semble A(Y) x qui vient d'étre defini.

Définition (Imdjevic-kupka)

Deux familles de champs de vecteurs de Rh.S et s'ont equivalentes:
Si pour tout x de Rh la fermeture de A(Y) n coincide avec

le fermeture de A(Y')x

l'elargissement consiste & ccnstruire une suite de familles
=2 o ¥ @ B2 = e i Y2

toutes equivalentes,telles que la derniere S2 soit assez Frosse pour
étre completément controlable.

PROPOSITIONS:

Soit S une famille de champs de wrecteurs de Rh deont 1'alpgebre de
lie engendré est de rang n partout.
S5i Y est equivalente & une famille.S' completemént controlable.alors elle
est -completement contrclable.

s0it S une famille de champs de wecteurs de Rh soit S' le cone(positif)
convexe engendré par S.Alors S'est equivalente a S.

Soit S une famille de champs de \recteurs de Rh satisfaisant en tout point
la condition de rang.
31 X est un des champs de la famille dont les points poisson stable scnt
rartcut denses Alors la famille.

st=4 -x} Us
est equivalente a la famille S.




theoreme de Bonnard.
On considere sur Rh le systeme.
dn =X GO + & g3 vi wizl-1,0541¢ (1)
at i=i s J
on suppose que les points poisson stable du champ X sont partout denses.
Une condition necessaire et suffisante pour que (1) scit completement
controlable est que le rang.
r( 1( (X, Yi i=1- -p) )) (=)
de l'alpebre de lie enpendre par les champs X Yi i)i--p soit épal a
n en tecut point x de Rh.

Demonstration:
La necessite de lz condition dans le cas analytique se deduit

directement de sussmann-Imdjevic.
la condition est suffisante en effet.
la famille S' =iX+ ni Yi,i=1l- - p) & nie(-1,0,1)
pour ¥=c elle est equiveolente & la famille.

S2=(X,X+ ¥i i=1--)
d'apres la proposition V5 cette famille est equivalente a:

83 = (X, = Yi i=1 - -p)
par hypothese la famille S3 satisfait la condition de rang donc d'apres
la proposition V6 elle est equivalente a la famille.

Sh =(2 X, £ Yi i=1 - - p)
On a vu que les etats accessbiles du systeme Si etaient les memes
que ces du systeme " symftrique 1
dx = o X(x) +$ Wi Yi (x) Ni B (-1,1)
dt A el A =
f=1 B-pi/ =11

i=L

et que ce dernier est completement controlable d'apres le thecrreme de
lobeyr.

theoreme de lobry

e #i& (=1505+% )

At izi

est completement controlable si et seulement si dans le cas =analytique

le rang.

r (LC ( Yi di=1- = p) )} ) ()

de 1'Algebre de lie engendrée pu les Yi i=1- - p est egal a n pour tout
n de Rh.

Donc S satisfait 1la condition du rang elle est equivalente a une famille
completement contreclable.

d'apres (4)

on en deduit que S est completement contrclable.nous allons

donner toute une serie de theoremes;concernant la controlabilité des sys-
temes et ncus allons voir que le thecreme de Bonnard est une synthese

de tous ces theoremes et presente en plus les avantages suivants.

(1) c'est qu'il enonce une condition de controlabilite sur un espace

non compact (Rk)
(2) le systeme condidere admet des controles bornés.



theoreme (lec markus)-
le systeme

dx = ax + bW X % Rh

_ AYT ( 11
est completement controlable sur Rh si est seulement si
a) le spectre de A est imapinaire pur
b) le rang de (b,ab, An-' b) est egal a n

theoreme (loby)
le systeme,,

du= n > i Yi i €. (=150;+1)
abr. et iz

est completement controlable si et seulement si dans le cas
analytique le rang.

r (L (¢ ¥ i=1 = -2 ) ) (@) yi =1 == p
L'alpebre de lie engendrée par les est erale & n pour tout x de Rh.
theoreme de (brunovsky-Lobry)

supposons que la conditicn du rang satisfaite pour le systeme:

P - -
dn= EB-ri Yi (a1) ¥i &8 (-150351)
dt &

ond

alors pour tout compact K de Rh il existe une constante k telle que pour
tout champ X satisfaisant 1l'inegalite

II X (x) II\£ k ¥ »2 Eh
le systeme

dx =X (x) + Egﬁi ¥i i(at) 4i & (-13031)
dt 1=
est completement ccntrolable sur K.
Theoreme de lobry. 45 N 4
le systeme —, i
dx= B Hi Yi (x) iz ( 0,1)

gt aiin
1=1
o tous les champs Y admettent des point poisson stables partout denses;
est completement controlable si le rang de 1'Algebre de lie enpendrée par

les Yi i=1 - - P est egal a4 n partout

theoreme.Brockett Indjevie-Qunn
le systeme

dx = X -(A)+ Bai Y¢ (n) XgRh
dt =1 ¥igR

ol les solutions de % sont péricdiques,est contrclable.
si le rang de 1l'Alpebre de lie

r(L ( ( x,y' i=1-=P ) ) ) (&)
est egal & n en tout point.



CHAPITRE II
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CONPLRETECONTROLABILITE SUR
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COMPLETE CONTROLOBILITE SUR LES
CROUPES LINFPAIRES

T'"'TRODUCTION :
SO l "fJ{t

cocfficients complcoxes

H{iyc)= 1'¢ semble des matrices Cirrérs ux. a
a4 cocfiicicuts recls

H(5,R)= 1'enscmble des matrices corrées o

¢t soit l¢ systeme decrit par 1'crustion diffcrenticlle

X= A xl+) % BH 1)

x (o)=x0 A M(u,R) ‘
la soluticr do ce systome est:

X(t):xogﬂt

Soient
GL(n,c)=le :roupc dus matrices lincaires do dimension n & coefficicnts

complexces inversibleg

CL(n,B)=1le :rou--. des motrices linceires de dimension n & coefficients
rcadls inversiblcos
¢t s0it ¥¢ systome decrit nar 1'ccustion differenticlles

X =4X () X oL(u,R)
X (0)=Xo X u(x,B) (2)
la solution de¢ sc systeme cst:

Xft) = fﬂ‘t Xo

lc lien entre (I) ot 2) cst cue si 1'on choisit daus {2)1a condition

initisle Xo =In (matrice Idcntité de demension n)

alors:

x(t) = X (%) Xo
l¢ rounc QL (n,R)a‘it transtivement sur R
clest & dire
1o Rn #
= x(t) GL (.,R)

x, Rr©

tel que v x,  BeX(t) xo

cette proprietc cst interssante dans 1a mesurc ol si le svsteme (I)
cst comnlcectement controlable =zur ]'-E:”‘,alOI‘S il est completement controlable

sur GL (n,R )



Considerons maintcuant le systome
X(£)= Ax(t) +b
X"o): X0

b e’,Rh
AgM(x,R)

Xﬁﬁh

le clhomps dc vecteurs Ax{t)+b n'est plus linecuire mais affine il ya une

translation e plus

1 - 1+
identifions Rr et le plan affine Rb 1

K

- } 1 v "
unc: courbe tracée d-ns HI t R aurapour Vecteur ten-ont sur un element

J

de %o} R

Donc w: Champ dc vecteurs sur SI I’}{ R Bur

dans I‘ oz Rn

oil remarqie alors:

0 60 O

;.;-1 e "Ij ,_: I.\
Ceci posé cousiderocls. . 0O O X(t)

X(o)= In+I

1l admet la solution 0
X(‘t):(}"{?} 2 )

A = 0o 0

wie application de %I}XRN

'-.._______.--"

X GL {x+I,R)

I 0

A 1 . %A
e €

it




HOous surons @

nar suite

= I+;&t +‘.""""'+i..¢...l....6..‘...+ '(“:’::.?")

At (445 (at)™

- I =4t + —2'1- + oo--ala-a-no.ceuoo.-ao---oa‘l‘--;l'i"'--"'-

P i 2.3 n-1:n
~-:—7_'ww“‘= T + it + it teconsessnscsovcesssosst b t
% e £ e P

1!

Por Suite At
= =

1) I | | 3

n

= ( =
X : ) ArLt tiﬁ.\.
X Xo Xoe - ¢ - Inb
cet artifice de calcul ious permettrs d'eliminer 1o condit@oninitiale

1'étude des systeme Fﬂotablcs ffines daus RD '

m/
X($) =20X{t)+bo+ 5 .ui({t) (ﬂiu-’.’t)+bi) (4)
1-;1

mortre cu'il peut y avoir interct A considerer des systemnes

X(t) =(X0+ %= wiXi) X (%)

/1 0‘*' YsCoL (s,R)
X(t) ’(x ¥ ) C 6L (u+I,R ) bgRﬂ



Les systeme 2ffines plotables f4) coitienncuts
- Les systeme lincmites Ai = bo =0

- Les systeme dits biliniires bi = bo=0

Ces systeme sont ty?iquementdus systenec @lotés il decrivent leo
couportmment d'un rescou elcotricuc liveaire comport nt des resist mces
dos capacités,des inductiices,les sources de courant ot de tension curucl

on ajout des interrupteurs ideux coninidés.

GROUPES LIVEAIRES IT SYSTEMES PLOTABLES
SUR UN GROUPE LINEAIRE

Defiritions
On appelle :roupe lineccires G un sous  rounc ferm€ de GL (n,c )

Cela sipnific cuc ¢ st w. roune line ire si et sewlement sit

JGC 6L ( u,c)
!
b) NX£¢ alors XY G
¥ G
/ ~I
c) VXeG dorsx ¥ g
a) Quelque soit 1 suite xn dlelenents de G

51 1. 1lin Xn = X -lors Xea
ety iy

I) 6L (n,R)

2) SL (a,R)= X M (n,R )/dc;‘h X= I

3) 80 (n,R)= X i (1,7 ) / x%- 10

1) sU (2) { (x ;{r) /T & [1/a 1 >

¥ [f Xry) £C

5) 1le sroupe de deplacement i)

[
i{I o0 ¢ R spla,m
T-'I(n)""? (X Ft) ¢z )

6) 1le rrouve ~ffi.e



~0~ PROPRIETES DE L'APPLICATION EXPONENTIELLE..-o

m

. . cereral deux matrices ne oermuttent nos ﬂB:%: Bi C'est pour celw qu'on
21t intervenir le commentateur de A ot B mi w'est utrc cue le"de ré de
rou pernitedion " des deux motrices clest 3 dirc cu'il exprime ¢t mosure
1'ecart entre A;A_I BmI et 1'identité

r

ll ﬁ,Bi = L‘LB.-EI B I

le crochet de lie de deux notrives:

{L‘.BJ = .'I:-_B e :3:'_

IJ .
% exp tX, exp tY T £xXn t2 X, Y + 0 (3)
J

lemme I

2 Xy
2

/ 3
exnt X exnt ¥ exp { $/X+Y) + + 0(%2)
OftB) = desi ne wie serie conver ente & coefficicuts miiriciels de degré

de nermutotion superieur ou e .1 A 3

D ENSTRATOON

4 expt X, expt Yj: expt X expt Y cxn-tXexn ~tY

\ &

2.2 \ 2
( 2 LS T O(ts)j (1- tY + JEYQ + o(t3)
2 2

; g .2 3 / n
= (I+tX L + O(t3}) L I+tY + t%—‘ + O(tB) >
S ‘. e

' b

= T 54T [ 2= {X+Y)2+x2+ ¥4 E’XY/\'+ 0(’*:3}
bS

Tt X.Y + O(ts)

Dor comparaisorn ovecs
expte i_XoY_j = o 5 x.Y.j + 0 (+)
Hous obter.ons

ﬁ exnt Xaexnt Y E = exn tzt“X.YiJ



—

expt Xo expt Y‘:(I+ X + ??}? + O(tB) I+ TY + T?;?" O(ts)

5 \ -

i ol 2.2
=I+Tf+?_f.-+ty+"f¥+ T

2 2
. ( i
—I+t\X+Y)+uXY+t'(X+Y2
/ ‘ 2 2
ST brar) 42 (XY) + 42 (X+T) 2 - 4 %y - § XY
2 2 2
= I+ t{x+y) + t2 (xv  =xx) + 't2 .x+w,r) + 0’*3)

2

o

= I+ t{x+ty) + t2 (xy) + of 3\

2
O né 1i ¢ les termes du troisiine de ré nur comnaraison avec @
Dxne (t(x+y) # t7(x1y) = I+t(x3y) + ¢ (%;f) + 0(%7)
2 2o

Por suite

&
Fxpe tx Expe. t¥ = Exof(t{x+r) + tgrv°€j } + o{tB)

LJI.v
2
Corolluoyce
* line ‘exn x  exn y ) = cxp (x+y)
J e _) ‘:‘;U
" 2 Fo T
* 11::‘7 SXD X 3 €Xp y % = €x» [:{,j
. A
T i e ._) w
Démonstration
d'aprés le lemme 1
pour o e¥XnD X ©Xp y = exn x+y + 0f13)
11 o ; %
D'ou (exp x exn y) = ex» {x+y) + 2 © (13)
=
lin. (expx exny ) = 1linm exn {cxn (x+y) = no (13) = exp [x+y)
1 11
g Qe S P ) {5;11 g R _...‘—.) c)f:-"
R 2

Pour b.fexnp x  ex» x } = (exp :tzbc v} + of 13)

L 1



)]

[x.v) + *20/1

L J&)

Lim exp--- s8p— -~ = Fin exn XY + 1 0 iB = exni}%.YJ
Hom = O '

finitions Al ebre de lie d'uz: roupe linendire
poit G un :roune de lie lizenire .0 +onelle A1 ebre de lie de G 1'ensemble

%=;\ i (a,0) k V D et it L

Gorell..ire 2:

1 X et Y apoortiennent & %ﬁhl_\brc de tie de @ iLlors

\¥ £R

X +
YX ¢
XY

mdf{? '-4

U
Celz prowtent du corclliuire & wpar nassa ¢ & 1o limite puiscue G est fermé

Une Al ebre de lie est un esnuce vectomel sur R st-ble nar 1lloperatiorn croc et.

X
I) 6L (a,R) = M{s,R)
2) BL (,R) =} Hell (x,R) }TR (1) =0 %

3) 40 (:,R) ={Hed (n,R)| *u= .y

21 _Yi

%’Y& Zi

4) Al (2) =?zl {2,c)l Y b §=
0

Hu <{(° 0} | & & s

]
L
—v
n o
@]
T e,
N
o
—
e
—

Ny
6) afin )
cquelques definitions:

Homeomorprisms
Une cpplicotion Fde E dous I' est _pnelée Fonmeomcrphisme si

I°)Fest une pijection

~T : . ™
29)F et I "Sont continucs recpectivenmcnt sur E et I

Variete de dimensiou us
est une espace tonologique sepcré E:dont chocue noint possede un

'
Leare e P o b



—— : , ol
volsirt ¢ ouvert homecmoplc & un ouvert de RY

diffcomcrphism
w

Fde 1t variete Vsur 1 varicte V! cst

I))Uné woplicotion bidjective F de V sur V!

2°)Une amnlicotion differonti-ble ninsi e 1'upplicaticnrecinrocuc

Ui esnace topolo; icue Best @it councxe s'il 'est P8 rouniocn de
deux ensemblesouverts,non vides disjointss

LOPOSITION
1) 1'exponentielle est un diffeomophisne entre w: voisin: e de
1'ori ine de g et un veisinu ede 1'indentité I de Ge
2)Si C est comnexe olors tout element xde O s'ecrit

C = exp Xy €XD X=eesessssnrscccecessXafK ox ¥1 G
!sgisse de demonstrition
G , . : : g m
u) cn utilise le theowme d'inversion locile e identifiont O et un espaceR

3
— (expt X ) = X
{.1_11_1: t=0

la differentielle entre Xe—— ~—3peex X en 1t = 0 est 1'icdentité ce cai etablitLS

b) les elements de 1. forme XD X, e00e00seseeee€Xn X It forment un ensemble

ouvert et [#rné donc e ale & C .

Definition :
On appelle Systeme{ﬁlcte inveriont & droite wi sous cnsemble F de C= he (Q)
DUFINITION ¢

on note S(f) 1l'ensemble des mutrices G wccessibles depags 1'indentité

F ) h L
S+(1) 7\(93:33‘1?”)( I exp T X, TR XEF

* Remorquess:

I)1'ensemble des accessibles & nartir de X0 est S+(f) xC car le systeme

est invariunt a4 droiteq
+
2)8"(f) est un semi . roune

3) 8187(8) = G| alore Te systeme est comnletement controlable



COIMROLABILITY. SUR LIS GROUPLS LINIAIRLS

Pour etudier 1o controlibilité d'un systene 1'idée et de le remplacer

pur wi systeme soit plus ros soit plus fucile 3 etudier

Definition

On dira que deux systeme F1 F2 Sont eruivilants si

st (g5) = s%(s,)

(O X desi ne 1. fermiture de 1'ensemble A)
1o relation A dessus est une relation d'erquivalon@e

"

On note LS (f) le plus <rond systeme ewmivilant & T

Dans ce oui suit on v: donner nlusdeur nrocedes corcmigues pour

" ooorandir" un systeme

*SiTt O exp tX S (f) alors X S(7)

TTCHITIQUES D'ACRANDISSEITIT.
T1 T o F desi ne 1o fermeture dins O consideré
comme 1l espuce vectousl

* Preuve :
S5i X1---........X2 est une suite d'element de F

telle cue lui X8 =X
NS> 2 _
Frexponentielle etait contenue lim exp 1 Xniis+(f)
N Q)
der xgas (x)

> PR Y o0

P, Si XgF

et X&F alors X+Y IS (F)

*  Preuve :

¥
Soit 770 ulors cexpt X expb Y = 1s¥(F)
N o

d'anrés le corolluire I

cxpt (X+Y) = st (F) Pour V T>0



T Si+X ~ :
4 St i Alors LX.Y £ 1s (F)

et + Y:F

2

* . i
FOUVET  (exptX . expt Y o exptX expt-TY )’e S (F) vour ""1‘70

et d'aprés le corollaire I oa a:
i
\X.Y’l €. 1S(F)
T-s a Si=XzI8 (F) alors et &GI8 (F)

1 -1

b SiPet P 28t (F) alors PF P ¢ IS (F)

b .
Preuve 21,3 §oit Y F en Utilisant 1a relation

T 0 exp (PY P 1)=PexnTY P
¢t le fait cue ST/F) est un Semi - roune

Ot voit cie « PY P_I Ls (7)

9

i) On fait P= exp X
-1

P 7= exn - X
Definitiou :
On dit cutun element X %Pat comnact dtune Al chbre de lie
si 1! exsemol*,‘exot}(\ X*Rgcst bhorié di G
J

Cela Signifie cue ¢ | . N . . 5
B : 1o matrive Xest semi simnle /din onalistble daus C)

et cue son sepectre est ima inaire pur.

T6 Si Xest comne:tﬂ-t

ot X T alors X XD &1S (F)

*Preuve:
X étant compact ,1'eusemble n—fcxqu \ TeR"

_:-,-
pour fermeture wn = roupe comn_lut comm Ll‘t 2tif (F)

i } | B
' ethX'-\ T&R"} est le plus petit sous roune contenant A

Dorc e }'l'exptx { T¢ R + Xels (F)

Proposition 2 (Theoreme de Sciow Krener)
Soit Fun systeme F_')lcté inva¥rant A droite sur un - roupe

lineaire connexe



Si 1'4lsebre de lie G en endrée par F est € ale A G

+ A
alors 8 (F) contient un ouvert de G

Demonstration:
Le -roupe en endie par S+fF) est S+fFU~F)

mzis d'aprés ng Ta S+{FUhF)= S+{1ie[F) ) Al ebre de lie en eudrée

nar Fe

d'on Si lie (F) = G avec 1o provosition I

s*(Fu-F)= ¢

T - : : ’ «
S'(F) en endrée donc Get il ne peut donec entre d'interiecur vide

Theoremc de XKUPKA ~ JURDJEVIC i
i) Soit B une maitrice diu onale de trace nulle

telle cue les valeur propres de B soient rcelles.

’_)\\{ >“‘;_<-.~ < >\L‘|
et Verifisnts:
AL~y Y2 oSi (3,9) =f= (k1)
A= (aij)

ii)Soit A une matrice de trace nulle

Telle que :

I°) aii =f= 0 pour [/ i-i [/ =1
<0

O rm
2 ) -AI._ ..,LI
Alors le systeme I =E{£+UB / UER.% est completement controlable

sur SL {(N,R)

Coguese de demonsiration.
On peut remplacer F nardi A,B , - B

Car ces deux systeme sont equivglents ,ayvant méme envloppe

I

conigque convexe fermée AT ;
' A,
\
\
i .
i

\

t'///
\o

On remnlace P nar T= / A,B,»Bf




d'aprés T + BgF. E™ A e &_1s(F)

_ ¥
T e {-il—I) 5b't L (-':JJG £ IS(F)

m

T3 Linm e ()n— %‘) c-.“Ot A e =

ain E in € LS (¥)
ani Eni g LS (

Al

d'aprés T, (ain Bin + aui Eni ) €. 1S (F)

Comme: ain eni £.0 cet element est compact

dornes + (2in Fia + ani Eni )e LS (F)

d'on: + Ein , « Eni ¢ 18 (F)

Lie (Pni, Bin)= R Bin ®R WIGER (EBri-Fiu)

In choisissant un element dans cet 4l ebre de lie on gmorce alorsuue recuraiice

degendante sur les / i~ 3 / ordoinés nar ordre docroissant.
Ce qui moutre que +Tiji ; + Bji = LS (F)
Ou en deduit -ue LS(F) = SL (N,R )

d'od : Test completement controlable.

-0—0—~0--0~0=-0-
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COMPLETE CONTROLABILITE SUR LES

ROUPES .
0 Q=0 0=0~0 0=

‘. L2

uow scquelces rh Th oreme .r ’BC 1. ,rr‘.

Thoreme N) I
Soit le systeme bilinéaire romo ene suivaut:

7 2
wg%- = [x + S Bix = X (x)4 ,a,y x) (1)

X £ G

Oir suppose que les champs de vecteurs fX,Yi i = (Tesssevansl)

Sont invariants & droit.

On suppose aussi rue G est un  roune comnact .

Une condition nécessaire pour cue le systeme (I) scit Controlable
est cue 1'Al - ebre de lie en eundré par les chomms de vecteurs

( X,Y" i= I3eeesP) soit é 1 A Nnour tout xde G.

FX. 50, .
S 3
Theorenc N° 2

Soit le systeme bilinaire bomo nec suivants:

> b
& px e+ 2 Bix =X (x) +3uy(x)
-] G
XE:}o

Oh Gest un  roupe non comnact,mais A apportibnt 3 1a sous al-ébre
d'w: sous ; roupe commact de C .
Donc les point poisson stables du champ X (x) Sont partout denscse

wie condition ncecssairc pour cue le systems (I) soit completement

controlable est cue 1'Al cbre de lie en endrée par les champs de
vecteurs / X(x},Yl{x) i=Tossese? / Soit é 2l & N pour tout

x anpartient & G



EX o SL (n,R).

Definition d'une representation

Soient G wn rouse et X un esnuce vectoriel
non nul en appelle representation du  roupe G da.s 1'espace X tout anplicatio:.
T ‘wi fait correspondre & clacque 6lément G du .roune G un operateur liumezire
T (;) de 1l'espace X,
(CAD que_t(;' Jest une spplication liuesire de 1'espace X dans X)

de manicre &4 satisfaire aux conditious

I°)y 1 (e) = I Ot I est 1'onerateur identicue dans X

20) 7 { 1_‘2)= T f-1)’l‘{'2) cucloue soient £ 2f_-_,G.

1'espace X est appelé : espace des renresentatious ot les operateours
T (1) = overatcurs de representatio: ss
les pronretes I ot 2 implegquant ~dc .
T (=) o T(g) =T (=~17) = T () = 1
de mfne

P ) @ et

~—
1]
—

Par conscoudnt ol zeque oncrateur T{) est une biicction de X sur X
cte
T(e-1) = T(s )1

Par consecuant:lz propricte 2 si nific cue la represcutstion dais 1 €8hace

X est un homomornhisme du ; roune G dans le . roune G.K{L'I"'S“t a dire dans le

rroupe des opcrateurs lincaires sur X cui opnlicuant bijectivement A 'Vw’“\.\"\)

Homomorprisme de sroune .

BT,
S

$l:10:2)=4 3-1)7i¢ (£2)

Fomomorpnhisme de ¢ dans CL (N?‘J’)u

LA

Ropresentatior wircductible,

Une renrcscitation dans llesnace X cst dite wvirdustible
3i X nic nossede nes de sous esnece de 0 ot de X toat cntier ~ui soit iivarient
rclativement aux opersteurs de cette reproscatation dans le cas contraire 1a

renresentation et dite reductible »



P est irreductible
P =
G ~~~v1umu~~¢,J3{ ) metrice carée sur V

s'il n'ya pas de sous esnace de V cui est invagart nar P fG)

f
P(:) v, C Vo

\{f r G - C ( ) v G-M" v
E - “ N i I I

Produit Semi direct.

O appelle nroduit semi direct de @ nar V « note G XaV

muni des operateur (+ X ) 1'ensemble suivoate:

( ]-!X-L) x‘,ﬁ (i:zrxz) = ('IQQ P(I } X2+ XI )

C'sst un  roune yc'est 1¢ produit semi direct e G par V.
IX: {

SL (n,R) + det X= 1 Al ebre de lie SL (n,R) . tR(A) = 0

{ e /

SL (1,R) Kbﬂh ¢st un  roupe de lie .

il 27it transitivement sur Rh.
En cffets v+ |

Soit : A ;i ! Aﬁfﬁbg)
| L e A
- & <
I°) c'est un sous roune de SL (n+I,R).
" -\
|| | doka o A
Lo 4 ]
L : : i oy — 7 -
matrice Syrr.iﬂ_ntruc. * = Ah' B 1 A 46 TR
A 4 \I { -
5D i;J oo 4 op i
Soient. i e~ —
z K




le produit semi direct :
A 3
00 I
(A,B) XS.

(A,B) X 8

[¢c ) AC AD+3
Lo 1) |o I
(C,D)= (AC, AD+B)

(D) === (AC, AD + B)

¥ N_ n \gl, t
SL(n,R) R SL(n,R)R SL(n,R) 'R
&)
SL(n,R) X Rr

Groune

Groupc additif (+)

SL (n,R) X Rn 2-it transtivement sur Rh

Bo effet:

e x,y'c'_-_Rh j‘PgSL (n,R) XA R(n)
tel cque 3 Y = Px
( 43B) x 55 ,;;A¥+B
£ SL{n,R) X R G 1
¥ g B (4,B)£SL (m,R) X4 R
Y- Ax + B

il suffit de prendre :
Ai\l. = I
3

il

Theoreme de Kunk:: :
= s i Bo1t K uun ro

Y- x

unc de lie comnact onersat irreductibl ement

sur un esosce vectoriel ro®l V ode dimension finie

anpelens G le produit semi direct X X V et L K

1a projection canonicue.
Si F C-lie (C) le semi

51 et sculement si 1'Al

L'application Pest definie »nar 1

P
.

la representation est irreductible

mj de sous espace V de Rf}t€l i€

rounc S{F) en endré nar F est G.

ebre de lie L {F) en endré par F est lie G.

6L (i,R)

ﬁi (h) VO Vs
Y oo



Ty i A REE=h .

Bn Conclusion: o .. enoncer wi thcoreme dec(aauthier cui,en reprenant les
hypotheses du theoreme de Kupka Iurdjevic et e imposant une conditioun
sur A, arrive & un resultat trés interessantp
A plus d'un titre car i' eusonce une condition necessaire et suffisante

de controlabilite d'wn systeme.

Theoreme de Gauthier:

< ¥ i
Soit le systeme :
* dx TR < ( S
5 = A X+ Upix = X (x) +uy (1)
(B L

A,B 8L (n,R)
i)Soit Bune matrice diaronzle de trace nulle .

telle ruie les valecurs »nreonres de 3 goient reelles:

sesasaoo Q\L'_$.

et Verifiente.

b SV iR SN
A | ==k -1 Si (v,d)=f= (x,1)

ii) Soit A4 ure matrice de tracc nulle A=(ai})

telle cue.
i) ain ani <0
alors une condition nccesszirc et sufiisante nour ~ue le systeme (1)

soit commletement controlable o'est ~ue 4 soit irreductible.

Coundition Necesszire et Suffisaute.
A est irreductible : A est wie matrice éu dimension u

le ' roupe de i. I 2..........if9”2%§Pj esecas N

un ; roupe est fortement comniexe si
1 —%1ui chemin omkente cui va de i & 1 .
Vi

A est irreducablese=ed cue le rrapic de A est fortement counnexe.
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\
~iroduction: e - 9 -
Sea L B o A @; =
Soit le Bircuid & coutre : }\/D j / X
]
..’.VCG - [ = ,
. et G = Vet €
1= le courunt dans 1: brancie i, i i . i ‘*r— \
vi=la d dp =ux borrnes de ci i .l T '.é j
{ s
; e e e
1'interrupteur peut prendre deux positions BO , Bi.
en B0 ous avons : e B1 nous avous :
VO =V, ~ Vo=~ Bt B R
, dt " dt -\
4 () / (=)
| 1=00 ao i=0an
5 dt l dt
LV = W = T s ot “\wvﬂ-mo VO = ote

Soit 1. fonction :
i
W

0 Si 1'interrupteur cst en B0
1 I

51 11§ interrupteur est en B
les equations precedantes s'ecrivant:

CO avo . .
% (13“)1 . ;_j

]

cldavt
ag -~ ™

di
o = (1=@)Vo + uwm
ad

On verifie bien cue ces dernieres ecuations correspondunts aux precedants ek

Creiz des wvariables d'etat:

Uie variable d'etat est une verioble «ul evolue avec le systeme et decrit ainsi
1'etat du systeme & tout instant ti>to

0 = 1'instant ou temps de refereiice.

four les systemes clectricmues ou cloisira comre variable d'etat les Tensions

% travers les capacités 1€t les courunts 3 travers les sclis,car 1 s selfs et
les canucites emmz”azinent de 1'Tner ieceet caracterisent ainsi l'ener ie du
cricuit électrique .

R



Poscns pour la simplicite des calculs:

.P_—-‘.
X0 =\co vo
X1 =yc1
x2 =\L, i
Posonss:
e it _,
V’:«!O VAC1

[ X0\ /o o W\ [ xo \'\ 0 o0 -u0 / X0 \
#| 2 i={ 6 O |l xt |+ M o o wm XA
a\xe) \-w0 o X2 HO -1 O X2

Tui prend 1z forme:

X' = AX + UBK

Mous neous interessons moitenant aux nroblemes suivants:
Une commande est une fouction definie sur{0,T ) i valeur daus (0/L) constant

por morceau JOn la note U

2) etent donné une commande U
une condition initiale XO
Juelle est lo revonse corresnoncontes ? {cu d'autre termes comment inté re

t-on le systeme differentiel I )

b) Une commande est cuclecue chose que 1'on peut cloisir dans le hut
d'atteindre un certain objectif .On desircsavoir partant d'un etat XO,cuels
gont les etats quil est possible d'atteindre nor le choix judicieux de 1la
Ve TN -

I°)ﬂ0ntrcr que le mouvement se fait sur une sphire

29)lontrer que ¢ sBmit zussi sous la forme.

R1AX

| P
% TTUR2MX

X' = RIAX 4+ URAX = (R1 + UR2 )A X

3°) Reflechir sur la sérification d'une telle relation sur la sphere
4“) Condition de controiabilito du systeme .
5°) Demondrer rue (R1 ,R2 ) independants entraine que le systeme esi de

rans deux (2) partout sur 1. spiére.
|



I°)Nous avons le systeme d'ecuations

/ voi | o o 1%fvol 0 ;;_\\
et 1 Cr
@ ’ vilaf 0 0 o0 1\lw L U i
%t \ \ c
£ e, B0 41 41 “g
o / ¢0 O
rul s'eait eticore:
| X0 \ 0 0 WO\ [ XO jo 0
{ ! . :
g [¥ ) =0 0o o | ( XIj+ ulo o
4 9
at \Xz \w0 o o/ \ *2 kwo R

x*=(x0,x1,%2)

la condition d'ortro-onalite de deux vecteurs est

xg' -0
Clest a dire : .
{0 0 WO \ [ xo
T / '
b (xoixuxz){’o 0o 0o || x1}+U (X0,x1,%2)
L0 0 0 | \ %2 }
' [HO X2 {40 X2
= (X0,X1,X2); 0 | + U (X0,X1,X2) | W1 X2
\-H0 X0 | \ WO X0
=0

Por guite nous obteunons:
X" X'=0

Dong i

condition d'ort o:;ornzbité le mouvement de (X0,X1,X2) se fait sur ¢

SN er€e
2°)Mo: trons cue X1 s'eait sous lo formes:
X1 = (k& + w2 )X

Pour U= O

1o\ " %0\
" X1 |
0 X2

f0 0 WO /XD "-.\

i \
oo w | [x]
HO-H1 O /’ xz)
|
1
I
2 x1/

1'ensemble (X0,X1,X2) R3 se trouve sur une Bphierc et en vertu de 1a

ctte



Hous aurons : [ X0 [ 0 0 WOy / xXo (B 7 K
E Lo | '
4 \ . 106 0 0 || xi L RIA X RO R1 R2
a* \ xo | \_wo o o |\ xe X0 X1 x2
Hlous aurons :
X10)= W0 X2 = R1 X2 - R2 X1 (a)
X(j= 0 = R2 X0 - RO X2 (b)
i12)= -0 X0 = RO X1 - R1 XO (c)

de (b) nous tirons :

X2
R2 = %5 RO

ous surons en remplagnt da¥e vileur de R2 dans (2)

R1 X0 X2 - RO X2 X1 = %o X0 X2

lious obtenons 1le systeme d'equitions:

-RO X1 X2 + R1 X0 X2 = W0 X0 X2
RO X1 -~ R1 X0 = -4O X0
SolutionSremarﬁuubles:
. Rl = B
/ RO = 0
.
Lonc nous aurons @
R=wo g
Pour le calcul de R2 nous Lvons :
‘ ; — —) —
| X0 (0 0 w0\ [ x0\ 33 K
¢ Iy |-y ko 0 Xi X1 | = uRAK=d[Ror R11 R
4 xo HO-W1 0 X2 0 X1 x2

X10i= U (~wo x2)= U (R1'X2-R2'X1)

ir1-= U (W€ X2 ) =U (R'2X0-R'0 x2)

X'2 = U (WO X0 -~ W1 X1 ) = U (RO' X1 - R4'X0)
Par suite nous surons

-0 X2 = R1' X2 -~ R'2 X1



]
®1 X2 = R2' X0-X2 20

A0 X0 =41 X1 = RO'X1-RO' X0
Solutions rema-_x?nables :
RO' = --'-'”

R1? -0
R2 =20

¢t par consecuant
—> =
RZ = - (M1 + 10T )
Done
L}
Xtij= (R1 + U R2 )A X,
, ¢ : 5
= (0T~ UWO1E - 0T IAX.

).(ll:).—. -U W11+ 10 {1-—‘..1)?]"?)(.

3°) tous svons trouvé :
Xe(R1 + U R2 )AX.

Cette relotion n'est zutre ue 1'exnresgdon de 12 vitedse d'e.triiement
de x dans le mouvement de rolition ~utour d'un axe fixe (0,%) nar rannort

A l'espace, !\ ‘P\

f,-mtg

Si R1 et B2 sout indenendants . On ncut nasser d'un ooint xb 3 un podnt deg)

ei fuisant une rolation -utour de R1 ,X0 decrit 1'.rc X0 X1

"iis de X1 & XT en fais .t une rolation autour de R1 + U R2 ;X1 decrit 1'arcX,XT
Par contre:Si R1 et R2 sont dencud-nts c'est 3 dire R2 =AR1 oir e neut fiire

cette seconde rotation o Car 1e hoist YO trour.c iudefisiment autour de 1' xe
fixe et Be »eut atteindre ainsi tout »oint xf.



I) Conclusion :

Si R1 et R2 sont lincairement independnrts.

5)1e systeme 3
fx0\ j0 0 WO} / x0\ Jo o w0} {' X0 \

a {X¥1{ =0 0 O x|sufo o wi | x1
& Nl |
\X?/ |-w0 0 0O

\
1
x2[ |0 w1 o J {, %8

*{HH X {x) + U ¥(x)

jo o w \ [ %o
;&.x)x{f)o G 0 )

\-WO O 0
: ; r \
fo o -wo\ [ xo

Y (x)-] 0 © W1 ¥4
WO ~H 0 )

(ORI S |
—

- "i W
— — bt | lld- ‘\
U:lculons les crochets: Y &8 I Ry ,\ ;}
Al L e ST

-

;0 0 WO\ WO X2 v /O O -WO\
L ' ~. 0
| X3 J -j0o 0 0 j | W xR --j0 0 Wl
E Gx2) |gwo o / | WO xo-11 X1 | \‘-.-:o a0

2 i 2

/ W0X0-Y0 W1 X1 | Wwo® xo0 \
- 0 - |0 m xo!
WOP X2 \ HO® X2 )

anO W1 X1
{ WO W1 XO

—
—

Le systemc (1) cst completcment controlable « Si et sculrmrnt

40 x2
| o

\

\-10 X0

WO W1 XO

\ 0

= . T |0 =WowWt 0} (” WO X2 Yy [0 O -WO Y ~WO W1 X1 \\
Plamadr § e e | = \
(FE L El= w0 W o of { wx “|lo o w |
| - |

lo o o/ | wWoxoutx1 ‘Q\'o o0 |

A / \ / {

!

\ 0

\

f



¢’

/.0 e x2 fy 0

§ .\\
= 0T X2 f - 0 '
0 / | 0Pt X1 - o W€ X0
| \
/ WO W12 x2 \
= | 021 %2 i
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I° )

20 )

4° )

ILLUSTRATION DE LA COMPLETE CONTROLABILITE
SUR LWS (ROUPES.

cela montrous cue

SO (n,R) cst compact
X'=4Ax+U3Bx

= (4 + UB )x

les familles do cl'amds de vectours sont invariants & droite
Tous les ciamps de vectours invariants 3 droite sur un .roupe dc lie
sont congservatifs.

Qonservetits | vai (™M

= Vol V¥ V‘t.

Les champs de vecteurs couservatifs sur une variotd compact sont
s’ : o 3 miim P
poisson stables o ! tvogwed 4y Pouncorsng - ‘-unt._ﬁ,)

\

~ 0= D=0



I°) 80 _(w,r) est Comn .ot :

Néiiiitions 3 ] . :
Sl Ol s csnoce tonologiue B est dit comnsct Si

1) il est sevaré
2) de tout recouvrement ouvert R de ou neut extraire unc
{omille fiuie R d'element de R ~ui coustitue encore un
recouvremeit cde
il y & =2uassi le treoreme de Borel -Lebes ue i s'enoiice ainsi '
Soit un esnace vectoriel iormé de dimension: fiunie les nartiés commactes
de E ne sont autre cue les partie fermées boruées .

SO (n,R) = O (1,R) A SL (s,R) € R

Wous allous utiliser le-ewtere de Borel - Lebes ue afin de demontrer cue
SO (n,R) est compact c'est & dire cie SO(n,B)doit Btre borme et fermé.
Termé s, ., S o : . ; . o r ;
S0/n,R) est Termé s'il coutient tous ses noints d'accirmilatioiis
Soit w element

- .*
w280 (n,R) est couver ent sur x & SO (n,R)

Nous avous @ det X = 1

Soit 1'ammlication ¢ X
.t

e R
Cette aonlication est contenue:
GL (-'R) SR -,._....? GL {i‘l'R)
Kilesm _.">X

I
o

*
Entraice det X -1

®t
X k X A

1}

£
dloy X &80 (u,R)

Pur Cousécuent:

S0(i,R)Contient tous ses moints d'aasmulation

Douc:
SO (i,,R) est fermé
borr€: . s _ L
= : a3 | &
18
il
: |
ST o L T = I
|
‘ i
! i 1 i k ¢




lous avons

Pour tout Xi nous avoiig @

Xlt Xi =1 Xi = i eme coloii.e

Ou prendra ls porme enclidienue

l e S N X' 0)
v E = \d 5
SO (n,e) est
~ fermé

— borné

Donc SO0(n,R) est un  roune comvact.

el
-
S
P
[0}

Ax+ UBx
(A +U B )x

1]

est invariant & droit

En effet @

Par Definition: ; . £ S soes y
5 Y Un cramn de vecteurs est invariart A droite s'il n»reserve les

translations 3 droite.

T
5
i-g

Tuvariant 3 droite si nifie cue le clamo de vecteur determine u: vecteur K(QJ

dons le plan tan eant & 1'identité e.

*
D x(e) est la differentielle de dx au point e
HWous avons les annlications :

e d]{ i e;}[ I
¥ est invariant 3 droite par rooport & 1'identité e nar 1l'annlication
dx < * A
~ a5 il 4 -
Lo differenticelle dﬂ)Hhhhhhiii:i_ﬂﬂ_ﬂrfﬁfia7 a\x
Par suite nous aurons .
\f xz G

eeG



X(x) =X (e) x x G
*
d x(e) X (e) =X(x) e ¢

Zs uotre cas nous avons

X (x) =X (e) x

X (x) =(A+ U B ) x

X=(a+U 3B )x
ey O o

X(e)=A+ UB

X (x) = x

Un cramp de vecteurs invariant a droit est determiné nar sa valeur en e

{element neutre de G)

*
X lex) = a xle) X (e)

i

-
Donc ¢ X = A+ UB ) X est un chamn de vecteurs inveriant & droite.

3°) Tous les clamns de vecteurs iaveriants A droite sur wn - roune de lie

sont couserv-tifs,
Conservatif : Vol etv = Vol U ﬁ%o

0i se dorne e T @2 (plan tan en' en e ) uie forme volume

o
ar exemnle : -
: 2 X‘i.“‘ﬁloe.cﬂ Xt ::T e

ce qui eatraine que :
Vol & {X‘I;anenwaene;xfl ) = dfﬁt fX1;e-.,...o¢.a.X£.L}
~J
ruton desi ne nur vol e(X).
Oi1 definit:
finit . -

= . 2
Vol a {da X ) = Vol e (X) XeTGe
il faut montrer ~ue le volume est iuvarizint »ar les trinslations 3 droite.

* %
Vol a4 (C‘.) d; X1 -_'-,;eouraad_' e ) X.'.-a )=- Vol #] (X1 U‘;oyc.......; _1.'{31.'_'_)

(:)

& #* % N
Vol d.; o X1 lieoescsenae d,' " Xna ) = Vol d: ﬂ{d - X)

Vol ¢ (:.-

1]
_—
<3
Qo
e
~
=
jo bl
-
g

or: VOL o IX‘] 4sessnsesacoscese X) = Vol ¢ ((?‘.“"_-. X )
&
T Ga



VOL e (X) = VOL - (a x'(x))
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| 5 o e
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4°) les champs de vecteurs conservatifs sur une variete compacte sont poisson

stobles (theormride Poin coppd Honot)

5oit un point x.

¢t coisiderons U (x) wn voisin. e de

Hr oo _jt;'r expt X.

U conservatif X ﬁ (K)

7 (U(x) ); #2W (x) )

= exntX.

e e

....‘..-'.........'....g'i' (U iX) )

WOE # () 5v0n @ Sl isrsisnaiiia ;

T
TIIRIRRITRIFISSIFISISSawVOL ¢ (U)

i i

K dyo W) Fro) b g
gL

]

Sinon : K, L # k(U) T4 L(U) =g



o o L .. crser simeis 5 =
Les ensembles @~ (U) et #7 (U) scit dis joints et on wre uwi volume infini

contrairenent 3 1'hypottese ot 1'on o une voriete compacte VOL uw U0 = constuite

K L gt ) g -

=

AR A

CoaDnss
8= (1)t
(!
1)
pBx=¢"
exp @ x = ¢ (%)
paes X est poissoin stable,

2% colme ¢

S0 (A,R) agit troostivement sur lo aphere o

~'est & dire:

x12 & 1la sphere j; = 30 (n,R)

Donc le systeme etudie est completement controlable sur SO (n,R)

P T, et 1o
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NOTIONSUR L'OBSERVABILITE DES

SYSTEHMES NON LINEAIRES.
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MOTIONS SUR L'OBSERVABILITE DES SYSTEITS
HON LINFAIRTS

On considere les systemes re is par les ecuctions differentielles

s 1o T it
de 1l forme . = F(x,ﬁ)

r1 -
 (x) e

r

. " ! .
O nreudra comme esnhace d'etot e varieté de classe C de dimeasion i
?

counexe et n racomnacte.

< . n
l'eatrée U nrend ses voleurs dons un seus cisemble de R

(a3

1. sortic Y prend ses voleurs dans R

) . & ”-
sour U< R T(u) deiote wn cramp de vectenrs de clusse C7 sur !I cu'on supposer:
comnlet

1+ ‘oiction M est de clessc C

Ghiservibibiteé:

Pour mn systeme non linéaire,l. nation d'observabilité neut &tre formulé

de plusieurs fagou ,lz »olus simple est celle cui se rupourte & 1o netion

¢
é

de disin abilité des et:t8, »roore de la t'éoriz eierale des systemes.

Deux etats x0 et Xq sont dits indistin a2bles si pour toutit tOiet nour

entrée admissible.

U ‘to t1k_”_,______5? L

ke

les solutions corresnondants de 1'ecustion differentielle  (I) sotislaient

iI

1z condition
Htfu ft1xc?H = N{fn ft1x;%

Reciprocueneat @

Ou dit cue deux etats sout distin -bles s'il existe un
O\et wie entrée ndmissible.

U (tgty ) - L

temnsgtT %

[ g

telle rues _

i Vg el ;
H E_XU (4,x,)| =f= n.lfu (t1x1)J

\

1a definition suivonte est bosée sur cette notion.



Ueliuition We I

Un systeme est observoble e Xo si tout -utre etat x=¢F= xo
est distin .ble de x0O

[

U systeme est observable 8'il est observable en tout xo N

1. posibilité de destin uer deux etnts ,selen 1. definition (I) est un concent
lobale Il arrive neut--etre cue nour en cidrer denuis xo et X, deux courbes
intd rales cul donnert lieu de deux sortiés differents :oi ~ besoiii de s'eloi=-

iner beaucoup de xo ou de X

Hermann et Krener ont oropose wie inotion de distin ahilité losale cui neut

etre formulée de la fagon suivante.

Soit U wn ouvert de 1]

ot solent deux etnts:
xoe U

- |
x1£_J

Sont dits U disti nables s'il existe uva temns t1 to est wie entrée

2 =y
u E_t0t1} S 2
sour le cuel on dit
u f
Xu (4,3x)€U Y4 ;,[tot]}
v !
Yo S9xyey Ve (t 3 ]

oI
et soit: ;F 5 'Tq S wull w {
; LX (t,%, \_,é_ _. Lh_ (2.%,
1. definition suivinte est bisée sur cette definition @
o 5
: ;t:Jf-i: &/xu {'b.l}t..l)

0

/ ¥ ’W}r\\ ¥u [
\ =y ‘

Ui system- est observable localement en xo s'il existe usn ouvert
Vo de xo tel cue duns tout ouvert U C Uo de xo
tout autre etuat x:#: xo est U distin 2ble de xo.
wi systeme est observable localement s'il est observable localement e tout

Xo -i'L-: Me

Il existe aussi une troisieme snotion d'observabilité cui est 1. nlas conveunble

your 1l'etude des nroblemes de decom™ s structurelle,



Deux etots xo et 21 sont dits idistin bles fortement s'il existe unr.courbc

continue.
0=2{0, L) wsetianas. K,

wee les pronrietés suivintes:

0=(o)
o=(1)

Xo
X1

et nour tout St;{?,%} 0=(S) est indistin wble des Xo Si uue telle courbe
Jexiste nus les deux ctuts sont dits distin bles f.iblements:
On 2 2lors 1o @efindition suiviuites

efinition 119

Ei_E:EEEEH_L_é Uil systeme est observable faiblement eu Xo si tout ~utre etut
X =£= Xo est distin uble fuiblement de Xoe

U systeme est observible fuiblement s'il est observ.ble faiblement en tout

Xo \'.lu}_..--o

Ui enerale ,il o yo ous de relation entre observibhilité et observabilite

locile. Considerons nar exemnle le systeme .

X &« ( x,ud
Y1 = mM(x)
Y2 = 12 (I)

Oh =R
} UaR;Ugog

. . >
Sunposons cue I',7'],72 Soient des fouctions de cl.sse C° Comne celles de 1:

'”‘.
It

iz 1 &t 26
Le systeme est observable loc:ilement ymais nos observable (les codnles d'et-t
x,-x) svec /x/ I sout indistin cbles ) \ )
* 7 4 -
N Fed) v s
i \ 0 2
: " " .1{1)
& ! P
< |

-~
,?xi-l wyvﬁ %

Cosnsiderons muitgnunt le systeme

x! =1
Y = /x)
On =R
r=R






Supposons cue Il soit une fonction de classe c®ey; 3%

/ &_[c)
. w4 >
/Z\ ‘ 40 ?ﬁ5 ‘

Ce systeme est observable mais pas obgervable localement (les couplesd'etat

ve

yoms U= (~1;I) ne sont pas U distin wblez)

0n neut verifier rue entre les difinitions données il existe les implications

suivantes:

observabilité locale====f§>obseruahilité faible.

observabilité.

toutefois pour les systemes lineaires:les trois proprietés sont toutes equivalen-
tes .
5 3 i
v 7 - LA
= b
‘ < [ v Ja’ % = L i. r e

—0—0—-0—-0~—




Darig le mesurc ol un systemc non linéaire est »arfaitement comme on

1'on & zeeés & ss structure iiteric

18z renreseuntation. nar modele

~ QL B g ey e Sak e o, AL T T i Wy
d'etat ;ses nrovrietes (controlabilité yohservabilité )nous nermettent
de

dc micux connaitre le systeme afii: de mieux 1'utilisers

Y () =
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