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INTRODUCTION GENERALE

Le dimensionnememt classique des ossatures est base sur la
théorie de 1’élasticité en dehors de toute considération du comp—
ortement plastique du matériau . Pourtant ,il est bien connu qgue
grace & l’adaptation plastique, les ossatures peuvent encaisser
la plus part des surtentions dues par exemple aux charges conc-
entrées , aux contraintes résiduelles ... . En outre , on peut
remarquer que l’application systématique de la théorie de 1’elas-
ticité fausse dans une certaine mesure le concept de ruine
pPuisque la structure est considérée hors-service lorsque la
contrainte atteint la limite apparente d’élasticité en un seul
endroit . Il en résulte une mauvaise appréciation de la sécurite
qui entraine souvent un surdimensionnement de la structure

C’est pour ces raisons que diverses £tudes ont éte dirigees
dans le concept de la plasticité et que des progrés notables ont
été accomplis dans LA connaissance du comportement é&lasto-plastique
des structures tant sur le plan théorique qu’'expérimental . Ces
progés ont en effet permis aux différents réglements de calcul de
faire une plus large place 4 la prise en compte de la plasticité
dans le dimensionnement des structures . L'analyse non linéaire
des structures s'impose notamment dans les zones sgismigques ouw 1l
est admis que les forces sismiques induisent des efforts
dépassant largement le seuil élastique .
projet

L’étude présentée dans notre¥s’inscrit dans le cadre du
calcul non linéaire des structures . Elle s’applique en particu-
lier aux ossatures planes ou les non linéarités proviennent de lz
loi constitutive elasto-plastique du matériau

Dans les zones qui peuvent etre le siége d'écounlements
plastiques ,il n'y a plus proportionnalité entre les eftorts
appliqués & un élément et les deéplacements de ses noeuds
Signalons que d’autres non linéarités existent &t peuvent eirs
dues a

(3]

— des déplacements de=z nosuds gqui peuvent avoir une amplitud
appréciable vis-a-vis des dimensions de la structure .Danz le
calcul ,il n’est donc plus possible de se reférer uniquement
4 la configuration initiale de la structure : non linfarites
géométriques ( grandes déformations )

- des efforts normaux agissant dans les poutres qui peuvent
~avoir une influence non négligeable sur la résistance a la
flexion : effet P-A



Afin de concrétiser l1’*étude , nous présentercns un logi
calcul des structures 4 noeuds rigides tenant compte des ef
de non linéarité élasto-plastique . Ces structures sont sou

( chargement incrémental proportionnel )

La programmation est é€laborée en envisageant la méthode dite
"pas—a-pas" . Le langage informatique utilisé e=st le FORTRAN 77 du
fait de ses capacités considérables et disponibilité au centre de
calcul de 1’E.N.P sur 1le MICRO-VAX

Aprés une présentation des différents organigrammes utilisés |
quelques exemples illustreront les performances reéelles et l'interet
pratique de ce logiciel en l’occurence l1’étude de la vulnérabilité
des structures Vvis—-a-vis des actions sismiques

.



CHAFITRE II

ETUDE DE LA FLASTICITE

2—1 INTRODUCTION

L’analyse élastique d’une structure est importante dans le but
d’étudier son comprtement essentiellement en service sous chargement.
Cependant, si le chargement augmente jusqu’a plastification de
certaines de ses parties, celle-ci subit des deformations élastoplas-—
tiques et pour un plus grand chargement la plastification totale est
atteinte.

Un mateériau est en général assumé se déformer idéalement comme
le montre la figure ci-dessous.

&

Il ya proportionnalité entre la
contrainte 60 et la déformation § Ge
jusqu’& atteindre la contrainte
d’eécoulement 6, correspondant a
la deéeformation &, qui augmente
indefiniment jusq‘a rupture. é ,E

Fig 2.1 Courbe contrainte-

deformation idéale.

Nous examinerons plus profondément le phénomene de rotulation
ainsi que son impact sur le comportement des éléments simples
(poutreﬂ ainsi que des portiques.

<=2 MOMENT PLASTIGQUE , FACTEUR DE FosMs

On consideéeele cas général d’une poutre droite de section rec—
tangulaire sujette & un moment de flexion pur. (Fig 2.2)

v M
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D’aprés la théorie de l’eélasticité, la contrainte @ est distri-
bueée le long de la section selon l’expression bien connue :

6= M v/1

y & distance de 1’axe neutre u passant par le centre de
gravite de la section g la fibre dy.
I : moment d’inertie de la section.

La distribution des contraintes demeure linéaire (fig 2.3.a)
jusqu’ad ce que la contrainte max atteigne sa valeur critique die
a une augmentation du moment fléchissant.

ele So
G “h__,GJ
;"QJE—> «—0p »
(a) (b) (c)
( Fig 2.3 ) - Diagrammes des contraintes SOuUS

différentes valeurs de M.

Dans le cas d’un matériau idéal, celui-ci se comporte de la méme
maniére que précédemment (fig 2.3), cependant la distribution des
contraintes sera quelque peu différente comme 1‘indique la fig Z2.4.

1
R
| TF
€ f
<« Ce—s «—Qp —> :_(—'S‘e. —
(a) (b) (c} (d)
( Fig 2.4 ) - Distribution des contraintes le long
d’une section soumise A& un moment de
flexion.

A de petites valeurs de M, la distribution des contraintes reste
linéaire dans le domaine elastigue. Ay fur et a mesure que le moment
augmente, les fibres extrémes subissent en premier lieu la plastifi-
cation. Celle-ci se propage tout au long de la section Jjfusqu’a  at-
teindre 1‘axe neutre, et ainsi cette derniere se trouve entiérement

plastifiée.



*) Section dissymétrique :

Dans le cas d'une section symétrique , la distribution des
contraintes est symétrique par rapport a l’axe neutre qui passe
par le centre de gravité . Cette situation demeure inchangée au
moment ou la section est en phase élasto-plastique ou entiédrement
Plastique . Toutefois pour une section dissymétrique , on note un
changement de la position de 1’axe neutre au moment de la plastir-
ication . En effet , il se déplace vers une position de manidre a
faire respecter la condition d’équilibre .

2-2-1 Détermination du moment :

Le moment du aux forces extérieures agissant sur une poutre

est :
rh/2

M = G.b.y.dy ( 2.1 1
‘hfl

Pour une section rectangulaire , le moment fléchissant pour

C max = G; est :

My,= Me = b.h G/ & ( 2.2
Quand le moment appliqué M dépasse My, , le moment total
devient :
M = Me + HMp
En se reférant a la fig. 2.4.a , on a les expressions de e
et Mp .
Y
Me = 2 S W-y!b.dy : moment élastique
o
et
b2
Hp = 2 Sﬁ;yfb.dy : moment plastique
Mais € = Gy 7y,
d'ou  Mp = 6,.b ( 3H - 4y') s 12
Quand la section est entiérement plastifiée |, Yo = 0 alors

My, = Mp = &.b.h"/ 4 ( 2.3 )



2-2-2 Facteur de forne

Le facteur de forme "s" est défini comme étant le rapport de
deux moments correspondant respectivement 4 l’'état entiérement
plastique et a4 celui indiquant la limite élastique

s = Mp / Me

Le rapport s dépend de la forme de la Section transversale
Moyennant les équations ( 2.2 ) et ( 2.3 ) , O peut trouver la
valeur de s pour une section rectangulaire .

s =My, 7~ My, = 1.5 (2.4 )
De la meme maniére que pécédemment :
*¥ section circulaire de diamétre d :
?.e i
s =My, /7 My, = ———- ;s EeEss ( 2.5 )

s = 1.89

X poutres en I et en caissons :

s = 1.15 & 1.75

2-3 Comportement a l’état plastique

2-3-1 Notion de rotule plastique - Déscription du
phénoméne de rotulation

Considérons une poutre isostatique soumise en son milieu 4
l’action d’une force concentrée P ( fig 2.5.a 3

Augmentons P jusqu’a ce que la valeur du moment M = P.L ~ 4
Se rapproche du moment plastique Mp . A cet instant , des déforma-
tions plastiques apparaissent au Point d’application de P , et
donnent naissance a4 une brisure au milieu de la poutre . La poutre
e€st alors composée de deux trongons déformés élastiquement séparés
Par une zone fortement déformée pPlastiquement .Tout se Pass=e comne
Si ces deux trongons déformés é¢lastiquement sont reliés par une
rotule qui se met a tourner lorsque le moment fléchissant atteint
la valeur Mp . Cette rotule porte le nom de ROTULE PLASTIQUE ,dont
la longueur de la zone plastifiée dépend de la forme,de la section
droite de la poutre considérée ( la section rectangulaire vaut
Lp= L # 3 L - portée de la poutre )
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| | 1 che ID=_-'
- L/2 )L_ L é lastique b 408
(leche :uran* AT~ ¥ Rotation due
la rupture / ™ & la votule
(a) votule plastique / (b)

Fig 2.5 - Comportement plastique d’une poutre simple
a) poutre, b) déformée, c) variation de la
fleéche durant la rupture, d) écoulement &
proximite de la zone centrale



La rupture aura lieu sous une quelconque augmentation de la
charge . La cHrge de ruine Pc Peut etre calculée aisément par la
la statique

Pc = 4 Mp L (Mp = Pc L / 4) ( 2.8 )

Les moments fléchissants au niveau des sections autres que
celles du milieu sont évidemment inférieurs A Mp , et ces sec
sont a l’état élastique

Les diagrammes des fléches 4 1’état elastique et 4 1'&ta
plastique sont montrés par la fig 2.5.b . L’augmentation de la
fléche durant la rupture est dte i la rotation de la rotule c
rale sans changement de courbure dans les deux moitiés de la
poutre . La fig 2.5.c représente les Changements de la fléch
durant la rupture ainsi que le mécanisme de ruine

]

]

1

¥ Rotule plastique en béton armé

Dans le cas du béton armé » 1’évolution de la fissuration au
niveau de 1'élément considéré fait que cette zone plastique
devient importante . Les fissures deviennent de plus en Plus rapp-
rochées a4 mesure que le moment augmente (fig 2.68) . C'est ainsi
que le calcul du moment Plastique Mp présente beaucoup d’incerti-
tudes ( plastification du béton » Plastification des aciers cu des
aciers et du béton ) et la définition de rotule dans le cas du
béton devient une idéalisation . Certains auteurs parlent de
"pseudo-rotule" . Cependant , dans notre étude et dans un soucisz
de simplification , nous SUpPppOsSerons que Ces rotules sonti concent-
rées au point ou le moment pPlastique Mp est atteint

fig 2.8 Rotule pPlastique en béton armé

2-3-2 Rappel de la notion des travaux virtuels

Le principe des travaux virtuels relie un systéme de forces
en €quilibre avec un systéme de déplacements compatibles avec |
déformations . Ces forces ( ou déplacements ) peuvent etre réel
ou fictives ( virtuelles ) pouvu que 1’équilibre des forces et
compatibilité des déplacements et des deformations soient assur

-



¥ Aplication a la plasticite :

Considérons lecas d‘une poutre biemastrée soumise & une farce
concentrée F appliquée & la mistravée (fig Z.7).

Travail des forces exterieures = Travail des forces interieures,

En d’autres termes :
) Fx§ = 2 Mp *©

Le premier membre de 1‘égalité exprime le produit des forces
par les déplcements virtuels correspondants aux directions de ces
forces. Le deuxiéme terme correspond au produit du moment plastique
& chaque rotule par la rotation virtuelle de celle-ci.

]

CRY
m

Lig L/2

~

Fig 2.7 — FPoutre biem encastrée chargée
en son milieu .

Etape 1 : Considérer le mécanisme : Formation de rotules plastiques
aux noeuds extrémes et sous F.

-Mp —Mp
@ . ®
+Mp

Etape 2 : Imposer les rotations virtuelles au niveau des rotules

\ \

G) )
-3 : - |8

\ o/

Etape 3 : Travail virtuel efféctué par la force exterieure

Fc % §
Etape 4 : Travail absorbé par la rotulation

(~Mp) *(~0) + Mpu(28) + (~-Mp)*(-8) = 4 MpB




Etape 5 : Aspect géométrtie

Tant que la rotation a lieu & cause de la rotule plastique,
les deux demi-travées restent rectilignes. L’angle @ étant
trés petit tg@ =6 , d‘ou

§ =L/2 % tge = L.8/2.

Etape 6 : L’équilibre étant satisfait,

Travail fourni = Travail absorbé
c.a.d Fc. & = 4.Mp * O
ou Fc.L8/2 = 4.Mp = O
d’ou Fc = 8 Mp/L.

On remarque la simplification de l‘angle de rotation © dans la
formule finale donnant ainsi la valeur de la charge de ruine en
fonction du moment plastique.

2-3-3 Charge de ruine

La charge de rupture de la poutre peut &tre calcul ée en égalant
les travaux extérieur et intérieur durant le mouvement virtuel du
mécanisme de ruine. Chaque moitié de la poutre dans la fig Z.5.c
subit une rotation virtuelle € de sorte que la rotation correspon—
dante & la rotule est 20 et le déplacement de la charge Fc est LO/2.
En égalant le travail de Fc et celui du moment plastique Mp & la ro-

tule plastique, on obtient :

Mp % 20 qui donne le méme resultat que
l“équation 2.6 .

]

F x LO/2

4 Mp/E (2.5 ).

d’ou Fc

La relation idéale entre la charge et la fléche centrale poutr
cette poutre est représentée par la ligne O F M de la fig 2.8

Cuand la charge de rupture correspondant au point F est at-
teinte, la fléche élastique au milieu de la poutre est :

D=FclL / 4B E I charge
FI
Réelle E
Charge causant - I lo .
Mp a la mi-tvavee i M
\Gf \ Idéc‘ﬁ
Fig 2.8 - Relation charge
fléche pour la poutre L e/2
de la fig 2.5 Plgex | g
D
0 fliche au miliev

= 10 - de la Foutre



Cependant, la relation charge—fléche réelle suit la courbe GKE.
Quand le moment plastique est atteint & la section en mi-travee, le
comportement élastique des fibres supérieures et / ou inférieures
prend fin. Une augmentation de la charge donne une plastification de
ces fibres et qui se propage vers les fibres interieures (fig Z.35.d).

2.3.4 - Comportement des poutres hyperstatigues

Considérons une poutre biencastrée sujette & une charge uniforme
d’intensité g ( fig 2.%9.a ). Les moments fléchissants sont bien connus
Ma = Mc = —qLL/lﬁ aux encastrements A et C et Mb = qL&/24 & la mi—-tra-—
vee

Relativement au cas de la poutre isostatique chargée de la méme
maniére ou la rotule se développe & la mi-travée quand PMp = qu?/B
causant ainsi une fleéche illimitée et par la suitgla ruine, le compor-—
tement de la poutre biencastrée est complétement différent. En effet,
il y a apparition simultanée de deux rotules aux extreémités A et C,
maigon n’‘observe pas encore de fléche illimité@ car il ya une redis-
tribution des moments de sorte que la poutre devienne isostatique
aux moments constants aux extrémités et égaux a Mp.

Qu
C’est seulement au moment de la formation de la rotuleYmilieu
de la poutre ( point B ) que la ruine commence.
(a)
g = q,
(fin de stade S—- 2
Pﬁe///// élastique) ' ql” /22
W\ | . j
A \ # C
q a2y
! 2 /g2
QAM q gL 4
(%mksﬁm
en Aet C) \
) .
q.— qc '(I}u})ﬁ;)&,[ .?!D _.ru_ W Es
Jit }\V‘TA—LH: br\' ,’-]:H el C« )

(b)



(b) Diagramme de monents fléchissants

pour trois cas de charges q , q , g
\e ‘s
10 — 1
T

(c) Mecanisme de ruine
Fig 2.9 - Rupture d'une poutre biencastrée sous

charge wuniformement répartie

La charge de rupture g est calculée par l'equation des
travaux virtuels

Mp (B8 +28 +08 > =2 (gc L/2 ) 8 L/4 ( 2.8 >
ou B , Z8B , b sont les rotations virtuelles aux rotules

plastiques A , B et C respectivement
L'eguation (2.8) donne l'intensité de la charge de rupture

qc = 16 Mp / L* ¢ 2.9

Z2-3-% Comportement des partiques

Déterminons la charge de ruine pour le portique
montre par la fig 2,10 y les moments plastiques etant de 2
Mp pour la poutre B C et de Mp pour les poteaux A B et D C .
i1l y a seulement troils possibilites de mécanismes montres par
les fig 2.10.b , ¢ et d

L'equation des travaux virtuels pour chacun des

meEcanismes est

Fp (8 +8 ) +2 M¥p (28 ) =2Pc, (LB / 2) fig 2.10.b
d'oa  Pg, = 6 Mp/L € 2,10 ) 4
Mp (B +B+8+6 > = Pc, (0,6L B fig 2.10.¢c
d'ou  Pe, = 6,67 Mp/L ¢ 2.11)

dp(6 + 8 + 200 + 2 Mp(28) = Pc(0,6 L8) + 2 Pg(lB/2) fig 2.10.d
d'ou Pz, = 5 Mp/L € B2 2

La charge de rupture est la plus petlite 'des valeurs Pc, ,
Pop, et Poy;; soit Pog= % Mp/L et donc la ruine a lieu dans le
mecanisme de la fig 2.10.d

Une des manieres de wverifier 1les reésultats est de
= - =i 1'équilibre des moments est satisfait ; ce qui
23t le cas de la fig 2,10.d



L/2 L/z .
P
P
____+Q c
iMfl E
= I %
o
* A“l\ 3
(a) b
| s
P
R, ® “ :
c
8 6

A D
()
7//’7NP
Mg .
281 "
G
1Mp
M o o
P Mp
(ea)
Fig Z.10 - Analyse plastigue d’un portigue
a) Fortigue charg#
b) Ruin® quand F = Fc,
c) Ruin® guand F = Pc,
d) Ruin® quand F = Fc,
@) Diagramme des moments fléchis

2F,

| = F b
—_T_ < © 6 ~
E
L L
Z
A d D

(d)

sants a la rupture



Z2—4 LOCALISATION DES ROTULES PLASTIGUES :

Dans les ¢éléments simples soumis & des charges concentrées, la
determination des points susceptibles & la formation de rotules
plastique est évidente . Ceci se résume & respecter certaines
regles :

* Regle 1 : En général, les rotules plastiques se forment aux
points de fixation des poutres (cas de la poutre biencastrée)

* Regle 2 : Les rotules se forment aux points d’application des
charges concentrées.

*# Regle 3 : Dans le cas des poutres continues, les rotules
plastiques se forment aux appuis correspondant aux travées les
plus faibles.
Sont

Cependant en pratique, les charges uniformément distribuées les
plus fréguentes; ce gqui rend la tache plus difficile du fait que
le positionnement des rotules plastiques ne répond pas aux trois
regles deécrites ci-—-dessus.

Considérons un portique soumis verticalement & une charge 4F
uniformément distribuée sur la poutre BC et horizontdsment & une
force concentrée (fig 2-1%-a). Dans ce cas, la position du moment
fléchissant maximum n’‘est pas connue pour pouvoir localiser la
rotule plastique.

Si  la charge de ruine Fc 2st donnée, la valeur précise de Mp peut
€tre calculée en considérant le mécanisme de la fig 2-11-b
montrant une rotule plastigue en F & une distance 1 de E.

L/2 ) Lir i
) ) i Q6L x x 6
4P I‘ I tx
P LULITTTITILTITY e Yy §
B zMP E <
obL  |Mp ks
—*L- N v wr D :
(@) (b)

Fig Z2.11 Fortique soumis & une charge uniforme

a) Chargement et proprietés du portique
b) Mécanisme correspondant & la charge de ruine
Fde 1'Eq 2.13



Mp peut €tre exprimé en fonction de x par application de

l7équation des travaux virtuels. La valeur de # est choisie de
sorte que Mp est maximum c—a-d
dMp/dx = 0

Mp(& + © +(LAL-xNS + 2ZMp (LAL—-xpQ) =Fc (0,6L0)+4
+ LPc/L#* (0B/2) +4FPc/L%8—xL (6/2)

Mp=Pc(D,éf’+1,4LH-2£)/(5L-2K) (Z2.13)
-2
dMp/dx=0, ce qui donne 4xL— 20bkx + 8,2L = 0 (2.14)
d’ot x = 0,4508L

Remplagant ® dans 1‘équation (2.13), on aboutit & la valeur de
Mpmax .

Mpmax = 1,006L (FcL/S) (2.15)

2.5. COM BINAISON DE MECANISMES ELEMENTAIRES :

En pratigue, chague mécanisme peut €tre obtenu par la combinaisan
de méecanismes élémentaires de fagon & obtenir la capacité de
chargement la plus faible qui soit. Four ce faire, considérons le
portique de la fig. 2.12Z.a. Les fig. 2Z2.12.b,c & d montrent trois
mécanismes élémentaires respectivement. Le mécanisme 2 donne la
plus petite valeur de Fc. Les Fig 2.12 e & + montrent deux
combinaisons possibles. *¥Le mécanisme 4 est une combinaison des
mécanismes 2 et 3 avec une modification dans la localisation de la
rotule au dessus du poteau central. LLa charge de rupture
résultante est Fc4= 1,33 Mp/L. *Le mécanisme 5 est une
combinaison des mécanismes 1,2 et 3 avec toujours la mEme
modification, et dont la charge de rupture est cette Ffois—-ci
FcS=1,31 Mp/L gui est inférieure & Fc4.
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T 8 18 ® MpO+ 2Mp(26 + O = 4Pc, LO
Foy = 1.78 Rprl

I 3

\ET\\w;y//, 9 3 Mp(6 +28) + 2Mpb= SPc, —L@
3_5:@_1_ E‘T (¢) * o
Pc, = 1.47 Mp/L
_.| 1._21_9
# Mp ©+0) + 2MP(Q+G+8+9J:3PC3!2L—}
Pc = 1.67 Mp/L
2LP
39 ""I et
29 (e) Mp(20) + 2Mp(58) + 3Mp(26) =
-3*27 SPc, (3LO/2) + 3Pc, (2L8)
cqz 1.33 Mps/L
2.9

Mp(8) + 2Mp(860) + 3Mp(20) =
- 4Pc (L O) + SPc(3L8/2)

Pc5= 1.31 Hp/L

fig. 2.12 Analyse plastique d’un portique

a) propriétés du portigque; b) Mécanizme
c) Mécanisme 2 , d) Mécanisme 2
5

e) Mécanisme 4 , f) Mécanisme

!
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. se fait géneralement par la programmation linéaire . Ces méthodes

CHAPITRE III

METHODES DE CALCUL

A L'ETAT PLASTIQUE

Z—1 INTRODUCTION

Lorsque les éléments d’une ossature doivent résister princi-
palement & des efforts de flexion ,plusieurs méthodes s’offrent a
1’ingénieur .pour efféctuer les calculs . Il y’a d’abord les
méthodes globales qui sont toutes basées sur des théoré&mes fonda-
mentaux de l’analyse limite. Toutefois ,il y’a aussi les méthodes
pas—-a-pas qui consistent a suivre le comportement d’une ossature
tout au long d’un chargement croissant.Elles permettent non seul-
ement de déterminer la charge ultime mais aussi de fournir tous
les renseignements intermediaires notamment Cceux concernant le:z
efforts internes et les déplacements des noeuds . En pratique ,de
telles méthodes ne peuvent €tre envisagées qu’'avec l’aide de 1’0-
rdinateurmais elles constituent de précieux outils pour la vérif-
ication des projets

Z—-2 METHODES GLOBALETS ¢ ANALYSE LIMITE 2

Les méthodes globales wutilisent les +théorémes de la
plasticité (théoremesmgé ematique ou combinés) et leur részolution

basées sur le schéma rigide—-plastique ne renseignent le projeteur
que sur l’état de la structure au moment de la ruine par formation
d'un mécanisme , or la ruine d’une structure peut avoir lisu avant
formation de ce mécanisme ( phénomene de ruine partielle ou mise
hors d’état de service par deformation excessive ) .

3-2-1.Théorémes de la limite supérieure et de la limite
inférieure

Quand la charge parfaitement plastigque est appliguée & la
structure , les rotules plastiques =se formeront en un nombre
d’emplacements suffisant de sorte que la structure va se transio-
rmer en un mécanisme . Cependant , pour calculer la charzge f(ou
facteur de charge ) parfaitement plastique ,il faut connaitre exac
tement le mécanisme ainsi constitué . En géneral , il y’a un grand
nombre de mécanismes possibles et le mécanisme exact n’est pas
connu

— 1"'{ -—



3-2-1-1 Théoreme de la limite supérieure

Une charge (ou facteur de charge) calculée sur 1
mécanisme supposé sera toujours plus grande ocu au mo
la charge parfaitement plastique vraie .

3-2-1-2 Théoreme de la limite inférieure

Une charge calculée a la base du diagramme d’équilibre des
moments dans lequel les moments ne sont nulle part plus grands que
"Mp , est inférieure ou au plus égale 4 la charge parfaitement plast-

ique vraie .

3-2-2 Processus de l1’analyse limite

L’analyse limite procéde comme suit :

i) supposer un mécanisme et déterminer le facteur de char
corréspondant . D’apres le théoréme de la limite super

A%

A— facteur de charge correspondant au mécanisme .

ii) tracer le diagramme du moment fléchissant correspondant a A
et au mécanisme assumé . Si A est la limite supérieure , il
y'aura des points dans la structure ou les moments flechiss-
ants seront plus grands que le moment plastique

iii) réduire le chargement dans la meme proportion jusqu’a ce que
tous les moments fléchissants soient au plus égaux & Mp et
ainsi de fagon &4 éliminer les rotules donc le mécanisme .
D’aprés le théoreme de la limite inférieure :

Aol Fo
A~ facteur de charge obtenu aprés réduction
iv) la valeur de A, varie dans le domaine )‘r,{.kék
Pour des raisons pratiques ce domaine doit €tre petit , sinon
[ ~ - i Kl S
on seléctionne un autre mécani=me =t on reprend l& erocessus -

Considérons comme exemple la poutre de la fig. 3.1.a chargee
uniformément parkq. Les rotules peuvent avoir lieu raisonnablemenz
a l’encastrement et la mi-travée fig.3.1.b j;ceci étant le& premeier
mécanisme sélectinné.
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Fig; 3.1 Différentes étapes de l’analyse limite

(a) Poutre chargeée

(b) Selection du mécanisme

(c) Calcul des réactions d’appuis
(d) Tracé du ler diagramme du MF
(@) Tracé du Zéme diagramme

(f) Obtention du nouveau mécanisme.



L’équation des travaux virutuels donne
X.q.L /2 ¥ L.9/2 = 3 Mp.6

d’ou A= 12 Mp sql? (

()
—
—

De la fig.3.1.c on tire l'expression de l’effort trachant & une
une distance x

T = - AqL/2 + Mp/L + A.q.x
T =20 quand A.q.x = AqL/2 - Mp/L (. 3.2 )
Les équations (‘3.1 ) et ( 3.2 ) donnent
12 Mp.x sL* = 6 Mp /L - Mp /L
c.a.d xcﬁh$§ 5;L /12 ¢ 3.8 2
La valeur du moment fléchissant est
M (x) = ( Aq.L /2 - Mp /L ).x - Aq.x*/2
Pour x = X critque 0N obtient le moment max qui vaut
Mmax = 25.Mp /24 ( 3.4 ]

On peut & présent construire le diagramme du moment fléchi-
ssant de la poutre comme l’'indique la fig.B.l.b. On remarque gue
le moment plastique est dépassé , donc le facteur de charze
calculé est trop grand
En réduisant A & Ay, on réduit Mmax 4 Mp ( fig.3.1l.e )

ou AN= 24/25 . 12Mprql®
A= 11.52 Mp /qL? ( 3.5 )
Le domaine de variation de A, étant Ay & }m A , Ce qui fera

11.52 Mp sql¥ ¢ A ¢ 12 Mp sql?

- 20 -



Ce domaine est suffisamment petit, mais 1le procédé peut Etre
poursuivi. Un choix logique et évident du mécanisme est & la
distance SL/12 de 1’appui droit.

De la m&me manieére, les calculs donnent :

A= 11,66 Mp/(qLa) (3-6)
Quand T = 0 on a ¥ = 00,4142 L
et Mmax = Mp (& 3 décimales prés)

A=A

L’exemple montre que l’erreur induite en assumant la rotule
plastique a la mi-travée n‘est pas trop grande (3% dans cet
exemple). Les calculs en cas de poursuite du procédé sont plus
longs et plus fastudieux et ceci pour une petite amélioration de
la précision.

Toutefols, lors de l‘analyse limite, la sélection des mécanismes
n‘est pas tellement évidente pour les grandes structures.

3.3 - LES METHODES FAS A FAS :

Dans ce type de méthode, on suit pas a pas le comportement de la
structure et de ses éléments de fagon & connaitre 17état de la
structure & tout instant du chargement, c’est & dire que 1’on
remplace le comportement non linédaire par une succession de
comportements lindaires élémentaires (fig 3-2). Le calcul de la
structure vy est envisage comme ‘une succession de calculs
élastiques et le chaffigement s’effectue progressivement jusqu’a la
ruine.

Ces méthodes nécessitent des calculs complexes et longs dans le
cas de grandes structures ;3 ce qui oblige a&a avolr recous a
1l ‘ordinateur.

Flusieurs variantes de ses méthodes sont utilisées et parmis
lesquelles on cite :

— Les méthodes pas & pas utilisant les matrices tangentes et qui
s’apparentent au processus iteratif de Newton.

- Les méthodes pas-a-pas du type contraintes initiales

- Les méthodes des matrices sécantes.
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CHAPITRE IV -

PRESENTATION DU PROGRAMME

4-1— INTRODUCTION

n

La grande majorité des preogrammes d'analyse de
structures est basée sur la méthode dite des deplacements qul
permet de determiner les déeplacements des noeuds ainsi que les
efforts dans chaque élément.

=)

Notre programme s'adresse aux structures planes composees
de barres a&a inertie constante <(si la structure a etudier
présente des barres a inertie variable, celles—-ci doivent etre
discrétisées en trongons d'inertie constante). Chacune de ces
barres est reliée rigidement au reste de la structure, et est
chargee dans son plan. Les charges peuvent étre appliquees
soit. aux noeuds de la structure, soit en travee, c'est-a-dire
le long des barres.

Le programme permet de suivre 1l'evolution de la structure
lorsque les charges augmentent de la vale#ur zéro a la valeur
finale. En se référant a la norme du vecteur charges introduit
dans les calculs, on fait apparaitre le parametre
“multiplicateur de charges" ou "facteur de charges" » . FPour
une valeur donnee de x, on effectue des itérations pour tenir
compte des varfiations de rigidité dies au caractere non
linéaire des lois de comportement.

Lorsque le moment fléchissant M a atteint la wvaleur
plastique Mp, on considére qu'il y a formation d'une rotule
plastique : on modifie alors la matrice de rigidite

élémentaire de la barre sieége de rotuled(s) plastique(s)

On suppose que le matériau a un comportement elasto-
plastique parfait, et la section est consideree comnme etant
entiérement dans le domaine élastique tant qu'elle n'est pas
complétement plastifiee. Cette hypothése nous permet de
reduire le nombre d'itération a deux. En éffet, nous avons
établi un algorithme qui permet de converger directement sur
la rotule plastique, ce gqui évite en plus une consommation
excessive du temps d'execution.

Dans un soucis pratique, le programme permet deux
extensions. La premiére est la vérification du non-épuisemenyt
des rotules deja formees. Dans le cas du béton arme oOn
s'assure que Es ¢ 10%. pour l'acier » et Eb ¢ 3,D%. pour le
béton. La seconde est 1'eétude de l*evolutgion des



caractéristiques dynamiques T et w en fonction de la formation
des rotules plastiques.

L'organigramme général adopté est le suivant :

( DEBUT )

CALCUL EN PHASE

ELASTO-PLASTIQUE

(localisation des rotules plastiques)

CALCULEN DES DEFORMATIONS

PHASE ELASTIQUE

Y

EVOLUTION DES CARACTERISTIQUES DYNAMIQUES
T et w EN FONCTION DE LA FORMATION

DES ROTULES

CALCUL DES DUCTILITES

n

nen 4<:t MECANISME j:>

our

N
( FIN )




4-2 CALCUL EN PHASE ELASTIQUE

Les structures hypertatiques présentent l'avantage d'etre
plus résistantes et sont donc fréquemment utiltifsées.

Toutefois, la meconnaissance de leur calcul pose des
problemes. Ceci est du au fait qu'entre les efforts et les
déeformations existe une interddépendance. Néanmoins, cette
difficulte est levée en faisant appel a des méthodes de
calcul rigoureuses dites exactes, et parmi lesquelles an
distingue:

- La méthode des FORCES
- La méthode des DEFORMATIONS <(ou DEPLACEMENTS).

La méthode des forces considére comme inconnues les forces
de liaisons surabondantes, alors que les déformations
(translation et ratation> constituent les principales
inconnues dans la nméthode des déplacements. A l'inverse de la
methode des forces qui se préte mieux aux structures moins
hypertatiques, la méthode des déformations présente une
indetermination de forme réduite, et donc engendre  moins
d'inconnues pour un certain degré d'hyperstaticité assez
grand., Cette meéthode est aussi a la base de grands programmes
actuels et se préte bien & la programmation.

Nous exposerons la meéthode des déplacements gqui est a la
base de notre programme informatique de calcul.

4-3-1- Mathode des déplacements (%)

Dans cette partie nodus allons construire la matrice de
rigidité de la structure a partir des matirices de rigidite
elementaires de chaque barre sans tenir conpte des conditions
d'appuis (ces conditions ne seront prises en compte qu'a la
résolution du systeme d'eéequations).

Dans le plan, chaque noeud possede trois degrés de liberte
u, v et 8.
Les appuis sont des noeuds dont on supprime certains degres de
liberte. Pour une structgure élastique soumise & un systéme de
forces F induisant des déplacements u, nous pouvons toujours
ecrire [K]l [Ul = [F]l ; [K] étant la matrice de rigidité de la
structure. Les déplacements étant nodaux, les forces doivent
étre nodales.

#)Pour plus de détails , c.f. Reéf.[1]



* Repere local

Cest le repere lié a la barre note (x,y), repere propre a
chaque barre et qui est defini par la fibre neuptre de celle-
ci (fig—-4-17.

L'axe x est orienté du noeud début au noeud fin,
L'axe y est perpendiculaire a l'axe X.

Dans ce repere, on exprime les efforts N, T et M.

* Repere global

C'est le repere lié & la structure entiere note(X,Y> et
qui sert a definir les coordonéégs des noeuds. Dans ce repere
seront calculés les déplacements des noeuds et les réactions
d'appuis (fig-4-1)

Ces deux reperes sont liés par une simple rotation.
Y ox

g
J [

Fig. 4-1 Repére local , repere glchal



4-2-1-1 Matrice de rigidité d'une barre dans le repere local

La matrice de rigidité d'une barre quelconque (i,j> fig.
4-2 de longueur L , de section A et de rigidité EI exprimeéee
dans le repére local est donnée sous la forme suivante

| EA/L 0 0 : - EA/L 0 0 |
| : |
| 0 12E1/L° 6EI/L* : 0 - 1281/1® 2EBI/L'|
| { |
| 0 6EI/L  4EI/L® : 0 — 6EI/L" 2EI/L'I
LE] = 1 vivenernnneronnsonnsenns P B o b B & R |
| - EA/L 0 0 EA/L 0 0 |
| . " 5 i |
| 0 - 12EI/L - 6EI/L : 0 12E1/L - 6EI/L |
| 4 |
| 0 6EI/L°  2EI/L : 0 - 6EI/L° 4EI/L |

Vi i

6: ¥ Ll B: LUJ
"4 s
i/ ' N

Fig. 4-2  barre i,]
longueur L ,section A ,rigidite EI

[k] relie les efforts et les déformatios de la barre de
la maniere suivante

[fl = [kl x [ul

[f]l] - wvecteur force [ul - wvecteur déplacement
I Ni | Louy

I Ti | : Iovy |

I Mi | L 8L |

(£l = | ! ful = 1| I

| Nj | Iouy

I TJ | tovy |

I M3 | gy |

*) Remargues ;

a> La matrice de rigidite élémentaire dans le plan
est de dimension 6x6



b) Elle est carrée et symetrique
c? Tous les elements diagonaux sont positifs

d> L'effet de l'effort tranchant est neglige alors

gque l'effet des déeformations axiales est pris en
compte (lere et 4eme colonnes

e) Pour déterminer cette matrice compléte , il
suffit de connaitre une des quatre sous—matrices ;
les trois autres s'obtiendraont ensuite & 1l'aide de
transformations géonéetriques simples

Ainsi et par soucis de simplification de son écriture ,
on la notera [kal et la divisera en quatre sous—matrices tel
que pour une barre "a" allant du noeud 1 au noeud j , on aura
la notation suivante

| ka' 12 |
[kal = | . ; I
I la ka |
Compte tenu de remarque précédente , la connalissance de
la sous-matrice inférieure droite [kd 1 permet d'obtenir les
autres ; Pour cela y on definit deux matrices de
transformation
I =1 0 0 | -1 0 01
I | | i
[(Tdl =1 0 -1 "=k 1 et [Tgl =1 0 =] 01
| ! ! |
| 0 0 -1 I 0 -L -1
PP, -
On note que : [Tdl = [Tgl
Il en résulte i ;
[12 1 = [Tg) x [k 2
[la 1 = (k& 1 x [Td]
i 3
[ka 1 = [la 1 = [Tdl

4-2-1-2 Matrice de rigidité d'une barre dans le repére global

La matrice de rigidité établie preéecédemment relie d'une
maniére linéaire les efforts et les déplacements d'une barre

dans le repere lacal de celle-ci . Ainsi pour pouvoir exprimer
cette matrice dans le repére global , il est nécessaire de
trouver un moyen de passage du premier -repere au second . Il

s'agit de la matrice de rotation [R] définie ci-apres



cosH sinB 0

[R]l = -sind cosl 0
0 0 1
ainsi
x| | cosB8 sin8@ 0 Il X | L X | | cos® =-sinB 0 Il x |’
| | | I I | { | I |
'yl =1 -sin8 cos® 01l YI oul Y I =1 sind cosB O 1! y |
I [ ! i1 I ! [ [ I l
z1 -1 0 0 111 21 A I 0 0 111 z |
Y
X
Fig. 4-3 Passage du repéere local (x,y)
au repere global (X,Y)
Les formules de passage sont
Repére local : [fal = [kal x [ugl (4-1>
Repere global : [(F]l = [K] x [U] 4-2>
or (fal = [Rl x [F] 4-3)
[lugl = [R] = [Vl (4-4)
(4-1» , (4-3> et (4-4) donnent : [RILF] = [kallRI[UI
ou encore (RI"CRILF) = [RI '[kal(RI[U]
‘ t
[Fl = [R] [kallRI[U]
. ‘ +
Par analogie avec (4-2) , [K] = [(R] [kallR] (4-5)

La relation (4-5) exprime la matrice de rigidite de la
barre "a" dans le repere global

.

E
1 = (Rl (k& 1L[R]

e,

donc [K

-~

(L 1 = 018 1w

- 29 -



[L% 1 = tr1t 014 1CR]

(Ke 1 = (RIS [ka 1LR)

Sur le plan informatique , ceci se traduit par
1'introduction des matrices [R]l et (r1t ;i le programme se
chargera des differentes multiplications matricielles ci-
dessus

4-2-1-3 Etablissement de la matrice de rigidité globale de la
structure

L'assemblage de la matrice de rigidite globale de la

structure s'effectue en c§lculant,pour chacune de ses barres
les sous-matrices [KAa ) [Ka 1 , [L& 1 , [La 1 et ensuite
L 3 .
- additionner les termes (Ka 1 et [Ka 1 a ceux deja
existants

i 3
- placer les termes (La 1 et [La 1 & leurs positions
respectives :

Soit le portique montre sur la fig.4-4

11
- ”TWTZ
Fig. 4-4 portique & 4 barres et 4 noeuds
Barre 1 Barre II
I . ' KD L;
(K;] = | . | [Kd = | ) 9I
I Ly Ky | | Lll Kul
Barre 111 " " Barre IV ) "
! KIIT 1111‘ l Klv le ‘
[Qé = | | (K1 =1 |
P gry L L kS
111 Ki11 Iy Iv



iy
[Kportiguel =aZ [ Kal
=1

ll K« Kdz K’!s K44— {i
{ |
| K21 : K“ ; K:.—:» : K?-a. l
[Kportiquel = l.....vviouvvnn S s et v e e [
| ; ; ; i
: Kz, Ky Ky Kig :
| |
: K Koy Kys Kz :
avec 5 4
K= KI+ Kqy Ku— 0 » L1 Kﬂ— L
- _ 2 . o ok
qu' 0 Ka—- K]‘.Il hu— 0 qu-— Llu
_ .4 _ _ .3 L3 L4
Ky— LI 3 0 Kh— K, + Koz KM_ Ly
. _ .2 _ =3 : . 4 4 4
KM_' Ly K+{_ Lry K4i’ LII Kﬁ{‘ KIfF an' Kiv
il en resulte que
1 4 1 +
i K1+ K 0 Ly Ly :
2 4
| 0 K 0 Lo !
[Kportiquel = | . ’ 4 « |
(R 0 K + K Iy |
I |
1 2 3 4 4 4
| L,v. L L, K“+ K"j K.

*) Remarques
a) 8'il n'y a pas de barres entre deux noeuds i et J

, alors les sous-matrices [Kijl = [Kjil = 0

by Ka = I Ka
q r']

v 3
c) si i #j , Kij = La ¢ ou La »

d> la matrice de rigidite de la structure s'obtient

donc par assemblage en positionnant correctement
les différentes sous- matrices . La sommation ne
ce fait que sur les sous—matrices diagonales

_‘31__



a / Influence de la numérotation des noeuds

D'‘une fagon generale 1*assemblage se falt en
considérant les éléments des sous-matrices un par Ul
conforméement a la numérotation des noeuds correspondante

Toutefois , les grands Pprogrammes de calcul des structures
tiennent compte du fait que tous les noeuds ne saont pas relies
les uns aux autres ; la matrice globale peut donc éetre une

matrice bande et les gains en capacité du programme et de
résolution peuvent étre considérables

Considérons 1'exemple suivant

b - 5
3 b
2 1
/1]

77T mw?

Cette numérotation est mauvaise , les liaisons
horizontales donnent des termes extra-diagonaux , La
numerotation ci-dessous est meilleure

7 e . 3
5 fm 6
5 &
1 TTITT 77 7/'777?"

*}_RIQEE??EQS de la matrice de rigidité globale

a) La matrice [Kportiquel est symetrique

L) La structure bande de la matrice (K1l est une

caractéristique importante ; elle permet des @conomies
tant au niveau du stockage de la matrice que dans la
résolution du systeme d'équations final . Quoique le
nombre de termes non nuls de [Kl reste constant la



largeur de bande peut varier consideéerablement avec 1'ordre de

numerotation des noeuds . Cette notion de largeur de bande
maximale est facilement interprétable au niveau du
calcul des <structures . En effet , sa valeur 1b
correspond au maximum de la différence entre les

numéros de deux noeuds reliés par une barre puisque cecl
est lié & la présence d'une matrice extra-diagonale non nulle

lb=Max | §j -1 | +1 i et j : noeuds de la barre a
a
Nombre d'éléments de la bande = 3 x 1b

c) Cette matrice de rigidité est définie positive c.a.d

que toutes ses valeurs sont réelles et positives . Nous
admettrons cette propriéteée provenant du fait que cette ,a ete
ecrite & partir de la fonction d'énergie . matrice

b / Aspect informatique de la matrice de rigidite

Pratique de stockagze en mémoire

Vu 1'aspect bande et la symetrie de la matrice (Kl , le
stockage de la moitié de la bande nous permettra un gain
considérable en mémoire et un temps de résclution plus court

#) Stockage de la matrice demi-bande

Dans le programme informatique é&tabli , il est procede au
stockage uniquement de la demi-bande supérieure . Pour ce faiwve
il est nécessaire de déterminer la position d'un élément de la
demi-bande en fonction de sa position dans la matrice globale

Soit une barre I, I, appartenant & une structure donnee
(Fig.4-5) '

I, Iz L IZ
G S rrrren
Fig. 4-5 barre L I2 dans la structure



La matrice de rigidité de cette barre dans la repere
global est de la forme suivante

1, I
(i, )

I

I

2

Pour obtenir la matrice de rigiditée globale de la
structure , nous additionnons les termes des blocs ayant les
mémes indices

Soient i,j les positiong d'un élement dans la matrice

élementaire [kl et soient Pi , Pj les positions de celui-ci
dans la matrice globale ; nous avons les relations suivantes
ler bloc : ' £ 2, 0,2

Pi= iy - 1) x3 + 1 i=1a3

By = %i, = ¥ % 5 o ¥ ] j=1a3s
2éme bloc : ¢ dy e 230

Pi= (i, - 1> %x3 + 1 i=1a3

Pj = <¢i, — 1 Yy «x 3+ 3 — 3 j = 4 a 6
3éme bloc ( % y 1,0

Pi = ¢i, - 1> x3+1i-3 i=4a6

Pj = (i, — 1) x3 +3 -3 i =4 a6
ba et b, étant les coordonnees de l'element dans la demi-
bande stockee e b:

b

Matrice de rigifité de Demi-bande stockée
toute la structure




nous avons les relations suivantes

b, = Pi

by = Pj - PL + 1

4-2-1-4 Détermination du vecteur force

Le vecteur force noté (F] représente le deuxiéme mnembre de
l'equation d'équilibre [KI[U} = [F]

a / Equation d'équilibre

La détermination des déplacements se fait en considérant l'équilibre
de chaque noeud . Plagons-nous en un noeud i auquel arrive un certain

nombre de barres .

\ . . 3.
Soit [Fob]£= [No*  To' Mo* IF le vecteur force appliqué en ce
noeud et soit [Fa 1 = [N& Ta' Ma® 1 le vecteur force provenant des
autres barres . L'équilibre s'écrit ( principe de l'action et de la

réaction

L
No =% Na
. a "
T6 = I Ta
a
~ L
Mo = I Ma
a
“ <
Soit [Fo 1l = E [Fa 1l
or  [Fa1 = (RIS Ifa"]
ou {fa" ] - vecteur force provenant de la barre a dans le repere

local de celle -ci

Le vecteur [fa“] peut étre déterminé & la base du principe de la
superposition des états d'équilibre suivants :

déformation sans chargement + chargement sans déformation

w = \—’/ + ATV T 110

(5 - (74 v

] L
[fa*] - terme did aux déplacements seuls

N
[fa") - terme di aux charges seules



Enfin compte tenu de =a d&finition , TOUS POUrrons
exprimer {fz't'1 en fonction des déplacements des extrémites de
la barre , so0lt

O ey = (kb tuid + 014 1000
et en exprimant les déplacements [ul dans le repere global
tull = [RICUS 1
il en résulte : [71"‘.51"L L = {ké ][R][Ué ) & ng ][R][Ué ]
L'equation d'équilibre s'écrit alors
(7 1 =1 CRT (k& 10U& 1 + TRI (1A JERICUS 1+ (RIV £ ) )

Les déplacements du noeud i sont identiques quelgque soit la
barre aboutissant a ce dernier , et ainsi seront notes 1
Ainsi la nouvelle formulation de l'équation est !

(Fo 1 =1 (RIbrfa"t) + I (Rt ckd 10RO (Uh) 1« cptr1d 1imicuty o

(Fa1 - 1 (R [fa"')

soit @ (FY]

n

(E[R]t[kgi ORI D [U] 4 D¢ (Rt 1d JCRICETY D
c.a.d une relation de type
(K1 (Ul = [F]
ou [Fl1 représente le vecteur force , [Ul les déplacements des
noeuds et (K1 eétant la matrice de rigidite globale de la

structure

b / Calcul du second membre

11
]
pert
[
D

Le second membre de 1'é&quation (Kitvl = (FI]
vecteur [F] qui se décompose €n deux parties

- un terme du aux forces appliquees directement aux noeuds
- un terme du aux forces appliquees sur les barres
Nous avons : [F'1 = (Fa'l - I [Fa" ]
Q

[(Fo' ) - vecteur force extérieure appliquee aux noeuds ( actions ponct-
uelles connues ou reactions d'appuis inconnues )

[Fa"'l = (RF [fa"'] : forces résultant des charges appliquees Sur les
barres en considérant celles-ci sans déplacements
( terme toujours connu )
I1 en résulte que (F'1 est parfaitement connu pour les noeuds non
apppuis etinconnue pour les noeuds appuis .
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4-2—-1-5 Conditions aux limites

Nous venons de voir gque le vecteur force etait
complémentement déterminé pour tous les noeuds non appuis
cependant pas pour les noeuds appuis . Le but de notre
formulation étant toutefois de rechercher les déplacenents des
noeuds , nous pouvons supprimer les equations correspondant
aux noeuds appuis ayant des déplacements connus ¢ nuls ou
imposés ) : ce sont les conditions aux limites

Plusieurs mnéthodes nous permettent de mener & bilen ce

probléme et de ce fait , nous avons retenu la méthode dite
“méthode du terme unité sur la diagonale " . I1 s'agit de

conserver la disposition de la matrice tout en remplagant les
lignes et les colonnes correspondant &aux noeuds appuls par des
0 en mettant toutefois un 1 sur le terme diagonal ( afin
d'éviter que la matrice soit singuliére ) -. De meme , un 0
sera place sur la ligne correspondante du vecteur force

-
'—‘—"
0
v
—
o

Ainsi , si Ui est 1'inconnue du déplacement
question de résoudre 1l'équation

1 x Ui = 0 d'ou Ui = 0 ;

ce qui est le resultat attendu pour un appui .

(=]
o
—
o
o
o
e Y
<o
o
(o]
o

(K] [F] (K] [F]
compléte demi-bande
Cette maniére de programmer 'a 1l'avantage outre sa
simplicité de ne pas boulverser l'ordre de la matrice



4-2-1-6 Résolution du systéme d'eqguations

Nous avons a résoudre a présent le systeme d'éequations
sulivant :

[Kl (Ul = [F]

[ K] et LE] étant complétement déterminees apres avolr
introduit les conditions aux limites

A ce sujet , nous pouvons constater qu'il serailt
intéeressant de connaitre directement la matrice inverse de la
matrice [Kl c.a.d [KI' . Cette résolution permettra une fois
[K1™' et [FI connues de déterminer directement (Ul a partir
de

[Ul = [KI™' [F)
Toutefois , sur la base des algorithmes deéveloppes ,

1'expérience montre qu'il est nettement plus simple et plus
rapide de résoudre un systéme d'eéquations plutoét que de
calculer une matrice inverse . A ce sujet plusieurs methodes ,
qu'elles soient directes ou iteéeratives existent dans la
littérature

Parmi les méthodes directes , nous pouvons citer la
methode de substitution de Gauss qui consiste a exprimer
successivement chacune des inconnues en fonction des autres ,
puis remplacer cette inconnue par son expression dans les
autres éequations

Une autre méthode est celle de Cholesky dont le principe
est de décomposer la matrice en un produilt d'une matrice
triangulaire infeéerieure ([(Lil , une matrice diagonale (D]l et
une matrice triangulaire supérieure [Ls] ; soit donc

[Kl = (Lil (D]l (Ls]

I1 existe aussi la méthode de Gauss-Seidel qui fait
partie cette fois-ci des methodes itératives . A partir de
valeurs approximatives initiales o g .., x9, on obtient
d'autres valeurs successives x,, ff...., ¥ jusqu'a la kiéme
itéeration XP, xT,.... fﬂ. Des corrections sucessives se font
en minimisant l'erreur . Il est donc clair que le nombre
d'itérations dépend étroitement de la precision fixee ,
autrement dit , le temps machine est d'autant plus long que la

valeur de cette précision est plus petite

4-2-1-7 Calcul des efforts internes

Le calcul des efforts internes est basé sur le principe
de superposition des deux états d'équilibre



- chargement sans déeformations
- déeformations sans chargement

ceci peut étre formulé comme suit

[fal = (fa'l + [fa"]
[fa"] - chargements sur la barre sans deformations
[fa']l] - efforts dids aux déformations de la barre sans qu'elle
ne soit chargee
T
N aanusy ~ - v LD
[ fal = (fa'l + (fa"]

Le terme [fa'l est donné pour le noeud i par la relation
(fa't] = (ka'l [R] CU& ) + £1& 1 (R (Va )
et de facon similaire pour l'autre extréemité jJ

De ce fait , les efforts dans les Dbarres sont
complétement calculés aux deux extrémites

[f5 1 = [ka 1 CR)Y [U'1 + (1& 1 CRI (U°1 + (fa"' ]
Le calcul des efforts dans les barres est relativement
simple une fois les déplacements des noeuds connus . Toutefols

, il est indispensable de conserver intact le terme [ fa"l

4-2-1-8 Calcul des reactions d'appuis

Le calcul des réactions d'appuis consiste en fait a
‘reécrire 1l'équilibre du noeud ( principe de l'action et de la
réeaction J

(F& 1 = ¢ (Rl [£4 !
q

De ce fait , nous pouvons calculer les reactions
d'appuis recherchées en écrivant la simple égalite ci-dessus
en chaque noeud . D'autre part , pour les noeuds non appuis ,

nous retrouvons les forces qui leurs étaient directement
appliquees



4-2-2 Notations utilisees — Organigrammes

1) Lecture des données : LECT

#) Noeuds : Définis leur nombre NN , coordonnées Xi et Yi de chaque
noeud ¢ dans le repére global ) ainsi que du code appui
KAPP ( noeud appui ou non )

#) Barres : Définies par leur nombre NB , leurg noeuds débuts et fins
et leurs propriétés ( section ,inertie ,module de Young )

#) Charges : Définies par leur nombre NCHA ,type ,position ,intensité
et direction .
Noeuds :

Lire leur nombre NN

— i =1, NN
X{i>
| tableau des coordonnees
Y(iy |
| KAPP(i) = 0 - appul
KAPP(i) : code appuil b
| KAPP(i)> = 1 - non appul
Li=1i+1
Barres :
Lire leur nombre NBE
-~ j =1, NB
JDEB(i> noeud debut de la barre jJ
JEFINC{G? nocud fin de la barre J
SECT (j » section de la barre j
AINE(j?> inertie de la barre jJ
EYOUN(j> module de Young de la barre J
. j =31 %=1



Charges

— ic = 1 , NCHA
JELE(ie> numéro de l'élément soumis a la charge ic
VCHA (ic) valeur de la charge
ICODE(ic» code de direction et type de charge
| 1 force nodale selon l'axe X
: 2 force nodale sclon l'axe Y
ICODE (ic) = : 3 moment nodal
: 4 charge uniforme selon 1l'axe de la
[ barre
| 5 charge uniforme sur travee
-36 = 1g + 1
Lors des différentes phases de calcul , nous aurons

besoin des notations suivantes

#) LB - largeur de bande

#¥)> ALON(i)> - longueur des barres

#) RIG(9,1i)> - sous—matrice de rigiditée infeéerieure droite de
la barre i rangéee ligne par ligne

#) ROT(9,i) - matrice de rotation de la barre i rangee ligne

par ligne
#) AK1(3,3) - sous-matrice de rigidite inférieure droite
*) AKO (3, 3> . AL1(3,3> - sous—matrices superieures
respectivement gauche et droite
déduites de AK1(3,3> a l'aide des matrices transferts
*¥) R(3,3) - matrice de rotation qui emmagazine ROT(9,i>
#) RT(3,3) - matrice transposee de R(3,3)

*) TD(3,3> , TG(3,3) — matrices transferts

#) AK(3xNN,LB) ~ matrice de rigidité demi-bande assembleéee de
la structure »

*) FN(3xNN> - secohd nembre ( vecteur force »

*¥) FB(©G,j) — terme di aux forces sur les barres i




%) EFB(6,3ji» - efforts internes dans les barres

EFB(1,j) et EFB(4,j) - efforts normaux respectivement aux noeuds
début et fin de barre j}

EFB(2,j) et EFB(5,j) - efforts tranchants respectivement aux
noeuds début et fin de la barre J

EFB(3,j) et EFB(6,j) - moments aux noeuds début et fin de la
barre j}

#) DPND(3,j> - déplacements des noeuds J
DPND(1, j> - déplacement axial u;
DPND(2, j> - déplacement latéral v;
DPND(3, j> — rotation B;
¥) FND(3,3j) - forces directement appliquées aux noeuds j
Nous jugeons qu'il n'est pas nécessaire de présenter les
organigrammes correspondant aux differentes procédures de
calcul , toutefois nous détaillerons sur la maniere
d'assembler et de stocker la matrice dema-bande, de la prise

en compte des conditions aux limites ainsi que la résclution
du systéme d'équations Gauss—bande
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Assemblage de la matrice de rigidite demi-bande [AKY -
*ASSEMB’

AK(I,J) = 0

Mise de RIG(9,1) dans AK1(3,3)

calcul des matrices transferts

TD(3,3) et TGI(3,3)

~

Mise de ROT(S,I) dans R(3,3) et RT(3,3)

by

Appel au sous—programme
MATMULC( TG, AK1,AL1 )
qui calcule ALl= TGxAKI1

Appel au sous-programnme
MATMUL( AL1,TD, AKO )
qui calcule AKO = ALILxTD

:
®




P

JDEB(I)

JD

JF

1

JFINCI)

N

Appel au sous-programme

MATMUL( RT, AKO,B )

MATMUL( B, R, AKO )

Appel au sous—-programme

MATASS( AK,AKO,JD,Jﬁ )

|
Appel au sous—-programme

MATMUL( RT,AK1,B )

MATMUL( B,R,AK1 )

S ————

N

Appel au sous-programne

MATASS( AK,AK1,JF,JF )

~

Appel au sous-programnme
MATHUL( RT,AL1,B )

MATMUL( B,R,AL1 )

h

Appel au sous—-programme

MATAS1( AK,AL1,JD,JF )

Cin)

v



Sous-programme MATMUL( A,B,C ) de multiplication de
matrices 3x3

(_ Debut )

MATHUL( A,B,C )

i)
1 =1, 3
!
J=1,8
SUM = 0
K ; i . B

SUM = SUM + A(I,K)xB(K,J)

4

C(I,J) = SUM




Sous-programme MATASS( AK,A,I1,I2) d’addition en

matrice demi—bande

MATASS( AK,A,I1,I1 )

l

K 1, 3
J
KK = K, 3
IP = (I1-18)x3 + K
JP = (I2-1)x3 + KK

L

IB1 = IP

IB2 = JP - IP + 1
L]
AK(IB1,IB2) = AK(IB1l,IB2) + A(K,KK)

Sous-programme MATAS1( AK,A,I1,IZ2 ) qui additionne
seulement AL1(3,3)

K= 1,3
¥
KK = 1, 3
J
IP = (I1-18)x3 + K
JP = (I2-1)x3 + KK

} e

IB1 = IP

IB2 = JP - 1P +1

!
AK(IB1,IB2) = AK(IB1,IB2) + A(K,KK)

Fin



Conditions aux limites : LIMI?

I = 1,N

[ITA = KAPP(I)]

ou1l-

(ia = o>
an =0

non

I3 = (I-1) x 3

PL

A

Y
T A

IS = 0 oui

non

IK = 15,1 pas de -1

1

I3 + IW - IK + 1

JK <= LB >

AK(IK,JK) = 0O

IK




IZ = 1,3
AK = (I3+I1Z , 1) =
IM = 1,3
‘ L
FN(II,I) = O

-

boucle sur I

LS

Y

Fin




Résolution du systéme d’équations [K§ CUR = CF}

' Déebut ’

A

N3 : Nombre d’équations
N3 = 3xMMN

IK = 1, N1
PIV = AK(IK, 1)
\
PIV i;fld/>4700t Pivot nul
non {ﬁ{@
IKD = IK + 1
IKF = IK + LB - 1
CIxe > ¥s)
IKF > N3 oui -
-—-”J/— [KENS3
|
non

IT = IKD, IKF

&
111 = II - IK + |

AL = AK(IK,III) ~ PIV

oui




!

F(II) = F(I1) - AL x F(IK)

l

IJD = 11
IJF = II + LB -1

'JF:N3|

<<TIJF > N8;>> oui
IIJF:NS
> non
[IJ = I1JD - IJFJ
IJJ = IJ - II + 1
IJK = 1J - 1K + 1
AK(II,IJJ) = AK(II,IJJ) - AL % AK(IK,IJKJI
< ‘ —®
F(N3) = F(N3) , AK(N3, 1)
I = N3 - 1,1 pas de -1
!
S =0
JF =1+ LB - 1
JF > N3 > oui
"= non
J = 1+1,JF
l‘\ )1
JJ=J -1+ 1
S = S + AK(I,JJ) x F(J)
Il |
Jd
F(I) = ( F(I) — S ) 7/ AK(I,1)

g

<

Fin



4—-=Z— CALCUL EMN FPHASE ELASTO-FLASTIQUE

Comme nous l'avons signalé auparavant, le calcul en phase
élasto-plastique se présente comme une succession de calculg a
1'état élastique auxquels nous avons apporte certaines
modifications notamment dans les matrices de rigilditeés
élementaires des barres aprés plastification d'une ou des deux
extrémités. La matrice de rigidité globale de la structure est
automatiquement corrigée par l'opéTraticn d'assemblage. Cette
structure est soumise a un systémevxqfa y A B o,...y 2B qui
croissent toutes propeftionnellement. Le probleme a resoudre
est en fait de prédire le.comportement de la structure quand X
augmente jusqu'a la ruine gqui se produit soit par mnecanisnme
global ou local. Ceci est en effet 1'avantage qu'ofire la
méthode pas—- a— pas.

4-3--1- Degre 4d'hyperstaticifeé

Le nombre de liaisons surabondantes constitue le degre
d'hypertaticité. I1 est égal & la différence entre le nombre
total de liaisons et celul des equations d'éequilibre statigue
que l'on peut écrire.

Le degré d'hyperstaticité est donné par la formule

dH = - 3B3b - 3r - 2a - 1)
b — nombre de barres de la structure
r — nombre de noeuds rigides
a — nombree d'articulations
1 - nombre de liaisons ewtgérieures z=imples.

:
1
!
.
|
|

Comme nous étudions des structures a noeuds rigides, 1l
en résulte que

dH = - 3b - 3r — 1 >



Sauf exception (mécanisme local), la structure est reduite
au mécanisme lorsque nr = dH + 1 ou nr est le nombre de
rotules.

4-3-2- Nodification des rigidités élémentaites die au développement
des rotules plastiques.

Si une rotule plestique se développe au niveau d'une
extrémité ou de l'autre d'une barre ou les deux a la fois, la
matrice de rigidité de celle-ci est modifiée de sorte que le
moment fléchissant résultant en cette rotule reste constant et
n'augmente plus. C'est donc cette matrice de rigidite modifiée
qui servira lors de 1l'assemblage de la matrice globale de la
structure.

i) Rotule a l'extrémité gauche de la barre ((fig 4-6-a):

La matrice de rigidité élémentaire [kgl est la suivante

|  EA/L a
| |
0 3EI/1F SYMETRIQUE i
| |
|0 0 0 |
kgl = | I
| -EA/L 0 0 EA/L |
| |
I 0 -3E1/D 0 0 3EI/1? |
i s
| 0 3E1/1? 0 0 -3E1/12 3EI/L |

ii) Rotule a l'extrémité droite de la barre (fig 4-6-b»

La matrice de rigidité élémentaire [kd]l est cette fois ci:

|  EA/L |
| i
i 0 3EI/L3 SYMETRIQUE |
| |
0 SE1/1¥> 3EI/L |
(kd) = | |
| -EA/L - 0 0 EA/L |
1 |
i 0 -3EI/1* -3EI/I? 0 3EI/13 |
i |
0 0 0 0 0 0 :



iii) Rotule aux deux extrémités de la barre (fig 4-6-c)

A ce stade, la matrice eélémentaire [ kgd]l est reduite
uniquement & la rigidite axiale.

| EA/L 1
| |
|0 0 SYMETRIQUE i
| |
Po0 0 0 1
[kgdl = | ;
| -EA/L 0 0 EA/L !
i |
|0 0 0 0 0 |
| !
! 0 0 0 0 0 0 |

wit
¢
*
-

1

(a) (b) (ec)

Fig 4-6- Différents cas de rotulation d'une bharre
a) rotule au noeud début, (b rotule au
noeud fin, (c) rotulesaux dsux extremites.

Rappelons que 1'assemblage de la matrice de rigidite
globale s'effectue de la méme maniére gque celle decrite en
phase elastique.

4-3-3— Algorithme de convergence

La méthode pas—a-pas étant une succession de calculs
¢lastiques, l1'évolution de la structure peut étre représentee
par une suite de petits trongons linéailres correspoendant a la
formation de chaque rotule plastique. Le chargement est
appliquée d'une maniedre incrémentale en faisant croitre le
facteur de charge d'un pas &x suffisamment petit et en
comparant le moment a chaque extrémite de barre au moment
plastique. Les itérations sont répétées jusqu'a <ce que le
moment plastique soit atteint dans une barre. Cependant, il
existe une relation linéaire entre le facteur de charge et le
moment qu'il crée. Sur un trongon linéaire quelconque (fig 4-
%>, on peut, connaissant deux valeurs hlgq et Aly correspondant
respectivement a deux moments Mi, etMiy obtenus apres deux
itéerations et a l'aide d'une formulation mathematique simple,
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atteindre la charge Ap causant la rotule plastique en un noeud
en deonnant un moment égal au moment plastique Mp en ce noeud.
Ceci permet d'atteindre directement 1la rotule apres *tTroils
itéerations

Une rotule ne reprend pas de moment . Quand une rotule
est formée , le moment doit rester constant et égal a Mp
D'autre part , la matrice de rigiditeée de la structure change ¢
diminue > , d'ou la nécessité de proceder comme sSuit

Refaire démarrer & chaque fols qu'une rotule se forme le
facteur de charge » de zéro & la valeur de la prochaine
rotulation ; ceci se traduit géométrigquement par un changement
de repére ( fig.4-8 )

Pour x = 0 & »; (lére rotule) , calculer la rigidite [K,]
,les efforts

I Ny |
[Fy1 =1 Ty
S P
Pour Xx = 0 & xg <(2eéme rotule) , calculer la rigidite [Kyl

,les efforts Da 1 + [Fyl

De méme pour x = 0 & As , On a [K3] et [F,1 + [F1 + [F]
Le calculs se poursuivent ainsi Jjusgu'a 1l'obtention du

s
mécanisme correspondant a la charge de ruine

rc = L Al
: A
1 Ar
E _.}*
|
| 12
fig. 4-8 changement de repere ~
aprés chaque apparition
de rotule Aa
L
[
¥, . |

"
B\ I"'l?} MP] f’qu.

Toutefois ,la fig.4-8 montre gu'é& chaque changement de
repére ,la-courbe élastique lineaire passe par l'origine a
chaque apparition d'une nouvelle rotule , par consequent ,le
nombre d'itérations peut étre réduit a deux ; ce qui peut se
traduire de' la faqon suivante

-

M



Api = Mpi x i / Mi 1&-.1

fig.4-9 X = £QD

Organigramme de convergence :

‘ Déebut )

L1 =0

Calcul en phase

Trouver le max. de

¢ Mi / Mpi >

RAPP = (Mi / Mpi Jmax ’

.

rp =

[
o

-
~
=
-
]
g

L1

Il
=5
=
+
=




4-3-4 Donnees pour le calcul plastique

-

Le calcul en phase plastique nécessite des données
supplémentaires a introduire en lecture des données

DELTAZ - wvaleur introduite initialement du facteur de
charge X

DELTAl - valeur incrémentale du facteur de charge
PAS - pas incrémentant DELTAL
PLASMO(Z,1) - moments plastiques Mp aux deéebut et fin de la
barre 1
Notons que les points d'application des charges
concentrees doivent étre considérés comme des noeuds et ainsi
numerotes de la méme fagon que les autres ; il en est de méme

pour les © points de chargements brusques des sections
transversales

Le programme localise les points de formation des rotules
plastiques et les calcule .

*) Variables supplémentaires

DH - degré d'hyperstaticité
NR — nombre de rotules plastiques
RU - facteur de charge de ruine

RIG1(9,1i) - sous-matrice de rigidité inférieure droite
cas d'une barre i plastifiée en ses deux noeuds extrémités

RIGZ2(2,1? - cas d'une barre plastifiee en son noeud debut
RIG3(2,1)> - cas d'une barre plastifiée en =on noeud fin
EFFD - valeur du moment au début de la barre i
EFFF - valeur du moment & la fin de la barre i
KK{i> - code permettant de localiser la rotule

1 pas de rotule
rotule aux deux extrémités de la barre i

4%

|
I

KK(i) = |
| 3 rotule au noeud début de la barre i
| 4 rotule au noeud fin de la barre i

Ce code nous servira lors de l'assemblage de la matrice de rigiditée pour
selectionner les matrices élémentaires selon les cas qui se présentent
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ranigramme de calcul en phase plastique

[8:e]
I§1]

rpas de rotules

rotules aux
2 extrémités

rotule au noeud
début

rotule au noeud
fin

Début

|EPS = 1.E—4‘

| S ———

AT T f
I = 1,NB !

JD = JDEB(IJl ’
JF = JFIN(ID) |

PLASD = PLASMO(1, 1) f

PLASF = PLASMO(2,1)

EFFD = ! EFB(3,I) !

EFFF = ! EFB(6,1) !}

DIFF1 = ! EFFD - PLASD !

DIFF2 = ! EFFF - PLASF !

Gul
EHHHEIH!
DIFF1>=EPS et DIFF2Z>=EPS

non

SR T _ o KK(I) = 2
<DIFF1<EPS et DIFF2<EPS NR=NR + 2
imprimer JD,
JF, EFFD, EFFF

Ry, EERE——

CKK(I) = 3
< DIFF1<EPS 2% NR=MNkK + 1 +H—>—

{iﬁprimer JD, I, EFFD

hon

KK(I) = 4
imprimer JF, I, EFFF

¥ T 4

changement de repéere

cumul des
efforts

cumul du facteur
de charge

impression du nombre
de rotules formées

Fin



4—4 CALCUL DES DEFORMATIONS

Dans cette partie , nous nous intéresserons au calcul des
déformations a l'état élastique des élements de la structure
connaissant les efforts auxquels elle est soumise . Dans le
cas géenéral d'une section homogéne soumise & la flexion
composée , le diagramme des déformations est le suivant

€

+
=

IE

85{ deformation die deformation die au
a l'effort normal moment fléchissant

Les contraintes étant proportionnelles aux deformations ,
elles saont reliées de la fagon suivante

contrainte

module d'élasticité longitudinal

¢ est donnée par la formule :

r = Mxv / 1 + N / A

Mxv / I — contrainte die au moment de flexion
N/ A - contrainte dGe & l'effort normal
Dans le cas le plus défavorable , on calcule les déformations
pour les fibres extrémes c.a.d &a v = v = * h / 2 ; il s'en

suit que

( Mxh / 21 + N/ A ) / E pour les fibres supérieures

m
1]

(- Mxh 7/ 21 + N/ A ) / E pour les fibres inferieures

m
1}

Les déformations peuvent &tre calculees et comparées a des
valeurs ultimes & chaque itération . Ceci permet de deétecter
des ruptures locales de fragilité ( déformabilite limitee )
Ceci est un autre avantage de la meéthode pas—a—pas



4—-5 ETUDE DYNAMIQUE

4-5-1- Introduction

La dynamique des structures a paur oabjet le calcul et
l1'étude du comportement des structures soumises aux ondes
sismiques ou aux vibrations. Les structures généralement
caracterisées par une masse et une élasticite peuvent
éffectuer des mouvements sous l'action des sollicitations
dynamiques. Si le mouvement est répétitif, il est appeleée
vibration.

Généralement, on comprend par action dynamique la
ictation produite par des charges qui varient rapidenent

le temps et qui contribuent & l'apparition des forces
erties.

(]

v

1
@
n

ol U

a
v
[

L}

o)

L'objectif de cette partie est la détermination des
caractéristiques dynamiques : pulsations propres et periodes
propres de notre systéme oscillant. Ceci nous permet de sulvre
1'évolution de ces caratéristiques en fonction de l'apparition
des rotules plastiques dans la structure. Pour cela, nous
utiliserons la méthode pseudo—dynamique qui consiste en la
recherche du maximum de réponse sur chacun des modes propres

superposition modale).

4-5-2—- Modélisation mathématique

La determination d'un modéle tenant compte le plus
correctement possible de la masse et de la raideur de tous les
éléments d'une structure est une phase essentielle pour
l'eétude de la réponse a des chargements dynamiques en
particulier le selsne.

La modélisation consiste & répartir la masse de la
structure en un nombre fini de points. On admet les hypotheses
suivantes:

#) Les masses du batiment le 1long de sa hauteur sont
supposées concentrées au niveau de ses differents planchers.

#) La masse d'un plancher est répartie entres les différents
noeuds de celui-ci et ceci permet de prendre en compte la
déeformabilité latérale des planchers.

#) Seuls les degrés de liberté de translation horizontale
sont considéerés (prépondérance du seisme horizontal)

|
n
(1
|



La modélisation devrait se faire pour toute la structure
et non pas pour un portique. Cependant pour notre cas, cette
etude dynamique est limitée & des portigques plans car elle
complete 1'étude élasto-plastique plane. Une analyse complete
élasto-plastique et dynamique doit donc egtre
tridimensionnelle.

— —@- )

-4-4 Modelisation ; disposition des noeuds

4-5-2-1 Caractéristiques du modéle

a) Matrice masse du modale

Pour un systéme dont on ne considere que les degres de
libérté de translation (la rotation et le déplacement vertical

sont supposeés négligeables pour chagque masse du modele) |, la
matrice masse estdlagonale. Le nombre de termes diagonaux est
égal au nombre de degres de libérte . Les termes extra—

diagonaux sont nuls car une accélération appliquée a un noeud
ou une masse es5t concentrée ne produit de force d'inertie
gqu'en ce meme point. Lorsque toutes les masses sont accelerees
, les forces d'inérties ont pour valeur :

f,= m x U

t 4
= myx
E = n;x u}
fh_ m, *x u,

m - masse relative au degré de liberte j

i, — accélération dans la direction du degrée de liberte jJ
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Les relations précédentes s'écrivent d'une maniere
matricielle

(][] (o]

{U]— vecteur des accélérations
Uy

!
R

h
[M]— matrice des masses , diagonale et de dimension nxn
I m, (=] . . . ol
I o m, l
! .
[M]= l mj A
(. ' . .
I a mi

b / Matrice de rigidité laterale

la matrice de rigidite [(KL] correspondant aux degres de
liberté horizoentaux du modéle sera deduite de la matrice de
rigidité globale [K] de la structure apres la prise en compte
des conditions aux limites,en ne considérant que les termes
Kij correspondant aux deplacements horizontaux.

La matrice de rigidité latérale [KL] est une matrice

bande symetrigue puiequ'ellgﬁdeduite de la matrice globale [(KI
elle méme symétriqueet bonde

L'organigramne de passage de la matrice globale (K] & la
matrice de rigidite latérale [KL] est le suivant

NL - nombre de noeuds libres ( non appuis

KP - nombre de noeuds appuis



Organigramme de passage de la matrice de rigidite bande a

la matrice latérale
(Debut)

IT = 0

m:NN—KP[

I =1, KNL
J =1, LB

AKLKI,J> = 0

i =T, mﬂ

e

IT = II + 1

l

AXKL(II, 1> = AK{I3, 1>

e —nd

JJ = 1
] .
i S )
i J3 =4, LE ,pas de 3

JJ =JJ + 1

AKL(II,JJ> = AK((I3,J3)

-

’.(

fin

-



4-5-3 Calcul des valeurs et vecteurs prapres

Eesoudre le probléme de valsurs propres et da vacteaurs
propres consiste & trouver les couples »,, [g,] qui satisfont
la relation

[KL] = [gel = »;x [MI x [g] 4.17
Ce type de probleéeme apparait dans la deétermination des
modes propres de vibration d'une structure
[KL] - matrice de rigidité latérale du modele
[M] - matrice masse

[#y] -vecteur des déplacements de la structure définissant le kieme
mode propre de vibration .

x = w'- carré de la pulsation propre
L'équation (4.1) peut alors s'écrire sous la forme

¢ [KL] — @ [Ml ) (gl = O

L'expression preécédente représente un systeme de n
égugtions & n inconnues qui sont les composantes du vecte
Une sclution diffeéerente de Zero n'est possible que
detérminant de la matrice (LKLl - w*[Ml) est nul.

o

n c
H
b

Si on developpe ce déterminant , on obtient une equation
de degré n en w*. La résolution de cette équation fournit les
valeurs des pulsations w, y W y car s Wy Trelatives aux n

z
modes possibles.

Le vec¢teur des déplacements [g,] corréspondant au mode de
vibration k de pulsation w, est donné par

¢ [KL] - &y (M) D0g,1 = 0

{ﬁk] &=

)

= B3 = {‘3-4-44—\’7\0'53 propre de vibration
(mede. K, PULsatijk)

.
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Le domaine de calcul des valeurs ek vecteurs prop
trés vaste , nous en citerons quelques methodes

4-5-4 Méthodes de calcul des valeurs et vecteurs propres

4—-5—4-1 Méthode de Stodola-Vianello

Cette méthode permet d'obtenir la fréquence prapre ainsi
que le mode propre de vibration d'une structure . C'est une
methode iterative employee manuellement ¢ avec petit
ordinateur ) pour étudier les vibrations des structures
jusqu'a une dizaine de degrées de liberte . Elle est basée sur
la formule de récurrence suivante

%

%m;= [S1 = [M] x w ﬁk
[S]1 - matrice de flexibilité (souplesse )
- %«ﬁ/ $.~ pulsation propre
Pour calculer la fréequence du mode fondamental , ©on se

donne un vecteur initial correspondant & ce mode

4-5—-4-2 Méthode de Raleigh

Cette méth@de approchée ramene 1'étude de la structure
réelle a une structure ne possédant qu'un seul degre de
liberté . Elle essentiellement utilisée pour trouver la
premiere frequence propre . Elle repose sur le principe de la
conservation de l'énergie : l'énergie totale d'un systeme non
amorti et libre de se mouvoir est constante . Cette énergie
totale est la =omme de 1l'énergie potentielle est de l'energie
cinetique

4-5-4-3 Méethode de Holzer

Cette une méethode itérative baseéee sur la notion de
rigidité relative . Elle consiste a se donner une valeur
initiale de la pulsation w ,puis a calculer la forme propre
assog=icée a cette valeur de w par la relation

¥n = 1



wi

n
Xj = @ ==== I W Xy

Rj g%

I

XJ

Ry et W, - rigidité et poids relatifs au noeud Kk

si Xo = 0 alors w est la pulsation recherchee
[ X] sont les formes propres

sinon refaire le méme procédé avec une autre valeur de w

4-5-4-4 Méthode de Jacobi

C'est la méthode qu@e nous adopterons pour la
détermination des valeurs propres ( pulsations et périocdes
propres .

a / Déscription de la méthode

La méthode de Jacobi permet de calculer les n valeurs
propres ( et vecteurs propres ) d'un systeme de dimension
limitée ( n ¢ 100 ) dont les matrices sont définies positives

Elle consiste & transformer les matrices [KL] et [M] en des
matrices diagonales en utilisant les transformations
succéssives sulvantes

(k"1 = (KL TNt =
2 LT L
(K1 =1Q") (K'1LQ1 (MY = [Q'] (M Q)
w4 Kt K, X K ‘Kt k.. K
[K 1 =[0[Q 1 [K'1IQ ] [M‘% =[Q1 [M1IQ ] (a)
Les matrices [Kk ] et £Mk ] tendent vers des matrices
diagonales (K 1 et (M 1 lorsgque Xk tend vers l'infini . Les

valeurs et vecteurs propres sont alors

¢ _ d d.-1 ~ r 'J J
ixl = [K ].x [M] ou W, = h;i / M;;
| 0 1
| |
| |
% K+ '
(X1 = (QMQIx +vy x [QUXIQ Y x | 1 K, |
| . |
| : |
| |



Les périodes propres sont alors

To =2 1/ w

Chaque matrice [QK] est choisie de maniére a ce gu'un
terme (i,Jj’ non diagonal et non nul de EKK] ( et de [MF] »
s0it nul aprés la transformation (a> . La matrice [@f] a la
forme suivante

i |
i [
I |

gl = | 1 a . ...lv.v, ligne i
| [ ligne j
I I
I I

colonne i colonne j

Les coefficient a et b sont calculeées en ecrivant que

K#1 KA
s0it en supprimant par simplicité 1'indice k+1l sur les termes
de chaque matrice

a K.+ (1 + ab > K, + b K;;: = 0
b ) bd JJ
a M+ 1+ ab > M.+ D %M = 0
notons
Oq = g My - My K
.y = K__ M.. _ M-. K”
S T T T
°3 = KgMp — MuKy
€ 2
d = c3/2 + signe(cy) x\/ (c3/2 . + Ca o
alors a = ¢y /d et b = - cﬂ/d
2
Lorsque [M ¥ est définie positive , le coefficient (Cj/2)+QFL

est toujours positif.



L'organigramme Jacobi est le suivant

KL

EPS
EPSD

Entreées

matrice de rigidité latérale

- matrice masse :

- dimension des matrices [KL] et [H]
- nombre de cycles ( Maximum 15 )
précision requise ( 1071

¢ To=4ys

pour chaque cycle

FK
FHM

calcul des facteurs de couplage

KL(i, 0%/  KL(i,i) % KL(j,j) )
MGi,j)% 7 ( Mli,i) x M(j,3) )

FK < EPSD .

f

i = 1, N-1 -2
=
i = i+l, N 0]

et

> oui
EH < EPSD /

hon .

calcul des coefficients a et b

—

|

.

transformer les matrices [KL] et {M]

colonne

i = colonne i + b.colonne

colonne j = a.colonne i + colonne
ligne i = ligne i + b.ligne j
ligne j = a.ligne i + ligne j

&




)
K=1, N
AKL(K,K) > O hon erreur terme
: diagornal héﬂﬂn£
M(K,K) > O dans Jacobi

oui

W

calcul des valeurs propres :[UALP]
VALP(K) =AKL(K,K) 7/ M(K,K)

test de _ﬁ\\\\
convergence des .non_——()

valeurs propres

ou1i

calcul des périodes propres [T]

T(K) = 2 x Pi 7 VALP(K)




4-5-5 Facteur de contriﬁhtion

La masse modale est définie pour le mode 1 par : 3
5 t %
C Vgl [MICal O
ml = ==————— t_ —————————

(V1" (MILVp 1

{Vvpgl - vecteur propre corréspandant au mode propre 1
[M] - matrice masse de la structure
[Al - wecteur de direction

P11

I

| i

[al = | |

| |

i

i 1

Le facteur de contribution et la masse modale
représentent l'importance de la contribution du mode 1 a la
réponse globale de la structure

Lz méthode de Jacobi permet de déterminer tous les modes
propres ; pour chaque mode propre , on calcule le facteur de
contribution qui est donné par la formule

ml
F.C = —— %
Mt

Mt étant la masse totale de la structure

t
Mt = [a] [MI[a]
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Organigramme geénéral

(Début)

LECT

Lecture et confirmation des données

IIICOL - 1

HYPERSTAT

calcul du degreé d’hyperstaticité

l

calcul de la largeur de bande.
LBANDE

il
-

incrémentationdu chargement
INCREHM

ICO1=ICO1 + 1

N S
i = 1, NB
'--.:L_ . : > .J;_._ " -__..._\}
rigide |kk(c):1 rotulelkk(i)= 3 rigide kk(c)=Y |rotule K (1) =
rigide rigide rotule rotule -
Y " "-H(__\k S _,____._;

—1—

MATBAR

matrice de rigidité locale

de la matrice globale
ASSEMB

A

[calcul du second membre

FQRCE

>



conditions aux limites
LIMIT

L —
v

résolution du systeme d’équations
RESOL

calcul des déplacements efforts et
IMPRIHM

LI —— l TSR S G -

reactions

calcul des déformations
DEFORM

calcul dynamigque
JACOBI

algorithme de

n convergence
¢ 10013—3"—‘ R

CONVEEGE
Qui
phase plastique
PLASTIC
réinitialisation du chargement
10421
el e
< mecanisme ou instabilite ifffif4:>hﬂglﬂ()

a

Fin



CHAPITRE V

E X EMPLEZS

5-1 EXEMFLES

L]

Exemple 1:

Portigque simple encastre en pied ¢ fig.5-1

4 5 —n—
P =20 ¢
6m
Mp = 53.1 tm
E = 3802820 t/m2
A B . G, _u:m e

. e

fig. 5-1 portique simple

Exemple 2:

Cas réél d'un portique en beton armé Soumis a un
chargement qui augmente proportionnellment ( fig. 5-2 » avec
evolution des caracteristiques dynanmiques .

AR 3 9 % q

Cd

- 15¢
1t

5"
-
\

@ 6 3 P,

v

-

fig. 95-2 portique en béton arme
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Efforts dans 1¢s barres

Barre Noeudd N(t) TeL) MU
1 dehut 0.25352 d.060u0 25,9090
fin -6.2532 -4.U800 - .56
2 didbut 15,913 il it B Loyl
fin -13.9134 .25 Sbolsuu
3 début L3.7408 LS.91 354 49,0292
fin -13.7408 -15.91 44 46,3904
e
4 debutl 15.91234 -13.74060b ~Sb.1L30U
fin =15.,9134 13.7400 —du.2200
Rotule au noeud début 2 de la barre 2
Ele déb fin Mplitm) DELTA Ntot (L) Trotit) bHeol(Lm)
1 1 3 53.1000 1.0808 6.75806 44109 28.004%0
’ 53.1000 -b.7586 -4.416Y = 501
i 3 B 53.1000 l.0808 17.1995 G.75806 | .00 4
53.1000 -17.1995 -L.7580 )L 05Ul
3 2 4 53.1000 1.0808 L4.8574 17,1995 b e LUUU
53.1000 -14.857Y4 =-17.1995 S0 L7
4 5 4 53.1000 1.0408 £ 7wl U9E -ld.0L7Y JLUL Ul
53,1000 —-17.L99% J4.80579  —=au.uM /L
Rotule au noeud fin 4 de la barre 4
Rotule au noecud ﬁln 4 . de la barrc 4
Ele déb fin Mpltm) DELTA Ntot(ut) TrouL () Mool Ut
1 1 3 53,1000 1.1400 703062 TR (e & BT ¥
53.1000 =7.0302 =H.0v9s <[, £A0
J 3 ) 53,1000 L.14uU 17.700U0 7.0302 U780
532.1000 -17.7000 -7.03%62 $1..47687
3 2 4 53.1000 1.1400 15.7631 L7.7000 Lol luun
53.1000 -15.7631 -17.7000 GaLluuu
4 5 4 53.1000 1.1400 17.7000 -15.7631 -4i.4767
53.1000 -17.7000 15.76310 =3 5.1000

Instabilite locale de la structure
Facteur de charge de ruine i.l4u0
Nombre de rotules formces g



RESULTATS  EXEMPLE 2 CAS
Deyre d'hyperstalicate N
l'as Jd¢ rotule DELTAZ2= L.0000
Nowmbre de rotules NR= U

Efforts aux noecuds
Noeuds
Barre ddébhut
N (t) T(L) Mtm) N(t)
1 . -12.6342
2 0.0923
3 125419
4 - 38552
5 D.o002%
6 Faul 2T
7 9.5139
8] 5.2546
9 13.1670
10 4.8472

pérrode(s) 00221
F'eCo{ 59 U0.954
Lkotbule au nocud
Nomborres b rotnl
Barrve

NEL)
1 =13 220
2 0.Jue?
3 L s e T
4 -bL.9G4U
5 0.0045
G L.Y594
7 17.1856
0 Ded 918
9 23.70845
10 8.7559

Periode=(g) G.27

F.C (=) 0.97

10.2191
12,5790
10,1019
4.8330
§.3198
4.8472

—8.7790

-8.6892
-3+ 8552
-3:8527

£--04 0.
E+00

la

NiR=

2 de
(1

Deabut
TEED
18,6401
W27
18.2477
G.7301
15.0280
.7559
-15.85481
-15.695%9
-6.9040
-0.9594

1E-01 U

4E+040

L5.98061
179362
15,6609
5.4223
L0.7294
5.4705
-17.2978
-13.3276
-7.6267
-5.8675

L8OLLE-04

boarre 2
1

Efforcs aux

MObm)
28.87068
32.0000
28.20894

9.7948
19.43813

9.88148

-31.2462
-24.0740
-13.77606
-10.5988

12.06342
-0.0923
-12.5419
J.B5352
~0. 0025
-3.8527
-9,5139
-5.2540
=L3+ 1644
-4.8472

0.157E-03 0.4341-02

DELTAL

exbremnd

N(t)
2B
-0.1007

-22.655%
GL.odu
-0.0045
-6.9Y594
-17.18065
-9.4918
-23.7845
-8 .755&

LO68E-04 0.157E-03

U.653E-05 0.390L-33

1

12

fan
T(t)

-10.3191
-12.5790
-10.L0L"Y
-4 ,8330
-8.2190
-4.8472
8.77490
g.6892
a.85852

3.8527

§]

O.1U2E-05 0.248L-34 0.457E-01 0

L.OUG-

téds does ba
Fin
T(L)

~L8.6401
=t E2dd
=18.2477
=8.7301
-lo. 0280
-4.755Y
L5.8581
15,6959
b.9640
b.9594

0.264E=-02

0.204E-01

Mt
TL.8754
lo.uZ2uY
LLh.oL4i

7.6207
17T 7540

7.6170

=1.3.4207
-17.0840
“hobbbu

-7.6170

LH45k=-04 0.

SHYSE-UY DL

rroes

M)
N e
Dol
Uy
7760
211900
| Feg w2
-24.1571
-30.8011
-10.597.2
=1 37592

o
-1 .
2.

I

0.545E-04 .

0.4021-08 0

[ PR VI

IS D

LYl =00

1
o o 0



Rotule au nocud 1 de la barre 1

Nunbre

Barre

P_.
COUCdC O WIio =

Périodes

@]

P . (u

Rocule
Nonbroe

Barre

C G Ul 2l

Péeriodes

F.c(x)

de rotules NR=
pDébut

N(L) T(L)
24,9054 20.9270
U.l8Ld 22,4414
24,7839 20.5000
=4 59496 9.3978
U.004Y 16.559Y
7.5946 Y.4258
17.9564 -17.30658
LL.0748 -17.1893

23,9450

Y.4258

~-7.59406
-7.5946

(s) 0.3846-01

) U.988E~00
au nocud 3 de la
de rotules NR=
Debul

NiL) T
~25,2318 21.0238
U.1258 24.5704
25,1060 20,9223
-7.085%0b Y.449Y0
0.01L70 1lo.7484
7.6087 Y.d883
Le.2500 -17.5402
L1l.4240 -17.4373

26.2367
Y.4883

(=)

0.997£+00 0.636E-07

-7.685%0
-7.00b87

Efforls

1Lu.4957
-34.5057
-26.0759
~14.9730
-11.6272

0.L99E-05 0.1640-04

barre 3

)
«

M Ci)
32.4000
32.4000
32.4000
l0.5116
21.7097
10.5205

-34.8750b
-26.4140
-15.1373
-1l.74u4

Us727E-01 U.68YE-0U4 U,1D59E-03

dux

-7.594¢0
-17.9654
-11.0748
~25.94506

-9,4254

0.689E-04 0.156E-03 0.

DELTAL

exLrénites

-U.0170
-7.0b07
-lu.2500
-11.4340
-20.,2307
-9,.4804

u.

D.405%1-02

DELTAL L.vu51L
)
Efforts aux extremites does
Fan
M(tm) AT 1D
32.4000 24,9654 -20.9270
32.400U0 =.b8l4d =24,3404
sL.7608  =24.7839  =20.2006
1u.4011 7.54990 -4, 297y
21.45u8 -0.004% -10.5598

~Y.125H
173654
17,1893
7.59490
7.5940

o v B

LiYE=-ul 0

L.9853

barres

M)
Sl L G
L8/
LAYy
ST

A B
B ]

2

| (BT S
Il T IR
-s4 UL
—ll.{l'__”:-‘:
=14 .90au

— sy
o P T R

"

U.5d 5L~

SA25K-Uy

dos barces
Lin
'vr ) Mot
~21 . 025 2404042
~23.5704 JL.2401

=20.9225
-Y.49490
-1lt.7484
-9.408835
17.546.2
17,4373

7. 6850

J.LLb7

D.60YE-23 0.300E-0UZ 0.

24,0902
.‘LS'_I-JI-/'
25,5109

15,0914
-2b .50

—Sa1.010L/
il o Bl 2
=15 U9

0.545E-048 U

SA7TE-10 .

Fe L 4L

U ip=0u7

sk Ll =138

4510 -0



CRotule au noeud 5 de la barre 2 DELTAL = 2.01495
Nombre de rotules NR= 4

Lfforts aux extbreémitoes dos barres

Parre Debut "1n
N(L) T M(tm) N (L) ) ML)
I =25.9050  21.3736 32.4000 :5 J050  =21.3730 25 . e
i U.1280 Z24.0000 32,4000 —0.1280  =24,0000 S2 L4000
3 25,7770 21,2704 42,4000 =25.7770 =21.2704 25040l
K| -7.08350 Y6421l E06123 78350 =9.642] |5 e 23
5 U.0L73 17.”760 22,1241 -0 Uul73 =17.074606 239882
§) 7.8177 .biUb L0.6274 -7.8177 ~0.6300 1h.a741
7 L8.5612 U.omu -35.,9210 -18.5612 1B UG~ 2291
g 1L.0639Y -L7.BJ9- =27.2000 -11.61948 17,9595 =35.6575
Y :6.7092. -7.8350 -15.,4213 -20.7092 7.8350 -l2.0012
L0 Y,.6306 =-7.08177 -11.986Y -9.6306 7.8177 =15.471581

roriodes(s) n.LU?Efnn 0.690E-04 0.159E-03 0.412E-02 0.545E-6G4 0,119 =02

IF.C() D.Y996E+00 ULO558E=06 0.120E=33 0.132E-02 0.338FE-0% 0,251 =04
Rotule au nocud 4 de la barre 1 DELTAL = 2.1784
Nombre de rotules NR= &

Efforts aux extrémités des barres

Darrve Débul in
NlL) TL) Mlitm) N(E) T(r) M)
1 =01y L} 36 24.0000 32,4000 29,0304 -24.00400 A2 400U
2 0.1281 24,0000 32,4000 -0.L381 24,0000 S22 4bun
3 2o 8984 2308887 42.4000  -28.8984 =23.u8887 2200494
4 -4.5972 V.7793 9. H530 35972 -9.77493 16.5504
5 d.0LBO  19.0605Y 20.0334 -0.01l86 -LY.nh65Y 27,0045
O U.57086 Y. 7609 Y. BHLHBY ~4.5780 -9.7606Y Lousun
7 JU.4559 =20.4392 =42.2536 -18.4559 20,4392 =29, 20406
8 L1218 =20,4197 -29.1498 -14.1218 :U.3197 =41 .09069,
9 "U 4327 =8.5972 -16.5504  -=29.4327 G.95972  =L12.5400
Lu Y.700Y -8.5786 -13.5243 -9,760Y ..,/Uh 16,5000

Périodes(s) 211600 0.0691LE-04 0 1b0E=-03  0U.519E-02 0.5%45E-0U4 ULl LYL=03—

FaCii%) 0.999E«00  0.148BE-06 0.184E-05 0.327E-03 0.844E-10 0,319E-08



Rotule au pnucud U de La barre 3
Nompre de rotules NK= G
Lfforts
Barre Debuat
N(T) T MC(t)
1 =29 . UYL 24,0000 32.4000
2 U.u709 24,0000  32.4000
3 20 998 24 .ulduu 32.4000
4 -8.62l6 Y,uu74Y Y,8891
5 d.U350  LY.7208 206.1103
G g.hb006 y.7440 Yy.gu2s
7 Ly.5252 -20.4477 -42.2841
b 14,2500 =20.4117 =-29,2280
Y 29,4048 -L.LZ2100 —LO00V24
10 Y. 7440 -8.5800 -L3.540b

Péeriodesis):

F.CL%)

LDELTAL

aux extrems les

N{U)

29,0042
- U770y
=2 .49Y080
H.0210
-U.usoU
-b.o800

-lu.ad

-14.

O.11lzE+14 U.69lE-04 U.lolUb=-02

O.100Ev0L 0.758E-34 0.8Y916E-35

Instabilite
Factear
ombre

de

de

FIN

locale
charge
rotules

DU

e
der ruane
foruncées

cAas 1

=

2560
=2 40y
=Y. 7440

Ziad LG

Closss

Lin

L)
-24.U000U
—-s4. 0000
-4 u0lbui

=4, 0Uu74

F RS R

-1%.

0
L

Uit Sl =02

Gra LT B=3l

la stcructuare
2.1leis

G

— 4l
0 U477
JULarl/
B.u21b

'l'uia(]

Hedasb—

barvas

MUty

[
-t

1)

¢l di

R AVEY

o i

: AlES



RESULTATS EXEMPLE 2 UAs 2
Degrdé d'hyperstaticitd NH L2
" Pas de rotule DELTAZ=  1.0000
Nombre de rotules alk= U

Efforts aux noeuads

Nocuds
Barre ddébut fin
No(e) T(t) Mitm) | N(L) T(L)
i1 -6.4900 1U.5566 182167 U.4900 -10.353%00
2 =3+59594 12,5363 19.8715 3.5594 -12.5363
3 12,0494 Y.9071 17.4539 -12.0494 -4, 49071
4 -2.5173 2.9988 2.2488 245172 -2.994¢
5 =3 222 g.0983 4.7451 BBk s -U.0%u2
6 d.0009 4.3757 J.3802 -d.0060Y =370
7 7.4422 -=5,9729 -~12,5349 ~7.4422 5.9724
8 J.0041 -0.0101 -11.3651 -3.0041 L.ULUL
Y 15,0012 -2.5172 -5.8480 -15.0012 2L H1 7Y
10 0.9029 -bH.0393 -8.8990 -b.902Y b.UlY3

Pirriodels) U.l40L-01L U 102E-03 0.229L-0% 0.12508-U02 0

E.C(%) U.992E+00  0.317E~05 0.940E-UL U.7o28-0U2 U,

Rotule au nocud 2 de la barre 2 DELTAL L.« 8822
Nowbre de rotules Nit= 1

MOt

Ll 2
1 88l
= LA
S5.840U
Lok 2432
b L
=1 153586
=] 2k 5 3
-4.2%0u

i T e

Efforts aux extrémitces does Larre

Barre Dizbut Fin
RET) T(r) Mtiu) N(t) TOr)

1 -16.1500  20.0810 24.065H22 le.1500 =-ZU0.081u
2 -0.7707 23,8469  37.60U00 L7707 =23.840Y9
3 22,9207 Ly.8454  33.201L -=-22.9207  -18.8454
4 -4.7882 5 P04 14,2777 4.7882 -5.7044
5 -6.0999 15.4047 lo.0351 LYY 15,4047
G 153335 8:3235 6.4298 -15.3335 e
7 L4.1567 -11.3618 -23.8442 -14.1567 ll.3618
8 5.7145 -11.432%20 =-21.0189 -5.7145 11 e 30%
G 28,5356 =4.7882 =11.1242 =28.5350 47002
10 13.1309 =11.4881 =-16.9290 ~-13.130Y 11.4u66l

Peériodes(s) 0.1836-01  0.103E-03 0.229E-03 0. 12716-02

F.C (%) J.vyobe+00  0.2228-04 U.2278-06 u.osyle-02

Uadl37k=4

Uesdbli~LY

..'.;“l “l)r. 6 S i

Uy oid

Lo~k

Pol=ul



Rotule au nocud L de la barre i DEL'TAL 2.0271
Nombre de rotules NRi= 2

Efforts aus extrdmnites des barros

Barre bébut Fin
N(L) Toe) Mtm) N{L) d i W ML)
1 -17.2452  21.9380 37.8000 17.2652 =2L.4938U B B
2 -7.2488  24.3399 147.8000 7.2488  =2a4.25299 279176
3 24.5340 20,0149 36.2485  =24.52340  -2U0.0L14Y 1941l tu
4 -5.1171 5.9547 4,3293 5.1171 -H.Yn47 Lg%y
5 -7.1708 lu.0314 18.1298 7.1708 -16.0214 20,7744
& 16.3510 8.7677 6G.5347 -16.351L0 -u.7u77 | T T
7 14.4225 -12,1681 -25.6586b =-14.4225 12,1081 =Z235.0107
8 b.7140 =12.2400 -23.0348 -b.7140 L2.24060 =20 ufhuy
9 3J.5322 =5.1171 -11.8517 -30.5322 e Lk T il Y
10 12,9009 -12.2879 -18.1581 -=13.900v L my =i PN

Périodesis) U.209LE-01 UL1UZE=-03 0.23200-02 0.0218-02 Ools7i-U2 U.50 0 =4

B.C (=) 0.998E+00 U.771E-05 0.002E-04 0.1390-02 0. .0UO=-00 045210 =07
Rotule au noecud 2 de la barre 2 BELTAL = 2.0b68y
Nombre de rotules Ni= 3

Efforts aux extremiltoas des barres

Burre Début . (SN
N(C) 1T(r) M(Etm) Nit) T () M Ctad
1 -17.6941L 22,1286 37.8U0U0U 17.094F =22.12086 2lebdigy
2 =7.480Y8 24,5989 37,8000 7.4809 =_24.598Y 20072
3 2501750 21.5432 37.8000 -=-25_.17%0 -21.%432 U, A00d
4 -2.2420 6H.09352 4.4203 5..2420 -b.UYs2 Lo ol 3kt
3 -7.3193 17.04532 18.5985 73193 —=L7.,0432 27«4 Lt
9] l6.0774 8.00617 6.6020 -1lo.6774 -8.8017 LY, Uy
7 14.9967 =-12.4521 =-26.2649 -14.9467 ¥ edi2] =2, 5444
U 74409 =12,6136 -23.6732 -7.4409 1Zabl3t =26;7822
£ 31.1455% =5.2420 -12.1348 -3L.1-55 LT e IR R
LY 14,1023 -12.3614 -18.5847 -14.1022 L2.5014 =19.0%44

Pérrodes(s) 052901 U.103E=02 U.235L-0U2 U.L352E8=02 0.L30E=-0U"% 0. b =044

FaCil o) U.Y999E+00 U.190L=-006 0.6308-07 U.4496=-04 G, L0508 -0U7 .. 9 i -ba



Routule
Nombroe

Bartre

CdC Ul WIS -

L

10

Périodes

B G )

Rocule
Nombre

Batrre

CCdo U Wilo

C \C

Périovdes

F.C(%)

au noeud 0 de La

de rotules NG =
Début

N(L) Tie)

-20.4998Y
-8.62587
29,6245
-5.9504
~8.4262
18.9107
16,2829

8.13206
34.8709
15.6315

(s)

24,4435
27.49067
23,7642
L.4164
19.2454
9.60653
-15.0445
-15.2480
-5.9504
-14.3706

U.529E-01 0.103E-03

Efforus

pbarre b
4

MOCm)
37.800U
37.8000
47.800U

5,1665
20.5765

7.0407

-31.7682
=308 .5918
-13.7535
=21 .33579

duX

U.235E-023

pELTAL

CRLrCmites

Nt
20,9989
E.0257
=29 6245
H5.49504
8.4202
-18.9107
-10.3839
=il A4 20
-34.8709

=15.6315

- bl V]

2, 284

dary

LR

—

J

"
i

|

-7
=23 Tl
.
=19, 24 5.4

—u.U(JZL:

=3 ] £
-1 .+ )

R TV

o dus
15,2480
5.9504
L BTG

U.122L-02 U,

0,999E+00 U.1Y8E-06 0.050E-07 0.4450-071 U

clia

L..i &

N(t)
-21.394Y
-g.701lY
29,8843
-6.0476
-4.52063
19,1037
Lb.4924
B.lug3
35,1532
13,0810

(s)

U.999E+00

nocud 4 de
roulules

0.529E-01

la
NR =

Lerbut
T(r)
21.0850Y9
27,7002
25,8799
6.4825
Ly.4721
Y.obB34d
-15.3573
=15,3204
-b.U370
-14.503Y

u.

barre 7

)

Efforts aux

M(tm)
37.8000
27,8000
37.8000

5.1919
20.7419

7.3532

-32.4000
=-28.8817
-13.9573
-21.6396

1yslE-ub

LELTAL

GEULICHL LSS

NOL)
J1..394Y
B.7019
=2u.8843
L.U3706
.20
-19.1us7
16,4924
-b.lyul
=48 o 15549

-1l3.b81l0

0.103E-03 0.2358-03

U.uhur-07

22,3131

tlors

o
L s

s
o R

1%,

Ul 328E=02

Uoedabin-ths

24 LUy
=2 T Tl
L8794
4825

4720

w85
o 5204
G.US/0

S04y

barres

N

il o L i

SLodd

L TN N

L3 75355

Sk 30 L

2L acd U I

=& 1 Eo
=22.400U
-1 0. 0341
Sl [ )

Li761-05 U,

LU05L~uz 6.}

Larres

[N CE S T T

., Livupk-u2s

UelUDb=11/

SLAENE P RS
=20 o 2N
u e buliyg
=] 8 b 58

SR i

L,

7

R Bl VI

O I B Bl § AW



Rotulae
Nohbre

L'

O e s

—
C \o

Iérrodes

F.Clw%)

Rotule
Nombroe

T8 i b

Perrodes

F.C(%)

ol ba

e

NiL)
-21.5%659
LU0
L1975
L1154
GLYyl
3423

2U5

-y
30
-0
~8.
14

16.

[

. .
~ A= e
~JC =}
e O e
cCiec o

[Ga &) e

= e

(s)

0.99Y9E 00 0.973E-08 0.770iE-08 U.Lludl-U

.

ol

tl."

N
-2 0542
-lU0.3267

S22 .u0y4d
-v.081l0
-lu.04Y7Y
S1.4025
1s.2080
10,0343
49,0394
15.770

()

0.999L-UU

noeud
rulules

nocud U
rotules

5 de la

NI -

Debut
o)
24,8105
RECIRVEVEVEV)
25.90807
L.5457
19.6931
9.,06925
-15.4505
-15.4130
-6.1154
-14.7845

U.7895-01 U.1USE-03

la
NRi=

de

DEbut
Toe)
2b.0184
2y ..0000
06 s E2d
JL. U239
23,2013
10.4501
-15.9725
-15.92uY

-L.88a8
-16.9795

L
o

Fifiorts

Lfforls

0.215E-05

bharre 2
G

Mitm)
37.8000
J7.8000
27.6000

He.y B2 B
20.8542

7.6414

=-32.4000
~29,2522
-14.12311
-21.9804

barre 5
7

M)
s7.000U0
$7.6U00
L7.8000
10,9470
25,0056
12.5709
22,4000
-41.3150
-15.5504
-25.48238

U.790E-01 U.L104E-03 0.235L-02

aduN

Uoe220k-02

dud

LA

(IO B S TS

Nt

e P |
.04
-sU.1970
L9457
H.069!
-19.3423
-1b«5205
-dg.2130
-s5.40062

-15.7730

peLLrAl

i

0.

icn bl Ll

L.UBLUL

LG OYTY
21,4029
-lu.2b5U
-1u.0343
-39.03u4
-15.7781

Y I A )
- L e & g

Lhiss wla bl as
fLis

L) M4
24,0105 TN
=28 0000

L.

ol

AR S RORY

—-25.9b07 20
e DTN St od sl Wi
) S T B SCEIEY B N
g.uu2n A PR
LO.-4005  =29.4020
Lusdisu —42.a00U
L.l i =10 4405
13,7845 =22 4

P =00 O Ludh=0 b, S od =14
LA I T B D AR O I S N B P
s ded i
[ Ll s
| O T
‘e ) MULia)
A VI (e | i !
-2 Luluy PETRT
A T I L
-4.9410 el )
’:‘;.:Ltli :-f'.f.\;'k!'
-lu.4001 2ol ian
- P o N x
%5 o ML) S I ¢
1h.9209  —32.abdu
LU LD —li.9/02
lo..974%5 AV I

U.loue-u2

Ug.038lE-08 U251 1E-U3

G.laslbe—-bs

U.loulE-u7

J.

T S
BV RPN Sl VR



Rotule au nocud
Nombre de votules  Nig
flarere Lebul
N(C) ‘'(t)
i TR | 27 .4093
2 -Lu.9%B0Y  Z8.UUU0U
Js.8005 26,3548
-6.9Y521 B.3872
-10.7549 23,9312

D7)

LE
10
40
lu

reriodes(s)

FoaCll) DLJYYYE1LU UL2L56E-0U5

Rotule au
hombre .-
Barre
N
L -3
2 ~11
3 34
4 -0
5 -10
[6) 22
7 LY
5] Lo
9 40
1u 16

Périodes(s)

F.C(%)

S.lb4dd

3
+2U52 10.5224
7375 -16.2000

g =

23406
.0563
w252

-6.9521
-17.7070

U.790E-01 0.1

nocud 5 de la
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Trois cas sont considérés

Cas 1 structure a grande rigidité
Section(m2) Inértie(m4)

Poteaux 0.0045 0.000071
Poutres 0.0028 0.000018
Cas 2 structure a moyenne rigidité
Poteaux 0.0045 0.000071
Poutres 0.0012 0.000071
€as 3 structure & petite rigidité
Poteaux 0.0012 0.0000002
Poutres 0.0012 0.0000002

Moment plastigqustitm!

11.4000

4.0000

11.4000

0.39600

Q
W
&
&)

5
()
a
O
(&



Deux cas peuvent distingués :

Cas 1 :
Poutres surdimensionnées par rapport aux poteiu
Section(m2) Inertie(m4) Moment plastiguelitwm!
Foteaux 0. 1200 0.0016 32,4000
Poutres 0.1750 0.35646 55. 07w
Cas 2 :
Poteaux surdimensionnés par rappot aux poutres .
Poteaux 0. 1400 0. 1866 37.800v
Poutres 0.1200 0.0016 32.4000

Exemple 3

Soit le portique suivant ifig.5-3) scumis & une
force horizontale P . Dans cette exenple ,nous mgttremen svidence

la variation de la ductilité . La ductilité est detinie comnme
étant la capacité qu’a un

matériau , élément ou structure , de se déformer dans l& Jomaine
plastigque sans rupture QU ruine prématuréec . Elle peut gire expri
mée par la formule suivante :
déplacement maximal
déplacement & la limite &lastique
> ¥
Ll,OOm
. -
= 2 i
° 4,oom T 4OOM.
Ly T ;-i

fig. 5-3 Portique , calcul de déformation
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Le resultat de l’exemple 1 donne comme valeur théorique le
facteur de charge :

A= Mp 7 pL = 1.11
La valeur experimentale donnée par méthode pas-a-pas vaut:

Ac= 1.14

L'exemple 2 souligne bien le danger du surdimensionnement

des poutres par rapport aux poteaux . En effet ,4 partir de B
rotules , la Structure est instable aprés rotulation des poteaux
de la base ot les efforts sont maximaux . Le facteur de charge a

la ruine est

A= 2.1818

Contrairement au deuxiéme cas , la structure résiste mieux
et le mécanisme est atteint aprés 11 rotules , et la valeur du
facteur de charge est

A= 2.5455
Nous pouvons conclure finalement que la résistance d'une
structure dépend essentiellement du rapport des moments plas-
tigques respectivement des poutres et des poteaux .

A& partir de 1’exemple 3 ,nous avons tracé la courbe force -
‘déplacement et avons évalué la ductilité qui varie en fonction
de la rigidité . Nous remarquons qu'elle est pratiquement double
entre une structure a grande rigidité et une structure a faible
rigidité

Dans 1’étude dynamique ,le premier mode de vibration cobtenu
est toujours le plus prépondérant , ceci est confirmé par =on
facteur de contribution qui augmente pratiquement a4 chaque appari-
tion de rotules et atteint la valeur 1 & la ruine .Nouz ocbservons
aussi l'augmentation des périodes propres ( due a4 la diminuticn
de la rigidité avec l’apparition des rotules ) . Ce phénouénec
s'accentue beaucoup plus. lors de l’apparition des rotules au
niveau des poteaux car le déplacement latéral est le plus prépou
dérant .A la ruine la période propre augente brusquement pour
atteindre une trés grande valeur ¢ c’est l1'instabilité de la
structure

(@A)
=]
|



Chapitre VI

CONCLUSION GENERALE

RECOMMANDATIONS

Au cours de ces derniéres décennies » des progres
notables ont ete accomplis dans la connaissance du
comportement plastique des structures tant sur le plan
theorique qu'expérimental . Les progreées ont permis aux
reglements de calcul de faire une Plus large place a la prise
en compte de la plasticité dans le dimensionnement des
structures . Par consequent , il a été edifiée un modele
mathematique basé sur l'utilisation pPas-a-pas de la methode
generale des déplacements permettant Ll'étude du comportement
2lasto-plastique des structures . 1le pProgramme de calcul ainsi
ecrit permet de suivre tout le comportement de 1'ossature
Jusqu'a la ruine totale ou partielle en donnant des resultats
realistes pour autant que les autres non linéarites <« fluage |,
non linéariteés gecmetriques ) soient faibles

Le calcul pas-&-pas semble étre la methode la plus juste
pour verifier une structure en plasticité . Il s'en suit qu'il
pPeut evidemment étre utilise pour justifier des modifications
qu'il serait souhaitable d'apporter aux reglements
actuellement en vigueur en favorisant une utilisation plus
rationnelle de la résérve de resistance offerte par le
dimensionnement normalisé

Ce calcul nous a permis’ en ‘plus lors de notre étude de
mettre en évidence le danger du surdimensionnemdnt des=

poutres par rapport aux poteauxz , ce qui est helas le cas le
plus fréquent dans les constructions congues dans notre pays
2t que le réglement pParasismique n'a pas soulevé . Les Poutres
de grandes portées sont a eviter car elles demandent de
grandes sections transversales . Il serait par consequent
Souhaitable de mentionner pProchainement ce danger

Dans 1'étude dynamique , notre but n'eétait pas d'evaluer

les forces sismiques mais simplement de voir 1'évolution des
caracteristiques dynamiques ( per¥des propres et facteur de

contribution > . le reésultat auquel nous avons abouti etait
Sans doute prévisible . En effet » la diminution de 1la
rigidité par suite de formation de rotules plastiques fait
que les periodes de la structure augmentent , ce fait etant

beaucoup plus accru lors du Surdimensionnement des poutres



Ce'logiciel nous a permis en plus d'evaluer la ductiliteé
des structures de rigidités variées a partir de courbes forces
- déplacements

Notre étude nous a ouvert une issue dans le vaste domaine
de recherche et dans un soucis de continuité du travail en vue
de 1l'obtention de resultats plus généraux qu' 1l serait
intéressant de mettre en pratique. Pour cela ) nos
propositions pour les recherches futures peuvent s'orienter
vers les points suivants

—pour une meilleure représentation du comportement des
structures , il seralt souhaitable de prendre en compte ;

¥) les effets du second aordre

*¥) le fluage est le retrait pour les structures en beton
arme

*) l'effet de 1'interaction M - N

*) l'extrapolation pour des portiques dans 1'éspace ainsi
que pour les treillis

- Par ailleur , il serait souvhaitable d'étudier l1'effet des
chargements non monotones et eventuellement les effets de
chocs sur la rigiditée . En effet ,la dégradation de
rigidite fait qu'a chaque cycle de charge et décharge , on
se trouve en preéesence d'une autre structure . Les effets
combinés de la plasticité et des grands déplacements s'en
trou vent d'autant plus soulignés .
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