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INTRODUCTION

% ik de ce trawail et e afonfna; i aperpn aney oncis
du -fva&'mc de 4 " ecluomy oles fwm&a&'am (D P : Disturbance
decoupling ﬁob(sm) dans les sys}e'mmmmtehem on jafiubier , avec une
appbicalions & pm modsle de  cobme & distitho .
%M mare accessitle ce 'ﬁam;'f) mous 4 awons punlage’ en dux parkies.
025. ,fmmm, tb consacee & la modeliakom de lu colowme .
aCfb/tcaan/ pelabora Lo DDP ew 3ene?af) o dams laquell ow a imive
un  chapdic wwaw bimiave ot ceci en paion de la 7&.[: amalogre
[?w. dera et fmudmie) o exisle aute b mon lmeane , e wite elamk
botafemenks  comaame au decouplage du modely mam bniaie de bo colinme
Audiee - {
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b dams & soucs de me pas dowmer uw caracleic fop Heougue a
molie pavail | o po lmide au stk omnkiel du cole maRimaligus
V73 é;‘b/:‘ojrap}u‘a puasenlee on fom de memove  patiae quelyue pe a
clle " deficience” (voutue). |
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¢ ———  liquide

oto

——ectm.

numero  du composa;’ .

numero du P'ia|'euu.

nombre de Plal-:aux,

concentration 'n'quidt. du composant | dans le plateau |

-

. /
Flisees

’

—  au

% megf{ci;n'r d'e’quil{bre h‘quide-uapeur du wmposant- [ dans le Pla}euuj-

i
o volalilite relative du produit de Fete por rapport au produit de fond (cas binaice)

coneentgation  liquide du produit de tete dans e plateau ] ('"_"*__)

Ednois e W VaPcur

ex?rime' en ,?or\c\“fon de ol et oc“;‘

. debit ]iquidc molaire 4y P!ah?au_j

t debit molaire liquide d'dimentaltion .

. debit molaire vopeur du plateau |

ay

© debit molaire de-reflux du condenseur (liquide)

: en}'hu'lpit va[beur du nr{elanty, au plateau

retenue molaire Uiquidc) du piah:auj )

du rebouilleur

du

condenseur .

+ coefficient d' equilibre h‘a;uide,uopeur du produit de tete ou pl

t oncentration  liqude d' alimentation (en produit de i’él'e)

i

: debit  lquide de SOuhraSg du febﬂui]'ltur(m_o'-airg)'_

(—)

ahauj

{—)

* [moles /7]
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CHAPITRE I ~ GENERALITES SUR LA DISTILLATION

ET LES COLONNES A DISTILLER

4 D ishillakion : @k colonnes a diskiller

La 5éFaraHon de mélqnqcs en leurs conshiuants de \oase > dans des con.
_ditions c\mmtqucs aFPropmcs saPFelle distillation u sthrahoq par dishillation.

L' etude de la diskillation q pour: obJed"F la rECL\crchr. des Moyens o

metkce en  ceuvre pour sefmrcr les divers conshtuants d'un melange e} en
Feer un ou plusieurs corps  Sous forme  techniquement ou chimiquement pure.
Cette operation a liew dans un systéme physique de 6¢Parah'oﬁ — colonne
ardishillec:  continu Prog{css'i?, par fransPect de matiere entre deux
Fhus:s - la phase vapeur (le. conskituank le Plus volah 1) et la Phasc liquide (fe
constituant. le. moins. volaH) *ravaillant @ contre couront .
'{n/argm nuessmrr, pour provoquer cette sc"parahon du melange en ses divers
constituants  au dcgrc de Purel'e. desice |, est A?ourme Sous .formt de chaleur vehi-
—culee par les phases en 'Prcscncr. |

systeme, que lon assimile d une  machine Hermique comporte deuy

sourees de chaleur, de Pokentiels dif ents , situets aux deux extremites de

la  cdonne d-.qui assurent le Pransﬁcrk de ['énérgie: Le rcloomllcur (source chaudc)

%ourmra fa  chaleur qui seca absorbee en Purhe pac le condenseur (source %rmdt)

19?“’ de colonnes g“ d_n'sl-i”cr‘
Il en existe deux -
- Colonmne a garnissage
- colonne q Plahaux

Ce.s deux ngcs se caracktrisent Par des echangcs dc maticre  bout a

4
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,fail' diffecents .

% Dans la colonne a garnissage , cet €change  se faif d'une maniére conti-
_rue fout le long e la  colonme -

» Jar wntre  dans celle d plateaux , ( se tait d'une manicre discontinue
suc les etages de contact (plateaux) , répartis requliccement e lo‘ﬁj de la

»

colonne .

;__E_qﬂi_br:. quuidc. vapeur :

Son le mode d'ccoulement du liquide , deux bypes de contre.courant  gont o

considecer: le conkre.wdurant conkinu ou le . discontinu ; suivant que l'on esten
Frt'scnca d'une cdonne o garnissage’ ou d ?la[-eaux, (espectivement, Dans
cetre decnidre , A ch‘aqu.c_ él'asc  les Phases liquide et vapeur sont mises
en r.onP.acI' puis sc'P;rc'csf. les extraits ou ra.FFmalfs quittant ces c'}ajes sont
done en equilibre - on Parlem 'A"c'quilibrc 'lf;qul'dc_ua}:cur:. 1 s'agit la d'un phc’no_
_mene diffusionnel ,?ondqmenkai dans !'¢tude de la distillakion. '
Eu)ours dans ¢ cas de la colonne a Pluhaux , 'échange  reciproque de constifu-
_ants  par diffusion  entre les Phases conduit & un equilibre  theorique . Un el
systeme en dquilibre , carackénise par les rg\o.hons entre les wn*cenlrrq\'ions des
conskituants dans chaque :phase , Sera complérement decrit par fes equations
du bifan énergéhquz et du bhian matiere.

Cos  equations  que l'on Pera  Bigurer dans le chapitre ' modelisation tiennent
cOmP%; dg deux principes %’ondamcnl'uux 5 re'gissantf les Processus (Jhljﬁiqu.CS ek
chimiques  dans I'¢tude des colonnes d‘dis\rillcr qui  sonk:

Le ?finci‘)e de la conservation de la makiere.

—

i pr B t " v 11’ \ .
? enefgie
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Ly Hodele de coloumt

Lo modeéle de colorme avee  lequel m_‘_havaiﬂcm , sk une tqlor;tic Q. plateaux , i
- Qui : P'rt'sen\‘e bcaucnn': d'auanhéw , du pomk de wie modcll'isﬁhor-.; relativement

au modéle o garnissage . De plus 1l o %m{' ('obyet d'une ctude de rejel des

Perhrbah‘ﬁns dans . le cas lincaice [57]-

Qans” le soucis cle-'?errneH'ra une meillewre wision de la chose , on donne

dans la h (A) une deseription sommaire de la colonne .a plakeaux .

la fonckion  du bullon: de Flash est c_:l'alssuicr' une. o.lir\:cn\'a\'ion liquide a Son

?oln’r .ck bulle -
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“1_Equilibre thermodynamique :

44 Equi\i‘ore liquide vapeur .’

q)_ Cas_ _gu}eml Tour corackeriser qﬂ c’qﬁi[ibrc ,on fait appel aux coef.
-Picients d' equilibre des diﬂc'renbs constituants du melange on les 'dé¥1n6¥ v ;
KU -, 'ij_ Cot,FFt‘cier.\lv d'€quilibre du congtituant i d_ans le Pla}eauj :

?i on se restreint d. un Pla\-eﬁu,d si le melange eskd m constituants . le
nombre total de variables (‘l‘, ki, yi, T, P) seca de (3m+2)a cela s'ajoute.

_tnt les (m+2) equations suivankes .

R Ht bud,%,...,M

R

L=1 L=

1! cx_u',s du nombce de variables pac rappoct au nombre d'e'quations nous
donne le nombre de degrc’s de liberke’” du s_tial'ime
Gn raméne ainsi le nombre de variable a Qo) pac plateau , Soit (Lmun)

POU.(

}oul*z la coonne .

b) Cas_binaice:  On exprimera les toefficients J'c’quilibrc des deux composanh
d’ un mélapgc binaire en Jonction de la volakiire relative < un tonskituant par
rapport d un autre <+ des i .

En Séném\, le distilat e le cesidu ont des proprietes Physiques ek chimiques
proches les unes des autres | de la decoule I"assertion suivante:

Lo volatilite relabive A, d un constituant par rapport d un autre esk

considéret comme constante toub le long de la eolonne .

:puns e qui suivra on - limtera lg raisonnement & un plateau .

‘;“' SRRy G st e
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. -Dans un plateau § quelconque : on pose Ky le weplicient d' equilibre liquide
~vapeur du produtt de tete , K celui du Produil' de .Fond;. alors

e & e e Koy

comme : (1) 1j1+‘gz= 1 et U-'1+QC;=1 ()
G K1.2_11 e K“;{ ) .
De (1) et 1)  on hice

:{EE o 4— ALq - _‘1__
qd:b - ‘1—]31 K)_

olw K& o Y 4
K2 A Ky

ol = Y4 (‘L-‘I'l)
oy (1_5..) .
(Yo < Yife-x,) |
> rﬂq[(4_x,)+o(:r.] . ol
@n obkient doac: | 4j1= % e (Zu)
' ‘l+@(—‘1)11

: _\.a relabion (244 ) pecmet de ramener e nombre de variables & m (nombre de
?\u\cuux) . Boue commodite d' eeriture , on adoptera la notation suivante :
. Y= Yy e =X . concentration du produit de Fete. .
Xy, Yo~ peuvent ehee exprimés en fonchion de o e y. |
U,z -, Yo 1-Y.
G qui Se traduira pour loa colonne ‘dons son ensemble par :
%) = 9 y %y ==

Yo = Y Mir 1=



3.

Bur un Phi-eou J quelconque la relakion (244 ) s'ecrica:

LY

R Lt 4
i e T @)

| Cela revienk o ex primer 'HJ- — Qui n'esk autre que K{ - en #onch’on de A er

1.2 Bilan theemique:

(Gn etablica  des équahons dans un cas touta fai!- ge'nc'ral pour un Plaleaw
J quelonque avec alimentation et soutirage -
; A IAP \Lj" :’Pﬂﬁ“ TVJ:%NJ » Y,

alimentation
liquide

- —A, haﬁwj (soukirage)
)

fl—jtﬁej X \{jd)?ll’yﬁ !HJ”

-

Tl y.a conservation de l'ehérgie , le 'Pla[*e.au.])ris dans son ensembl?./ toul
e qui entre  est e'3a| O ce qu’ sort .

debits molaires:  Lf 4 LJ_1 l\b_,, o VJ +L_] WV @) _
C;lc.lDil'S Cﬂ[OfiiquU.C5'. LFI’QF e Lj"‘a{]‘i 4 VJ'" Rﬂ‘]" = VJ hu'j_*, LjhEJ*w_]?l!J )
2 Bilan: makeriel

Nous Proce'derons de la méme maniére que pour le bilan energetique , soit

le méme plateau que Prt'ct’dcmmenr . 'Le modele que l'on veut ¢lablir étant
dynamique , on n'aura pas recours qux €quations stakiques .

A ‘Parhr de (39) , donnant I’e'qu:‘librc des debits molaices on etabliF

lo relabion suivante:

-' :)



D ngo}héses de kravail:

1_ L'etancheik’ de la colonne est ideale , d'od 'impossibilite” d'€changes
' e

Parusibas de matiére avec legmilieub exterieur.

1. Lo cdonne esk Par{iail'cmcni' I'Soleé thermiquement , ). pas d'e'changcs
de chaleur parasites avec "exterieuc ‘et entre les plaleaux.

s Lo volaklit relakive du melange binaire esk constante ot le long de
la colonne . g ‘

(. \les Pluh{uux 1=2 Jusqula y= m-1 sont pacaitement \denkiques , il en
ceca de méme avec les retenues molaires qui secont de Plus tonstantes
dans le temps.

5. L'idealite’ des plateaux est de 400/, .

6. Lo totalite de la vopeur est condensez dans le quhauﬁ(conémuu")

7. L' alimentation se fait exclusivent en liquide . (le liquide étant au poink
de bulle).

8. Le femps mork entce la_condensation de la vapeur et le reflux du diskillat
est neglige. ( les conskantes de kemps kgd}auliques sonk negligee devant les Hhemiqas

9 .. Il niya pas de pertes -de charge dans la colonne , | en decoule que “
la pression  est constante tout le long de celle-ci.

Consequences_directes: De ces kapol*hises , on en lirera des consequences

qui nous  seront ?or& ukiles pour, la SimPli.f[mHon des colculs qui vont suivre:

— — o — — o ——

_ Les £lux molaires h‘quidgs a fravers la zone d' e'Puiseme,ni-, secont les memes
i dem ?our ceux de la zone de rechgimhon.

- Le glﬁx. de vapeur . est identique bout e Iong de la colonne.

W) : 5(—1 [i; ¥-‘|] ) I—j-;l.s N V, =V S @3,{)
J(—: 117 T'l-‘l-), LJ= LF*Lb 2 V"J:.V

e e e &
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CHRPITRE % REDUCTION DE L'ESPACE D'ETAT

ofes di?géren\'es variables d’etal de nokre 55;sh‘.me . sont les concentrakions § du produif .
detete dans les differents plaeaux les X devraient d'un point de vue phy-
_sique  elre contenus  dans Jo,1[" la queskion que lon peut se poser
_est de Savoir si le modele mathématique rechcF; cette ?roPriE}c': .
Ou encore en d'autres tecmes , vecifier  Si la trajectoire c'f. x dans R" sera
contenxe  dans l’ouv-crl- Jo, 1[" et ceci quelque soiewt!’ ¢tat initial % € Jo, 105 |
entree  u ,Id le temps t. _L’uﬂirmohut veviendeait & montrer que e
domaine D= Jo,1[" est positivement wvadant . ?
\’oic’t_ maintenant deux propositions  necessaires pour ‘monkrer |'asseckion precedente:
R: L'inke'riﬁur d'un domaine positivement invaciant \'est aussi:
R L'.inhrseclrion de deux doma;nc; ?os:l'iuemcnl' wvariants le sera €galement .
Gn dr_'composc I'espace d'crar initial R™en deux inkervalles Dy et Dy dont Vinker_
_seckion sera De [0,1]'“. :

Di. = CR™ |2 0 (=t ym]

Dy {2 R |X €150 ,m]

4, Tnvariance de Da: :
rSni} i(t): X, (a Q) l'c'quahon difft'fml‘id(r, ordinaire

»
4
.

4

regissant e systeme (2.8 ). Le ?rublime de l'invariance ¢ posera aux Jrontieres

de Dy ol nous devons brouver le vecteur tangenk Xo(x) dirige vees *\inkerieur” de.

Da- Cela se braduira par:
Qour boub o de T tel que =0, la ™ composante de Xy () doit étre positive,
ou Mllbzu)[vj= 1;-.--,fn . %=03 X‘,"(ﬂ{)]izo

avec 'XA = (14 ,--)mj_q ,0, 'xji"”' o '-IM) |

A



15.
qFthuons (34) a notre model:
v, 'L.s {Lj M ‘.[ﬁ H Hb, H!)'{Zéi ,"F;IF chat des Srancturs ?o&hv’cs ou nulles ;

3?-1-- " Xy = Xy (gco) ]__1 = ]‘ﬁ% My, 0 :
PASIE o %= Ko (@) = Moy Yo T Ls 50
_J_:,.'__, = ' = Xu(’ﬁ)l%-—-—* %H’I{n oo % R Le , L 'JCF >0
| EAREIGAE .' = A (’Ig )‘6 = Jflﬁn it (LW Lﬁ) fq >0

F o e Nl (e e

N £, Li=0 = "J.Ci= Xu(ﬁ)]l >0 ,'Viz p ERO ,D, eshdonc positivement invariant

. 2 Trvacianee de Da.

Gn Procede Fouk dabord a un changemcnl- de coordonnees

,‘.
W2 2‘

g 3
’

en posant - i = A =1, iz 4.0, ;

/717,
2= ('I..,...,'J:i_,'x;m‘.,j'xu) /%'

s

‘2::2 (’X”---‘,x(_i,xiﬂ,m,i‘n)

|'invariance  se posera  aux -?ron\»ie‘ges de Dy, (‘X,;:*l ou %r(=0),0d le vecteur

. fangent devra &re diriﬁc"uzrs' I'intediewr” de Dy g
©):  xj=0 (%=1)= Kal) L0, §=18 o m
de plus Y =vj 5 K(¥)- Y ()
|'invariance de Dz, ce resumera a:

'I_]“:“ = Xu(r)cos) <0 :J=4124-"/“1' (32') 'IO" ('x‘h 111’1J L x}

&

Avant d' aller plus loin , montrons \a relakion suivante: M X -1 <0 )‘JJJ)___”U
_4_’IJ‘ >0 wh X € Dy = Xl
AN A=A 4 S



2 -l

A6
el o('I'J" < A5 (o{-ﬂ) ‘.'IIJ 5 o _e.\ran\- CDmPrl'sc entre O et1:

1+ (d51) el Cehbe S |

\{e'rifa‘ons maintenant  (32) sur le modele (25 ):
v que Mg - 10, %=1 o Ly m, xp <1
gz w= X (’xﬁ)\; -}ﬂ—o (Mex;-1) <O

21 - Xaldle (Xpa-1) b o (B, - )% <o

AR :
et R [“j)]f (x-) Lo (M- )Y+ L (7-1) <0
et DC_I' Xu(ﬁ))f - 1)(%"“ +%{E) + (HJHTJHJ)% <o

5-:"1 : ').Cn :Xu(.'x:)’: (’xﬂ-1"4) (.LWS+1-QE)+ u_ Hn(x"ﬂ))“%“

3P P S T T S
A+ (ol-1)

(RTINS r Lelt
dOkL- fi'.n-:QIn.q 1)(._{-{._5- +-£-) __<O ;
Gn a ainsi verific que Dy etail ?osihvcmcn‘r invariant .
Dy l'etant aussi, alors  DyNDy = [0 1] est Pos.hvcmcn\- invariant (?2,)

et 4’ qprés(ﬂ [o, 1l p.invariant = Jo, 10" p- invaniant .

Conclusion: [ espace d'erat Pe:l— ehre wnsi&_cra comme  etant Vouvert D
. Jo, 4" de K-

(®) On de'mon‘crc par |'absurde Hﬂj >0 Paur 04:}(}‘41 _
eH@k Surpo ons que:
HJ .J (O
oA %) Lo & HAnj > 1e(d-1)Aj e 05 1-%j
1 e (ol-1)%] _

& ij‘>1 ce qu est contraice a l'hgpo'rhé.f.il de dc'Parf.
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PROBLEME Du REJET DES PERTURBATIONS

(DisTuRBANCE  DECOUPLING  PROBLEM _DDP).

Le DDP. consiste & mekre 6 Vobri la sorkie d un  syskeme , des Pluctuations
inm‘r se ,manilf’e.s%er sur une enkree quelwnqua.

,?'ucl—uahurys que | on appelle  communément pecturbations , sonk genéralement
non mtsuralolcs; ek conferent | si leurs e,FFch ne sont amhiles |, leurs lois de
variakion  aux grandeurs de sorkie . i
L' ideal dans un syskéme.  esk la rejeckion de  os perturbakions , c'est d dire,
faice en softe que ces Pcrl'u.rbo..l‘ions » aussi alcatoires  soient _elles , n'affecestaucunement
les grandeurs de sorkie; soit donc 1soler les sorkies “de foutes pecturbations .
Dans Um. langaﬂc f|us maPMmmbquﬁ maintenir 1d€n|'tqu:m.:nlr nal  Fout I‘ransre&
entre la, ?eﬂurbahon ot la sorke.

Da_ns le cas lincaice , le DDP a ele  aborde” une premiere ¥0|S par \nfonhum [Q]
por lo  suite apProc}ue gcomcfnque o et efendue auy s‘ljskemes non lineaires:
[Ac) LM] ,..,0L un cerkain nombre de Fravaux onk ¢ke ?—aﬂ's deFuis quelqw annees,

Nous allons  maintenant  voir , dans quelle mesure. , on peut resoudre le DDF,

pour le modele de colonne Prc‘ser\h’ dans la Frcmiéft ‘Parhe.



cuapitRe I PROLEME DU REJET  DES PERTURBATIONS
DANS LES SYSTEHES  LiNEAIRES

Quoiquc notre travail sodt Prinr_iprnlemcnl- axé sur. l'¢bude du DDP .dans les

sjsi'émes pon.(ir\r_'aircs (S.N.L.)) on a ‘tou Jugc{_-, ukile. d'intcoduire cetbe

partie relative au DDP dans les systémes . aires, qui est impoctante dans

lo mesuce ob elle retrace la Prtmiére GFPIc‘con du DDP qui s'est Faikcdans
un cas lineaice , et a cela s’q_)ou‘re, la Fres ,forfe. analogie qui existe entre

les deuv.

Clebk pous cela que 'on consideéce c,d\‘e‘parhc comme  ekant un Yrem?l;n es -

- sentiel pour oborder le DDP dang les S.N.U.  obre ambition seca de pecme-

_tre ¢ \'eventuel lecteur de cernec sinon totalement, du moins Puf'rie\iemen‘r

e Prob\éme du rejet des Per%urbuhoﬁs dans les systemes lineaires et de lui ou-

. . t . I v . L S
_NrOC une Vole a \t\'ude non lmemrc.

4l Pre'Pu_ra'Hon mathematique :
Nous e présenterons ici que 1est_‘concep%s mathematiques de base , indispensa.

bles a e '-cnmpréhension du decouplage linc’uirci les espaes vectoriels consi-

secont de dimension fmie, sur un wrps commukatif K (R) de caracte-

_deres
_r(s\*(que 0.
1.1, Systemes lineaires: Dans un cas général , un systéme lincaire se presen-
_leca de la ‘?orme Sui\mn%Ef: X = AT, + %u
AA '

y= Cx



A9.
ow * ' -
P\_ - matrice d'etak (m¥x n\ constunte
E) : de commande Qu )(P) L

]

de sortie (mxn)

% (t): vecteur d'etat de dimension 1

[

de commande P.

e

wle):

L

fj (b) ¢ de sortie ¢ m

1.1. Notion d’A.invariance-
:D_e_!%rlil:ipp_; Soit H. un K.espace vectoriel , A un endomocphisme dans
M ek Sun sous espace vecoriel de M; on dira que S est A -invariant si -
Ve €5, Ax < S en ecciture compacte: AS < 5. |

(ela  se traduira par le Fait que si {5‘.-3;,:1,---)1% est la base de S ; alors

A auwa la .?orme.: A = _*_g_* Jk dans la base {51, 5k, skut, ;0]
[
de M. "‘{"i
4% (A.B)-nvariance -
Soit le systeme (114) 0
@_e_%{rnﬁ_iqn__jf?l'- Soit M 'espace d'etal , V un sous-espace de M, V sera

dit (F\,E)) invariant , S quelqucsoi\- I'ekat inikial du éﬂb‘réme_( )Xo 6\/) (l

existe une commande U (h) Felle que x(t) €V,Vt 0.

(&) une commande adequate  maintenant la bragectoire du systeme dans V.
5. ' ) _
Pe la dé#.‘nlhon (131) , il en detoule quelques proprietds qui viennent comple -

_menter cette nokion .

(ba notera I (A,B, M) 'tnsemble. des Sous -e5paces de H , (8,8) invariants,

Tt I (H!EJ;N) I'ensemble des sous espaces (A;B)invariants contenus dans l'csPuoeI\I_
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;Dans & qui suivra , W dc'aiSmrn un sous espace de M.

@) Puk soys espae U, Al invaciant est inclus ddns T FaBgH) . Ce qui est trivial
en effet on le Verifie en appliquant une commande U .

b) [6], ¢ ItH,B,.H) ssi Ab cv+ B w I3 :':j;'n%.
9 [6].,V €I(ARH ssi

Il existe une commande lineqire par retour Q'etat
U="Fa lelle que W soil (H-\-BF)_in\lariqr\l‘.
14 5\/§1_émt Pcr'rurbi

141 Repeesentation_ schamatique:
%

(44,9 { 11

Gd D est

I

le systeme (244 ) pecturbe  s’ecica comme suit

: q%+Bu+’-D(l
Cox

la makrice de peckucbation  (mxr) er q.le vecteur de perturba-
“bon de dimension - q,

bl e N

A

A

{4 __ Sous-espace commandable Ro:

Ro est I ensemble des chats uH'cignché%)Jc I’esPaoe d' etak Hf,

il esk aussi un seus _es.

-pace de H’. . 6l on note 3= PImB on le de'f.‘niramflc la maniére suivante:
: N
Ro: %{— AQ-&- Azg-*-"-r A'HLB___ QA@r
et on le note:

<A /Q>/ et on l'appelle espace commandable de la paie(A,B) -
® otteignabilite : un ¢tak %, est dit atteignable

une entree U (k) yEpo telle C‘[u.t AR)= Ty

a partir de llorigine (%(0)<0) , ¢il existe

*
V



A

-Remafque: Ko est H mVaruan% en cﬁef -w m-4
N ® k
ARo. AZM% ZA% alin .;RZJAS%= R
Q =6
dlapres e le Caulens - Hamilkon
e L ey og- Hmilhon)

o sera aussi (A, B)-invariant (P1320).

215, Condition _de_dewauplage .

Le sgskime (I4,3) muni de la commande W = F2  devient :

%= (A+BF)L 4 D
14‘\5. i‘j: o ;

\-a resolution clc e SSShrnc donne -

Y= ; {C (HH’)F):DJ Fk, (t- 'E)Ci(t)d’f.} ; on s'acgte @ -1, pac
opplication  du theortme  de Caﬁlcﬂ Hamilton . :
k(t"t) est un Sealaice .
Y dot ‘ehee maintenue deniquement nulle , quelquesit la perturbakion q (b,
(n Pm\r monkrer  qu 1\ fau.k et quil Suﬁ ) pour cela, de %girc en socke que :
C (A +E5F) =0 ,ketymt (D et limoge de D)
Auirement i+ (ReBF)*D < kee(C) k0,001 (a)
Si on note Ro= & AtBF/ DD VESFace commandable de lo paire (R +8F, )
(cou) implique Ro < hker(c) 4b)

Done s |'oa trouye un retour d'etat F satisfaicant (1), le probleme de

A _
I, . L i
" isolation de la ?crl-urbu\'\on esk re‘anluf; la  wndition necessaire est que

D < Ro




| f 3.
Theoréme de Wonham (W7

enonce . | Problcme du fejer des ‘Ftr'rurbqhons esl— resolu sei %C_'J ]

od O est le Plus grand  sous csPau: A, B)unvananl" contenu dans ker ()
(Prcuut Si

le DDP est re50lu, cela veut dire qu'il exieke un rchout; A ckat

u=Fa , kel que l‘esFar,e, commandable fo ot inclus & as I(H,B,ku(c)))
Comme l;opt'rahon d' addition est Jermee dans I(R,8,K) ,K'ckant un 50us espace.

quelconque de M, alors ol existe un <lément maximal de 1(4q 8,K')
ﬂohns s maxI(R,8, Kee©), donc Ro < max I (R, 8, ker(c)).

D ch c ) e @D < O '

T P max T (A, 8, ker (0)) , alors il exiske une tommande u = Fa
maintenank  |g \'r{flecl-ni}c de 'x(t) dans U% et ceqi quelquesoir e lemps ¢ >o.

A.5. Rlgocithme de caleul de 0* 47
151. Thcor(’.me de \Uonham L], Le].

Si 1'on pose  V(o)= Rer (C)
V@)- V@) N AR, V(1)
si kR = dim Rer () .
*_ V(R)- max I(R, B, ke(0).
| \I(f)c\/(L't), T sl
e AN(BiV)- {zeR \ Aaé:@ V§

le Fheoreme sﬂwunl- qPPorFe une Sumphf(mhon au preecdent a\Sos[Pkmc:

152 Theortme [1,]: VEV() esi V(T)o V(1-1).

46  Conclusion -

Le DDP resolu  ne signifre Pas  stabilite’ du syskéme ;) Cette derniere esh

Such‘t. o une etude C.om])[tmcnl'aqre. leDDPs @DPL-J;R

Sl‘nb‘uh\‘j) qui nous conduit d Ig
noton de sous- espace de ommandabilité (5 ¢c).

"
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2 Modele linearise’ aubour d'un point d' equilibce . (57

F)ous le tdre ™ Approche qeometrique du DDP, application a un modele de cdonne a
distillec” a et editee une Publimhor} [5] qui bicibe Ve ebme modele que le riokre,
mais linarise aqutour d'un point  d'equilibre . |

(e modéle lincarise se presente de la ‘maniére  suivanke :

al.= H L+ Bu + —qu

y = Ca _.

En tengnt compte des pacticularites de ce procede , le syskeme () developpe

(1.24) {

&
aura. la %orme . :

i e O ) 2019 [0 0] [Q
: \N x| + Uy | H g 0 g+ [ Q [9a

0

L O ; .

P A

'H1h 10-.... 0

";]1.) (00....01 |

Ga x = t(A'L,, s S R &'In) fote par la suite : t(ocl,oc,-,-..’,fxn)

Ar,ri R repre'sm‘re I'ecact de la concentration du L™ plakeau I?a'r rappork
a lo concentration au point ' €qulibre dans ce mime platequ -

Les Per\-ur\oa\—;ons: Qq= Ale  er q,= A,

les entcees - W= Alg e U= AV

Les sorties a réguler: ‘jq = Oy 5 lﬂz_ = Acr,,,

hﬂ.r (C,) = { C € ?Lm‘ lI1=f1n = OI} @e dimmsionnﬂx)
En uklisant |'dgorithme (4 5) eb en posant Vo= Rer(C).
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Au bout de la deuxieme ‘dre'rai'l'ionl on obtient:
- ' .
nJy - {'x CR™ [y s b Tnia oj - Y%
d'ou - ‘\)*: {x CIR.W lﬂq_: Xy = ch\,_a OS dimension 0.3,

/E(ﬂel' des pecturbations :

La condition de c\c'eouplage. ('im'D C ‘U*) _r;a‘cs} rempliz: que ‘foﬂr q, (conten;
~brakion d' alimentation) oui sera rejetee | Fandis que qq ( debit d'alimentation)

ne 'Peu\r ehre que subie .

2‘\__

(Re\'our d'éhat lineaice F:
le revour d'etat F doit verifier : (A +BF) Ve v

'j un choix adequat d'une base

de V¥ doane \a gorrne_ suivante de F .

*

F ‘?« '?1:. ¥1§ 00 -0 'f1,na¥1n.

fur%tlj fu o SR T o ‘ELMJ.ﬁ'}_,

t'.ot{. libres oa.[ . *i'xc's u»{ |iBtts

ﬂzmqrques sur la pulalicahon

_ les cmﬁimn}s ibres de la matcice F ,ont ét€ choisis nuls  ce qui nous laisse
que deux vgriables Ly ek A,y pour piloter le syskeme,

_ Dans la ?nrhc, ‘simulabion , de cefte pullication, 1 n'a pas ete ?re'cisc' l'influcnce
du point d dquilibre  autour duquel la lincarisation s'est Rate. *

- far chonce , en cholsissant vuls  les weﬁfu’cn&s liores de F, la stobilite esk

/7
Lonservee .
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CHAPITRE I{ OUTILS MATHEMATIQUES  NECESSAIRES A L'ETUDE

DU  DECOUPLAGE NON LINERIRE

{

‘:Dans un but dalleggmcnf znou\_r, nous hendrons a '|'essentiel : les nokions de

vane‘rc d”erenhabl& d'espace fangenk, d Algebre de Lie ne serent que brieve.-
_ment survolees , par contre nous developperons larscrncn\- lc concept de distribu-
_bon invaciante . Le leckeur desicant “aborder d'une maniircl moins  succinte la
grfomc}rie. diﬂe‘renriellg) Feouvera wn, suPPlc'rncn\- d'infocmations dans les re?cfcncc.s |
bib‘iosrap’hiques (#],093, [8].

Touhfois , de par meme ;0 SimPlici\-f:, ce qui suivra, en Vu d'é-\-r’e aborde, ne

demandera  que quelques nokions  de base en Fopologie.

4 Génccalités:

Definition 11: On appellera variéte € différentioble , un espace topdogique
H} o base_de:nombraklc, ,Imuni * d'une fomille rk.—. {LU‘L,(P;)E ok les Ui sont
des ouverks de H, 19:5 §; des homcomorphismes (¥) de U{ dans un ouvert Wy
" de R™ (les (U{,(P() sonk nommés cartes) . Fels ‘que:

L Les U forment un rewuwcmenlr ouverk de H .

(&) Lles cartes de dfj: {(fl( ,‘Mﬁ sont Fautes Cwmmpuhbles (3) deux d deux.

(i) Toute corte compatible avee les elémeats de & appartient d o .

_le nombre m ‘est la dimension de M

U ensemble Ot et uppc\ef Atlas _Cmdeﬂ.

(¥ une _?oncY\Dﬂ -F est un homeomocphisme St elle est bijeckive et & }fcl- .f'is.onk Foutes

. %
deux continues.

“(x %) C“"?ﬂm’i“ht‘ deux carkes (U,&) et (V,&) secont ch.ampnhbles ou bouk
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Definition 1.2
Soit M une vanete C® e gx,' V'ensemble des courbes issues de
X b fl) , 0)=x eF {.C".
- Soit une carte ‘quelwnqut. (u,9) telle que x € U et deuy courbes § ek}, nous

dirons qu'elles gont €quivalentes 66i dans l'ouverr W(U) de & on a
q . q

3_?]&‘0 = i_:kLo avee Q{: q’.{ :f Y. ‘{’or.

Notons &< la relation q\'e’quiualcnce..ainsi 'dt:Flnit-
I.'esracc quokient ‘81/@& est muni d'une Shruchure d’espace. vectoriel el on |"appelle
“eﬁpou'- hmgcn} 6 Henx’ eton noi'_‘e-. THy O

— L'ensemble des espaces fangents d la variete M en fous ees points est nomme
“$ibré Vangent * of on l'e’pr.ii- TH= 'xg{ ™.

Rtmarquc.; Touke variete diffecenticlle C® de dimension m esk plongee dans.

un es?am Euclidien de dimension N = 2n41 (Whikne_-.j irﬁbcddin_g_i'héorc'me [3]).

Gq Pcul- rgpréscn}cr THMx tomme un plan

: \ ' ™
de dimension m de ﬂ?’n” _|'an5enl' a H en H - ‘. / = 5‘,/(7
au Sens ge'oméhialuc claslsiqur_ du lterme.

{H etant  congidéree comme une bur.fact(lisst )

1(

gimplement  Compatibles ;

sis) UNV ¢ g |
1- PLunv) (resp-tl’(unvj) esk un ouvert.

2. L'opplication Qoy'de ¥(unv) dons P(unv), (resp e e P(unv) dans Y(uav)) esk C

) 5 est indépendante du choix de la carte (u,@).

-/
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'_D_c:]?iniffon 43.  Dérivee de Lie: notee LyC) o8 X est un champ de

veckeurs (™ sur M, qui en coordonnees ocales &’qPrimua: X = ZXtQ__

L=1
- S .fes,} une O_Torme L* »
’ : tf\ :
En coordonnees locales ; s ¥ Hrivee dc, f selon Ja direction
Gn pourra donc deFamr la dcrtvce de Lie en l'ord- e:luc. ale.rnue directionnele .

E}MP‘L 14. Soiknt f TR - R 7{ T 1'(1-) ‘I,'IL -1
et K un champ de vecreurs Csur |a variekd K- (%)= ’I1_-. +:tzx5(_a___*o'3

9L, s
(oq ecrira plus simplement X & EI, X, Xy 0)
q\ors L)f X 'Iq@ A ;rzxs% it 0@1’.5_ L 2 Ay O
| l-)f= Ct,:Iz (" + X3).
'Deiﬁnih'on 1.4 Hoient 2 champs de vecteurs C® sur une meme variete

M Le crochet de Lie de X et Y , note [X.Y], est un nouveau champ  de

veckturs tel que v .Quel\.g.qucssik la Oﬂ.Formr. r,-il eyiste un unique champ
de vecteurs | [x, Y] .qui. reponde a. : 0

ot = Lebyt = Ld

L[x,y]¥= [X,Y]f-
Lelyt = X¥4 b [X3§= XV -Yxt
Lyol < ¥X§ ) dod: [X01 = xV-yx =)

_E}F!ssé@a _du_crochek de Lie e

e en o_éognecs locales -
X={(X“,... Xm) et V- (‘, )‘/) [u)”}( ZXLB- ,)’ ZY ]

XY_ZXQY 5 Z(TXJY'ZMJ)

IaIX.t. . d =

(% - Xy n' est pas un Produi\- quelcongue , mais la derivee de Y selon la

| direction de X .

.
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_ En calculant VX d'une maniére analogque_, on  obtient alors: |

KY]- 2 2 XRYig _ )0 yioxip

= = 0% ’a'x_!' J=r e=a i 'BIJ'

dii ] [XY]= DY .X_ DAY I

DxX ek ny sont les makcices jacobiennes “de KeY (resPeclrwcrqm%) :

EKEmP\Iﬁ ’11 M:IR?’) X = _r_C)___ & 9 ek Y o9 () /3 D

r @Tl : 49_’1_5 1 ’D'x. ’a’.t,_ i '3_1,5
[le]z 1 O |1 |0 0 4 :\:j ol
| 0 0 0= 1o o odlal 2 0
} e ARl o o] o
' Foprichés: ]
\ - Doxds
[X Y= "[Y XJ > @i\iqc’ur'&é du crochet de Lie .

CVAuER ks [AX, 4Y]= Qy TxY]
DhY,Z_]: [%,2]+1Y, 2]

(On en deédut I idenkite de IACOB - :
[x, Y214 [Y,02 x]) o [ 2, % .¥]) =
—P—
“
(\)uns ce ql.u SUWfa nous raisonnerons exclusivement en wordonnees 1omlcs

H&arﬂ ¢ AW’" Yes  cartes (U; M) defecmineront des ouverts W cle fP\ sur

Iesqu-e,s on travailera .
On travaillera donc_ cxdusiverncni- dans les bases canoniques de R" et Tlﬁ;
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2 Distributions-

- 21 Quelques Clég?fnihonsz

};11-_555_¥§rrle=:_ Gn appelle  systeme \'oge{ mathématique 2 ou (H)C}‘: \rL)
avec: - M «une varicke C® connexe nommee espace d'état.
-G e ,ch;il\e de champs de vecheurs €% gur M 1 que:
@ {9 %ok Lo Y- (Kot s K]
u;tLu”-_., Up) € R espace d'entree
o Xx)- LX-;k’l),..-,XPm) matrice mxp
- h fonth‘on C®de H dans RY: "espace de sortie .

212 Distebution . yne diskribubion A est une application de M dans TH
qui & chaque poink x de M associe un sous espace A(x) de TxM | elle sera de
rang constant R sur M si Yoo € M, dim A(x) = k. |
o e;:ak C” (ou andlﬂhq};e) , 81 ‘pour fout %o Ide M, il existe un voisinage Vo
de Xo , ¢ une famille de champs de vecteurs C” (0w analghiques) (X15--s Xm) Fels

que : \J a € \No 5 A(l) = Span (Yq(x);...p)(m(x)).
_ Un ol}amp de vecteur X a[JParhen\' al siVeeM, X(x)€ Ax) .

JEF s de P‘uus ¢tant donne 2 champs de vecteurs XetY de O, [X,Y]aPParhenf
de nouveau a A alors A seca dite involutive . _

gj_é_@ig"l“h"f‘; Soit A une disteibukion (P sur Y jyune sous varieke connexe
NdeM sera une sous varieke integrale maxmale de A (S.vim) si:

' U})\ImCNJTxN:{S’(x)’ : , -
() pour Foute  sous varieté Nde M veritiant (), N aN' = NN

%:\_H_T)_ nition: {Jpe disteibhition A,Cw sur M est integrable si elle engendre

sur M une partikion en sous varietes ntegrales mavimales de 4.

-
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9.9 Thtorf.mc, de Frobenius Do]

énonce : Une distribution A, C de rang constant k suc une vari-

e

~ele €M -:esk'--tn‘rt’.grab\e si e seulement si elle est involutive .
""""" ; ; .
-les sous varietes inteqrales maximales engendrees par«d sur M sont boutey de
meme  dimension R (%).
50& lcquahon dﬂerenhclle ordinaire  (242) X = _X(’*) xEH, XE€ A

si O reFond au tonditions du H\coremc de Frobtmus olors Vﬁ} € H | existe une

er une ,seule SN.t.m de A passant par %, que l'on notera Nx.,) de plus quelquc
Soil Véhll' ini'rt'al Yo Clt H) 'lo. solution o¢ de ]'d‘ua}ion (2.2) restera indc']efnirn'enl* dans

la Sous._varieke hfxo de M. \

Eremple 221 M- 30,40°, A= spon [ o) VX €A, arVmel.

la solubion @ de (24) sera tontenue dans Ny, amsi definie:

Nm,= i’ILE Jo, (3 \ 'xf': m’j ({‘-1 1..;1‘1)

® La condition de fang constank ?u& ehre “»‘Zouri'.tircuil'cé‘evi A g5k en Plu.s de C°

'unq\g’n'quc,, mais dans @ cas les svim  de A n' auront pas _rofcémenl' la mEme
dimension. (Théoréme de Hermam, Nuguw 'R [’fd)

Sussman [_)5] thonce  un Hworeme encore ?'sus -%n
-b-



5
21 "

2:) /{Dib}r]buhons invariantes - _
251 ',De;umhon de lo @_fl_“!@_"io:.“_‘—eii 3t etank une Jamille de chumpe de

veckeurs  C”J on dira qu' une distibution C%, A est invariante par roFPl..;rzl‘d. 52
(0w Fouk simplement Cﬁfinvariani'e,) si: VXEF, ¥YeA S5 [xY]eA .
En ceiture condensee: [, 8] c A

Exempl, 232:  BoiRal une diskiibution A = span ’3_. {,a__) Sur une

29X
variele M de dimension m. ;e X un chamP de vecteurs C” gur ceH-e meme vancl»e

el x‘ﬂ—
L=1
La condtion d'invariance de A par raPPork aX se Fraduit pac:

[Xj,arxl € SPan @ J%f\: \JJ:/\_,

qui a]:res mloul donnera

’BXL (= ke, m \

W ij:’i .,k ()("('x.,fr;)
et si l*on‘ pose: Ly = (,‘11: ) l Mors: X - [‘.’1‘4 x;)
’xz = ((xk 13" 'I ) | X Cx:)
X \ae)

ﬂemar ue-  la de#;nihon de la Finvariance  n'est autee" que- U'extension aux
\5\}!5\'émts non lincaires  de la A _invariance . .
Nous pourrons ainsi refrouver certains re'suli;}s inheranks au linéaire a pactic de €31)
?oim% donc . e dmm]o de vecteurs X (x) = Ax , x GIF\.w)'d @ un sous espace de
TR ot {1, une base de ¥

On dégin'& la distribution = span L?__,__-, Felle que 1 A(x) e T rR
L'invarionce de A par fapport & X (x) = A'x s’ écrica; '

[AxJﬁij] € span %%"")?S_fu) =4 5y R

autcement diF  es @-k)m‘“ composantes du veckeur [ Ax '%J—] sont nulles pows
iz Bk )

- — ( — o k £ = {,:;h\“"...}rn_,
w) : A%} 0 \dj:;; ) @AJ 0 {J: 4)_4_’7‘(
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On en deduit que dans \:u base iT,r..)’Jﬂk,'JCkﬂ,...)'an de IP\MJ A aura lq
.r orme Suivante : k{ A, tSh
I

pl: ———————— Ce r.f.'SuH'a\' a ele c\e;sd énonce °

_Defmil-ion 233 . ~
i [5()[' » la AFamnllt de %m s de veckeurs :

CE;;; {Xo (%) + A ) Xi) 4 XL(')L du(’x)'l?jj
Et qui ' esk aukc& que |a .famllle- G de‘T’m&e precedemmenl— et Paraméh;é par la
Commande W = o (x) Z;Pyﬂ i=1,.p. (E22) 1
. fq[ €R, indépendante de o ‘
| F; - H}JL] maltrice PXP {%J'{, nch‘ons " de H dans K
& () fonclions C% de M dans ® et on nofera of CAY
Nous dirons alors qu’une distcibution A est ) _ muananl-e s'i| existe o(eff_%

comme d&Fm.es ci - dessus , Felles que A soit @D} ~invariante . ()
/}‘zemarqui: Cef [~

dz.?inihon est | extension aqu  non lindaire  de la (R,B)-inva.

'_rianu/. Plus exactement de la dc?inihon'@é.z c): U est (H,B)Jnmriank ssi il exis-

-t une commande lineaire: u = Fo, kelle que U soit (A +BF) invariant.

@) Certains  auteurs :  Hirschorn | A3, NJme_Jer[u] poussent | analogie avec (e
lincaire Jusqu' o parler de diskribitions (R ,B)-invariantes, et définiront la 2
-invarienee oo partir de la clc?-m'non (1328 qui en nan \iriairc s'ecrira:

A est invariante par rapport & la famille ¢ i)(o('x)+ :Z:X-L('x)'{lt}
ssit {[Xo,0] € A 4 span (X,...,%p)
i[)(c{,&] < A

CeHe cl!;finih'on a pour unique avqnt‘age de ne pas Fenir compte de W.
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3 Deomposition ldcale de Vespace d'chat I

_}-_\De’%nihon 31:  Un ekab o est indistingable de |"élat 2 et on note %1%

s5i YEy0 , e quelle que soit ['entree U , les solukions o, (k%) du 5;151-6- .
_fn?_ (HZ") Sah:'._Fonl- o

JaL (T'u (‘H,'Xo)) = %L (‘Iu (l:1,T1))_ |
_;:Déj?imhon B2:  Un ¢tat <, est _?,orkemenk indishngable d'un autre ekat 2o 6t
on ecrit ¢, 51, , s'il existe e towbe continue O de lo,1) dans M, telle
que 0%, 0% e 0BIx,Vse [o,1].

la relation dc'%inie. ainsi , est evidemment une relation d'equivallence , donc

Jormera une partition en classes d’cquivallence  oyr M.
Soit 51(%) - {oc cH | X S51% | la classe de % .
Delinition 33.  (Gn appelle  Fermeture involutive d'une distribution A
ek on la noke o@(&)) la digtei

buktion en_qendrele, par llal_gébre dé Lie. dés
c’kumrs de vecteurs de A . . - '

Théocéme 31: [uo0] > (42 »
{Soienl'i les fOncHons Ht_j (n) = LLLX:} hJ ) hij e N.
ek dj: min (h.i_’)) tels que  Hiy+0.(i=1,..,p).

FUors Ix distribution D" definie comme U dessous :

i d1 dz df

A-ker {dh s dlhe sy A dh,yd, o, dhy dihe {
est la ?lus Brandc. disiribution Z-__-.'mvarianfé. contenue dans hgrdh.
,(:DC :Plus = 08(6*) autrement  dit A" gt involutive .

—_ 00—

% .
A etant involutive 5 Cm) cle"-runﬂ wnstank sur plle engendrera sur M une

Parh‘hon en S.V.i.m. [Théoréma de Ft‘obc'nius).
Le Theoréme qui - Suit Feru le lien entre la relation d'in&{shnﬂa\aih#c'{ork
o OF
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32 heoreme de Hermann . Krener: A

Lo Tmrhl'(oqda M en classes d equivallences par raPport'a la relation ST coincide
avec la Parhh‘on en 5v.i.m. de A,

|
Cest d dire : Yoo € M - N = 51 (7). ( Noo : sv.im de A*‘pussant par %) .

5 A = span ({am ..J‘%), el si nous Supposons d'emblee |'éxistence

des d; et FU fels. que A soit ‘:ﬁ; invariante .
le systeme (I £4) s'ceri
ystem ( ) ceri r;

e x(x“Z_m/wxmLZ? Vi Bt
"j: ?L(’X.)

b

€n Tjosan}; j(;(. = Xg(x) +2_JQ/(7L)XL("‘-)

Z X () PJJ o(l)
L=

Gn obtient un nouveau sﬁslvcme Z (H 3'0 E\.)
A = XO (”L)-i- ;XJ(“C)(@:]
Y- t(v)

[Xk esk (yzp-invarianfe dlou QM -0 Vi kn,...,m,

’aij»
i )= . ,
/a—)(J‘ =0 J“ 43‘ )F
| DXy
De F\us comme AY ¢ kecdh = /;3;% S {j: ’1,‘..{&8
_ e T N

(\Si on 'PO’:':Q'. N4 = Q)(q,.-., ’X'k)

.2.('9.': th-\"l, Sepein ’x"‘)

2 ol



oot
. Q)n pourra e.cnre

rma - Kz Zx )Y
'3.('2 (%, %) - ('x*f 1) ix (’x 2)01

L (1:« %)= 322(09 ?f_z)+znil}("9z %) U

i

*‘“hn( 2) - X (?1 ¥ ZX '-rz)’UJ

e ——— - - - — e = = = m owm -—y-._.—-——n—.__.--._.

.—._4....—.___._...—-_.—__— — e — -

\ Wiy X (o) + Z %, ; (2]

4- k)

2
.@m, /(tmarqut. ainsi  que la sortie  du 555¥£m'£. 2 ne déPendi'- que ded (n_k)cm

f:oordonnc‘es de \;ﬂq} A.

Dwx ehats Ao eb o, ne di?fe'run# que par leurs: k premicres com posantes , evolu-
_efont diﬁa'remmm‘r sur K mais engendreront les memes  socties H(:[,):h(’b)
et cei quelle que 5ot la 1Eonch‘on d'entree q&f(flh,..,ﬂ,;).

Biemple 31 M. Jo,ar’
W)= ; A? = ?Fan (%]-511'-@_ ) 5 L A-x,

( Nt - S12 it

B O O P A 'xl}
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L} Les distributions 2 -invariankes ek le Frobléme du rgehdes Per\rutbahon‘s‘

%mk le 655\-e.me ?er%urbe suivant :
&}_‘ 1) OC = Xob‘- Z‘ X ('JL) uL 2_‘\kj|_,b() P\»
4 - hl)

fzé }Per}urbahons Sonk su?Poseés aon mMesurables .

1) ]?oudra appliquer une ommande U au syskeme (41) de mamiére 4 ce que

la ?ar\-urbahon n'aﬁeche, aucunement la sortie.

w) ‘trouver u felle que h (’Iu (&, P)) = ‘?u(’.[u U;;P')) Nt yo, VP* o’

U est dite commande de.'wuf'lanl'e_.

L&s Fcrl'urbaHons n'etant ni meSuraHu,m controlables ,une commande par retour

d' etal  du type (ﬂZ‘L) esk cni.> env[sa‘ge.r:
D= o () 4 ; E{[i ('1)1)3
Nokre bul  sera double:

e , de l'auke  que le syskme decouple 2. induise sur une varieke quotient

u

d'un  le deoupler la sortie y de l'entree Pcr}ur‘:an.

M/2  un nouveau systeme > indipendanF des P ef ayank les memes

oFPl[mhons entcees - sorkies que 2. \ f

4. Condition de decouplage:

L4 D&Tinihon 04t -

une distribubion A est réguiiére si et seulement si la

relabion  d' c’quivalmc& Sta qu'l lui est assodiee l"esr aussi 5 (o

_ Le graphe de a ect une varicke plonge}; dans HxHM

_ La /Frc?_!ec¥ion (:r.‘)xz)_:/.,ac, du gra[)hc de 42& est une submersion dans M.
Theoreme 41 [ig)

le Pruloléme. du reJeP des Perfurbah’ons admel uae

Solution ’globale ssi tl existe en M une distribukion A réquliece Velle que
1. A est Z _invariante

- Wi € & ¢ keadh i1, n




_BT.

A*J la 'Plus grande distribubion Z2__invariante contenue dans le noyau de
. dh  est re.'Sulié,ra partequ’ elle admet un nombre  suffisant d'inkéqrales

?remiéres [AF_] (Puﬂc 3'3:{)

LE', DD.P se reésumera donc a -

* -
Wi T A=A

_/tz Construction de A"

]\fous Po'uvon% soir nous en tenir- au theoceme 31. dans le cas ow les calels

sont  simples 5 ou bien utiliser des methodes itteratives semblables a celle de

la recherche de U (Uoir parkie démuplarje lin¢aire (“-5)).
Nous pouvons citer en exemple |’u\gorll'?1me donne par Niymeijer @47 :

Soient les  distributions %A = Yo'+ Span (Xa5-..,%p)

Do = SPCIH (X‘I)---; XF)
b KM(864D) = JXEM] [T Ao D]

laorithme :
TS Do ke
D (ket) = DO N A" (Ao + D))
A%: %m ’D(k) '

R-—=> o




=

- o8-

-
'

CHAPITRE I DECOUPLAGE DU MODELE  NON  LINERIRE

DE c.ot.ouus::

Nokre oojectif sera de chercher  Youkes les enkreés qu decouplent le syste.
~me (Q5) en fuismk abstrechion dans uh premier Femps ,des conkrainkes
?ouuanP a.ﬂ)ecl'er ces cn\-reés)puig; dans un second \-cmPs , &' eﬁ’er}uer un choix |

si ?ossib\e, parmi  Youtes les «commandes obtenues, gelon des criteres bien preus.

/,_l Reliminaires -

e
¥

L'espace d'é}g} M= J0,1L" est un ouvert de R™ qui éwl— etre muni d'une
skructure dc‘mné}é C® diffecentioble , on peut en effet associer & M un aHasda
carte unique (30,1[“,. I) avee I |'application identite.
11. Caleul de ker (dh)

Y= h- (o, %) Chy @y, how)

)= (1,0,.,0)(ou,.. . ,%a) = %,

;Duns la base  canonique de THY (%)-

. | t |
C)'h.,[’x)'-: Z(%b'x_‘::(x)clit = (@"‘h ’r'b"P'}':l ) (dmln-wsd'xﬂ) .

L= L / ?‘Xn._ _

d'ou () = (4,0,.-.,0)Xd'x1,---,dxn.);

Rerfdh, ) ) < {X € TH | X' o]
En menant le méme caisonnement pour hy , on obhient:
e (dhy) = {X €TH [X"o0] |
Rer(dn) = Rer(dhy) O\ kerldhg). e {X € TH | X2 X" o}

»

Gn peut remarquer dés d present que Wy (xz) n'esk pas inclu  dans kec (dh)

donc he ?tu‘ﬁ apparkenir @ B dlod e $ait que l'on ne pourra decoupler

Q&J TH% est le dual de THx yebonle nomme  espace CO"““S'-’}“ @ Hen .,



-S3. Préuts‘nbie.

par rfxppoﬁ a Lf, ce resulkat ekait  d'une _cerkaine maniece , vu qué le decou -
_plage delf n'chait deéja pas possible avec le modele * lindaris¢ . On esk donc
contraints de subic les _Yluc}ua\'ions du debit  d"alimentakion; nous Supposerons
done Lf régu'lé ,er le systeme L%Qj) se reecrira de la maniére suivante:

% Ko(n) 4 KatUy + XUy + Wq,

Avee  Xo(x)= Wy 09 Q)= W, 00 f

&
e W.q= Wyq,= (0,’0,‘,‘0,1,Q,._.,o)l_‘r:‘"xf.

19 Determination de A -

les caleuls pouvant se Jaire manuellement , nous ukiliserons I'énoncé du théocéme

(54 ), pour la cecherche de N
d' = {mm htj ‘ Lx LX‘LF}-_O,L 1 .‘L} J,-'1 LI

¥

l—y_l"l.‘('x):: H (ﬂz'xl—%)#o = dy=0
LX.‘hZ(‘I): JI-{_{-B ((In_q _—fIn) +0 = CJL: O *

dy=d,=0 donc d'aprés le theoreme (341)
N = ker(dk)- {‘AQTM B en e RN,

dans la base canonique de TH,

&* _ 5qu\ 1%_21,... 9 }

2 DXn-1

T

Ty

’l-'ﬁ Condition de decouplage :

t
(0,..,0,4,0,..,0) € & cac W-W"=0

l\(ous pouvons donc .‘de'c.ouplt.r par raPporP aux perturbations de \q

concentration 4’ alimeatation.




40.
9 Recherche de la cornmande cltfqu\un\-e_:

0 étant 7 _invariante , il existe o ei—F (i-cls que lon les a définis dans -
le d’\apil're. Pre'ce'clen\-) bels que A* soit C.\S‘:F,;invarian\-e.

): ¢ ; A c o
£ o J [Xo +ZIX du o ]CL\ <
Ce qui equiuam W
Z( (RO R
2.1. Determination des o4

Z' 2 [ Yo+ Koty 4 Xooly , &%) € A" (24)
comme A" = Span {.._..-,...,_aI }

21 ; P
e 2 sk
Coth’. benu de la  bilinéarite du crocher de Lie:

Z'. Ko, 8]+ [ Yo, 8%] 4 [Xaofa, A*]
Ce, qui gst équiuulleni- a:
J_ XOJ%] [X1 1_,--—-] [X;,-_o(z CS?QR{? z J‘a‘.nuzs
j: L yemym-l.

’D,x (%az-q)=0 = FD xo ; ﬁJ -+ D (X10{1)___ +_D sz"(z)——

n m -

R P |
’onﬁ--%%"'% DX—_ Z&i

2 L= f()?cj fa’-i_i,

R -
‘M’Bfﬁ ‘()'In.J -
D%4 DUn 1{3'{4 X"Q—
D, (Xgdo)= oy o Sl
WX .. Qe x, Qotn % ‘
A% A%An 0% ‘fa'xm

A |



41-

D (ehky) Ay ] 9% 0 %E} Z_;X: D jedsmd.

_‘ L 1 (arxj xL
par QT\G\OSIC on Frouve: .

| " L=t 'a'IJ "3'&' ;5‘3Cj L= 1 AL
ou . ¢ i -
o : i ) L
L
Loz ;z%a,ﬂ )= l,...)m-l-

@our que ZJ € AF 5 il JFaulr et il suﬁil— que  ses Premie'.rcd- derniere compo-
_santes goient nulles: Z:; = ZJ'“= 0 9 J:.‘Qq-u/fn..‘]_

Co qui se resume Q. :

AXY L o X A, WX, LY, o

\Jj‘.},...m-1 2% * "a'x] * d""’a’xj M ﬁ.l ’

(3) | X% Py’ A7 o Adi ™, Rz Xo 0
’_?;is_,j + i %, “+ dz’B'JCj -+ ’B'IJ‘ X? + %, %

Xo: %-%BR’IM _.'In,) X1 = T ('_IM -'In) X2— LI}B (1—Hn)‘)(‘ru

Oa pose. Nj = (,a_,aﬁjﬂ et en Plug.anl' les valeurs de (4) dans (3) -

%
dols i
aniz -—(I’I‘i)ga—:,a—cz + N, C’:L;l- Oraa‘ } (5,1)
| (r‘r'ﬂ“\‘ "),.a +’3C,.,(_ n)ﬁ?;=0
A = 3,“-)‘1\-&.' Hz_'xz 9(1 (de = i
(%) | J ( ’ao!). )2 } (52)
('In‘l ‘In) -—#] + fx,\( n ’a’J;J =0
-mA so0) ez _
j m-A (hz_x x> )ré_x_:_‘ 0] %LBB)
: d, ,
0 - %*EJf % & (’In_1 -T) ’,?%\;1'+ % (1_ﬁﬂ)’%{-ﬂ-1




.

Resolution du _suskeme (5).
De prime abord , on remarque que ol 2 est indepen -

- dante des {'xi35=3z“';"‘" - ) ek par consequent peur s'ccrire.
dz: &z(m‘l)ml) ‘xﬂ') |
Quand o oy dle peut se mettee sous la forme:
o4 = oy (T, Xaj Rna,En) .
) Caleul dedz:

pour J= Nidy + [Maxpoae,] g‘f =Q

@:_J_; T N2 g'—'f:.

A2 % G ¢

dd| = A(Hz'rz) K Yn
J?f J Hox, - Xy —1. ?(‘LU )

lady, = _ Lﬂ. I.nl'xz—'xd + Ko, 20) 9 A, = eK

£y

O‘(?_ _ v ('Iq) 2Cn)
- (Maxy - o)

b) Caleul de o -
Compbz Feau du {ai? que 2))% =0, la seonde €quation de

(52) Qevient : {-{ ooy (‘xn_,-'xn) {‘%%m =0 '(63)

De Flus la seconde €quation de (54) nous donne avec ofz = A, :
Hz, -y
(rle - 'In) Qi An (4_ﬂn)_.N’-_-.L3—__L =0 '
& i) _
dox = Ln(4- Mn) Az g d(M2z) 4+ K95 %as, %n
5 1 Lna - An Q{Z‘xz = ’XOJ" ( ¥ b )
o An (1- Ma) A, " K(’L,’xn,.,ocn)

b QJ{nA —-Ocn) (Hzxz—ﬁﬁ)
En substifuant l'exFression de oy dans (53):

i-f_ ‘xn(d- Mn) Az 2 K & (’f-n-'l _’In,) f’xn (1—Hn).ﬂ.g, 5 @,_ _0
(ot ) (Momp) CERCTENNCS




3.
q?rés gimplification:

..L_E K 'x - ..‘In ,LK_ =
H T = ( g )’b’ln-‘\ i
Kesolution de \'e’qunhon homogene:
S d-K— - - _ﬂﬂi. + Cf(_’.ta,‘xn.:,xn) 3 C~ (’f'
K An-1 —Ln

Ln_ Rox bt Ln_ l’In-l-'In\ i LhC

Kz' C,L‘x”’xn_qjxn)
T #na = An

Equation avec second membre | methode de la variation de la constante:

_L.‘E +_C—.._.._..__ + 'xr\-'i-'Xn) ‘BC. al— # - 0
H Aa-1 = An @tn_i " Ocr\) ) %n-1 Na-1- An
ﬁo‘\} donc : @_Q_’_ 2 Sl
0% a-1 H
d'ou : E - ._..l;‘:,-lE T =& _A-A‘ (‘xqi‘In)
K e Big [_)L1 i \ﬁf ’-In.a] -‘
Anq = Ln

OGn en dedut la forme generale de ofy:

0(1 = ol fA-Ha) Ao ('.754, o). o LE An-1 ¢ Aq (%4,%A)
C:fn-'l - ‘II.\) ( Hzfxz - 'I.‘) H (‘Inq "'x“') QIIM - 'xm)

29 “Delermination des @J‘L_:_
En developpant (22):
[ (X, Fn + XL[%:,)‘I% + (Xiﬁzn XLFM,) Vg, | A*J c A" (22
Hogznnanl- la bilincarite du crochet de Lie et le .f«ail- que U7 etV sont des com-

_mandes indéPendanl-cs de l'etat @y et comme A o une steucture cl'esrau

\wd’oriel/' la condition (2.2) se reduit a :



SN
iz: = [X1 P‘H + XQ,PJUL ) A¥] c AY (@)
Zo - "[X1Fu,1 * XZP,»%, i\ ] c b (229)
On vo facilement que {311 ek pur  (respectivemeat PmeL P12) curont les

memes  Solukions gencrales, et cela du fait que @1) er (222) induisentdes
Sys}émes d'¢quakions ider\hqucs} On Se contentera de résoudre (22 .
e [qu?m_,; Xzﬁm)&*‘_\c A* |
&5 Zay = [erm,__] [Xzf}nz,,,a -] € span ILWI; ”o'xn]) y= 9,; RSl
sachant que "D, (‘i? ) 0

2= Dulhp) g + Dullp)

| X 9 QP Ly
(Dx(XqPJﬂ)../_a&.:: 11 ?_1 'B’Ilﬁi i (B'IJ;X13“4-
Xy, 1 Npia ) X9
Dx (X’Z |2, FH.?., i‘ ?'Izj X, e ’a'Ilj == Yﬂ”aft(,
?i.fax ,fax n 19 T
Z‘IJ P"B’JEJ ‘ Q,ra%-_{. 5%)(1—& TB%JXL:I'B_'I: 3=, I) 1

La condition @24) implique —Z” Z‘J = ,J:.‘l,..,}m-ﬁlf. autrement dit :

E’" QX1 + F‘””‘,a—-)—(-‘n; 30 n Y o (MX; =0 -
%) QOCJ-

’a’IJ ra’IJ
= .2,...),01-1 -
DS W) N 1 T %_%x o \ &)
P ’b’xj i ﬁﬂ) Q’IJ ' %%] il & F -

En partank de la relation (&) et en itecant le meme processus de calcul

que pour les ofi , on arrive au systeme ddqualions suivant:



5.

L

J:ﬂ’.

(Hz’xr'xi)%%‘f- + N_z[‘hz, =0
- " - (71)
(a4 - 2n) f%%% + % (1- ““)%%E—’; -0

_y=n 0120(1—0&) 9_&_‘&:: 0

} )
(%n-1 m)@% 4 Tn (1-Hn) Uiz _ o | :
) 4 . 0%y

DXn-1

3
_f}m + (‘:rrm = "In) ,/%%1 + An ("L.Hn) %%%1 =0

solution Se'néfale .

b) Calanl de

- — e = ——

On remacque d'emblee que oy, Bra et j!o:u, ont la meme

St | Pia - Tia, (aty, )
HzIz - Ay

Bu = Fz.!, (_'xq,DCn)
Hz'xz'l A4

F)nd— 2

sachant que ’;%%BJ_ =0 |'équation (la sewnde) de (33 devient -
: o

o

% ('In-'l-"xn) -{a_&'._; 0

) Y-t

(Q [ou 3 -

u ')(n_, - An

Sipfi o J'iot;m + K’ (w‘?cz;x“) J K;e‘K’



16,

o )
£ 2 &

d'ou _ Plt - K('Xq, Az, An ) ?
Ixﬂ-i - Am, i

En se reportant a la 2™ equation de (34) et connaissant les expressions,

de \r’%n_ et (JHL: ‘
(Har —0t) QK 1 + X (1-Ha) O N, 1y 0
i 0 ('Xn-l-’xn) (Hz‘xz __'1-1)2.;
/b_‘é = XAm (‘1- Hn) [;12_, ____N_?._’_____ :
0Ayg, ' @ziz-x1)L
dK = HL An (1- Na _L_.._LN dx " ‘n
J (1- Ha) J (Hzxz_m)i’ + [ (4, )
K= -2 (-t - T}
(nz'xz,-'x1) )
alors : [511 _ e oLn (1- Hn) i i?
- (ﬂzacl = ‘I.,) (fo -Yn) a1 - Xn

On en tice I'uFression de PM el

-+

ﬁll . = [12!. Tn (41-Mn) ’ M3
(Hz'x: _'11)(’1;1-; -"xn) . ’x,l_.— An

<A
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23Tableau r c'topikuluhﬁ 1
Sy _ _(A-Ha)arm Aalayom) _ LF %ns o el )
Ay ~ An M2, - ot H o = U An-a = An
0(1, = -A-.‘L (’I-:;Tfn)
H‘lxz—- Ar !
5 (%u _ _ (A-Ha)xn (g, (o0, 2x0) i (5, 2cn)
(. ) ran —_ {xl\. HI_I?_ - ’x‘l rxﬂ-l —’xﬂ-
[}”Qa = r’lfb (’x'al,’xn)
M2%; - X4
| [32,1 = _ (.4 = H") An s r’?-’- ('I‘IJTI\) + r’la ('11,In)
X4 — A Mo, — Xy .I Aa1 — Ln
ﬁil - r'-‘i‘.b (’xq,’In)
H-ﬁ.z A O

. # l'\.j
3 Susteme deécouple’ 2.

5t = Kol 4 Kyl () Uy 4+ Xg(x) Ug_, +\1Jq~
e e

En choisissant les commandes:

W= ofy () 4 Pu@) Jy + F!u (V2

g i o () Pl&.(x)‘l)'l 4 Pzz(x) Vg,
(On obfient le syskemc decou?lt :

= %o 4 X0 V1 4 xm + Wao,
D).

avec:  Xo = KXo 4 Xa + o2 Xy,
: X'\ = IgllX1 4 PM,XL
Xo = pas X1 . Pzz Xy

2 Re
0
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e it e i T o T T S —— ——— o —— —— —— - — -

({I-“ {IJ _Lq [(HJWIJ“ "a-xj (4- H“)'x"]-h-‘l o L %o

Ana-An An-a — L H‘lxz-'x‘l Hm

—— e — = - - - - - - em e w W W E—— — m e mm =

- - - o e mEmE o === P —— - amaman ey L

Ha)Xa 1Lz ¢ 1
Ql:p ’1'; —/L1 [ (an'x{n- ‘T‘x_;) Ex“, ).:“)J ﬂzx‘ I1 SILE %nﬁin, 'I;L

e e e T

TS OCYFRIYTE WA v WM Y= -y

8 ’ 'Hn ) .A_ L ) o 3
Qﬁ“ -‘xj) ‘-A‘rn jT“xn. * [( HJ“‘xJ“ i H‘}x‘,) - (4 )’xn]l"h;rﬂ 15 ?:;fm An @cj_'ﬂ)“

‘rj_ 2
{(H?cs MyXy) - (T4 - 2) 'I"U Hn) ] [z ey ax) T

'xﬂ' H'L'xz- xq 'xn.‘— xq

— —— — — — — — — O —— — - —————— —— ——— ——— — — — — Y — — — —

_ T T e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e am o e

[(ij’l“_HIJ) (’Jt_p 'JCJ\'I"U Hn) Mz i EJ'l.l’_x.L ﬂi
Yn. 1= Xn Hz'xl Ay Lna -XLn
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f‘\j*

2

49,

]F—l!-v (29
[(!“\5’15 = HZTZ) (- TZ)?C’I““E{_ ::) ] Gl Cy
r a-9) Tn(4- Mn) Fzz
[(HJH{I - ij ( fx'” o ] nzxz

__...._-—-.——..._...—.—...._....—__..—__._-_-..._.—._.._-——.—_F.—__.__—_

H T
He a

Y= (':ra, %n ).

- Ny 270 rﬂﬁ

Yaa— Xn

—— — —— — — -

-~ _’2(1-1 —'I.L (24
An-1 -

Du 555¥errie_ clawuple. Z on en deduib le susteme quokient ="
ou (H/sl CS;D* ) 5 M/ST est une variekd ¢® d;ﬁ(fmhabejsglmree de

dimension 2 .

('X., = -}a— [—Az@&,'xn) + ,woq,xn) Uy + (2001, 200) U’-’}
H

/\ QE—n = [(—A-«(‘In'xn) Lf’iﬂ) T (‘In,ffn) U, t [}z.t(ﬂfu,xn)UZ]

/-
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L. Conclusion:

%rmn toutes les solutions ?rcscnhe,s en (B8),un kei s'impose

et le choix des A F’_‘ ,Vj sera soyms a plusieurs types de conbraintes:

L1. Condition d' homogtnetl-e_ A que les dl«F{Cffﬂhﬁ grandeurs Ko(x)

X (), Xe(x), X, H_i sont sans cimeasion ot que les %, U,y eruy,
sont homogenes d l'inverse’ d'un temps; it doit avei:
[oh] - [d2])= [M]=TA])- [_‘L]

Les p._! sans dimension d'ou la meme chose pour les ﬂJ

L.2: les commandes u, - _':3. et U V = émimk_&hc_.paaim, car

le contraire Sugm%emu\' ?hsmquemmf que Fout \c lon3 de la calonne, o
\/QFeur descend b le l\qutcle monte !

b.3: ‘De par_meme leur construckion - oz, Bz, Bas, Pu, Pat sonk

ositives , idem pour |'expression; o LE Mae | A4
P l 4 F F H ®aa-%n  Ana-%An

5i \'a'\'a\' du SSsh}ne; esk el que:
434 4 Mo, c So = Ay, Ng, Ty >0
¥ M - 0 = -A-z, ﬂ2., 2y <0

@ sign (Hzoe - %) = sign ()= Sign( iz )= sign (f2z).

% Mo -xn D0 = (A 31-“5%1-1 >0

i > %n (1-Hn) Pﬂ,

T21 S %n (1-l1n)'[3u,

v -t <0 (Mg <L
M (Ofn(‘l H)Pﬂﬂ, ‘
[ <% (1-M )(5

2 Ay oo



B4

CONCLUSION

La résolution dy Probléme,’= de la rejection  des perturbakions -dans les
systemes non lineaires , & notre nnaissance ,.n'a (usqu’a Pr’esenk pas faik
Pob_lek d'qFFIfcaHons pratiques .

C' est dans celte optique que nous considérons notre krayail comme 1 Comple)
dans la mesure of || est Yait abetraction | dans cette ¢bude | de la controlabi-
-lite" eF  skabilite di- systéme , nokions Qui restent assez mal connues dane le
non - lincaire | en particuliec  la  stabilite qui n'a ete etudie que dans des
Cas pacticuliers . Ceci denote que |“approche géometrique du DDP dans les
sysk€mes non lincaires ' est qu'a  ses debul, et peat ‘fm're_ i'ola_‘}e.l‘ de

+

nombreuy \-ravaux;
ﬂ cela vient s'ajouter |o .?ail- que les resultats presentes en £in de memoire
sont tout q ‘T«aik genéraux , quoique la quasi. tokalite  des contraintes gur

la commande .dt'touplanke y ,?[gure , Il reste e probleme de q Parh‘cu[a_

_risabion de @ resultat, celon les exigences de la th‘q“e.; ce qui esk loiq

d'étre  trivial ek qui peut ,flairc "t:bjek d'une etude o pact.,
(.om[:*e fenu de tout celq , NoUS -Sommes conscients que notre hravail reste
a wmple'menhr et ne peut  representer qu'une ebauche bien Hmide auy

applications du  DD.P. dang les 65$¥e'mc§ non lineaiies .
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