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-000~ INTRODUCTION =-oQo-

Le but de ce projet est 1'étude de la logique ternaire et de
ses epplications ,

L'algdbre de Post (ou algébre modulo xJ= x ) est une suite
naturelle de 1'algebre de Boole ( ou algébre modulo x2 =x ) .,

L'algébre de Boole permet de résoudre les problémes d'alter—
natives ( déoision par oui ou non ) et d'étudier des chafnes de
eontacts électriques ( contacts ouverts ou fermés ) ; cependant elle
n'est plus suffisante pour 1'étude de phénoménes comportant trois
états comme les circuits électriques eux mémes , En effet , une lame
dtun élement de transfert a trois position possible ., Le deuxieme
état est un état de transition entre le premier et le troisiéme ,
Ainsi aveo la logique ternaire,on étudie systématiquement les aléas ,

Signalons aussi que le systéme trivelent est théoriquement avantageux
tegeux pour le traitement des grands nombres sur calculatrices ;
( en effet dans un systéme & base N , on dispose de N symb8les pour

k-1
derire un nombre n dans cc systéme ; on cherche un nombre k tel que N.Sé«(N

N = ¥,k est alors le nombre de gymbBles nécessaires pour écrire m
on a ainsi : k_x1§g}n(n)./ 1n(x) <:: k et pour un grand nombre

(ctest 2 dire si n_y o) 5 k devient équivalent 2 : 1n(n) / in(y)

R
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Oor le temps néoessaire & la mechine pour repérer un symbBle

est proportionnel au nombre de symb8les entre lesquels elle doit
choisir c'est & dire I .Pour éorire le nombre n , la machine met

un temps proportionnel & N.k c'est i dire a Nln(n) / 1n(N)

(1) i ¥in(n) / 1n(w)

_ 1n(n).1n(x) - n(N).N / N

Cin(w) <

¥
A
|
i

1n(n).1n(¥) = 1n(n).N /N =0
1n(x) .1n(n) = 1n(n)
In(w) = 1
dtou N=ce
Le minimum de (1) est obtenu pour I = e ., La base la plus voisine

de e est 3 , a'ou l'avantege de ce systéeme trivalent .
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I - LOGIQUE TRIVALENTE

1°) Logique des propositions trivalentes

Désignons par A , B » ...despropositions logigues susceptibles
de prendre trois et trois seules valeurs -1 , 0 ou 1 selon yue ces
propositions sont fausses douteuses ou vrales.

Désignons par

A+ B la classe des propositions qui sont

Vraies si les propositions A ou les propositions B sont vraies

Feusses si les propositions 4 et les propositions B sont fausses

t

pouteuses dans les autres cas ,

A.B la classe des propositions qui sont

Vraies si les propositions 4 et les propositiins B sont vraies

—mg-~sog 81 les proposit’ ms 4 ou les propositions B sont fausses
- Douteuses dans les autres cas .,
Entre les classes -1 ,0 , 1 existent les opérotions d'addition (+)

et de multiplication (.), définiesx par les tableaux

i ke

\"nB 1 ; . B 4
AN =1 0 i A\ <% 0 1

-1 -1 1 =4 -1 -1 -
0 1 £ I 0
1 1 1 ! =
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péfinissons l'opérateur de duwalité :

Désignons par di la cdasse des propositions qui sont :

- Vraies si les propositions A snt fausges

- Fausses si les propositions 4 sont vraies

- Douteuses si les propositions A sont douteuses

La table de di est donc




2°) Treillis de post

péfinition : un treillis de Post est un ensemble P qui contient
trois éléments distincts priavilégiés , appelés €éléments de base , notés
-1,0, 1, deux opérations (+) et (.) distributives 1l'une par rapport
a l'autre et qui vérifient les axiomes guivants :
A A ng ~£;1
Ao Xi0 = =1 ::-;ﬁx -]
43 x+o0=1=Bx=1

pour tout élément de P , il existe trois élémehts de P

x" H xo ’ x“ y tels que

e |
B, x = (=1).5 % (o)’ (1).5
RN 41 o 4
B, X X =X X=X ,X = =1
.4 c 4
BB X X 44X =1

Les éléments de base sont notés -1 4, 0, 1, ils seront aussi parfois

. -4 L] A
notés e , e , e

Remarque : les ¢léments de base ne sont pas & confondre avem les valeurs

arithmétiques -1 , 0,1 qui apparaissent en indices des x et des e

ixamen préliminaire des axiomes

L'axiome A4 montre que P a un élément "plus petit" que toub les autres,-1,
et un élément " plus g:canq“que tout les autres,1 . En particulier on a
-1 ‘ 0\<1 . On derira -1 <0 <1 pour traduire le fait que ces ¢éléments sont

distincts ,
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De 1l'axiome hj résultent les formules suivantes:

) ' x.1 =X

(2) x4+ (=) =x

(.5) (“1).3{ = =1
(4) x+1=1
L'axiome Bq montre que tout é1ément de P peut se mettre sous forme ncrmale

: ; s 4 a 1 -
disjonctive,les éléments x , X , x scnt les composantes de X suivant des

- "4 0 4 - . 4 -~ 1
&léments de base ¢ , € 5 e ( 1'opératicn qui assceie & x sa composamte x*

avec i = =1 » o oul est appelée projection de x sur ei.)

41 & O 4 4
X=E.X+Q.X+e.x

_ (m).5 % (0)eSe (0)x

De cet axiome découlent les relations :

(5) xi=‘| si x= % :\-é I-_(J,O,’”
xJ = six ¢ j 3&1:(—410!4)
exemple ¢ si X= 1 » )
ainsi x"1 = x° =~ ot x! =1

-4 a A
et x=(-1)x+ (0)x + (1)ex = (=1)o(<1) + (0).(~1) +(1).(1)
= (-1) + (<1) + (1) = 1 |

L'axiome B, exprime que les composantes de x sont deux a deex disjointes
et 1'axiome By exprime que jeur plus petit majorant est 1 .

Les formules (1) et (2) nous permettent d'écrire B, sous la forme
équivalente

©
B{ X = 0.X + X
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En effet x = (w1).x + (0).X + (1).x

d'aprés (1) on en déduit
et d'apres (2)

Enfin d'apres {3)

Complémentation :

Le treillis de Post etant distibutif, 2e complément d'un

é1ément x de P , s'il existe , est unique . Soit x' , ce complément , on
a par définition

(6) x.x! = -1
(1) x +xt =1
Bn particulier , les éléments -1 , § ysont compléments 1'un de llautre .
Les axiomes (45) et (A5) montrent que 1'élément o n'a pas de
complément .En effet on o?
x,0 = =1 X = -1
X + 2 =1 x = 1
ces deux relations montrent que‘ o n'a pas de complément,

P n'est donc pas complémenté , ce n'est donc pas un treillis de

B-ole ( rappelond gue le treillis de Boole est un trellis complémenté) .
Les formulent de Morgan g'éerivent :

(8) (x+3 ) =xy

(9) (xy )t
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gous ensemble de P ordonné en trellis de Boole .

Propriété 1 : l'ensemble 3B des é€léments complémentés de P est un
trellis de Boole 3 le plus petit élément de B est -1 , le plus grand est
donc 1 4 o n'appartient pas & B .

B est bien un treillis , car si x appartient & B

¢t y appartient 2 B
on obtient :
X + ¥y appartient a2 B et

x.y appartient a B

Table dtadditicn X + ¥ Table de multiplication x.y
=1 1 { =1 1
N Al
-1 =1 1 -1 -1 =1
1 1 1 1 -1 1
Ces tables nous montmrent que X +.y , X.y appartiennent & B

puisque x' et y' existent dans B donc aussi x'.y? et x!' 4+ ¥

B est « , évidemment distributif , et complément¥ par définition,

B est un treillis de Boole .

les composantes des €léments de P appartiennent a B

Propriété 2

En effet si x appartient & P ymogtrons que x1 appartient 2 B ( c'est & dire
que(xi)' existe ) . Montrons alors que

(10) (Xi)' = ng aveo i # J
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On a bien ( par définition de la complémentation)

X+ (ii)' =1 = x75+ xo + x4
=84 ~€E1ls {-—“r a, "}
i A
dlon (x*)! =Zx.3 avec i # j
dlautre part la relati-n ’ﬁ'c.x' = -1 nous permet d'écrire
x&.(iz)' = =1
d'aprés 1l'axiome Bp = x;txc 3 ﬁ”,é’ = x° x?
soit finalement 03V==§x‘ At

Propriété 3 : Tout élément x de B est une composante de P
plus précisément , montrons que : x appartient & B implique x = xI
puisque x appartient 2 B , on a svit x = 1 , soit x = -1
d'apres (5) 1° = (-1)9 = =1 ceci nous montre que

x appartient & B implique X = -1
et d'aprés B!
x = x4 0.3
= x4 0.(-1)
= x4 (-1) = x*
Des pripriétés 2 et 3 résultent que B est 1l'ensemble des composantes des
éléments de P

(11) B = {x"} avec x appartenant a P
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Composantes d'éléments particuliers :

Soit x un élément de By x= 1 ou =1

: A .
dtaprés (5) s ¥ =1 six=-1
4 - .
x =-=]8i1x= 1
A
on a donc X = x!
L]
On aura encore x = =] avec x = 1 ou -1l
1 .
et x=1 six=1

A . .
x == 8L x=~1

4
goit X =X

d'ou les composantes d'éléments particuliers

A

x = x!
°

x appartient 4 B =5 X e ]
A

(,12} x = X

En particulier les composantes de *¥sont

.1 . « - 1
(x*) = (x*)' = ix!! avec J*‘L
0
(43) ) =
(xil.)" 2 xb
Négation :
tion , la négation d'un &lément x de P est le plus

Par défini

grand élément y de P tel que X.y = =1
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En effet , x,y = -1 s'écrit '

1]

d'apres B" on a . (0.% + :?).y -1
=O.x°.y + x“ly

d'aprés la table d'addition on a la solution unique

o.x‘.y = -1 et x".y = =1
4! 2 g . ; 4
apres Ap 0,X = =1 impligue x = -1
0 ool o
on a donc 0.X ¥ ==1 implique x ,y ==1
et xo.y - % ¥ =1
-0
=(X +x4)oy
dtapres (10) x% = ()
- | ice |
on obtient alors (H1.y= =1 soit y =x

(14) 12 négation de x est donc =t

Notation snous emploierins les notations suivantes

x' , complément de x
A

% , négationde x (x=x)
?, négation de 2

£4= (x‘.")’ sera la composante suivant etde* la composante

. e
suivant e de x ,

Remarque

puisque? est une composante de x , X appartient & B ; or

dens B les npti.ns de complément et de négatiun se confondent , on a
b " - -‘
x! =X implique x = xt =X

— '_.,..‘-* 4.1
To(F) =F= ()



< = © A
d'aprés (13) on obtient x = x 4+ X

*-x% X L{x04x ) d'aprés la

relation de Morgan ?:(xp)' _6(")1 = (XJ+ 3 ). ( {14. :?)
A4 -1 1 0 A4 00
=X WX 4+ X X £ X X 4+ X X
. _? 4
drapres{' 2) - 51 x4= =
donec ri-' =X et%‘t: # X

et enfin d'aprés (5) T =71 = -1
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Composantes d'un élément de P :

Tout élémeht x de P peut se mettre sous la forme

(15) x=o.,a + B ou a appartient 2 B et b appartient 3 B

. L / o 4
il suffit de prendre d'aprés B4y a =x et b =X

Inversement , cherchons les co posantes de 1'ékément x donné par (15)

on peut éorire X=10,a4+0D0
= o,a + blo + 1)
= O(a + b ) 4 Lab
or a+ b= x°+ J?:xex'; xox":» x‘
=x( x4 ];4) %
xa( x‘)' I x“
soit finalement a+b=a.b! + b cette relation est bien connue

en logique binaire,
On peut écrire

= 0,8+ b= 0,2 + b(o + 1)

"
I

If

0( a + b) + b.1

on vient de voir qie a + b = a.b' 4+ b , donc

x = o(a.b' + b) + 1.b
= oab!' + b
en introduisant le monfme -1.a'.b' = -1)l'expression x devient
x = =1,a'.b’ +0.a.b’+1.h cette expression est

P | A
da forme disjonctive de x = (-1).x + (o).xo+(1).x

par identificati.n on trouve :



*‘ g
X = af.'bl

(-]6) X = ab'

composantes d'une somme

A A
goit x et y deux éléments de P de composantes X" et ¥y ;cherchons
les composantes de la somms X + ¥ ,on a

o A
X = 0X 4+ X

It

] A
Yy=9%+7V¥
adnsi la somme X 4+ y s'éerit
A 4)
A, & . ~ . A . .« =
or x*, y appartiennent & B donc aussi X + Y ( voir table d'addition)

X + y se présente bken sous la forme (15) , les formules (16) donnent
alors

(e v) = G4 )R P
d'aprés la relaticn de )Morgan

(x + y)‘ﬂ=(x")' .(yc')’.g )' .W'

4 A ©
d'une part {x‘%‘.@“ = (x+f).(x+x )
A
= X

Lol 4 A 4 o
d'autre part cn a (:v'%!‘) =F+y).G+7)
= y"‘
on obtient alors (x+y) =x.¥
[+ [+] 1 4
d'apres (16) (x4 ) = &%y Jixt 3"

=(x°+ )fo ) " (XJ+ Ko ). (5"-1 I)? )
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cn effectuant le prodiut des trois facteurs on obtient

(x +v)°

]

o @-1 00 g e 4
P4 Xy X 4y X )y 43 )

o o o -4 -to
#XYy +XY¥y +XY

la composante de (x + y)ﬂ sera

4 % oy -
(x+y) =x+y dapres (16)
. I o SR
ainsi t (x+y) =% y‘1
|
} ° eo0 o-1 10
(‘l"{') 4 (x4y) =xy4xXy+ X ¥

1
 (xwy) =x +¥

gomposantes d'un produit

On a comme ci-dessus

(x.y)

6 4 4

(x4 ). (o 47 )
6C 04 A0 4 4
_o(x y4X T 4XY XY

I

le produit x.y se présente sbus la forme (15) et les formules (16)

1 A 0
00 o4 A A
donnent (xyf=(£ysxy+xy ). (xy)!
3 0o 64 A0© A4
d'apres Morgan = (X y4+X Y + XY +X Y )
. ’
= ’ . EX0+X4)-(YO+;)]
5 o 4 4
d'prés Horgan BRI SING 2250
4 -4
= X + y
0 -
la composante (x.y) s'écrit
\4 a0 A® 0 A4 A
(x.y) = (Xy+xy+xy ). (xVy )
A D 04 ’
d'apres (16) = (RP T xy ). %)
: 0 o4 4 o 1 o
(Y Xy )+ X+ T+ 7))
4 o
=x°3?+xy°+xy"
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d'aprds les formules (16) la troisidme composante s'écrit
Coa 4 a
(xy) =x.y

ainsi on obtient les trois composantes

2y . S
(18) (ey) =x +¥
" 0O Do AP o4
(x.7) =xy+xy+xy
4 1 4
(xy) =x .y
t-“ -b" .p‘ -4 "’ -4
Remarque : les formules (x +y) = x .y et (x.y) = x + ¥y sont les formules

de Morgan dans P relatives & la négation dans un treillis de Post
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Dualité
Considérons la transformation d(x) définie dans P et qui associe
3 tout élément x appartenant & P , 1'élément
(19) ax) = of 4 5
d(x) est appelé dual de x.

Cherchops les transformées de €: dans les' relations suivantes toute
simplification gera faite & partir de la relation (5)

A
a(1) = ouf+ 7= =1

; 1 o
d(o)=0.c?+o=o
4

a(=1)= o(=1) + (=1) = 1
Composantes de d(x) ¢
_ 4
(d(x)) = (0.8 121)4

d'aprées les composantes d'une somme ,d'un produit on écrit

(at)'= (0.2)"% @)’
=o(x')+x’
A

==14+X=X
(20) (s@f = G -
—(ox“)(x o (ox° Y& (B
=—1+[0.(X)+0(X)+0-(x°)lx‘)"x]
= x% ( x") -
(dx (o 2= (2T Y

=E)-+(x )kc  x1)
A

(A% ) =

4 -4
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Transformée de d(x) :

a(ax) = o.(ax)"+ (ax)

4
d'apres (20) b 0. X = X

(21) d(dx) = x
Oon dit que x et dx sont duaux, d est-
on pourra €erire dx = <x

mransformation d'une somme et d'un produit
(22) a(x +¥)~ ax.dy
(23) d(x.y) »ix + dy

En effet le deuxitme membge de (22) d

A

la transformatidon de dualité

“on vérifie que

onne

dx,dy = (o Yol 7

A o I R |
c o PR T I N Ty
a ,4
et le premiew membre a(x +y) wolx gf.;, (x+y)
B -1 -‘ 0 04 -11

L 0(]{0 y°+ Xy
dtou la relation. (28) ¢ .. )
1a relation (22) appliquée & dx , dy donne

d(dx +ay ) =ddx,ddy
dtapres (21) = X,y

dd(ax+dy) = alx.y)
done on ohtient finalement

dx + dy = d(x.y)

+ XY )+ XY

la relation (23) est vérifide
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3) FONCTIONS DE POST

Définition : on appelle fonction de Post a

une variable x , toute fonction construite & partir des quatres éléments

A
o et X et des opérations (+) et (.) de P , combinées un nombre fini
de fois ,

Liste des fonctions de Post 3 une variable

r

Fonotions de la forme o , x™

-1 Q 4 . in 2
043X 33X 5 X ceci nous donne 4 éléments

v

1

. ] A
Fonctions de la forme o + X

-, 0 4 . p—
04X 5, 04+ X 0+ X ceci nous donne 3 éléments

e ;
— Fonctions de la folme x + xﬂ'
A4 a0 L 4 © 4

X +4X 23X #X ;X +X ceci nous donne 3 éléments
—~ Fonctions de la formeo.x™
° -4 4 . —
- 0,X 3 D0gX g 0.X ceci nous donne 3 éléments
A
— Fonctions de la forme X X
& . - e
X oXE ceci nous donne 1 élément
. :
o 4

- Fonctions de la forme o -+ X 4+ X

-1 P -4 4 2 A : .
0 +X + s O+ X ¥X p 0+ X i+ X O060L NUI donne 3 éléments

. A A
— Tonctions de la forem o.¥% + <&

4 o -1 4 o A o 4 4 1 A o
00X + X 3 @X 4+ X 3 0sX + X 4y O0oX + X 4 0.X + X 4 0.X + X

ceci nous donne 6 éléments

. . A s
- Fonctions de la forme O0.X + o.x?’

-1 (%] -ﬂ 4 (5] A4 . p
0.,X + 0.X g 0. X + BX F 0,X + 0.X 5 CEGl nous donne 3 éldents

kR

~ Fonghians de la formn kb + 18+ = o
x4+ %4 = 4 cecs novsdonne 1 element
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cette liste contient 27 fonctions formant un ensemble que 1'on

désignexra par F.

L'ensemble des 27 fonctions de Post & une wariable x appartient

par condtruction & P , .il contient paer ailleurs les éléments de base

deP (=140, 1 ) . Donc , pour cet ensemble F muni des opérations
de P 4 les trois axiomes Aqy Apy Asdéfinissant un treillis de Post
sont vérifiés .

Tablesdes composantes des éiéments de ¥ £¢ §J, k @gifférents )
Oon représente les composantes des éléments de F par f-1, fo0 ,f1 donc
une fonction f appartient & 1l'ensemble des 27 fonctions de Post
gléerit 3 £ = (-1).£ 1+ (0).£0 + (1).£

Obtention des composantes de f :
dtapres (5)

f = -1 implique r 1= (-1)"1 = 1

{ £0 = (<1)0 = =1
LET ;= (=1)1 = =1
1 (x L) xd ok
f=xt = < £0 = (xi )0= -

.

P8 = (0 + xi)E §'(xi)-1= 4
f=04xt £0 = (0 + xi)o = go(x%)0 +o-(xi)o 4+ 0o(xd)-1
= £ s (). 0510 % G=1)(=1) « (1)o0x3 4 =)
il ok

Lf1 = (O + }[l)l = OI 4 (xl)‘l .—--—1 + ]Cl= }Ci
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v .

f =fo+xi+x3 )_;=i€0+xi)+xj]:

- (o + 2. ()% 07l IG)

= -1

£0 = (0 + Xkt xj)%ﬁ 0+ xt) 4 xi‘;o
= (0+xt)o(xd)o+ (04 x1)=txd)o+ (0 + xi)o(xd)-"
= (=1) + (=1) {Oo(xi)o+ ¢ () + 00(xi)- xis x¥)
- (e ) (e =xt

f1 = (0 + x4 xj)‘=£l 0+ x) 4 xjj ‘

(o0+ xi)j+ (x‘j)1
o'+ M) ()]

=X % X

i

etc,..

Table des compoe-nics des éléments de F ( i, j, k différents )

teF -1 © A4 Xt o <ty xb

i 1

[ 1 : e
{." |t 1 -4 -7 I’E'.;‘.Ik = '_1?"*

| e !'4 1 =% =4 URL ~1

i 'l I] '{ 1 [.

. I -1 ) A x :(t _xﬁ X

F#l xdaxk A <k xi’e
0 , Fal -
f J:'_L :f_& ~* _x"*-irxh
P i ) .
T = ;Ik-‘*.'f—/é ~3 —A |

r_*_
|
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Tdentité fondamentale

on a pour toute fonction de Post & ume variable,
f(x), 1'identité fondamentale
(24) £(x) = £(=1).8 '+ £(0)x” + £(1).x"
Démonstration : l'identité (24) eét vraie pour f(x) =0, en effet,

le deuxidme membre de (24) s'éerit :

0,3?+ O,XA + o.x*——- 0.(f4+ Jg + x‘)

£(x)

L

=rj-1=0
]
1tidentité (24) est vraie pour f(x ) = X, en effet le deuxiéme membre

gléerit @
flx ) = #x axtxe’ = (30 x4 H)
ok
si d'autre part 1'identité (24) étant vérifiée pour f(x) et g(x) de F ,
clle est vraie pour f£(x) + g(x) 5 ona

£(x) + &(x) _£(a1) x4 2(0) x® +£(1)xt 4 g(-1).5" +e€0) .
+ g(1).x1 |
=(f(-1 )+8(~1 ))x"+{f(o) ¥ g(o))xo +(f('1) + g(1 ));
et pour f£(x),g(x) on aura |

£(x). g(x) =[f(-1>x"+ £(0).x” + fm.xﬂ[g(-_ )3345(0) o® +g(1).xﬂ
f(;i).g(“l).i"+f(o).g(o).x, + f(1).g(1)_x‘+(_ﬁl

N X

£(=1)&(-1)x"'+£(0)el0)x® +£(1)e(1)x*

]

il

£(x)8(x)

1'identité (24) est donc vraie pour toute fonction f(x) appartenant & F
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coefficients de 1'identité fondamentale

Nous appellerons coefficients
de 1'identité fondamentale (24) , les éléments £(-1) , £(0) , £(1);
ces éléments par définition eppartiennent a F et peuvent gtre coﬂstruits
3 partir des ¢léments de base =1 4 0, 1 de P a 1'aide des opérations
(+) » (X) et projection,

Le triplet £(-1) , £(o) £(1) peut prendre 3 valeurs différentes
corrcspondant aux 27 fonctions fe F . Soit (e Y 4 (e’) ’ (e ) une
valeur particulidre du triplet £(=1) » £(o) , £(1); L5 J 5 k.
sont des indices arithmétiques choistsdans 1'ensemble ( =1y 0 4 1 )
Associons & ce triplet le nombre algérique N tel que ¢
(25) " Ne=i4+ 35+ 9k

ona =13 ‘N 413 , une fonotion donnée est bien caractérisée

par N , on pourra dong 1'édrire fN(x) .
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II - ALGEBRE TRIVALENTE

1°) Fonctions trivalentes

Etude des fonotions trivalentes a tmeis variables trivalentes 3

les variables sont susceptibles de prendre trois et trois séhes
valeurs (-1 , 0 , 1 ) et les fonotions de ces variables sont aussi
susceptibles de prendre trois et trois seules valeurs -1 , 0,4, 1 .
11 existe 53‘ fonctions & n variables, Ainsi on peut représenter
les fonctions trivalentes par un treillis de Post ,

les tables dladdition et de multiplication sont

+ |~ o} 1 . |- o 1

-1 =1 o 1 -1 -1 =1 -
o o o [ o -1 o 0
1 1 1 | 1 -1 o] 1

Lés opérations (+) Lol ainsi définies sont commutatives, associatives
et distributives 1l'ane par rapport a l'amtre .

Opérations portant sur une variable

Etant donné une variable
trivalente x , il existe 27 fnctions trivalentes de x , données par
la formule

A
X

(26) f(x) = a,‘.f' + age® + a

'.
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ou les ag sont des indéterminées trivalentes, ag QI =(-1,0 , 1)

et les x* sont les composantes de X, données par le tableau suivent

X I 0 -1
'} ~1 -1
{ 4
x § -1 1 -
J
-.‘ Y
X -1 -1 |

Ce tableau est obtenu par i‘applicationa%la relation

*

™ = 1 si x=1
x*: -;‘t six =14#]3]
En utilisant les signes &+) , - et 2 de 1'algébre ordinaire les
composantes de X s'écrivent 3
JC*.' - A.x! + B.x + Ce.
goit alors
< - g 3 g
x‘l = Adx° 1-|~ +
-
x = abl Bs.‘,'lc b o
pétermination des coefficients A{ ’ Bq; C,

x = o implique (0)4 = ~],donc la premiére équation sléorit

|

-1 ;h.(o? +B.(0} +G,

.= 01

x = } implique (1)" = 1 donc la premiére équation slécrit

1‘=1\L‘.(1)l +§.(1') + 8

=ﬁ’+ B, + Cq
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; 2 4 . -
x = -1 implique (-1)' = -1 la premiére équation s'éerit alors
—-'] =

i (=1 e B.(-1) + G,

= .{-L“" Bq+ C‘

La résolution du systéme
-1 = 1;4" Bq+ Ca

- iy e Gy

—
I

nous donne 3 A, =

c, = -1
on fera $e mime démonstration pour la détermination des coef—
P
ficients de x® et X, et finalement on obtient

x"+X-1

(27) o

¢ —2.x1 + ‘1

X

x"‘= x’ - x -1

Dressons le tableau des fonctions trivalentes d'une variable,
en éorivant dans une premidre colonne le numéro de référence
-13 ‘QN‘ 13 , dans la deuxiéme colonne les coefficients( ag = £(-1) ,
2g = £f(o) , ag = £(1) ), dans la troisiéme la forme disjonctive
simplifiée et dans la quatriéme colonne la forme simplifiée par
utilisation des négations : XA ,"';3 . =

Voir fableau : 1




P

TABLE DES FONCTIONS
TRIVALENTES DUNE \/{B\RIABLE

()

N Q; a, o4 2{:}: a,x 4 O.X.f'-t ax 5(:«?“%@11
3 R (| A 1
2 I x4 x° +0x" 0o+
i R X x %
{0 { o 1 > oPRTL 0+X
S f 0 0 '+ 0" +0X o +x
8 SR B X 0% X
i -1 ¥+ x* e
b 1 =1 0 x +ox™ 3
5 ) [ X
L o 4 A ox'+ X’ + X 0 +Xx*
3 o 1 o0 ox'+ xX° +ox 0+ X°
2 o 1 A ox'+x’
1 o 0 1 ox'+0x° +x* o +x
0 o 0o O ox'+ox*+ox” 0
= o o 4 0x' +0X° ox
-1 o -1 A ox'+ox’
=3 o -1 o ox! +ox’ 0X°
N o -1 - 0X
T I o fnmer ik
6 |4 4 0 x* +ox’
LA (R x?
-8 i S s el 01> % %
9]l 1 o o oX° + 0™ ox’
014 o A 0x°
I (O T i
214 4 o ox
B TN (N R, [ A

tableau -
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2°) porpe nutétigune des’ fonetions trivalentes

Fonction d'une variable : Les 27 fonctions triwalentes d'une variable

x sont représentées par les nembres k entiers compris entre =13 et +13

Nous écrivons

(28) o(a) = £le1)ets £(0)x” + £(a)ex?
(29) x = f£(~1) +3£(0) + 9.£(1)
Nous désignerons par wg le vecteuz de composentes £(-1) 5 £(o) s£(1)
(30) ug' = £1) "
W, u: = f(o)
up = £(1)
Exemple
k=5

en effet 5 = (-1) + (-1).3 + (1).9 cela revient & écrire k dens le
systéme., & base 3, on éerit donc
° 4 3
k = £(=1).3 + £(0)¢3 + £(1).3
s ego3-1=().2+ (1).3 4 ( 133

datou £(-1) = -1 = u';
f(o) = =1 = 'IJ.;_
f(']) = | = u}. )

S i o,
chaque composanté de ukGSt désigneée par ‘llh,l QI = (-1,0,1).

Rorivons la matrice des u";( le signe —, représente -1)

voir tableau : 2



';-] & bis

| " o oy
Mafrice U des W, (le signe — represente _4)

K| 43 42 44 10 _9 8 7 6 5 _u 3 _5 A

w0l EECUEC 1 o o 4 - 0 4 _ 0O 4 =
@) o - @) 0 0 4 4 4 - T ()
A e i e - UL A O © O O

kKTaz 12 414 10 : '
X 9 8 F 6 5 L 3 9 4 0
24 o = 9 A0 = ol = e S
(5o KGR R S T LT SR A 14 o 0
|
414 4 4 4 4 4 4 4 4 0D 0 0o © O

Toableau : 2
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3°) Représentation des fonctions ternaires

Il y a trois moyens de représenter les fonctione ternaires
- Représentation par une table de vérité

- Représentation par un tableau ( comparable au tabzbu de Karnaugh )
-Représentation géometrique .
Exemple 1
Snit une fonction & une variable f(x)
table de vérité

x|-1 0 1

| f(xJ 0 o 1
|
| tableau de Karnaugh
|
| X =] 0 1
o ] 0 '{r

représentation géométrique

convention
|
|
|
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Exemple 2 : Fonction & deux variables g(xq » Xg )

- table de vérité

- o +
*a

gﬁgﬂ _ 4+ o0 o + = 0 + +

- tableau de Karnaigh

X A
X2 s » =t
- | =10 |©
O -+ e -+
+ 0 | - +
|
-~ Représentation géometrique
@ -
> D
x

4
gxemple 3 : fonction & trols variebles ( voir fableau i3 )



et

14. ;-Il_

R

o 1+ [o [+

.*.‘O | O

o |0 |t |o

o |

[ .

oi.o_

J_Tm++ |

S s le

&~

o |1 |+

S

majnk_ @] +
. ST o + ol +10 +
H © 1T 1l o+ | o 4 + 10 +1 0 +
i It T ] S TN (RN (SO | 00 o o 5 g's

o+ o+ + o+ + o+ +
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Représentation géométrique des fonutions trivalentes a plus

de trois variables

cube de Post : considéroms n axes de coomdonnés OFj 3 XKy seee1%m

" . . ; . ;
et les 3 points de coordonncs (:H y g reeer %“) avec
i €Jg-= (-1 ) I
Une i‘-’rhctioﬁ de n variables trivalentes F ( Xq 1%q ,...x,.) est
a

donnée si 1'on commait la valeur de F ¢ =1 ¢ 0 ou 1 pour les 3

valeurs de (X, » Xq seeer Xg ) clest dire la valeur de F au il
noeuds du cube de POst a2 n dimensions,
Chaque paralelle 3 un axe passant par un noeud du cuhe contient
3 noeuds du cube . Chaque noeud ( Xy 1 Xy ,...,xn) du cube peut &tre
. . j -4
représenté par le nombre 3 x;
i~ 4

Exemple : Le cube de post & quatre dimensions comporte 3“ = 81
noeuds numérotés de =40 a4 +40 . Nous représentons le cube a 1'aide
de tois cubes a trois dimensions chagun, Le premicr cube représente
le cube de post @ -trois dimensions s il a pour centre 1'origine o

ot ses 27 noeuds ont des coordonnés x“nulles, les autres cubes

ont des noeuds de coord.onnés Xy xl,xségales 3 celles des noeuds du
les ; ; 5 5 s

premier cube et coordonnes Xg égales a 1 pour 1'un et & -1 pour

1ltautre .

yoir figure : 4
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Les noeuds sont décrits dahs 1'ordre suivant

- poir les noeuds de 0 a 40 :
de gauche & droite

de 1'avant vers l'arriére

et da bas en haut

- poir les noeuds de O a =40 :
de droite & gauche

et de ltarriére vers l'avant

et de haut en bas ,

Hyperparallélipipéde : On appelle hyperparallelipipede, tout

cube , parallelipipéde , carré , rectangle ou segment ayant pour
sommetsdes noeuds du cube de Post

Exemple 3

—oube : (0 s 159 =23 =339, B, 11, -12)

- parallelipipede : (2 33 94 31 90 9 =1 =T » =6 =5y =8y =9 -10)

]

carré : (051 944 3)

rectangle (849, 10, 13 49 12 5 11 )

segnent : ( 3, 4 )

Les noeuds qui s nt compris dans un hyperparallelipipede

peuvent &tre groupés .
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Simplification Q'expression Postienne

Soit la fonction de post & n variables f(xg, Xy, Lreee Xp)

' - ‘ +

écrivons : f(x‘l,x.‘.f,...,x.n) = £ (35 ,X'_g...,xﬂ) +0f’(x‘,xl,.,,,xn)
Désigons par V l'ensemble des noeuds pour lesquels f = 1 et par
D l'ensemble des noeuds pour lesquels f = o,

Nous pouvons recouvrir les noeucds vrais ( pour lesquels f = 1)
par un ensemble d'hyperparallélﬁpiﬁbde dont tous les noeuds sont
des noeuds vrais pour f jLa somme Postienesdes produits fundamentaux

. : 3 +
relatifs & ces hyperparalldlipipédes est uge forme simplofiée de f .
1a méme opération appliquée aux noeuds douteux donne une
i (]
forme simplifiée de £
2wt p0d?

Exemple : goit & simplifiér 1'expression Postienne a trois

variables
c A% e4 ¢
f(xq!)s‘!xj-) —]{: }C:X;+ x'oxl:x}+ Xg xz xs+1.b‘1¥(3
+x4 :1{’:1:'q +x4x +x4 x‘ x°+
PR e B e Rk B B

-1t 41 A 41 e
.+ O(x1 X3 ‘.K}+ x_“ 1113+
""4 -—1 " (5] "'f —4 Q -1 [ A}
+ Xq Xy x5+x4x'_x5+x4 xzxs)
Les noeuds vrais sont repérés par les nombres :

(0g 194935 10,5 153 12 9 4-9, -6 )

ainsi on a formé 1l'ensemble V
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et les noeuds douteux par les nombres

(=13 4 =12 9 =11 5 =4 » =3 ) ces nombres forment l'ensemble D
D'apres le tableau 4 , 1l'ensemble V est recouvert par les deux
hyperparallelipipédes H“ et Elsuivants
=(0s1,413510,13,12, 9

Ht)_“("9,~6)

par
et 1l'ensemble D est recouvert Mes deux hy‘perparallellplpedes

H, et i t
3 H"sulva.ns

Hy = ( -1_3 y =12 3 =11 )
Bgy (=4 =3 )

L9 b -
Associons maintenant & chaque hyperparallelipipede 1'expression

qui lui #orrespond :

PourH,‘a(o, 1 ;.45 55 103 135 ]2,9),&.880010118){4
( p & xo xx ‘1.4
X=X{x3+4113+ x113+ ,_13+ 3+
o JOD)
+"4"2"3+x "2"3“‘ X *3

Associons maintenant les nombres deux & deux en tenant compte de la relation
a4 Loy
p <+ J = 11, 1 9 J ’ k GI = ( -'1 4 0 ] 1 )

xﬂ stécrit alorg

. 0©, © A A_ 01 4
X= %Rl 35 ) vy by ) e fag (e )
0 4 o
v 2y xg (xphxg) _
= x-! 1 4 4 1.1 © _-A
..xax;"x‘;-;-xéx x;.g-quaxs-rx‘xixz
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O (50, e T
X =X > ol
A= T g 1)+4 (% +x3)
S e L e e
*aTg Xt ¥y T2 *3
e et ( x4
=5 Ty )
goit fJ.nalenment
O
X,1 x4x2x
1 .1 ©
de méme, on associe & Hy ¥ Xo= ¥4 %, X3

%

- ‘1_.
Hy ¢ X4 =}cI x2 x;

1l'expression simplifiée de £( X1 9%y 3 X3 ) est alors

T—-‘ A 4 4 a4
X, X' Xz + X x2 x; + 0( %3 x5 + xT X, X3 )

1}
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50) Equation de Post

on résoudra des équations & une inconnue de la forme

Soit les trois équations s

f(X) =
£f(x) =0
£(x) =1

oh f(x) est une expression de Post & une variable de Post x Nous
nous proposons G'ewprimer les solutions x de chacune de oces

équations en fonction cde 3

f(1) = £y
f(o) = fﬂ
£(-1) =14

pour cela définissons les coefficients indéterminés

a =194 0, ou-

il

a 0 ou -1
. Uo= -1 ou’l

asa=0ou 1
Dressons le tableau des valeurs de  triplet f fo fact des
solutions des trois équationsprécédentes f(x) =-1, f{x) =0

f(x) = 1 & 1'aide des pa:gn%tres a et a; et de paramétres b

définis comme les: aj , on a par exemple
A ’



A8

ag=0oul 5 bg=6oul mais on n'a pas nécegsairement

a,= bﬂq

Les points dans les colonnes des x correspondent aux
équatoins impossibles t x solution de f(x) = u n'existe pas .
voir tableau; 5

Explication du tableau :

12 ligne

fq=1 9 6= 1, fy =1 Aimplique

£(x) = (1).35-1-[- (‘1),:{0 + f]).x‘: xJ+ xo+ JE'

-1 il n'y a pas de x qui vérifie la relation

il

solution de f(x)

»4 < A
X + X 4+ X = =]

® , il n'ya pas de x qui vérifie la relation

"

soluton de f(x)
=, o A
X +X%X +x =0

solution ce f(x) = 1 , quel que soit x appartenant & l'intervalle

(-1,0, 1 )est solution , done x = a

I =
2 g ligne :
-1 o 1 -4 @ 1
f(x) = ox +1x° Ix" = Ox +X+X
golution de f(x) = -1 : il n'yapas de x qui vérifie une telle

équation car : si x = 1
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-, o A

= 1
donc x = 1 m'est pas solution
o =% 4 o $oin
six=Conas: X =x==1etx =1 donc f(x) s'éorit
'1 Q A -
#x +x =0(-1) + 1+ (=1)

= 14

done x = 0 n'est pas solution

0.X

A -
gix==]10na: xo =x =1 etx =1 donec
# A (1) A i .
0u s 2 45 = 0(1) + (=1) + (1)
= 0f -~
donc x = =1 n'est pas solution de f(x) = =1
golution de f(x) = 0 :les solutiomr ont X =A
=~ n ocar si x = -1, on obtient
= 4
0.X +x +x =0
et si x =0 ou ] on aura
A o A
0X +X +X =1#%0
golution de f(x) = 1 ¢ les splutions sont x = 0 et x = 1
X = &, 0ar gl x ==1 on a @
-1 o 4
0.X +X + X =0¢#1
et g x = ( oul on aura
- © A

DX +X 4+ X =1

L
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Résumons maintenant toutes les solutionsg
dquatoin f(x) = -1:de 1'éxamen Cu tableam5 résulte 1l'expression de

x solution de f£(x) = = 1
1 44 o - -1

-4 .14 o 1 o)
J:ufff ffof_1+fff+fi‘f

4 - 1 &1 <
+ 0.( £ fo i‘__ﬁ_f,1 AL o f__4+f,, fo £) +
1 24 - o -1 -1 -1.4 =
+aq f,‘ .f(') i:1+b‘f fn f,.-|+ aof,‘fof_fl-i—
- - -1 —{ ~1_0Q
+ b T, i‘°f1+a_,‘f1 %i_‘_1+ b £ i L, 4
P

+afff

et apres simplification du type

] L __,1, k
a"+aﬂ,=(a. ) = a:

et mise en facteur , on obtient

=;E‘—-EE:+O(—:ET_£‘-f4)+(a4f1+b4£)£F_1
+f1 £, Llae i"+b f°)+f X (.42 % v 25%H
la condition de possibilité est +a ;:‘)

£(=1) .£(0) £(1) = -



[ a L dqualion Solutions _de  V'dauation
1 { { _ a
f ! 0 _f a_
1 N = - b
{ o " 5
{ o o ! a, ’
{ o - K 5 i
1=t ! 0 b,
{ -1 0 0 A 1
=1 - a, I
0 A 1 { a,
o {1 0 . a, 5
0 A L = ! %,
S O G- A
0 C o a
o o -t A b.i
OAN =t 4 0 | N
o - 0 0 b, .
0 e I b {
£ [ 1 b,
-1 f o | - 0
41 a, "
4 0 { 0 4
4 0 o | b,
4 o b, :
o =t a- |
4 4 0 b4 A
-{ -1 -1 a

Ir’CJ!' rv’J Gl
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&’} Bxpession algébrique des expressions Postiennes

Nous cherchons a établir une coapspondance entre 1l'algébre
de Post et 1l'algébre moduiho xg = x . Pour cela , nous établissons
les formules de transformations de 1l'algébre de Post en algébre
nodide ¥ = % s pour les opérations fondamentales ,somme , produit
projection, puis nous dbnnerons la forme algébrique d'une expressinm
de Post & une variable, Enfin , nous dimnerons les formules de
résolution 2lgébrique: d'une équation de Post .
- Somme et produit :

Cherchons & exprimer la somme et le produit Postien a 1l'aide de
1'adcition algébrique et d¢ la multiplication algébrique(signe
omis) , toutes ces opérations portent sur les valeurs Postiennes

(=1 4 O 5 +) desc arguments, L'identité xg = x valable en algébre
dans 1'ensemble J =(=1 4 0 4 1 ), nous invite & chercher des formes
du deuxieme degré par rapport“ 4 chacune des variables, Posons
donc , en tenant compte de la symétrie en a et b 3
g g B, L e Bl 5 o* Y v e
+D.(2 + b) + E
les coefficients algébriques A 4B 3Cy D s E » sont détemminés

par identification 3
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14+ 1m1=4+2B+C+2D+E
{ + 0= +D+E
1 +'§1)

6 +0=20 = B

it
=

it
L

=A+ 2B _C+B

0+ (1) =0=B-D+E

(1) + (1) ==1 =4+ 2.B+C~2.D+E
Ce systéme admet la solution unique 3

p=-(1/2): B=+(1/2) 4« ¢ =-(1/2)

p=(1/2) ,» E=O

Posons de mBme :
2 > S
a.b = A.2° b + B(a +1b )+ C.ab+

+D(a+'b)+E
d‘;h par identificatién :

1.1=1=A+2B+C+ 2D+ E
1.0=0=B+D+E
(1) =1 =4+ 2B C+E
0.0=0=2E§E
0.(-1) =-1=B-D*E
(-1)o(=1) = =1 =4 +2.B+C=2.D+E

Ce systéﬁe admet la solution unique :

a=0(1/2) sy B==(1/2) , 0= (1f2) »D=(1/2) yE=0
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Ga a ainsi obtenu les formules de trahsformation

e RS (1/2)‘["&1-“’1 ¢ ¥+ ) —ab 4 (2 +1)]
2] b= ey ['a?- AN _(al * bz') ¥ b (830D )J

= Projeo&ion H

Calculons la forme algébrique des composantes x4 - xo ’ x-'

d'un élément x .,

) A pA
Ecrivons X = AX + B.x +C

les coefficients 4 4 B 4 C sont obtenus par identifieation
4
1 =1=4+3B+¢C
4 .
$§ =-1=C
4 -
-] ==1=A-B+C

d‘o"‘u la solution unique

A=1,B=1,C=—1

A pa
et X =X + X =
. o

Ecrivons 3 p g ==A.]?' + B.x + C
Q
1 ==1=4+3B+C
<
0 =1=¢C
0%= -1 =4=B*%C

d'ou L==2 3 B=0,C=1

et x‘:-z.x + 1
A

7T i
Ecrivons @ X =A.X + B.x +C
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détermination des ococefficients 4 ,B , C

1 ==-1=A+B+C

2

0 =-1=C

2

-1 =1=4A-B+C
a'ou A=142B==1,0==]

-4 .
et x =x1.—x -

Nous avong ainsi obtenu les formules algébriques

! 1
X =X 4+ X =
0 L
(33) X = =2,X + 1
=1 1
X =X =x-=1

remarque ¢ il ne faut pas occnfondre 1'exposant Postien de x
dans les premiers membres avec l'exposant algébrique dans le

deuxieme membre .

Expression de post & une variable :

considérons la forme générale d'une expression de post
34 une variable
1 0 -
f(x) = f1 X 4+ fo x &4,

ou 1l'on a posé

It

P(1) = £y avee i = (=15 04 1)

L'emploi des formules (31) , (32L) et (33) permet de

trouver la forme algébrique de f(x) , il est eependant plus
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simple de proodder encure par identification , on éorivant a
priori :
713
f(x) = A.x 4+ BX =2 C

Ay B 4 C sont des expressions en £, , £ et f ,que nous allons

déterminer
£(1)
£(0)

f(-1) =£y=4-B+C

]
_Ha
Il
b
+
o)
+
Q

It
]
o
i
a

ce systéme admet la solution anigue :

& =(1/2).( £, = 2.55+ £.1)

pe /el g = EA) & a=tfg
on a donc

(54) f(x) £ (1/2).:{" (_ f. - 2'1‘{_) + f;| ) +

vy (/23x (£,-£4)+ fg

Résolution d'une équation de Post & ume inconnue :

L'équation de Post :
f(x) =u avec u appartenant & I = (=15 0y T)gtéorit
> : 1 2
(35) .2 x¥(f, 2uf vy )+ x(f, =)+ 2.(fg-m) =0
nous chemrchons les solutions Postiennes de cette équatuin

algébrique du second degré en x,

La condition pour -du 'une telle solution existe est que
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1'une au moins des trois valeurs de f(x): , (f' y £9 £ { ) soit
égale & u ; cette condition s'éerit algébriquement :
(fl”u).(fo'u)o( f_.‘--'ll)=0

si cette condition est réalisée , les solutions de fi¢) = u
sont les solutions algébriques de l‘équation(55) qui appar-
tiemnent A T = ( =1 5 0 ¢ 1)

pans le cas ou . ’
1'équation se réduit & une expression du premier degré dont la

golution est :

_2.(fg =)

§’I"f]

X

Cette expression de x peut se présenter sous la forme
0/ 0, auquel cas x est un paramétre de Post indéterminé
x = t appartenant 2 1 = (-] , 04 1 )y ou sous la forme (a)/(0)

*“'z(a) # 0 auquel cas , 1'équation est impossible
‘fﬂlse trouve dans le eas ob la condition de possibilité n'est
pas réalisée )

£, =f =L, #u

oar le dénominateur de x est mul :

£ = £



AT

et lo nmmérateur est différent de zéro fD,é
D'autre part des relations
f, =28+ =0

W
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7%) simplificetion des expressions de Post

Nous avons déja vu comment on pouvait & l'aide d'une

représentation géométrique simplifier les expressiops de Post,
Pour un grand nombre de variables , la méthode devient

compliquée et -n addptera a l'algébre bivalente la méthode plus
simple de Quine et Mac Cluskey utilisée en algébre de Boole,
4insi, on appellera produit fondamental , toute forme non
identique & -7 du type
X = Jx’ll—ij—';f_:x;l
¢lest & dire tout produit de post de variables toutes différentes

(| - -
affirmées (x; ) , douteuses (x; ) » ou nides (xkz)
on écrira
¢ T

b R i=(1:2;--.:?1)91"3_::(-;1,0,’;)

Nous avons vu gue

% .
X = 4 si Pj,‘ 7& x;
g :
xi.- $ 1 s1 pi 1
done X = p- 1

On appelle forme normale canonique d'une expression de post

F , une expression du type

7w 2}-’.1_—%0 i)(/‘ (1) € Xy
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ol les"., X;rXs o X, y50% Yoo pwodiids fondementaux ,appelés
-

4" M

respectivement vrais , douteux , et faux de F ,

On écrit &

<
F =<X;‘
FO= 2:(3
-. £
F =<xh

La donnée de deux composantes d'une fmrme normale suffit

& détermiljer cette forme normale , Nous considérerons les
Q
composantes F+et F 4 on a:
+
F =F +0F°

CONSENSUS

Trois prodaits fondamentaux X' ’ }(2 ’ )(3 admettent un con-

gensus si et seulement s?!il existe une et unevlettre x dont les
Lanlg

trois exposants Postiens i 4, j 4, k sont différents dans X,

X, 9 X et 81 le produit Postien °~ . des expressions

A

Xis Xp 0 X3

¥ xd xR
n'est pas identique & : -1 , Ce produit est le consensus de

Xi ’ x?ﬂ, Xaon le note ( Xt ’ Xl_’ XZ)

(x,,xz.x3)=_§_.i.x2._x_3—

PA
EXemple:(xl.x? x xt xoixlx_1xox-‘)=x' x° x!
(RS I T B - S B I 2 ¢
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car laxvariable X,a comme exposant -1 , 0 et 1 dans les trois

expressions ,

| o [} ot ) o] |

1 s
Xie BiwXzsmxi, ot & =
| L ﬂ} | | 3 x‘xgxq xlxsxg

(> [ —
X, 3 X
On minimisera ainsi l'expression de Post en ne gardant

que les implicants premiers qui sont des produits fondamentaux
nécessaires ,

Exemple :
R T | L @ I o | o 11 | | -1
F=Xx Yy 2 X ¥y 2 +X ¥ 2 44X Y2+ X ¥ 2 4+
b=t 1 =l 1 1 9 o1 © -ty =l g
+X Y Z +X Y 2Z +X Y 2 +X%X § Z +X Y 2 +

-1 =V | o © © o ¢ ! i s \
+X ¥ Z2 44X ¥y Z 4X Yy 2 4+ 0.( X Y 2 +

I o & f o - b § ol i
+X Y % +X Y Z +XY¥ Z +X Y Z 4
o1 =t O o=t @=at-l _) |
+X ¥ 2 +X Y 2 $#$X Y2 4 X Yy 2z +
=¥ & =l A [ £
+X ¥ % 4% ¥ &) 0§

DressonS les tableaux des listes relatives a F4—et a F‘j

et marquons d'un point (,) les produits fondamentaux gui ont
éte utilisés et d'une étoile (*) ceux qui ne 1l'ont pas éte ,

Voir tableau ! 4 bis
+ o0
Les formes minimisées de F et F sont donc :

+ | © O
F =X ¥ +X ¥ + 2



F
@ ||
= =0
<)
¥ e o0 0 a 4
= o0 L P
~ 2 | O o= |
8 e et o |
.....O..DIQ
PO I O - T VT S G A A R S
~ N | CPoox 1S9 1< o |
8 IS0 o i pi
»
o o | -
= P
H
‘.0!.0.0‘
~ o SEESTEE e ==
. > |y ~O l v o
s - X o | ©
@ & 06 0 0 ¢ 002 0 e e
° ™| o 5~ _4444..44.“,.“
= Ca | B a0t w i R s W oy () e s
i XM I oOr 00 | 106

(Tab!eaux des listesh relatifa o F"cr&_F'l

tableau - 4 bis
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On peut encore simplifier l'expression de F en tenant
compte de 1'identité aéja vue : v = Y'+ OY°

|
en mettant en faoteur x' , on aura

\ | 0O ] o't
F=x (y +0.y0) +x°y + 2 + 0.2
| 0.0 \ =

=X Y +X ¥ 4+ 2 + 0,2

ﬂf)simplification par la méthode du diagramme 3

Introduction de nouvelles fonctions unitaires

-0 - 4+
x =X 4+ X
-+ = o

X =X X

X =X 44X

on 2 de m8me

- o - -
L =X X

e} -0 O
X =X X

L -+ _+p
X =X X

L'utilité de ces nouvelles fonctions réside dans la réalisa -
tion pratique ,
Si les variables sont des potentiels et si -1 représente
le potentiel le plus bas , +1 4, le potentiel le plus haut et
0 le potentiel intermédiaire , alors les fonctions unitaires
x et x+ peuvent 8tre réalisées avec des circuits a dihodes

et transistors pulsque leurs valeurs sont monotoniques £ &

; - A o
et ensuite — —\pour x et ',_ - -2k ensuite 4 )oour X
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L] . s . .
geule x est difficile a real¥ser puisque pour x =
: § Q o
et x = 41, on doit avoir x = -et pourx =0 4, X =+
0
les valeurs de x de sont pes mcnotoniques ( voir figure6 )
Done chague fois que x9 apparait , on peut la remplacer
. -0 o+ -0 o+t
par le produit x ,x dont les facteurs x et X peuvent &tre

réalisés avec des circuitsx semblahles & eeux dbilisés pour

x etx figure : 6
r‘ia_— ———- =
=t ] =, o+ -

x | x| x| St X T} T

l :
1
]
| -] = e - | 4

gimplification : comme en algébre de Boole ol on utilisait

les dables de Karnaugh pour simplifier les fonctions binaires,
on utilise pour la simplification des fonctions ternadres des

diagrammes scmblables -a. tewx._ dc Karnaush 3 un diagramme | pour

n variables aurait 3n cases
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L'utilité d'un tel diagremme est dono limité par le grand
nombre de combinaisons ,

pans le diagramme , chaque case doit contenir seulement les
valeurs -1 ou (-) 5 0 et 4% ou (4+) , Nous appellerons une case

contenant un zéro , une case-Q ; une case contenmant 41 , une case <+,
et une case contenant -1 , une case ~ , Des cases adjacentes

ont des coordonnées ( ensemble des variables )qui diffirentdans

pne sule variable , Wous définirons un ensemble comme un groupe
de cases contenant seulement des cases de méme nature .,
Nous avons donc trois sortes d'ensembles @
=y & les ensembles =
les ensembles 0
les ensembles 4
exgmple : |

tn ensemble O contenant une case 0 de coopdonnées ( ay ,al,__,,an)

peut &tre représenté par la fonction

Ay 01. o
0.(x, x4 ,,x,") avec & appartenant 2 I

T=(=r09+)
En décomposant le diagramme en ces ensembles spéciaux ,on

peut simplifier la fonction , Le principe de la méthode du dia-

gramme consiste donc a combiner les cases en des epsembles les
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plus\ grands possibles ., Cette combinaison est faite en utilisant
les théoremes suivants
Théoréme 1 s les cases'adjacentes appartenant au m8me ensemble
peuvent &tre combinces ,
- - - ¢ : :
exmple : les cases + ( X, Xzﬁ) et ( X, xu‘) voir figure;7
peuvent &tre combinées , Une tablede valeurs prouve bien que 1'en~

semble 4 2

I — - © - -0
X X X X =X X
I A T M T
- - - ©° -, —- o
car X Xy + %X X) =% ( X 4+ X 3
s L
=X X
11

Théoreme 2 : les cases 4+ sont comsidérées comme des cases Q

pour la formation d'un ensemble 0 .
exemple : soient une case 0;( x;-, x;') et une case +}( x: y x; )
adjacentes ( voir figure% ). On peut utiliser la case plus et la
case 0 pour la formation d'un ensemble 0 réunissant les deux
cases et rprésenté par la fonction 0,( X, xz*) . La table des
valeurs montre que

©

. - OF( = - -+

Théoréme 3 : une case peut appartenir & plus d'un ensemble

ce théoréme est une généralisation des théorémes(1) et (2)



(x| -=-- cco + + 4
Xz | < +t = 9 = o0 +
;_Jf(i.;a + + 0 + - 0o + 0 ¢ )

x j SC
Lx.,,i = I Id?. == O -+
- + + O i = Y
DS 1
c|+ - © o |+ -
+| 4+ O O {
+ t+ /| O
figure : %

rxemple de simplification :
gsoit la fonetion ternaire représentée par la table deg valeurs

de la figure 7 ,

gon développement est @

* <
flxg %y ) =8 (x5 %,) + 01 (x4,x2)
-+ - - G QG - s -
avep f(x,l!le)'x,'x2+3‘4xl+x4x2+x4x2
& £y Xg) =3y xp 4 3%, 4 X v ¥ %

o) -0 o+ . .
par x X, il vient

C -0 O+
et en yemplagant x  par XX, et x, S




x3

o+
Ay

TR0
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et (x, 9%, ) = xl :

et 1 ( Xy 0 X, ) = x4 x4 xﬂj

7K

Nols voyons que ncus avons besoin de huit éléments de

fonetion unitaire pour méaliser X, o X,

o+
X
¥, 0%

de vingt ¢éléments ( voir figure 8 )

11 est intérescant de montrer comment les théoréemes précé-
b

dents sont appliqués pour aller de la forme canonigue & une

forme réduite ,
En analysant la figure7 , on a
- ensemble 4 ¢ X yi X

- ensemble Q b'e

la forme réduite est

4 xz_) ( x_ o+ X
le circuit logique de la forme réduite montré ci-apres
utilise seulement cing éléments des fonctions unitaires;

deux ( et ) et trois ( ou ) . Le nombre total d'éléments a éte

réduit de vingt a dix ( voir figure 9) .

3C+XX XXZ+XX

XXJC_+

*, neuf ( et ) et trois ( ou ) . Le nombre total

° + +
2 ) + O.( X _ 4+ Xa )
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9°)Fonctions ternaires a seuil

Une fonction trivalente F( X4 9 X2 5eeey Xn ) est une fonc-

tion & seuil s'il existe n + 2 constantes Ay 9 85 9 eeey By 'I:,i
et t entiéres , positives , . mulles ou négatives telles que
~M
en posant )\ = 2 aj Xji ( somme arithmétique ), on ait
Az
1 si et seulement si )h,} t
F(;c1 9X0 3eeesXy ) =4 =] si et seulement si )é JE.‘I

0 si et seulement si ;¢ M.,

tq et 'hﬂ,'son't les valeurs des seuils : t.q (‘t‘q
aj est la multiplicité de xj

on écrit :

F (x, ' %, yenusXn) ={a|xi+a X+ et X t, .t '-l

i
en général , t_1 =-1

Excmple : la fonction F(x , y ) dont le tableau de valeurs est

X - o +
¥y

le suivant

- - - 0
- 0]
0 B +

a pour représentation F( x, ¥) m‘_x + ¥ 3 +.—]

En effet les multiplicités de x et y sont 1
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les deux seuils sont +1 ou (+) et =1 ou (-)

> e B S X+y=-24-1 done F(x,y) =~
x==13;y=0 X+y==]=-1 donoc PF(x,y) =~
X'-'i;Y=1 X4+Y =0 ,-1¢01 done F(x , ¥) = 0

X= 0 3 y o= -1 X+ ¥ == == donc F(x ] y) = e

]

x=0 5 ¥eb X+ ¥ =0, =1{041 donc F(x , y) =0

1. adone F(x, y) =1

I

X+ ¥

"
1]
o
e
]
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407Notions sur les circuits logiques ternaires

Représentation d'une variable trivalentes
A r~
une variable tmivalente étant représentée un interrupteur dont

la fonotion de structure est 1 ou 0 selon que l'interrupteur est

au travail ou au repos ; pour représenter une variable trivalente

il faut considérer un systéme électrique 3 trois états., L'élément

représentatif d'une variable trivalente sera une prise & une "entrce"

1 4
e et trois " sorties " S, .. S0 ,S dont une seule peut &tre reliéde

% e.la " valeur logique " de la prise est ( selon le plot s relié
/

ae ), respectivement ¢ =1 , 0 4 1 ; si aucune liaisin n'est
représentée la prise a la valeur logique X non présisée; les

trois premidres connections seront dites du type -1 4 0 4 1

i ! L |

-1 o i ~t Q =t 6 4 -
i ] S S e 8 B8 e ¥ S5 S i 8 B 5
] . 4 1 - v . y [ » .
| i N
X = =1 X =0 X =1 X

Les sor{ies d'une m&me prise ne sont pas liées entre elles,
et ne peuvent &tre mises simultanémepet en connection avec le
plot d'entrée,

Liaison entre deux prises

| ©

5!'i]1 existe une liaison entre L’un 5 des quatres plots (e ’ S_, S s

S|) d'une prise et l'un des gquatres plots d'une auter prise y UNe
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impultion électrique peut passer entre ces deux plots s'ils

appprtiennent 3 un cwrcuit comprenant les deux entrées des prises,

crcuit susceptible di'Gtre fermé par des comnnexions cdu type

"1"0’1.

Représentation d'une opération portant sur une variable 3

Pour représenter une des 27 fonctions & une variable ynous
utiliserond deux prises , une prise p( e 4 84 ) représantant
la variable trivelente x et une prise P( ,E, s¥ ) représentant

1o fonction trivalente f(x) . Les entrées e et E sont lices

entre elles et la sortie s'de T est liée & la sortie sdde P si

et seulement si j = £(i) , ( iet j appartiennent ?a(_'—-1 0 s 1)
Autrement dit le passage d'une impultion entre e et s; provoque

le passage d'une impultion entre E Et SJ'( dans le circuit

es* " Ee ) si et seulement si j = £(i) .

Exemple : Considéroms 1l'équation gqui associe a la variable X

1'expression f(x) = =1 si x = =let & 1 dans les autres cas

f(x) = x0-+ x'

X f(x) circuits
=1 -1 es-'s'E e
0 1 es®s'Ee
1 1 eSllee
(p) e g~ s° s
VR Y
(Pp) E s-'s" 5
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APPLICATIONS

/) hrithmétique ternaire

En ternaire comme dans toutes les bases impaires , il existe
deux systémes de punération distincts @

- yn systéme dit normal , dans lequel ¥ogg
—~ Un systeme dit symtrique , dans lequel certains digits sont
positifs et d'autres négatifs .

Voici par exemple les deux décompositions de 17 :

1 A o
M0 = 6 + 2.3 + 2.1 =13 + 2B + 2.3 =1225

e RN

+1 9 =1 909 =1

I

1710=‘2T"9"1

done 1710 = 122 ( décomposition en ternaire normal )
1710 =4+ -0 - ( aécomposition en ternaire symétrique )

ceci estT général ek tout nombre sléerit

m
m -
N = Etﬁt- = ji-cspﬂ ou b appartient & (-0 + )

(=0
et 83 appartient a (=5 09+ )

il en résulte imméliatement que dans le systeéme symétrique les

nombres positifs s'écrivent de ma méme maniére gue les nombres
T

f—(-s;j).a’-’i et sg=(-,o,+)

n‘(ﬁohh'y = b

3:£3

ltb'digits sont pusitifs
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ainsi ~17=-(4+-0-)=-4+0+
le aigne d'un rombre étant celui de son premier digi® nom nwl

la somstraction s'effectue donc exactement somme ltaddition sur

le® .~y om.g® eux mlmes et mon sur des compléments ( cas du

binaire et du décimal )

12 multiplieation de deux digits a et b est anssi trés
simple ; elle s'effectue sans retenue puisque(,a . 14{@ ) et
se réduit & l'appliedtion de la régle des signes de dL'algébre

ordinaire ,

Exemple : multiplions 17 par =4
1710 =4 =0+ e 54 Y o

“Hp ==l =

- 4+ 0 +

- 0 + + +
donc 17 , (=4) = =0+ +4=-81 49+ 3+ 1 =~¢8
cette simplici#é incite & itiliser plus particuliérement

le systéme termaire symétrique pour constituer desm éléments de

calculs ,
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Tables d'addition et de multiplication en ternmaire symétrique

a - T B a. _]
“ B L : n. ) AN ¢S y |
NEEERSEEEE IR
N |
-"+'- 0 |- ='0"'0 - L+ Oi-
i !.l H l i : !
oi-‘o +f o;oroio 0o foio | o0
| ] i
. e
clotef=| [#isfotsl |+1=]a]-
. ] bt ! i r
Sn . rn anbn
Addition termaire symétrique Multiplieation

principales opérations utilisées dans les blocs de calcul,
~4ddition : soient deux nombres décomposés en ternaire symétrique
M=2ay s 88n s «aa 9 8o
N="Db,, bn—‘j’ sawe g
L'additiorn 11 + N se décompose en une suite d'additions en rang
n de trois digits a, , b, et rh_1( r étant la retenue générée

au rapng n—~1 donnant une somme S, et une retemue 1y )

Tq., Tbn Tc, Tb. T-:xu Tvbe

I e 2, AL L ——
! ADD €--<{ ADD < ADD
| M- |
& ! J,
&
Sniq Sh 5y o

Addition paralléle
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& * hn tpq —3 Tp o Sy

On peul décomposer ocette addition smivant le schéma suivant

Oﬂ 1"',] =
o— 5 -
—> 'y
3| T
(ex : > Sm
£

La forme des tables d'addition autorise une élaboration rapi-

de de la retenue grfce & des €léments & seuil’ (,,ir tableau 0 )
“n H'[an thy 4Ty g3 2 "2J .
La gomme s'en déduit immédiatement :
ran+bn+rn = Jer, + S,
(somme arithmétique : r est multiplié par 3 car le digit le
représentant se situe & la deuxiéme position )

done i =)
Sp = @n + Py + Tnoq DeTy

on peut représenter cette somme arithmétique par un élément

a seuil :

Sp = [?n + by T BTy 5ty "]



_ ADDIT (O N _

rerenue

< EOEOOOOO EODOOOOOE ODDOOEAU..T‘T
v =9
¥ T N P @JOJononn ﬂononm%ﬂ
ma. o+ |0+ |o+ | |o+ |0+ |0+ O+ | O+ o +
: |coo+++ | | | |looo+++ | | looo +++
g | ttllll1l]l|ocecococoo00 o elEl Ll [l o

fdb|edu - 10
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Le technologie actuelle ne permet pas de construire une

porte & seuil a six ( 6 ) entrance$ ; une nuovelle décomposition

s'impose ,

Sn“a

donc Sp =1En -~ I'n
+ [ a1
Sn = l—an -I'n

On(}—-—-—-i“ N\

n

+ (

+ b

n

Tpneq = In )

5 +,—J+ [bn = Tn ;+,-] +

- 10 5 4]

‘ ; +,--:r + ]:bn -Tp 3 +'{\ + [I'n-rr'n . +3

di v

-

Loo s

bn o—"
iy O—1
Opn O
bn ©
-1 Q

=

Ih
-

Addi Fienneur a Seuil .

+ rn~1—5'rn = ( a, =T, ) & ( bn - T ) +

;
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Multiplication :

La multiplication se réduit & la régle des signes sans
retenue c'est & dire :

a,b =a si b=+

a,b -3 81 b= -
cela fait aparattre une fonction ternaire particuliere , la

fonction " §i " qui n'est qu'un simple commutateur

a s8i €=+

]

Si(a,b,c)
=b si C=-
=0 si C=0

3 1'zaide d'un " gi " et d'un duel , on fait un multiplieur

Q "
&
ijr-49 o LTE?S)_*wC Si :
- B b |
c . i N ‘.q @ .
$aonction S Mulbplieu

1'association de tels multiplieurs en série-parallele,

en série , en paralléle , constituent des multiplieurs ,

comparaison :le résultat d'une comparaison :), <k ou = est une

variable essentiellement termaire,
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On compose deux (2) digits a et b en examinant le signe de

leur différence ; pour ce faire , il n'est pas nécessaire dlef-

fectuer explicitement la soustraction ; il suffit de considérer

la quantité
\ c=[a—b;+,-]

la comparaison de deux (2) nombres repose sur 1'algorithme

suivant
si ay et bn sont les dogits de rang le plus haut de A et B
si N
i iep 3, alors A>B
si  a, <bn alars A<B
si non examiner le rang n-1 ( dans le ocas ap = by ) etc...

il famt donc :
- générer en paralléle les (y résultats des comparaisons d&%
an et by .
- propager le premier C, # 0 en sortie .

L'algorithme se matérialise de fagon combinatoire grice a
11'¢1ément & seuil ( qui efiectue une"décision")

[Z.Cn + Cn-13 + » -—} = Cp si Cp ?é 0

-—

=0 . s1 Cn =0

car y par définition , nous avons 3

)

+1 si 2.Cp + cn,1>/+1
= -1 si 2,0n + On-1Q-1

=0 si-1Z2.Cn+ Cng

[2Cn + Cn_1 H +,-]
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Ainsi , si €, = +1 (.A}IB ) , i1 faut que tous les éléments
3 geuil suivants , propagent le +1
Trois cas sont & considérer :
 Cpt= 1 onaura : 2,0p + Cp-q = 2.(1°)+ 1=73 :}1
la sortie est a +1
% Cpq= O on aura 3 2.0y + Cpq= 2.(1) + (0) = & >1
la sortie restera a |
# Cp_q= -1 on aura : 2.0y + Cpq= 2.(1) + (-1)=1
la sortie est toujours a 1

gone si Cp, =1, quelgue soit Cn_1( -1 ,00u1 ), la sortie

est & 1, c'est a dire égale a C

-1 ( A{B ) s par un caloul

Supposons maintenant que Cp
analogue on aura , pour

1 , la sortie toujours égale

]

Cn-q1 = =19 Cn=1 =0 et Cp-q
3 -1 clest & dire égale & Cp .
Enfin si Cp =0
Pour Cp.q= -1, 12 sortie sera égale & -1

pour Cp—q = 0 , la sortie sera égale a 0
pour Cp-q =1 9 la sortie sera égale a 1

Donc si Cp = 0 5 la sortie sera égade a Che
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2°) gircuits intégrés termaires

T1 exkste sur le marché, actuellement , des circuits intégrés
T.T.,L en logique & trois états . Il s'agit toujours d'éléments
binaires , fondamentalement, mais dotés enP,l,Ufi'un niveau de sortie
indéterminé . L'état " off" correspondant & une impédance de sortie

trés élevée , ce qui permet la comnection des sorties en AR

cablé(qu'exclut la 1,1 L normale)e

Principe:
fn sait que 1'étage de sortie d'un élément T,T,7, est constitué
par un montage dit en Totem pBleyet eomprenant  deux transistors

( voir figure 1 'JE')
cette configuration et celle de la porte NAND (non et )

en logique positive,

A/B =KD
{E}N] o 4
jol A 1
54! 1 0O

-~ 5i les deux entrées du transistor multiemetteur sont 0 , 1
1 ? 0 ou 0O ’ C ,il est satu:l:é .
T, est donc bloce, T

3 4
un riveau haut ( 1 ) en loglque positive ,

saturé, T, blogué et nous aurons emsortie



T0
8i les deux entrées du transistor multiémetteur sont 1,1,
11 est saturé s T, sera bloqué , Ty saturé et Ty bloqué ,
Nous aurons en sortie um niveau bas ( 0 ) (loglque positive)
o'est ce montage trés pratique lorsque la charge exige un fort

courant,qui interdit tote connexion des sorties en 0U cablé,

Dans le mortage en OU cablé 4, en effet , les sorties de »

plusieurs oircuits intégrés sont réunies entre elles,0r,avec
la T.T.L et si tous les ocircuits intégrés ne sont pas simultané-

ment dans le m@me état, on aboutit & un court circuit de l'alimen—

tion,c'est ce que montre le gchéma de la figur%IQPur deux oircuit
uniquement,

gi les niveaux de sorties sont bas , donc si TB et TD gont
conducteurs ou si les niveaux de sorties sont hauts avec Ty et Ts

conductewrs tout est normal,

{ ot
Mais si ¢fona T, et T oonducteurs ( ou T, et Tg) ?
on court cirouite.le 4 vco a4 la masse et rien ne va plus,

pour palier & cet inoonvénient , " Natiomal semiconducteur "

a pourvu ces circuits intégrés d'uh systéme de bloquage des

transistors du totem pdlesce r8le est oonfié au transistor Q DIE
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1a figure 11b,chargé de délivrer le courant de commande

de T3 et le bloguer a volonté .

on recout® de plus en plus au montage en OU ofblé , sous
foime de ligne omnibus , Non seulement , ce montage réduit les
besoins en composants ( en circuits intégrés ) mais encore , il
slavere souvent indispensable , en particulier dans l'architec-
ture des ordinateurs et leurs périphériques .

la figure 12illustre ce point enmontzant 1'organisation typi=-

que des terminaux d'un caloulateur.

Analyse du schéma de la figure 11D

lor91ue T3 et Ty sont bloqﬁés , la sortie apparait & haute
impédance et ne présente qu'un courant de fuite de 1'ordre de
4OMA o Puisgu'un tel élément T.T.L fournit 5,2 ma 42,4V
minimum & 1'état 1 ( et accepte 16ma & €,2 V & 1'état I ) 3 on
comprend que'une seule porte T.T.L puisse 8tre commandée par

128 éléments tri-état dont les sortiés sont reliées en OU cAblé

via une ligne omnibus .. yoptice 7

Dens de cas , en effet , on aura par exemple, 127 portes bloquées

: qui consomment

une porte , la 128° étant bloguée , elle fournit 3 5,2 mi

il reste donc
592 MA = 5,08 mA = 1204 4
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,or le courant de commande & l'entmée d'une porte T.T.Ly 2
1'état haut est de 40)'A au maximum . Donc on disposera encore

Alassez de courapt pour command¢e trois portes |

D'aprés le schéma de la figureiipyon voit que T3 est commandée
par un darlington , indispensable pour le niveau de courant élevé
fournit par la sortie lorsque celle ci passe au niveayu haut,

Avantages de la logique tri-état :

Bn fait , la possibilité du montage en OU c&blé n'est qu'une
des_oonséquenoes de la logique tri-état , la plms évidente peut
&tre , mais certainemen & pas toujourscelle qui se révelera essen—
tielle . A l'actif du nouveau schéma , il faut en effet porter la
capacité de piloter des lignes longues. D'autres part , 1l'impédance

de sortie & 1'état haut est réduite , ce qui contribue & amélio-
rer 1'immunité au bruit d'un facteur de 10 .

Ia logique tri-état conserve cependant toutes lez caracté-
ristiques propres\é~1a T.T.L &

goit maintenant le schéma de la figure 13
1'un des cicuits A , B, ouC étant bloqué , tous les autres
doiwent &tre dans le troisiéme état " indéterminé " & haute
impédance de sortie . Le seul probléme consiste donc & sélec—

tiomner le circuit & déblogquer. A 1'état stable , on ne risque
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pas de court circuiter la Vcc 3 la masse ; mais lors des tran-

sitions , il faut impérativement éviter tout risque de court
circuit .Pour ce faire , le temps de retour a 1'état indétermi-
né "off " est toujours plus rapide que le temps de passage de
cot état indéterminé "off" & 1'état "on" ( état logique 1 ou @ )
Lorsque cela s'avere nécessaire , on peut méme prévoir, un détec—
teur de coincidence ; une porte qﬁi détecte deux zéros pour
fournir un 1 en sortie et débloqwerrle circuit intégré tri-état
eorrespondant , Ce montgge { figure 12) est intéressant lors
du multipléxage.

Les systémes orgenisés autour des lignes omnibus utilisaient

auparavant des-oireuits D.T.L ou T.T.L & collecteur ouvert ,
leur fréquence de fonctionnement était de l'ordre de 3 MHZ au

lieu de 20 MHz pour la T,T.L standard . Les circuits tri-états
gardent les mémes propriétés que les circuits T.T.L.standard et
leur sortie haute impédance permet de les connecter sur une

ligne omnibus .

sortie ; e
> ligne omnibus

- 1 figure 13
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Retard dans les lignes omnibus .

E LE !
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Circuit a collecteur cireuit tri-état
ouvert

Ia limitation de fréquence , sur les ligneg omnibus utili-
sant des circuits & collecteur ouvert , est dfle au temps de charge

de la capacité C & travers la résistance R . Cette constante

Ce temps ajoute généralement plus de 100 ns au temps de trans-
fert des informations . Dans les systéemes utilisant des circuits -
tri-états , la constante de temps & la charge est considérable-
ment réduite puisgue le circuit de sortie est un'totem pdle "

qui peut fournir un courant important & la charge. Lorsque le
circuit est & haite impédance , le courant de fuite du circuit de
sortie est trés faible, ce qui permet de connecter un grand nombre

de portes sur la m& e ligne omnibus .
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1V_ REALISATION PRATIQUE

Nous nous proposons de réaliser a titre d'exenple , deux

circuits ternaires fondamentaux
- la porte a seuil
- 1'élément dual .
En effet ces éléments sont essentiels dans la constrpction
d'ensemble complets tels que :
- additionneurs-soustracteurs
- comparateurs
- multiplicateurs etc ...
peux technologies & transistors sont actuellement a 1l'étude
- 1a 1ccC (logique complémentaire & charge commune )
- 1a 1LTCR (logique ternaire & commutation rapide )
Un type unique de technologie ne peut répondre & toutes les
qualités , souvent incompatibles , des circuits logiques:
- rapidité
- immunité au bruit.
_cofit dans une optique intégrée
- adaptation ( entrances , sortances )
- tention d'alimentation,consommation, compatibilité des circuits
entre eux et avec les ensembles binaires existants etc...

Logique LCCC =

Elle doit son nom & l'étage de sortie commun & tous les circuits
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de cette technologie .Les trois niveaux logiques sont obtenus par
les combinaisons des états de deux transistors
Niveau 0T et Ty bloqués

- % Tyblogué , Toconducteur en linite de saturation

+ 5 T&conducteur ¢n limite de saturation, T2bloqué

1
. o

[

S
ng__égp

Caractéristiques générales :

N -
g

- fonctionnement en bloqué : les transistors sont conducteurs

( utilisation d'un dispositif d'antisaturation : " clamping" a

diodes sur 1'étage de sortie ).
- Caractéristiques de commutation moyennes: temps de passage entre

deux états quelcongues inférieur a 100n.s

—Tension d'aliment,tion: 4 V avec V 2; 3,5 v ( v optimale = 5v)
avec la condition resirictive [av| = ‘-Vf a TI0 % prées

-~ Dpynamique des niveaux logiques 3

pratiquegent o _ v ,en fait 2(V - vsat )

~Utilisation mrssible dans une gamme de températures aveoc

fonotionnement correct Aac +wmangigtors * jusqu'a 125 ° C
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1 °©) portes & seuil

}e somme des tensions dlentrée est effectuée par un pont
L]

& résistances , cette techmologie limite 1'entrance a trois
( valeur suffisante dans le cas des additionneurs ) 3 les deux
seuils sont créés par deux amplificateurs différentiels symétriques .
EE et R? constituent un diviseur de tension

i

6

donc au point de concourt des émetteurs de T1 ,T2 ’ T3 ,T4

on aura ¢ v,

~la somme des tensions d'entrée étant effectuée par un pont de .~

résistances,si cette somme est égale ou supérieure a ¢ 5.v.( état
logique 41 ),le transistor T 1(NPN) sera conducteur et le transistor
T (pyp) slera bloqué ,

% sera conducteur et T¢ bloqué ( voir dual ) ,La sortie apparaitra

donc & _+ 5 v ( état logique 4,1 )

-De meme, si nous appliquons A 1'entrée une tension inférieure ou
égale 3 —5v ( état logique -1 )yle transistor T, sera bloqué et le
transistor T3 sera conducteﬁr a

T_ sera blogué et T¢ conducteur; la sortie sera alors & =57V

état logique = 4 )
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- gi enfin , la somme des trois teniions d'entrée est égale a
0 v 4 les deux transistors Tq et T3 seront bloqués et également
T5 et T6 la sortie sera & 0 v ( état logique O Y

2¢) Eléments dual :

Les scuils sont créés & 1l'aide des chutes de tension dans deux

diodes zéner , une scule d'entre elles conduisant dans les états
+ ¢t - , les deux diodes étant bloguées dans 1'état O ( Vz =5,6 v

pour V=5V ) .

La commutation de ce circuit est rapide étant donné gue les
diodes zéner se comportent dynamiquement comme des capacités ,

tension de seuil de la jonction BE de T {27 0,3 V

tension de seuil de la jonction BE de E?é ™~ 0,3V

e
tension @émer de la diode ..oz D 20,3 V
TewLs .
tension de sewdl de la diode D. = B,6 v
7.th(3‘1

- S5i on applique + 5 v & l'entrée ( état logique + 1 Y 4 da
dinde zéner Dz est passante , Dzj_est bloguée.Le transistor T,
est bloqué car c'est un PNP et la tension“gﬁtest positive .

La diode zéner Dzg est bloquée , le transistor T, est satu-
ré car o'est un NPN , & la sortie on aura donc = 5 V ( état logique
("'1) -

Le: montage étant symétrique, si on applique - 5 V a 1l'entrée

la sortie apparafira a + 5 v ( état logique + 1 )
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-5i on relie 1l'entrée & la masse ( état logiqueO ), les deux
diodes zéner seront bloquées et les deux transistors le seront

également , donc la sortie sera 2 la masse ( état logique 0 ) .
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IV- CONCLUSION

la logique termaire est pratiquement accessible a tous , car
elle n'est que la systématisation et la mise en forme du bon sens
ou logique naturelle , En augmentant le nombre des valeurs que
peuvent prendre les propositions , on obtient des logiques pluri-
valentes qui utilisent d'autres valeurs que le vral et le faut,
4insi nous avons jusqu'a présent entendu le vrai et le faut
comme une alternative , si on les envisage d'un point de vue

épistémologique, la trivalence est considérde comme une abrévia-

tion de la combinaison de deux alternatives , 1l'incettain et le
certain ,et , dans ce dernier cas, le certain comme vrai et le
certian comme faukx ,
1'étude théorique a mis en évidence la plus grande souplesse
de 1'analyse directe dans 1l'élaboration des éléments d'un bloc
de calcul sans utiliser uniquement un formalisme analogue a celui
de 1l'algébre de Boole ,
Les principales difficultées rencontrées lors de la construction
d'un bloc de calcul strictement ternmaire eént d'ordre technologique,
Les progres technologiques réaliséecdans le domaine des composants
électroniques et des semi-condmcteurs permettent la matérialisation
d'opératuers logiques ternaires fiables .

12 liste des circuits TTL & trois états s'accroit en permanence,
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on peut penser que ce nouveau principe, qui aboutit en fait non

seulement & étendre les possibilités de la TTL classique , mais
encore & créer des modes nouveaux de travail, pourraient se révéler

trés riche# en applications,
Les deux circuits présentés sont une premiére approche de cette
gquestion et ont pour but essentiel de montrer que des nouvelles

techniques de micriélectronique permettent d'obtenir des performances
égales & celles descipcuits binaires existants , tout en conservant

lesavantages théoriques du ternaire .
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