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Résumé

L'objet de ce travail est de pr senter les fondements math matique de la
r solution num rique des quation de barr saint venant a un et deux
dimensions par m thode des diff rences finies et volume fini.

Cette r solution permet de r aliser une approche de simulation de r seaux
d'assainissement bas e sur la mod lisation math matique.

Dans ce travail, nous commencons par rappeler les diff rentes approches
math matiques quir gissent I' coulement dans les r seaux d' gouts, dans une
seconde partie, nous d veloppons un mod le math matique de I' coulement
dans la surface libre peu profonde est g n ralement repr sent par des
quations diff rentielles avec I'hypoth se simplificatrice dans une troisi me
partie, nous discutons de la discr tisation des quations BSV dans le temps et
I'espace, enfin, une petite application du mod le sur un tube rectangulaire.
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Abstract

The purpose of this work is to present the mathematical foundations of the
numerical solution of equation Barr  Saint Venant a one and two
dimensional by finite difference and finite volume.
This resolution allows a simulation approach sewerage based on mathematical
modeling.

In this work, we begin by recalling the different mathematical approaches that
govern the flow in the sewer, in a second part, we develop a mathematical
model of the flow in the shallow free surface is generally e Represented by
differential equations with the simplifying assumption in the third part, we
discuss the discretization of equations BSV in time and space, finally, a small
application of the model on a rectangular tube.
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Introduction générale

Depuis une quinzaine d’années, de nombreux efforts de recherche ont amélioré la compréhension
du cycle de I’eau en milieu urbain. Ils ont abouti au développement de nombreux outils d’ana-
lyse ainsi qu’a la réalisation et a I’amélioration de dispositifs de mesure et de controle de la
quantité et de la qualité des flux hydrauliques transitant dans les réseaux d’assainissement.

Cela nécessite la disposition des modeles adéquats pour une bonne compréhension du compor-
tement du réseau, notamment en temps de crue ce qui oriente les interventions et les investis-
sements.

Aujourd’hui, un tres grand nombre de problemes de la physique mathématique peuvent étre
modélisés par des équations aux dérivées partielles. La quasi totalité des écoulements non per-
manents sont modélisés donc, par des équations hyperboliques et le plus souvent non linéaires,
une résolution analytique est inenvisageable, ainsi, la recherche de la solution exacte est presque
impensable.

Dans ce contexte, le modele de Barré Saint Venant est un systeme d’équation aux dérivées
partielles de nature hyperbolique non linéaire, dont la solution analytique n’existe pas, de ce
fait, la seule alternative reste 1’utilisation des méthodes numériques.

L’objectif de ce mémoire est de réaliser une approche de simulation des écoulements en
réseaux d’assainissement basée sur la modélisation, dans le but est de résoudre les équations
de BSV uni et bidimensionnelle (1-D et 2-D), par deux méthodes numériques différentes, la
méthode des différences finies et la méthode des volumes finis.

Notre mémoire est subdivisé en quatre chapitres :

Nous commencerons d’abord dans le premier chapitre par un rappel sur les différents modeles
mathématiques régissant les écoulements en réseaux d’égout,et leurs approches mobilisatrices.

Ensuite, nous présenterons dans le deuxieme chapitre la description des équations fonda-
mentales des écoulements a surface libre BSV (1-D et 2-D).

Dans le troisieme chapitre, nous allons présenter la discrétisation des équation de Barré Saint
Venant, dans le but de les résoudre en utilisant tout d’abord la méthode des Différence finies et
ensuite la méthode des volumes finis.

Dans Le quatrieme chapitre sont présentés, les résultats de simulation de 1’écoulement d’un
trongon de collecteur.
En fin, une conclusion sur tout le travail est faite.



Chapitre 1

Modeles Mathématiques

Régissant Les Ecoulements En
Réseaux D’égout

1.1 Introduction

L’évaluation des capacités de transite des réseaux d’assainissement est une démarche tres
importante qui permet au gestionaire du réseau de disposer d’outils fiables pour simuler le
comportement du réseau par temps de pluie cela nécessite également la disposition de modeles
adéquats adoptés aux écoulements dans le réseau d’égout.

Nous allons présenter dans ce chapitre les différents modeles régissant les écoulement en réseau
d’égout.

1.2 Reéseaux d’assainissement

1.2.1 Définition

Les réseaux d’assainissement ont pour fonction principale d’acheminer des eaux de pluies
et des eaux d’origine domestique vers une usine de traitement ou un milieu récepteur (fleuve,
mer, riviere, etc.).

On distingue trois types de réseaux. Le premier est connu sous le nom de réseau unitaire,
le deuxieme sous le nom de réseau pseudo-séparatif et le troisieme sous le nom de réseau

séparatif. Selon les cas, ces réseaux acheminent séparément on non les eaux de pluie et les

2



CHAPITRE 1. MODELES MATHEMATIQUES REGISSANT LES ECOULEMENTS
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eaux sanitaires. L’idée de mettre en place des réseaux séparatifs vient du fait que ces derniers
peuvent pallier les problemes de capacité de traitement des stations d’épuration, en acheminant
vers ces installations seulement les eaux usées, considérées plus contaminées que les eaux de
pluie [El Aboudi, 2000].

1.2.2 Structure d’un réseau d’assainissement

Dans un réseau d’assainissement unitaire, les collecteurs (conduites d’égout) permettent de
recueillir les eaux de pluie des surfaces de captage ainsi que les eaux d’origine domestique.
Ensuite, les eaux de ces collecteurs sont dirigées vers les stations de traitement des eaux usées
par I'intermédiaire des intercepteurs avant d’étre évacuées dans les cours d’eau, comme illusiré
ala (figure 1.1). Ces intercepteurs sont connectés a des ouvrages de régulation a leurs jonctions
avec les collecteurs.

Les ouvrages de régulation ont pour role I’acheminement de I’excédent des eaux des collecteurs
vers le milieu naturel. On parle alors de déversement [El Aboudi, 2000].

‘_

Egouts local

!

EUY EU
Dv.D
Excédents EP Ep
d'eau de pluie Régulateurs
"_' ] Excédents d'eau
Station de plie

d'épuration Inten

Coursd'eau

¥ Coursd'eau

E.U:Eaux Usées

E.P: Eaux de pluie

D.V.D : Déversoir d’'orage

Figure 1.1 — Structure d'un réseau d'assainissement
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1.3 Modélisation des écoulements a surface libre

1.3.1 Définition

La modélisation est une représentation mathématique simplifiée d’un phénomene physique
dans le but de comprendre son fonctionnement.
En assainissement urbain, la modélisation est une schématisation avec une description des
réseaux dans un logiciel dans le but de s’approcher au mieux de la réalité des phénomenes
hydrologiques et hydrauliques qui se produisent en temps de pluie depuis le ruissellement jus-
qu’a I’évacuation des eaux. Cela permet bien évidement au gestionnaire du réseau de mettre en
place des plans d’action pour luttes contre les inondations et eviter les déversements.

1.3.2 Présentation et classification des différents modeles

Pour décrire la réalité complexe de I’hydraulique en réseau d’assainissement, un important
effort de développement des modeles mathématiques a été réalisé depuis trente ans. Cet effort
a été grandement favorisé par le développement des moyens informatiques.

Dans ce contexte, nous citerons ci-apres les différentes approches modélisatrices et les différentes
étapes a suivre. En effet, les modeles mathématiques, d’une fagon tres générale, sont constitués :
e d’un ensemble de variables, choisies pour représenter 1’objet étudié
e d’un ensemble de relations mathématiques entre ces variables, choisies, pour représenter
son fonctionnement.

Ces relations, qui doivent permettre de calculer les variables de sortie en fonction des va-
riables d’entrée, font aussi intervenir d’autres parametres. Cette imitation recouvre deux fonc-
tions essentielles, complémentaires et indispensables.

e I'une de représentation simplifiée de la réalité, percue d’un certain point de vue par le
modélisateur, a travers un filtre conceptuel : un modele est donc une interprétation et non
simple reproduction,

e l'autre, d’instrument d’étude de cette réalité, concu pour répondre a un certain objectif
guidant I’ensemble des choix faits au cours de la modélisation : un modele est donc aussi
une représentation orientée et sélective.

D’ou le caractere doublement relatif d’un modele, qui dépend tout a la fois de la justesse
des conceptions et hypotheses sur lesquelles il repose et de 1’objectif poursuivi. Ainsi, il est
nécessaire, bien que cela soit trop souvent oublié, d’expliciter clairement les objectifs pour-
suivis, les choix, hypotheses et approximations de I’outil, et enfin définir, si ¢’est possible, les
limites de son domaine de validité et donc définir son champ d’application [Zug & Vazquez,
2006].

En général, on distingue trois grands types de modeles : les modeles déterministes ou mécanistes,
les modeles statistiques et les modeles conceptuels.

1.3.2.1 Les modeéles mécanistes

La famille des modeles mathématiques issus de la mécanique de fluide s’appelle les modeles
mécanistes. L’approche de Saint-Venant est une approche que 1’on peut qualifier de “particu-
laire” dans la mesure ou les conditions globales d’écoulement sont calculées par intégration du

4
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mouvement des parties élémentaires du fluide. Le mouvement de chaque tranche élémentaire
de liquide est décrit en fonction des lois de conservation de la physique.

1.3.1.1.1 Les modeles mécanistes complets

Les modeles intégrant le systeme complet des équations de Saint-Venant sont généralement
appelés “modeles complets”. Les équations de Saint-Venant peuvent s’écrire sous la forme [
Pochat, 1980] :

Equation de continuité

0Q 9S
%—f‘a = q (1.1)

Equation dynamique

al+val+ 87‘/
ot or 9 ou

m @ 6 @ 6 (6)

(1) et (2) sont les termes d’inertie

(3) est le terme de pression ou de pente de la surface libre

(4) est le terme de gravité

(5) est le terme contenant les pertes de charge par frottements.
(6) est le terme d’inertie des apports latéraux

V
=g(l—J —1)g—
gl = J)+ (= Dag 1

e = 0 si le débit latéral q est entrant, ¢ = 1 s’il est sortant, S’il n’y a pas d’apports latéraux,
q=0
L’équation de continuité, traduit la conservation des volumes transités. tandis que 1’équation
dynamique, traduit la conservation de 1’énergie ou ,en d’autre termes la conservation de la
quantité de mouvement si les variables du systeme sont dérivables.

Les hypotheses fondamentales sous lesquelles les équations de Saint-Venant sont vérifiées
sont les hypotheses des écoulements filaires dits graduellement variés. Ces hypotheses peuvent
se résumer ainsi :

1. Le mouvement du fluide est considéré comme unidimensionnel et on suppose négligeables
les effets d’une éventuelle différence de niveau dans une section mouillée ;

2. La surface du fluide est graduellement variable, ce qui est équivalent a dire que la distri-
bution de pression sur une verticale est hydrostatique, et que 1’accélération verticale est
négligeable ;

3. La distribution des vitesses sur une section mouillée est supposée uniforme (écoulement
par tranches) ;

4. Les pertes par frottement dans les écoulements non permanents ne sont pas différentes
des pertes de charge dans les écoulements permanents. Elles peuvent étre réduites au seul
parametre J ;

5. La pente moyenne du fond est suffisamment faible pour qu’on puisse prendre sin o =
tan o = «, ou «v est I’angle entre le fond et I’horizontal ;

6. La masse volumique du fluide est constante et le fluide est incompressible.
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1.3.2.1.2 Les modeles mécanistes simplifiés

En raison de la complexité des équations completes de Saint-Venant, leur résolution n’est
possible que depuis I’existence de gros ordinateurs, c’est-a-dire, a peine un quart de siccle,
des simplification peuvent étre aportées aux equation de BSV selon I’ordre de grandeur des
différents termes de I’equation dynamique.

La théorie de la propagation cinématique des ondes de crue peut étre déduite du systeme de
Saint-Venant dont quelques termes des équations ont été éliminés. Nous allons citer les modeles
mathématiques que I’on peut construire a partir des équations de Saint-Venant pour décrire les
phénomenes de crue. La référence aux équations de Saint-Venant pour 1’étude des modeles
mécanistes simplifiés présente plusieurs avantages :

— donner une base mathématique rigoureuse ;

— définir précis€ment les hypotheses sous-jacentes a chacune des approximations nécessaires
a I’élaboration de ces modeles ;

— définir précisément les conditions aux limites des modeles.

De plus, cette approche permet de bien définir le contenu des équations de Saint-Venant
qui tiennent compte a la fois des phénomenes dynamiques et cinématiques dans le calcul des
écoulements. En d’autres termes, les équations de Saint-Venant permettent de simuler a la fois
les phénomenes inertiels et les phénomenes liés au frottement [Kovacs, 1988].

Les ordres de grandeur relatifs des différents termes des équations de Saint-Venant dépendent
des caractéristiques géométriques et des conditions aux limites.

L’équation de continuité ne contient que deux termes. En régime non-permanent, aucune des
deux dérivées partielles du premier membre ne peut étre nulle ou négligeable. Cette équation
ne peut étre simplifiée.

L’ équation de conservation de la quantité de mouvement (équation dynamique) contient cinq
termes et peut conduire a un assez grand nombre de simplifications. En effet, il est rare que les
cinq termes de cette équation soient tous du méme ordre de grandeur.

Ceci explique que les équations de Saint-Venant ont essentiellement conduit a deux (2)
catégories des modeles mécanistes simplifiés :

— les modeles a inertie prépondérante et frottements négligeables appelés encore modeles
dynamiques. Pour la construction de ces modeles, les termes de frottements et de pente
du fond (termes (4) et (5) de I’équation dynamique) sont négligés ;

— les modeles a frottements prépondérants ou les termes d’inertie (termes (1) et (2) de
I’équation dynamique) sont négligés. Ils regroupent :

— les modeles diffusants (termes d’inertie (1) et (2) négligés) ;
— les modeles cinématiques (termes (1), (2) et (3) négligés) ;

A. Modeéles de I’onde diffusante

Les équations de départ du modele de crue diffusante sont les équations de Saint-Venant ou
les termes d’inertie OV//dt et V.OV/dx ont été négligés.
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Le systeme de base du modele de crue diffusante est donc, lorsqu’il n’y a pas d’apports
latéraux :

0Q 05 _

ox ot

oh (1.3)
=)

Ce systeme est valable sous les mémes hypotheéses que celui de Saint-Venant avec en plus
I’hypothese que les termes d’inertie sont négligeables devant les autres termes de 1’équation
dynamique.

B. Modéeles de I’onde cinématique

Le systeme de départ des modeles cinématiques est, lorsqu’il n’y a pas d’apports latéraux :

0Q S
[ZRI T (1.4)
I =1

L’équation de continuité est prise sous sa forme générale. En revanche, on fait I’hypothese
que les termes d’inertie (1) et (2) et de pression (3) de I’équation dynamique du systeme de
Saint-Venant sont négligeables vis-a-vis des forces de gravité et de frottement.

Il ne reste en fait plus de termes dynamiques. On néglige les forces qui ont causé le mou-
vement, d’ou le nom “modele cinématique”. Le mouvement de I’onde est enticrement décrit
par I’équation de continuité puisque I’équation dynamique se réduit a I = J comme en régime
permanent [Hug, 1975].

1.3.2.2 Les modeles conceptuels

Face a la lourdeur et a la complexité des modeles mécanistes dérivés de 1’hydrodynamique,
de nombreux auteurs ont développé des modeles plus simples généralement dérivés ou rattachés
a la dynamique des systemes et adaptés aux phénomenes concernant I’hydrologie urbaine. Dans
ce type de modeles, il ne s’agit plus de décrire le détail des phénomenes physiques en jeu, mais
la transformation d’un hydrogramme d’entrée par un systeme, en I’occurrence un trongon de
collecteur, en un hydrogramme de sortie [Bertrand & Krajewski, 2006].
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Hydrogramme d ‘entree Hydrogramme de sortie

Q Q

‘ Modele {
M conceptuel

| » A
| / | l.‘ \

Figure 1.2 — Principe de fonctionnement d'un modele conceptuel

Ces modeles sont les plus simple, ils donnent des résultats plus au moins satisfaisants, ils sont
plus adaptés aux phénomenes hydrologique. Nous décrirons ici les modeles les plus courants.

A. Méthode Du Time-Offset

Cette méthode repose sur I’hypothese suivante : I’hydrogramme se propage sans déformation
a travers le bief ou le collecteur. Il s’agit donc d’un simple décalage temporel. Si cette approxi-
mation est relativement grossiere, elle a I’avantage de permettre des simulations de réseaux
d’assainissement extrémement rapides et est utilisée dans certains logiciels de prédimensionnement
de réseaux ou des techniques alternatives.
Un hydrogramme entrant a I’instant t au point d’abscisse x se retrouve a 1’identique au point
d’abscisse x4+ Az a I'instant ¢ + T, avec T, le décalage temporel appelé en anglais time-offset.
Cette méthode est la plus simple, cependant, elle conduit a surestimer les débits de pointe en
sortie de réseau car I’effet de laminage est totalement ignoré.
Le parametre 7;, est le seul parametre de ce modele et il existe plusieurs techniques pour
déterminer sa valeur :
e en procédant par ajustement expérimental ;
e en divisant le pas d’espace Ax par une vitesse d’écoulement moyenne qui peut étre, par
exemple :
* la vitesse correspondant au débit maximum ;
* la vitesse correspondant a la moyenne interquartile des débits ;
* la vitesse moyenne pondérée des différentes vitesses d’écoulement observées.
Les vitesses d’écoulement sont généralement calculées en faisant I’hypothese que le régime est
permanent et en appliquant la formule de Manning-Strickler. L’hydrogramme est discrétisé au
pas de temps At. Sur chaque pas de temps nAt, on calcule la vitesse d’écoulement U™ et le
débit Q™. La vitesse moyenne pondérée U s’écrit [Bertrand & Krajewski, 2006] :

sUnQ"

U= 0%

(1.5)
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B. Modele de Muskinsgum Initial

On retrouve ici des modeles présentés pour représenter la transformation pluie-débit et le
ruissellement. Il s’agit de modeles issus du modele de type réservoir créé initialement par Mc
Carthy en 1934 pour simuler les débits de la riviere Muskingum dans 1’Ohio.

On sait que le volume stocké dans un troncon est sensiblement proportionnel au débit dans ce
trongon ( Figure 1.3). Il s’agit précisément de 1’hypothese faite dans le modele Muskingum
dont la loi de stockage s’écrit, sous sa forme la plus générale [Bertrand & Krajewski, 2006] :

Ve = K(aQe(t) + (1 — )Qs(1)) (1.6)

avec,
Vs, le volume stocké (m?);
Q., le débit entrant (m?3/s) ;
Qs, le débit sortant (m?3/s) ;
K, parametre du modele Muskingum (s) ;
« parametre de pondération (-) ;
Cette premiere équation est complétée par I’équation de conservation de la masse :

dVi(t)

R ORoXt) (a7

Figure 1.3 — Principe du modele Muskingum

Le parametre K (appelé lag-time) représente le décalage temporel entre les barycentres des
hydrogrammes d’entrée et de sortie (Figure 1.4) : ¢’est aussi, théoriquement, le temps de transit
d’une onde se propageant a la célérité C, sur une distance Ax :

_ar

K
C

(1.8)

De nombreux auteurs (par exemple Reynier 1978 ; Kovacs 1988 ; Semsar 1995) proposent de
calculer une valeur approchée de la célérité C par une fonction de la vitesse U de I’eau en régime
uniforme, ce qui correspond a une valeur proche du débit maximum @),,.,. Semsar (1995) a
montré que la relation suivante donnait de trés bons résultats, avec la vitesse U calculée pour

80 % du débit maximum :
Ax

K= ——"- 1.9
0.8U0.80mmas (1.9)
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Q.(f) hydrogramme d'entrée

Q / Q.(f) hydrogramme de sortie

Figure 1.4 — Signification physique du parameétre K du modéle Muskingum

Le systeme composé des deux équations de stockage et de conservation se résout soit par
intégration directe, soit par discrétisation. Cette deuxieme technique est la plus rapide a mettre
en ceuvre. On dérive la loi de stockage par rapport au temps t, et on égalise avec les termes de
droite de 1’équation de conservation [Bertrand & Krajewski, 2006] :

W) dQu) 1.0
a Ry d

+ K(1—a)

Qe(t) — Qs(t) (1.10)

Utilisé avec prudence, le modele de Muskingum donne généralement des résultats satisfai-
sants pour la simulation des réseaux d’assainissement lorsque les singularités hydrauliques et
les influences aval sont minimes.

1.4 Conclusion

Dans cette partie, nous avons présenté les modeles de simulation d’écoulement a surface
libre et les différentes approches modélisatrices correspondantes.
En général, les modeles de simulation des écoulements en réseau d’assainissement sont basés
sur les équations fondamentales de Barré Saint Venant.
L’ établissement du systeme de BSV sous sa forme consevative 1D et 2D sera présenté dans le
prochain chapitre.
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Chapitre 2

Description des équations
fondamentales des écoulements

a surface libre (BSV)

2.1 Introduction

Dans cette partie, nous allons établir les équations de Barré de Saint-Venant qui gouvernent
les phénomenes d’écoulement a surface libre. En effet, ces équations (établies en 1871) sont
les plus utilisées pour modéliser les écoulements non stationnaires graduellement variés. Ces
équations sont non linéaires et de type hyperbolique. Elles constituent en fait une simplification
des équations générales de la mécanique des fluides, c’est a dire les équations de Navier-Stokes,
[Paquier, 1995]. Ces équations peuvent étre 1D, 2D ou 3D. Ceci dépend de la complexité du
phénomene que I’on veut décrire mais également de son échelle. Ainsi, dans le domaine de 1’as-
sainissement, compte tenu de la complexité géométrique et hydraulique des ouvrages tels que
les bassins de stockage, déversoirs d’orages ou confluences, il serait nécessaire de tenir compte
des phénomenes de turbulence par I'intermédiaire d’une modélisation 3D. Cette démarche est
envisageable pour un ouvrage mais pas pour I’ensemble du réseau. Le temps de calcul, la capa-
cité des ordinateurs mais surtout la difficulté de convergence des équations de Reynolds limite
considérablement cette approche.

11
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2.2 Equations base

Dans un probleme d’écoulement a surface libre, le fluide s’écoule entre le fond du canal et
la surface libre de I’eau. L’écoulement du fluide est régit par les équations de Navier - Stokes
et de continuité.

2.2.1 Etablissement du systéeme d’équations base

En utilisant un systeme de coordonnées cartésiennes tel que définit a la figure 2-1, les
équations générales ! de conservation de la masse et du mouvement sont [lai, 1986] :
e Equation De Continuité

L’équation de continuité pour un fluide incompressible est donnée par :

ou Ov Ow

PR 2.1)

¢ Equation de quantité de mouvement
L’équation dynamique s’exprime comme suit :

8UZ' 8uz oP aTZ‘j
. - _ F , 2.2
ot e Ou, pox; i pox; e+ 90 2.2)

(wv,w) = (u;) ;i=123; j=123.

dij symbole de Kronecke

{z’ = j=040; = 1

I
o

i #F J= 0

F, force de Coriolis ;

g: gravité ;

p masse spécifique de I’eau ;
P pression ;

Tij contraintes de Reynolds.

1. les équations sont obtenues en intégrant sur une période T les équations de base locales instantanées. les
vitesses u, v, w et la pression P sont donc des valeurs moyennes sur cette période. les contraintes de Reynolds
découlent de cette manipulation

12
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>
U X

Y

Figure 2.1 — Choix des coordonnées

[’équation dynamique suivant X :
ou ou ou ou OP 1 [0Tyy  OTyy  OTys
— —— + + + fe

ot u%+v@+w82_ p8x+; ox ox ox

[’équation dynamique suivant y :

ov Jv ov ov o°P 1 (01, 01y 0T

— — — — = -+ = . 23
at—i—uax—i-vay—i-waz p8y+p<ay+8y+ay + f. (2.3)
[’équation dynamique suivant z :

aﬂ + uaiw + Uaiw + waﬂ — _ai 1 asz + aTZy + 87-22 + f +

ot ox dy 0z  pdz p\ Oz 0z 0z cTd

2.3 Equations de Saint Venant (modeéle bidimensionnel)

2.3.1 Hypotheéses

Les hypotheses adoptées par Saint Venant sont :
1. Profondeur faible devant 1’échelle horizontale de variation de la surface libre et de la
vitesse ;

2. Lapression est hydrostatique sur la profondeur car 1’accélération verticale est négligeable
devant I’accélération de la pesanteur ;

3. La variation de la masse volumique de I’eau est négligeable ;

4. La composante verticale de la vitesse W ainsi que ces variations (spatiales et temporelles)
sont faibles, ceci implique :

ow ow ow ow

ox oy 0z ot
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5. Les variations verticales des deux composantes horizontales U etl” sont faibles ;

6. les pertes de charges en régime transitoire sont supposées €tre calculables de la méme
maniere que pour les écoulements permanents. On a ainsi une expression du type :
v/ Formule de Chézy :

u2

h
avec,(C coefficient de Chézy ; et R, rayon hydraulique .
/ Formule de Manning-Strickler :
Q = K.RPPSJVE dou] = @ (2.5)
I K28Ry '

avec, I, coefficient de Manning-Strickler

11 existe plusieurs possibilités pour définir le coefficient de Chézy, a partir des ca-
ractéristiques du matériau constituant la paroi des collecteurs :
y/ formule du coefficient de frottement a la paroi C/ :

2
= Ci (2.6)
/ formule de Bazin :
87
Cp, = — (2.7)
1+

avec vy coefficient de Bazin qui dépend du matériau.

- Formule de Manning-Strickler : C' = K SR,I/ 5.
7. Faible pente du fond du canal.

2.3.2 Etablissement du systéeme de Barré de Saint-Venant 2-D

En considérant que la pression est hydrostatique et en intégrant les équations tridimen-
sionnelles sur la verticale, un modele bidimensionnel est obtenu. En utilisant les conventions
illustrées a la figure 2-2, les équations sont [Soutalmani, 1983] :

Conservation de la masse

oh  Ohu Ohv
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Figure 2.2 — Conventions du modeéle bidimensionnel

Conservation de la quantité de mouvement

1 @ B3 (5)
Ohu  Ohu®> Ohuv @ _ (2.9)

o " or oy Yor

©) (M () (9 (10)

Ohv N Ohuv N Ohv? N oh " (2.10)
ot ox | oy oy ~ Y

(11) (12) (13) (14) T
g 0P VI L (O 0 | Cup W, D

v h4/3 o p\ ox oy pH
a5 (e (7 (15) o)

2 .
g |V |v 1 OTys 0Ty Cuwpa | W | W,
F, = s +fcu+p pe + o + Y7}
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Cw coefficient de trainée du vent;
F, ou F,, résultantes des forces massiques exercées sur une particule d’eau selon x ou y ;
fe coefficient de Coriolis ;

g gravité ;

h hauteur d’eau ;

H profondeur totale ;

i coefficient de rugosité de Manning ;

U, v composantes de la vitesse intégrées verticalement ;

% vitesse du courant ;
W,, W,  composantes du vecteur vitesse du vent ;
) coordonnées cartésiennes ; lorsque les forces de Coriolis sont prises
en compte,x est orienté a I’est et y au nord ;
masse spécifique de I’eau ;

)

Par analogie avec les contraintes d’un fluide visqueux, les contraintes de Reynolds sont

définies comme suit : 5 5
U; U
Tij = Ikt ( - J) (2.13)
i=1.2; j=1.2

8xj 81’,

Tij contrainte de Reynolds.

Les termes 1 et 6 représentent 1’accélération locale (dans le temps) produite par un dés
équilibre des forces au sein de 1’écoulement. I’accélération convective est prise en compte par
les termes 2,3,7 et 8. I’effet gravitationnel est donné par les termes 4 et 9. les forces massiques
sont définies par les équations [6] et[7]. les forces massiques comprennent : le frottement du
lit d’écoulement (termes 11 et 15), la force de Coriolis (termes 12 et 16), les compressions
et cisaillements turbulents (contraintes de Reynolds, termes 13 et 17) et la contrainte du vent
(termes 14 et 18).

2.3.3 Modeles simplifies

Avant d’aborder les méthodes de résolution, nous allons étudier les simplifications possibles
des équations du systeme de Barré de Saint-Venant.

® On néglige I’effet de force de Coriolis devant les autres parametres (donc les termes (12)
et (16) sont négligés).

® Nous considérerons qu’il n’y a pas d’apport latéral.

® On néglige I’effet du vent (les termes (14) et (18) sont négligés).

® En 1973, J. Kuiperd et C. Bvreugdenhil ont proposé I’hypothese suivante :
Dans un régime d’écoulements turbulent, pour une profondeur d’eau constante les contraintes
effectives des équations (2.13), sont données par les relations suivantes [Chassaing,

2000] :
O, 0m\ _ (0 (0}, 0 (o
ox oy ) '\ oz \ oz oy \ oy

O O\ _ (0 (o), 9 (o
ox dy "\ oz \ ox oy \ Oy

(2.14)

IR
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Le systeme d’équations de Saint Venant 2-D devient :

oo ow
ot Ox oy '

Ohu  Ohu®  Ohuv oh  gn*|V|u 0 (0ou d (0ou

o Vor Yoy T Yo wm TV (é‘w <8w>+ay<ay>> 21
Ohv  Ohuv  Ohv? oh  gn* |V |v 9 [ov d (0v

ot " o ' oy :‘gay‘w+”t<m<ax>+ay<ay>>

2.3.4 Forme conservative

Les équation de Barré Saint Venant (2.15) peuvent €tre récrites sous la forme conservatrice

suivante :
oU

5 +VF = § (2.16)
avec,
h
U = | hu | ;levecteur d’ecoulement ou le vecteur des valeurs inconnues.
hv
hu hv
F = (E,G) avec £ = | hu*> | etG = | huv | ;sont les vecteurs flux.
huv hv?

0 (0u 0 (Ou
g — gh(Soz — Spz) + 11 (89& <8x> + Ay <8y>> ; est le vecteur source.

0 (0v 0
gh(Soy — Sty) + Vi (895 (8:1:) + 674

oh oh
Avec, Sop, = —4—etSy = 9y sont les pentes du canal dans les deux directions x

Ox
et y respectivement, Sy, et Sy, sont les pentes énergétiques qui tiennent compte des frottement

dans le canal. Elles sont données soit par la relation de Manning-Stricler :

n*uv/u? + v? oVl +o?

Sfm h4/3 ;Sfy h4/3 (217)
soit par la relation de Chézy :
/2 - 02 Ju2 + 02
Spe = uvu” +v7 .S, = v+ v (2.18)

hC? hC?

ou, C est le coefficient de frottement de Chézy .

Les coefficients de frottement de Manning et de Chézy (7 et C dans les équation (2.17) et (2.18))
sont considérés constants durant la totalité¢ de I’événement quelle que soit les caractéristiques
de I’écoulement et ne dépendent que des caractéristique du fond [Ghostine, 2009].
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2.3.5 Formule de diffusion turbulente utilisée

Le terme de diffusion utilisé dans les équation (2-15) fait appel a un coefficient de diffusion
( ou de viscosité turbulente)r;. Ce terme a pour vocation de rendre comptes principalement
de la diffusion (ou viscosité turbulente ) induite par la turbulence qui se développe au sien de
I’écoulement et de maniere secondaire de la diffusion provenant de I’intégration des équations
de Navier Stokes sur la verticale[ Ghostine, 2009].

2.4

Equations de Saint Venant (modéle unidimension-
nel)

2.4.1 Hypotheses

Les équation de saint venant 1-D font appel aux hypotheses suivantes :

1.
2.

I’eau est incompressible, sa masse volumique p est donc constante ;

les accélérations verticales et transversales des particules fluides sont négligeables par
rapport aux accélérations longitudinales. Ceci équivaut a faire 1’hypothese de faible cour-
bure des filets fluides dans une section en travers, par conséquent la distribution de la
pression au sein d’une section est hydrostatique ;

. le régime d’écoulement est turbulent, les perte d’énergie par frottement sur les berges

sont donc proportionnelles au carré de la vitesse ;

la pente du bief est suffisamment faible pour que I’on puisse considérer que la cordonnée
longitudinale est la cordonnée horizontale coincident.

2.4.2 Etablissement du systeme de Barré de Saint-Venant 1-D

On emploie les notions suivantes (figure 2.4)

A(X) : est la section en travers mouillée de I’écoulement ;

b(x) : représente la largeur du miroir (c’est-a-dire la largeur de chenal au niveau de la
surface libre ) ;

h(x) : est la profondeur du chenal ( différence entre la cote de la surface libre et le point
le plus bas du chenal ) a I’abscisse x ;

W(x,z) :est la largeur du lit a I’abscisse x et I'altitude z,z,(x) est I’altitude du point le
plus bas du chenal a I’abscisse x ;

((x) : estla cote de la surface liber a I’abscisse x ;

X est le périmetre mouillé.

On notera que par définition de A et b, la relation suivante est valide :

dA = bdz (2.19)

Les forces de pression sur les forces du volume de controle sont données par la surface des
triangles de pression .
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Afx)

Figure 2.3 — Schéma de définition pour les équations de saint venant 1-D.

Equation de continuité

L’équation de continuité s’établit par une opération de bilan (figure 2.3) : on considere un
élément de volume de section unitaire compris entre I’abscisses x et xo + dx et on effectue un
bilan sur I’évolution, entre deux dates t, et t, + dt de la quantité totale de U dans cet élément
de volume, alors le bilan de masse s’écrit [Guinot, 2006] :

U (x,tg + At) — 0U (z,tg) — 0F (xg,t) + 0 F (2o + Ax,t) =05 (2.20)

Ou, dU (t) est la masse de fluide contenue dans le volume de controle a la date t et 6 F'(x) est la
masse de fluide passée entre les dates ¢, et ¢y + At par la section de contrdle située a 1’abscisse
X.

Entre les dates t, et ¢ty + 0t, le terme source est responsable de 1’apparition de la quantité
suivante dans le volume :

to+ot :E0+5:E
58 = /ﬁ S(U, z, t)dzdt 2.21)

les quantités 0U et 0 " sont par déﬁnmon égales a :
SU(t) = [242 (pA) (2, t)do

sotAa (2.22)
SF(t) ::t/ (pud)(z, t)dz

o
ou A est la section mouillée, u est la vitesse moyenne du fluide et p sa masse volumique.
En remplacant les expressions (2.21) et (2.22) dans (2.20), on obtient :

jxo-i-AI {(,OA) .t + At) — (pA)(z to)j tZo—&-Ax [(puA)(IE(),t) — (puA)(zo + A:E,t)}
to+ot xo+ox
/ S(U, z,t)dwdt (2.23)

En faisant tendre 6t et dx vers 0, on peut écrire :

(2.24)
(oud) (0, to) — (pud) (o + At tg) = _ng +0(?)
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ol, les quantités O(dt%) et O(dz?) sont des polyndmes de degré supérieur ou égal a 2 par
rapport a 0t et dx respectivement. Ces polyndome contiennent également les dérivées d’ordre 2
et supérieur par rapport a ¢ et = . Lorsque 4t et z tendent vers 0, O(5t?) devient négligeable
par rapport a 6t OU /0t car dz* décroit plus vite que dx, de la méme fagon, O(dx?) devint
négligeable par rapport a dx OF'/Ox. Les égalités (2.24)deviennent donc :

ou
(pA) (w0, o + At) — (pA)(z, to) =70 6t
(2.25)
0t—0 OF
(pud)(zo,to) — (pud)(zo + Az, ty) ~ —5x%
De méme, I'intégrale du terme source tend vers la quantité suivante :
to+0t  pto+dt
/ / S(a,O)dedt =570 §t6xS (2.26)
to to
En substituant les équivalences (2.26)et(2.27) dans (2.24), il vient :
0 0
0t— (pA) 0x + 0t— (pud) oz = 6tdxS (2.27)

ot ot

En utilisant I’hypothese (1) de I’'incompressibilité. On peut diviser (2.28)par la masse volu-
mique p constante ; en notant que Au=Q, on obtient :
0A  0Q

9A  0Q _ 20
ot tor =7 (2.28)

Equation de quantité de mouvement

Le bilan de quantité de mouvement est donné par le théoréme fondamental de la dynamique :

ou, 0U(t) est la quantité de mouvement de fluide contenu dans le volume de contrdle a la date
t et 0F'(z) est la quantité de mouvement attachée au volume de fluide qui traversé, entre les
dates t et to + At, de la section de controle située a I’abscisse x. 0 P(x) représente I’intégrale,
entre les dates ¢, et to + At, de la force de pression s’exercant sur la face du volume de contrdle
située a I’abscisse x et 6 F), est Iintégrale entre ¢, et ¢, + At de la résultante des forces de paroi
(frottement et réaction de la paroi de la conduite aux forces de pression )[Guinot, 2006].

Les quantités U et d F' sont par définition, égales a :

SU(t) = [272 (pud)(z,t)dz
soths (2.30)
SF(t) = / (pu? A)(z, t)dx

xo

La force de pression P(x) est égale a I’intégrale de la pression p(x) sur la section en travers
A(x). D’apres I’hypothese (2), la pression est hydrostatique, ¢’est-a-dire qu’elle est propor-
tionnelle a la distance du point considéré a la surface libre. La pression a ’altitude z est donc
donnée par :

p(z,2) = ((—2)pg (2.31)
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Cette pression s’exerce sur toute la largeur w(z.z). La force de pression p(z) est donc :

p(z) = /zf((:)) p(x, 2)W(z,2)dz = /:;: [C(x) — z]pgW (z, z)dz (2.32)

La force de paroi est la résultante de trois forces :

zo+Ax
SE,(t) = / TR, + Ry + Ry)(x,t)dw (2.33)
Zo
Ou, Ry, R et R, sont respectivement, les forces de paroi dues a la réaction du fond sur le fluide
dans le plan vertical, au frottement et a la réaction de paroi aux force de pression dans le plan
horizontal. On ramene habituellement Ry a la pente Sy de la ligne d’énergie par le biais de
I’équation :
Rf = —pgth (234)

A noter que %y s’exerce parallelement au fond mais que I’hypothese (4) permet d’assimiler
Ry a sa projection sur I’axe des x. De méme, du fait de la pente du fond 2, s’exerce sur une
longueur légerement supérieur a la dimension 0z, mais I’hypothese (4) permet d’assimiler cette
longueur a dzx.

Il existe plusieurs formules pour caractériser Sy. Toutes les formules usuelles de I’hydraulique
a surface libre font appel a I’hypothese (3), liée a I’hypothese de régime turbulent, d’une pente
de Frottement proportionnelle au carré de la vitesse. Les lois les plus souvent utilisées sont les
suivantes :

2

S, — Oth (Chézy)
u? -
S, = W (Strickler) (2.35)
) U i
Sy = 7 R;*L/?’ (Manning)

Ou, C' et K, et n sont respectivement les coefficients de frottement de Chézy, Strickler et
Manning et R est le rayon hydraulique, défini comme le quotient de la section en travers
A et du périmetre mouillé x :

Ry, = — (2.36)

Le coefficient de Chézy est traditionnellement préféré par les ingénieurs travaillant dans les
domaine maritime, alors que le coefficient de Strickler est préféré par les ingénieurs Européens
du domaine fluvial. Les américains de nord emploient de préférence le coefficient de Manning,
un coefficient de Chézy ou de Strickler élevés, comme un coefficient de Manning faible, tra-
duisent une faible résistance.

Ces coefficient sont reliés par la formule :

K, = - = — (2.37)
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Figure 2.4 — Forces exercées par le fluide sur la paroi et réaction de la paroi sur le
fluide.

dR, = [W(zx+dx/2) —W(x —dx/2)|p(x, z)dz

Ou la notion (OW/0z). . _ indique que la dérivée de la largeur par rapport a x n’ est pas
(—z = Cste q q g p pp p
pris a z constante, mais a distance constante par rapport a la surface libre.

La force Rp s’obtient en intégrant d Rp par rapport a z et z; et et par rapport a x entre xg

et g+ Ax :
zo+Az  pC(x) 8W
R, = pg / / C—z () ddz (2.39)
P o () ( ) O (—z = Cste

La derniere force restant a estimer est la composante Rp selon x de la réaction du fond du
chenal sur le volume d’eau. on la calcule en effectuant un bilan des forces sur une tranche de
fluide comprise entre x — dx /2 et x + dx/2. cette force s’exerce dans le plan vertical, dans
la direction normale au fond (figure ). Sa projection selon I’axe des z compense exactement
le poids pgAdzx de la tranche de la fluide. Le fond étant incliné d’un angle ¢ par rapport a
I’horizontale, la réaction du fond sur le fluide a une composante horizontale égale a :

Ry, = pgA(z)tan pdx (2.40)
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La tangente de 1’angle ¢ est la pente du fond du chenal. Elle est souvent notée S et est reliée

a la cote du fond par :
0
S = tany = —° (2.41)
ox
En remplacant les relations (2.30),(2.32),(2.34),(2.39-2.40) dans (2.29),en faisant tendre Ax
et At vers 0 et en divisant par la masse volumique p constante (hypotheése 1), on obtient la

formulation suivante :

0 0
—(uA) + ——(u*A+ P/p) = (So— Sp)gA+1, (2.42)
ot Ox
Ou, I'intégrale I, est donnée par :
10R ¢(x) ow
I = = P _ — - 2.4
Yopox g/zb@c) (¢=2) ( Ox ><—z _ Cste dz 4

Le systeme de BSV s’écrit sous la forme conservative suivante :

a£+8£ — S
ot or
U =@

(2.44)
F = Q*JA+P/p

S = (So—SpgA+1I,

2.4.3 Modeles simplifiés

Plusieurs simplifications peuvent étre apportées aux équations du systeme de Barré de Saint-
Venant 1-D en fonction des objectifs fixés. Dans I’équation de continuité on néglige le terme
source, c’est a dire S = 0 et I’équation de continuité devient :

0A  0Q

o o
Dans 1I’équation dynamique, on néglige la réaction de la paroi sur le fluide, c’est a dire I, = 0.
L’équation dynamique devient :

8(1) (5) (3)a 4) (5
o (WA) + o-(u?A) + ——(P/p) = (S — Sy)gA

0 (2.45)

(2.46)

(1)Premier terme d’inertie (énergie due a I’accélération dans la direction Ox) ;
(2)Deuxieme terme d’inertie (accélération convective) ;

(3)Terme de pression, lié a la pente de la surface libre ;

(4)Terme de gravité

(5)Terme de frottement, li€¢ aux pertes de charge.
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Selon les ordres de grandeur relatifs des différents termes, des simplifications de I’équation

dynamique sont possibles. En effet, il est rare que tous les termes aient le méme ordre de gran-
deur, en fonction des caractéristiques géométriques et des conditions aux limites conceptuel
[Bertrand & Krajewski, 2006].
Différentes études théoriques et expérimentales portant sur la propagation d’une crue ont per-
mis de montrer que le terme d’inertie (1) est 1i€ au temps, donc a la vitesse de montée de la crue
et que le terme d’accélération convective (2) est li€ a la géométrie des conduites. Par exemple,
pour les crues en rivieres, on observe que (1) et (2) sont négligeables devant les autres termes
de I’équation. Les termes (4) et (5) de pente et de frottement sont en général du méme ordre
de grandeur. Il est possible de procéder alors a des simplifications, selon les ordres de grandeur
respectifs des différents termes [Kovacs, 1988].

e Modeles A inertie prépondérante et frottements négligeables

Les termes (4) et (5) sont négligés, d’ou :

0 0 0

—(uA) + —(u*A) + —(P =0 247
£ (W) + = (u2A) + = (Pp) 2.47)
Le modele donné par I’équation ci-dessus est appelé modele de 1I’onde dynamique. En pratique,
il correspond a des ondes de haute fréquence (impulsions breves et rapprochées) qui ne sont

pas des situations fréquentes en hydrologie urbaine ot ce modele est tres peu employé.
e Modeles a frottements prépondérants et inertie négligeable

Les termes (1) et (2) sont négligés. Dans ce cas, on obtient le modele de I’onde diffusante :

0
a*(P/P) = (S0 — Sy)gA (2.48)
x
Side plus le terme (3) est négligé, on obtient le modele de 1’onde cinématique dont 1’écoulement
est uniforme :

Ces deux modeles donnent des résultats moins satisfaisants pour la simulation du fonctionne-
ment des réseaux d’assainissement.

Le modele de I’onde dynamique, généré par les termes d’inertie, et le modele de I’onde diffu-
sante ne correspondent pas nécessairement a un déplacement de matiere, comme dans le cas
de la houle par exemple. On distingue ainsi le déplacement réel du fluide a la vitesse U et le
déplacement de I’onde de débit a la célérité C.

2.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présenté 1’établissement des équations de Barré Saint Venant.
Ce systeme est un ensemble d’équations différentielles aux dérivées partielles hyperboliques
non linéaire. Il ne possede pas de solution analytique. Alors pour le résoudre, il est nécessaire
d’utiliser des approximations numérique. Les méthodes de résolution des équations de Barré
Saint Venant 1-D et 2-D seront présentées dans le prochain chapitre.
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Chapitre 3

Discrétisation des équation de
BSV

3.1 Introduction

La recherche des méthodes numériques les plus adaptées a la simulation des problemes
d’écoulement de I’eau a surface libre est I’'un des sujets les plus actifs en mathématiques ap-
pliquées, mécanique des fluides et hydraulique. En utilisant la simulation et I’analyse numérique
de quelques modeles simplifiés appropriés, les scientifiques obtiennent de nombreuses informa-
tions significatives pour les phénomenes complexes associ€s aux écoulements a surface libre.
En général les modeles numériques de simulations des écoulements a surface libre utilisent la
technique de discrétisation par les différence finies, les éléments finis ou les volumes finis.

La méthode des différences finies classiques est une méthode bien connue dans le cadre de I’hy-
draulique urbaine. Cette méthode consiste a approximer les dérivées partielles d’une équations
au moyen des développements de Taylor et ceci se déduit directement de la définition de la
dérivée. Dans le cas de la résolution des équations de Barré de Saint Venant, on commence
par quadriller le plan (z,y,t) afin d’obtenir des mailles de taille (Ax, Ay, At) ou, (Ax, Ay)
sont les pas d’espace selon x et y, respectivement et At est le pas de temps. Selon le type
de développements limités utilisés, on obtient des expressions différentes des dérivées qui en-
gendrent trois types de schémas (centré, progressif ou régressif).

La méthode des volumes finis est basée sur I’approximation de la solution par interpolation sur
un ensemble discret de volumes de contrdle. Le point particulier de cette méthode réside dans
I’intégration des équations différentielles sur chacun de ces volumes de controle. On impose
également la continuité des gradients de la solution entre les volumes de contrdle par interpola-
tion. Cette méthode fournit des schémas numériques itératifs qui permettent 1’obtention d’une
approximation de la solution.
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Ce chapitre est consacré au développement d’un modele numérique unidimensionnel et bidi-
mensionnel en volumes finis et différences finies pour la résolution des équations de Barré Saint
Venant.

3.2 Principe de méthode des différences finies

La méthode des différences finies est basée sur I’approximation de dérivées de fonctions,
considérées suffisamment régulieres, sur un ensemble discret de points au moyen de quotients
de deux différences [Lapidus , 1999].

Les développements suivants sont donnés dans 1’espace (t — x) ou les pas de discrétisation res-
pectifs At et Az sont constants ; La discrétisation du domaine|ty, to + 7'][xo, o + X ]aboutit a :

Si f est suffisamment réguliere au voisinage de (t,x) dans 2, alors un développement en série
de Taylorde f = (t + At,x + Ax) est :

m m-—I AtlAl’n al—i—nf

A Ax) = 1
ft+ Atz + Ax) ;j) 2 i oo (t,z) (3.1
Le développement limité de la fonction f au voisinage de At s’écrit comme suit :
of At?2 02 f A3 O3 f
ft£Atz) = f(t,x )iAta( )+7@(t )i?@(t x)
At O f
De méme, le développement limité de la fonction f au voisinage de Az s’écrit :
of Ax? 9% f Az P f
f(t,xj:Ax)—f(t,x)iAxax( )+Tﬁ( )iT@(t )
Az O f
21 974 —(t,x) - ... (3.3)
®Perturbation de At en t et perturbation de Az enx :
B of of A2 O f
f(t+At,x+Ax)_f(t,x)+Ata—( )—i—Ax%( )+7@(t )
92 2 92 3 93 2 3
o°f Ax= 0 f At? O° f At*Ax 0°f
AtA — (1 — (1 t
AR e T Ty g B T g g ) T g ()
Az?At f A3 P f
5 87503:2( ,T) + —— & 9 —5 )+ ... (3.4)
@Perturbation de At en t et perturbation de —Ax en x :
B of of A2 f 0% f
ft+ Atz —Ax) = f(t,x)%—Ata(t, r)—Ax c%v( )+7W( T) — AtAa:a ax(t )
Ax? O f A3 3 f At*Az OPf

5 gz bB) e br) - =5 aaa (o)
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Ax?At PPf Ax3 P f

@Perturbation de —At en t et perturbation de Ax en x :
of of A2 f 0 f
—A Ax) = At— A —_— — AtA
Flt— At o+ Ax) = f(t,2) = A (4 2)+ Ar s ) + S-S0 0) - AtAr S (1,2)
Ax? 9% f A3 f At*Az OPf
2 a2 " g Bt T g
_ Az?At 03f A3 B3 f
®Perturbation de —At en t et perturbatlon de —Azrenx:
B 8f 8f At? 82f
0 f Ax? 0% f A3 f At?Ax O3 f
A e T e BT T e g ) T T g )
Az2At O3 f Az O3 f
- 81583:2( ,T) — ~ 5 —= () + ... (3.7)
La formule progressive, directement issue de 1’équation [3.2] avec +At :
af _f(t—i—At,x)—f(t,a:)
T (t,z) = At + 0(At) (3.8)
La formule régressive, directement issue de I’équation [3.2] avec —At :
875( r) = At + 0(At) (3.9)

La formule centrée, issue de la soustraction membre a membre de 1’équation [3.2] avec +At et

avec ~At

éLf(t 2) = ft+ At z) — f(t — At, x)
ot 2At
La formule d’approximation par différences finies centrée de la dérivée partielle seconde de f

par rapport a x, issue de I’addition membre a membre de 1’équation [3.2] avec +At et avec
~At:

+ 0(A#?) (3.10)

ﬁ(t 2) = ft — At z) —2f(t,z) + f(t + At, x)
o2’ At?
La formule d’approximation par différences fines centrée de la dérivée partielle iodure deux par
rapport a t et a x, issue de I’addition membre a membre des équations [3.4] et [3.7] auxquelles
on soustrait les équations [3.5] et [3.6] :

+ 0(At?) (3.11)

0*f _ ft+ Atz + Az) — f(t+ Atz — Ax)
gtz b = AAtAT (5-12)
[t — Atz — Az) — f(t — Atz + Ax) A, A3
+ NN +0 (5o AL AtAr, = (3.13)
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D’autres développements du type f(t +2At, z+2Ax), f(t£3At, z+3Ax), f(t£2At, y+
Ax), etc. Permettent d’obtenir d’autres formules par différences finies. Le tableau suivant re-
groupe les formules d’approximation par différences finies les plus utilisées en considérant
At = Az jusqu’a la dérivée d’ordre quatre croisée de f [Vanhille & Lavie, 2006].

Table 3.1 — Quelques formules d"approximation pour un espace 1-D

dérivier partiel Formule d’approximation par Ordre de I’erreur
différences finies
o
v 0(a)
fi—ft 1
f@JNJf@ 0(At)
0 +1— /51
aﬁ{(f@, l’j) / 2At] 0(At?)
_f§+2+4f§+1_3f} 2
z—2|—At 71— 1—1 a0
- f -
+1 J+ j—1 2
: 4Azt : 0(At%)
L, x;) BN I 0(AL)
—f 3 3 [R—
]+2+16f3+1 3()f +16f]_1 fJ_Q O(AEY
+1 1—1 H—
02 fl+1 fia f 1+f-
(‘%éfx (t“ x]) . : 4At2 0(At?)
+1, i1 pi— 1 ) 1+1 i—1 1
o A+ F i+ o2 —2f 2 f T =2 f -4
B Lot x)) . NI 0(AL2)

3.3 Schémas par différences finies

Dans le cas le plus général, on peut donc écrire une dérivée partielle par rapport a x et par
rapport au temps t sous la forme

of _ anlfii = i)+ 0 —a)(f5" = £1)
or ° Az
ax(fiyy = S + (L= o) (fi = fiy)
Az (3.14)

+(1 — ag)

of au(fi = f) + (1 —a)(fifi — fi)
ot Az

Dans le tableau suivant, on obtient les différents schémas possibles. Selon les cas de pondérations
effectuées, ainsi les schémas numériques correspondants aux différentes approximations sont
récapitulés ci apres [ Bertrand & Krajewski, 2006] :
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Table 3.2 — Coefficients de pondération des schémas aux différences finies

Pondération Schéma
as =0 Explicite
as =0,5 Implicite centré dans le temps
ag =1 Totalement implicite
ar =1 as =1 | Progressif
a; =0,5 | as =0,5 | Centré
a; =0 as =1 | Regressif
ar =1 oy = 0 | Mixte décentré

L’équation dynamique de BSV est de type hyperbolique. Ce type de systeme contient des
dérivées partielles par rapport au temps (% ), par rapport a I’espace (% ) et un terme source.
Selon la maniere dont la dérivée spatiale et le terme source sont estimés, on parle de schéma
explicite ou implicite

3.3.1 Schéma numérique explicite

Seule la dérivée de f par rapport au temps s’exprime en fonction des valeurs de f au pas de
temps i+1.
La différentielle par rapport a x s’exprime en fonction des valeurs de f au pas de temps précédent
de calcul (pas i). On calcule f}“ connaissant les valeurs de f calculées au temps ¢At pour, en
général, les pas d’espaces j-1, j et j+1 (schéma a trois points). Un schéma explicite est ca-
ractérisé par le fait que 1’on puisse exprimer explicitement une valeur inconnue en fonction de
valeurs connues [Abdallah, 2005].

t S

(i+DAr

A

i At

Figure 3.1 — Schéma de type explicite

3.3.2 Schéma numérique implicite

Les schémas sont implicites si la différentielle de f par rapport a x se calcule en fonction
d’au moins deux valeurs de position d’espace de f au temps ¢ + 1. En fait, le caractere implicite
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d’un schéma numérique est lié au fait que 1’on ne puisse pas exprimer explicitement chaque
valeur inconnue en fonction uniquement de valeurs connues. Chacune des équations a résoudre
contient au moins deux valeurs inconnues de f au pas de temps de calcul (i + 1)At.[Abdallah,
2005].

¥ i : :
(i +1)A? ‘.Q " — o ______
| A
At | i
i At = Ao ::- ------------ 6 -------------- Ig- -------
5 i é . x
(j— DAx iAx (i + DAx

Figure 3.2 — Schéma de type implicite

3.3.3 Avantages et inconvénients des deux types de schémas

1.3.3.1 Schéma explicite : Les schémas explicites présentent 1’avantage d’étre faciles a pro-

grammer. IIs sont en revanche assortis d’une contrainte de stabilité qui limite la gamme des pas
de temps et d’espace. Le pas de temps de calcul doit étre inférieur a une valeur seuil At
au-dela de laquelle la solution devient instable.L’utilisation d’une discrétisation explicite est
ainsi souvent conduit a utiliser de petits pas de temps de calcul, donc a effectuer de nombreux
calculs, pour effectuer une simulation sur un intervalle de temps donné.la quantité-clé pour la
stabilité d’une solution numérique. Les méthodes explicites donnent en général des solutions
stables pour des nombres de courant inférieurs a 1 en valeur absolue. [Vincent, 2006]

1.3.3.2 Schéma implicite :  Les schémas implicites, sont en général inconditionnellement

stables. Ceci les fait parfois préférés des développeurs d’outils de calcul industriels, car de
grandes périodes peuvent étre simulées en un nombre réduits de pas de temps tres grands, ce
qui accroit la rapidité du calcul. Il faut cependant garder a I’esprit que la rapidité des simulations
n’est pas un gage de qualité de la solution numérique. [ Vincent, 2006]

Pour les schémas explicites,on peut calculer les valeurs de proche en proche en progressant
par balayage sur tous les pas d’espace et de temps (Progression horizontale). Pour s’assurer de
la convergence du résultat vers la solution exacte, il faut vérifier la stabilité et de la consistance
du schéma numérique.

3.3.4 Consistance

La notion de consistance s’applique a la version discrétisée d’une équation différentielle.
On la définit de la maniere suivante :
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Une équation discrétisée est consistante a une équation différentielle si la différence entre les
deux tend vers zéro lorsque les pas d’espace et de temps tendent vers zéro. La différence entre
I’équation discrétisée et I’équation originale est appelée 1’erreur de troncature [Vincent, 2006].

L’erreur de troncature : L’erreur de troncature vient du fait qu’on a tronqué le développement
en série de Taylor de la fonction f. L’erreur de troncature par pas est la différence entre la va-
leur calculée et la valeur exacte, en supposant qu’au pas précédent la valeur calculée et la valeur
exacte étaient identique.

3.3.5 La Stabilité

La stabilité est une propriété de la solution d’une équation différentielle (ordinaire ou aux
dérivées partielles). La solution peut étre une solution analytique ou une solution numérique
(résultant d’une discrétisation).

Une solution définie sur un domaine de 1’espace et/ou du temps est dite stable si elle est bornée
sur cet espace ; autrement dit, il existe une borne inférieure et une borne supérieure finies aux
valeurs que peut prendre cette solution [Vincent, 2006].

3.3.6 La Convergence

La convergence est une propriété de la solution numérique. On dit que la solution numérique
d’une EDP est convergente si elle tend vers la solution analytique de cette équation quand At et
Ax tendent vers zéro. La convergence est la véritable propriété recherchée par les utilisateurs
des outils de modélisation. En effet, le principal souci du modélisateur est d’étre certain de
pouvoir résoudre les équations de fagon aussi précise qu’il le désire. Pour cela, il veut étre
certain que raffiner la discrétisation (en diminuant a la fois les pas de temps et d’espace) conduit
a une solution numérique de meilleure qualité, c’est-a-dire a une solution numérique qui se
rapproche de la solution analytique de 1’équation a résoudre [Vincent, 2006].

Théoreme de Lax :

Les preuves de convergence sont en général assez difficiles a établir; elles demandent un
appareillage mathématique qui releve de I’analyse fonctionnelle et qui va bien au-dela des outils
habituellement disponibles a I’'ingénieur. On doit cependant a Lax un théoreme fort utile, va-
lable pour des équations aux dérivées partielles linéaires a coefficients constants. Ce théoréme
s’énonce comme suit :

La consistance et la stabilité sont nécessaires et suffisantes a la convergence.
Autrement dit, si une équation est discrétisée de fagon consistante, et si I’on respecte la condi-
tion de stabilité de la solution numérique, alors celle-ci est convergente vers la solution analy-
tique de 1’équation a résoudre.
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3.4 Résolution du systeme de BSV 1-D par un schéma
explicite

En considérant une vitesse d’écoulement moyenne pour une section rectangulaire, 1’équation
de continuité s’écrit :

Ohl ~ Olhu
- = 1
5 T 5 =0 (3.15)
Et
Ohu 8h ou Oh Oh ou
FTER TR TR TR PR T (310

De méme, d’apres I’équation dynamique, on a :
OuA L ou’A ou*A L9 op
ot Ox ox p

Pour une section rectangulaire (A = [h) la force de pression P est :

= (So — Sy)glh (3.17)

AP = dpdA = P — / dpldh
donc 1
p= / pghldh = P = pgh?l{i
d’ou 1
P = §pgh2l (3.18)
L’équation dynamique devient alors :
Oulh  Oulh 0 1

Ouh  Ou*h gE)

5 — o +28 (h ) (So—Sf)gh (3.20)
Gh ou ,0h ou? oh
(% hat-I— %tha——l— ha— (So—Sy)gh (3.21)

oh oh 0 ou 0 oh
(uyy +u? 5 +hu ai‘> hajth ai‘+ gh— = (S0=5y)gh (3.22)

En multipliant I’équation [3.9] par u on obtient :

oh  ,0h ou

+ hu— 3.23
(u ot o 8m Gx) 0 (3-23)
Par conséquent, I’équation dynamique se réduit a :
O+ha—+hu%+ hah (S — Sy)gh (3.24)
dron ou  Ou  oh
U U
h— + hu— h— So — Sr)gh 3.25
Et finalement, la simplification de 1 equatlon dynamique donne :
ou ou oh
- - — = — 2
ot T o5 = (50— 59 (3.26)
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3.4.1 Schéma explicite a deux (2) pas centré suivant x

On parle de schéma explicite lorsque le calcul de f;,; a partir de f; s’effectue a I’aide d’une
formule explicite.
Pour un schéma explicite a 2 pas, il est nécessaire de connaitre 2 pas de temps successifs pour
démarrer les calculs, or seul un pas de temps est connu avec la condition initiale. Il faut donc
faire une hypothese sur le premier pas de temps ;.

t
(i+1As
i At
(i—DAs
» X

(j—DAx jAx (i + DAx

Figure 3.3 — Schéma de résolution explicite a deux (2) pas centré suivant x

Le principe de la méthode consiste, connaissant la solution a un pas de temps ¢; a calculer la
solution au pas de temps t;,1, puis connaissant cette solution a ¢;; et ainsi de suite jusqu’au
moment ou on décide d’arréter les calculs.

On procede donc pas de temps par pas de temps, la premiere itération se faisant a partir de la
condition initiale (a tg).

On pose :
La dérivée par rapport au temps est discrétisée selon le schéma
i+1 i1 i+1 i—1
Ou _uwy —uj  , Oh by —hy
ot 2At ot 2At

La dérivée en espace

or 2Ax ax 2Ax

On substitue ces opérations dans 1’équation de continuité, on obtient :

hi‘+1 - hi‘fl hz hz'
J J +

1 1
u’L 7+ hz J+

2At 7 2Ax 2Ax
On multiplie 1’équation par (2At) on trouve :

i ) (3.27)

; At
h;+1 hz 1—|—U 7(h2

i [ At i )
; i At i i At i
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On substitue ces méme opérateurs dans I’équation dynamique, on obtient :

B W — o R '
j j i g+l Jj—1 J+1 -1 _ So — (S¢)~ 3.30
oAt T 9Ax I oAr (S0 = (S7)j)9 (3-30)
On multiplie 1’équation par (2At) on trouve :
i i i Al i i\ At i
(Uj+1 )+U ( Ujtq Uj—l)Ax (hg+1 hj—1)E = ZAt(SO_(Sf)j)g (3.31)
D’ou
; . AL . AL p
uit = ul T (Ul ujH)M +g(hl_, hﬁl)m +2A6(So — (S7)5)g (3.32)
Et finalement, on obtient le systeme d’équations suivant :
7 i— At v (. At 7 7
G e % At i At %
3.4.2 Schéma explicite centré suivant x
On pose :
i+l i i+1 i
Ou _ ui" —uj o Oh WU
ot At ot At
Ou _ ey — Uy, o 9N _ M = 5y
Ox 2Ax Ox 2Ax
On substitue ces opérateurs dans 1’équation de continuité, on obtient :
ta : i i
e a
-
: I \Ax
: "
At | | :
i : E
" 1 "
P B -
o K o
| e a o
(j- DAx jAx (i + DAx
Figure 3.4 — Schéma de résolution explicite centré suivant x
Y —ht R — R —u
j j s S e S X U1 — U -0 3.33
A T 9AL YN .35
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On multiplie 1’équation par (2At) on trouve :

A At At »
2% — 20! +ul A —— (Rl =R )+MA (ulyy—uly) =0 (3.34)
D’ou,
% 7 At 7 i At % 7
W = bl —l—ujm(h —hl) +hi—— oAz (uf ) —ulfyy) (3.35)

On substitue ces méme opérateurs dans I’équation dynamique, on obtient :

1+1 i
NI

i — Rl — hi_ :
i i1 j 1+g ]+12A$] 1 :(So—(Sf)ﬁ)g (3.36)

On multiplie I’équation par (At) on trouve :

i i i i At i i :
(uj+1—uj)+ujm(uj+1 uj— )+92A (W1 —=hj—1) = At(So—=(S);)g
(3.37)
D’ou :
; At . At i i
uf™ = o (g ) 05— (B — i)+ AHSo— (57)5)g
(3.38)
Finalement, on obtient le systeme d’équations suivant :
; : At i i At i
h,+1 = h +Ujm(h hj+1)+h]2A (U -1 uj-‘rl)
i . AL : At ; i
u;rl = uj + uj%(uj—l uj )+ gZAx(h h3+1) + At(So — (5¢)})g

Pour résoudre completement le systeme, il faut fixer des conditions aux limites amont et aval,
V1, et les conditions initiales Vj[Bertrand - Krajewski, 2006].

En effet, pour tous les schémas numériques de nature explicite se pose le probleme de
choix du pas du temps a utiliser pour la résolution, de ce choix dépend la stabilité du schéma
numérique considéré. C’est pourquoi, ce type de schéma doit vérifier la condition de Courant-
Friedrich-Levy exprimée sous la forme :

Az
At < 3.39
S EYe (3.39)
Avec
A(h
C =29 A’((h>) = \/297 pour une section rectangulaire (3.40)

Dans le cas d’une section rectangulaire, on fixe Az, alors At est imposé.
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_______________________________

P S N i T -

-

Figure 3.5 — Schéma de résolution explicite 2-D

3.5 Résolution du systeme de BSV 2-D par un schéma
aux différences finies explicites

Pour simplifier les écritures, nous noterons i I’indice relatif au pas de temps et j I’indice
relatif au pas d’espace . Dans ces conditions, on peut écrire : f (iAt, jAx) = f; L’équation de
continuité 2-D s’écrit :

oh  Ohu  Ohv
A T I 341
ot ox Jy (341)

On peut écrire I’équation sous la forme :

oh ou oh ov oh

De méme, I’équation dynamique 2-D s’écrit :

a
Ohu  Ohu®  Ohuv 0’y 0%*u
_ . gu, du 4
5 T or T 3 gh(Sy Sfr)+v(ax2+ay2) (3.43)
o4
Ohv  Ohv?  Ohwv v 0%
= gh - —_— 4+ — 44
5+ By t—a—=9 (So Sfy)+u(ax2+ay2) (3.44)
On note que :
Ohu  Ohu®? Ohuv
— .4
9 + O + ay o (3.45)
ohv  Ohv?  Ohwv
= 4
o oy "o P (346)
oh  Ou  Ou*  ,0h v ou oh
NI L S A L 4
Q u8t+h8t+h8x +u 8x+hu8y+vhay+uvﬁy (3.47)
oh ou ou oh ov ou oh
— o 2 2 on D 4
Q u@t +h8t+ huax+u ax+h“ay+“hay+“”ay (3.48)
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oh ou  ,0h ov oh ou ou ou

o=

(3.49)
On fait apparaitre les termes de 1’équation de continuité multiplié€s par la vitesse u :

U— + hu— +u"— + hu— +vu— =0 (3.50)

donc, on obtient :

ou ou ou
S1
a=nh t—i—hu —Hjhy (3.51)

ou ou ou v O*u

On procede de la méme maniere pour simplifier la deuxieme équation :

(3.52)

Ohv  Ohv?:  Ohuv
g = 5 + 3y + o (3.53)

ov oh ou ov oh ov oh
= h— 40— +hv— + htr— + uv— + 2hv— +v° — 54
b=nh ; v " hv;p hux uvx hvy v » (3.54)

oh ou oh ov  ,0h ov ov ov

p= (va+hv%+uv%+hva—y+v @)+ha+hu%+hv@

5 5 5 5 (3.55)

h U h v
D’ou:
ov ov ov
On obtient finalement :
2 2
B2% 4 2 4 2 — gh(se — ) + 022 4 90 (3.58)

ot ox oy ox?  Oy?

3.5.1 Discrétisation du systeme de BSV 2-D schéma explicite

On va reprendre I’équation de BSV, mais a 2 dimensions d’espace

Ooh ou oh ov oh

— 4+ h— — 4+ h— — =

ot * ax+“ax+ 8y+vay 0 , )
ou ou ou 0°u  0%u

h— + hu— + vh— = gh — —+ —
ot + Yor v dy gh(So = Sga) +v (8932 + oy?

ov dv ov

o iF
ox?  Oy?
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On pose :
La dérivée par rapport au temps est toujours discrétisée selon le schéma
Qu _ujii —w Qv v =i Oh BGR D,
ot At ot At ot At

La dérivée en x s’écrit
Ou _ Ujpp—Woaw 00 Uik =ik Oh _ hjae— Ry

Ox 2Ax Ox 2Ax or 2Ax

La dérivée en y s’écrit
ou Uy T Uy ov Yk T Y5k oh o hj7k+1 - hj,k;—l

87y B 2Ay 873/ B 2Ay 873/ B 2Ay
la dérivée seconde par rapport a x aux 2 instants s’écrit

Pu Uy — 25y + UG 0%v _ Ui — 205k U5
0x? Ax? ox? Ax?

la dérivée seconde par rapport a y aux 2 instants s’écrit

Pu Uy — 2uGy + Uy v Vi = 205+ V5
oy? Ay? oy? Ay?

On substitue ces opérateurs dans 1’équation de continuité 2-D :

i+1 i 7 a0 i _ Kt
7.k 3k

At 2Ax 2Ax
i U;,kﬂ - U;,k—l i é‘,k—i—l - hé’,k—l

On multiplie 1’équation par (At), on trouve :
: . At , - At ;
i+1 7 i i i 7 7
(hj,k: - j,k) + hjkr Ar (Uj+1,k - uj—l,k) + uj,kf Ar ( 1k T hj—l,k)

+ R :

k2 Ay (Uf,kﬂ - “j,k—1> T ik gy k1 T hﬂ'»’f—l) =0 (3.60)

D’ou:
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h]fl h] k + h/] kQA ( 1,k U’j+1,]€) + u]’km (hjfl,k - hj+1,k>
;. At ; At ; .

On substitue ces opérateurs dans 1’équation dynamique 2—D :
Suivant x, on peut donc écrire :

i+1 i i ( _ gt
pi [ Yk Uj i B [ Ytk T YLk I e L e N I
ik + N U U =
’ At 2Ax D 2Ay

: , ub g — 2ub, +ub who L —2ut 4l
ght s, (So = (Spa)is) +v ( JrLE A;’f gLk 4 gkl A;,j 2k 1) (3.62)
Avec \/ 1
; W)+ (05)? (14 R,
(Spa)jn = MU pr—" g ( > ) (3.63)
’ ! WE Lh

On multiplie I'équation par (At /h ), on trouve :

(Uﬁl ;k) +UJ kZAAt ( §'+1,k - U] 1 k) "‘% k2AAt ( ;‘,k+1 - ué‘,kfl) = Atg (SO - (Sf:r);k)

v [ At i i At i i
73,k

Par conséquence, la discrétisation de I’equation dynamique suivant x s’écrit :

Uﬁl = Um"‘%@i ( Uj 1 — u§‘+1,k) ‘H’JkQAA ( ;,kq - Ué’,kﬂ) +Atg (So - (Sf:v);k)

v [ At i i At i i
j7k

De méme, I’équation dynamique suivant y s’écrit de la maniere suivante :

i+1 i i i i i

. V- U . V. — U U, — V.
i J.k i Jt+Lk Jj—1 i Ji.k+1 Jk=11Y) _
i ( At ) et < 20z ) + H < 20y ) -

i
2v k—i—v Ul g1 — 21} k—i—v

. . v
ghi (0—(5fy)j,k)+u( JrLE AL Lk | AyQ 1) (3.66)

Avec

l‘, 2+ 7
(Sfy)é,k=n2v§7k\/(u”’k) (t50)° <l+h ) (3.67)

(hz',k)T ik

On multiplie les termes de 1’équation par (At/ h; 1), on trouve :
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(Ujj/;l - Uj,k) + Uik oA, (Uj+1,k - Uj—l,k) + Uj,kTAy (Uj,k+1 - vj,k—l) = Atg(Sty)jx

v At i i At i i

G \Axz?
Par conséquence, la discrétisation de I’equation dynamique suivant y s’écrit :
. . At . ) VAN , ‘ ‘
+1_
U = e Wagay (Voik = Vane) + g (Ut = Uan) + Atg(Sn)js

v At i i At i i

Finalement, la discrétisation par schéma explicite de I’equation de BSV 2-D est donnée par les
équations suivantes :

) ) At ) ) At ) )
41 _ 11 i 7 7 7 7 7
hiye = hj+ hj,kTAx (qu,k - uj+1,k) + Uik Ay ( -1k — hj+1,k)
;. At i ;. At i
"‘hj,kTAy (Uj,k—l - Uj,k+1) + Uj,kTAy (hj,k—l - hj,k+1)
i i AV i ;. At ; ;
uihl =l + ATy (uj—l,k - uj+1,k) + Uj,k:m (uj,k—l - uj,k—i—l) + At g (So - (Sfx)j,k:)
v | At i i At o i i
ék [Awg (Uj+1,k; — 2ujy, + uj—l,k) + Ay (Uj,k+1 — 2ujy, + uj,k—l)]
‘ ; At i i At i i
Ujjl;l =Vjp T Ujp N (Uj—1,k - Uj+1,k> + Uik Ay (Uj,k—1 - Uj,k+1) + At g(Spy)jx
v At i i At i i
+h;k [Axg (Uj+1,k — 205, + Uj—l,k) + Ay (Uj,k+1 —2vu;, + Uj,k—l)‘|

3.5.2 Stabilité des schémas aux différences finies :

Les schémas aux différnces finies explicites exigent toujours une condition de stabilité. Pour
cela, on utilisera la condition de stabilité de courant— F'riedricchs—lewy (c.f.1). Cette derniere
est exprimée dans le cas des écoulement bidimensionnels ( Fennema et Chaudhry,1986 ; Nu-
jic,1995 ; Rahman et Chaudhry,1997) en coordonnées cartésiennes x et y, par :

(V4 +/gh)At 5 5
C = —Aa:Ay VAxZ? + Ay (3.70)

Ou, V et C sont dans I’ordre la vitesse résultant au point du maillage et le nombre de courant.
La plupart des schémas aux différences finies implicites ne nécessitent pas de condition de sta-
bilité, certains auteurs (Skeels et Samuels, 1989 ;1kni,2002 ; Ikni et al, 2004)proposent d’utiliser
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quand méme la condition de courant — F'riedricchs — lewy, car pour eux, ¢’est une maniere
effective de choisir un pas de temps approprié. Le calcul du pas de temps At pour chaque point
du maillage se fait, dans le cas des équations en coordonnée cartésiennes x et y, par les relation
suivantes :

Avec A
1 T
At = - 72
b C<2\u|—i—c> (3.72)
Et A
1 Ay
At =C <2 o]+ c) (3.73)

Dans la relation qui ont précédées, u, v et c représentent dans 1’ordre, la vitesse longitudinale,
la vitesse transversale et la célérité de I’onde (¢ = y/gh)[BERREKSI, 2012].

3.6 Principe de la méthode des volumes finis

La méthode des volumes finis a été parmi les premieres a atteindre un stade de développement
avancé pour les calculs d’écoulements stationnaires et instationnaires. Elle ont permis une prise
en compte complete des effets de non linéarité et de compressibilité ainsi que les effets de vis-
cosité a I’aide des équations de Navier-Stokes, et de turbulence. Les méthodes aux volumes
finis ont supplanté les méthodes classiques basées sur les différences finies dans le traitement
des problemes complexes notamment tridimensionnels. La technique comprend deux étapes
importantes :[GUERAOUI, 2010].

e le maillage : il consiste a diviser le domaine en plusieurs intervalles réguliers appelés
volumes de contrdle.

e La discrétisation : lors de cette étape les équations sont intégrées dans les volumes de
controle.

3.6.1 Pour un probléme a une dimension

Les équations de BSV 1-D peuvent étre récrites sous la forme conservatrice suivante :

1
agi;+VF1 = S1 (3.74)

Maillage : Dans le cas d’une étude a une dimension de I’espace, le maillage est constitué
d’une droite subdivisée en un nombre fini de segments réguliers. Ceux-ci constituent les vo-
lumes de contrdle dans le cas unidimensionnel.
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Dans cette premiere €tape, on divise le domaine de calcul en un nombre fini et discret de
volumes de contrdle. Le centre de chaque volume est placé exactement au milieu du segment
correspondant.

Volume de controle

Figure 3.6 — Maillage a une dimension de I'espace

Discrétisation : L’intégration de 1’équation BSV 1-D sur le volume de contrdle de centre P
donne :
ti+1 ti+l

U1 i+l
/ 970 dtde + VF1 dtdr — / S1 dtdax (3.75)
ve Ot t

t ti Ve é Ve

Les volumes de contrdle étant choisis réguliers, on peut supposer que le nceud P occupe une
position d’indice j, le nceud O, la position d’indice j-1, le nceud E, la position d’indice j+1, le
nceud o, la position d’indice j-1/2, le nceud e, la position d’indice j+1/2 .

Le systeme d’équations résultant est un systeme d’équations algébriques linéaires compor-
tant autant d’équations que d’inconnues [GUERAOUI, 2010].

3.6.2 Pour un probléme a deux dimensions

L’équation de BSV en deux dimensions dépend des variables de 1’espace x et y. Il convient
de rappeler que dans ce cas, deux dimensions de ’espace, le volume de contrdle est constitué
du produit Az.Ay.

Les équations de BSV 2-D, peuvent étre récrites sous la forme conservatrice suivante :

oU?2
— +VF2 = 52 (3.76)
ot
avec,
h
U2 = | hu | ;le vecteur d’ecoulement ou le vecteur des valeurs inconnues.
hv
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F2 = (E,G) avec E

S2

Maillage :

hu
hu?
huv

0

0
gh(Sow — Stz) + 11 (8:10 (

0
gh(Soy — Spy) + vt <8x (

ox

ov

ox

etG

)

hv
huv
hv?

0
+ —

v
oy \ Jy

).

A deux dimensions, le domaine est subdivisé en un nombre fini de volumes de

controle qui sont alors constitués d’éléments de surface réguliers. Le maillage a la forme sui-
vante :

. N
k41 1 !
1 1
1 1
k+1/2 ____l____!-‘___l_—_--_
(@] | 1
k O 4 P 1L e E
1 1
I & 1
k=1/2 === === === —_—— =
1 1
k—1 . 1
" [ ]
i—1  j—1/2 j S j1/2 j+1

Figure 3.7 — Maillage a deux dimensions

Ou : P est le nceud principal, j I’indice de discrétisation suivant I’axe des x, k I’indice de
discrétisation suivant 1’axe des y, Le temps sera indexé par I’indice i.
En général, les lettres E, O, N et S représentent respectivement I’Est, 1’Ouest, le Nord et le Sud.
Le carré coloré en bleu clair représente un élément de volume de controle. Les segments [PE]
et [PN] valent respectivement Ax et Ay. Par la suite, nous allons adopter les maillages suivants
[GUERAOUI, 2010] :
e Suivant I’axe des X :
x(i) = (j-1)Azx
Ou : Ax est le pas de discrétisation suivant cette direction.
e Suivant ’axe des y :
y() = (k-DAy
Ou : Ay est le pas de discrétisation suivant cette direction.
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Discrétisation : L’intégration de 1’équation BSV 2-D sur le volume de contréle de centre P
donne :
tz+1

t7,+1
/ / / ob= dth+ / VF2 dtdV — /
ti vc Ot Ve ti

Les volumes de contrdle étant choisis réguliers, on peut supposer que le noeud P occupe une
position d’indice (j,k), le nceud O, la position d’indice (j-1,k), le nceud E, la position d’indice
(J+1,k), le nceud S, la position d’indice (j,k-1), le nceud N, la position d’indice (j,k+1), le nceud
0, la position d’indice (j-1/2,k), le nceud e, la position d’indice (j+1/2.,k), le nceud s, la position
d’indice (j,k-1/2), le nceud n, la position d’indice (j,k+1/2) [GUERAOUI, 2010].

t7,+1

/ S1 dtdV  (3.77)
Ve

Le systeme d’équations résultant est donc construite pour tous les volumes de contrdle du
domaine d’intégration qui ne sont pas influencés par les conditions aux limites.

3.7 Discrétisation des équations de BSV 1-D

On cherche donc a approcher les solutions de systeme de Saint Venant

Oh . ohu 0
ot or

ohu Buzh oh
— gh— = (So — S¢)gh

ot T aw " IMge = (o= S

Présentons tout d’abord la notion du maillage. Soit une suite réelle strictement croissante
(z41/2) avec j € Z représentant les interfaces entre les mailles A/;.

(3.78)

On définit les pas d’espace Ax; = xj41/2 — j_1/2 qui correspondent aux mesures des
mailles, on définit ensuite le pas de temps At et t' = i At.
Avec

h hu
A

On suppose que :
+ UL,FI1 et S1 sont constants sur 2
* ULFI et SI sont constants pour tout ¢ sur les faces ;12 €t x;_1/3;
* U1,FI et S1 sont constants pour tout x sur les faces t'™! et ¢*;
On doit intégrer les équations sur un volume de contrdle 2 = {(¢“*1, ¢*) x M;}
Considérant une bande espace-temps (z,t),x € [2;_1/2,Tj11/2],1 € [ti, tia).
On integre 1’équation de continuité sur le volume de contrdle §2

Lt rmyg
/ e @ %d dt =0 (3.79)
tv

Tj—1/2

La premiere phase d’intégration s’ecrit :

/$j+1/2
T

Jj—1/2

tz+l

do+ [ hul2dt =0
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T ) ) $it1
/ j+1/2 |:h(tl—i-17 J}) — h(tl7 I’)} dr + _ [hU(t7ij+1/2) — hU(t, $j_1/2):| dt =0
Tj_1/2 r
’ (3.80)
Avec les notations suivantes :
. . 1 T . .
Bt — i = / TR 2) — ()] de
Tjt1/2 — Tj—1/2 Jxj_1/9
) ] 1 ti+1
Mt = g /t {h(t, xj+1/2)u(t>$j+1/2)} dt (3.81)
) ] 1 ti+1
h_1joU_1je = A /t {h(t, %’—1/2)“(?57%—1/2)} dt

On définit un pas de temps At = "1 — ¢' et un pas d’espace Az = Zj41/5 — Tj_1/2
alors :

{héﬂ - h;] Az + {h§+1/2u§+1/2 - h;'—l/Qu;'—l/?} At=0 (3.82)
Finalement,
i i, Ay i i i
th =it Az (hjfl/Qujﬂ/z - hj+1/2uj+1/2) (3.83)

De méme 1I’équation dynamique on peut écrire :

Ohu 8u2h 811

On intégré 1’équation sur 2 :

e oh ou*h Ooh v ra;
/ “/2[ AL ]dxdt / / 2 (So — S)gh dudt (3.85)
t Tj_1/2 6I 8 t Tj—1/2
On pose :
AR EIRSVE 5’hu ou’h oh
h—| dxdt
/t T 19 [ ox +g 895] v
(3.86)
! Tj+1/2
o= [ / (So — S;)gh dwdt
t Tji_1/2
On integre le premier membre de 1’équation dynamique ¥ sur {2
i+1/2 Oh i+1/2 Ouh e g oh
/ e —udxdt—l— / R OUR dt + / o gt
Tj—1/2 Tj—1/2 Ox tl Zj_1/2 Ox
(3.87)
I’équation devient alors
J+1/2 t1+1 tz+1
U= / dx+/ 2h|x;+1j3dt+g/ —h2|xj+1f§dt (3.88)

Tj—1/2

45
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donc, I’équation s’écrit :

U= [h(t“_la fL‘j)U(ti, ZE']‘) - h(tz7x])u(t27$])} (‘TjJrl/Z - xj71/2)

+ [UQ(ti, l’j+1/2)h(ti, $j+1/2) - U2(ti, JTj,l/Q)h(ti, 37];1/2)} (tH_l — tZ) (389)
9 i i i i
+5 [hz(t  Tjs1/2) — hA(t 7-73j71/2)} (=)
Centrée en
_ Zj-y2+ Tjvy2
Ll'j = 9
Chaque cellule a donc une taille de :
Azr = Tj+1/2 + Tj-1/2 > 0
De méme, on se donne un pas de temps dt et la suite d’instants discrets :
th=iAt,i >0;
On définit : At = t*+1 — ¢? alors, I’équation dynamique s’écrit :
Pt — | A+ [ ()R o — (o17) R ] At
9 T/i i i i
d’ou
. . o At . . , A
i+1, 1+1 i, 7 2711 ) 271
At g i i i i
+ Az2 [( j—1/2)2 - (hj+1/2)2] + (SO - (Sf)j) ghiAt (3.91)
En divisant cette équation par (h;*l), on trouve :
i hy At i i i i
ujJrl = h@il“j + Aphith {(uj—l/Q)th—l/z - (uj+1/2)2hj+1/2} +
J J
1 Atgy, ., ; ght .
W Az [( j—1/2)2 - (h’j+1/2)2] + 7hi-+]1 At (So - (Sf>j) (3.92)
J J
On a u™'(ou hi™") qui est 'approximation de u(t"™, z;), h(¢t'*!, z;). La solution ob-

tenue donc constante sur chaque cellule( par morceaux) et discontinue aux frontieres de

ces dernieres.

Finalement, la discrétisation de I’équation de BSV 1-D est défini par le systeme sui-

vant :

| At o
i+1 _ g v ¢ : !

4 hi At 4 . . .
+1 J 7 7 211 7 211
Uy = h§+1u]’ + Amh§+1 {(uj71/2) Ry — <Uj+1/2) hj+1/2} +

1 Atg{(

i i ghi' ?
W A2 i10)” = (W10)?] + T A (S0 — (S)5)

i+1
hj
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3.8 Discrétisation des équations de BSV 2-D :

Le systeme de saint venant 2D s’€écrit :
Oh  Ohu  Ohv

o ox "oy "
Ohu  Ohu® Ohuv 0*u  0%u

= - I 94
e 9 gh(So Sfx)“"/(axQ + 8y2) (3.94)
Ohv  Ohuv  Ohv? v 0%

— ah(Sh — v ov
o T ar oy IS =S G T aa)

La résolution du systeme du Barre Saint Venant 2D se fera par analogie avec le systeme
en une dimension. En effet, tout comme précédemment nous allons utiliser un schéma des
volumes finis, ce qui implique la décomposition de domaine en cellules €2 de la forme :
Q= {(tiH, ) X (@jz1/2, Tim1y2) X (Ykt1/2, ?Jk—1/2)}

Centrée au point (x;, yj) ou :

T2t %412 C_ Yk—1/2tYk41/2
Ly = 2 ety; =

2
Chaque cellule a donc une aire égale a AxAy ou :
Az = xji170 — Tjo1j2 = 0t Ay = ypy1j0 — Y172 > 0;
De meme on se donne un pas de temps At = ¢+ — ¢7,

Les équations de BSV 2-D peuvent étre récrites sous la forme conservatrice suivante :
oU?2

—— +VF2 = 52 (3.95)
ot
avec,
h
U2 = | hu | ;le vecteur d’ecoulement ou le vecteur des valeurs inconnues.
hv
hu hv
F2 = (E,G) avec E = | hw? |etG = | hw
huv hv?
0

0 (0u 0
g9 — gh(Sox — Stz) + 11 <a$ (&I) + @

0 (0v 0
gh(Soy — Spy) + Vi (é’x ((%3) + oy

On suppose que :

* U2,F2 et S2 sont constants sur 2

+x U2,F2 et S2 sont constants pour tout ¢ sur les faces Tjv1/2 6L Tj1/2;
* U2,F2 et S2 sont constants pour tout z sur les faces t'! et ¢';

On a I’équation de continuité :
oh  Ohu  Ohv

it tay =0 (390
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On doit intégrer cette équation sur le volume de controle 2

/tz / J+1/2  [Yk+1/2 ahdxdydt—i- / J+1/2 /yk+1/2 %dxdydt
y Y

Tj-1/2 YYk—1/2 k—1/2
t rziae vz Oh
4 / e / Y rdydt = 0 (3.97)
t Ti_1/2 YYk—1/2 ay

4 Intégration du premier terme de I’équation de continuité sur le volume de controle :

tL+1

/ /acj+1/2 /yk+1/2 @dxdydt /J+1/2 /y’“+1/2 dxdy (3.98)
i 512 Je1y Yk—1/2

Tj—1/2

Sachant que Ay = Y4172 — Yr—1/2 €t AT = 2412 — 1;_1 /2 I’équation [3.43] devient :

J

¢ Intégration du deuxieme terme de 1’équation de continuité, sur le volume de contrdle
(), on trouve :

1t j i 2
/ - /ykﬂ/2 @da:dydt (B ) = Bt )| Azly - (3.99)
Tj—1/2 Y

k—1/2

v rmiage Ytz Oh e ey
/ / G+1 2/ k4+1/2 udmdydt / / k+1/2 hu |x”1gdydt (3_100)
t e 12 Jye 1y O Sy ’

donc

titl

/ / J+1/2 /yk+1/2 aﬂdxdydt
t Tj—1/2 YYk—1/2 Ox

Pt 212 Y Ut 12, ) — h(E g2,y Ut i1 /2, ys) | AtAy (3.101)

¢ Intégration du troisieme terme de 1’équation de continuité sur le volume de contrdle
(), on trouve :

it 2 (Y12 Oh Y >
/. / /2 / w2 Oyt — / | / T |2 dasdt (3.102)
tt ZTj_1/2 YYk—1/2 ay t Tj—1/2

/t1+1 / j4+1/2 /yk+1/2 0}7/{} dxdydt
t Ti 172 JYk—1/2 5y
[h(t17$j7yk+1/2)v(ti>$j, Yir12) — h(t' 25, yro12)v(t, l’j,yk—l/z)] AtAz (3.103)
Pour simplifier les écritures, on suppose que :
h(t', @y, yp) = hiy,
u(ti,xj,yk) = u;k
U(tiv Tj, yk) - ;,k

donc, I’équation de continuité peut s’écrire sous la forme :
(hz'i‘l ;k) AZL‘Ay+ (h§+1/2,ku;‘+1/2’[§ - h;_l/zku;_l/lk) AtAy
+ (hﬁpkﬂ/ﬂf?,m/z — B 1oV /2) AtAz =0 (3.104)
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En divisant 1’équation par (AzAy) , on trouve :

i i i i i ; At
(hﬁ} - hj,k) + (hj+1/2,kuj+1/2,k - hj71/2,kuj71/2,k) Ar

i i i i Al
+ (hj,k+1/2vj,k+1/2 - hj,k71/2vj,k71/2) Ay =0 (3.105)
d’ou
) 7 At [ 7 i 7
h = h Ax (hjfl/Z,kujfl/Z,k - hj+1/2,kuj+1/2,k)

AN i i i
+ Ay (hj,kfl/ZUj,kflﬂ - hj,k+1/2vj,k+1/2) (3.106)

L’équation de quantité de mouvement suivant la direction x s’exprime de la maniere
suivante :

ohu  Ohu? Ohuv 2u  0u
o g gy —MS = SpHvlGs g G0
(1) () 3) @) (5)

On integre 1’équation [3.107] sur le volume de controle €2 :

/ﬂ+ / 172 /yk+1/2 <3hu Ohu? n 8huv> dudydt =
t* Tj—1/2 YYk—1/2 Ox ay
Jj+1 Y ? ’
/ / + /2/ k12 (gh(so B Sfx) + V(ig + 82)) dxdydt (3.108)
t? Tj_1/2 Yk—1/2 a a
/ﬁ“/ 4172 /yk+1/2 %dxdydt N ““/ 41/2 /yk+1/2 Ohu? dedydt
¢ w12 Jypoapp Ot /2 Snape O
+/tz+1/ i1/2 /yk+1/2 8huvd1'dydt /w /J+1/2 /yk+1/2 — Stp)dxdydt
4 €5 172 JYk_1/2 t Tj—-1/2 YYk—1/2
tHL ai yk+1/2 82 0%u
—— + —)dxdydt 3.109
/] 1/2 /yk 1/2 812 a 2) y ( )

¢ Intégration du premier terme de 1’équation [3.107] :

/ / j1/2 /yk+1/2 %dxdydt
t Ti—172 JY

k—1/2
j41/2 Yk+1/2 i i i i
/ / Yfﬂ,ﬂfj, yu(t™ @y ye) — Bt 2y, ye)u(t >33j7yk)} dxdy

Tj-1/2 YYk—-1/2

tz+1

(3.110)
Sachant que Ay = Y4172 — Yp—1/2 €t Az = 2412 — 112 cette équation devient :
/““/ +1/2 /yk+1/2 ﬁhud dydi —
t Tj_1/2 JYk—1/2
[h(tz+17 Ty, yk)u(t +17 Ly, ?Jk) - h’(tla Ly, yk)u(tza Ly, yk)} A.I'Ay (3111)
Et la forme simplifiée de ce terme s’€écrit :
it J Y Oh ;
/ / +1/2/ k+1/2 Jdl’dydt [hz+1 i+1 hz ku; k} AIL‘Ay (3112)
t Tj—1/2 YYk—1/2 '
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¢ Intégration du deuxieme terme de 1’équation[3.107] :

tH»l

/ /acj+1/2 /yk+1/2 Ohu? drdydt —
t* Tj—1/2 YYk—1/2 0w

it yk+1/2 ) 914
/ / R(t', 412, Y )u” (1, 12, yr)dydt—
t Yk—1/2
it yk+1/2 )
Lo [ n g w (¢ oo, )yt G.113)
Yk—1/2

Sachant que Ay = yx11/2 — Yp_1/2 et At = ¢t — ¢ I'équation devient :

titl i11/2 12 Ohu?
/ /+//yk+/aud:r;dydt—
tt Y ox

Tj_1/2 k—1/2

{h(ti, Tigry2, YU (8 T j0, ) — h(tia$j+1/2>yk)u2(ti>$j+1/2>yk)} AyAt

(3.114)
d’ou la forme simplifiée du deuxieme terme de I’équation s’écrit :
/tz+1/ j4+1/2 /yk+1/2 ahu dxdydt _
t Tj—1/2 YYk—1/2
{h§'+1/2,k(“j+1/2,k>2 - hjf1/2,k(u2)j—1/27k} AyAt (3.115)

¢ Intégration du troisieme terme de 1’équation [3.107] :

t7,+1

/ / 4172 /yk+1/2 Jhuv drdydt —
t Tj—1/2 YYk—1/2 ay

J

tz+1

+1/2
— [ [ R a0 2 e 2)dedt (B.116)

Tj—1/2

tz+l

$J+1/2 : i i
/ 25, Yrgr2)u(t', 25, Yrg1y2) V(' 25, Yry1y2)dodt

Tj—1/2

On peut écrire le troisieme terme de I’équation [3.107] sous la forme simplifiée sui-
vante :

J

t7,+1

4172 /yk+1/2 Jhuv

dxdydt =
/zg 1/2 Yk—1/2 ay

(i1 2 e 2V 1 /2 = Pt 2t oV e 2) B2 AE (117)

¢ Intégration du quatrieme terme de 1’équation [3.107] :

/ / e / TR 1S — Spa)dadydt =
tt

Tj-1/2 YYk—1/2
/t

t7,+1

titl

/ j41/2 /yk+1/2 (S — S, )dwdydt (3.118)

Tj-1/2 YYk—-1/2
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ti+1

Tjt1/2 Yk+1/2 . .
[ T gh(S — Spa)dudydt = ghl, (So — (Sy)i) AvAyAt
t* Tj—1/2 YYk—1/2 ' ’
(3.119)
Avec \/
. () () L+ R\
(Spa)jn = mu; : ’ ( — ) (3.120)
o T (h;‘,k)% Lhix
¢ Intégration du cinquieme terme de 1’équation [3.107]
Y rwiis ukne 0w 0%
V(= + == )dxdydt =
tt /33j1/2 /ykl/2 (8332 692) Y
tH rwig /yk+1/2 u  O%u
v — + — )dxdydt (3.121)
/t' /mj—1/2 Ye—1/2 (8372 ay2)
ti+1

tt

Tivi2 (Uerz O0%u 0*u

/ a 2/ o 1/(72+—2)dmdydt =
Tj—-1/2 YYk—1/2 8$ 8?/

titl pit1

T 82 ti 82
o [T e [ [ [T Sdndyde 3122
i . i x k—1/2 ay

2
Tj—1/2 JYYk—1/2 Oz t j—1/2 JY
On note que

ti+1

/mj+1/2 /yk+l/2 aZ—qu;dydt .
ti x; Ox?
j—1/2 YYk—1/2

et
Y rxi k2 0%
/, /+/ Y Grdydt = v
t* Tj—1/2 YYk—1/2 ay

¢ Intégrant les deux termes(y, ) de I’équation :
a) Pour le premier terme x :

e (Ou ou
= —lriy — 7|z, dydt 3.123
X tt /yk—l/Q (31" e ax| 31/2> ! ( :
donc
du ou
X = <8:1:|$~7+1/2 — &r'zj‘m> AyAt (3.124)
Les approximations des dérivées sur les faces sont définies par des différences centrées :
du ui‘-i-l,k: - Uzk
%‘Ijﬂm = Ax . (3.125)
et . .
81,(/ u2'7k - UZ-_l,k
ai|l‘j71/2 = - Ax] (3.126)
donc
ub, g — 2ub, +ub
X = ( Itk -k 17’“) AyAt (3.127)
Ax
D’ou
S - y o2 ul —2ut, +ut
‘ / ]+1/2/ k+1/2 %dxdydt _ ( j+17k ],k’ Vi 1,k’> AyAt (3_128)
t* Tj_1/2 YYk—1/2 Ox Ax
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b) Pour le deuxieme terme ) :

2
/ /2 /yk+1/2 0°u d:pdydt (3.129)
Tj—1/2 Y

k—1/2

t2+1

donc

t7,+1

j+1/2 ou
/J » (ay|yk+1/2 - ax|yk 1/2) dudt
(3.130)

Y= <ay|yk+1/2 - ay|yk—1/2) AzAt (3.131)

Les approximations des dérivées sur les faces sont définies par différences centrées :

7 7
du W — Uy

@’ZMHM - Ay (3.132)
et ; i
%} gk~ Uk
aZ|yk_1/2 = % (3.133)
donc
i —2ut .+ ut
b= (uj,k—H zjyk uﬂv’“*) AxAt (3.134)
D’ou
L rxiiae rukrye 02 . —2u', +ul_
/ / - /k+/ o d:vdydt Yt 7 Uik T U1k AxzAt  (3.135)
t ZTj—1/2 JYYk—1/2 Az

En substituant les équations [3.128] et [3.135] dans I’équation [3.122], on aboutit a :

it / Yt/ 82 82
/ / 1 2/ +1/2 e ! Z)dxdydt
¢ ZTj-1/2 YYk—1/2 Oz 8
— 2uly +ufy N Wipyy — 20l Ul
Ay? A2

Finalement, en substituant les équations [3.112],[3.115],[3.117],[3.120] et [3.136] dans
I’équation [3.107], on trouve :

vATAyAt (“j”““ (3.136)

[hlﬂ = h ku;k} AzAy + {hé—i-l/Q,k(ué'—i-l/Q,k)Q - h§—1/2,k(u§'—1/2,k)2} AyAt

i i i i i i _
+(hj,k+1/2uj,k+1/2vj,k+1/2 - hj,k71/2uj,k71/2vj,k71/2)AxAt =

(3.137)

VAT AYAL (“j,k+1 — 22Uy U L W 2ufy, + “j—Lk)

Ay? Az?
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+ghly, (So = (Spa)is) AzAyAt

En divisant cette équation par (AIAyhﬂl), on trouve :

y }1/2@(“2'71/2,1@)2 - h§'+1/2,k(uj‘+1/2,k)2}

i
Lt — R ¥ 1 At [
gk T pil ik i+1

hj,k thC Az

1 At

W Ay (hj,k—1/2uj,k—1/2Uj,k—1/2 - hj,k+1/2uj,k+1/2vj,k+l/2)
Jik

ul —2ut, +ut, ul —2ul, +ut
i 14 At( 7,k+1 7.k 7,k—1 + J+1.k 7,k J 1,k> (3138)

hﬁl Ay? Ax?
1 , ;
+Wgh},k (SO - (Sf:c)j,k) At
3.k

L’équation de quantité de mouvement suivant la direction y s’exprime de la maniere
suivante :

Ohv  Ohuv  Ohv? 0*v 0%
875 + 8x + ay —gh(So—Sfy)—i‘V(@‘i‘aiyg)

(3.139)

On procede par méme méthodologie que pour I’équation de quantité de mouvement sui-
vant la direction X, on aura a la fin :

7
vt = M vl + L —At ht ul v —ht ul v
7k J.k

1 . . vl — b, + 0t vt — 0t 4+t
(2 (2 ]’k+1 Jvk J»kil ]+1’k ]»k ]71’k
T [ghjﬁ,g (So— (Sp)is) +v ( A - A ﬂ At
4,

i

1 At i i i
[ j,k+1/2(“j+1/2,k)2 - hj,k—1/2(vj—1/2,k;)2} (3.140)

+
hjf Ay

Avec

(Spy)in = n'v) 1 (3.141)

VWi )2 + (1)’ (z + h]k> 5
(hé',k)% lhz‘,k
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CHAPITRE 3. DISCRETISATION DES EQUATION DE BSV

Finalement, la discrétisation des équations de BSV 2-D par la méthode des volumes finis est
définie par le systeéme suivant :

: At 4 . .
1
hH = ;k Ar (hl 1/2,ku;’—1/2,k_h;'—i-l/Q,ku;-i-l/Q,k)

+A7y (hj,lc—l/2vj,k—1/2 - hj,k+1/2vj,k+1/2>

i+l _ ik i 1 At

7 7 7 7 7
Ui = hHl’%k + Rt A [h k— 1/2’%1« 1/2“;143 1/2 — hj,k—H/2uj,k+l/2vj,k+l/2} +
j?k

1 ; i Wy — 205 TSy Wy — 2uf Uy,
7hiﬁ€1 [ghjk (5’0 — (Sfx)j7k> + v ( Ay + A2 At
]7

1 At ; :
h”,;lA [hg 1/2, (U s 1/2,k>2 - hj+1/2,k(uj+1/2,k)2}
Js

: 1 At
i+l gk _
Vs k hz-‘,—l Uik T hz_—&]—cl Ar {hg 1/2ku] 1/2k:% 1/2,k hj+1/2ku]+1/2k:v]+1/2 k} +
Js

1 ) . vio . — 208, + 0t vl — 0%, + vt
K3 K3 ]7k+1 jvk ]7k_1 .]+17k ]7k ]_lzk
hi‘—il—gl [ghj,k (SO - (Sfy)j,k) +v < Ayg + A:L,Q >‘| At
Js

1 At ; :
hz—i—l A [h] k+1/2< g+1/2,1<;)2 - hj,k—l/?(”j—l/?,k)Q]

3.9 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les étapes de discrétisation du systeme de BSV 1-D
et 2-D par le biais de la méthode des différence finies qui consiste a remplacer les opérateurs
différentiels par les opérateurs algébrique afin d’établir les expressions des parametres de I’écoulement
(h,u,v). La simplicité de cette méthode facilite sa mise en application, toute fois, elle génere un
temps de calcul assez long notamment pour le systeme bidimensionnel, de plus, elle présente
souvent des problemes de convergence, en particulier pour les schémas explicites.
La méthode des volumes finis est une méthode de discrétisation pour les lois de conservation,
elle est bien adaptée a la simulation numérique, 1’avantage de cette méthode par rapport a la
méthode des différences finies est qu’elle s’adapte facilement a des géométries complexes.
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Chapitre 4

Résultats de simulation

4.1 Introduction

Apres avoir réalisé la discrétisation du systeme de BSV en utilisant d’abord, la méthode des
différences finies et par la suite, la méthode des volumes finis, il est nécessaire de concrétiser
cette démarche en un code de calcul qui a pour objectif, la simulation des écoulements a surface
libre.

Dans ce contexte, nous avons pu élaborer sous MATLAB, un outil de modélisation des écoulements
en réseau d’assainissement qui vise a déterminer les parametres de 1I’écoulement (h,v) en temps

de crus. Dans ce chapitre, nous allons essayer de mettre en application le modele élaboré en
faisant simuler en temps de pluie le comportement d’un tron¢on du collecteur Eucalyptus.

4.2 Meéthodes de résolution

Généralement, le choix de la méthode de résolution dépend de plusieurs parametres, en par-
ticulier, la simplicité, le type de discrétisation (1D,2D), et la rapidité de résolution. C’est pour-
quoi, notre modele est basée sur la méthode des DF et la méthode des VF.

La premiere est généralement utilisée pour les modeles 1D, tandis que la deuxieme est plus
adaptée aux modele 2D.

La méthode des différences finies présente I’avantage de la simplicité de mise en ceuvre. Ce-
pendant, elle génere un temps de calcul assez long, en plus de la difficulté de convergence. Ces
deux méthodes peuvent étre employées sous plusieurs formes selon le type de discrétisation
spatiale ou temporelle choisi (schémas numériques).

Dans notre cas, les schémas utilisés pour la méthode des DF sont :

1. schéma explicite centré suivant x ;
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2. schéma explicite a 2 pas

Pour la méthode des volumes finis, nous avons utilisé le schéma différence centre.

4.3 Données d’entrée du modeéle

Les données d’entrée du modele sont de type hauteur - vitesse, ils correspondent aux mesures
effectuées au niveau du collecteur d’assainissement Eucalyptus 1. Ces mesures ont été réalisées
par SEAAL dans le cadre du projet d’actualisation du schéma directeur d’assainissement de la
Wilaia d’ Alger. En effet, a fin de vérifier la capacité de notre modele a reproduire les parametres
de I’écoulement, nous allons choisir un évenement pluvieux significatif, durant lequel nous
pouvons réaliser une simulation de I’écoulement en aval du point de mesure en question.

L’ évenement pluvieux utilisé est celui du 03/11/2008, nous I’avons choisi de telle sort qu’il soit
a la fois significatif et ne génere pas un temps de calcule assez long.

4.3.1 Présentation de la zone d’étude

Le collecteur principal desservant la zone urbaine de la commune des Eucalyptus se dirige
vers le Nord en empruntant la RN8. Il franchit ensuite la Rocade Sud puis traverse une zone
agricole de la commune de Oued Smar (a I’Ouest immédiat de la décharge) avant de se rejeter
dans I’oued Smar.

Figure 4.1 — Zone d'étude-collecteur Eucalyptus

Le point de mesure était situé dans le collecteur Eucalyptus au nord ouest de la décharge apres
la ligne de chemin de fer.
La campagne de mesures s’est déroulée du 27 octobre 2008 au 23 novembre 2008.
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Oued Smar

point de mesure

Eucalyptus

Figure 4.2 — Point de mesure-collecteur Eucalyptus

Figure 4.3 — Section de mesure

La figures (4.4), (4.5) et (4.6) présentent les variations temporelles des parametres de 1I’écoulement
(Q.,h et v), mesurés pendant la journée du 03/11/2008.
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Hauteur{m)

débit{md/s)

IPluie du 03/11/2008, courbe de débit=f(temps)|

Temps(s) e’

Figure 4.4 — Données d’'entrée de la pluie du 03/11/08

IPluie du 03/11/2008, courbe de Hauteur=f{temps)|
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Figure 4.5 — Données d’entrée de la pluie du 03/11/08
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[Pluie du 03/11/2008, courbe de vitesse=f(temps)]
18 ! . : : ;

Vitesse{m/s)

Temps(s) +

Figure 4.6 — Données d’'entrée de la pluie du 03/11/08

Pour éviter un temps de calcul assez long, nous avons pris pendant le méme événement
pluvieux, un intervalle de temps plus au moins étroit durant lequel, 1I’écoulement a travers le
collecteur Eucalyptus fera I’objet d’une simulation dans le but de déterminer les parametres
hydrauliques (Hauteur-Vitesse) aux points et moments souhaités.

L’événement pluvieux choisi s’étale de 19h00 a 21h18, soit une durée de 02 heures et 18 mi-
nutes.

IPluie du 03/11/2008 de 19h00 au 21h18, courbe de débit=f{temps)]

i i i i i | | I
0 1000 2000 Jooo 4000 5000 6000 7000 8000 9000
Temps(s)

Figure 4.7 — Evénement pluvieux utilisé de la pluie du 03/11/2008
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|PIuie du 03/11/2008 de 19h00 au 21h18, courbe de hauteur=f(temps)|
16 ! ! ‘ ! ! ! ! !

w0 SR S T — _— — —

Hauteur{m)

0.2

| 1 i i i | i i
0 1000 2000 Jooo 4000 5000 6000 7000 8000 9000
Temps(s)

Figure 4.8 — Evénement pluvieux utilisé de la pluie du 03/11/2008

|Pluie du 03/11/2008 de 19h00 au 21h00, courbe de vitesse=f(temps)|

Vitesse{m/s)
R

—h

0.4 l 1 i i i | 1 i
0 1000 2000 3000 4000 9000 6000 1000 8000 9000

Temps(s)

Figure 4.9 — Evénement pluvieux utilisé de la pluie du 03/11/2008

4.4 Résultats de simulation
Nous voulons mettre en application notre modele en faisant simuler le comportement d’un

trongon du collecteur Eucalyptus durant I’évenement pluvieux choisi et ce, en utilisant la
méthode des DF et la méthodes des VF, les résultats obtenus sont présentés ci-apres.
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4.4.1 Méthode des différences finies-Schéma Explicite Centré Sui-
vant x

En utilisant un schéma par différences finies type explicite centré suivant 1’axe des abscisses,

nous présentons dans les figures [4.10],[4.11],[4.12]et[4.13] les courbes des parametres cal-
culés.

|Pluie du 03/11/2008, courbe de hauteur=f{temps)|

Hauteur{m)

0% 1000 2000 3000 2000 5000 6000 7000 8000 9000
Temps(s)
Figure 4.10 — Simulation de la hauteur en aval
[Pluie du 03/11/2008, courbe de vitesse=f(temps)]
3 T T T T T T T T

Vitesse(m/s)

1 1 | I i 1 1 ]
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
Temps(s)

Figure 4.11 — Simulation de la vitesse en aval
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On constate une certaine adéquation entre 1’allure des courbes de vitesse et hauteur calculés
a ’aval, par rapport a celle des parametres(h et v)mesurés en amont.
La hauteur et la vitesse maximales ont atteint respectivement 0.82 m et 2.9 m/s soit une aug-
mentation de la vitesse de 1.3 m/s et une diminution de la hauteur de 0.4 m.

Il est également important de simuler le comportement du réseau au moment du pic en
déterminant le taux de sollicitation du collecteur (courbe de h = f(z)) ainsi que la distribution
spatiale de la vitesse (courbe de v = f(x)).

|Pluie du 03/11/2008, courbe de hauteur=f{longueur)]

125 T T T T T T T T
E e N i
5 i
5]
5
=
I —
0.715 | | I | i I | ] I
] 0 20 0 a0 50 50 70 80 90 100
Longueur{m)
Figure 4.12 — Simulation de la hauteur en fonction de la longueur
IPluie du 03/11/2008, courbe de vitesse=f{longueur)]
3 T | | | T T | = |
z i
E
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w
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30 40 50 60 70 80 90 100
Longueur{m)

Figure 4.13 — Simulation de la vitesse en fonction de la longueur
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Le long du trongon modélisé, on observe une atténuation de la hauteur d’eau avec une hausse
de la vitesse d’écoulement.

4.4.2 Méthode des différences finies-schéma explicite a deux pas
centré suivant x

A prés avoir utilis€é un schéma explicite centré a un pas et afin d’améliorer la précision de
calcul, nous avons décédé d’utiliser un schéma numérique a deux pas, dans le but d’améliorer
la performance de notre modele.

[Simulation du 03/11/2008, courbe de hauteur=f{temps)|

Hauteur{m)

0.1

i i | i i i i i
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

Temps(s)
Figure 4.14 — Simulation de la hauteur
ISimulation du 03/11/2008, courbe de vitesse=f(temps)|
3 T T T T

Vitesse{m/s)

I i i i i I | i
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 1000 8000 9000
Temps(s)

Figure 4.15 — Simulation de la vitesse
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Les résultats obtenus sont analogues a ceux du schéma explicite centré, tout en enregistrant
une augmentation du temps de calcul. La hauteur et la vitesse maximales ont atteint respecti-
vement 0.78 m, 2.75 m/s soit une augmentation de la vitesse de 1.16 m/s et une diminution
de la hauteur de 0.47 m par rapport aux données d’entrée.

IPluie du 03/11/2008, courbe de hauteur=f{longueur)]
125 ! ! I T T T ——

12

115

11

1.05

Hauteur{m)

0.95

0.85

0.75 | | | i i | i | 1
0 10 20 30 40 50 60 10 80 90 100
Longueur{m)

Figure 4.16 — Simulation de la hauteur en fonction de la longueur

[Pluie du 03/11/2008, courbe de vitesse=f(longueur)]

28 :

Vitesse{m/s)

1 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 o0 60 10 80 90 100
Longueur{m)

Figure 4.17 — Simulation de la vitesse en fonction de la longueur

De méme,on observe le long du trongcon modélisé, une atténuation de la hauteur tout en
enregistrant une augmentation de la vitesse de I’amont vers 1’aval.
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4.4.3 Méthode des volumes finis-schéma différence centré

Nous voulons simuler le comportement de ce méme trongon du collecteur en utilisant une
autre méthode, il s’agit de méthode des volumes finis qui est théoriquement plus rigoureuse par
rapport a la méthode des différences finies. Les résultats obtenus sont présentés ci-apres

[Simulation de sortie, courbe de hauteur=fitemps)]

Hauteur{m)
e o
[—r] -

=
o

i i i i i i i i
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
Temps(s)

Figure 4.18 — Simulation de la hauteur en aval

ISimulation de sortie, courbe de vitsse=f(temps)]

Vitzsse{m/s)

0.5 l 1 I i i I 1 i
0 1000 2000 3000 4000 a000 6000 1000 8000 9000

Temps(s)

Figure 4.19 — Simulation de la vitesse en aval

Le modele a reproduit I’allure des courbes de vitesse et de hauteur a 1’aval du collecteur. La
hauteur et la vitesse maximales ont atteint respectivement 0.85 m, 3 m /s soit une augmentation
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de la vitesse de 1.41 m/s et une diminution de la hauteur de 0.4 m par rapport aux données
d’entrée.

4.5 Calage théorique

En raison de 1’absence des mesures en aval, nous allons procéder a un calage théorique
qui consiste a vérifier la capacité du modele a reproduire les méme volumes d’eau en aval par
rapport aux données d’entrée. Il s’agit bien évidement de vérifier le principe de la conservation
de la masse.

Le calage théorique ne peut dans aucun cas remplacer le calage expérimental. Toutefois, il nous
permet d’ajuster le modele, en d’autre termes, vérifier I’adéquation du modele a la réalité, par
rapport a une base purement théorique.

Dans le tableau (4.1), sont données les volumes d’eau transitant le trongon du collecteur modélisé,
en amont et en aval durant I’évenement pluvieux utilisé.

Table 4.1 — Rapport de volumes.

Volume entrant | Volume sortant | rapport du volume
(m?) (m?) (V/Ve)
Méthode des différences finies
schéma explicite centré 27222 29860 1.0969
Méthode des différences finies
schéma explicite a deux pas 27222 28011 1.0289
Méthode des volumes finis
schéma différence centré 27222 28530 1.0483

Ces volumes ont été calculés en amont et en aval du troncon modélisé pendent I’événement
pluvieux utilisé pour un régime d’écoulement transitoire, avec soustraction du volume stocké
par estimation du temps de transite.

Le tableau (4.2) présente I’erreur sur le volume d’eau, exprimée en pourcentage pour chaque
schéma numérique utilisé.

Vo —sortan _Vo —entran
Ev(%):ltt tant = Viot—entrant| 9 4.1)

‘/tot— entrant

Table 4.2 — L’erreur sur le volume.

Erreur (%)
Méthode des différences finies
schéma explicite centré 9.69
Méthode des différences finies
schéma explicite a deux pas 2.89
Méthode des volumes finis
schéma différence centré 4.83
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4.6 Interprétation

Globalement, 1’allure des parametres de 1’écoulement en aval du troncon modélisé s’est,
reproduit quelque soit la méthode utilisée et le schéma numérique correspondant et ce, par rap-
port a I’allure de ces mémes parametres mesurés en amont du collecteur, cela se traduit par la
consistance numérique du modele élaboré.

Les résultats de simulation ont montré une atténuation de la hauteur d’eau a 1’aval du trongon
modélisé ce qui est expliqué par la pente favorable du collecteur engendrant par conséquent,
une augmentation de la vitesse d’écoulement a 1’aval.

De plus, le troncon modélisé a été faiblement sollicité dont aucune mise en charge n’a été
constatée.

D’autre part, la consistance physique du modele n’a pas été vérifiée d’une maniere objective,
a cause de I’absence des mesures en aval permettant le calage et la validation du modele.
Néanmoins, un calage théorique a été effectué en faisant comparer les volumes sortants aux
volumes entrants pour vérifier la lois de conservation du volume .

Ce calage a montré des résultats satisfaisant dont, I’erreur varaie entre 3 et 9 %, selon le schéma
numérique utilisé.

Si on fait une comparaison entre les schémas numériques utilisés, on peut constater que le
schéma par DF a deux pas est le plus consistant. Cependant, il génere un temps de calcul assez
long cela est du a I’ordre de I’approximation numérique du schéma (ordre 2 suivant x).

4.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les résultats de simulation issus de notre modele. Le

modele €laboré résout les équations completes de BSV en utilisant différentes approximations
numériques basées sur une procédure de calcul itérative.
Nous avons constaté a travers les résultats obtenues une certaine similitude entre 1’allure des
grandeurs mesurées en amont et celles calculée en aval sans ignorer le phénomene de laminage
de la crue. Le calage a été effectué d’une maniere théorique et qui a montré des résultats plus
au mois satisfaisants.
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4.8 Conclusion générale

Nous avons pu réaliser dans le cadre de ce projet, une approche modélisatrice basée sur
la résolution des équations completes de BSV. Le but donc, est de déterminer les parametres
hydrauliques d’un écoulement a surface libre a n’importe quel point de I’espace (x,t), on parlera
alors d’une simulation de I’écoulement.

A cet effet, nous avons mis au point un code de calcul, développé sous environnement Mat-
lab, ce code permet la détermination des profils des hauteur-vitesse, il est composé principale-
ment de trois parties permettant la saisie de données, la résolution des équation considérées et
I’affichage des résultats.

Pour résoudre le systeme de BSV, nous avons utilisé la méthode des différences finies et la
méthode des volumes finis. La premier méthode semble étre limitée par le nombre de courant
qui exige l'utilisation des pas de temps tres courts pour éviter la dégradation de la qualité
de la solution numérique et assurer également la stabilité. Parmi les deux schémas utilisés, le
schéma centré a deux pas suivant x se montre le plus avantageux étant donnée 1’ordre de son
approximation. Toutefois, il génere un temps de calcul assez long.

Le schéma numérique utilisé pour la méthode des volumes finis a donné des résultats moins
satisfaisants, cela est du a I’ordre de grandeur des pas d’espace choisi, ce choix a été fait pour
remédier a la lenteur du temps de calcul.

Le calage du modele élaboré a été effectuée d’une maniere théorique a cause du manque de
données pour un calage expérimental. A cet effet, il serait nécessaire d’associer a la modélisation
hydraulique une modélisation hydrologique, étant donnée la disponibilité des mesures de la plu-
viometre et ce afin de pouvoir valider le modele d’une maniere objective.

Il serait également raisonnable de prendre en considération le caractere 2D au niveau des jonc-
tions pour affiner davantage la résolution des équations de BSV.
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