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Résumé

Nous avons analysé I’écoulement dans des conduites cylindriques sans singularité et dans
des conduites comportant un diaphragme a mince paroi. Cette analyse a était faite 4 partir des
équations de Navier-Stokes dans un repére en coordonnées cylindriques, et résolue numériquement

par un schéma aux différences finies et par la méthode de compressibilité artificielle,

Abstract :

We analyzed the out-flow in the cylindrical conducts without oddness and in conducts
including a diaphragm to thin partition. This analysis has was made numerically from equations of
Navier-Stokes in a reference mark in cylindrical, and resolute coordinates by a diagram to the
finished differences and by the artificial compressibility method.

MOTS CLEFS :
Conduite cylindrique, singularité, diaphragme, méthode de différence finies, méthode
de compressibilité artificielle, équations de continuité et de NAVIER-STOKES.
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Introduction

On rassemble généralement sous le vocabulaire «mesures mécaniques» Pexamen des
moyens et des techniques de mesure des .grandeurs qui interviennent dans. 1étude du
fonctionnement d’une machine. Ces grandeurs sont nombreuses et fort diverses, mais leur
importance est extrémement variable. Certaines n’intéressent que le spécialiste ¢’est le -cas, par
exemple des forces ou des accélérations. D’autres au contraire couvrent un trés vaste domaine; ¢lles
débordent largement le champ des applications mécaniques et elles sont. présentes.constamment
dans les activités quotidiennes. Parmi ces derniéres, on :peut citer les longueurs, -les masses, les
volumes, les débits, les vitesses.

Les trois grandeurs qu’on est amené a mesurer dans un -écoulement, sont : la
pression, la température.et la vitesse. Dans e cas des écoulements industriels la vitesse locale n’est
pas directement utilisée, elle doit &tre remplacée par:le débit volumique ou massique.

En regard de ce besoin de mesure.de débit, ie marché du débitmétre industriel offre
actuellement un grand nombre de type d’instruments qui, pour:les principaux peuvent £tre classés
comme suit [3] :

- débitmétre a turbine compteur.

- débitmeétre électromagnétique.

- débitmétre 3 ultrasons.

- débitmetre a organe déprimogéne.




Chacun de ces types de débitmétres a son domaine d’application en fonction-du fluide; du
besoin en étendue de mesure et en précision.

Les débitmétres & orifice déprimogéne sont trés largement utilisés- dans I’industrie
tant pour les liquides que pour les gaz.et vapeurs. Ils ont était analysés. scientifiquement.pour-ia. .
premiére fois au début du 17, avec Castelli et Torricelli qui établirent que le débit dans un-orifice
est le produit de sa section par la vitesse d’écoulement du fluide, et varie comme {a racine carré de-
la chute de pression entre I'amont et I’aval. Bernouili un siécle plus tard, énonce-le-théoréme- qui
décrit de fagon rigoureuse ce phénomeéne, alors qu’Henri Pitot avait inventé une sonde permettantia
mesure de fagon ponctuelle la vitesse d’écoulement d’un. fluide, Venturi un. peu: plus tard, avait.
décrit le premier instrument de mesure de débit dans unme conduite en-charge. “Avec 1"ére
industrielle, enfin apparurent les premiers dispositifs normalisés - fes plaques a orifice {3]

L’analyse proposée ici, concerne 1’étude de 1'écoulement-dans -une conduite .
cylindrique de section transversale constante -munie d’un diaphragme; et de déterminer les
caractéristiques de cette écoulement. .

On sait que la technique utilisée et de déterminer le débit en fonction de la différence
de pression entre I’amont et 1"aval de la construction. :

. Pour y parvenir nous allons résoudre numériquement le systéme d’équations
différentielles de Navier-Stokes, ce qui va nous permettre de déterminer le débit en fonction de la
chute de pression entre ’amont et ’aval de la construction et vis versa. '




CHAPITRE I :

Mesure de débit

Les mesures des débits de fluides ont une importance pratique considérable; ce sont
elles qui interviennent dans toutes les installations de transport et de distribution

d’hydrocarbures liquides, de gaz combustibles, d’eau, etc.

En regard de I"'timmense diversilé des besoins en matiére de mesure de débit des
fluides, les constructeurs proposent de trés nombreux modéles de débitmeétres, dont aucun

n’est véritablement universel et parmi lesquels il n’est pas toujours aisé de faire le choix

optimal.

Aucun de ces modéles n’ayant, par ailleurs réellement atteint la perfection ou

IPuniversalité, le sujet est en constante évolution.

Les appareils utilisé€s sont fondés sur des principes trés divers. Certains sont surtout des
instruments de laboratoire (rotamétre & flotteur, débitmeétre a fil chaud) adaptés aux
mesures de petits débits de quelques millimétres-cubes a quelques centimétres-cubes par

seconde. Les débitmétres les plus communément employés sont les suivants ;




L1. Les compteurs volumétriques :

lIs présentent par rapport aux autres débitmeétres Pavantage de permettre une
totalisation aisée des quantités de fluide qui les traversent. On les utilise donc

essentiellement pour les comptages de consommation de fluide (eau, gaz, fuel etc.).

Leur principe de fonctionnement est sous Ieffet de la différence de pression entre
I"amont et I’aval du compteur, les rotors tourne autour des axes Olet 02 (Figure 1.1.1) ;
leur rotation est synchronisée par un engrenage extérieur. Le volume de fluide <V’ enfermé
entre un lobe et le corps est transféré de I’entrée vers la sortie. Si ‘b’ est la vitesse de

rotation, le débit est :
Q=4Vw L1
Et aprés ‘n” tours, la quantité de fluide débitée est :

V=4Vn 1.2

C : Corps du compteur.

Ry, Rz : Rotors,.

T : Tuyauteries de raccordement.
F : Sens de circulation du fluide.

Gy, G : Sens de rotation des rotors.

Figure [.1.1 Compteur volumétrique [7]

Pour les liquides, on peut utiliser des pompes volumiétriques a palette ou 3 roues
ovales fonctionnant en compteurs (Figure 1.1.2) les compteurs a roues ovales
conviennent particuliérement aux fluides corrosifs sous pression et i températures

élevees [7]




Figure 112
Compteur volumétrique 2 palettes [7]

I.2. Les débitmétres a organe déprimogénes :

1.2.1. Principe de mesure d’un débit par pression différentielle :

La figure (1.2.1) schématise I’écoulement d’un fluide dans une conduite fermée
cylindrique et de section constante, au passage d’un diaphragmé sans épaisseur percé d’un

orifice de section circulaire, centré.

A débit constant dans une conduite complétement remplie (en charge), chacune des
sections droite 1,2 et 3 est traversée en des temps égaux par des masses égales de matiére
la vitesse d’écoulement est donc plus élevée en 2 qu’en 1 de sorte que Iénergie cinétique
du fluide s’accroit localement & la traversée de 1’étranglement. L’évolution de la pression
est également schématisée par le bar graphe figuré au-dessus de la conduite. 11 est 4 noter
que ce f’est pas a Iendroit de la construction que la veine fluide active est la plus étroite

mais un peu en aval, dans le plan dit « Vena Contracta » qui correspond 2 la section 2,
figure (1.2.1) [3].
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Figure 1.2.1 [3]
Principe de mesure de débit par
pression différentielle

La chute de pression statique 4 la traversée de la construction (organe
déprimogénes) entraine une diminution temporaire de la densité du fluide, trés
généralement négligeable pour les liquides, mais non pour les gaz, ce qui accroit encore
leur vitesse et leur €nergie cinétique. Par ailleurs le fluide en aval de P’étranglement,
retrouve nécessairement la vitesse qu’il avait en amont puisque le bilan-matiére est nul. En
ce qui concerne le bilan énergétique interne du fluide en amont, I’énergie est perdue par
frottement a la traversée de la construction, et c¢’est I’énergie de la pression qui en assure la

compensation : la pression en amont (section 1) n’est pas entiérement restaurée au niveau

de la section 3.




C’est la différence de pression entre ’amont (section 1 figure 1.2.1) et 'aval

immédiat de la construction {(au voisinage de la section 2) qui est exploitée pour mesurer le

débit dans la conduite [3].

Différents modeles de débitmétres ont était construits et normalisés dans ce sens,

tel que : diaphragme, venturis, tuyéres.

Ces normes spécifient les dimensions de I’organe déprimogéne, la position des
prises de pression, les contréles & effectuer lors de la fabrication ainsi que les conditions

amont et aval a respecter pour qu’une précision de I’ordre de 1 2 2%puisse étre garantie[3].
I.2.2. Apercu théorique :

On considére comme incompressible un fluide dont la masse volumique ne varie

pas de fagon sensible sous P'effet de la dépression mise en cenvre pour mesurer son débit.

L’application du théoréme de Bernoulli entre les sections 1 et 2 (figure 12.1)
permet d’obtenir une relation idéale entre le débit et la différence de pression créée par une

contraction de ’écoulement :

1 AR -p) | L3
2
WL
Vl

V, étant la vitesse de I’écoulement a la section de la conduite a ’endroit de la

prise de pression P, (section 1figure 1.2.1).

V, étant la vitesse de I’écoulement a la section contractée de la conduite (section 2
figure 1.2.1).

a étant I’aire de Dorifice.
Le terme C est le coefficient de décharge.

La quantité




est le coefficient de vitesse d’approche, plus généralement exprimé par la formule

1 . .
—\/_::_T, dans la quelle B est le rapport d’ouverture, appelé aussi le rapport des
1-p

diamétres (diameter ratio). Ce rapport d’ouverture est le quotient du diamétre de I"orifice
sur le diamétre de la canalisation. On voit que ce coefficient exprime en réalité I’effet de la

géométrie de la contraction de la veine fluide {3].

Notons encore que I’on appelle coefficient de débit o le produit du coefficient de

décharge C et du coefficient de la vitesse d’eipproche E.

L’un des points forts de ’équation (1.3) réside dans le fait que le coefficient C ne
varie que trés peu avec le diamétre de la canalisation. Il n’est pas influencé par le rapport
des diamétres B qui définit le systéme du point de vue géométrique. Mais celui-ci () doit
étre analysé du point de vue dynamique. On considére a cet effet un second parameétre qui

est le nombre de Reynolds [3], habituellement en unités SI comme suit :

UD L4

Vv

1 e(:D =

relation dans laquelle U, est la vitesse moyenne de I’écoulement en amont de la
construction et « v » la viscosité cinématique du fluide. Le nombre de Reynolds exprime
fe rapport des forces d’inertie aux forces de frottement, au sein du fluide. La symbolique
R.p indique que le calcul est fait avec la vitesse moyenne dans la conduite et la valeur D de
son diamétre, plutdt qu’avec ces méme quantités a la traversée de la construction, auquel

cas on utiliserait le symbole Re.

‘Lorsque le nombre de Reynolds est faible, I’écoulement est dit laminaire ; il
devient turbulent lorsque ce nombre croit ; la frontiére étant habituellement fixée vers
R.=2 000. Un exemple de profil de vitesse en écoulement turbulent est donné par la figure
(1.2.2) ; on voit que ce profil est pratiquement parabolique sur 90% du rayon & partir de
[>axe, on remarque que la vitesse des filets liquides varie peu. Le profil rejoint ensuite tres
rapidement le point de vitesse zéro, sur la paroi. Dans un tel type d’écoulement la vitesse
moyenne sur une section est inférieure 4 80% de la vitesse axiale, et c’est dans ces

conditions que I'on doit utiliser la plupart des appareils déprimogénes. En écoulement




laminaire le profil est purement parabolique, et la courbe représentative tend vers la

diagonale (1-1) de la figure (1.2.2), dessinée en pointillés. Seuls les quelques orifices

congus pour des faibles valeurs de Rey seront alors utilisables [3].

V(X)/ Va —p—

\\
\
\ Ecoulemerlt turbuilent
.
E¢oulement laminaire \

x/r

V. vitesse axiale.
r : rayon de la conduite

Figure 1.2.2 Profil de vitesse en écoulement turbulent [3]

Remarques :

La formule (1.3) est valable pour les fluides incompressibles et p'eut étre modifiée

par un coefficient multiplicatif de compressibilité pour les mesures de débit de gaz.

Les diverses valeurs du coefficient de décharge C des divers éléments primaires
(normalisés) ont été déterminées par expérimentation sur banc d’essai, pour chaque type

d’élément [3]
1.2.3. Les débitmétres a diaphragme :

Les diaphragmes sont des plaques métalliques a orifice, qui engendrent une

diminution locale de la pression d’écoulement (perte de charge locale).
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On peut classer les diaphragmes selon leurs emplacements en deux types

LA T

1.2.3.1. Diaphragme mince dans un tube :

Un diaphragme & bord mince (biseauté) obture partiellement un tube de diamétre
‘D’ (Figure 1.3.1.1). L’écoulement est étranglé et on observe une contraction de la veine
liquide puis un élargissement jusqu’au recollement de a la paroi. La perte de charge est
exactement du méme type que celle du rétrécissement brusque [3].
2

U
Ah = j
2g

|

[
I

Figure 1.3.1.1 Diaphragme mince dans tube [3]

1.2.3.2. Diaphragme a Pextrémité d’un tube :

On est dans le cas d’un fluide débouchant dans un grand réservoir par un orifice

restreint. 1l y a comme précédemment, contraction de la veine en aval du diaphragme [3].

Dans notre étude nous ne considérerons que les diaphragmes mince placés dans

une conduite cylindrique.

10




11 existe trois types de diaphragmes normalisés qui différent par la position des
prises de pression (figure 1.2.1).

Figure 1.3.2.1 diaphragme en mince paroi [7].
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La relation donnant le coefficient de débit de ces diaphragmes sont plus au moins
complexes et font intervenir différents parameétres comme par exemple la rugosité des
parois dans le cas du diaphragme a prise de pression dans les angles [7]. En réalité les

différences sont faibles, voire inférieures & 1% dans les conditions habituelles d’utilisation.

La formule de débit est :

2
wd 2AP

¢ 15

I
8

Avec les notations suivantes :
a = CF : Coefficient de débit.
d : diamétre de orifice.

j : Coefficient de correction, (dépend de la rugosité des parois et du nombre de

Reynolds).

¢ : Coefficient de détente, dépend du rapport des diametres, du rapport des

pressions et de la nature du fluide.

Le coefficient ‘)’ n’intervient que pour les diaphragmes a prise de pression dans les
angles. Ces divers facteurs sont donnés sous forme de tables, de graphiques ou de formule

7.

Le diaphragme « Vena Contracta» [7] est de construction plus simple que les
diaphragmes & prise de pression dans les angles. Il comporte une chambre de

tranquillisation mats 1l a un inconvénient : la prise de pression en aval est placée a une

distance qui dépend du coefficient p.

i2




Tableau 1.1

Position de la prise de pression aval en fonction du rapport des diamétres [7]

B Position de la prise de pression aval
0,1 0,84 D+ 30%
0,2 0,80 D+ 30%
0,3 0,76 D+ 30%
0.4 0,70 D+ 30%
0,5 0,63 D+ 30%
0,6 0,55 D+ 30%
0,7 0,45 Dz 30%
0,8 034D+ 30%

Le coefficient total de débit du diaphragme a prise de pression Vena Contracta est

donné par la relation :

- |
a=A+B /E)— L7
Re'd

0,3871x107
10000)% 3% +0,254D

Ou: A=0,5922+ 0,4252{ + 4+ 1,25;3“}

Et: B=025%x10"+2325x1 0‘3[ﬂ +1,75B8 +108"7 + 78,74D,6"]
D est exprimé par métre,

Req est le nombre de Reynolds calculé dans la conduite a I’amont du diaphragme.
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Ces valeurs ont €té déterminées & partir d’expériences effectuées dans des

tuyauteries en acier en bon état (rugosité relative 0,001} de diametre compris entre 0,05 et

0,76 m et pour des valeurs de B comprises entre 0,1 et 0,8[7].
1.2.3. venturi :

Le phénomeéne de variation de pression dans les dispositifs convergents—divergents
a ¢té utilisé par I'ingénieur Clemens Herschell dans le débitmétre dit * VENTURI * pour

mesurer le débit d’une canalisation en charge.

Le “VENTURI présente [’avantage d’une perte de charge résiduelle plus faible que celle

d’un diaphragme mais il nécessite un espace plus important. Il se présente comme suit :

Sur un trongon horizontal d’une canalisation (figure 1.2.2) on monte un convergent
suivi d’une courte longueur cylindrique appelée le col du Venturi et terminé par un
divergent d’une longueur suffisante pour éviter les décollements (angle au sommet du

~ cbne divergent de I"ordre de 7° 4 15°%) [4].

Cylindre  Convergent
d’entrée _ : Divergent 7 a 150_

_@_“ y (20]
|

—-:L‘—n.-—--.--i-—.n-— — v o— o — s -

Prise <':Ie [ Prise de pression aval
pression amont

Figure 1.2.2 Venturi classique [3]

Les relations permettant le calcul du débit ont la méme forme que pour les diaphragmes. Le
coeflicient total de débit pour le Venturi classique (figure 1.2.2) est calculé d’aprés les indications du
tableau ci-dessous donnant ay et en fonction de  [7].

1 18
(- ,3“}+0.9375(i2—1)

a,

a=a,

14




Tableau 1.2 [7]

Coefficient de débit du venturi classique en fonction du diamétre et le nombre de Reynolds

D (mm) Rep Oo D (mm) Rep )
25,5 2 000 0,009 203 70000 | 0981
5000 0,939 100000 | 0,982
10 000 0,052 >200 000 0,984
50 000 0,972
>100 000 0,977 381 100000 | 0,983
200000 | 0,986
51 130000 0,070 >300000 | 0,987
50,000 0,975
>100 000 0,980 762 200000 | 0,986
>400000 | 0,088
102  50 000 | 0977
100 000 0,081 1270 >500000 | 0,989
>200 000 0,083 2540 | >1000000 | 0,990




1.2.4. Débitmétre & tuyére :

Les tuyéres (Figure 1.2.3) ont était congues pour donner des mesures acceptables de
débits sur des fluides visqueux ou en charge, pour lesquels le diaphragme normalisé n’est
pas utilisable. Elles présentent une perte de charge résiduelle pius faible que le diaphragme
ou le venturi a cause de leurs formes qui moulent plus ou moins bien la veine-fluide en

s’efforgant de suivre la configuration naturelle des lignes d’écoulement, tout en restant

relativement faciles a la réalisation [3].
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Figure1.2.3
Tuyére[3)

Les relations permettant e calcul du débit ont la méme forme que pour les
diaphragmes. Le coefficient total de débit pour les tuyéres (figure 1.2.3) est pratiquement le
méme que pour le ventun (équation L8 tableau 1.2) [7]
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CHAPITRE 1I:

Equations Fondamentales

La description analytique de I’écoulement d’un fluide s’appuie sur la traduction des
lois physiques relatives a 1’écoulement dans une forme mathématique adéquate. Dans notre
étude on utilisera deux de ces lois (principes) physiques fondamentales, qui & I’exception des
phénomenes relativistes, sont applicables & n’importe quel écoulement indépendamment de la
nature du fluide considéré. Ces lois sont .

Y. le principe de conservation de la masse, qui stipule la loi de continuité.

2. la loi fondamentale de la dynamique, appelée aussi seconde loi de NEWTON, dont
I’équation mathématique traduit le théoréme de la quantité de mouvement.

Ces équations de conservation peuvent s’exprimer aussi bien sous forme intégrale,
lorsqu’elles sont appliquées 4 un volume de contrdle macroscopique, ou sous forme

différentielle, quand le volume de contrdle est une particule fluide élémentaire.

17




Dans le premier cas, I’analyse s’intéresse uniquement aux quantités globales de

matiére, et de quantité de mouvement transitant par la surface de contrdle et aux variations
totales de ces quantités au sein du volume de contrdle.

Dans ie deuxieme cas, I’analyse permet d’obtenir des informations sur les propriétés
du fluide en chaque point du domaine d’écoulement, permettant ainst une meilleure
compréhension des mécanismes de transfert au sein du fluide. Une telle analyse permet
d’établir la distribution des vitesses et des pressions 4 travers un domaine quelconque du
champ de I’écoulement. Nous allons donc dans ce qui suit, présenter les équations de

conservation dans leurs forme différentielle.

11.1. Equation de continuité :

I1.1.1. Bilan de masse pour un volume de contréle :
Soit un milieu fluide continu (ne comportant pas de trous d’air) sans source ni puits.
[3]. Considérons le parallélépipéde fixe élémentaire dx,,dx,,dx,. représenté sur la figure

(IL.1.1.2)

Z (W )z+Az

i / (pu),

; I /
(pv)y___, ' . —— (pv)yﬂk_y
X

(p" )x+A/ I

(ow),

- Figure I1.1.1.a Equation de continuité [5]
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Projetons ce volume de contréle sur le plan (XY) (Figure 2.1.1.b). Et nous développons les

relations (pu)xm,(pv)ymy,et(w)zw en série de Taylor et nous ne conservons que les

premiers termes.

Ya
oy
A I B
Py
a(pu)
> Ou + dx
D C
pv
> X
Figure II.1.1.b Equation de continuité [5]

Le volume du tiquide qui entre par la face AD pendant le temps dt est :
udydzdt

La masse correspondante est
pudydzdt

De méme, la masse qui sort par la face BC est :

{ pu+ Q%%"—)cbc]dydzdt

Le parallélépipéde perd, pour ces deux faces, la différence entre la masse sortante et la
masse entrante, c'est-a-dire :
dedydzdz
Ox
On peut faire le méme calcul pour les autres directions et, pour I’ensemble des six

faces. L.a masse perdue est :
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Ox oy Oz
La masse que contient le parallélépipéde a I’instantt est : odvdydz

dm:[a(m)+3@v)+a(m)]dxdydz

Sa diminution est . dm = ——%’:—dtdxdydz

En égalant les deux derniéres expressions, on obtient :

ap , dpu) opv) o(pw)
ot ox oy o0z

dite équation de continuité, que I’on peut encore écrire sous cette forme :

% +div(pV) =0 ou % + f?.p‘V .1
ot ot
Et compte-tenu de la dérivée particulaire :
: Q’l:f’ﬁm%‘p Etde VpV = pVV +V -Vp
Dt ot ‘
on obtient :
Dt

I1.2. Détermination des tensions visqueuses :

Considérons un point M(x,y,z) du fluide dans un parallélépipéde infiniment petit dont
les arétes dx, dy ,dz sont paralléles aux axes ; soient u, v, w, les composantes de la vitesse
¥ du fluide au point M (figure 2.2.1) [4].

La tension s’exer¢ant sur un élément de surface dS de centre M sera entiérement

détermingée si on connait les tensions s’exergant sur les trois faces du parallélépipede dx dy dz.
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ZA
~
2] A Sur ia
\ face
AJ]:’.CD
>, ox
J
( i
T
\ g B
Sur la E , F
face ., '
CGHD i Dl
Loy C
\ T3 H G
9) —> Y
Oy
T
X N J
v
Sur la face CGHD
Loz
Figure 21

Matrice du tenseur de contraintes [4]
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Désignons respectivement par P+o,et par rles composantes normales et

tangentielles de la tension s’exergant sur les faces i (i=1, 2, 3). Pour un fluide homogéne et
isotrope, I’application du théoréme du moment cinétique par rapport a un axe paralléle a ’un
des axes de coordonnées et passant par le centre du parallélépipéde montre, comme dans la
théorie de 1’élasticité du solide homogéne et isotrope, que la matrice des contraintes est
symétrique ; ce qui constitue le principe de 'la réciprocité des contraintes {4].

La matrice du tenseur des contraintes s’écrit ains :

o, +P 7, (2
T, o, +P T
T, T, c,+P

On met ainsi en évidence la pression P, quantité scalaire indépendante de I’orientation
de I’élément de surface dS autour de M, alors que les composantes o et 7 sont uniquement
d’ongine visqueuse. |

Pour un liquide de fluidité parfaite, on aurait :

g =1=0,

En définitive, la matrice du tenseur des contraintes de viscosité s’écrira :

73 T,
f = 0‘2 Tl II .3
o

3! g,

Ce qui correspond au tableau suivant (Figure 11.2.1).

22




Contraintes
s’exerc¢ant sur les Contraintes paralléles a
faces
perpendiculaires a 0X oY 0z
oY L5 a, g,
0z 23 g, G

Pour lier ces tensions visqueuses aux déformations de la particule liquide, rappelons
que les analyses des déformations élémentaires d’une particule fluide a montré que cette
déformation pouvait étre considérée comme la composition d’une translation, d’une rotation
en bloc de la particule elle-méme et d’une déformation pure ou distorsion, Dans la translation
et la rotation, la particule se déplace en bloc comme un corps solide ; les tentions visqueuses
liées aux caractéristiques propres du liquide ne peuvent donc intervenir que dans la
déformation de la particule. Rappelons également que cette déformation se décompose elle-
méme [4]. |

- En une vitesse de déformation linéaire ou vitesse de dilatation dont les composantes

ov ow
correspondent aux termes ¢ — — et e

ox’ oy oz
- Et une vitesse de déformation angulaire ou vitesse de glissement, dont les
composantes correspondent aux termes g, g2 et g3,

Le tenseur de déformation s’écrit ainsi :

; Ou 3\
ox & g2
ta= g _(_?VH_ g 4
oy
ow
22 g1 —_—

\ oz J

Ces résultats sont pris en considération dans P’hypothése d’un fluide homogéne,
isotrope et de faible vitesse de déformation .On peut développer les relations en série de

Taylor et ne conserver que les premiers termes ; on est ainsi conduit 4 des fonctions linéaires
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et homogenes qui se traduisent par les deux hypothéses suivantes de Stokes et Newton,

analogues a celle de Hooke dans la théorie de I’élasticité [4] :

Y- les contraintes tangentielles 7; sont proportionnelles aux vitesses de déformation

angulaire, soit

T1=-2pg) .
To= -21g2 | : L5
3= -2ugs

Les déformations angulaires correspondant donc a des glissements a Iintérieur de la particule.
Y- les contraintes normales o; sont des fonctions linéaires des vitesses de déformation

linéaire, si on ne considére que la contrainte visqueuse paratléle a Ox

La forme du second terme du second membre résulte de 1’isotropie du fluide.

Cette expression s’écrit également

Si on considére ;

a+A=-2
Et
., ¥, % _5 (Dilatation cubique)
ox dv oz
on obtient :
1 ou
= 2u——A0
oy = 24—
{ o, = -2 J7; —a—v-'- AB
oy
ow
\.0'3 b ——2}[[-5: - 119

9

u et A sont des grandeurs caractéristiques du fluide et dépendent de I’état thermodynamique
local ; on les considére généralement comme constantes, elles correspondent au coefficient de
Lameé défini dans la théorie de I’élasticité.
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p est le coefficient de viscosité dynamique du fluide.

Pour un liquide supposé incompressible, I’équation de continuité impose

G=divi =0
et 1l reste
Ou
= -2 u— 3
DTS
ov
Gz:—zﬂ‘a; > 1L6
ow
O, =-24—
3 ﬂaz J

IL3. Equations générales du mouvement d’un liquide réel :

Equation de Navier Stokes

L’étude d’un parallélépipéde élémentaire, faite en I1.2 (Figure I1.2.1) est encore
valable ; mais dans le cas d’un fluide visqueux 1l faut tenir compte des forces de contact dues
a la viscosité et les rajouter aux autres forces qui s’exercent sur le parallélépipéde. Autrement
dit, nous devons écrire I’équilibre du systéme de forces suivantes :

- forces extérieures

- pression normale

- force d’inertie

- force de viscosité

En considérant les forces correspondantes s’exergant sur I’unité de masse du liquide,

les trots premiéres catégories de forces ont conduit aux équations d’Euler [4] :

1 radp=F -5
p

11 suffit d’ajouter a chacune de ces équations les composantes sur I’axe correspondant
des forces de viscosité par unité de masse.

Considérons les projections sur 1’axe Ox (Figure 11.2.1) :
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a) Composante o, :
Sur la face ABCD :

o1dydz
Sur la face EFGH
— [0'1 + —afaxﬂdx)d?dz
Résultante :
- %dxdydz
b) Composante 1; :
Sur la face CGHD :
T2dxdy
Sur la face ABEF :
- (Tz + %23— ]dxdy
Résultante :
- %dzdxdy
¢) Composante t3:
Sur la face ADHE :
T3dxdz
Sur la face BCGF :

or
- [‘Q + -é}idy xdz
Résultante :
9% e
oy

Les autres composantes o3, o3, 1, T2 €t T3 sont perpendiculaires 2 Ox et leur projection

est donc nulle.

En définitive, la résultante des forces de viscosité projetée sur I’axe Ox a pour

expression

_[ 99, + iz + or, xdydz
ox dy Oz
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En remplagant 6, 1 et 13 par leurs valeurs tirées des relations (11.5) et (I1.6) et en
tenant compte des expressions de g, g2 et g3 il résulte :

60,+6r3+6r2_“_2 Ou_ ofau ) ﬁ_(@_’_@)
ax o a Y& "PI\eTa) farlax &

_fFu Pu ) o(ou & ow
o "o o "ol o &

Or:
G XL O i =0
ox oz
Par ailleurs :
u u ou
Au =
ot ot 8t

donc la résultante des forces de viscosité projetée sur I’axe Ox, ’écrira

(99, 9% | 0% ) e = ubudxdydz
& dy Oz

1l suffit donc d’adjoindre cette valeur & celle figurant au deuxiéme membre de la
premiére équation d’Euler, on remarque que pour, conserver ’homogénéité de Péquation il

convient de ramener cette force & 'unité de masse du fluide c'est-a-dire que son expression est
en définitive :

EAu = vAu
P

On obtient ainsi la premiére des trois équations suivantes ; les deux autres sont
déduites factlement [4] :

liﬁ:X—d—u+vAu )

p Ox dt

la—me—-—@+vAv > 7
poy t

igg:Z—iw—+vAw

p oz dt ]
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Ces équations peuvent se condenser en une équation vectorielle unique :

L gradp = F 7 + a7 I8
Sous :; forme vectorielle ’équation de Navier Stokes exprime la relation entre les
différentes forces s’exercant sur la particule fluide de masse unité :
: Force de pression.
: Forces extérieures.
: Force d’inertie résultante du mouvement.
: Force de viscosité,
I1.4. Equations de I’écoulement en coordonnées cylindriques (r, 0, z) :
Soit :
u;,us, u; les composantes de la vitesse U
F., Fo, F, les composantes de la force de volume par unité de masse.

La dérivée particulaire d’une fonction scalaire U(r,0,z) est [5]:

DU _ U uaU %2U U
D o "8r r 0P oz

Le laplacien de U est [5]:

2 2
AUZI a(raU]+ 10U o

- =
ror\ orj r'eet &t

Nous nous bornerons & donner les équations de ’écoulement pour un fluide
incompressible visqueux
I1.4.1. Equation de continuité ;
Pour un fluide incompressible ’équation de continuité est ::
AU =0
Elle devient en coordonnées cylindriques
13 ) 16u, ou

+——4—L=0 o9
r or
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11.4.2. Equations de Navier Stokes én coordonnées cylindriques :

Pour un fluide visqueux et incompressible les eéquations de Navier Stokes en
coordonnées cylindriques s écrivent [5]:

(v 1o, A,,_ié‘“_e_fa) Dy i
por A Dt r
< p-11® fh, 20 %J Dy, uy, .10
° proo T D,
E—P )= D%
\_ P& Dt
_ 18( ou &,
AVCC . Au, = ;_67( Eﬂj“f—a;‘z—
T )5

En développant les équations (11.9) et (11.10) on obtient -

U, 1op  13*u, 18%, &%y, N\
B R e e 2 o o B
ot o or s ¥t e 8z
BU g oU ou 2vdU, 1
U, -4 R i T Ug
or r 08 oz re o8 r
ou 1or {d%U, 1 o%, o
6 _ . 1 8 g 'R
o et Tt —
ar p oo or” r° g 8z
v aUg Ug aUg aUg 2y 8U, v U, II.11
(”""—.Ur) ~- -Uz +—2"‘—'—'—-(—2-+——)U9
r or r 88 az o6 r r
Y vap 8%, 1 3%, &%
Z_p _LoP, z 19U, z
T Ttz P Y Ry I b ol
Bt p 87 or 20 YA
Lz Ugou,  au,
( (]r) - z
r dr r of o7z

1’équation de continuité devient

ou, +_l_aUa, . ou . lU, -0 : mi12
or r 00 oz r
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Chapitre I1I :

Présentation du modéle 3 étudier

Les premiers dispositifs standardisés (Plaque 4 orifice) apparurent aux Etats-Unis au début
du vingtiéme siécle dans ’industrie du pétrole, vu sa simplicité de mise eﬁ ceuvre et la précision de
mesure qu’il offre pour des fluide visqueux (Dans de bonnes conditions d’instaliation) son champ
d’application n’a pas cessé de s’élargir et on le retrouve pratiquement dans toutes les installations
industrielles telles que les raffineries de pétrole, dans les circuits de refroidissement des centrales

électronucléaire et dans I’industrie chimique.

FigureIlL1.1. a
Diaphragme 4 mince paroi I3].
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I11.1. Modéle a étudier :

Le modéle que I’on se propose d’étudier, est un débitmétre & diaphragme & mince paroi
placé dans une conduite cylindrique figure (TI1.1)

i
N\

45°

ey
;
CoF
A7)

A4 ‘ . LN

Figure I11.1.1.b
Diaphragme a mince paroi [3].

On placera le diaphragme i une distance ‘I’ de Iextrémité amont de la conduite. Ses
caractéristiques sont :

¢ est son epaisseur (Figure I11.2.3 b) biseautée avec un angle de 45°
d est le diamétre de I’orifice.

Comme nous I’avons présenté au chapitre (I) les débitmeétres a diaphragme sont des
débitmetres & pression différentielle ; les relations permettant le calcut du débit sont données en

fonction de la différence de pression entre I’amont et I’aval de la construction . Elles sont de la
forme :

Q =a(Any m.1
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Avec

Ah: la perte de charge entre Pamont et I’avai de la construction.

ap=bife 1.2
. 2.4
aetb: Sont des constantes.

I11.2. Modéle mathématique :
I11.2.1. Hypothéses de base :

¢ On considére que notre fluide est incompressible, de masse volumétrique qui ne varie pas
sous Ieffet de la dépression (p = constante).

* La viscosité du fluide (n) reste constante tout le long de la conduite.

* L[’écoulement est dans une conduite cylindrique en charge de section transversale constante
et de rayon R, a Dintérieur de laquelle se déplace notre fluide en régime permanent.

* L’origine amont de la conduite est profilée de maniére 3 éviter les décollements & entrée

¢ L’écoulement est bidimensionne} (Uy=0).
‘ . ) , . 0
» Les pressions et les vitesse ne dépendent que des coordonnées ret z 30 =0j.

¢ Pour raison de symétrie, ’éconlement reste identique & lui-méme dans tous les plans passant
par I’axe de la conduite. On prendra I’axe (OZ) comme axe confondu avec I’axe de la

conduite et I’axe (Or) perpendiculaire a (02). -

111.2.2. Les équations gouvernantes :

Sur la base de ces hypothéses, les équations régissant le probléme s’obtiennent & partir des
équations fondamentales du Chapitre (I1) (Equations 11.11 et I1.12) ; de la maniére suivante -

* Equation de continuité : c’est I’équation (11, 12) écrite pour un écoulement

bidimensionnel

[%Jr v, +-]—U,) =0 IIE 3

o 8Z r
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. Equations de Navier-Stokes : Elles s’obtiennent 3 partir des équations (Ii. 11),oule

terme relatif aux forces extérieure suivant la direction (OZ) est négligé.

On obtient ainsi en coordonnées cylindrigues :

\
U, 1or |ow, &, oU U, v
=—g -tV 5+ —-1U, +U, —+|-=U,
ot p Or or 0Z" | or oz r
62 2 B
U, __1oP o;z+aUzz . (K_Ur)aUerUz o,
ot p oz or oz | r or oz
/

1.4

Pour valider notre modéle d’étude ; nous allons appliquez nos équations sur une conduite

cylindrique simple sans aucune singularité, Puis nous analyserons 1’écoulement dans la conduite

avec le diaphragme.

Vu la symétrie de la conduite par rapport 4 1’axe (OZ), nous traiterons le probléme en

prenant qu’une partie de la conduite comme domaine d’étude figure (I11.2.3.1).

M
— 0 D R
Z
l L
e >
Figure IH.2.3
111.2.3 Conditions aux limites :
» Conduite simple sans singularité :
Vitesse :
Au niveau des parois, le vecteur vitesse est nul
vt 1.5
U(RZY=0 )
U,(R,Z)=0

33




¢ Pression:

L’absence des conditions aux limites concernant la pression présente un probléme que nous

traiterons dans la partie modélisation numérique.

> Conduite cylindrique avec un diaphragme a mince paroi ;

M
N

Ny

L

v

Figure 123 a
Conduite cylindrique avec diaphragme mince.

Vitesse :

Au niveau des parois, le vecteur vitesse est nul -

vt
U(RZ)=0
U,(RZ)=0

FHR

Au niveau du diaphragme
Le diaphragme et placé a une distance ‘I’ de ’extrémité amont de la conduite et ‘e’ son

epaisseur (figure IIL2.3 a et b).

't
UAfr,Z)=0 ' e
Ur,2)=0 :

Avec
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To

Sens de ’écoulement
y
w..a.....E..._.._...._........._.._........._...._.._...._...,_......._......_.._........._l ................. —

I23b
Représentation schématique du diaphragme.

111.2.4. Conditions de symétrie :

¢ Vitesse:

U,(r,ZY=U, (-rZ)
U,(r,Z2Y=U,(-r,2) TIIL6
U,(0,2)=0

s Pression:

P(r,Z) = P(-r,Z) | 1117

35




Chapitre 1AY

Mod¢le numérique pour la résolution

Des équations de Navier — Stokes

Le modéle mathématique présenté au chapitre (III), pose les équations qui donnent une
description compléte de notre probléme, dans les limites définies par les hypothéses et les
conditions aux limites que nous avons spécifiées. '

Dans le présent chapitre, nous allons nous intéresser a la résolution des équations de Navier
—Stokes. Pour y parvenir nous utiliserons une méthode numérique bien adaptée a la mécanique des
fluides : ¢’est la méthode des différences finies. Elle est appréciée pour la simplicité de sa mise en
oeuvre et surtout parce qu’elle donne de bons résultats.

La méthode consiste, 3 estimer par approximation successive les valeurs d’une ou de
plusieurs fonctions en se basant sur les conditions aux limites.

Cette approximation découle d’une discrétisation du domaine d’étude et le remplacement de
opérateur différentiel par un opérateur aux différences finies. En d’autres termes, ie domaine de

variation continue est remplacé par un ensemble de points {nceuds), créant ainsi des frontiéres qui

forment ‘le maillage.
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IV.1. Choix du maillage :

Le maillage a une importance capitale dans la méthode de discrétisation des équations aux

dérivées partielles, et dans I’application des conditions aux limites,
Sachant que les pressions ne sont pas connues sur les parois de la conduite, nous choisissons
un schéma oul les vitesses sont représentées sur les nceuds des mailles et la pression au centre des

mailles, de maniére 4 éviter de faire intervenir les pressions sur les parois de la canalisation (Figure
IvV.LD).

Nous prendrons un schéma explicite.

i+1,j—1‘ i+, j 0 i+, j+1

/2, 12 A i+1/2, j+1/2,
A Y

/

i,j-l@ v i)jfﬁ% i,j+1@

Az

¥

i-1/2, j-1/2 A i+1/2, j-1/2 AN
./ ./

i-l,j—l‘ H’iﬂ o Ai-l,j+1@

e Représentation schématique des composantes de la vitesse

O Représentation schématique de la pression

Figure IV.1.1 Choix du maillage

1V.2. Méthode de résolution :

Notre probleme comporte deux difficultés particuliéres, dont il faut tenir compte lorsque

nous nous apprétons a choisir une méthode de résolution -
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» L’équation de continuité (I.1) doit étre satisfaite a tout instant.

» L’absence des conditions aux limites concernant la pression nous oblige a chercher une
méthode, qui nous permet de contourner cette contrainte.
La méthode de « compressibilité artificielle » semble satisfaire ces deux contraintes, ¢’est
pourquoi nous Vutiliserons pour la resoulution de notre systéme d’équations.
1V.2.1. Méthode de compressibilité artificielle : '
La particularité¢ de la méthode de compressibilité artificielle, réside dans le fait que
I’équation de continuité est perturbée, quand nous injectons un terme qui dépend du temps. Elle est

transformeée comme suit :
4+ CWVV =0 V.1

Nous pouvons regarder cette transformation comme 1’équation de continuité d’un fluide,
dont I’équation d’état s’écrit de la maiére suivante [2]:

P=C2p ou C est une constante.

1 est évident que lorsque (t) tend vers Pinfini (t ——» o0), le régime devient permanent, et
I’équation (IV.1) tendera vers ’équation de continuité que nous cherchons a satisfaire. Donc
I"équation (IV.1) n’a pas de sens physique senlement lorsque le regime devient permanent c'est-a-
dire quand (t) tend vers I’infini. _

La méthode considerée, consiste 2 joindre aux équations de Navier Stokes I’éguation (IV.1)
et a resoudre le systéme ansi obtenu qui comporte la variable (). Cependant, cette variable n’est pas
significative physiquement ; comme nous ’avons signalé. Il n’en demeure pas moins que lors de la
résolution du régime « pseudo-stationnaire » ainsi généré [2], notre systéme évolue vers le régime
permanent, ce qui nous permet d’éviter la contrainte imposée par la pression.

Nous remarquons que I’équation (1V.1) converge vers I’équation de continuité
>
indépendemment du terme %— st C* tend vers 0. 11 est & déduire qu’il faut prendre (C?) trés grand

pour que I’équation (1V.1) puisse représenter approximativement notre équation de continuité dans
le régime « pseudo-stationnaire ».

Cependant des instabilités ont été observées dans le processus de calcul pour de trés grandes
valeurs de C*[2]. 1l y a donc une limite & ne pas dépasser pour cette constante ; cette limite sera
definie dans les conditions de stabilité de cette méthode.

Nous aurons donc a résoudre avec la méthde de compressibilité artificielle le systéme

d’éqations differentielles ci-dessous obtenues a partir des équations (1113 et IT1.4.)
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)
au 1P |0'U, U, oU, au, | v
—=eg-—+V ) + 7 | Ur__+U2m T2 VY
ot p or or oz o oz r
ou, 1op [0, ou,] [ oU oU V2
L —— v R+ £ (K—U,)—~—i+Uz———-z—
ot p oz or oz | r or oz
J
e KEquation de continuité :
o |, e 1y 0 V.3
ot or 0Z r :

IV.3. Discrétisation des équations :
IV.3.1. Méthode générale de discrétisation :

Soit ¢ une grandeur quelconque, qui peut étre U,, Uz, ou P. En effectuant le développement
limité sur ¢ suivant la direction (Or) ou voisinage du point M(r,z) [1] (Figure IV.3.1.1), nous

obtenons :

O(r + Ar, z) = D(r, z) + (Ar)" +

2
od(r, z) Art 0 (1)(:, 2)
ar or } V4

®O(r - Ar,2) = D(r, z) - (Ar)* +

2
oD(r,z) Ar+ d (IJ(;', z)
or or

Nous supposons que ¢(r,z) est défini au point M (Figure 1V.3.1.1) tel que :

o(r,z)m=0i(r,2) ' V.5
Donc :
H{r+Arz)= i (r,2) V.6
Et
1v.7

(r-Ar,z)= ¢iy i(r,2)

39




A7

j-1 j jHl

Figure IV.3.1 Décomposition en différences finies

Nous pouvons alors écrire les équations (IV.4) comme suit :

| N
5 2 :
¢,-+,,j(r,z)=¢,.,j(r,z)+—¢—g—’-£)* lMA’"*"q"ﬂfziﬁ |, (AP)* +...(a)
’ or > v
b2 =4, 0= 20D | a0 TOCD | e )
r or
y

¢ En soustrayant (b) de (a), nous obtenons :

Bl 2= i1, 2) =222 | A o)

I - o8(r,
te terme o(r) regroupe les termes du troisiéme ordre que nous négligeons devant 2________¢(r 2) |

or M’
Nous obtenons finalement :
oP(r,z) | _ ¢1‘+1,j (r,2) "¢i-1,j(r= z) V.9
or b 2Ar
Nous refaisons le méme calcul pour ¢(r, z) dans la direction (z), et nous obtenons
O¢(r,z) | _ ¢i,j+l(r2z)_¢i,jbl(r:z) V.10
oz 2AZ

¢ Lasomme de (a) et (b) donne :
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En négligeant (or) devant

O*¢(r,z) |
6r2

b, D)+, (2 =20, z)+a¢"' ’)| (ArY? +o(r)

’P(r,z) | = $ia, 0,2+ ¢, (r,2)-29, ,(r,2)

Ar 2
De méme dans la direction (0Z) :

2*P(r,z)

_ ¢i,j+1 (r,z) +¢i,j~l(raz) _2¢i,j(":2)

622 |i,j - Arz

2 » IOUS obtenons :

IvV.11

Iv.12

e 0 L i
o La discrétisation des termes en (E) se fera en négligeant les termes du 2™ ordre ; donc

nous aurons .

a¢:‘,j(r>z) ¢nﬂ(r=z)_¢:j(r:z)
ot At

V.13

1V.3.2. Discrétisation des équations de Navier Stokes et de continuité :

En prenant la figure (IV.1.1) comme référence et suivant les relations (IV.9, 10, 11,12), les

derivés partielles qui apparaissent dans les équations de Navier Stokes (IV.2) et de continuité

(IV.3.) seront discrétisées de la maniére suivante :

ou, _ urta, p-=-Ura,

r

aUZ . U;H(i:j)_ U; (l’.])

or At

oU,(,7) _UG+Lj)~-Ui-1))
o 2Ar

oU,G,j) UG j+)=U G, j-1)
oz 2AZ

0™, G,J) _UMNi+L,)+UMNi-1, j)-2U"G, J)
o 2(Ar)?

OU, G, 7)) UM, j+D)+U! (G, j-1)-2U7(, )
A 2(AZ)?

oP"(i, /) P (i+1/2, )—P"(i~1/2, )
o 2Ar

or At
0U,(,)) _UzG+L,)-UzG-1,))
or 2Ar
U,G,0) UG j+)-UzG,j-1)
oz 2AZ
U, G 0) U+, )+UzG=1)-2U3(, ).
orr 2(Ar)?
U, (7)) _Uz(,j+D)+U 3, j-D)-2U3(G, j
az: 2(AZ)?
oPG,j)  PG,j+1/2)~PG,j-1/2)
8z 207

OPE+V/2,j+1/2)  PYi4)/2,j+1/2)-P"(i+1/2, j+1/2)

ot At




En remplacent ces termes dans les équations de Navier-Stokes, nous obtenons :

L WA & & W R ___1 "y S LY +
UGN =2+ AE, = P12 )= P12, )] N\
1 | v 14 nei 1 s
+2Ar|:K; z—r—-—U (i, j):lU (I+11)+T[§_E+U ¢, j)}U,(l L)

1 1 v
o "o . 1 — ;n + . "y : _
+--~2AZ[AZ U3, J)}U,(LJJr )+~—-~2AZ[AZ +Uz(r,1)}U,(f,J 1)

—v[ R S Z}U:(i,j))

(Ar)*  (AZ)"  (ibr)

Uy, H=U3, S+ ALF, —-—A—Z—[P"(l J+U2)-P(i, j~ 1/2)] IvV.14
+2L[——~ UG, J)-JUJ(IH “*“‘"‘[ﬁ““&*” G, ;)]U;(f—l,j)

1 LY, nps o 1 v ng. . nesoso
+Z‘E[A—Z"+Uz(hj):lvz(',1+1)+E—AE{IZ”“Uz(LJ)}Uz(',J )
1 1 ne. .
*V[(W - AZ)Z}UZ(:,;))

L’équation de continuité devient : j

ntl n 2 n+l
PU+1/2,j+1/2)=P"(i+1/2,j +1/2)~ AIC (ArU G+1/2,j+1/2) IV 15
+U,”*‘(:+1,;+1/2),-U;’+‘(:,;+1/2)
Ar
UG +12,j+D)-U2 i +1/2, j)
+ v )
Les termes en P et U qui n’appairassent pas sur le schéma (IV.1.1) sont obtenus par

interpolation linéaire ; soit ;

\
P +1/2, f) =%[P"(i+1/2,j+I/2)+P”(i+1/2,j—1/2)]

P j+1/2) = %[P”(Hl/z,j+l/2)+P"(i—-1/2,j-—1/2)]
| > IV.16.2
P"(i-1/2, ) = E[P"(i——llz,j+1/2)+P"(i—1/2,j—1/2)]

P(i, j~1/2) = é—[P"(Hl/2,j—1/2)+P"(_i—1/2,j——1/2)]
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1

U"+l(l+1_]+1)+U"H(l+1_])\
UM, j+D+U™G, j) )

UME+1/2,j+1/2)=— [

U, j+12)=— (U"”(I J+D+UMG, J))
u:*‘«+1/2,j)=5(U:*‘(f+1,j)+U:’“<i,f)) » IV.161
UM G+1/2,j+1/2) =~ (U"*‘(r+1 J+D+UG, )

U:“(f,m/z)=~(U:'“(i,j+1)+U:+‘ G./)

U™ +1/2, j) =~ (U'”’(1+1 N+UG, ) J

Finalement le systéme résultant de la discrétisation est :

¢ Equations de Navier-Stokes :

U™, jy=Ui, )+ Al ~g ~5£;[P'(f+ 1/2,j+1/2) - P(i—1/2, j+1/2)

+ PU+1/2,j-12) - P -1/2, j~1/2)]

+2—;~r~[; (!J)+-Z;]U”(r+11)+——~—( +U] (i, ) - —]U (i—-1J)

+_(Z‘;__.U;(i,j))(lr"(i,j+l)+—Z—A—Z-[—A—Z~+U;(i,j)JUf(i,j ~D

1 1 1
—v + + Ui, j
[(Mz (AZ)? (:'Ar)’] -]
UG, j) = UG, )+ M-——a PG +1/2, j+1/2) = P —1/2, j +1/2)
. 2007
+ P ~1/2, j+1/2) = P(i~1/2, j ~1/2)]

+E§r_(£_ (A ])+EJU§_’(1+1 J)+—E[X;+U”(r D- -———)UZ(1 LD

1 v 1
t oo | — Ui, DWW, j+ D+ —— —+ U? ', ] (i, i1
ZAZ[AZ 2 J)) 2, J+1) 2AZ[AZ D UZE -1

1 1 nre
* ‘{z(m)z T oazy ]U"‘ ¢ }
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¢ KEquation de continuité :

PG +1/2,j+1/2) =P (i+1/2, j+1/2) -

AtC [(—~———+—~——)[U"”(1+1 J+)+U™M G +1, _})]
Iv.18

(ZTATEAT)[U“ G, j+1) +UM G, )]

N UG+ L+ )-US i+ L, H+ UG, j+1) - U, _])]]
Pour permettre le calcul de U, Uz et P au voisinage de la paroi, plusieurs procédures sont

utilisées. [8]

Notre choix s’est porté sur la procédure de réfraction qui semble la plus appropriée ; c’est
"une des méthodes les plus utilisées pour analyser I’écoulement au voisinage des parois.

En se référant a la figure (IV.3.2) les valeurs de la pression et de la vitesse résultante (U) au
point de réfraction fictif du maillage et au point intérieur correspondant, sont les mémes en module.

La direction de la vitesse résultante au point fictif (R+1 figure IV.3.2) est déterminée telle
que la résultante des vitesses normales a la paroi . Cette résultante est donc nulle.

Clest-a-dire :

U (R+1, jy=-U/R, )

U, (R+1,j) = U (R, )

V.19

Précisons que dans les équations (IV.17 et 18):
i e[1,R] Estun compteur dans la direction .

je,L} Estun compteur dans la direction Z.
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Uzi,j)

R+1

0 L

&

»

Figure IV.3.2 Procédure de réfraction au voisinage de la paroi

En joignant aux équations (IV.17 et IV.18) :
* Les conditions aux limites :

Les composantes de la vitesse (U, Uz) sont nulles aux parois :

y ~
i
U™(R, j)=0 . IV.20
UZ(R,j)=0

| o

*  Les conditions de réfraction :

't
UI(R+1,j)=-UJ(R, ))
Uz(R+1,))=U3(R, j)

V.2l

45




At=tp Vijona:

UlG,y=U,,
Ui, ) =U,, . Iv.22
P(i+1/2,j+1/2)=P,

A

= Les conditions de stabilité [2]:
—;_(Ufl) +U;o)A’ <1
[ 2
At : 5 +~—-1~; 1+ AC <1
(Ar)"  (AZ) 2 |

Ainsi le modéle numérique se trouve prét pour la résolution. Cependant nous devons

IV.2}

injecter dans le processus de calcul un test pour la vérification de la convergence de notre modéle.
A cet effet deux tests peuvent étre utilisés :
* Le premier consiste a vérifter si nous avons atteint le régime permanent ; c'est-a-dire
que le débit se trouve constant [2]. Le test sera donc

Qn+l ___Qn <g IV22

* Le second consiste & tester les paramétres entre deux itérations successives

Nous devons vérifier par exemple :
( 1 1
max| — —

Pn+l - Pn
At

n+l "
UM —y:

Uz -U;

>

At " AIC?
Ou ¢ est un infiniment petit.

) <g IV.23

Nous utiliserons le premier test (IV.22) pour sa facilité
Les différentes étapes du processus de calcul sont représentées ci-dessous.

1V.4. Algorithnie de résolution :
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Début :

1. Introduction des données nécessaires i Ia réselution :
R, N1, M, Uy, Uz, Py, €
L1. Evaluation de: Ar=R/M, AZ=L/N,At, C (a partir des conditions de stabilité).
2. Conditions initiales :
Pour i=0 a N1
~ | Pourj0aM

U, jp=u,
U;(i:j) = Uzo
PG, j)=FA

3. Résolution des équations de Navier- Stokes :

Pour n=0 3 100
==

Calcul de U,*"! et Uz*™! a partir des équations (IV.17)
Pour j=0 4 M (Déplacement de section en section)
“ Pour i=0 a N1

" v:*'(u)ztf(i,f)+m7;tﬂf+vzf+vz;—m—vzf+va
+Ri+Y2j-VD-Ri-/2j-U)]
1({v , 1 ) (v ) v .
ll *_%(E‘QGJ)*—.— /f(”l])ﬂ‘——(— ﬂ(’:ﬂ_._P(ll—],j)

zaz( AZ-LQ(IJ)}J'(’J*“D‘*—* — J))U(r,f D

”[(Arf o5 (mr)’}f( Al
ié“'(i,f)=l§(w)+t![-——— Hi+1/2, j+ 1 D-G-1/2, j+1/2)

+Ri-V2,j+V—-Fi-V/2j-V2}
Al g O Ty . a1

" +2%A_Z[L ‘Uz'(i,J)}fz(fJ +1)+—"' EHJZ("J)}WJ -0
‘{w wf}“””
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n 3.1. Conditions aux limites :

|| ' Pour i=N1
Pour j=0a M+1

Ui, =0
Uz, ) = 0

" 3.2. Conditions de symétrie :
Pour i =N1+1

Pour j=0 a M+1

UrG, ) =~Ur'a-1, )
U, p=U5"G-1,))

4. Test d’arrét :

Calcul des éléments de V1 et V2
Pourj=0aM

|

| f Pour i=0 & N1 : '
i .
" Sl ( Qn+l _Qn Sﬁ) -
Ecrire U (1, /), U, /), P™'(, /) _
Si non
Calcul des nouvelles valeurs de P (Equation de continuité)
i i

P2+ =P G241/~
U S .
AT+ Pl
1 14, .
(E-—?ﬂUr‘“(wW(u)]

AL GT)
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Apreés exécution du programme élaboré sur la base de 1’algorithme présenté ci-dessus, nous
formulons les remarques suivantes :

Pour des nombres de Reynolds relativement élevés (Re> $00), nous obtenons des chutes de
pression importantes, des problémes de stabilité et de convergence surgissent et les conditions de
stabilité utilisées deviennent insuffisantes,

Ces problémes sont dus au fait que les termes convectifs apparaissant dans les équations de
Navier-Stokes subissent des fluctuations importantes pour des nombres de Reynolds élevés lorsque
nous passons d’une itération a ’autre. Pour y remédier, nous pourrions t réduire I’incrément (At) qui
sépare deux itérations successives mais ceci conduirait 3 un processus de convergence trés lent.
Cependant il existe d’autres alternatives [1] dont la plus courante est la méthode de « Upwind ».

Nous allons a présent modifier notre processus de calcul sur la base des remarques ci-dessus

formulées. Appliquons la méthode de « Upwind » pour discrétiser les termes convectifs des

. . ) oU . _ .
équations de Navier-Stokes. Si nous prenons le terme[U, p ’J, la discrétisation se fait de la
r .

maniére suivante :

[U . 6;? ) B Uég}j) (-6, G+10)+ 260,60+ 0+ 6, 6G-1, )] 1v.24

Ou

1 si Ui,j)>0 IV 25
g€1=

-1 si Ug(i,j)<0
Précisons que cette méthode se contente toutefois d’une approximation du premier ordre.
En procédant de méme pour les autres termes convectifs apparaissant dans les équations de

Navier-Stokes et en gardant les autres termes tel qu’ils sont dans les équations (IV.17), notre

modéle numérique devient alors
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Navier-Stokes :

U;’“(i,j):Uf(i,j)+At(—-g——I—[P"(i+1/2,j+1/2)—P"(i-—1/2,j+1/%
2 pAr
+P"(i+1/2 J-U2y-P(i-1/2,j-1/2)]

[-L D=2, )

(Ar)

* AZ) =D -207G, )]

2(Ar) [U G+1,/)+Ui -1, )]

U”(l _])(
2Ar
LUs ( »)

l-&Ur G+, j)+2eU" (-“ N+A+e 06 -1, )

e L L ez)U (. J+D+28U; @)+ +6, )07 G, j-D])
IV.26

U;“(i,j):U;(i,j)+At(— [PP(+1/2,j+1/2)-P"(i+1/2,j-1/2)
ZpAZ
+P"(i-1/2 JHU2) =P (i-1/2,j~1/2)]

o — Ausa, prugi-1 - 2026, )]

(AZ 2[U G, j+D+ULG, -1 = 202G, )]

2(Ar) — v+, p+UzG -1, )]

+~—U'2 g;")[(l ~E UG +1, 1)+ 26026, )+ + & 26 -1, )]

U (1 1)

—2222 (1 -8, W 5 G, j + 1) +28,U5 G, ) +(1+ &, UG, j - 1)])j

Avec :

e1=signe(U,"(i,j)) 1v.27
er=signe(U,"(i,j))

Et nous utiliserons la condition de Cournt-Friedrichs-lewy [1] comme nouvelle condition de
stabilité

2 2 '
At < min[ ar AZ ] IV.28

v+ AU | v +AZU
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Avec :

Et nous rajoutons les conditions aux limites concernant le diaphragme :

Conditions aux limites concernant le diaphragme :

Pour je[L—e/Z,L+e/2] )
ie [ro,R]
vt
U,(i,j)=0
U,i,/)=0
' ielrn+1LR]
Vi
U,(i,/)=0
U,G.Jj)=0
ie [r;, + 2,R]
Vit
U @, j=0
U.@,/)=0
)

L : Longueur a laquelle est placé le diaphragme.

¢ . Epaisseur du diaphragme.
R : Rayon de la conduite.

ro : Rayon de Porifice.
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U(ro+2)1+e/2)

Ulro,1/2)

@  Neeuds sur lesquels le vecteur vitesse est nul

Figure1V.3.3
Conditions aux limites concernant le diaphragme

Algorithme tenant compte des nouvelles conditions -
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Début
1. Introduction des données nécessaires i 1a résolution :
R, N, M, Uy, Uz, Py, &, T
1.1. Evaluation de :

Ar=R/M, AZ=L/N,At, C (a partir des conditions de stabilité).

2. Conditions initiales

Pour i=0 a N+1
Pour j=0 4 M+1

[]:-)(’aj) = Uro
Ug ("1.]) = UZO

PG, =8
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3. Résolution des équations de Navier-Stokes ;

Pour n=0 42 100

Calcul de U,""! et U, & partir des équations (IV.26)

Pourj=iaM

—
———

Pouri=1 AN

UG, j)=U"G, )+ M(~g ———[P" G +1/2, j+1/
‘ 2pAr

+'P”(i+l/2 J-1/2)=P"(i-1/2,j~1/2)]

WG+t jy+ur G-LJ)-207G, ],

(Ar)’

Il (AZ) G, jen+UrG j-y-207G, j
U+ L)+ U1, )
+ D Jrn i+, ))+ 26076, )+
+—q~';-g-;-!2[(]—SZ)U,"(I',J'+1)+282U,"(1',J)‘* |

UG, D) =U5G, J)+ At(— ! [P*(i+1/2,j+1/2)
2pAZ
+P"(i-—l/2 JHU2y=P"i—-1/2,j-1/2)]

(Ar)z X+, UG-, )26,

(AZ) ~)=2U2G,

2(Ar)2 [U (+1,j)+U” (1 1,/)]

ll D e+ 26007600 +

+U_.__= ("J)r(] —e YT G i+ N+ 22177 Y4
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3.1. Conditions aux limites :

Pour i=N
Pour j= 0 a M+1

UG, ) =0
Uy, 5)=0

3.2. Conditions de symétrie :
Pouri=0 i N+1

Pour j=0 a M+1

UML) =0 G- 1, 5)
Uz Gy =Uz" -1,

3.3. Conditions aux limites concernant le diaphragme

Pour j=0 3 L+1

Pouri=rakR

UG, )=0
Uz, j)=0

]

Pouri=r+1 4R

U@, j)=0
2 (,0)=0

Pouri=r+2aR

Ur'lG,j)=0
UG, )=0

—




4, Test d’arrét :

Calcul des éléments de V1 et V2
Pour j=0aL

Pouri=0a R
[————

Si ( Qnﬂ ___Qn

Ecrire U (G, ), UL G, 7), P™ (G, /)

<g)

Si non

Calcul des nouvelles valeurs de P (Equation de continuité)

P25V =P +Y2j 4D~
SO+ )
T AT
AN GG

Pour la conduite avec le diaphragme, fa comparaison des vitesses devient insuffisante pour
e test d’arrét. Il est indispensable de comparer la variation du débit dans I’espace et dans le temps ;

c'est-a-dire nous devons comparer :
" ()-@'(G+1) et [0 ()-0"()

Le débit est défini comme étant le produit de la vitesse moyenne d’une section et $aire de

cette section.

0"(j)=U"(j)xS$"(5) V.30

La vitesse moyenne d’une section est calculée a partir de I’équation (IV.31)

. .
U, =%£U(r)dr Ivi3l
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i;}

\dr
VY

Section (j)

» U(r)

Figure IV.3 4
Calcul de vitesse moyenne par la méthode des trapézes

Un(j)= EU"(:’,}')XI’+§%[U"(i,1)-U"(i+1J)]
Avec ice [O,R-—l]

Les sections sont calculées de la maniére suivante :
3

S(G) =27 rdr

8()= niiz

"

Finalement le débit dans une section est :

0" () =U"(j)x$"(j)
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Chapitre V :

Résultats et interprétation

Avant de présenter les résultats de notre étude, il convient de relever les observations
suivantes concernant I’exécution du programme,

Le choix du nombre de nceuds du maillage utilisé est conditionné par la valeur du nombre de
Reynolds (Rp) et de I’emplacement du diaphragme.

En effet, le maillage doit étre d’autant plus fin que (Rp) est élevé. Ainsi, par exemple pour
un nombre de Reynolds inférieur 2 1000, on pourrait se contenter d’un maillage de (10 x 160) pour
une conduite de 40mm de diamétre. Sile nombre de Reynolds dépassé cette valeur, il devient
nécessaire d’opter pour un maillage plus fin; (20 x 800) par exemple.

Un autre facteur qui influe sur le nombre de nceuds du maillage, est I’emplacement du
diaphragme. Le maillage doit étre plus fin qu’on se rapproche du diaphragme.

Une fois le maillage choisi (Ar) et (AZ) seront fixés. La valeur de (At) et de la constante de
compressibilité artificielle (C) limite 2 ne pas dépasser, seront fixées & partir des conditions de
stabilités (IV.21 et IV.28).
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| CHAPITRE V:: Résultats & interprétation "

V.1. Présentation des résultats et discussion :
Les résultats de Iétude sont présentés en deux parties :
V.L1.conduite simple sans singularité :

Les résultats sont représentés graphiquement sur les figures (V.1.1) a (V.1.6)
V.1.1.1. Les profils de vitesses :

Sur les figures (V.1.1et V.1.4 a, b, ¢), nous avons représenté pour différents diamétres le
profil de la vitesse axiale Uz pour six abscisses correspondant respectivement a I’entrée, 4 2mm de
Pentrée, au quart, a la moitié, au trois-quart, et a la sortie de la conduite pour le régime laminaire et
turbulent.

¢ Figure (V.1.1) pour un nombre de Reynolds de 800.

Nous observons 1’évolution que subissent ces profils le long de la conduite. A I’entrée de la
conduite la répartition des vitesses est uniforme sur toute la section, plus le fluide s’écoule dans la
conduite, la courbe représentative des vitesses tend a un profil purement parabolique avec une
maximum au centre de la section et une vitesse nulle aux parois. Ceci est di a la présence des parois
qui provoquent un freinage des particules fluides au contact créant ainsi une couche limite
laminaire. Les particules liquides de la zone centrale de la conduite qui n’ont pas subi I’effet du
frottement sont accélérées de maniére que le débit total 4 travers toutes les sections soit maintenu
constant.

Pour ces trois conduites de différents diameétres nous avons remarqué qu’a partir d’une
distance (1) approximativement égale & 16 fois le diamétre (Figure V.1.1) de I’origine amont de la
conduite, la vitesse axiale ne subit plus de grande variation et elle est pratiquement égale a deux fois
la vitesse moyenne et la forme de la courbe représentative des vitesses ne change pas de fagon
importante. Ceci indique que la couche limite laminaire est pleinement développée c'est-a-dire que
son épaisseur est maintenue constante A partir de cette section jusqu'a I'extrémité aval de la
conduite. En régime laminaire, ia couche limite laminaire occupe presque la totalité de la section de
la conduite [5] (FigureV.1.3).
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Figure V.1.1.a
Répartition des vitesses dans une conduite cylindrique de 20mmde diamétre en régime laminaire
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Répartition des vitesses dans une conduite cylindrique de 60mm de diamétre en régime laminaire
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La distance (I) expérimentale [4] mesurée depuis 1’origine amont du tube & partir de la quelle la

couche limite est pleinement développée est donnée par la formule :

D*U
v

1=0,0195

=

U étant la vitesse moyenne de I’écoulement.

V.1

Nous avons calculé la valeur de cetie longueur de 1’équation (V.1) pour les trois conduites et

nous avons comparé les résultats

Péquation (V.1).

Les résultats sont représentés sur le tableau (1)

obtenus avec les résultats théoriques calculés a partir de

Tableau (1) : longueurs auxquelles la couche limite laminaire est pleinement développée.

Diamétre de la conduite en

Longueur caiculée a partir de

Longueur obtenue a partir les

(mm) I’équation (V.1) en (cm) résultats numériques en (cm)
20 31,2 31
40 62,4 63
60 93,6 95
E
£ .
o 8 8

t{cm)

Figure V.1.2

laminaire

Evolution de la couche limite dans des conduites cylindriques de différentes sections en régime

63




Pour représenter I’évolution de la couche limite laminaire nous avons opté pour la

convention suivante ;

L’épaisseur de la couche limite laminaire est définie comme étant fa distance a laquelle la

vitesse différé de moins de 1% de la vitesse dans le corps de ’écoulement.

AUs1%

Figure V.1.3
Epaisseur de la couche limite laminaire

L’épaisseur de la couche limite laminaire [4] est donnée par la formule (V.2)

5=— V.2
JR,

Avec :
0 : Epaisseur de la couche limite laminaire.
Z  Distance a partir de I’origine amont de la conduite.

Rx : Nombre de Reynolds calculé avec la vitesse axiale 4 la distance Z.

K : Constante (généralement la constante K=5),

Nous avons comparé I’épaisseur de la couche limite laminaire (Figure V.1.3 a) obtenue &

partir de résultats numériques avec celles calculées par I’équation (V.2) .

Nous remarquons que I’aliure de la courbe que nous avons obtenu a partir des résultats

numeériques a la méme forme que celle tracée a partir de I’équation (V.2).

64




R{mm)
o

L{cm)

Résultats expérimentaux .calculés A partir de ’équation (V.2)
Résultats numériques.

Figure V.13 a
Comparaison entre I’épaisseur de la couche limite laminaire obtenue par les résultats
numériques et expérimentaux

Quand a I’épaisseur obtenue numériquement est plus importante que celle tracée & partir de
I’équation (V.2), nous estimons ce décalage a une surestimation de la différence de vitesse entre le
corps de P’écoulement et la vitesse dans la couche limite laminaire (AU<0.01 [5]).

Les Figures (V.1.4 a, b et ¢) représentent I’évolution de la vitesse axiale dans des conduites
de différents diamétres et pour un nombre de Reynolds de 30 000,

Nous remarquons que les profils de vitesse sont pratiquement paraboliques et peuvent étre
décomposés en deux zones distinctes :

» Zone centrale : elle représente le corps de I’écoulement. Dans cette zone la vitesse des filets
liquides varie peu, voire méme qu’elle présente une répartition uniforme des vitesses.

»La deuxiéme zone située au voisinage des parois comporte une trés faible partie de
I’écoulement. Dans cette zone la vitesse des filets liquides varie de fagon plus importante par
rapport a la zone centrale et le profil des vitesses rejoint trés rapidement le point de vitesse zéro sur
les parois.

Cette brusque variation et due toujours 4 la présence de parois qui freinent les filets fluides
créant ainsit une couche limite.

La répartition, presque uniforme des vitesses dans la zone centrale de I’écoulement est une
conséquence directe de la présence de la turbulence qui provoque une égalisation des vitesses par

rapport au régime laminaire [5].
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Répartition des vitesses dans une conduite cylindrique de 20mm de diamétre en régime

turbulent Rd=30 000
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La figure (V.1.5) représente I’évolution des vitesses radiales U, le long d’une conduite de

20mm de diamétre pour différents rayons.

Nous remarquons nettement que les vitesses radiales sont constantes sur un méme rayon, et
elles diminuent au fur et 4 mesure que 1’on se rapproche de I’axe de la conduite. Cette diminution
est la conséquence directe de la présence de la couche limite ; en effet, les couches fluides qui sont
au voisinage des parois présentent un grand gradient de vitesse ; ce dernier diminue lorsque ’on
s’éloigne de la zone d’influence de la couche limite [S]. 7

Les courbes représentatives de I’évolution des vitesses radiales pour le régime laminaire et
le régime turbulent ont la méme allure ; sauf que le gradient de vitesse radiale dans le régime

laminaire est plus faible que celui du régime turbulent. Toutefois le gradient de vitesse radiale reste

négligeable devant le gradient des vitesses axiales.
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Evolution de la vitesse radiale le long d’une conduite de 20mm de diamétre en régime turbulent
R4=30 000
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V.1.1.2. la pression-:

La figure (V.1.6) représente I’évolution de la pression le long d’une conduite cylindrique de
40mm de diamétre sur son axe, pour différentes valeurs du nombre de Reynolds.

La courbe représentative de la pression est une droite décroissante le long de la conduite.
Cette diminution de la pression est due 2 I’augmentation de la vitesse locale de I’écoulement
conformément au théoréme de Bernoulli (conservation de I"énergie) [4]. Cette chute de pression

diminue avec ’augmentation du nombre de Reynolds.
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Figure (V.1.6)
Evolution de la pression le long d’une conduite de 40mm de diamétre pour différentes valeurs du
nombre de Reynolds

Pour le régime laminaire (Rd<2000) la courbe de la chute de pression est décroissante, c'est-
a-dire qu’elle est inversement proportionnelle au nombre de Reynolds c’est ce qu’exprime
I'équation (V.3) [5].

164 L
AP = p————U* (Pas) , V.3
2R, D
Toutefois la chute de pression obtenue par les résultats numériques n’est pas aussi
importante que celle décrite par 1’équation (V.3), car nous n’avons pas tenu compte de la rugosité

des parois.
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LCHARITRE Vo: Résulfafs &t rifeipiétarion . ot B .
Aprés cette analyse de I’écoulement dans une conduite cylindrique sans singularité et la
comparaison des résultats obtenus avec les résultats théoriques et expérimentaux d’autres auteurs,
cesdits résultats obtenus nous confirment la validité de notre modéle mathématique,

A présent nous allons analyser I’écoulement dans une conduite cylindrique comportant un
diaphragme _

V.1.2. Conduite cylindrique comportant un diaphragme :

V.1.2.1. profil des vitesses :

Sur les figures (V.2.1 a, b et ¢), nous avons représenté le profil de la vitesse axiale Uz dans
une conduite de 40mim de diameétre.

La figure (V.2.1.a) représente le profil des vitesses Uz pour six abscisses dont la plus
éloignée est distante de 12mm du diaphragme avec un pas de 2mm. A partir de cette section la
veine fluide commence a se contracter. Les vitesses dans le corps de I’écoulement augmentent
d’'une fagon assez appréciable et les vitesses dans les zones situées au voisinage des parois
diminuent de fagon a conserver le débit a travers toutes les sections.

La figure (V.2.1.b.) représente 1’évolution de la vitesse axiale i I’intérieur du diaphragme ; &
entrée du diaphragme les vitesses du corps de I’écoulement au contact avec le diaphragme
s’annulent ; tandis que les vitesses de la partie de ’écoulement qui passe a travers Porifice du
diaphragme augmentent de fagon importante de maniére i garder le débit constant dans cette
restriction de section. Plus I’écoulement évolue dans le diaphragme plus la section de Vorifice
commence a s’élargir progressivement et les vitesse décroissent de fagon moins importante.

La figure (V.2.1.c) représente I’évolution de la vitesse axiale a I’amont du diaphragme. A la
sortie du diaphragme on est dans le cas d’un élargissement brusque de section. Le fluide qui était
contracté dans le diaphragme se décontracte progressivement. Les vitesses de la partie centrale du
corps de I’écoulement diminuent tandis que la partie de la veine fluide décontractée présente des
vitesses négatives créant ainsi des rouleaux de recirculations. Au fur et 3 mesure que le fluide
s’écoule du coté aval de la construction les vitesses négatives disparaissent progressivement et
redeviennent positives indiquant que le fluide occupe de nouveau la totalité de la section de la
conduite.

La perturbation de la veine fluide en aval de la construction apparait & une distance
approximativement égale 3 D/3, et la veine réoccupe de nouveau la totalité de la section 2 une

distance approximativement égale a D/2.
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Figure V.2.1 a
Répartition des vitesses dans une conduite cylindrique de 40mm de diameétre comportant un
diaphragme, 4 I’amont de la construction (Rg=800).
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Figure V.2.1 b .
Répartition des vitesses au niveau du diaphragme dans une conduite cylindrique de 40mm de diamétre
comportant un diaphragme(R4=800). '
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Répartition des vitesses dans une conduite cylindrique de 40mm de diamétre comportant un
diaphragme, a I’aval de la construction(R4=800).
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La figure (V.2.2) représente I’évolution de la pression le long d’une conduite de 40mm de

diamétre munie d’un diaphragme, de 4mm d’épaisseur et un rapport de diamétre de 0.5 placé i une
distance de 60cm de !’origine amont de la conduite pour un nombre de Reynolds de 30 000.

Nous remarquons que cette courbe présente une chute de pression importante au niveau du
diaphragme. Cette chute de pression est due a 1’augmentation brusque de la vitesse locale de
I’écoulement créant ainsi une perte de charge locale au niveau du diaphragme.

La chute de pression qu’engendre le diaphragme [4], est donnée par la formule (V.4).

2
“} - 1] (Pas) V4

1}

I
AP =~ pU*
|

Avec :
U : vitesse moyenne de I’écoulement.
S : aire de la conduite.
Sy : aire de ’orifice du diaphragme.
m : coefficient de contraction de la veine fluide.
Pour un diaphragme mince avec un rapport de diamétres de 0.5 m=0,65
Nous avons calculé la chute de pression engendrée par le diaphragme pour la méme
conduite, pour le méme nombre de Reynolds et pour plusieurs rapports des diamétres a partir de
I’équation (V.4) et nous avons comparé ces résultats avec ies résultats que nous avons obtenus
(figure V.3). Les résultats sont dans le tableau (3).
Tableau (2) : coefficient de contraction de la veine fluide pour un diaphragme mince

En fonction du rapport des diamétres.{4}

Coefficient de contraction de la veine liquide Rapport des diamétres
m B=r/R
0,62 | 0,4
0,65 0,5
0,68 0,6
0,76 0,8

16




0 - .

5040 A5 .

-100 - — e
A50 e
200 - - - -

P(Pas}

0 -oiie--—B85 .70

L(cm)

Figure V.2.2.a

Evolution de la pression dans une conduite cylindrique de 40mm de diamétre comportant un diaphragme (Rp=30 000)
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Evolution de la pression dans une conduite cylindrique pour plusieurs rapports des diametres
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Tableau (3)

B Chute de pression calculée a Chute' de pression obtenue par
partir de I’équation (V.4) résultats numériques (Pas)
0,4 421,30 384,47
0,5 132,2 115,47
0,6 47,58 40,31

“Nous remarquons que la chute de pression devient plus importante avec I’augmentation du
rapport des diamétres, c’est ce que laisse & dire qu’il y a une proportionnalité inverse entre la chute
de pression et le diamétre de orifice. .

En effet [4] plus le diamétre de I’orifice augmente, plus la chute de pression devient moins
importante, ¢’est ce que I’équation (V.4) exprime,
V.2.2. influence de ’angle de biseautage :

Pour mettre en évidence I’effet de I’angle de biseautage, nous avons fait varier |’angle de
biseautage du diaphragme a la limite 4 laquelie le maillage le permet. Nous avons relevé les
observations suivantes : _

- La variation de I’angle de biseautage n’a pas une grande influence sur la variation de la pression.
Donc seul le diamétre de Porifice influe..

- Paugmentation de I’angle de biseautage engendre une augmentation de la longueur  la quelle la
veine fluide contractée a I’aval de la construction réoccupe de nouveau la totalité de la section de la

canalisation (figure V.2.2.¢).
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—_
o
L 2

0 ] T T T T
0 15 30 90 45 60 75

B e

Figure V.2.2.¢
Influence de I’angle de biseautage.
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La courbe L = f(8)est une parabole, qui peut étre écrite sous la forme suivante :
L=a+d'6 ' V.5
ou a, a’et b sont des constantes a déterminées.
Pour déterminer la fonction qui décrit I’évolution de la longueur a la quelle le fluide
réoccupe de nouveau la totalité de la section, nous avons utilisé la méthode des moindres crées.

Le résultat final est :

L = 27-0,00340** V.6

V.2.3. Etalonnage du débitmétre :

Comme nous I’avons présenté au chapitre (ITI) les débitrnétrés a diaphragme sont des
débitmétres a pression différentielle ; les relations permettant le calcul du débit sont données en
fonction de la différence de pression (Equation IT1.1).

Pour determiner les constantes a et b de la relation (II1.1) , nous procederons de la maniére

suivante :

Pour plusieurs valeurs de débit nous prendrons la différence de pression entre P'aval et
IPamont de la construction respectivement aux distances D + D /10 et D/2+D/20 [13].
D est le diamétre de la conduite:
Les résultats sont représentés graphiquement sur la figure (V.2.3).

Dans un dispositif d’étranglement la relation permettant le calcul du débit est de la forme

suivante (Chapitre II)

Q = adk’ V.7
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Figure V.2.3
Variation du débit en fonction de la chute de pression

Les constantes a et b seront déterminées graphiquement

En introduisant le logarithme sur les deux membres de I’équation (V.5) nous obtenons:
Log(Q) = Log(a) + bLog(Ah) V.8

En posant :
Log(Q) =Y
Log(Ah)=X
Log(a) =A

Nous obtenons :
Y=A+bX V.9

Qui est ’équation d’une droite de pente b Figure (V.2.2.4).
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Courbe d’étalonnage du débitmétre

05
0 02 04 0.6 08 1 1,2 14 1,6 18 2
log(h)
Figure V.2.2.4

Avec
b=AY a8
AX

A=Y -bX =4,08 = a=1,406

Dong la relation qui permet le calcul du débit est

Q = 1,406(Ah)**

De la méme maniére nous avons refait le calcu! pour plusieurs rapports des diamétres, les

résultats sont représentés sur le tableau (4)

V.10

Tableau 4
Etalonnage du débit métre
Rapport des diamétres a b
0,4 1,16 0,56
0,5 1,40 0,48
0,6 1,54 0,5
0.8 1,87 0,51
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CONCLUSION

Nos avons analysé, les écoulement dans des conduites cylindriques, simples, sans singularité
en charge et 4 section transversale constante, ainsi que dans des conduites comportant un
diaphragme. | |

Pour adapter les équations de Navier-Stokes a la géométrie cylindrique des conduites, nous
avons utilisé un repére en coordonnées cylindriques ainsi que I’utilisation d’un schéma de
discrétisation en différences finies conjointement avec la méthode de « compressibilité
artificielle ». La résolution du systeme d’équations différentielles de Navier-Stokes nous a permis
d’établir le champ de vitesse et de pression, et par la suite d’étalonner le débitmetre.

La comparaison des résultats de 1’étude avec ceux obtenus par d’autres auteurs ayant utilisé
d’autres méthodes d’une part et avec ceux que donne I’expérience d’autre part nous confirme la
validité du modéle mathématique utilisé et des résultats obtenus.

Nous retiendrons en particulier de cette étude, que P’épaisseur de la couche limite laminaire
et proportionnelle a 1a longueur de la conduite et qu’elle se développe pleinement a une distance

approximativement égale & 16 fois le diamétre.
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Dans les conduites comportant un diaphragme, le débit qui s’écoule dans la conduite est
proportionnel 4 la racine carrée de la chute de pression entre I’amont et I’aval de la construction, et
que cette chute augmente avec le rétrécissement de I’orifice de Porgane.

Cette approche gagnerait 4 étre étudiée en considérant d’autres organes déprimogénes non
normalisés tels que les diaphragmes & orifice rectangulaire ou excentrique , d’introduire la
turbulence , et d’étudier de fagon plus rigoureuse I’évolution de la couche limite.

Enfin, des essais expérimentaux sont indispensables pour évaluer le degré de précision des

analyses.
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Diaphragme mince dans un tube :

Un diaphragme a bord
mince obture partiellement un tube de
diamétre ‘D’ L’écoulement est étranglé et
on observe une contraction de la veine
liquide puis un élargissement jusqu’au
recollement a la paroi. La perte de charge
est exactement du méme type que celle du

rétrécissement brusque.

Si d désigne le diamétre de
Porifice du diaphragme et C. le
coefficient de contraction la perte de

charge est caractérisé par

2

_ pV'I. D2 1
2 \Ca?

Le coefficient de contraction est
fonction du nombre de Reynolds et du
rapport D/d.

La figure ci-dessous représente ia
variation de C. en fonction de d/D pour

Re>10°

variation de Cc en fonction de d/iD

1
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CoefTicient de débit en fonction du nombre de
Reynolds :
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Evolution du coefficient de perte de charge
singuli¢re en fonction de Pangle au sommet
d’un divergent :
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Débitmétres a ultrasons :

Il est constitué par deux émetteurs
qui dirigent les ondes sonores sous un
certain angle d’un coté a autre de la
canalisation 1’'un dans la direction du
courant l'autre contre le courant. Le
mouvement de P'eau accélére la
propagation de I’'un des signaux et ralentit
Pautre. La différence de temps de
transmission et les dimensions du canal
permettent de calculer le débit.

Débitmétre capacitif :

Un pluviométre capacitif a été
proposé pour la mesure des précipitations |
I’eau collectée passe entre les électrodes
d’un condensateur dont la capacité varie
avec Dintensité de la pluie. La mesure est
transformée en un courant dont la
fréquence est modulée ou en un courant
continu que 1’en peut intégrer.

Débitmeétre électromagnétique :

Le mouvement d’un fluide
conducteur dans un champ magnétique
crée un courant dont la mesure permet de
déterminer le débit ou la vitesse du fluide.
On peut également, si la conductivité
€lectrique est importante, mesurer le
champ magnétique produit par ce courant
liquide.

Ce type de débitmétre est utilisé

pour les métaux liquides.

Déverseir canaux jaugeur :

On appelle déversoir tout ouvrage
par-dessus lequel I’eau s’écoule en
formant a I’aval une veine libre.

La hauteur a laquelle I’eau s’éléve pour
traverser le déversoir est proportionnelle
au débit.




Organigramme de calcul
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