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Resume

ainsi que 1’étude des pressions hydrodynamiques sur les barrages poids rigide et a
"intérieur de leurs réservoirs' dues a ’action d’un séisme. Pour cela, on utilise la

méthode des équations intégrales aux frontieres.

Quelques résultats obtenus ont été comparés avec d’autres résultats obtenus par
des études précédentes.

La comparaison a montré que les résultats sont tres proches.

AB STRACT

The object of this work is the theoreticals stady of fluid-structure interaction,
with of hydrodynamic pressures on rigid gravity dams and in theirs tanks due to
earthquake action, using the boundary element method.

Some results obtened are compared with other results of previous stadies.

The agreement between these results is fairly good
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Le comportement dyhan'u'qu.e d’une structure telle que les barrages, cst
influencé par la présence du fluide. En sa présence, le mouvement du solide, les
déformations et contraintes qu’il subit, ne sont pas:les mémes que pdur le sohde seul
en raison du couplage fluide-structure. Tl est donc essentiel, pour la conception de .
telles structures de prendre en compte ¢e phénoméne, notamment pour les excitations

sismiques,

Les applications du calcul dynamique dans le domaine des s€ismes, ont pendant
longtemps éte freinées par:

e Le faible nombre des données d’enregistrements disponibles pour les .
mouvements forts, correspondants a des inténsités notableé.

e L’allure extrémement irréguliére des mouvements sismiques.

« L’importance des effets non-linéaires dans les structures (barrages) soumises
a des excitations sismiques de fort miveau ( fissurations, chocs,
frottements)qui impliq'uent: pour des études détaillées, I"utilisation ét
I’implantation dans les codes de calcul des lois complexes ( équations aux

dérivées partielles )pour décrire le comportement des matériaux.

L analyse de la réponsé du barrage au séisme, est trés compliquée du fait
quelle doit tenir compte non seulement de I’action sismique sur le barrage proﬁrefnent
dit. mais aussi d’autres facteurs qui influent sur la réponse au séisme, a savoir :

e [’interaction entre le barrage et I’eau du reservmr

e L’interaction entre le barrage et la fondation sur laquelle 1l repose.

e | interaction entre ’eau et le fond de la retenue.

Un ensemble de méthodes et de codes de calcul, ainsi que les critéres et
‘conditions pratiques de bonne utilisation sont maintenant disponibles pour effectuer

’analyse sismique des barrages.

ENP. 96
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Chapitre I : Généralités

I-1 LE SEISME:
Qu’est ce qu’un seisme?

L’ébranlement de la croiite terrestre en un point quelconque, provoque des
vibrations qui se transmettent a travers le globe terrestre. Le passage-de ces vibrations
constitue un tremblement de terre ou séisme. En réalité le séisme ne se produit pas en
surface, il prend toujours naissance a partir d’'un point appelé hypocentre ou foyer

(I’épicentre est la projection en surface de I’hypocentre).

Les tremblements de terre provoquént des accélérations qui engendrent dans le
‘barrage des efforts supplémentaires chsécﬁtifs aux forces d’inerties. Ces accélérations
peuvent se développer dans toutes les directions, mais ce sont é'vidermn:ent les ondes
longitudinales qui sont les plus dangereuseé pour les barrages, dont voici un apergu sur

ces types d’ondes :

1-2 TYPES D’ONDES :

1-2-1 Ondes de volumes: .

L

Elies se forment souvent dans le foyer et se propagent a I'intérieur de la terre

sous 2 formes.

I-2-1-1 Ondes P {(ou ondes longitudinales):
Ces ondes se propagent avec une vitesse de 7 4 8 Km/s et s’accompagnent d’un
changement de volume (compression et dilatation alternées) comme le montre la figure

1.2.2)

1-2-1-2 ondes S (ou ondes transversales) :
Ces ondes se déplacent avec une vitesse de 4 a 5 Km/s et s’accompagnent d’une
distorsion dans le plan perpendiculaire a la direction de propagation, provoquant un
cisaillement sans changement de volume. A la différence des ondes longitudinales, les

ondes transversales ne peuvent se propager dans les milieux liquides ou gazeux, en

EN.P. 96 3
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Chapitre I : Généralités

raison de I’inaptitude de ces milieux a transmettre les efforts de cisaillement comme le

montre la figure (1. 2 .b).

1-2-2 Ondes de surface :

Les ondes de volumes qui. arrivent a la surface de la terre produisent des ondes

de surface qui intéressent le sol que sur une profondeur extrémement faible.

On distingue principalement:

1-2-2-1 Ondes Q (ou ondes Love) :

Ce sont des ondes pour lesquelles les points du sol se déplacent dans un plan
tanglent a la surface, perpendlculalrement a la dlrectlon de propagation; elles
n’engendrent que des contraintes de c1sa111ement comme le montre la ﬁgure (1.2.c).
I-2-2-2 Ondes R (oi ondes de Rayleigh):

' Ce sont des ondes pour lesquelles les points du sol décrivent des ellipses dans le
plan vertical de propagation. Ce mouvement est semblable au mouvement de la houle -

et entraine des compressions ( ou des tractions) ainsi que des cisaillement dans le sol
LY

comme le montre la figure (1.2.d).

I-3 NOTION SUR LE COMPORTEMENT DYNAMIQUE I)’UN BARRAGE :

Sous I’action d’une charge dynamique qui varie en fonction du temps. A chaque
instant le barrage a un état de contrainte, cette variation de la charge est le facteur
majeur de la 6omp1exité. En effet dans le calcul dynamique, les accélérations
produisent des forces d’inertie oi)posées aux accélérations, par conséquent la structure

doit résister non seulement aux forces dynamiques mais aussi aux forces d’inertie.

Le comportement dynamique du barrage présente un certain nombre de traits
spécifiques. En effet, il en résulte lors d’un séisme:
- Une interaction sol-stucture,

- Une interaction fluide-structure.

ENP. 96 4



Chapitre [ : Généralités

4

[-3-1 Interaction sol-structure :

L’interaction sol-structure est I’étude du comportement d’un barrage soumis 2
une sollicitation sismique, lors du séisme les perturbations du mouvement du sol
modifient la réponse du barrage. La démarche actuelle est de traiter le barrage et la

fondation séparément du couple fluide-structure.

La fondation est considérée commie un espace continu homogene élastique et

semi-infini a comport¢ment linéaire.

I-3-2 Interaction fluide-structure :

L’effet hydrodynamique est un .aspect trés important dafis la conception

sismique des barrages en béton et structiires associées.

En effet le comportement dynamique d’une structure en particulier le barrage se
trouve modifié lorsque c‘.elle—ci se trouve en contact d’un fluide. Du fdit que la
fréquence propre de vibration d’une structu.re-'qui doit éfre constante (dépend de la
masse et de la rigidité). Se trouve modifiée pour une telle structure en contact.de I’eau
(barrage) durant le tremblement de terre, chose qu’on ne voit pas dans d’autres types

de structures (batiments, ponts, etc:).

A présent nous présen’tdns quelques approches anciennes et récentes réalisées
dans le but d’une analyse des bressions hydr()dynamiques sur les barrages rigi: i
: _ . - !
I-3-2-1 Formulation de la grange:
L’approche consiste a modéliser ensemble le fluide et la structure. Le
mouvement de [’eau est gouverné par les équations de Lagrange ainsi que le solide. La

modélisation du fluide est représenté par une largeur égale 2 trois fois celle du barrage.-

1-3-2-2 Formulation d’Euler :

EN.P. 96 , , 5



Chapitre I : Généralites

Dans cette formulation le mouvement de la structure est expnmé par les
equatlons de Lagrange. L’interaction se fera par itérations qu1 nécessitent beaucoup de
calcul et de temps, ce qui rend la methode d1fﬁc11e bien qu’elle présente unie bonne

précision.

1-3-2-3 Formulation par mas,se's ajoﬁté,es : (Westergaard) |

La premiére approche a été donnée par Westergaard en 1933 qui a calculé la
répartition des pressions sur un écran vertical limitant un réservoir semi-infini de
profondeur constante. Dans 1’hypothése d’un mouvement horizontal harmonique de
I’écran de période T. L’accroissement de la pression hydraulique s’exergant sur un
barrage 4 la suite d’un séisme est calculé suivant la formule de Westergaard,

P(y) = 7/8K . vo(H. )"

avec !

P : Accroissement de 1a pression sur I’écran. | -

K : Coefficient sismique.

Yw: Poids volumique de I’eau

H : Profondeur maximale de 1’cau.

y : Profondeur du point considéré.

Les forces hydrodynamlques F agissant sur un barrage poids, sont similaires &
celles d’eau soumise a une acceleratlon da:ns une figure parabohque comme le montre

la figure (1.3 . a).

" Cette parabole est définie par li’équation :
X=7/8 (H.y)"

(Westegaard suppose qu’une certaine partle de I’eau se déplace avec le barrage alors

que le reste du réservoir reste mactlf)

EN.P. 96 — | 6



Chapitre I : Genéralites

04H

7/8 H
FIG. (1.3 .2a)

Pour déterminer la force résultante sur I’écran on procéde comme suit |
dF = pds
sachant que P = 7/8 K.yW(H .y)'” 2

ds = dx dy
en prenant I’unité de largeur de I’écran on aura :
ds = dy

par conséquent :

dF = 7/8 K.yw(H .y) “dy

H

d'ou F = 7/8 K.y, H* gydy

aprés intégration on ,trbuve ;
F=7/12k y,H? ‘

Elle s’applique en un point situé au 2/5 de la hauteur du réservoir du bas comme
le montre la figure (1. 3 / a)
1-3-2-4 Formulation de Zangar (1951) 7 7

Zangar a étudié 'influence de I’écran amont sur I’interaction barrage-eau est . |
cela en se référant 4 la méthode de l’aﬁaldgie €lectrique dont le but de résoudre

I"équation de Laplace régissant I’évolution de la pression dans le réservoir due a un

EN.P. 96 o , 7



Chapitre I : Généralues

L

tremblement de terre engendrant des ondes horizontales. la pression hydrodynamique
sur le parement est donnée par :

P=C.K Yw. H
C : Coefficient de pression, qui dépend seulement de la forme du barrage.

Les résultats expérimentaux on fait 1’objet d’une formulation analytique approchée :

P(Y)z'%cm_H,'yw %(2_%}_*_(%{[2_%)]2

avec C,, : Coefficient de pression maximale donné par la figure (1. 3 . b).

kb

“EN.P. 96
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Chapitre Il : Modelisation mathématique

1I-1 INTRODUCTION :

‘Le comportement d’un barrage en situation dynamique dépend essentiellement de :

L’interaction dynamique avec I’eau du réservoir, suite & une excitation sismique, les
mouvements du sol et la déformation du barrage engendrent dans ’eau des ondes de

{ . - . - . - : . .
pression qui contribuent en retour aux déformations de la structure et influencent ainsi

la répartition du champ de pressions hydrodynamiques‘sur sur le parement amont.

- Or la connaissance de ce champ de pressions hydrodynamiques et par
conséquent du champs d’accélérations qui en découlent est trés important pour une
analyse correcte de la réponse dynamique de I’ouvrage. On parle alors de couplage

hydrodynamiques fluide - structure,

Le systéme couplé barrage - réservoir étant constitué par deux milieux continus
a savoir :
-milieu I : Solide ( Corps du barrage ) .

- milieu IT : Fluide ( Réservoir ) .

Ces deux derniers obéissent a la loi fondamentale de la dynamique .

-2 LLOI FONDAMENTALE DE LA DYNAMIQUE :

L’énoncé classique de la loi de newton se traduit par 1’égalité des tenseurs des
quantités d’accélération et celui des forces extérieures agissants sur uné partie d’un
systeme donné ( solide - fluide ) par conséquent pour un volume infinitésimale dv

fig. (I.a), ’égalité des rorces s’écrit :

[ydm = JE av+ ] Pma)ds (I1.2.1)

E.N.P. 96 9



Chapitre II : Modélisation mathématique

avec :
Y . Accélérations du volume dv .
dm : La masse du volume dv.
EF, : Forces volumiques.

P(m,i) : Effort extérieur de cohésion.

I._G” O
6= [02: Oy
G, Op

(I1.2.2)

. .
i |
i

- L’état de contrainte en un point du corps est défihi par le tenseur de contrainte [o;), fig

(I1.b.2) tel que :

013-{ Gy =0 , -
023 J ou . 0'1'3 = 031
Gy GOy3 = Oy

ENP. 96
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Chapitre 1l : Modélisation mathématique

(
z Z
P o
4
n ¢ ‘Ji; E " y ¥
' 2’ ‘ _‘.12
' ﬁ: L
(1) = (2)
X X
X
Fig. (ILb
Donc I’équation (I1.2.1) peut étre écrite commie suit :
_[ ypdv = Icﬁ n; ds+J.Fv dv ' (I1.2.3)
v 5 v .
: Ou encore :
: —J"g pdv—f—_“FV dv+J.cij_j. dv 20 ' . : (11.2.4)
v v v, : : N :
et puisque o i o s
' o !
"-Id)d\r:O ' vV veD
v : : :
I\
avec
¢ : Fonction quelconque
alors ¢ = 0 dans D
L’équation du mouvement s’écrit alors sur X
o, +F = py, o (I1.2.5)

ENP. 96 ] 11




Chapitre Il : Modélisation mathématique

11-3 PARTIE SOLIDE :

I1-3-1 Notion d’élasticité : 7 R -

5 Ia théorie de 1’élasticité est une méthode directe de formulation des équations
forces-deplacements. Pour un solide soumis 4 un chargement donné, cette théorie a

pour but I’étude des contraintes et déformations qui en résultent avec pour hypothese:
. o Les déformations sont supposées petites.
L
. o Laloi de comportement reliant contraintes et déformations est linéaire.

. o Le solide (barrage) est élastique, homogeéne et isotrope.
I1-3-2 Equations gouvernantes :

1-3-2-1 Equatibns déformations - déplacement :

. L’état de déformation [¢] tel qué :

- €y Ey €3 T &y '
[el=|€, £, €3 avec: g€, =&, (I.3.2.1.1)
€3 €3 Eg €2 TEyy . '

Les relations déformations - déplacement pour' la théorie linéaire sont :

(U; +U;) i=1.3; j=1..3 (10.3.2.1.2)

Sij =

M1>—l

avee .|

w; : Déplacement suivant la direction x; .

I1-3-2-2 Equations de compatibilité :

I1 existe des relations qui expriment les restrictions sur la forme des
déformations pour que le systtme d’équations soit intégrable. Ces conditions

d’integrabilite sont appelées conditions de compatibilité de déformations.

EN.P. 96 ' 12



Chapitre 1l : Modélisation mathématique

‘Elles sont expritées par les relations suivantes :

)

)

2325:1 - 0 [&Yu +8Y|3 _a}'zs
ax, dx, ox,\dx, O, %,
262822 _ 0 [3’}’]2 + Ny Oy
X, 0x, O, ox, ox;, 0Ox,
282533 _ 0 (6)’13 4 N 23 _ N1y
o, 0x, Ox;\ 9%, ox, 0Ox,
a27/12 azs11 62822
ox, 0x, 8x22 3X12
62713 62822 az833
ox, Ox, 8x32 67(22
32713 62€u 62833
Ox, OX;y ax32 8)(12
avec vy, =2g; pour i#]

J

11-3-2-3 Relation contraintes - déformations :

(M3.22.1)

(.32 5.2

Les états de contraintes et.de déformations sont relies de la maniére suivantes:

Gy = Cijkl-skl

qui s’ écrit matricielement :

G C, Cn, C; Cu Gy Ci |1en
On Cy Crn Cy Cu Gy Cyf|tm
c C C C C C C..lle
B £y 32 13 34 B 3§ B _ 1] [e] (I32.31)
G2 Ca C., Cs Cu Cu Cu||Tn
Oy C, C; C,; Cyu Cyu. Cw || Y15
Ga3 ] Ca Co Cq Cee Cos CesdLya
ENP 96 13



" Chapitre Il : Modélisation mathématique

La matrice [C] étant symétrique, les coefficients Cy sont des coefficients de
réponse du matériau. IIs dépendent des prépriétés de celui-ci pér définition :
Un matériau isotrope estﬁcaractéris'é par des propriétés élastiques inchangées dans toute
les directions. |

Les constantes élastiques sont alors réduites 4 deux constantes indépendantes dites

coefficients de lame A et . les relations contraintes - déformations, s’écrivent alors :

o,] [A+20 A A 0 0 0
O A A+2p A 0 0 0Oy|ey
G, A A A+2u 0 0 0]}e, ,
= 3232
Oy | 0 0 0 un 0 0lly, (32.32)
Oy, 0 0 0 n Of|lyy,
op) L O 0 0 0 0 plys.
ouencore : oij=Ag, d; + 1y, |
avec
___VvE
~ {(1+0(1-2v) o ; |
E ‘ ' f _
CTcrnt il A | o - (I13.2.33)
o - : : |

avec : S | !
" E: Module de young (d’élas;tiéi.té)'.'

v : Coefficient de pmsson .

G : Module d’ élaStICItC transversal (aseullement)

11-3-3 Elasticite plané :

Les problémes de la théone d’élasticité sont simplifies dans' une large mesure
1orsque les tensions ou les déformations sont toutes paralleles a un plan On a donc

affaire a des problémes bidimensionels.

EN.P. 96 14
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. EN.P. 96

~ I1-3-3-1 Etat de contrainte plane :

i
Pour un matériau isotrope la lot de HOOKE donne :

c G.
€, = %—u é’ |
G, O© :

€4y = -uf—f i | (IL33.L1)
(1+v) f
€y = G2 ;

D'ou I'on tire les relations contraintes — deformations suivantes:
o . ; .

. Lo 0 e !

G, |= (1 - 2) v 1 0 £, : ; (IL3.3.12)
. -V 1- .

(S 0 0 -(TU) 2g;, .

I1-3-3-2 Etat de déformation plane :

De la méme maniére qu’on contrainte plane on établie les relations contraintes-

deformations en utilisant les équatiens suivantes : |

Q
S
3

£ R

"E E E oo

G, © o : .
€, = —V é‘ + };’ -v I;’ ! | (IL3312)
(1+v)
€ F E (3P )
Dont la contrainte o3 peut étre déterminée a partir de la loi'de HOOKE :
15
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(1+v
£, ha: N 2 (5, +0y, +0,,) =0 (11332.2)
E E
d'ou
v ' T
033 = E(Gn +022) ‘ ' : (11.3.3.2.3)

[ 1
o E (I-v) v O e | (113.3.2.4)
% = roi=2g| Y (1-v) 0 €4,
o, U L L 0 (1—20) 2812
2

11-3-4 Formulation en déplacement des problémes de I’elastodynamique :

Parfois pour résoudre certains problémes particulier, i peut étre utile de faire
appel & des équations ne faisant intervenirent que des déplacements.

(5]

I’élimination de g; entre (I1.3.2.1.2) et (I1.3.2.3.2) conduit a :

g, = 7\'(ﬁk.k)gij+!—L(Ei.j"'ﬁj.i) | : | ‘ (IL3.4.1)

s1 bien qu’en reportant ces équations dan‘s?l’équation d’équilibre (I1.2.5) 1l vient :
i +(A+u) U, +1, = pT, | (0.3.4.2)
P’équation (I1.3.4.2) peut étre écrite sous forme vectorielle de la maniére suivante :

nVu+{(A+)V(Va)+f=pu (11.3.4.3)

I’équation (I1.3.4.3) est connue sous le nom de I’équation de lamé.

a I’équation (I1.3.4.3) s’ajoutent les conditions initiales :

So)= i) . o) =ve()  (3.4.4)

et les conditions aux limites sur la frontiére T,

EN.P. 96 ‘ 6
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Le vecteur traction t, (x,t) appliqué sur une facette de normale n(x), s’exprime

en fonction du vecteur déplacement par la relation : [ Solomon |

P .
tem :lVﬁn+2ug+pnA(VAﬁ) . (T1.3.4.5)

i) "

Dans tout notre travail on va considére que les termes de ” source ” sont de
nature harmonique, caractérise par une pulsation w. IL est alors intéressant.de mettre le

champs de déplacement sous la forme suivante :

a(x,t) = u(x) e™ (11.3.4.6)

avec .

D’ou I'éguation (I1.3.4.3) peut s"écrire comme suit :

WV + (A +w)V(V.u) + f+pwiu=0 (1.3.4.7)

ENP. 96 ‘ ' 17
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- I1-4 PARTIE FLUIDE :

11-4-1 Hypothése fondamentale du probleme :

~ Assumons des a pressent les hypothése suivantes :

e Les mouvements sismique de la structure et du fluide sont suffisamment petit pour
permettre une description linéaire des phénomenes.

o Le flude est considére sans écoulement permanent car ses effet n’interviennent pas
sensiblement lors d’une analyse sismique.

e Le fluide est considére non visqueux, subit des faibles déplacements, et le reservoir

est semi infini.

[I-4-2 Equations gouvernantes @

Le tenseur de contraintes dans un fluide peut s’ écrire sous la forme suivante :

cj = -Pioyt Ty - ' | (II.4.;2.1)

avec :

P, : Pression totale.

8y : Symbolé de kronecker. -
1 sii=]
8 = {o sii#j

T; - Contrainte de cisaillement
Tij = 2 H & . (11.4./_‘.4')
_ou:
u : Coefficient de viscosité dynamique.

g; : Vitesse des déformations.

E.N.P. 96 18
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g = Y2 (Vij+ Vi) ( L42.3)
avec :
. V; : Vitesse du fluide dans la direction xi.
) . Substituant les équations (I1.4.2.1), (11.4.2.2), (I1.4.2.3) dans I’équation
; (11.2.5) on aura :
5 P
" ”(Vi-ii + Vj.ij) +F —-py; =0 (H.r_l.2.4)
;
Soit en ecriture condensée (les trois directions en méme temps)‘:
N dv
-VP +uV*'V+F- Py = 0 (4.2 %)
qui représente 1”’équation de Navier stockes.
avec :
P, : Pression totale.
V : Vitesse linéaire.
i : Viscosité dynamique du fluide.
F : Force de volume.
p : Masse volumique du fluide.
Sachant que :
P, = Pq + Phyd (11.4.2.6)
ou :
P, : Pression statique.
Ppyq : Pression hydrodynamique.
" en remplagant I’équation (H.4.2.6) dans 1’équation (I.4.2.5) on aura :
i
|
19
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dv
V(P +Pyy) + 0V v +F - g O : (42.7)

al'etat inactif c.a.d avant le debut du tremblement de terre 1'é quation {1.4.2.7) seenit :

F-VP, =0 (I1.4.2.8)

st

En remplacant (I1.4.2.8) dans (IL4.2.7) on aura :

av

=0 0.4.29
i ( )

sVP,u + Vi V—p

En divisant (I.4.2.9) par p onaura:

1

S v chgry &g - (11.4.2.10)

p p dt

11-4-2-1 Cas onu I’eau est considérée compressible @

1’équation (I1.4.2.10) se réduit a
pV = -VP, , (1.4.2.1.1)
Puisque p = 0 = p/ p et les effets convectifs sont negliges ViV =0,

I"application du principe de la conservation de la masse a un volume ¢lémentaire de la

cuve, permet d’écrire 1’équation de continuité
d . .
—f— + pdw(i?) =0 (1.4212)

et comme 1’eau est considérée linéairement compressible ¢’est a dire suit la loi de
Hooke : ‘

dp = %pdp | (114.2.1.3)

avee |

K : Module d’élasticité volumique

En remplagant I’équation (I1.4.2.1.3) dans I’équation (I1.4.2.1.2) on aura :

%P+QVV =0 | (IL42.14)

EN.P. 96 ' 20
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qui représente 1’équation de la pression dans le fluide.

multipliant 1’équation (IL4.2.1.1) par V et (11.4.2.1.4) par %t on aura le systeme

d’équation suivant :

PV V+V?Phu =0

. .. 4.2.1.5
pVV+—E~Phyd =0 . o )
| l ' '

Lo | e | |
Et en faisant la soustraction des deux équations du systeme (11.4.2.1.5) on aura :
4 [ k . . S

v? Phyd'" 1 = Phya=0
’ P
| k
d' 01f1
v? é.,w—c—lziéhyd.: 0 | (;1.4.2-.1.6)

I’équation (I1.4.2.1.6) représente 1’équation générale de propagation des ondes dans un
milieu élastiqiie compressible.

avec |

C : Représente la célérité (Vitesse des ondes dans I’eau) C = 1440 m/s.

IX-4-2-2 Cas oii ’eau est considérée incompressible :

Dans le cas ou I’eau est considérée incompressible le module d’élasticite K tend

vers zéro cela implique que C tend vers I’infini d’ou %Phyd tend vers 0.
‘ C

Par conséquent 1’équation (IL.4.2.1.6) s’écrit comme suit :

VP, =0 ' (I.4.2.2.1)

L’éQuations (11.4.2.2.1) représente I’équation générale de propagation des ondes dans

un milieu élastique incompressible.

E.N.P. 96 " 21

1



L

Chapitre II : Modélisation mathématique

11-4-3 Résolution des équations d’onde :

[1-4-3-1 Cas oli Peau est considére compressible :
L’équations de propagation est

. .
VP~ P=0 (IL4.3.1.1)

dans tous qui va suivre nous €crivons que :
P, =P ( (7€ $5nem i\?ol{od%mv@%’“‘)

écrivant 1’équation (IL.4.3.1.1) en coordonnée cylindrique on aura :

8P 18P 18P 1 =

s =_P

o ror rreet C?

comme notre fluide est considéré homogéne et isotrope I’équation devient

indépendante de 6 on aura :

*P 18P 1 =
+-—=-—P
o ror CP

posan P=P (r,w) gy avecj2 =-1,

ou:
P(r,w) : Amplitude d’onde.

w:Pulsation d’onde.

on aura ;
at reor vC

en posant : K=wlcetZ=Kr
on obtient :

p 1P
L LN /(1.4.3.1.2)
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Cette équation représente 1I’équation de Bessel d’ordre zéro. _
Lesésé)lutions de cette équation de Bessel s’expriment par les fonctions de Bessel et de
Newman d’ordre zér0 Jo(Z), Yo(Z) :

cela implique que :

P=C,j(2)+]C,y,(2) | (I1.4.3.1.3)

L C, et C; sont des constantes. S o :
% . ' ‘ : Lo ;
Propriétés de yo et Jo

t

OWlotplehess wadmdgpa—oie Vo

~ La derivee de y,, J,
1
i ‘ L : i

Jo=-1,
fo !
Yo ™Y1
LY
avec .

J; : Fonction de Bessel d’ordre un.

y; : Fonction de Newmann d’ordre un.

11-4-3-2 cas ou I’eau est considérée incompressible :

Dans le cas ol1 I'eau est considérée incompressible 1’équation de propagation est :
VP=0

Pour un milieu isotrope homogene 1’équation précédente s’écrit en coordonnée
cylindrique comme suit :

O’P 18P
o ' ror

En nous bornant  I’étude des mouvement sinusoideaux de forme : P = P(w,r) &*

EN.P. 96 23
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nous aurons .

o'P 10P -
+-—=0
orr ror

la solution générale de ce type équation s’€crit :

avec :
C,, C,: Sont des constantes.

(IL4.3.2.2)

EN.P. 96
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I1-5 CONDITIONS AUX LIMITES :

a/ Pour la structure :

* Le long de la fondation .

A fin de simplifier P'interaction sol - structure, on suppose une liaison parfaite
entre le corps du barrage et le sol de fondation, donc les déplacements relatifs le long

de la fondation seront considéres nuls

U(x,y,t) =0

d ou:
U(x, ) =0

* I e long du parement amonts :

C’est la zone interface ou se fait I’intéraction fluide - structure donc 1’écran sera
influencé par le présence de I’eau, d’oll le chargement considére le long du parement

amont étant la pression hydrodynamique :

au _
E(St) =—P(x,h,t)

dron: o
U A

o= = F0R)
avec |

h : La hauteur/maximale fig, (I[.Sia)

S - La coordonnée curviligne le long du parement amont.

* Sur le reste du contour :

~ Le barrage est considére libre sur tout le reste du contour d’otion a:

c=0

EN.P. 96 - T : T " 25
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fig. (I1.5.a)

b/ Pour le fluide :

* Le long de la surface libre :

Comme l’effet des ondes de surface est négligeable, cela implique que i

pression hydrodynamique est nul le long de la surface libre :

P(x,H,t)=0

d'ou:
P(x,H}=0

avec
h.: Est la hauteur maximale Fig, (11.5.b)

Si le barrage est considéré flexible la condition au limite s’exprime par

%ﬂ‘i(St) — _pliFe™

avec |

- La composante de I’accélération selon la normale i du point considéré

=13}

d’on

q=_-=-pil,

EN.P. 96 | - ' . 26
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Quand l'exicitation est causé epar un seisme horizontale

i, = —cos{a) i
d'ou:

q = —p cog{at) il

Il
2%

Quand 1’ éxcitation est causée par un séisme verticale:

q=—(;§=psin(a)ii

* e long du parement amont du barrage :

Si on considére que la fréquence du séisme est petite devant la fréquence propre
du barrage cela implique que le barrage est considéré rigide et se déplace avec le fond

de la retenue.

La condition au limite s’exprime par :

oP e
_G;(St) =—pane™
d'ou:
avec !
a, . L’accélération du séisme.
Quand I’excitation est causée par un séisme horizontal

a, = -cos{a). a

avec - _
o : Etant ’angle entre le parement et la verticale.

EN.P. 96 ' - 27
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~d'ou:

OP
= —=pacos(a
q=—-=pacoso)
Quand I’excitation est causée par un séisme verticale:
apP )
q=—= pasin(a)

on

* Le long du fond de la retenue :

La condition au limite doit tenir compte de 1’effet d’amortissement du sol qui

- provoque une absorption partielle des ondes de pression incidentes la condition au

limite s’exprime par :
opP

q= g(S’,w) =-pa_—JwC, P(S',w)

avec : o
S’ . La coordonnée curviligne du forid.
C,: Coefficient d’amortissement du sol.
W . Impulsion (fréquence) de 1’éxicitation sismique.

. . !

La partie imaginaire de I’équation précédente représente le terme

d’amortissement. Pour une fondation rigi;de C,=0il ):f’aura:une réflexion total des

ondes. |

Pour une excitation sisﬁﬁque horizontale :
a, = a sin(f')

Pour une excitation sismique verticale : _ :
a, = -a cos(p’) :

avec :

p' . Etant I’angle entre le fond et ’honizontale.

* Le long de la limite du réservoir :

" Cette limite est définie aprés une certaine distance du parement amont au dela

. duquel il n y a pas plus une réflexion dondes.

"ENP. % - - 28
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La condition au limite s’exprime par :

P _
v
surface
r limite de la
retenuie
fond de la
_ retenue
n
Fi 1.5.b
ENP 96
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Chapitre III : Méthode des résidus pondérés

N1-1 INTRODUCTION :

Dans le cas ou il devient difficile de déterminer la solution analytique d’un
probléme par le biais d'une résolution mathématique du systéme d’équations
différentielles, Régissant le comportement du systéme physique, on fait recourt a des

techniques numériques bassés sur des méthode d’approximation.

[11-2 METHODE DES RESIDUS PONDERES :

Les méthodes des résidus pondéres permettent, en utilisant des fonctions de
pondérations, de passer d’un systéme d’équations aux dérivées partielles, a une
formulation intégrale.

Soit 4 résoudre le probléme aux limites gouverné par I’équation aux dérivées partielles:
L{w)=b dans O

avec les conditions aux limites associées :

- Essentielles : S(ug) = s sur [y
- Naturelles : G(up) =g sur I';

avec

I =T, [, : Etant la frontiére du domaine.

u0 : Représente la solution exacte du probleme.

Soit U I’approximation de Uy qui s’écrit comme suit

U=iak¢k

k=1

avee |

¢, : Représente des fonctions d’approximation lineairement indépendantes.

-
¥
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-

On définit alors une fonction erreur appelé aussi résidu par la relation suivante

R=L)-b=L(>a, ¢,)-b sur.

k=1
Si la fonction u ne satisfait pas toutes les conditions aux frontiéres, deux autres

fonctions d’erreur sont 4 envisager :

a- Erreur sur les conditions essentielles (pression)

R, = S(u)-s # 0 surl

b- Erreur sur les cona’itions naturelles (eradiant de pression) :

R2 = G(u)-g # 0 surI';

Notre but est de minimiser I’erreur sur le domaine Q) et sa frontiére I , on de
définit alors les fonctions de pondération v, et T, appartenant a un espace lingairement
indépendant on écrit alors :

[Ry. a0+ [RGar=o0
Q T

avec |

R’ : Représente I’erreur sur la frontiére I'.

Cette derniére équation est équivalente a la satisfaction des -équations
différentielles et de leurs conditions aux frontiére.

Selon la distribution de ’erreur, on définit des méthodes d’approximation différentes.

I11-2-1 Méthode des moments :

La fonction v, de pondération du résidu est telle que :

v, = X 1=0,1,2,...

J(LG) - b) w, 4@ = [(L(w) - b)x, 42 =0

8] Q
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On suppose que u satisfait toutes les conditions aux frontieres :

R1=8(u)-s=0
R2=G(u)-g=0

111-2-2 Méthode de collocation par points :

Dans cette méthode, on essaye de satisfaire les équations gouvernantes, en une
série de points du domaine appelés points de collacation.

Ona: -
U= kzuk d,
=] .

Le nombre de points de collacation est égale au nombre de paramétres oy les
fonctions de pondération vy, dans ce cas sont des fonctions DELTA DIRAK dont les

propriétés sont les sutvantes.

£~
X;

Lim KTA (xi)dx =1

Titwalx) ox=tfx)

avec

f: Etant la valeur de la fonction au point « 1 ».

AR

-E l +&

Fio, (I1l.a
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La distribution de I’erreur s’écrit alors :

[(Liw)-b)a,a0=0 i=12,..,n

Q

avec !

A, : Représente la fonction DELTA Dirak au point de collocation « i », ce qui

revient a poser :

R =L(u)-b=0 enn points du domaine.

On détermine ainsi les différentes valeurs des parametres oy. -

[11-2-3 Méthode de collocation par sous domaines :

Cette méthode est similaire 4 la méthode de collocation par point, la fonction de

pondération du résidu est telle que :

{1 si xeQ
Vi T 1 & xe2Q

avec
Q, : Etant des sous domaines de Q. 3
On aura donc n équations de la forme
(L{u)-b)dQ=0 i=1,2,..n
L’intégrale de la fonction erreur est nulle sur les différentes régions € du
domaine Q.

I11-2-4 Méthode de galerkine :

Contrairement aux autres méthodes de résidus pondérés, dans cette méthode les
fonctions de pondérations du résidus sont les méme que celles d’ approximation de la

fonction u, autrement dit :
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On écrira donc :

I(L(u)—b)\pi dQ=J..(L(u)V—b)¢id.Q= 0 i=1,2,3,..,n

0

Etant donné que U = 2.0, ¢,
k=1

on peut définir une série de coefficients arbitraires telles que :
Su=380y b +8 02 dg+F oo +8 oty On -
On écrit alors :

I(L(u)—b)ﬁudQ=0 | -

2
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Chapitre IV : Concepts de base. et représentation de la ME.LF

als

IV-1 INTRODUCTION :

En physique, on s’intéresse forcement & ce qui se passe dans un domaine D,

limité par une surface S s’appuyant sur un contour C.

En appliquant au probléme considéré les principes généraux de 1a physique, on
établit des équations, aux miecux différentielles, souvent aux dérivées partielles. Leur
intégration comporte toujours des conditions aux limites, I’équation ainsi établie, sera
dite équation gouvernante, elle concerne essentiellement le domaine. Sa solution est

dite solution fondamentale.

Cette équation tenant compte des conditions aux limites, donnera les lois de

comportement des fonctions 4 I'intérieur du domaine et sur ses limites (frontiére).

Les solutions analytiques sont trés délicates & obtenir. Ainsi les ingénieurs ont-
ils cherchés des méthodes purement numériques : différences finies puis éléments
finis. leurs inconvénient est de devoir traiter dans de nombreux cas, des problémes a
trois dimensions, ce qui exige souvent de grandes capacités de mémoire des
ordinateurs. La méthode des équations intégrales aux frontiéres permet de réduire ces

problémes a deux dimensions.

V-2 HISTORIQUE :

Alors que les propriétés majeures, des équations différentielles ont été établiées
au 19°™ giécle, le premier a avoir étudie les équations intégrales aux frontiéres est
FREDHOLM (1905) puis SMIRNOV (1929), VOLTERA (1959), MIKHLIN (1957 et
1967) et d’autres.
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Les premiéres publications sur le fraitement numérique de I’équation de la place

sont celles de SYM (1963), JAWSON et POINTER (1963).

C’est 2 RIZZO (1967) que revient les prcnuéres approches numériques de
I elasnc,lté par la methode dlrectc CRUSE (1969) étant le procéde aux domaines
tridimensionnels. WOOD (1975) a etabhe une approchle par 'éléments aux frontiéres

pour la prédiction des tassements des structures.

- En ce qui concerne I"application de la méthode pour I’analyse des pressions
hydrodynamiques dans les barrages, HUMAR et HANNA (1982) ont appliqués lo
méthode en considérant un réservoir infini et un écoulement bidimensionnel. I.TT

s

(1986) a étudié le probléme pour les barrages rigides dans le cas des écouluiiluis

. . g . !
potentiels bidimensionnels.

TSEE et LEE (1987) ont 'é.ppliqués la  méthode " pour d’analyse en
tridimensionnel des pressions hydrodynamiques sur les barrages. _
HUMMAR et JABLONSKI (1988) ont étudies le probléme en bidimensionnel et

tridimensionnel avec la méthode des équations intégrales aux frontiéres associée a la

méthode des élément finis. |

| - R . '
: ! P C "
' . l 1 . \
IV-3 PHILOSOPHIE DE LA METHODE : |

o

Le principe 'de la méthade des équations intégrales eiux frontiéres consiste a
transformer 'les equatlons d’evolutlon des phcnomenes considérés (equanons aux
dérivées partielles dans le domalnes elt des conditions Lux limite sur la fronneres) en
équahons 1ntégrales Jiants des'fonctlons connues et 1hconnues sur la frontiéres du
domaine e>éclu51vement On a. aﬁsmlune diminution de la dimension de I’ €space ou l’on

résoud les équationss, pms qu on remplace un problémé bidimensionnel; par exemple

" un par un probleme posé uniqiiement’ sur la frontiere. La résolution ou le traitement

!
numenque en sont grandement simplifiés.
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I1V-4 FORMULATION DE L’EQUATION INTEGRALE :

Actuellement, le principe des travaux virtuels est bien connu et trés répondu. 11
est souvent formulé en terme d’égalité des travaux effectues par les forces extérieures
et intérieures lors d’un deplacement virtuel quelconque Ce concept est essentiel poiis
la résolution des équations aux derlvees partielles. En effet les déplacements soiit
remplacés par une fonction arbitraire continue sur le domaine ( fonctire. -« ¢
pondération voir chapitre I ) et 1’équation est réécrite sous forme intégrale.
Considérons un phénoméne classique défini dans un domaine € limité par une
frontiere I comme le montre la figure ( IV.4.a ), et régi par I’équation aux dérivées

partielles suivantes :

L(uw) =0 \ | V4D

avece .

L : Operateur differentiel.
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Les conditions aux limites du probléme sont :

- Conditions essentielles :

U=U sur T
- Conditions naturelles :
ou
Q= a =Q sur T,

avec: [ =T+,

"Et# estlanormale sortante de la frontiére. bien eéntendu la fonction U peut étre
un scalaire ( température, pression, ... etc. ) ou un vecteur ( déplacement ). L’équation

intégrale associée a I’éqaation (IV.4.1) s’écrit :

fL(U))U‘dQ:O | 3 ' - (IV.4.2) |

0

!

aveg .

U’ : Est une fonction de pondération qui permet de diminuer I’erreur .

Cette équation est appelée forme intégrale forte de I’équation différentielle. Elle

est analogue a Iexpression des travaux virtuels. Dans toute notre étude nous
considérons un cas particulier ot le domaine Q et bidimentionnel et L est I’operateur

de Laplace ou de d’ Alembert avec

1)- Opérateur de laplace :

8’0 3'U | _
ox,  ox,

1{U) =

2)- Opérateur de d'alembert :

62U+:6¥U+ U
- +a
ox, | ox,

L(v) =

EN.P. 96 38



. Chapitre IV : Concepw)de base et repré&entation de laM.ELF

avec .

o : Est une constante réelle.

3)- Opérateur d’élasticité :
L(U) "= pV2U+{A+p)V(V.U) + po?U

L’ application du théoréme de Green (Annexe 1) permét d’écrire la formulat::
intégrale (IV.4.2) sous la forme :

»

—QE—Utho

. . ([ Ou
{J;L(U)U dQ=r_[L(U)UdQ+£[5n-U o

D’ou:

fqu‘) UdQ= fq‘ Udr+IQU* dr _ (IV.4.3) |

IV-4-1 Solution fondamentale :

Les fonctions Delta de Dirac sont souvent erhploydes pour réprésenter les
excitations uniques. concentrées intervenant dans les équations différentielles, car elle
donnent 51mp1ement une valeur en un point quand on 1ntegre sur tout le domaine pour

cela la fonction de ponderatlon doit satisfaire I’équation suivante :

u)ea = 0 o ', (Iv.4.1.1)

avec :
A" : Représente la fonctlon Delta de Dirac.

Substituant maintenant ¥ équation (IV4.1.1) dans I’équation (IV 4.3) on aura ;

[svda-fovar+fouiar . . avald
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en appliquant les propriétés de la fonction Delta de Dirac (Voir Ch III) a I’éqﬁaﬁon
(IV.4.1.2) on aura . |

u+foiuar-fouiar = o | (IV.4.1.3)
r r .
avec .

U, : Est la valeur de la fonction au point «i» d’application de I'excitation

unitaire.

L’équation (IV.4.1.3) est dite équation intégrale associée a1’équation (IV.4. 1).

IV-4-2 Equation intégrale aux frontiéies:

n

L’équation (IV.4.1.3) est valable pour un point «i» situé a 'intérieur du

domaine puisque les inconnues dans les points internes du domaine ne peuvent_£tre
déterminées que si les inconnues sur la fronuére sont connues, il est donc intéressant
d’examiner la forme limite de 1’équation (IV 4.1.3) dans le cas ot le point source « 1 »
appartient a la frontiére I' du domaine. Quand « i » est pris sur la frontiére, I’intégrale
aura une singularité. Pour résoudre ce probléme on procéde comme suit :

- Si le point « 1 » apf;artient a une‘frontif‘:re réguliére (lisse), on*suppose que le domaine
Q est augmente d’un secteur de dlsque centré au pomt «1i» etw de rayon € tendant vers

zéro comme le montre la figure (IV 4, b)

‘<
|

: | | o :i

Fig. AV.4.b

ENP. 96 40



Chapitre IV :-Concepts de base et représentation de la MELF

- Lorsque le point « 1 » est localisé dans une surface non lisse de la frontiére (coin), on
suppose que le domaine est augmenté d’une région circulaire centré au point « i » et de
rayon € tendant vers 0. La frontiére du domaine augmente de ', avec I', = 6g, ou 6
est I’angle exténeur au niveau du coin exprimé en radian comme le montre la figure
(IV.4.c).

Fig. (IV.4.c)

Dans ce cas I’équation (IV.4.1.3) peut s’écrire :

Ui=[U' Qar- Q' udr+ Lim [U',Qar, - Lim [ Q" Ur, S (v42d)
p ' 4 60 o &0 o

On démontrera dans le prochain Chapitre que 1’équation (IV.4.2.1) prend la

forme générale suivante (aprés calcul des limites ) :

C.U = J.QU'; dr—fd‘i vdr | ‘ 1v.4.2.2)

OIf Ci est un coefficient qui dépend de la position du point « i-» ( & 'intérieur
du domaine, sur la frontiére ) et de la géométrie de la frontiére au niveau du point « i »

(coin_lisse).‘
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IV-5 DISCRETISATION DE L’EQUATION INTEGRALE AUX FRONTIERES :

La résolution analytique de 1’équation (IV.4.2.2) est difficile a mener, il a été
montré qu’une telle résolution ne peut étre adoptée que si les problémes étudiés
présentent une géométrie et des conditions aux frontiére trés simples, cependant, les
problémes rencontrés en pratique sont plutdt complexe. C’est pour cette raison, la
méthode des éléments de frontiere utilis¢ une approche numérique pour la résolution
de I’équation (IV.4.2.2); Cette approche consiste a diviser la frontiére en une série
d’éléments sur lesquels la fonction U et sa dérivée Q sont supposées varier selon un
choix appropriés des fonctions d’interpolation ce qui permet d’écrire pour chaque

élément :

avec :
I’ : Nombre de points nodaux dans 1’élément.
¢ : Fonction de forme.
U et Q : Les valeurs de U et Q au noeud k.

Pour chaque noeud; 1’équation (IV.4.2.2) s’écrit aprés discrétisation :

l

C U+ i[IQ dl“) U;= i[JU‘ er Q;

I=l rj J=] [‘j

= C,U, +i[f(¢){u}q‘ drj} i(}((b){q}u‘ er (IV=-5-1)

T=l ]_"j =l ]_"J
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IV-5-1 FONCTION D’INTERPOLATION :

" IV-5-1-1 Eléments constants :

Les noeuds se trouvent au milieu de chaque élémernt comme le montre la

ﬁgureaV.S\é) .

élément

Elément constant Fig. (IV.5.a)

Sur chaque élément, on suppose une variation constante de U et sa dérivée Q comme ic

" montre la figure (IV.5.b): | o ;

Uou Q

| .
L SRR
| Variation constante Fig. (IV.5.b)
i » | |
La fonction de forme correspondante est telle que :

ld‘ \ {U=Uj
=1 4% No=q,

~ en tout point de I’élément de fonction T .
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[V-5-1-2 Elément linéaires (1* ordre ) :

Les noeuds se trouvent a I'intersection de deux éléments adjacentes comm i~

montie la figure (IV.5.C) :

élément
. noeuds

Elément linéaire Fig. (IV.5.c)

La variation des fonctions u et Q sur un élément est linéaire fig (IV.5.d). Les

valeurs de U et Q en un point quelconque de 1’élément sont définies en fonction des

valeurs nodales et des fonctions d’interpolation ¢, et ¢, telle que :

ﬁ SRTLATEE
U=,¢1U1+¢2U2=[¢,,¢21{U} |
- i - 2/

Q=9,Q,+¢,Q, = [d)l ’;d’:} {gl}

IU ouqQ)

=1

Variation linéaire Fig, (IV.5.d)
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La coordonnée a dimensionnelle £ est définie par :

et ¢, et ¢, sont donnée par :

¢,

]
& |
——
[
|
o

b = ';"(Hé)

Voir figure (TV.S.E)' :

(1) : 2) (1 )
1) Variation de ¢; ] 2) Variation de ¢, ?

Fig. (IV.S.e)

1V-5-1-3 Elément quadratiques (Zéme' ordie) : ,
Chagque éiément posséde 3 nocuds : a 'origine, au milieu et & ’extrémité

comme le montre la figure (IV.5.F) :

Elément ciuadratiqﬁe Fig. (IV.5.1)
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" La variation de U et Q sur un élément est parabolique. Les fonctions U et Q

sont exprimées moyennant des fonctions de forme comme suit Fig. (IV.5.G).

‘ U, |
U=¢1U|+¢:Uz+¢3U3=[¢n¢z s¢'3] Uzb'
. v'Usa
. Q|
Q=¢1Q1+¢1Q2 +¢’3Q3=[¢'1s¢2 >¢3] Q:.v>
E Q, )
avec | E
o 1
6, = E&(I_E)
l, = 780+
L¢3 = (1-g)(1+8)
1 T 1
- (3) @)
Fig. (IV.5.GG)

La figure (IV.5.H) montre la variation des fonctions ¢;, ¢2, ¢ en fonction de &,

o i |
) b U wom e

1) Variation de §; 2) Variation de ¢ 3) Variation de ¢

Fig. (IV.5.H) Varatiori des fonctions de forme ¢, ¢2, ¢3
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1V-6 FORMATION DU SYSTEME D’EOUATION

On remarque que 1’équation (IVS 1) contient deux types d’ 1nteg,ra.les qui

doivent étre évaluées sur chaque €lément et par consequent pour chaque noeud :

J{e){u}Qiar

]

]

Rq Qﬁla_ |

| .
P ‘ o
Intrq)dulsonsles notations suivantes: B ‘ N
| ) ' ' } .
|

H..

lin‘
i C:+}L.=Ci+£(¢>Qidn- Pour i = j

ij

| b

TTTTTTT
—

H..=H.. =

I e,

Par conséquence 1’équation (IV.5.1) peut €tre s’écrire :

N "N ‘ ‘

2H,U;=26;Q; (IV.6.1)
avec :

n ; Nombre de noeud.

Cette équation peut étre écrite matriciellement sous la forme suivantes :

HU=GQ (1V.6.2)

Aprés introduction des conditions auk limites (conditions essentielles,
conditions naturelles) et aprés réarrangement de ce systéme on aura un systéme sous la
forme : |
AX = F (IV.6.3) qui peut étre résolu par une méthode numénque (élimination de

Gauss, Pivotation, etc.).
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Chapitre IV : Concepts de base et représentation de la MLE.LF

avec :
X : Vecteur des inconnues du probléme contenant U et Q.
A : Matrice contenant les coefﬁciént Hij et G;; correspondant aux inconnues
du probléme. |
F: Vecteur contenant les connues du probléme avec leur H;; et Gj;

. b : ‘ |
correspondant. !
i

IV-7 PROBLEME DE COIN : f

Pour un probléme quelconque la fonction U & une valeur unique en un point
quelconque du domaine, alors que la fonction Q qui est une dérivée par rapport a la
normale du point considére du domaine peut avoir 2 valeurs au coin. Ce qui rend
impossible de résoudre le systéme (IV.6.2) directement dans ce cas pareil on put avoii

4 types de conditions aux limites dans un coin.

a) i
- Valeurs connues: La dérivée de la fonction U avant et apres le noeud du coin.
- Valeurs inconnues : La fonction U.
b) |
- Valeurs connues : La fonction U et sa dérivée avant le noeud du coin.
- Valeurs inconnues : La dérivée de U apreés le noeud du coin,
, |
: i
c) ‘
- Valeurs connues : La fonction U et sa dérivée apres le noeud du coin.
- Valeurs inconnues : La dérivée de U avant le noeud du coin. i
r ! 1 h
. i
d) - |
- Valeurs connues : La fonction U. |
| 271
- Valeurs inconnues : La dérivée avant et aprés le noeud du coin. s

_ Pour les trois prenﬁers cas le systéme (IV.6.3) peut étre résolu par le concept du
double noeuds par contre pour le dernier cas le systéme (IV.6.3) ne peut pas €tre résolu

que par le concept du notud unique.
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I1V-7-1 Concept du noeud unique :

Une procédure de traiter le probléme lorsque seulement les fonctions U sont
prescrits aux coins, consiste a supposer que les multivaleurs de la dérivée par rapport a

la normale des fonctions U (inconnues) au niveau du coin considéré sont égale.

I1V-7-2 Concept du double noeunds :

bans notre €tude nous avons adopté une autre procédure pour contourner le
probléme posé par les coins. Procédure développée par Brebbia ( 1984). Elle consiste
nor;l seulement 4 dédoubler le noeud (coin) mais 4 considérer un segm.ent‘ de longueur
L ri‘elia‘nt les deux noeuds (Voir ﬁgure (IV.7.a) i(aprés dédoublement) ceci pgrmet de

traiter le probléme comme si que le probléme de coin n’existe plus.
i b

; : }
E " . : )
b i . ] ; T ‘7
{ : ’ d ; ) l'l
L ‘ ‘
[

Fig. (V1.7.a) Dédoublement plus ségment supplémentaire

IV-8-COMBINAISON DES REGIONS :

De nombreuses applications pratique nécessitent une division d’un systéme
donné en plusieurs régions. Cela est due 4 la non homogénéité du systéme.
Considérant maintenant le cas d’un probléme bidimensionnel divisé en deux régions
différentes comme le montre la figure (IV.8.a) désignant par I'; I’intérface entre les

deux milieux et 1, 2 les deux régions différentes.
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Faisant une analyse des deux milieux séparément :

Mili@:u (1):
| U' Q' .
- [H ] {U;} = [¢' 6] { Qi} (IV.8.1)
avec : :
i U'etQ' : Lavariable considérée et sa dérivée a la frontiére de la région 1.

U, et Q; : La variable considérée et sa dénvée a l'interface I').

L el L gl
7w {Ui} = [c G;]{Qg} | (Iy.s.,z)

U? et Q% : La variable considérée et sa dérivée a la fronticre de la région 2.

Uf et Q} : La variable considérée et sa dérivée a I’interface I';.

Si nous appelons U et Q la variable et sa dérivée a l'interface I'; , nous pouvons
écrire les conditions suivante :
U, =0 =U;

(IV.8.3)
Q=Q=-Q

Par conséquemment 1’équation (IV.8.1) peut étre écrite sous la forme suivante :
‘ (1

[0 m-GiUir = ¢'Q (IV.8.4)
| Q, .

de la méme maniére pour I’équation (IV.8.2) on aura :
v |

B H-c U = s | AV.8.5)

1
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en couplant les équations (IV.8.4) et (IV.8.5) on aura :

| Uy
H H -G' 0 ]|U,
0 H; G H]|Q
U2

[ B
} .
i
. .
-
.
1 )
- '
[
I t 3
N
"

- S el

region 2
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Chapitre V - Application de la'méthode M.E.LF au probléme énidié

V-1 INTRODUCTION :

Ce chapltre comporte deux parties:
*La prerrnere partie consiste a I’ unhsatlon des equauons mtegrales aux frontleres pour
le mll_;leu fluide ( rése?'vmr ) afin .d’obtemr 1!m systéme d’eguanons perr:ne;tt‘,ant, aprés
résoluition .de déterminer les pressioné liydrodyﬂar‘niquéé qui s’-ekerceht sur le
parement amont d un ban"age ng1dc ainsi qu al mténeur d’un reservcnr o
Pour v01r 1’1nﬂuence de la compr6331b111te de l’eau sur les, résultats on con51dére en
prcmler lieu 1 eau mcompre551ble puis compresmble

* La deuxlémc partlc consiste - a completé la précédente en unhsant la methode des

cquatlons mtegrales aux ﬁonheres pour le. m111eu sohde ( barrage ) tout en considérant

L e vty e

e 7 8 et 1y % o = b e T T e O

un barrage flexible, pu1s on fera un oouplage entre; les ,dcux milieux ( fluide’ - solide )

afin d’obtenir un systéme d’équations, permettant aprés résolution, les pressions -

hydrodynamiques et les déplacements a I’interface, mais seulement dans notre étude e

systéme obtenu ne sera pas résolvé,

Cette derniére partie a été faite pour enrichir notre thése, et donner un apergu
sur 'étude du probléme d’interaction fluide - structure par la méthode des équations

intégrales aux frontiéres

V-2 CAS OU I’EAU EST CONSIDEREE INCOMP_RESSIBLE :

V-2-1 Solutﬁqn'fondanlentale :

.D’apf@;sr I’équation (IV. 4.1.1) la solution fondamentale du probléme s’écrit;

D Vip +A=0 ' | (V2

La solution générale de I’équation (V.2.1) est de la forme suivante:
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3

p=c;Ln+C, | (V.2.2)

Intégrant I’équation (V.2.1) dans un domaine 2 on aura:

[(V P +A)dQ2=0

d’ou [v? p'aa=-[adn
n : a ' E ,
On utilise les propriétés de la fonction Delta de dirac ( voir Ch I ), on aura:

[v? p daa=-1 | (V.2.3)
A : .
D’aprés le théoréme de Green;, voir annexe\ll,
Vv? dQ) = | ——drI’ ‘ V.24
Jv:plaa-[= | (V2.4

v

Comme le domaine est supposé infini, donc le domaine Q , aura par exemple une !

- -

forme circulaire, cela implique que les vecteurs p et p sont colinéaires ( fig. V.2.a)

OP _dp
h o

D’ou on peut écrire:

(V.2.5)

Substituant (V.2.5) dans (V.2.4), on aura;

z2_ " d .
[v paQ=[TI:-ar

—
n

fio. (V.2.a
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D’ou I'équation (V.2.3) peut s’écrire comme suit;

s5p . |
| L ar-_ (V.2.6)
r o
Comme le domaine Q est considéré circulaire, on a;
dlC'=rde

d’ou I’équation (V.2.6) peut s’écrire:
“Cidg=-1 = 27e, =-1
o r

’ i 1
dqu a = 5

Quand r— o , ona P'—>0

d’on C =0

' 2 ‘ ‘
Eniremplagant Ct et C2 dans I’équation (V.2.2), on aura:
| | o1 | o
P =——1In(-) | (V.2.7)
2z r |
L’équation ( V. 2 . 7 ) s’appelle la solution fondamentale en bidimensionnelle de
I’équation de poisson qui a la forme suivante:

VP+b=0

V-2-2 Formation de I’équation intégrale :

a) A lintérieur du domaine :

L’équation intégrale (V. 4. 1. 3 ) s’écrit:

p,* J‘qu,' dl = jqp,‘ dr | (V.2.21)
- r r‘ -

L

- Pi pression hydrodynamique au peint source « i »

oP
- g =—

avec:

.
=5
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b). Aux frontiéres : _
Si le point source «1i» se trouve sur une frontiére lisse cela 1mp11que que la |
fronnere I sera augmentée d’un demi cercle de rayon £ qui tend vers zéro comme le |

montre la figure (IV . 4 . b), ainsi ’équation ( V. 2.2.1)s€écnt:

+[Pq d1"+1molqu aT. _jqp dr' +1im [qP’dr (V.2.2.2)
{ ese .

avéc

. . . 1 [ ze 1 ;
lim [ pq;dr, =11m{-fp'i;;dfs}=11m{—p,—}=——p,
Ce ) i

t50 1y e50 5o 2rne

et : o o '

lim qu,dfe =1im {J‘H—Ln( )qus} lim {f— q;lj;Ln(r)dlfe}

£330 T £ 0 &0 Te

i 2

i 1 ’ |
j =lim {— =q, € Ln(S)} : s

En remplagant les valeurs des limites précédentes dans I’équation (V.2.2.2), on aur

1 : :
=P+ [pq] dT = [qp] dr (V.2.2.3)
r r

- st le point source « i » se trouve sur un coin de la frontiére comme le,montre la figure

(IV. 4. C)on procédera de la méme maniére, mais dans ce cas: [, =0 ¢

g
11 6
11mqu, dr’, = [im {f p3-¢ d6’}=--2“;p,

£ 0 s 0 2
&
- L] - 1
lim J-qpa dl', = I‘lm {_f qz—Ln(a)gdB} =
s30T, 0 0 s

dong I'équation Intégrale (V.2.2.2) s’écrit :
|
! 9 - »

! (1-5=)p, + ] pg; dr = [ gp;] dr (V.2.2.4)

: n T r

Enfin, I’équation intégrale s’exprime par:

¢, p, + fqp: dl’ = Jqp: dr (V.2.2.5)
r
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Avec: . ' ‘ -
Cf = Y, pour un point situé sur une frontiére lisse ( plane )
= l-pour un point situé a l’mteneur du domame

' =(1-6/2xn) pour un point appartenant 4 un coin.

J t

V2-3 Discrétisation de I’équation intégrale aux frontiéres :

‘Considérons la frontiére du réservoir discrétisée én N éléments.

a) Eléments constants : .

Les valeurs de gj et pj sont constants sur tout I’élémerit « j »et sont égales &
leurs valeurs aux noeuds situé au milieu de ce dernier (fig. V.2.b), pour cette raison le

probléme du coin ne se pose pas.

L’équation 1ntegrale (V.2.2.5) s’écrit:
E .
| ——p, +Z [ pg] dr, = Z jqp, (V.23.1)
| =, W
Les valeurs de p et q sont constants sur chaque élément donc 1I’équation (V.2.3.1)
devient:
1 Y . z . ‘
=p,+ X, (Jqlar))p, =Y ([ p;dl,)g, (V.2.3.2)
2 I=l T, =l 1, .

On remarque qu’on a deux types d’intégrales:
fq, dl’ y et J. p; dl
Y Y
Introduisons les notations suivantes :

}?,_J = _l.q,'dl"}

I,
; A (V.2.3.3)
’ G, = J'p,'dl"j
‘ e,
Donc I’équation (V.2.3.2) prend la forme suivante:
! 1 N . N .
2P +> H,,p,=2.G, 4, (V.2.3.4)
J=1 j=1
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.LF au prdbféme étudié

3

Pospns encore;

%+I—Iij pour i=j ‘ g -
Hﬁ= X ‘ ‘ E (V.2.3.5)

H pour i#]j

|
!
|
DO{lw par conséquent I’équation (V.2.3.4) s’écrit pour chaque noeud:
“ .
!
|

N ’ .
p.H;= Z} q,G, : aveci=1,...,N . (V.2.3.6)
J= ' . :

=

=

—

i
| . .
L’équation (V.2.3.5) peut s’exprimer sous forme matricielle comme suit;

[H#] {p}=1G] {4} § | (V.23.7)

Avec [H] et [G] sont des matrices de dimension NxN
i {p} et {q} sont des vecteurs de dimension N |

Le systéme (V.2.3.7) aprés introduction des conditions aux limites prendra la forme

suivante:
[A] {X} ={F} (vV.2.3.8)
Avec [A]: matrice qui comporte des termes des matrices H et G et elle est de
dimension NxN

£X3: vecteur comportant N inconnues

{F}: vecteur comportant N connues

Elémen

noeud

fig. (V.2.b)
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.I.F au probléme étudié

b) Elément linéaire

Dans ce cas, le nocud peut appartenir 4 une frontiére lisse, comme il peut aussi

étre dans un coin. Dans ce cas d’équation (V.2.2.5) peut s’écrire aprés discrétisation
. | |

sous la forme suivante:’

(lffﬂp{*%{J}@"Dzl{iﬁ;}?ﬂ AN PR

| . (V.2.3.9)

Les valeurs de p et q varient linéairement le long de 1’élément.
f
Avec P1 et P2 sont des fonctlons d’lnterpolatlon ou; ( de forme ) définie au chapitre

precedent voir figure (IV . 5. E).

Si on pose :
“)_ J‘(I)1q ]._‘
I cpzq 4T,
(V.2.3.10)
g, = 11 ®.p,dT,
g = J@.pdT,
I
Substituant (V.2.3.10 ) dans (V.2.3.9), on aura:
9 y 1 2 il 1 2 .
[1-5;)p,+§(h;)}71+h;)p1+)zé(g;)qu—l+g;)qz) =1, N
(V.2.3.11)

Comme chaque noeud sur la frontiére appartient a deux éléments a la fois (figureV.2.c)

on a.

03] {2)
]{u B+ h
(V.2.3.12)

H, ( 2 enene,
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.I.F au probieme étudié

(_Dl
D2

Ti D2

1+1

- o
1

Pk
v

sens d’intégration :

fig. (V.2.0)

i
1

Un noeud appartenant 4 un coin posséde deux normales, donc deux valeurs de g, 'une

avant le noeud et I’autre aprés le noeud. D’o:
| m

| Giam=8iy E
| | | o (V.2.3.13)
T‘ {2)
Gf-zJ = gj.j
dans le cas ot le noeud n’appartient pas a un coin, on a:
‘ ) (2)
Gi,!j—l = Gt.z(j—l) = g,J +vg,_j_1 (v.2.3.14)
d’ou I’équation (V.2.3.11) prend la forme matricielle suivante :
[H] {P} =[G] {Q} . (V.2.3.15)

avec:
* [Hj: est une matrice de dimension NxN
* {G}: est une matrice de dimension Nx2N
* {p} : ¢’est un vecteur de dimension N

* {q} : c’est un vecteur de dimension 2N

Aprés introduction des conditions aux limites, le systéme d’équations (V.2.3.15) prend

la forme suivante:

ENP. 9 59



Chapitre V : Application de la méthode M.E.LF au probléme étudié

[A]J{X}={F} | = (V.2.3.16)

y } élément

noeud

fig (V2.D)

¢) Elemcnt quadratique

'Dans ce cas, il y a des noeuds qui peuvent appartemr auneg fronnere lisse, ou un
coin. Comme il y a d’autres noeuds situés au milieu de chaque element donc ils ne
peuvent pas appartenir & un coin (fig. V.2.E). Dans ce cas I’ equatlon (V.2.2. S) peut

s’écrire apres discrétisation sous fa forme sutvante:

. P2 VETR
(1—‘5—) Z I (D (D (D pzj q.vdr Z j.[(b (D O ] qSJ--l p: dr.f
.n‘ =1 1—\ 4=l
s Prjn I vEY)

(V.2.3.17)
Les valeurs de p et q varient parabohquement le long de l’element Avec 1 @z
@3 , sont des fonctions d’mterpolatlon ou ( de forme ) définie au chapltre précédent

voir ( fig V.2.E).

Introduisons les notations suivantes:

B I@q aT, g,=lopT,
- Tt -loper, 2
(3) (3) *

Jcpq aT, g =I[q>,p,d13
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Chapitre V : Application de la me:hode M E.].F au probleme étudié

substituant le systéme d’équation (V.2.3.18 ) dans I’équation (V.2.3.17 ) on aura:

(- S p 2 p, o hp, 1P, ) (e, 8, 8l

2
=1 N (V.2.3.19)

P R

pour des noeuds situés aux extrémités de chaque ¢lément (fig, V.2.E) on a:

() (3
H,-_z_m = hi._i + hf._H

. (V.2.3.20)
g ) (3)
Hi,zf-n = [1 - E] + hi,r’ + hi,i——l
pour contourner le probléme du coin, oh considere dans un coin;
)
GI-U—J‘- = gi_j
(V.2.3.21)
(3)
GMJ - gr‘,j
et pour des noeuds situés au milieu de chaque élément (fig. V.2.Ejona:
(2) '
H:_zj = hi,_]
6 ( | X
Hr,z::(l_gj*'h,i) ' _ (V.2.3.22)
(2)
GJ,.U—] = gu

dans le cas ot on a un noeud situé sur ’une des extrémités de I’élément et n’appartient

pas 4 un coin, on a:

o _m 3 $1
GI.B_[—2 - Gi,S(j-l) - gu +gi,j-l 3

$2

Bl Ij-1
d’ou I"équation (V.2.3.19 ) peut @3

sens d’intégration

s’exprimer sous forme matricielle

fig.(V.2.E)
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.1.F au probléme étudié

comme suit , .
[HI{p}=[G1{a} (V.23.23)
avecé | |
- * [H]: estune matrice carrée de dimension 2Nx2N
: * [G] : est une matrice rectangulaire de dimension 2Nx3N
E * {p} : est un vecteur de dimension ZN
1‘ * {q} : est un vecteur de dimension 3N
apres 1ntroduct10n des conditions aux limites, le systéme d’équations.(V.2.3.23) prend

la foi'me su1vante

fA][X} {F} o 1 | (V.23.24)

élément

noeud

fig (V.2.F)

V-2-4 Evaluation des intégrales :

a) Cas d’élément constant :

les intégrales Gij et fijdoivent étre calculés par des méthodes d’intégration
ﬁﬁhéﬁﬁue, parmi ces méthodes, il y a la quadrature de GAUSS (voir annexe 2) qui est
la plus répandue: _
'emplo1 de la quadrature de GAUSS avec ‘m’ points d’intégration (fig. V.2.G) permet
d’exprimer les termes i i 'etGi;i donnés par 1’équation (V.2.3.3)

" dp; o 1 ¢ 1
H 11 dr, = 11 rdr = j ;gos(s)|1|dg
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Chapitre V : Application de la méthbde M.E.LF au probléeme étucfié

avec |J| : le Jacobien de la transformation du systéme des coordonnées. pour un

élément & géométrie lindaire, on a: [J] =1/2  avec ‘I’ : longueur de I’élément.

ENP. 96

Donc: L
S TR
! ' o —— — d H
l‘ H Li 4n I; r cos(B)dz
| (V.2.4.1) |
! d'on: , N
. : | ‘;
J }f I_Ai = — _li.. i ..1_.00 s(B ) W ' i l'
| Vi 4% 3T T * )
ou: :
' i . NPT o ;‘
B : angle entre la normale sortante a I’élément et le vecteur r (fig.V.2.6) t
Wy : les facteurs de pondération utilisés dans la quadrature de Gauss (voir annexe 1)
l; : longueur de I’élément .
r : la distance entre le point source « i » et le point d*intégration « k »
a7 nombre de points d’intégration '
Point
source
9
Point :
d’intégration _
: /noeud'« j»
; : Elérnent
, «]»
| ,
| —»
| ‘
| figure(V.2.G) R VR f
H : r
63
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Chapitre V : Application dé la méthode M.E.LF au probléme étudié

I:I = ‘ Z -——cos(B )W

i 47 o T

— —

a cause ded’ orthogonahté des vecteurs n et T

1 ,
2 : ‘

| 4nzr—cos({3 )W
' k=l |

Gy;= [pidl, :=-—j I.n() | de

Ry

N
d'ol :

S
Gu-LSus(2) w

pour i=j

- oo
A sl '
i i
T i
pour i#j
B
' f i
; t
+ i
! l
: H
¢ b
, . 1 .
i . [

i

' GOS (Bw) =

| (V.2.42)

--subsntuant les équatlons (V 2.4. 1) et (V.2.4.2). dans I equatlon (V.2.3. 5) on aura:

(V.2.4.4)

le terme G;; se calculera analytiquement, pour cela considérons la nouvelle coordonnée

¢ (fig V.2.H):

noeud «i»

E=0

4
! i
]

i

‘ :

1 H

» <+
» +

b

figure.(V.2. H) |

v

1
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.LF au probléme étudié

-l :
dio
G Tl L (e
!
o (gl HO ) o]

L e (V.24.5)

b) Cas d’élément linéaire -
De la méme maniére que I’élément constant, on calcule les intégrales de
I’élément linéaire:

les intégrales données par (V.2.3.10 ) sont calculées comme suit:

u) J‘(Dl 1dl—-- ch ]jldg:-—gl-:;j(l—é)%cos(ﬁ)dg

en appliquant la quadrature de GAUSS avec (m) points, on aura:

0 L 2( é")———cos(ﬁ, W, (V.2.4.6)

k-l

la méme chose pour:

"’ -l (1+<;) cos(ﬂ*) (V.2.4.7)
87r ot

- 1 m 1 V b

Uhgi.m( f*)L.”FI W, (V.2.4.8)
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Chapitre V . Application de Ja méthode M.E.IF au probléme étudié

]
|
Lels termes -

figure (V.2.I)‘

i

I
+
i

|
|

(2}
i

Gy
W

les terines

(2)

i

hy

s1ngul1er°

zlﬂ [ JLn(x)dx—L(OS Ln(1,))

(2} _
[ 0
(1)  (2)
hl.l et h[_f

k=] k

l, & A
—,,Z(H&)Ln - W

*
!

sont calculés analytiquement en se

ca

»
»

P fig (V.2.1)

_ﬁ I: (1 - {-J Ln(x)dx = 4!—’”(1,5 - L”(Iu)) |

(V.2.4.9)

el L

référant 4 la

L s T

(V.2.4.10)

(V.2.411) |

(V.2.4.12)

sont nuls a cause de 1’orthogonalité de Tet. (cosB=0)

Substituant les équations (V.2.4.6) , (V.2.4.7) , (V.2.4.12) dans le systéme d’équation
(V.2.3:13), on aura:

; /, N/ 1
ng—( ~&)y e T a) s
’ ‘ : (V.24.13)
' 8 :
H;u:(l"ﬁ)
EN.P. 96 66
. L

I, T o



Chapitre V : Application de la méthode M.E.LF au probléme étudié

la méme chose pour les équations (V.2.4.8) ,(V.2.4.9),(V.2.410) et (V.2.4.11)

dans le systéme d’équations (V.2.3.13) on aura:

G,QH——”Z@ ;)Ln[ ) W,

k=l

k=1

G _/832(“@)4&"[ ]W |

G = 3= 05- 111

47

l :
G.m = ﬁ (0,5 - Ln([,)) |

¢) Cas d’éléments quadratiques

(V.2.4.14)

De la méme maniére que les deux cas précédents, on calcul les intégrales de

I’élément quadratique.

Les intégrales données par (V.2.3.18) sont calculées comme suit:

dp; Or

1= [ @,qidr jcb S laE = - Zl—{fi(& - 1)%°OS(B)IJIdé

I

avec: lJ] est le jacobien de transformation coordonnées cartésiennes, coordonnées

intrinséques, et il est donne comme suit:

=) (3

avec. .

x =D x, +@,x, +(I) X,
Y= CDtyn'i'(Dzyz"'(Days

ou encore.

X =

y".:

(V.2.4.16)

fl(xl - 2x, +x3)+—;—§(x3 _x1)+xz

(V.2.4.15)

fig. (V.2.3)

' ‘ 1
52(})1 -2y, +y3)+5§(3’3 "J’1)+}’2




v

Chapitre V : Application de la méthode M.E.LF au probléme étudié

substituant (V.2.4.16) dans (V.2.4.15), on aura:

|J'|=H(g,—zx1+xl)e,+§-(x3-xl)}2 {(y3—2y14:y1)&+ (vs y)H

dans le cas ou i#j on utilise la quadrature de GAUS§ classique avec une fonction

%

de poids égale a1, on aura:

h® _.___RZ:‘g (& - )_cgs(sk)|1|.wk | (V.2.4.17)
la. miérne chose pour: |
hm;_ _51; ml(l—-i‘;k)—cos(ﬁ RS ‘ (V.2.4.18)
o - -
h.ﬂ):-ﬁkzl g (1+8, )—cos( LW, o (V.2.4.19)
L .
gf.lj) = ;i :1 ékj(E»k - 1)Ln%'wk | (V.2.4.20)
(V.2.4.21)

1 m 1 ) 2
g = > E (148, )ln—. W, (V.2.4.22)
4w 8
. . — —

by =h{P =h{Y =0 4 cause de I’orthogonalité des vecteurs r et n (cos B =0)

' 6
T |
dou: | (V.2.4.23)
‘ . | |

H.. =1—- «w—m
1,214 27t

pour les termes singuliers: ( g; ®© k=1,..,3)
autrement dit: lorsque le point source «i» est un noeud de 1’élément sur lequel on
intégre i # L (L: point d'intégration ), on peut encore utiliser la procédure précédente.

Celle-ci est en défaut lorsque i = L, car la fonction a intégrer varie rapidement.
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Chapitre V : Application de la méthode M.ELF azi' probléme étudié

Pour contourner ce probléme, nous utiliserons une formule de GAUSS avec une
fonction de poids en Ln 1/m ( annexe 2 ).
Dans I’application de cette formule, il est nécessaire de faire une transformation
linéaire sur les coordonnées intrinséques, de fagon 4 ramener !’intervalle d’intégration

af0,1]

Dong trois cas se présentent, chaque cas dépend de la position des points de
collocation, c’est & dire Noeud =1, 2 ou 3 ( figure V . ;2 CKO);
* le point de collocation est au noeud ( 1 ).
pour ramener lintervalle d’intégration 4 [0, 1 ] on pose:

; n=(&+1)/2

5

d’ou on aura:

! ‘Pl=(21:]—1)(n—l) . ¥, =4n(l-n) é; ¥, =n(2n-1)

avec: i, Ya , w3 sont des fonctions de forme.
|

. 1 ¢ N .
On a: g%}i):z—n{\ll, Ln[?) |G| dn

avec |G| est le jacobien de la transformation des coordonnées intrinséques afin de
ramener 'intervalle d’intégrationa [0, 1 ].
Apres avoir €crit 1 en fonction de n et £ l'intégrale précedente peut s’écrire comme

suit:

e (e foaa(Lps
o M“\&Ln n |G|dn+:fl(1),Ln ) lag

avee: Z= 2{[5@ ~2x, 10,6 - (5 = x)| 4700232 43, - (0 =) }
dans lequel on é: | | |
[wa( Hiokn = lofn, - in -1 v,

avec : Vi, les facteurs de pondération utilisés dans la quadrature de GAUSS avec une

fonction de pondération en Ln 1/n .
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.LF au probléme étudie

m

. _"CDLn[-}—) plag = 3. |J|;—é;k(§k - I)Ln(%:] W,

=1
 d'ow : . -
! I m ) : 1 & L 1 .
E. gg.li) = o= z IG|(2711; - 1)(71k - 1)vk + _Z IJlék(ék - I)Ln[”—j W
: 2w |5 2550 Z,
| o | (V.2.4.24)
De la méme maniére: .
1, i o (1
' gfi)}: EL“Z G| ne(1=m) Vi + 2 |J|(1 B &;)Ln(-z—] wk} :
; k=l : . k=l : k
1 ) : (V.2.4.25)
| - * BT
i h 1 m 1
gg.ai) [’““ Ey 42 |G| le(Zle - 1)Vk +fZ |J|ék(l‘t+ &_,k)Ln(_j Wk}
l 211'. ; k=1 ‘ 2 k=1 | : Zk R
‘ (V.2.4.26)
{ .
o le% point de collocation est au noeud (2):
i noeud(3) ‘ neeud(2) noeud(3) ‘
g = @ qi]vag = [@.q;Plag+ [ @ q;[rlae |
noeud{1) noeud(1) ' noeud(2y (V_2_4_27)

Avec 1 = 1,...., 3

pour le premier terme du membre droit de I’équation (V. 2.4 . 27 ) on pose:

n' =-& et pour le deuxiéme terme on pose: §=m d’ou on aura:

w=lvGen) 5 w=(en)ien) s w=g()

1 1
¥, =m (1"T1 ) . ¥, r-(l—n )(1+n) ; ‘Y, =§ﬂ(1+ﬂ )
on posc.
. noeud(2) . 1 1 , 1 g
o= n”u_"d:I:)Lqillldg i, EK_DWLLn(?) G ldn
noecud(3) \ 1 1 1
1, = JGJ Lq;7ldE = ———I‘P,Ln[——-]]G [dn
nosud (2) 27: 0 !

Aprés avoir écrit ( r* ) en fonction de (1", &€ ) et (1) en fonction de (&, n ) on aura:
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.LF au probleme étudié

=

1 1 1 1 1 1 1
g = *_—[ [ \Pgm[ﬁ)]quﬂ- + ‘I’LLn(_—j|G_|dn + j ¢LLn(EJ|J|d§}
2mfy n o ns- O

avec:, v o ) 1

5 :
1 1 B! 1 i
Z= Z(xl - 2x; +x3)§+5(x; —xi) + Z(Y1 —ZYz +Y3)E.~ +'5(Y3 —Y1)

| |

ff | | |

on a;?plique la quadrature de GAUSS avec une fonction de pondération en Ln ( 1/m ),
en Ii,n (1) ét( 1), avec m points d’intégration, on aura;

!
f

l . | -
1 1 m m . m 1 !
o PO HCINCEARS f O YRERIE
! k=] k=1 |

4w | 4z L
| (V.2.4.28)
g 1 [ m ) m o .m 1
105 ] S 6= i)V + B loll- ni Ve + 5 b0 - £t )ua( ) w
o T kel k=l k=l - k
' - (V.2.4.29)
" m m m 'ﬁ‘
] 1
e = 1| S0 mi(ni =)V + 3 (o, + DV, 3 Pl (1 8 )ta )Wl
475_ | k=1 k=1 k=1 ‘Zk B
(V.2.4.30)

*** e point de collocation est au point ( 3 )
c’est la méme chose qu’au cas ou le point de collocation est au noeud (1) seulement

dans-ce cas on a:

1-
n=Ty

donc

¥, =| n(2n - 1) ¥, = 47(1-7) , ¥, = (27-1)(n-1)
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.IF au probléme étudié

1/2

A = 2{[%(351 :_.zxz +x, )6 (x, - xs)il2 +[%(y1 - .:2y2 +y, )E- (yz..'— J’;)Y}-_

gi“i) = z IG'U.& (2771; I)V + Z l Il i (ék - I)Li’l( JW } (V2431)

k=l

o
gf?’-— L {4Zm:|G|m(l 0+ 3 & )n } (v2.432)
B

A

Zn|Gl(2m—1)(m—l)V + = 2""5*(1*5*)“(%]%} (V.2.4.33) !
k=i o :

o) -

2_
1
gi! 5._..

n=1

= = %= -1
le point de collocation e point de collocation le point de collocation
est au point (1) est.au point (2) est au point (3)

fig (V.2.K)

V-2-5 Points internes :

La détermination de la pression hydrodynamique en des points que 1’on choisit
4 I'intérieur du domaine ( réservoir ) constitue un des avantages de la méthode des
¢quations intégrale aux frontiéres comparé aux autres méthodes numériques comme la
MEF et la méthode des différences finies.
Une fois les inconnues physiques « pression et gradiant de pression » sur la frontiére
du %domaine sont déterminées, il est donc possible de déterminer les pressions
hydfrodynarniqﬁes dans le domaine en utilisant I’ équation intégrale (V.2.2.1):
' P+ [q;pdl = [piadl
T; T

en considérant la forme discrétisée, 1’équation intégrale précédente s’ écrit:
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.LF au probléme étudié

T ] |
P,+> [qipdl; =2 [piadl (V.2.5.1)
i=1 r; =1, |
avec:
AR |
P=3 ©,p = (P )}p}
k=l
. | (V.2.5.2)

q = kz=1®qu = (@ }{a}

subsumant (V. 2 5.2) dans (V.2.5.1) on aura: ' ' " s

P, = Z [(@)a}piar - 5 j(q>){p }qidl" (V.2.5.3)

ng r‘ le F

E
3 .
d’ou pour les trois cas dc dlscretlsanon on aura

|
!

ﬁ
K
3
a- Elément constant
]

ZNl q.fpidl“ Z P, Iq dF | (V.2.5.4)

j=l1 i=1

b- Elément linéaire:

' N
P, = [J@lqzj_lp dr; + ICD2q2Jp dr] Z[J‘fblp q; 4T +I‘D2qu dl“}

J‘l j=1

.1

, (V.2.5.5)
c- Eléﬁtent guadratique:
N
Po= > | [ @050 14T, +j<1>2q3, pidT; +J¢>3q3,p ar, |
=11 ry : .
: (V.2.5.6) !

N
- Z [J‘q)lpzj—iq:drj + I(szz_lq:dr‘j + J d’:szq:dR;}
T, T, r;

=1

pour I’évaluation des intégrales données aux équations (V.2.54) , (V.2.5.5) et
(V.2.5.6) , voir le paragraphe (V.2.4).
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.1F au probléme étudié

V-3 CAS OU L’EAU EST CONSIDEREE COMPRESSIBLL
V-3 1 Solut:on fondamentale )
D’apres le chap*tre II ( partie ﬂmde ) I equanon de pr0pagat10n d’onde dans un
ﬂmde oompress1ble s écnt B o ' ' ‘
— X =
| Vzp_ _C2 P 0  L | (V.3.1.1) ,
pOur éliminer. le facteur temps de cette equatlon considérant une exc1tat10n l
hannomque d’1mpu1310n (w), par consequent on- petlt écnre SO '
r— a : r " ! 7 :
i P = Pejm 1 avecj —-1 , (V312) i
En remplac;ant dans I’ équanon (V.3.1. 1) Ia va.leur de P par son eqmvalentt donne par ,
(V.3.1.2), on a{ura - ¥ ¥ 3
E _ eJmta_I;_+eJmtap Z,sze_]mlp_,___o Lo ‘!
; ox C : ‘ .;
! jot ) -
en chwsant I equatlon précedente par ( € et en posant (A= / c), on aura: . §
: i (9=P LOP o ‘=,
: ' £2P =0 ;
s 5
(V.3.1.3)
dot V2P + AP =0
avec A : nombre d’ondes _
La solution fondamentale du probléme est celle qui satisfait I’ equanon suivante: i
VIP' 4+ 22P + A, = 0 (V.3.1.4)
aveé 4A; : c’est la fonction Delta de Dirac _
La solutlon homogene de ce type d’équations expnme en ooordonnees cylmdnques
*
s’exprime comme suit: ( voir Ch. I ) W) PX ne dlefed (s ke O
=C oA r)+ jC 1 (2 e sswv*""f’
P =C o( r) J 20( ’Q],R“ *O( 9
; ou; ; Va1, yco8 A rfz: +].C2311.1 A = (Y.3.1.5) e
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.LF au probléme étudié

.on  pose: (kr—g)=9

i0 -j@ :
sachant que: cos(B) = e—;f—w—— et sin(0) =

d’oul’équation (V.3 .1.5) devient:

-

. 2 eif pei) e“’—e““’J "‘
P = c|& e | e, | = |
AT 1( 2 J ! 2[ 2 \

pro [ 2 [CitiC 50, CimiCi o
i AT L 2 2 ‘
en remplagant 6 par son equivalent dans I’équation précédente, on aura;

pr | 2 [Clﬂ'cz' iriman) €y - jCy e-i(“-“/‘*)J (V.3.1.6)
AT 2 -2 - S

si I’onde étudiée se réduit 4 1’une ou I’autre de ces ondes, pour cela on doit poser:
Ci=1jC, ,
| L

posons par exemple ; C; = j C;
d’ou I’équation (V.3.1. 6) devient:

ou: (V.3.1.7)

avec: Hi" lafonction de Henkel d’ordre zéro de premier espéce.

Pour déterminer la valeur de C, on intégre I’équation (V.3.1.4) dans un domaine
infin. | _

La sblution générale defl’équation EV.3. 1. 4) exprimée en coordonnées polaires est:

Pt = H®M(ar)
4 ' (V.3.1.8)
avec Jr= -1

| .
V-3-2 Formation de I’équation intéprale : -

De la méme mani¢re que le cas ou I’eau est considérée incompressible

b4

I"équation intégrale aux frontiéres est donnée par (V.2.2.2) tout en considérant la
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.LF au ﬁroblé:he érudié

solution-fondamentale donnée par 1’équation (V.3.1.8) et en calculant les limites qui

lui correspondent. On peut établir une équafion identique a (V.2.2.5).

V-3-3 Discrétisation de I’équation intégrale aux frontiéres :

La discrétisation reste la méme que dans le cas du fluide incompressible. Toutes

les equatlons établies ‘au paragraphe (V.2.3) restent valables ici, en. cons:derant dans

ces équanons la solutlon fondamentale donnée par (V. 3 1.8).

¥ : R 1

: , o
V-3-4 rIflvaluation' des intégmles : l

a) Cas d’éléments constants :

'Les mtegra.les ‘données par (V 2.3. 3) dans la paragraphe (V. 2 3) sont evaluees
commT, suit: |
j Lo H“)(K r)a T

3 _I dl‘ “—;-1 - ar H &=~ JJ?‘IH“)(R r)"°5([3)dg

avec: ‘H® la dérivée de la fonction de Henkel.

D’ou;
~” A Jl m
H;, =-— j ZHU)(A' rk)COS(B ) W,
?\. i, & |
- 3 Z[ (?L rk)+jY (7\, rk) cos(B ) w ] avec j2=-1
| £
= +—-§-i[ (?L 1, )- 33, (}.. rk))cos(B ) W ] (V.3.4.1)
k=]
ol : J, et Y, sont des fonctions de Bessel de premier et deuxiéme ordre, on remarque
quc . . ¢ )
I:Ii.j = Rﬁi_j - jM?IiJ

avec. RI:Ii,j = partie réelle de ﬁi'j

~ 4

i IMH, ; = partie imaginaire de ‘H;;

i

4 cause de ’horthogonalité de T et on a cds(B) =0, donc:
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Chapitre ¥ : Application.de Ia méthode M.ELF a probleme énudié

RA,, =IMH, =0

L 1 .1 : . '
d’ow: A = JA pour i1=]J (V.3.42)-
) H,= . . ‘ ,
RH,, - jIMH, , pour 1 # j

._j (AT = JjH“’(x r)|J|dE = ; ZH‘”(?\. ) W,

k=l

%i[J 0 5)+ Y% (h 1)) W 4

p_a

g’Z[("Y ( rk)+_]3 (A rk)) W, ] (V.3.4.3)
k=l
On remarque que:
Gi.j=RGi,j+IMGi,j
avec: R G;; : la partie réelle de G
I M G;; : la partie imaginaire de Gi;

Eh ce qui concerne les termes Gi; 1ls sont calcule}i analytquement a cause de leur
ETAR Y
singularité, en utilisant I’approximation suivante de +équatren fondamentale:

Lorsque r tend vers z€ro on a:

La2

Gio= [pidl;= [ (T, (Ar) + jY,(Ar) 4T

r; T,

don: -
G, = - = [Y,(hr)dT; + = [1,(Ar)dT,
' 4r 41”-
QU encore: i i
' G, =RG, +IMG,,
avec:
1 li
12 1% Ak
RG.. = — L2 [La(h 1)dT; = - ——| La(=2)d
y 4,njn( r) | L |
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.LF au probléme étudié |

N 1 lli 1
MG,y =—|d[[ = —{dE =+
1,1 4£ 1 4J; g 4
1, A1l o1 '
d'ou: G, =—|1=-Ln(~L&) |+ j—=+ V.3.44 i
‘ou i 2n|: n( 2 )} 13 ( )

ﬁ) Cas d’élément linéaire

Les intégrales données par (V.2.3.10) dans le paragraphe (V.2.3) sont évaluées

domme suit:
. it GHM or
AV = |®gdl, = -=—|—(01- 2| Jd
) = Jogiar, LI a6 %S lae

- _%](1 ~ EYHM (Ar) cos(f )dE

- '—-‘-’% (1= EDH® (Ar)cos(B,) W, ] |
k=l

- _%g[(j‘ (Ar) + jY,(Ar)) (1 = &) cos(B,) W,]

Al | o |
= 1—612[(1’1(%*)—1'4(,”,,))(1—c:k)cos(ﬁk) w,] (V.3.4.5) |

k=1

On remarque que: |
hi(j) = R hi(j) ~ I th(j) - '
avec:
Rh;‘,;) . la partie reelle de h’(,})
IMhY i la partie imaginaire de h)

de la méme maniére on a: :

Al & '
by = T 2 (G = 1))+ £ eos(B) W] (v.3.46)
=]l
h,(_lj) = Rh;(j;) _ ijh,(_lj)
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Chapitre V : Application de la methode M,E.IF au probléme étuilié

» 1 i 1
) =Joipidr, = [0 HO G et = T2 [ A-0HO (. e
-1 B

L
= %g[(1~ EOHP (A1) W, ]= —’G—kz[(—Yo(x n)+il,(A 1 ))1-E,) wk]
L (V.3.4.7)
on remarque que: . ‘
gl = SR§”+JH4Q”
avec:
Rg() : la partie reelle de gf)
Mg/} . la partie imaginaire de g}
de la méme maniére on a:
g = 1[6 ;[(— V(A r)+ JT,(A r))A+ &) W, ] (V.3.4.8)

gy = Rgly + jiMg (7

En ce qui conceme les termes g) e g2 sont calculés analytiquement a cause de

léurs singularité en utilisant la méme approximation que celle dans le cas des éléments

constants: on aura:

* Pour la partie réelle:
Kgl = 2= (15 - La1,)) (V.3.49)
Y

1,
Rgi} = 7-(0,5 - La(1,)) (V.3.4.10)

* Pour la partie imaginaire:

IMg(l) = LLJ-. (1 - __’_‘_).dx = L (V.3.4.11)
429 1.° 8
1.1 ¢, x.. 1, (V.3.4.12)
IMel® = 2| (2o dx = ——
5L 773 {(h) T
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.1.F au probléme étudié ‘

les termes RAy , RAS | IMK) et IMK® sont nuls & cause de I’hortogonalité des
N : : i

vecteurs T et 1 ,cos (B )=0. Doi;
H,; = (1- =)= j(1- —) (vV3413) |
' 2r 2T

~avec O I'angle extérieure au niveau du noeud.

¢} Cas d’élément quadratique

Les intégrales données par (V.2.3.18) dans le paragraphe (V.2.3) sont évaludes :

comme suit:

.1

! 1 dHW" 3 r
h® = {d qfdl =L [2ee -2 e 9 Ty
l‘,‘g IJ‘. lql. J 4£2§(§ ) ar anlfé

1

A [eE - )HO O 1) cos(B)jde

ool“‘

%i[a (G- DHE O n)cosB | W)] - i

k=

- [0, )+ I e (6, - cose, ] W, ]
= %Zml [(Y,(7L 1) = 39, (A 1)), (&, - Doos(B, )] WK] (V.3.4.14)
k=

On remarque que:
b = Rh{ + jIMh{)
avec: Rh{) =partie reelle de h{"
ML = P inaire de h
ij ® partie imaginaire de h;j;
de la méme maniére on

B = ..%i[(yl(x 1)~ i, (h 1) X1~ &2 )cos(B, )] W,‘]

= (V34.15)

h$2) = Rhgz) +J1Mh(2) s R !!

L. 1,) ) ‘ l

A' ny . ) . | ;

b = -5 2 (M )= 5L G ) A+ 8 cos(B] W, | |

8 k=l :
(V.3.4.16)

h{? = Rh{? + jIMh{)
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Chapitre V ; Application.de la méthode M.E.1.F au probléme étudié’

| -
sf‘,’ = I%p?dfj - L [oHPGnpE
. -1 .

E(E S DEY Ok

[
i

]
‘—-‘;-

Ma*

&4 (8, - DHY (r)I| W, ]

»
[ 4
—

(~ Yo (hr) + 510 (A1 ))E, (&, — DJF W, ] (V.3.4.17)

| 2
.—

1]
- 00| - 00 .
Ma

t
i

‘on remarqgue que:
8] = Rg{) + jiMg )
‘avec: : Rg(” = partie reelle de g(”

IMg“) . partie imaginaire de g(”

de la méme maniére on a: Coo :
- t

g = —Z[(-Y (A )+ T (Ar )1~ &} )IJ} W, ] (V.3.4.18)

knml

8 = Rgfy + Mg}

8i) ——Z[( Yo () + i3, (Ar))6, (1+ €] W, | (V.3.4.19)

kwml

gﬁ) = Rg(l’vl +INIg(3)

*calcul des intégrales dans les singularités:
En utilisant la méme approximation que celle que dans le cas des éléments
constants et linéaires et en procédant de la méme maniére qu’au cas ou ’eau est

considérée incompressible on aura:

Pour la partie réelle:

(i) le point de collocation est au noeud ( 1):
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Chapitre V : Applicatian de la méthode M.E.IF au probléme étudié

[ZIGI(2m-1)(m-1)V 13k, (ak-l)Ln( L, s eam

1
Rgf§’=~—-——2n 4ZIG|m(1 DA W (B
; kml
0
Reg® = — G 2
glfl 21 _Z:ll |nk( T]k —

(it ) le point de collocation est au noeud ( 2 l) :

1
Rgl = —
gll 4n

ke

(iii)le point de collocatidn est aunoeud (3 ) :

v, + 23y, (ak-l)Ln( Jw} (vV3426)

Z!G Im(m

Z |G|7h(2m

k

Rg(l) ==
g =
g = -21—
T [ x=

Rg? =
* px 3
Rg® =L
X iy 4T =

L2

k-l

k=i

Pour la partie imaginaire ;

i
ZIG |m(m+1)v +ZIG[m(m

_-z—n' 3 o, (-mve + S bl 8

c2)n|

2]

1)V, +Z|J|fﬂ= (§k+1)Ln[ ka]

(V.3.4.21)

(V.3.4.22)

DV, + 3 e (& - l)Lrj(%)wk]

> [6l2n, - D = Ve + 33 Jen G+ 8L [Z

L i-lGI(l- VY +ZIGI(1 nk)v +Z|Jl(1—c=, )Ln(———)w J

Z"]

k

(V.3.4.23)

(V3424)

-1V, +Z|G|n (m +1)v +Z|J]g (1+&, )Ln(-——-)W ]

(v.3.4.25) |

(V.3.4.27)

IM g = ;—Zm [ék(gk - 7] w_k] (V.3.4.29)
Mg = =3 [ -elp|w,] (V.3.430)
IM g} = ;—Z [&.‘(gk + 1| wk] : (V.3.4.31)
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Chapitre V : Appliclation de la méthode M.E.LF au probléme étudié -

V.3.5 - Points internes

La détermination des inconnues physiqiles ( pressions hydrodynamiques) en des !
points que I’on ch01sn‘. 4 I’intérieur du domaine reste le méme que dans le cas du fluide

mcompresmble Toutcs les équations établies au paragraphe (V.2.5) restent valables

o e s

ici, mms seulement dans ce cas la, pour l’evaluatlon des 1ntegra1es donnees aux

équations: (V 2.5.4), (V 2.5.5) et (V 2.5.6), v01r le paragraphe (V 3.4).

e R e ey

V-4 CAS-DU SOLIDE L | o i

V-4-1 Solution fondamentale ' }

Dans le but de I’obtention des equatlons intégrales, on aura besoin des solutions

S

fondamentales singuliéres ( fonctions de Grecn ), dans un espace infini représentant la
réponse a une force volumique concentrée unitaire en yn point « i » et agissant dans
.une direction « e ». Dans le domaine des frequences la fonction de Green du mxheu

infini correspond & une source unitaire et doit satisfaire I équanon suivante :

- e, - e -

(A +w)u+Ae 0-:

avec : A; représente la foncnon Delta de Dirac qui est en effet une impulsion unitaire

appliquée au point source « 1.» suivantla direction du vecteur « e », et :

. A+ . . Atttk
A =%VZ+ p’u grad div : représente I’opérateur de 'élasticité,

La solution fondamentale est notée U’ et exprime l¢ déplacement complexe dans le
sens j au point x dii & une force unitaire concentrée au point « 1 » et dirigée dans le
sens er. - :
La traction sur une facette de normale n associce 4 Uk est T 1k . :

Les fonctions de Green du milieu infini sont données comme suit ;{121 .
i

s RGNS OO

(V.4.1.1)
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.LF au probléme étudié

' . 2 v . 2 . . .
Tu(xovd= 5o c—l[(z[ci) y 1}“.’“-*"2(&] }J[“c‘“)
Sr ‘
2

- C )
- 2 L ’ R :
2 Sr C ' Sr
- T{Jz[—ch - (CTJ Jz(-—-—clj] ..(r'tn., +rmn, + 8,,.‘r‘nr_jr|n)}

(V.4.1.2)

'8 _ - *
+ C—:(Z EE, T, =8 o= ;:Ir'k)_ Jl(

[

Ou C; et C; sont respectivement les vitesses des ondes- de dilatation et de
cisaillement, p est le module de cisaillement du milien, s =:iw est un paramétre
complexe , Jo(Z),11(Z2),3,(Z), sont les fonctions de Béssel de seconde. espéce
d’ordre zéro, un et deux respectivement et enfin r représente la distance entre le point

source « i » et le poiint ou s’effectue l’intégra;tion.

1 sii=j

0 &ii%j

Ainsi U'j et T'l r sont les solutions.fondamentales en deux dimensions pour des

domaines infinis que nous utiliserons dans la formulation du probléme par la méthode

des équations intégrales aux frontiéres.

Remarque :
Les solutions fondamentales exprimées par les équationis (V.4.1.1) et (V.4.1.2) ont été

établies pour un état de déformation plane. Ces mémes expressions sont valides pour

un état de contraintes planes, en remplagant tout simplement le coefficient de poisson

v par son équivalent v tel que o=

E 1+v
p=""_
2(1+v)

Rappelons que ;

V-4-2 Formulation de I’équation intégrale aux frontiéres

L’équation (IV.4.2.2) s’écrit dans 1’ état élastodynamique comme suit :

| Ci, Ui + [(@)U, JTdr = [(@)U], {t, 4T + [(®)f, {U;, }aQ (V.4.2.1)

EN.P. 95 . . ‘ , 84



Chapitre V : Application de la méthode M.E.LF au probleme étudié

en négligeant les forces volumiques , I’équation (V.4.2.1) s’écrit :

c;ku;' + [(@){U, }T,dL = [(®)U}, {t }dT | (V422)

I’équation intégrale (V.4.2.2) est valable pour un point se situant sur la frontiére ou 4

Iintérieure du domaine, les valeurs de Cy pour de différents endroits sont données

commesuit:[ § ]
i

f ! ! . v

6 Pour un point situé a I'intérieur du domaine ;

L : :

= %Sn.a ' * Pour un point source « i » appartenant & une fronti¢re lisse :

; , . . . !

L(l - i)gi . Pour un point source « 1 » appartenant a un cotn :

2r/ : ‘ !

En écrivant C'y sous forme matricielle , on aura : '- i

* si le point « i » se situe 4 ’intérieur du domiaine :

* si le point « i » appartient 4 une frontiére lisse :

. [z o -
Cin =] o 1/2 ’

L

* si le point-« i » appartient & un coin,:
.
(1-—) 0

! 2 .I .
0 (-7 . ;

avec 0 : I’angle extérieur au niveau du coin.
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.I.F au probléme étudié

Les termes U';k , T'lk ,sont des matrices de dimension ( 2 x 2-) Do : i

u o, S I
U:jk_U;,i U - Yl"k.= Ly o

. * * . :
avec: Uy, T 1 sont les solutions fondamentales. * '

Les déplacements et tractions sont données sous forme vectorielle comme suit : i
Y L
) 2

V-4-3 Discrétisation de I’équation intégrale

w

Supposons que la frontiére soit discrétisée en N éléments, 1’équation intégrale

(V.4.2.1)semet sous la forme suivante : u5? (_ybdg.,.-—

=5 ¥ EL sy ) Odeery

i L Uldr, = 3 [(®)U;, Tdr b T (vasyy
Cl.kUk+§I_[j((D>Tl.kUk‘ T4 ' 1k Ledd T 9. )M‘H.ff

: !

ol Uy, et T sont des composantes des déplacements et des tensions au sein de -

1’élément « j ».

Et: Hi, = [(®)T,,dr, , Gi, = [(®)U;,dr;
¥ Tj

d’ou I’équation (V.4.3.1) devient :

N A N .0
C.U,+> H1U{ =3 Glit] (V.4.3.2)
i1 =1

avec : Hyy , Gy sont des matrices de dimensions (2x 2 )

ﬁi.j= Hljl Hl{l " G = GIJI GIJI
H, Hij Gy Gia

et ujk , tik sont des vecteurs de dimension (2 ) :

;14 Lt
U’ = s 1’ =
] , t

on peut écrire encore :

L Y

Hii= g - pouri#j

(2]
(=)
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Chapitre V : Application de la méthode M.E.LF au probléme btudis

H'.‘j_:Ci+_f[:\Ii'j pouri=j

d’ou I’équation (V.4.3.2) devient :

N : N
S Hibui =Y GHY ; (V.4.3.3)

j=1 j=1
d’ou I’équation (V.4.3.3) prend la forme matricielle suivante :

[F){u} =[G} | (V.4.3.4)
Aprés introduction des équations aux limites , le systéme d’équation (V.4.3.4) prend ia

forme suivante

[dix}={F - (V.4.3.5)

V-5 COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE (eau - barrage )

Apres avoir déterminé les deux formes matricielles ( fluide - structure ) nous

ferons maintenant un couplage entre eux, afin de déterminer les inconnues a I’interface

des deux milieux.

Pour le fluide : [Hf ]{P} = [Gf ]{Q}

Pour le solide : [HS ]{u} = [Gs ]{t}

les conditions d’équilibre :

Rt (V.5.1)
les conditions de compatibilité :
O ? ot
%= 2.2 (V.5.2)
sachant que le mouvement est sinusoidale , on peut écrire :
= ug’”" - (V.53)

en remplagant (V.5.3) dans (V.5.2) , on aura :

EN.P. 96 ' 87



Chapitre V : Application de la méthode M.E.LF au probléme étudié

“y7e™ = aiy f
ol = — dint avec ji=-1
e w2 - .
. ‘. e /@
enposagt.B-—r— o :
onaura:u= q;‘g (V.5.4) 'f
; | ;
o | ‘
d’aprés le chapitre précédent , le systéme matriciel s”écrit :
; ii f
[H, H, 0. 0] o 7.
roE pPY |G 56 0 0 °
= | . ; E q :
- Pint : : 2 o Ui
- TR I 1T S § ot (V.5.5)
S I e O B 5 Pint '
0 0 Hs Hs U : : /
fluide interface * solide | 0 0 -G G

1

Avee Py ,  Upe: sont les pressions et les déplacements 4 [’interface aprés

réarrangement du systéme ( V. 5.5 ), on aura :

i 1
H H -—=G 0
¥ F J
B P
Pint G f 0 q '
U int { 0 GJ{:} (V.5.6)
U
0 G, H, H, |
fluide” interface - solide
L 1
E.N.P. 96 88
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Chapitre VI : Modélisation numérique

VI - INTRODUCTION

Les solutions analytiques des équations intégrales relatives aux problémes de

potﬁntiels ( éqlliation' de Lapl_ace Jet a cciallesls Fie 1’élasticité ( 'équation de Navier ), sont
extrémement rares et n’existent que pour quelques géométries et conditions aux limites
exceéssivement {simples. Pour étre en me:Sure de traiter des-cas un péu plus complexes et
correspondants! a ceux rencontrés dans la pratique, il a fallu attendre I'essor des
techniques nuiﬁén'ques etle développerﬁent des ordinateurs. :

Dans ce chapitre, on va décrire les programmes numériques établis, qui permettent de
déterminer les inconnues dans les deux cas :

* cas ou I’ eau est considérée incompressible

* cas ol I’eau est considérée compressible -

deux formulations sont utilisées dans chaque.cas :

* formulation en éléments constants ( C )

* formulation en €léments-lin€aires (L )

VI-2 PROGRAMME DE DESCE (C, L)

Ce programmie permet de discrétiser la frontiére du domaine en une séne

d’éléments ( éléments constants , éléments linéaires ) .

Il permet aussi de déterminer :

*

le nombre total des noeuds de discrétisation ( N ) sur la frontiére

#*

le nombre des points intérieurs

*

les coordonnées des extrémités des éléments X (j )}, Y (J ) qu sont ausst les

coordonnées des noeuds dans'le cas des éléments linéaires

*

(horizontal , vertical )
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Chapitre VI : Modélisation numérique

' 1
a,‘

L= Entrée des données &

Les longueurs des portions droites

~ L’angle que fait chaque portion droite avec P’horizontale
— Nombre de noeuds dans chaque portion droite
Ks =0 pour un séisme honizontal |

Ks=1 pour un séisme vertical

A 4

} Détermination du :
- No‘mb;e total de noeuds de discrétisation

— Nombre total des points intérieurs

— Les coordonnées extrémes des éléments

L N

‘ — . T N -

Les conditions aux ~——— TES > Les conditions aux
limites dans le cas limites dans le cas
d’un séisme horizontal : d’un séisme vertical

Impression des résultats :

— Nombre de noeuds (N )

— Nombre des points intérieurs ( L )
-x()),y(J)
- Q(I)

|

b :
fig. (VI.1) Organigramme du programme de discrétisation

en éléments constants et linéaires
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Chapitre VI : Modélisation numérique

VI-3 ETAPES DE RESOLUTION

‘.Les grandes étapes pour la résolution de notre probléme par la miéthode _des

¢quations intégrales aux frontiéres sont représentées par la figure (VI . 2)

[ DEBU.TJ z

4

Introduction des données
coordonnées des noeuds

. _ conditions aux frontiéres

,coordonnées des points intérieure |

i

Formation des matrices, réarrangement des matrices en tenant

lcompte des conditiohs aux frontiéres, obtention d’un systéme

d’équati;)n linéaire sous la forme: A. X =B

Résolution du systtme A X= B , (utilisation de la méthode

d’élinunation de Gauss pour notre cas ) pour 1’obtention des pressions

hydrodynamiques ainsi que les gradiants de pression sur la frontiére

Calcul des pressions hydrodynamiques pour

les points intérieurs

Impression des résultats

FIN

Fig. (V1.2) : Etapes de résolution parlaBEM
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- Chapitre VI : Modélisation numérique

VI1-4 STRUCTURE DES PROGRAMMES

* A présént nous présentons les structures principales des programmes établis :

V1-4-1 Cas ot ’eau est considérée incompressible

Elément constant

[DEBUT]

DONNEC

GHMAEC

h 2

FGHQGC [ TEST

FDMGEC

MRSEQ

PINDTC

FGHQGC

RESEC

'L'FIN Jt

Fig (VL.3) Organigramme du programme « P F E I EC»

ENP. 96
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'Chapitre VI : Modélisation numérique

Eléments linéaires

[DEBUT].

DONNEL

h 4
A

GHMAEL | s 5

FGHQGL TEST | FDMGEL

-~
k4

MRSEQ ;

PINTDL

FGHQGL

RESEL

[ FIN ]

Fig (V1.4) : Organigramme du programme « PFEIFEL »

t
r
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Chapitre VI : Modélisation numérique

VI-4-2 Cas ou I’eau est considérée compressible

Elémeg&s,eonstahm

( DEBUT

"

DONNEC

GHMAEC

F §

. v -

FGHQGL |___ [ TEST

FDMGEC

MRSEQ

PINTDC

FGHQGC

RESEC

[ FIN ]

Fig. (VL5) : Organigramme du programme « PFECE C»
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Chapitre VI : Modélisation huméritjue

Eléments lindaires

( DEBUT )

A DONNEL

o "GHMAEL

|| FGHQGL . TEST . FDMGEL |_|

[ MRSEQ

PINTDL

FGHQGL

RESEL

( FIN )

Fig (VL.6) : Organigramme du programme « PFECE L »
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Chapitre VI : Modélisation numérigue

V1I-5 PRESENTATION DES ORGANIGRAMMES

Ces programmes sont congus pour 1’étude des pressions hydrodynamiques qui
s’exercent sur un parement amont d’un barrage rigide pour différentes inclinaisons de
" ¢z dernier. Ces programmes sont constitués de sept sous - programmes ( subroutines )
qui ont en commun des blocs « common » blancs et étiquetés, permettant le passage
des paramétres entre eux avec une bonne rapidité lors de I’exécution.

Les sous - programmes utilisés sont :

Sous - programme DONNE (C . L)

Dans le cas o I’eau est considérée incompressible, cette subroutine permet de

lire toutes les données nécessaires au déroulement du programme, a partir des fichiers
obtenus par le programmes de discféﬁsation ( DESCEC - DESCEL ). Ils comportent
les données suivantes :

— Nombre d’éléments N

— Nombre de points intérieurs L

— Coordonnées des extrémités des éléments x ( j ) ety (j ), qui sont aussi les

coordonnées des noeuds dans le cas des éléments linéaires.

Les coordonnées x. (), y. (j ), qui sont les coordonnées des points internes

Un code pour chaque noeud qui est égale a : 0 si la pression est connue
1 si le gradiant est connu
Dans le cas ot I’eau est considérée compressible, toutes les données restent les
mémes, en ajoutant :
— Lenombre d’onde K=w/c¢
— Un code qui permet d’indiquer si on a affaire : 0 partie imaginaire

1 partie réelle

ENP. 96 96



Chapitre VI : Modélisation numérique

Sous programme GHMAEL (C, L)
Cettc subroutine permet de calculer les matrices G et H , ceci en faisant appel
aux subroutmes suivantes : FGHQG (C,L ), FDMGE (C,L )et elle pcnnet aussi le

réarrangement du systéme obtenu sous forme: A. X =B

Sous - programme FGHOG (C, L)

Cette subroutine permet de calculér les éléments des matrices H et G pour le

cas ou l’eau; est considérée incompressible. Par contre si ’eau est considérée
compressxble Ces tesmes seront calculés en mtrodulsant des subroutines contenant les
fonctions de BESSEL et de NEWMAN. Tout ces termes seront calculés en utilisant la
quadrature de tGauss_“. voir ( annexe 2 )’
‘ [
Sous - programme FDMGE (C, L)
i

Cette subroutine permet de calculer les éléments de la diagonale de la matrice

G analyﬁquerélent ;

Sous - programme MRSEQ

Cette subroutine permet la résolution du systéme.d’équations A. X =B et cela

par la méthode d’élimination de Gauss. Cette méthode est appliquée en deux étapes, a
savoir la triangularisation du systéme puis la résolution du systéme triangularisé
obtenu.

— triangularisation

Elle s’effectue selon I’algorithme suivant :

(k-1)
a* (k 15 SN IRSLY SR P RPN ¢ 25 )
L U e k.
2y
{
(k-1)
k (k=1) iJ * L(k=1)
bJ"br T LD b
! Ay r
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Chapitre VI : Modélisation numérique

(i=k+1,n . -
avec . Vj=k+1 , n

Lk=1 , n+1

f

— Résolution du systéme triangulaire :

Cette étape est relativement facile et-son algorithme est le suivant :

.
x = b
i -
ann . {
4 ' |
b, - Z Q4%
=i+l
x, = '
L a,
avec . i=n-1,1,-1

Sous - programmes PINT DEC. L)

Dans cette sul,a'rbutine on va réarranger les paramétres du probléme. Les
pressions dans un vecteur et les gradiants de pression dans un autre vecteur. Ces
derniers vont étre utilisés pour le calcul des pressions hydrodynamiques, en des points

que l’on choisis & Pintérieur du domaine, en faisant appel aux subroutines FGHQG
(C.,L). |

Sous - programme RESE (C . L ).

Cette subroutine rermet I’impression des résultats suivants
— La pression pour chaque noeud de la frontiére
— Le gradiant de pression pour chéque not¢ud de la frontiére

— La pression pour les points intérieurs choisis

EN.P. 96 98
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Chapitre VII : Applications et interprétation des résultats

Aprés 1’élaboration des programmes numériques, ces derniers vont étre testés

par quelques applications en considérant les hypothéses principales suivantes :

1- La hauteur du réservoir est de H = 150 m, avec une largeur égale a 4 fois la

hauteur ¢’est a dire L = 600 m.
1

2- Un séisme horizontal ou vertical d’accélération li.'lnitaire.
3- Différents inclinaison du parement amont du barrage rigide.

4- Diffé%ents inclinaison du fond de la retenue.

: [

Donc Ia%premiér’é partie est consacrée pbur les trac;ées des graphes des résultats
obtenus, pour un fluide incorhpressible a fin de les comparés avec celles des résultats
de Zangar, dans le cas du séisme horizontal.

En deuxiéme partie on traitera le cas ou l’eau est considérée compressible, par

conséquent I’excitation est prise en compte, deux rapport d’intensités sont a étudiés.

[)]

— =04

C’:’l

wW

— =03

w, .

avee |

. ] .
@ : Fréquence propre du séisme.

LY

W) Fréduen_ce fondamentale du barrage donnée par [13] ©, = ——.
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Chapitre V11 : Applications et interprétation des résultals

Ou:

C : Célénté du milieu égale a 1440 m/s.

H . Hauteur du réservoir.
r . .

Pour les deux parties la distribution de la pression hy;drodynamique sur le parement

amont d’un barrage sera représentée par, la variation du coefficient de pression

_f)p = ;\_Gliﬁ en fonction du rapport de la profondeur considérée 4 la profondeur total

. 4

L}

3 z 4 1 .
du réservoir iR ' - . C !

L o f

avec
P Prcssmn hydrodynamlque exerce sur le parement amont du barrage
G : Masse volurmque de I’eau. ’

a L’accéleratlon du séisme, elle est consxdéréc égale a ['unité.

H : Profdndeur maximale du réservoir” '

Interprétations des résultats :

Cas ou l’eau est incompressible :

. * Séisme horizontal :

Tout d'abord on remarque que les résultats obtenus sont trés proches des
résultats obtenus par Zangar d'ou la fiabilité de la méthode des équations intégrales

aux frontiéres.

On déduit d’abord des figures (1-2-3-4-5) que l'inclinaison du parement amont
modifie la pression hydrodynamiques. Ainsi i’augmentation de la pente de ce dernier
génére une diminution de la pression hydrodynamique. D'autre part, la pression
hydrodyriamiqu';:. maximale est obtenue au pied du parement vertical comme le montre
Ia figure (1). On remarque aussi que l'augmentation de I'angle que fait le fond de la

retenue avec l'honzontale, fait diminuer les pressions hydrodynamiques comme le

ENP. 96 o 100
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Cfrapitre VII : Applications et interprétation des résultats

montre les figures (5-6-7). Mise a part le parement vertical la pression
hydrodyr}amique maximale est obtenue a une certaine hauteur au dessous de la surface

libre. Comme le montre les figures (2-3-4-5-8).

r

** Séisme vertical :

T

Dans le cas ol on a affaire a un séisme vertical; la pression hydrodynamique
varie linéairement le long du parement amont comme le montre les figures (9-13), ainsi
l‘iaugmentation de l’inclinaison du parément n’engendre pas une grande vadaﬁbn des
ptessmns hydrodynalmques par contre |'interprétation reste la méme que dans le cas

ot le fond est mclme comme le montre lcs figures (14- 15) ]

Cas ou l'eau est considérée compressible :

“Dans le cas ou l’eau considérée compresmble la pression hydrodynamlque est

directement proporuonnelle a la fréquence du séisme, c’est a dire les pressions
hydrodynamlques augmente avec ’augmentation de la frequence du séisme comme le
montre les figures (16-21), si on fait une comparaison entre les résultats obtenus dans
1¢ cas ou ’eau est incompressible avec ceux obtenus dans ce cas (eau compressible) on
rémarque que lé faite de considérée 1’eau incompressible pour des fréquences de
séisme trés élevées devant la-fréquence propre du barrage sous estime les pressions

hydrodynamiques.

* .i)our les graphés on notera les symboles suivants ;

EC : Solution en élément constant.

EL : Solution en élément linéaire. -
SZ : Solution de Zangar

i

o :L’angle'que fait le parement avec la verticale

B L 1nc11na130n de la cuve avec r honzontal
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CONCLUSION

Le but de l'étude faite, nous a permis d'avoir les résultats des pressions
hydrodynamiques ainsi que leurs gradients, causé par le mouvement du barrage et
/ ou le fond de la retenue qui s'exercent sur un parement amont d'un barrage poids
rigide. Tout en tenant compte de certains aspects sur ces variations de pressions
(l‘inclinaison du parement amont, le type de séisme, l'inclinaison du fond de la

retenug, la compressibilité de l'eau, etc...).

L'étude établie, nous donne I'occasion de conclure que lors du dimensionnement
et la conception d'un barrage poids, le choix de I'inclinaison du parement amont a
une influence et doit étre pris en considération, surtout dans des zones 4 inoyenne

et 4 forte sismicité.

On remarque aussi que la méthode des équations intégrales aux frontiéres et la
plus évidente, la plus puissante, vu qu'elle permet une grande réduction de
l'espace mémoire des ordinateurs et cela en réduisant le probléme d'une

dimension par rapport aux autres méthodes numériques (M.E.F par exemple).

Enfin on peut dire que cette méthode est bien adaptée pour I'étude des pressions
hydrodynamiques sur les barrages poids soumis a des excitations sismiques, car
elle permet d'obtenir des résultats acceptables comparés aux résultats de Zangar

et d'autres auteurs.

EN.P 96 : , 102
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Méthode d’intégration numérique de Gauss
La méthode d’intégration de Gauss , permet le passage de Dintégrale & ia
sommation. Cette méthode est trés puissante dans la B E M, elle permet I’ évaiuation

des intégrales sur les éléments de frontiére. !

1={1(9) d6=27, 7(5)+E,

Avec : W; : coefficient de pondération
% : coordonnée du i point d’intégration
n ; nombre total de points d’intégration
E, : 'erreur d’approximation
Nous donnons en conclusion le tableau suivant qui résume les valeurs de W; et des

coordonnées & servant au calcul des intégrales par la quadrature de Gauss. Dans le

tableau on trquve que des valeurs non négatives de &; . Il est a noter qu’il existe dans

ce cas pour chaque & positif une valeur négaﬁve -£; mais de méme W; .

n & W n & W,
2 | 05773502692 1 0.1834346422 "0.3626837834
3 0 0.3838888888 | 8 |  0.5355324099 0.3137066459
0.7745966692 0.5555555555 0.7966664774 " 0222381035
4 0.3399810436 0.6521451549 0.9602898565 - 0.1012285363
0.8611363116 0.3478548451 0 . 0.3302393550
0 0.5688888888 03242534234 | . 03123470770
s | 0.538469310] 04786286705 | 9 | 06133714327 | | 0.2606106964
0.9061798459 0.2362688506 0.8360311073 | 0.1806481607
0.2386191861 0.4670139346 09681602395 |  0.08127438836
6 | 06612093865 0.3607615731 0.1488743300 |  0.2955242247
0.9324695142, 0.1713244924 0.4333953941 02692667193
0 04179591857 |10|  0.6794095683 0.2190863625
7 | 04058451514 0.3818300505 | 08650633667 0.1494513491
0.7415311856 0.2797053915 09739065285 | ° 0.06667134430
0.9491079123 0.1294849662 '

Pour une formule de GAUSS avec une fonction de poids en Ln ( 1/8)




ol

i=1

og( ) f(&) dé= Zw f(&)

nous donnons le tableau suivant qui résume les valeurs des w; et des coordonnées &;

&i Wi n & Wy
0.112.880 0.71853931 8 | 013320283 (-1) 0.16441660
0.60227691 0.28146068 0.797550427 (-1) 0.23752560
0.63890792 (-1) 0.51340455 0.19787102 0.22684198
0.36899706 0.39198004 0.335415398 0.17575408
0.76688030 0.94615406 (-1) 0.52945857 0.11292402
041448480 (-1) 0.38346406 0.70181452 0.57872212 (-1)
0.24527491 0.36687532 0.84937932 0.20979074 (-1)
0.55616545 0.19043513 0.95332645 0.36864071 (-2)
0.84898239 039225487 (-1) | 9 | 0.10869338 (-1) 0.14006846
029134472 (-1) 029789342 064983682 (-1) 030977224
0.17397721 0.34977622 0.16222943 021142716
0.4117025] 0.23448829 0.29374996 0.17715622
0.67731417 0.98930460 (-1) " 0.44663195 . 0.12779920
0.89477136 | 0.18911552 (-1) 0.60548172 0.78478879 (-1)
0.216344005 (-1) 0.23876366 0.754111017 0.39022490 (-1)
0.12958339 0.30828657 0.87726585 0.13867290 (-1)
0.31402045 0.24531742 0.96225056 0.24080402 (-2)
0.53865721 0.14200875 10 | 090425944 (-2) 0.12095474
075691533 | 0.55454622(-1) /| - 0.53971054 (-1) -0.18636310
0.92266884 | 0.10168958 (-1) |' 0.13531134 0.16566066
016719355 (-1) 0.19616938 0.24705169 017357723
0.10018568 0.27030264 0.38021171 0.13569507
0.24629424 0.239668187 0.52379159 0.93647084 (-1)
0.43346349 0.16577577 0.66577472 0.55787938 (-1)
0.63235098 0.88943226 (-1) 0.79419019 0.27159893 (-1
0.81111862 0.33194304 (-1) 0.89816102 0.95151992 (-2)
0.94084816 0.59327869 (-2) 0.96884798 ‘

0.16381586 (-2)
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