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Résumeé:

Il s'agit de mettre en oeuvre une méthde numerique pour le calcul des
caractéristiques d'un écoulement diphasique dans une conduite.
‘Nous avons étudié deux méthodes a base de différences finies. Bien que les
résultats obtenus ne soient pas probants, nous pouvons éspérer les ameli-
orer par une meilleure prise en compte de la non linéarité du systeme hy-
perbolique consideré.
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Abstract:

The purpose of this work is to compute numerically the characteris-

tics of a piped two-phase flow. To do so,two finite differences schemes

have been used. Despite the fact that the resultes were not fully satisfac-

tory, they can be substantially improved upon by better taking into account
the nonlinearities of the hyperbolic system considered.

Mots cles:

Dynamique des gaz - Ecoulement diphasique
Lois de conservation - Différences finies.
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Presentation du travail

1) -Introduction : Motivations de I'étude.

1) -Apercu historique et état de l'art.
[1l) -Le modcle adopte.

IV) -Schémas aux différences finies : Aper¢u genéral.
V) -Approximation du modéle diphasique adopte.

VI) -Conclusion genérale.
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PRESENTATION DE L'ETUDE

Ce travail est consacré a |'étude des écoulements diphasiques.
Il se compose essentielement de deux parties.
La premiere partie de ce travail est consacrée a l'étude de l'aspect phy-
sique nous y trouvons deus chapitre:
Le premier chapitre concerne les motivations de I'étude et une description
générale des travaux antérieurs sur le sujet.
Le deuxiéme chapitre est consacré a la description du modele que nous
avons adopté et que nous nous proposons de résoudre.
La deuxieme partie represente l'aspect numérique de l'étude.Les methodes
numériques présentées sont a la base de différences finies. Nous y trou-
vons également deux chapitres. Nous présentons les différents schémas
numériques pour le modéle de transport classique en chapitre trois. quant
au quatrieme chapitre, il traite essentielement l'approximation propre-
ment dite de notre modele adopté par deux méthodes.
Nous terminons notre étude par une conclusion générale par laquelle nous
mettons en valeur les résultats auxquels nous sommes arrives a l'issue de
ce travail.
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MOTIVATIONS DE L'ETUDEEgcsie Hationae pei;ic- nicue

Ce travail est consacré a I'étude de quelques problemes rencontrés dans les
gcoulements des mélanges diphasiques compressibles dans le transport et
la distribution du gaz naturel. Il est d'un intérét scientifique et industriel.

a)- Aspect scientifigue de cette éetude

Il s'agit d'abord de modéliser un phénomeéne de meécanique des fluides et
ensuite de le traiter par une méthode numérique qui puisse rendre compte
de maniere satisfaisante des caractéristiques de ce phénomene.

Cette étude m'a permis d'une part d'approfondir mes connaissances en
mécanique des fluides en particulier celles qui ont trait aux problemes de
transport. D'autre part, elle m'a permis de maitriser les techniques
numériques les plus performantes qui sont actueliement utilisées dans le
traitement de ce type de probleme.

b)- Aspect industriel

Ce travail se veut répondre a des besoins industriels reels.

La Soneilgaz, qui est linvestigateur du projet, en est directement
intéressée. En effet, en dehors du méthane qui est I'élément dominant, le
gaz naturel contient des pourcentages volumétriques d'eau et de carbures
saturés avec un nombre d'atomes de carbone croissant (éthane, propane,
butane, pentane) . Par suite des lois complexes des conditions d'équilibre
des mélanges d'hydrocarbures, une partie de ces éléments se condense dans
les conditions atmosphériques et une autre partie reste dans le gaz. Cette
derniére peut étre récupérée par traitement du gaz dans une unité de
dégazolinage, ou si elle ne i'est pas, elle peut se condenser lors du
transport ou de la distribution du gaz. Toutes ces condensations (eau,
hydrates, hydrocarbures supérieurs,...) constituent tout d'abord une géne
pour l'industrie du gaz : perturbation de la pression de livraison, bouchage
des conduites, mauvaises conditions dans les chambres de combustion,
etc...

Il ya ensuite un second aspect qui échappe généralement, les condensats
étant constitués d'hydrocarbures allant de cg et plus, les condensations

font perdre au gaz une fraction importante de son pouvoir calorifique,
puisqu'elles font perdre au gaz l'apport énergétique de ses constituants les
plus riches. Ce dernier point rend essentiel I'étude de la formation et de
I'écoulement de ces mélanges : recherches sur les parametres de formation
(pressions, températures de livraison et detransport, recherches sur les
différentes formes de mélanges rencontrés (brouillard, gouttelettes, filets
liquides, etc,...) et enfin sur leur propogation dans les réseaux de gaz.
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Les écoulements diphasiques ne se limitent pas bien sOr au probleme de
transport de gaz, ils s'étendent a de nombreux phénomeénes qui sont soit
naturels tels que ceux rencontrés en géométéorologie et en biologie, soit
des systémes industriels tels que les moteurs et générateurs de puissance,
les dispositifs de transfert de chaleur, les systemes de lubrifcation, pour
ne citer que ces applications.

Il est clair que les dimensions des dispositifs industriels augmentent et
les conditions tendent vers des limites critiques et plus les connaissances
précises de la physique régissant ces systemes a écoulement diphasique
sont indispensables & la sécurité et a la rentabilité des operations. Ceci
implique donc une substitution graduelle des méthodes de modélisation
basées sur des corrélations statistiques expérimentales par d'autres
basées sur des modéles mathématiques qui peuvent mieux prédire le
comportement dynamique des systémes.

En effet, le modele optimum, la prédiction des limites opérationnelles et
méme le contréle d'un grand nombre de dispositifs vitaux dependent des
modéles mathématiques réalistes et exacts des écoulements diphasiques
ainsi que des méthodes de résolution de ces modeles. On mesure ainsi
lintérét que revét I'étude de ces écoulements que ce soit au niveau de
l'analyse des modéles ou au niveau de la construction de méthodes
numériques robustes et adequates.

On se limite dans ce travail a I'étude des écoulements diphasiques du type
liquide-vapeur d'un méme fluide (le gaz naturel). Cela n'altere aucunement
le caractere assez général des conclusions de ce travail. En effet, et a
titre d'exemple, elles restent valides dans tous les écoulements a deux
fluides (liquide-gaz) qui sont régis par les mémes lois de transfert.
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A I'heure actuelle (cf. /5/,/2/,/10/), il existe deux approches dans |'étude
des écoulements diphasiques :

. une approche topographique
. une approche basée sur les moyennes temporelles.

L'objet de ce chapitre est de décrire ces deux approches afin de bien
comprendre les raisons qui poussent les spécialistes dans le choix des
modeles et des méthodes de résolution.

a- Approche topoqraphique

Elle est basée essentiellement sur les structures inerfaciales par
opposition aux eécoulements monophasiques qui sont eux classés suivant la
géométrie de I'écoulement (lamiv.care, transitoire, turbulent). Les
écoulements diphasiques sont donc, en geénéral classés suivant
la géométrie des interfaces en trois catégories

. écoulements sépares,
. écoulements disperses,
. écoulements mélangés.

De plus, chaque catégorie est divisée en classes dont chacune d'elles est
formée de plusieurs sous familles.

Pour ce gui est de la classe des écoulements séparés, elle peut étre divisée
en écoulements plans et écoulements quasi-axisymetriques. L'écoulement
plan comprend les écoulements pelliculaires et les écoulements stratifiés,
quant a i'écoulement quasi-axisymétrique, il consiste en des regimes a
écoulement annulaire et a jet.

La classe des écoulements dispersés, quant a elle, peut étre divisée en
plusieurs types. Ainsi en fonction de la géométrie de linterface on peut
parler de particules sphérigues, elliptiques ou granulaires

Cependant, il est plus commode du point de vue statistique et du point de
vue topographique de subdiviser la classe des écoulements dispersés en
considérant la phase de dispersion.



De ce fait, nous pouvons distinguer trois régimes : écoulement plein de
bulles, écoulement de gouttelettes et écoulement de buée ou de particules
solides. Dans chaque régime, la géométrie de la dispersion peut étre
sphérique ou elliptique.

Enfin la troisieme classe des écoulements, les écoulements mélangés, est
caractérisée par la présence simultanée d'écoulements séparés et
dispersés. Ceci est di a la variation graduelle des structures interfaciales.
La transition arrive fréquemment par les mélanges liquide-vapeur comme
un changement de phase progressant le long du canal.

Pour terminer ce paragraphe, il est important de noter qu'en pratique
l'approche topographique reste sans intérét en raison de sa complexité. En
effet, I'établissement d'un modéle basé sur cet approche est en géneral
trés difficile et compliqué. Ceci est lié a I'évolution continuelle de la
topographie de l'écoulement en temps et en espace.

b- Approche basée sur_ les moyennes temporelles :

La détermination des caractéristiques des écoulements diphasiques est
nécessaire pour l'‘évaluation des performances de systemes mettant en jeu
de tels écoulements. Sous la pression de nécessités pratiques (etats de
connaissances, temps disponible,...) le calcul des écoulements diphasiques
est souvent abordé de facon empirique. On se base, par exemple, sur un
modéle d'écoulement monophasique ou d'écoulement diphasique permanent,
modéle que I'on complique peu a peu.

Une approche, plus générale est désormais possible gréace a l'impact du
développement de nouvelles méthodes numériques qui a été rendu possible
par l'apparition d'ordinateurs de plus en plus puissants, capables
d'effectuer de "gros" calculs.

C'est celle approche qui nous semble la condition d'une amélioration de la
"représentativité” des modeéles et de la compréhension des éecoulements
diphasigues. :

Nous allons dans ce paragraphe, tout d'abord, présenter les principes
genéraux  qui régissent la modélisation ensuite nous décrivons les
différentes possibilités ou options simplificatrices et enfin nous montrons
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brievement comment on établit les équations locales instantanees.

i- Les principes qéneraux de la modelisation

De fagon générale, un modeéle mathématique est un ensemble d'équations
présumé représenter le comportement du systeme physique considére, dans
des conditions donnees.

Le modéle d'écoulement est basé sur des axiomes issus de la mécanique des
milieux continues (cf. /4/,/5/). I s'agit du principe de conservation de la
masse, de la quantité de mouvement et de I'énergie, ainsi que du second
principe de la thermodynamique. L'écriture des équations, exprimant ces
axiomes implique toujours un certain degré de schématisation et
d'idéalisation du systéme physique schématisation des fluides reels par
des milieux continus, des zones a variations brusques (interfaces, chocs,..
par des discontinuités, remplacement des variables locales instantanées
par des variables "pratiques”, moyennees, etc...

Cette schématisation conditionne la nature méme du modele. Elle doit étre
distinguée de !'adoption d'hypothéses simplicatrices ayant pour but de
faciliter l'utilisation du modele.

En revanche, schématisation et hypthéses simplificatrices se traduisant
toujours par un gain de maniabilité du modele acquis bien sir au prix d'une
perte d'information physique.

En effet, les équations exprimant les axiomes contiennent des propriétés
des fluides considérés. Ces propriétés résultent des lois de comportement
dont l'expressicn implique un certain degré de schematisation et
d'idéalisation. En outre, ces équations sont appliguées dans un domaine
limité par des surfaces (parois, section d'entrée et de sortie des fluides).

Il 'y correspond donc des conditions aux limites "physiques”.

Enfin, f'utilisation du modéle nécessite, en général, des informations sur
I'etat initial du systéme. Ce sont les conditions initiales. Nous pouvons
donc résumer cette démarche générale pour I'établissement d'un modele
diphasique dans ia fig. suivante :
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Des principes de conservation (et, éventuellement, du second principe de la
thermodynamique), on déduit, compte tenu de la schématisation adoptee,
les équations pratiques de conservation du modéle (et I'expression pratique
du second principe).

Ces équations contiennent, d'une part des propriétés, liées par des lois de
comportement des fluides considérés. Les lois de comportements pratiques
correspondantes peuvent étre qualifiées d'intrinseques (exemple : loi
d'état). D'autre part, lorsqu'elles sont moyennées spatialement (cas
général), les termes de transfert dépendent a la fois du comportement du
ou des fluides considérés et des conditions aux limites physiques
(frottement, transfert de chaleur,...). Les lois pratiques donnant les termes
de transtert sont appelées lois de comportement externes.



Les autres conditions aux limites physiques et les conditions initales
apparaissent respectivement dans le modele comme conditions aux limites
mathématiques et conditions initiales.

ii- Option fondamentale sur la topologie de |'ecoulement

L'option fondamentale sur la topologie de I'écoulement consiste a se donner
la nature, le nombre et la disposition relative des fluides et des
discontinuités pris en compte. Chaque fluide peut d'une part étre
monophasique ou simuler une émulsion, qui est alors considéree comme un
fluide particulier, dont les lois de comportement sont a préciser. D'autre
part, il peut occuper un certain domaine, dont la fonction peut évoluer en
exciusivité (par exemple dans une configuration annulaire) ou le partager
dans le temps avec un autre Fluide.

Dans ce dernier cas s'introduit le temps ou la probabilité de présence en
chaque point du domaine de chacun des fluides : c'est une variable
dépendante supplémentaire obéissant a une loi qui est a préciser. Elle
correspond en fait @ une information qui résulte de la topologie reelle de
I'écoulement et qui a été perdue lors de la schématisation.

On sait peu de choses de cette loi topokgique qui est, en pratique,
remplacée par une hypothése sur I'écart de pression entre phases (cette
hypothése éliminant une variable dépendante, les lois de conservation
permettent alors le calcul du temps de présence). Parmi les discontinuités
qui peuvent étre prises en compte : les frontieres eventuelles entre
domaines, ainsi que les interfaces présents dans un certain domaine, et
enfin les chocs.

Suivant I'option topologigque, on classe les modeéles courants en

. Modéle monofiuide

C'est le cas d'un seul fluide, "émulsion " qui occupe tout I'écoulement. Les
interfaces sont alors ignorées. La difficultés est évidemment de
déterminer les propriétés de cette émulsion. Un exemple classique de
modéle monofluide est le modele homogene (ch. chapitre V).

. Modeie a deux fluides occupant concuremment touf l'ecoulement




Chacune des deux phases posséde, en chaque point, une probabilité ou un
temps de présence qui s'identifie en pratique au classique "taux de vide".
Les interfaces sont prises en compte. Les propriétés sont connues. La
difficulté est de déterminer les lois de transfert entre fluides.

. Modéle a deux domaines

C'est le cas des écoulements annulaires ou stratifies. Chacun des deux
domaines peut étre occupé par un fluide, ou concuremment par deux fluides.
Dans les modgles dits "a phases séparées”, les deux domaines sont occupes
chacun par un fluide monophasique. Les modeles a deux domaines sont
nettement moins utilisés que les précédents en raison de leur complexite,
alors qu'ils correspondent a une topologie courante, probablement la plus
répandue, d'écoulement diphasique en conduite. Il y a donc la une voie a
explorer avec le développement des méthodes numeériques.

~m—

Nous constatons donc que c'est l'option faite sur la topologie de
l'écoulement qui fixe le nombre d'équations de conservation du modele. En
effet, si Ng est le nombre total des fluides consideres et Np celui des

discontinuités fortes, le modéle comporte alors 3(Ng + Np) équations de
conservation et (Ng + Np) équations exprimant le second principe de la
thermodynamique.

Parmi ces équations, seules celles relatives aux fluides sont aux dérivées
partielles. Parmi les nombreux modeles rencontrés dans la littérature, en
voici quatre classes qui peuvent deécrire les ecoulements
monodimensionnels

. Les modeéles a trois_équations

Le mélange diphasique est considéré comme un seul fluide. Ces melanges
contiennent trois équations de conservation de la masse totale, de la
quantité de mouvement totale et de l'énergie totale. Ces ¢equations sont
complétées par quatre lois algébriques ou differentielles qui portent sur
les écarts globaux entre phases @ écart de pression, ecart de vitesse, écart
entre I'état de chacune des phases de saturation.

Ces modéles s'écrivent sous une forme conservative, sont strictement
9



hyperboliques et possédent des champs caractéristiques qui sont soit
vraiment non linaires (V.N.L), soit linéairement dégénrés (L.D) (cf. /11/). Le
modeéle le plus simple est le modeéle homogéne équilibré ol tous les écarts
précédents sont supposes nuls (cf. chapitre V).

L model

Ces modeéles contiennent en plus des équations précédentes une équation de
conservation de la masse phasique (vapeur ou liquide). lls s'écrivent encore
sous une forme conservatrige sont hyperboliques sous certaines conditions
(par exemple écart de vitesse faible devant la vitesse du son dans le
mélange) mais admettant un champ caractéristique ni V.NL ni L.D.

. Les modeles a cing equations :

Ces modeéles contiennent au moins une équation de conservation de la
gquantité de mouvement ou de l'énergie phasique. Le systeme correspondant
est alors sous forme non conservative.

. Les modeles a six équations (ou bi-fluides) :

Chacune des pahses est décrite séparément : 2x3 équations de conservatic..
phasique. Ces modeles ne nécessitent qu'une loi constitutive qui porte sur
l'écart de pression entre phase et qui se résume en pratique au fait que l'on
admet l'égalité de pression dans les deux phases. Le modele de base

(Py =P = P) s'ecrit sous une:forme non conservative et n'est pas

hyperbolique (cf. / 11 /).

Les modeéeles a sept equations {(ou_a deux pressions) :

Ces modeles contiennent les six équations phasiques (avec R, # P|) et une

équation supplémentaire qui consiste en général en une équation de
propagation du taux de vide qui découle d'hypotheses et de considération
physiques variées. Ces modeéles ne sont pas completement mis au point
mais possédent des propriétés mathématiques intéressantes (cf. / 11 /). En
cffet, ils se décomposent en deux systemes d'equations d'Euler pour la
phase vapeur et pour la phase liquide couplées uniquement par le taux de

10



de vide a. Ces systemes sont hyperboliques mais non strictement
hyperboliques Cles caractéristiques associées aux valeurs propres
peuvent se croiserd. Ils possédent en général quatre champs V.N.L
=t trols champs ni V.N.L ni L.D, et =surtout ils s’écrivent sous

une torme non conservative Cef ~11.D.

L1i- Sur la méthode utilisée pour obtenir les équations locales

inetantanges

[.’&tablissement des équations générales pour les ecoulements

nonophasigues est basé sur le scheéma suivant:

-Bilan globaux |

Regle de Leibniz Thecoreme de Gauss

S

Equations locales

Schéma d’etablissement des equations locales

Les bilans globaux traduisent les principes dits de conservation
ou d’evolution tels gue bilan de masse, hilan de quantité de
mouvement (Lol fondamentale de la dynamique’, bilan de 1l énergle
totale (premier principe de la thermodynamique) =t 1’&volution de

l'entrople (second principe de la thermodynamique).

Ces bilans sont écrits pour des bilas matériels c’est a dire des
volumes constitues a chaque instant des mémes é€lements de matiere.
La frontiere de tels volumes materiels, si elle est par definition
impermeable a la matiere, peut en revanche laisser passer les
quantites de mouvement sous la forme de tenseur de contraintes, ou
1’enerdgle sous la forme de lux de chaleurs.

Les equations globales instantanees sont cobtenuss a partir des

soremes dans le but d’exprimer

prlans globaux en utlilisant deux tb

ces bilans glebaux sous la forme d’integrales de volume.

11



Ces deux theoresines sont la regle de Leibniz et le théoreme de

'
i

Causs. La regle de Leibniz est un theoreme purement cinematique ou
la notion de masse n’intervient absolument pas. Cette régle permet
e transformer la derivee par rapport au temps d'une integrale
de vol uine en un= integrale de surface et une integrale de volume
Cotolado . Quant au theorems de Gaudss, 11 permet de tranformer des
Lnbedrales de surface en des lntegrales de volume Cefs14-.0.

B i, 1l ewt necescalre dlecrire les équatlions traduisant les
bilans globaux sous. une forme explolitable et ceci dans le but d'un

Lrral tement nuner Lgue (cf A“chaplitre IV.D.

ld-Fesolution numerique du probleme d’écoulement diphasique:

Bren que les nodeles diphasiques generalement ut.ilisés restent
valides dans de nombreuses configurations d'écoulement, il est
vain d'esperer quune seule et meme methode numeridque donnera les

ezl Lleurs resultats pour toutes les applications

De Taigoln Jgehel ale i constate Jue la -:II"«:.l‘letf Ill;t\jiDFJ.Lli"‘ dees nethodes

Cidines b ofllers Col oL 1o, 292 gul ant ates desvesl Oppdes [rour ders mowdes [ ees
diphasigues fies Sant Das adaptéess ald= calcul des ffartes
discantinulbes. Ces mEsbhodes  nuer Lgues peuvent  Stre clasiees
SUL vanl  Lleur deqgre diimplicitation en temps.  Nous  avons tout
A’ apord les schemas semi-implicites. Ils ont fait lee succes de
nombreux codes de calecul. La principale caractecistique de ces

scemas inbroduits par LILES et REED Ccfrs11-2 est la reduction a
Une  eguatlon dionae sur la pression. Cette approches presente le
double avantadge e reduire la taille des syslemes a 1NOVel Ser et de
G [ oalvenes o un probhlemns elliptlgue Sur la presslon ol leyuuezl  @n

dispose des melhodes etTicaces de resslution CoT 110, Nous  avons

ensuUl Les les et hodes Lolal snent s itnplicites Cui sant
particulieremnsent Luteressantes a utiliser dans le cas ou les
Valil taltldns =i Lelnpns zont lentes.

Ces  methodes ont <te largement utilisées et la  litter ature
correspondante &St abondante. En  revanche, concernants les
et huodes DUTET eSS adaplees aux calcul cles ecoulements

diphasigues 24 la prise en conple des ondes de  choc  est

incds sponsable ,le litterature est wal heureusemsnt beaUucollp  molns

12



Lmpor tante, Citons par exemple les méthodes ASINE CASymetric
Weighted Residuals) qui sont semblables dans leur principe aux
methodes d'élements {inis ou des méthodes aux dirférences finies
bassecs essentiellement sur le schema de Mac Cormack cu celui de

Lax—Wendroft.

La methode des caractéristiques dont le principal inconvenient est
qu'elle genere des solutions nultivoques podr les lols de
concer vation et pour terminer la méthode de transport Cef <10 qui
conslate a4 calculer a chaque pas de temps, d'abord la solution, a
pricori  multlvodue, Tournie par la methode des caracteristique
{phase de  transportl, puls lui  appliguer une transtarmation
gecmeLr lque, varlante de la symetrisation de STEINER, pour la

Ferir e unl vogue (piase d'écroul enent.d.

Ces deux dernieres methodes restent complexes &t couteuses dans

Leur mise en wuvre lnlormatlque.

13
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CHAPITRE Il : LE MODELE ADOPTE

Le programme est CONgU pour étre appliqué a des calculs d'écoulements
d'un mélange gaz liquide dans une conduite horizontale

pour étudier les problémes poses par I'application des difféerences finies,
nouUS nous sommes limités au cas le plus simple, le modéle homogene equi-
libré. L'objet de ce chapitre est donc de commencer par rappeler
brievement les hypothéses physiques de Ce modéle, d'établir ensuite 1es
equations qui le décrivent et enfin de determiner les invariants du sys-
téme adopté afin de fixer les conditions aux limites a

utiliser.

| -HYPOTHESES PHYSIQUES.

Nous savons maintenant ( cf.chapitrell )qu'un fluide diphasique est
caracterisé par la présence cote 5 cdte de deux phases qui interagissent
fortement. 11s existent entre elles des tyand erts de masse, de quantité de
mouvement et d'energie.

La representation la plus communément admise dans la litterature { ef [ S
][ 2], [11] ) par ceux qui font des calculs est 1a representation par val-
eurs moyennes.

Nous faisons les deux hypothéses suivantes.

Nous supposons gue le melange est isotrope en espace.
On peut donc definir des grandeurs moyennes pour le mélange et les relier
4 celles transportées par chacune des phases ( gaz, liquide ) par
'intermédiaire du taux de presence. ¢
De plus cette hypothése implique que les vitesses des deux "fluides™ sont
egales. C'est I'hypothese "homogene”.

Nous nous placons dans le cadre de la thermodynamique des sytemes
a l'équilibre. Nous supposons que les constantes de temps des transferts
entre les deux phases sont suffisament petites pour que dans un petit vol-
ume les deux phases en présence solent 3 1'équilibre. Nous pouvons ainsi

14



L i localement une pression et une temperature qui seront les mémes
1 les deux phases.

C . modéle a déja eté utilisé dans une vaste gamme d'écoulement ou les
i 1ations Spakio -temporelles sont suffisamment lentes.

L QUATIONS DU MODELE

Ue facon naturelle les éguations determinant I'écoulement d'un fluide
nonovariant: principe de la conservation de la masse, de la quantité de
mouvement et de 1'énergie.On pourra trouver I'établissement rigoureuxde
ces equations dans le cadre dans la mécanique des milieux continues
(cf.[51,[111[41..).

Nous allons donner ici le systeme obtenu des equations d'evolution dans le
cas monodimensionnel.Nous nous sommes donc places dans le cadre ou
'écoulement posséde une symetrie transversale par rapport a I'axe de
propagation. Les équations qui décrivent 1'écoulement sont donc:

e Fquation de la conservation de la masse

op o(pU)
(1Y e ¥, =0
ot IX

p est ladensité moyenne du melange.
u est lavitesse moyenne du melange.

e Equation de conservation de la quatité de mouvement:

)

alpu) alpu ) op
(2) + P s 00

ot IX aX

ou p est la pression moyenne du melange.
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e Equation de conservation de lI'energie totale:

o(pe) 0
(3) + ((pe+plU) =0
ot X
ou 1
i U2 I'énergie totale par unité de masse et & est
2 I'énergie interne par unité de masse.
REMARQUE

Nous pourrons réecrire l'équation de conservation de 1'énergie totale sous
forme non conservative en utilisant I'entropie spécifique S du systéme de-
finl par:
|
TdS =dh-__dp
P

ol T est la temperature du mélange et h est I'enthalpie.Elle est donnée par

h= ¢ +P/p

Avec l'entropie S, nous pouvons donc decrire le bilan de 1'énergie totale par
l"'équation:

ot oX

Et afin de fermer le systéme d'équations des bilans précédentes,
nous devons leur ajouter une loi d'état du type :

(4)

I TR
s P =p'S (T /y)

ou y>1etT>»0 ,p>0

constantes liées a la nature du fluide.

e Les conditions aux limites.

16



En régle génerale, les conditions aux limites admises sont de trois types:
Les conditions d'entrée, les conditions de sortie et enfin les effets de pa-
roies que nous négligeons ici puisque nous nous sommes places dans le cas
monodimensionnel.

Par ailleurs, 'écoulement du fluide diphasique dans le modéle homogene
est régi par les gquations d'un fluide compressible .Ce systeme
d'équations est hyperbolique non linéaijre . 11 est donc important de con-
naitre e sens de propagation des informations pour déterminer les condi-
Lions aux limites a utiliser.Ceci nous amene tout naturellement a calcu-
ler lesinvariants du systéme .Cecalcul est possible et relativement simple
dans le cas qui nous interésse car nous traitons un probléme monodimen-
sionnel.

Cn effet nous pouvons réecrire le systéme d'équations (1), (20, (3)bis

et (4) sous la forme non conservative

bis
(5)  av oV
o+ B(V) —— =0
ol OX
3
ou V= U
(5), s |
et U [4 0
(),  BWI= [cf/3 U pt!
0 0 U
! b
Avec ap Y C2
i C=__=__(p+_—_P)
% P Y

C est appelée la vitesse du son dans le melange .

|1 découle alors du systeme (5) les propriétes suivantes

| -11 est facile de vérifier que les valeurs propres de la matrice B(V) sont
réelles et distinctes et ont pour valeurs :

; 14



llz B
(6)] lzz U
l3= U+C
On voit bien que .
11<12 <?L3

Ceci nous permet d'affirmer que (cf [11],..,) que le systeme (D) est
strictement hyperbolique .

2-0n construit aisément une base de fonctions propres aux valeurs
propres 11,12,13:

r (V) =|-¢C

(6)2 rL,(v)=| O

r3(\/)= ¢

En outre, nous vérifions facilement que le zeme champ carectéristique
est linéairement degénere (L.D).

V?\.2r2(\/)=0

Et que les champs caractéristiques | et 3 sont vraiment non linéaires
(V.N.L) 1.e :

VA, r (V) =0 j=1,3

Enfin si on se donne un état initial V°= US alors nous pouvons expli=
S

13



§

citer les coordonnées caractéristiques (o ) |3 pour tout etat VvV =|U
: ioq S
(1.2.) - i , v
V - P MACQ( )

de la facon suivante :
o R 0
[ =12(3/8 - urC® + /S )

a =-S5/ .0
2 Y3

0] 0
=12 (p/p, +U/C°+S/¥S” )

REMARQUES:
1-11 est possibie de faire de ce calcul en passant en coordonnees lagran-
giennes . Dans ce cas, on a a faire aux invariants de lagrange.

2-L'entropie S du systémes (5) est un invariant Ses courbes intégrales

correspondent a la vitesse U.

3-La vitesse du son c, apparait donc une valeur importante pour la vi-
tesse. Dans le cas d'un écoulement subsonique l'une des courbes caracté-
ristiques va en sens inverse de la vitesse Cela fixe le nombre de condi-
tions aux limites pour les frontieres ouvertes.

4-Dans la pratique , les conditions aux limites ne correspondent pas ex-
actement aux invariants qu'il est difficile de calculer. Des considerations
sur I'évolution de 'énergie totale permettent de les fixer.

Ly po\i.-i:.‘.nf AX wat'z; .fruc ey a‘L.)J:a.f ces ek o),w. | /.«n.t
prnstnminks whdicdeg (. (1) ok Ao desx vobiiay
. Nwﬁwnwﬂy Wi e okb.ée_pl.:,o.a mm,b ALK &
Q-,b"b\'g)‘J / il g(‘x'}o) = j;} Q()
""Q(‘)G) - L\;(x‘
5()'_()0) = SQ()(g
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C ONCLUSION :

€ o
DRI
P(s3) = ¢S (%) 3
AVE.’ Q&f ,Cc%ol’-k_k; ‘ 4
- ™ jg‘(x;o)zfi@)
U(><,O)=U].(x) O¢x <L

S(X’O):Si (x)

et les conditions aux limites :
A l'entree de la conduite

p(OJt):pO (t)
U(O,t)=UO(t) t> 0.
S (O,t)=SO(t)

A la sortie de la condulte .

P(L,t):P](t) t > 0.

eCe modélest non seulement pratique pour tester nos methodes
d'approximation par differences finies mais aussi NoUs pourrons penser
qu'il reste valable dans la plupart des cas puisque le gaz et le liguide sont
o1 fortement lies . Cependant afin d'en cerner les limites, on peut citer
deux exemples ou il est pris a défaut :

eUn ecoulement de bulles sous l'effet de la pesanteur.Par la poussee
d'Archimeéde, Les bulles montent alors que le liquide reste sur place
Le modéle donne une vitesse moyenne et n'est pas capable de traduire le
phénomene de transfert de matiére du bas vers le haut.

eUne dépressurisation brusque Les experimentations placees dans ce
genre d'experience donnent souvent une courbe d'évolution de la tempera-
ture et une courbe d'évolution de pression en un point En certains points,
la courbe de température de saturation reste un certain temps au -dessus
de la température donnée par la pression Cec1 est ta preuve de la pre-
sence de bulles de vapeur non epn équilibre avec I'eau environnante.
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INTRODUCTION

Cette partie est consacrée a la description générale de la meéthode des
différences finies que nous nous Pproposons d'utiliser pour traiter
numériqguement notre probleme.

Nous y présentons certains schémas d'approximation qui nous permettront
d'introduire les notions qui caractérisent les meéthodes aux différences
finies a savoir la convergence, la stabilité, la consistance, etc...

Ce chapitre se compose de deux parties :

a- la premiére partie est consacrée a l'etude de I'équation de transport dite
également équation d'advection.

C'est le modéle qui nous servira de base pour la description et I'analyse des
schémas d'approximation.

Nous avons choisi le probléme de transport essentiellement pour les deux
raisons suivantes

i - c'est un probléme classique (cf. /3/) et qui est parfaitement connu
(existence et unicité de la solution, comportement etc,...) ce qui nous
servira donc a s'assurer dans la deuxieme partie gue nos schémas
numériques conservent les propriétés de la solution de ce probléme.

i - Le modeéle de transport, bien qu'il soit linéaire, s'apparente aux
équations qui forment le systeme du modéle diphasique adopté (cf.
chapitre 1V). Il est donc logique et utile que notre étude des schémas porte
d'abord sur un modeéle simple (équation lineaire) ensuite au modele
beaucoup plus compliqué constitue par un systeme d'équations
hyperboliques non linéaires.

b- La deuxieme partie est consacrée a la présentation et a l'analyse de
certains schémas numériques (schéma a deux niveaux, schema de Lax,
schéma décentre, schéma de Lax-Wendroff, schéma saute-Mouton).

Nous rappelerons brievement les propriétés de chaque schéma.
Nous insisterons en particulier sur leur précision, leur stabilité et leur
facilité de mise en oeuvre informatique.

Ces caractéristiques représentent les criteres qul conditionnent le choix
d'un schéma.



Nous présentons & chaque fois les résusltats des expériences numeriques
que nous avons effectuées au Centre de Calcul de I'Ecole Nationale
Polytechnique.

Enfin, pour conclure, ce chapitre n'a aucune prétention d'originalité ni de
grande rigueur mathématique .

Il ne s'agit que d'une bréve introduction de certaines notions qui vont jouer
un role important dans la suite (Cf. chapitre VI).

a)- Le probléme modele de transport

Il s'agit de résoudre le probleme suivant :

trouver la fonction u(x,t) solution de l'équation :

ML e9Y-0 VxeR , V1)0
JdL Odx
ou

u est donnée a l'instant initial par :
u(x,0) = u® (x)

Le paramétre ¢, caractéristique du modéle, est homogeéne a une vitesse.
C'est un probléeme de Cauchy classique.

Proposition 1 :

Supposons la donnée u® dérivable en x. Il existe alors une solution unique u
au probléeme de Cauchy, dérivable en (x.t).

Elle est donnee par :

u(x,t) = u®(x - ct) x&€R , t>0




2- Lorsque la condition initiale u® n'est pas réguliere, on ne peut plus
définir les dérivées partielles de u par rapport a t et x au sens classique.
Cependant elles sont définies au sens des distributions, et la solution
s'exprime encore en fonction de la donnée initiale u® sous forme

u(x,t) = u°(x-ct)

Exemple :
Condition initiale présentant des discontinuités

Soit u® définie par

u(x) = 1 \ xe/0,1/
u®(x) =0 sinon
A u®(x)
1 |
: > X
1) ;
. -
™ !
l |
| |
! I
r |
' U ~

& &+
Fig. 2 : Solution correspondant a un créneau initial

Les deux discontinuités de u®, placées en x=0 et x=1, se propagent ala
vitesse cC.

Il est utile de rappeler ici que le support d'une fonction ¢ définie sur R est
le complémentaire du plus grand ouvert dans lequel ¢ est nulle.

Le support de la fonction u® définie ci-dessus est 10,



3- Lemme 1

Si la condition initiale u° est a support compact /Iy , l»/, la solution u du
probleme de Cauchy est, a chaque instant t, @ support compact

[ly +ct, 1o + ¢4

Preuve :

Le résultat est tout a fait évident. En effet a chaque instant t, la solution
u(x , t) est donnée par :

u(x,t) =0 ° (x - ct)

u est donc non nulle pour i (X-CT L2
N\
C'est a dire pour : 4 +ct gx\(lg + c.t

Remarque :

Cette propriété est trés importante pour l'approximation : elle permet de
réduire le volume des calculs.

4- Lemme 2 : (Principe de maximum)

Si la condition initiale vérifie : us LL*(X)C @2, x ¢ R alors la solution u du
n N \
probléeme de Cauchy vérifie :

u- < n(xt) <u® Vvx R, Vtz0
Preuve :

Pour la démonstration de ce lemme, nous renvoyons le lecteur a la
littérature (cf./3/,/7/).

Remarque :

Lorsque nous introduisons des schémas d'approximation de ['‘équation, il
sera important de vérifier qu'ils "conservent des propriétés de ce type"

5- Bien souvent, le probléme de transport ne se pose pas sur tout l'axe des



x, mais sur un domaine borné. On parle alors de probleme de Cauchy aux
limites.

Il faut alors spécifier les conditions aux limites.
La fonction u est ainsi déterminée par I'ensemble des trois équations :

au Ju ;

. Cﬂ_o x [0,1] ,t [0,1]
u(x,0) = u°(x) x 10,1/
u(x,0) = g(t) t [0,T]

On voit bien que le probléme étant posé avec une seule condition aux
limites, a savoir la donnée de u en x = 0. En outre u sera continue sur

/0.1/ x /0,T/ si et seulement si n° et g sont liées par la condition de
raccord : n°(0) = g(0).

Donc le probléme aux limites se résume au systeme suivant :

du u_g x [0,1], t [0+T)]
t)[ Jx

C.l u(x,0) = n°(x) x /0,1/
C.L u(0t) = g(t) t /0,T/
C.R n°0) = g(0)

C'est ce probleme que nous allons résoudre a l'aide des approximations par
différences finies.

b- Approximation par des schémas aux différences finies

Les principes de base sont les mémes que pour l|'‘approximation des
équations différentielles ordinaires : on construit des "schémas
numériques” qui respectent un certain nombre de criteres @ stabilite,
convergence,...

Pour comparer ces schémas, on tient compte de leur précision mais aussi

de la difficulté et du colt de leur mise en oeuvre informatique, en fonction
de la condition aux limites.

A



Les deux préoccupations essentielles dans I'étude des schémas pour la
résolution d'équations de transport sont :

1)- La détermination de la consistance du schéma, plus précisement de
l'ordre de précision.

2)- La détemination de la stabilité du schéma.
On distingue plusieurs conditions de stabilité, entre autre :

- condition de stabilité de Von Newman.
- condition de stabilité de Krein.

La détermination de l'ordre de précision est en geénéral facile. |l est par
contre nécessaire d'étudier de fagon plus détaillée la stabilité des
schémas.

Nous renvoyons le lecteur a la littérature (cf./7/,/9/) pour de plus amples
détails.

En pratique, on ne discrétise qu'un probleme posé en domaine borné en
temps.

On divise lintervalle /0, T/ en N intervalles de longueur At et
l'intervalle /0,1/ en | intervalles de longueur AX.

On calcule alors une approximation de u aux points Xj et aux instants t"

definies par

Xj = j. AX ;M
tN = n.At n /1,N/

ou Ax désigne le pas de discrétisation en espace et At le pas de
discrétisation en temps.

Nous notons u"l I'approximation de u au point xj a l'instant th e :

uf = u(xt") = u(j.Ax , n.At)



(..—C.:

n At

0 i 4
Fig. 3 : Réseau de pas” Ax, Al

On se propose d'approcher la solution de I'‘équation :

W, o _o  xelo,1], tf0,T]

qui vérifie la condition initiale u(x,0) = w°(x)

. IR N e U
Ecrire un schéma d'approximation pour I'équation c'est approcher 2~ et ,}——.
cela revient donc a approcher la dérivée d'une fonction. € ®

i- Approximation de la dérivée d'une fonction

Soit f une fonction réguliére d'une variable réelle.

Par définition sa dérivée en un point xg est donnée par :
, | , _

2t (xg) = Him f(xg + AX) - f(Xo
d X Bi—0 AX

Elle peut étre approchée de différentes fagons.
Introduisons les opérateurs aux différences finies définies par :
D%(xg,A%) = f(xg + Ax) - f(Xo) - différence décentrée
AX
a droite.

D f(xq,AX) = f(xg) - f{xo- AX) . différence décentrée a
AX
gauche

AG— Ax
Do _P,(—Kiifj’*)': ?(ko‘l’&k).. ?( )

2Ax

D*f(xg), D™ f(xg), D°f(xg) constituent des approximations de f'(xg), et on a,

si f est suffisamment réguliere :

Dt f(xqg, Ax) = t'(xg) + 0(AX)




D™ f(xg, Ax) = f(xg) + 0(Ax)
D° f(xg, Ax) = f(xg) + 0(Ax2)
Remarques :

1- Ces estimations sont obtenues en écrivant la formule de Taylor a l'ordre
nécessaire.

2. Les différences finies décentrées sont d'ordre 1 alors que la difference
finie centréee est d'ordre 2.

3- On peut évidemment construire des approximations de f'(xg) d'ordre

susperieur.
Bien sir, plus l'approximation est d'orde élevé, plus f doit étre réguliere.

ii- Les schémas d'approximation

Nous allons maintenant décrire quelques schemas d'approximation
classique pour le probleme de transport.

1- Un schéma d'approximation a deux niveaux

Le principe de l'approximation est de calculer a chaque pas de temps n
toutes les valeurs uJ.”, par recurrence sur n.

On approche la dérivée en espace de u de fagon centrée, et la dérivee en
temps de fagon décentree.

n+1 n
C u. - U
.:J_L.j, (X_i ) tﬂ) = ___j_ -741.
Jdt At
f')U n Un+'| B ur;]-'i
— (X, t )= A
f)X 2.;1.\'

Le schéma d'approximation s'ecrit alors :

i <
-.(/3,



P - u U - U
(1) Iy RV e | AL S ok MY
At 2.Ax

. Propriétés du schéma

1- Ce schéma est a deux niveaux en temps car il ne fait intervenir que les
temps tN et th+71,

2- 1l est explicite car les valeurs approchées de u a linstant th+1 sont
données explicitement en fonction des valeurs a l'instant t" :

"Yiat +1 /
(1 )bis U =d;-c_-_\_L(UG - )

| 2 AX J+1 J-
]
tnflt
==
o o S\
\% 4 <.’/‘ A" &4

ﬂj-q VLJ' YLJ*r"‘
Fig. 4 : Calcul de u"+1 a partir du schéma (1)

(1 point ou l'on calcule l'approximation de la solution.
% point ou l'approximation de la solution est connue.

3- On définit le cone de dépendance numerique comme étant I'ensemble des
point (x|, tP) en lesquels on doit connaitre la valeur approchée de u pour

connaitre u"*1. Dans notre cas, le schéma a deux. niveaux, est constitué de
tous les pdints du réseau se trouvant a l'intérieur du triangle isocele dont
les pentes sont Ax/ﬂfet le sommet le point (t"*1 Xj).
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~
&ﬂﬂ . [l
¢ ’
i
/|
_,/ ke
\\\
= 3 a8 - 2 — x_
'JO IJ‘.;\ xJ Xjf‘] J4

Fig. 5 : Cone de dépendance numérique.

4- On vérifie aisément que la valeur approchée un+1 de u en (xj, t”“”) ne
. . ; J

dépend donc que des valeurs de u°, Jo \<k Sk C'est ce que nous appelons

les conditions de démarrage du schéma.

5- L'approximation de la condition initiale est liée a la régularite de la
fonction u® :
Si u® est continue, on peut évidemment prendre :

. Si u® est continue, on peut choisir u® comme étant une valeur moyenne

de u® surfxk_q . xk41). par exemple :

o Xy, 1 & X
k - fe) k+1 o
u =11 "5 Wxdx ou u =-L u’(x) dx
AX XK1

6- Supposons maintenant que Ax et At tendent vers zéro avec .AX = X,
(n+1) At =1, x et t fixés.

A-t-on ujn+1 u(x,t) ?

At

Si c'est vrai, et si A —> |, u(x,t) dépend alors des valeurs de u® sur

lx- i X +t1f d'apres la fig. 5.
|

Or, on sait que u(x,t) ne dépend que de u°(x - ct).

5
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Cela n'est compatible que si

x-tl,n+t|—

X - Cte

C'est a dire

(2 ecsl-At

I Ax
C<cl-Ax
N

Les pas At et Ax ne peuvent donc étre choisis indépendamment et doivent
vérifier une condition dite de courant Friedriche-Levy

2y C.Alc<)
AX

Cette condition est valable pour un grand nombre de schémas mais elle
n‘est pas suffisante.

7- Le schéma (1) n'est pas stable.
Nous retrouvons ce résultat lorsque nous abordons l'étude de la stabilite
des schémas par la transformation de Fourier ou a l'aide des techniques

énergétiques (cf[F]).

. Remarques :

1- Intuitivement, un schéma est stable si une erreur sur la solution au
niveau ne se propage pas aux niveaux ultérieurs. La stabilité est donc une
notion ponctuelle en temps mais globale en espace,

Un schéma stable est également dit non dispersif.

Un schéma peut étre stable sous certaines conditions ; on dit qu'il est
conditionnellement stable. Dans le cas contraire, il est dit
inconditionnellement stable.

2. Un schéma est dit convergent si, pour tout point (x.t).

On a : lim u® = u(x,t)
AX —0
At —0
avec jJAx=x , nAt=t
Lorsque lim u? = u®(x) pour tout point x.
\ J
AX —>0
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La convergence est une propriété a la limite, alors pour pouvoir utiliser
des pas de discrétisation raisonnables (c'est a dire pas trop petits) et ceci
afin de minimiser le colt de calcul, on doit remplir des conditi
supplémentaires qui assurent que le schéma est stable.

2- Schéma de LAX:

On a vu que le schéma a deux niveaux précédent est instable. Pour le
stabiliser, on remplace uf Par

. g v g Ju
; (uT+1 + d}_1) dans la discretisation du terme —.
Jt

Le schéma de Lax se présente donc sous la forme :°

n+1 1 n
oL WL+ d) noo_pn
R s N ST S
At 2.AX
En posant « = cC. , on établit alors :
8 : +1
(3") bis =;(1—u)u?+1+;—(1+a)d}_1

G—G—&

X)=A X' )S‘M

Fig. 6 : Calcul de uP+1 a partir du schéma (3)

. Propriétes du schéma :

1- Ce schéma est a deux niveaux en temps car il ne fait intervenir que les

32



temps tMN et tN+1,

2- 1l est explicite car les valeurs approchées de u a l'instant th+1 sont
données explicitement en fonction des valeurs a linstant t" (cf. (3) bis).4

3- Le schéma de Lax est stable sous la condtion CFL (2) bis
4- Le schéma de Lax est précis a l'ordre 1 en temps et en espace.

5- Tests Numeériques :

On a effectué quatre expériences qui different par la condition initiale. Les
parameétres de discrétisation choisis sont :

At = 0.001
Ax = 0.010

ce qui donne :
o = 0.100
et nous avons représenté les résultats a l'instant :
t = 0.010 (i-e 10 At)
Pour les quatre tests, les conditions initiales sont :
u°(x) =1
u(x) = x
°(x) = sin(2I1 x )
u®(x) = exp(x).

Les courbes obtenues sont représentés ci-contre.

3- Schema décentreé

L'idée est d'écrire un schéma dont la solution se propage dans le sens des x
positifs : c'est a dire que uM*1 ne dépend que de Uj.q et ul : on pose alors

n+1 _ Un UO _ Un

4) 4, L Tl
At AX
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. Proprietées du schéma

1- Ce schéma est a deux niveaux en temps car il ne fait intervenir que les
temps tN et tN+1,

tﬂf’\ [._.r_..I
| =
" 122 9
7 G
)tj‘-n XJ‘ ):,',4
Fig. 7 : Calcul de u"+1 a partir du schéma (4)
2- Il est explicite car les valeurs approchées de u a linstant th+1 sont
données explicitement en fonction des valeurs a l'instant tN. En effet, le

schéma (4) peut s'écrire sous forme :

n—r" ly n l“
i \ - = \
(f) UJ = (/{—O()UJ =+ O(LJJ_,‘
3- Le schéma Décentré est stable si et seulement si la condition de
Courant Friedrichs-Levy (CF.L (2) bis) est réalisée.

4- Le schéma Décentré est précis a d'ordre 1 en espace et en temps.
5- Tests Numeriques

On a effectué quatre expériences qui different par la condition initiale. Les
parameétres de discrétisation choisis sont

At
AX

0.001
0.010

ce qui donne :

o = 0.100

et nous avons représenté les résultats a l'instant :

t = 0.010 (i-e 10 At)

Pour les quatre tests, les conditions initiales sont
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u(x) = 1
UP(x) = X
u°(x) = sin(2l1 y )

u®(x) = exp(x).

Les courbes obtenues sont representés ci-contre.

Les deux schémas qui ont été présentés sont d'ordre 1 en temps et en
espace. Par ailleurs, la précision étant liée a l'ordre, on aimerait bien
disposer d'un schéma a deux niveaux d'ordre plus éleves.

4- Schema de Lax-Wendroff

Ce schéma est défini par :

n
n+1 _ ﬂ _ 0 u; & n ‘
uj*_u_']C U Ul At j#1 - 2u) + di

At 2.AX 2 (Ax)2

. Propriéetés du_schéma

- Ce schéma est a deux niveaux en temps car il ne fait intervenir que les
lemps th et tN+1

neh ]
i 1
-
" T > i)
- o & Z
Tk
A ok

Fig. 8 : Calcul de un+1 3 partir du schéma (5)

2- 1l est explicite car les valeurs approchées de u a linstant t"+1 sont
données explicitement en fonction des valeurs a linstant t". Donc le

%
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schéma (5) peut s'écrire sous la forme :

(5)bis U = (1-a?) Lf;+§£(a- 1)u§+,+%(a+1)wj_1

3- Il est précis a l'ordre 2 en temps et en espace.
4- 1l est stable sous la condition C.F.L (2)bis.

5- Les valeurs qui interviennent pour le calcul de u*) sont donc comme
pour le schéma de Lax : u"» ul et ul.
I

6- Tests Numeriques.

On a effectué quatre expériences qui different par la condition initia'".
Les parameétres de discrétisation choisis sont :

At = 0.001
Ax = 0.010

ce qui donne :

a = 0.100

et nous avons représenté les résultats a linstant :
t = 0.010 (i-e 10 At)

Pour les gquatre tests, les conditions initiales sont :
ul(x) = 1
u
u?(x) = sin{2ILx )
u®(x) = exp(x).

Les courbes obtenues sont représentées ci-contre.

Remarques :

. Les troix schémas explicites a deux niveaux que l'on a considérés ont des
dipersions comparables.

IO
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. Celui de Lax-Wendroff est, dans de nombreux cas, moins dissipatif que les
deux autres. Cependant, il ne verifie pas le principe du maximum (cf./3/),
ce qui peut devenir tres génant lorsque l'on travaille sur une grande échelle
de temps.

On souhaite donc disposer d'un schéma explicite qui ne soit pas dissipatif.
Pour cela, on introduit un schéma a trois niveaux : c'est le schéma

Saute-Mouton.

5- Schéma Saute-Mouton (Leap-Frog)

Le schéma Saute-Mouton est défini par

u;n»l _ un-1 ur_1 _n
6 L —1 el Il_g
2.At 2.AX

Propriétés du_schéma

/ N
1- On approche au point (x;, t) les dérivées partielles U g Ju par des

DL A

différences finies centrées.

2- Le mouton est évidemment le point (xj , t)

3- C'est un schéma a trois niveaux car il fait intervenir les temps tN-1, N
et th+1,

_{I,’,
L &
Adi T A
¢ g -
t_ﬂ—d e
ﬂ_ l_n )(J }J‘ 7> ’1

Fig. 9 : Calcul’'de u"*+1 a partir du schéma (6)
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4- C'est un schéma explicite car les valeurs approchées de u a linstant

tn+1 sont données explicitement en fonction des valeurs a l'instant tN-1 et
tn,

5- Le schéma est plus précis que les schémas précédents puisqu'il est
d'ordre plus élevé (niveau 3) en temps.

6- Le schéma est stable sous la condition C.F.L (2)bis.
7- Tests Numeriques :

On a effectué quatre expériences qui different par la condition initiale.
Les parametres de discrétisation choisis sont :

At = 0.001

ce qui donne :

a = 0.100

et nous avons représenté les résultats a l'instant :
t = 0.010 (i-e 10 At)

Pour les quatre tests, les conditions initiales sont.:

u®(x) =1
u°(x) = x

u®(x) = sin(2I1 x )
u’(x) = exp(x).
Les courbes obtenues sont représentées ci-contre :

t
. Remarques

1- Démarrage du schéma est lié a la connaissance de U? et U?. U° est donné
par la condition initiale, ul peut étre calculée par un-des S{:hémas a deux
niveaux exposés précédemment. On peut méme utiliser pour cela le schéema
a deux niveaux instable puisqu'on ne le fait agir ‘que sur un seul pas de
temps, mais il est souhaitable d'utiliser un schéma de démarrage qui soit
du méme ordre : le schéma de Lax-Wendroff, par exemple.
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2- La résolution du probléme de transport avec un tel schéma est
évidemment plus colteuse puisque pour calculer la solution a l'instant n, il
faut stocker ul-1 et ul-2.

J

3- La mise en oeuvre informatique d'un tel schéma néecessite les
précautions suivantes :

i- Il n'est pas bon de se fixer un pas Ax et de prendre At beaucoup plus petit
dans la mesure du possible, on choisira At et Ax de fagon a ce que c.
reste proche de 1.

ii- Pour déterminer ul*1, on écrit les equations suivantes :

J

.Pourj=0 , un+1 est donné égal a g (t+71)
. Pour 1( {J-1, on écrit le schéma sans modification.
. Pour j = J, on peut encore ecnre le schéma, a condition de definir
"fictivement” les valeurs uJ+1 et uJ+1.

li- Pour définie uy, 4, il existe plusieurs fagons de proceder.
On peut employer l'une des méthodes suivantes :

a)- Calculer Uj, ¢ par extrapolation polynominale a pa—rtir de

Uy, UJ 1 UJ 2 yreeny Uy-p ; en général, on se limite au cas p = O ou p = 1,

b)- calculer uj,q en utilisant un schéma a deux points d'espace ecrit au
point xj 1, par exemple le schema décentré explicite.

c)- Dans le cas ou I'on utilise le schéma Saute-Mouton, on peut utiliser en
| = J, la formule :

T T ol O - (; Wi+ - d =0

2.AL AX
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Enfin, il y a bien sUr certaines conditions aux limites qui peuvent
engendrer des instabilités.

[l est toujours possible d'accroitre la précision de la solution &n
choisissant un pas de discrétisation en temps solution et/ou en espace
plus petit, or, cela est moins pénalisant si on diminue seulement le pas en
temps : diviser At par 2 entraine le doublement du volume de calcul, alors

que diviser Ax par 2, oblige, lorsque l'on utilise un schéma explicite a
diviser aussi At par 2, donc a quadrupler le volume de calculs pour un

probleme monodimensionnel (a multiplier par 8 pour un probleme
bidimensionnel).

En d'autres termes, lorsqu'il est compliqué d'accroitre la précision de la
discrétisation spatiale et temporelle, il est plus rentable d'accroitre la
précision du schéma de discrétisation en espace que celle du schéma en
temps.

En régle générale, les calculs sont faits avec un pas de temps variable
évalue selon les criteres de variation relative de la solution approchée d'un
pas de temps a l'autre de telle sorte que la précision temporelle peut
toujours étre obtenue par réduction du pas de temps.

Conciusion du chapitre

Le premier schéma numérique est instable : c'est un exemple académique.
Les autres schémas sont conditionnellement stables, mais le schéma de
Lax-Wendroff préssente l'avantage d'étre moins dissipatif que les autres.
Voila pourguoir, nous l'avons choisi dans la suite pour résoudre le modéle
diphasique adopteé.

Enfin, nous signalons que les tests numériques presentés dans ce chapitre
ont été effectués au Centre de Calcul de I'Ecole Nationale Polytechnique
sur le VAX 50 . Pour cela, nous avons mis au point le logiciel UEA1, écrit
en FORTRANT7Y7 et congu pour traiter tous les cas du probléme de transport
scalaire pour les schémas que nous avons présentes.
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APPROXIMATION DU MODELE DWHASIQUE ADOPTE

Introduction:

Le but de ce chapitre c’est d’'approximer le podéle adopte Ccf
Chapitre III) par différences finies. Nous allons utiliser
deux schémas numerilques
Le schéma de Lax-Wendroff et la famille des schémas
préﬁicteur—correcteur. Les conclusions relatives a chaque

schéma seront préeésenteéees

1 -Schema de Lax-Wendroff:

a—-Les éequations discreéetiseéees:

Nous avons adopté le shéma de Lax-Wendroff introduit au
chapitre IV pour discrétiser le systeme écrit sous forme non

conservative

do ap au
_— + u.— + p.— =0
at ax ax
du du 1 ogp
—_ +t u.— + —.— =0
at ax o ax
& _*.)

as as
— F Uy == = o
at dx

_2

¥ 8 =

PCp,s2= p.s — —. o

¥

Nous montrons ainsi que cette approximation nous conduit a la
q

résolution du systeme algébrigue sulivant

J 1 Ax i1
n n
u - u
1 o At n At n ] -1 n
+ —u .— |u .— +1 2 el
2 ) 4x i Ax j~a Lx j

H5



1 n At n At n 1 1 n n -
+ — . .— lu.,— +¥l|l.u - —n.—| p - p -
2 i A& i Ax j-1 pJ- Ax j i—1
n+i n Atz n 1 n At n At n
s =ll-|lu . — .S + —u ,—.|lu.— -1]|.s +
i i B J 2 i Ax i Ax it
1 n At n At n
+ —_— u , —, |u . .— +1 s
2 i 4x i Ax i-1

et la loi d’état approchée eﬂ:alors

—_Z
n+i ( ”\X ™ C .
P = le |s .o
J Vi o b’

b-lLes experiences numeriques:.

Nous avons effectue des tests dans les cas suivants

. Premier cas:

conditions initiales
eCxD =2
uC x> =1

sCx0=1

he



conditions aux limites

a 1’entrée

~

Q§L)=8
ugt)=1

sCtd>=1
o

a4 la sortie: | PC1,t>=2

La solution du probléme est

Lx,to=2
ulCx,td>=1

sCx,td=1

el la pression est donnée par la loi d’'état

P(Cx,t2=2

Deuxieme cas :

conditions initiales

K x0 =expl —xD
o

ul =D =1

(o]
s{x =explxO
(o]
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conditions aux limites

a l*entree

~

e§t)=exp(—t)

~

uCt2>=1
[¥]

~

§5t3=expC—t)

a la sortie: | PC1,tD>=PCtd=expC-2t>

(=1}

La solution du problems est

PCx, L) =expl—x-12
uCx, td=1

sCx, L) =expl—x-12

et la pression est donnée par la loi d’'etat
PCx, Lo =expl-2tLD

Les test s effectués pour chaque cas correspondent aux pas
sul vants

ter test : At=10 " . O = 107°
2em test : M=10"" ; A< = 10 ¢
3ém test Av=10"" 5 O =107

Les courbes ont éte tracées au boul de la premiére i1Lteration

dans le temps et indiqué&es ci-contre

c-Anal vee des résultats et conclusion :

Au vu des reésultats obtenus, nous constatons que ce schémas
e&ﬁcxmpletement instable et mal adapte a la resclution de
notre probléme, 11 casse trés rapidement et 1l se crée des

oscillations parasites dont 1’amplitude devient grande au

b7
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cours du temps. Cela s’explique par le fait qu’en reéalite

4
avec un tel schéma , on ne resout plus un probléme non

lindaire . En effet, l’approximation des equations de notre
systléne par ce schémas s'est fait au prix d’une
lineairisation. Ce qui a fait perdre toutes les
caracteristiques de la solution du systéme . Ceci est un

phénonene trés classique et bien connu par les spécialistes.
Nous signalons que le programme UEAZ2, écrit en FORTRAN}fcalcule
egalement les solutions dans le cas d’'un systéme non
homogéne,c’est-a-dire avec terme source (second membre) les
tests effectudés nous permettent de retrouver les mémes
phenomenes.

Voilad pourguol ,nous sommes donc amenés,et ceci dans le but de
mieux tenir compte du caracteére du systéme C(non liné€arite,
hyperboclicitéd , 2 mettre en ®uvre un autre schéma qui puisse
avolir les mémes propriétes du shéma de Lax-Wendroff
Cexplicite,ordre 2,...2 sans pour autant linéariser 1le
systeme considers. Nous avons donc retenu la famille des

schenas du type préedicteur-—correcteur

2-Schiema du Lype predictedr-correcteur:

Les schémas du type prédicteur-correcteur Ccf [91,[11]1- sont
semi explicites, précis a l’ordre 2 et conditionnellement
stables,;toutefois 1’introduction de ces schémas est possible
lorsque le systéme est écrit sous forme conservative. par
consequent. Nous réécrivons le systeme (512 sous forme
conser vative pour pouvoir l’approximer par de tels schémas.
Nous pouvons verifier Ccof [91,0111) gque le systéme GD s’é%rit

sous forme conservabive de la mani@re sulvante :



(ee] =0
[pu’+ o] =0

[Cpe + p)u] =0

2| ©

L 2

A I

est, la densité

£ 0

et la vitesse

¢l

est. la pression

est l’énergie totale spécifique

o

(i.e par unit€ de

avec £ l'ernwglie interne specifique
pour fermer le systeme, l’eéquation d’état s’'ecrit:

P=Cyp—-12.p. Ce—1u®

=
y est le coefficient d’adiabetique.

a—- Equations discregtisées

Dans ce paragraphe nous allons tout d’abord décrire les

schémas du type prédicteur-correcteur dans le cas général.

ILs =sonl appelés les schéemas et ont été introduits par
A
berat et Peyrat

Si Nous considérons un systéme de la formes :

l gu a , xe R, >0
5.0 8§ — + — (x> = 0

at ax

ulCx, 02=u*C:D , x € R

5%



ou u=Cui,uz,..... , UPD

et si on pose

At
A= =
Ax
x = j.Ax ., J € R
™
t = n. A , n €N

alors 1'approximation du systeme c$-3> par le schéma

prédicteur —correcteur est de la forme suivante

n+is 2 n o n n
u =C1-3Du + [Bu —aA [1" u —f (u
ivas2 3 iva [J“' 1] [J.
n+1 A A n n n
((‘1) u =y e Cc"--,'i)f[u ]+C8ﬁ‘-—13f‘ (U ]+C1-a—[?)f[u ]+
3 J =a J+a L J -1
urtdS L n+i1/2 T
+{ fu ]—f [u ]
L jris2 i—1-2 )

ol a el 2 sont des paramétres réels compris entre 0 et 1 .Ce
sont les parametres du schéma dont le réle intervient au
niveau de la stabilité et de la consistance du schéma Ccf[712
pour a={3=lsg, on retrouve un schema da a Richtmyer tandis que

pour a=1,3=0, on obtient le schéma de Mac Cormack

n+i-2
w1z c'estl une valeur “fictive, oa prédictee. Elle peut
n+a

sLre considerdée conmmg une approximation de ufx .t

[ e J

n+a  n
avec x =x +ifix et t =t +aft
J*J
rti

pour obtenir la valeur approchée de ulxj,t ) on corrigs par

>

1"eguation <25

55



La discrétisation du zystéme ¢ 54> par lex schémas
prédicteur—correcteur nous améne a reésoudre la famille des

systémes algébriques suivante

n+1/2 n n n n i n
= =Cl-Pe + fip -ax[u P~ up ]
jt1s2 J j+a j+i jt+1 J 3
n+ 1 n A n n nn non
e =0 - — |Ca-Du p + (26-10u p +(1-a=Pu o +
J J 2a jv1 j+1 1 J i—1j-1
n n+i1-2 n n+i1-/2
+ u 2 + u p
j j+v1-s2 J—1 j-1rs2
n+1/2 n+i/2 n on n n n Z2 n n
o .u =C1-{Dp u + Bp u -ak[(u ] e - P
Jrirs2 j+irs2 3 J Jri)+14 1+1 J* s J+a

Arin+i non A n 2 n n ny2 n n
p.u =p u - —|Ca-D [u ] p + P +C23-12 [u] p + P
jvi ) ) ax j*+1/ j+1 j+1 7 J

J +
n N2 n n 1 LS 2 nt1r 28
+ Ci-a—(3D | |u ] o + P +——n(u . P ] +
-1 j—1 J-1 pj\j+1/z j+r1-2
n 1 n+1/2 ne1s248 0 ]
+ P — —n [U . Lo ] +P
3 PI~1 N j—1rs2 j—ir-2 j=a
Nnt+i /2 n+1-72 n n non n 2z n n
e e =C1—-PDp e + (Bp e —ak[e . B =P
jti1/2 j+1/2 J 3 jti)+1 jt1i j+1 jt 1

mn n n n n
+ u = [ e p - P ]u ]
i+ bogra 7

n+in+1 non A n n n non n] n
o .u = e - — C a"{:f:) e o + P +C Eﬁ—l D le e + P u
) j+1 3 =a ) ) j

J¥ir j+i 1 J ) J

n n n n n+1/2 n+1-2 n n
+ Cl—-a—{D e e + P u +Ea . e +P ]u
Jj—1 3—-1 j—1 1-4 Lij+drsz j+1-2 3

(nfj/z n+1-2 n n
—_— : +P ]u
i

i-1]

Le fe
et T 1—irs2 3

5€



Pour fermer le systeéme, la loi d’état discrétiséegs’écrit sous
la forme
n+1 n hz
P =Cy-1d.p. e -1-2{u.
r P [ ( )) 1

J 3

b-Les expériences numerigques :

Nous avons effectue les test s dans les conditions

sulvantes:

.Premier cas:

conditions initiales

PLx,1)=explxD
uCx,0>=1

el x,0) =1 2+rexpl —x0

PCx,00=1

conditions aux limites

a l’entreée

pCO, L) =expC—LD
uCOo,td>=1

eC0,td=12+expltd

a la sortie: | PC1,t2>=1

La solution du probléme est

A x, L) =expC+x-t2
uCx, td=1

elCx, D=1 2+expC-x-12

P(x,to=1

5%
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. Deuxi éme cas

conditions initiales :

P00 =1 +x
uC>0 =1

e(x0=12

conditions aux limites

a l’entrée

pCiLd=1-¢

~0

uCtd=1

~Q

e(td=12
(<]

A la sortie: | PC1,t3>=PCt3>=0
[=la]
La solution du problame est

PCx, D=1 +x—t
ulx,td=1

eC(x,td)=1.2

PCx,t2>=0

Les test s effectués correspondent a un pas de temps A.t=10—s
et. un pas d'espace Ax=10"%
Les tests réalisés sont ceux de Mac Cormack et de Richtmyer.

Les courbes sont représentées ci-contire.
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c-Analyse et commentaires :

Au vu des reésultats obtenus, nous constatons que le schéma
prédicteur —correcteur est meilleur que le schéma de
Lax-Wendroff mais reste néanmoins instable. ceci est da au
fait Qque ce schema semi-lisdaire les équations de notre

systéms.

3-Conclusion du chapilre:

Nous pouvons affirmer 4 la lumiére des résultats obtenus, que
le traitement numér i que du madél @ adopteé nécessite
1'utilisation de schémas qui restent vraiment non linéeaires
<i 1’en veubl conserver les propriétés de la solution et mener
des calculs dans le temps et dans l’espace . Nous pensons en

particulier & la classe des schémas de GODUNOV.






CONCLUSION GENERALE

Notre étude a porté sur deux axes : physique et numérique.

1)-Axe physique

Nous avons tenté de faire une synthése bibliographique sur I'état
de l'art . Nous avons pu ainsi mesuré la compléxité des phénomenes qui in-
teragisses dans ce type d'écoulement diphasiques et qui peuvent donner lieu
a des problémes mathématiques trés compliqués dans les deux aspects:
Mathématiques (éxistance et unicité de la solution, comportement de la so-
lution, etc .}
et numérique (construction de méthodes adeéquates ...).

En toute état de cause, le domaine des écoulements diphasiques est un do-
maine cui n'‘a pas été finalisé, qui est pratiqguement vierge et qui peut
consrtituer une voie a explorer .

Nous pensons, dans le cadre de la modélisation, & une approche qui com-
bine et l'approche stochastique et I'approche mathématique et ceci dans le
but de garder le maximum d'informations sur ['état réel de l'écoulement
diphasique.

2)-Axe numerigue

Les méthodes numeériques que nous avons testé (schéemas de LAX-
WENDROFF, schéma prédicteur-correcteur ) on montrés leur faiblesse
(probléme de stabilité) a résoudre le modele adopte qui est poutant un
modéle de base pour ce type d'écoulement. Il est donc essentiel surtout si
‘'on veut résoudre des cas plus concrets, de mettre en oeuvre des methodes
numériques plus robustes et plus efficaces qui tiennent compte surtout du
caractére hyperbelique et non linéaire du systeme. Plusieurs voies sont pos-
sibles. Nous en citons  desux:

-Soit continuer a résoudre le probléme par des méthdes aux differences
finies et dans ce cas il faut utiliser des méthodes du type GODUNOV bien que
leur mise en oeuvre informatiqgue soit difficile et couteuse.

-Soit utiliser des méthodes d'éléments finis mixtes telles que celles utili-
sées par MONTAGNE (cf /8/)
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