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PREFACE

On a dit qu'entre 1960 et 1970 les systémes informatiques avaient
progressé en performances d'un facteur 100 et que la techneclogie
ne représentait qulun facteur 10 dens ce chiffre . Clest @ dire 2
quel point les techniques de structuration des données ont permis des
résultats spsctaculaires .
Mais entre deux structures possibles , quelle sera & priori la
plus efficace ? Et qu'entend—on par efficace ? Les réponses sont
susceptibles d'une infinke variation ,ce qui explique d'ailleurs les
a3 fférences constetées entre systémes . La sélection naturelle se.
charge ensuite d'éliminer les conceptions jugées lescmoins bonnes @
prodigieux gaspillage dc matiere grise .
Le travail présenté par M, MIZI représente une tentative de construc—
tion plus ratiomnelle du logiciel .
Les résultats donnés en annexe montrent suffisemment qu'un petit
calcul psrmet de notables gains dlefficacité par rapport & une solution

empirique .

Les "microfrancs" dont il est question ne doivent pas faire
sourire , Pas plus que les microsecondes dont nous sommes coutumierss
les opérations sur les piles se chiffrent en milliers par heure

et les petits ruisseaux font comme chacun sait les grandes riviéres.

Cotte &tude s'inscrit dans la lignée des grands travaux de

RANDELL en Grande-Bretagne , GELENBE en France , ARDEN aux Etats~Unis

Clest cependant la premigre qui soit faite en termes économiques .
‘_".v-u‘
Souhaitons que ce soit compris .

F.,D  ARMINGAUD
5 Juin 1974
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INTRODUCTION

En informatique les piles offrent des faciliteés d‘éxécution des
programmes écrits cn langage évolué (In particu}ier 1'APL dont le
prlncipal intérét réside dans la p0551bllite qu'il donne 2 l'dﬁilisdfeur
d‘ecrire des procédures récursives . TLtutilisation des piles évlte
1l'analyse préalable longue destinée & éliminer cette réoursivité).

Le mécanisme de la pile est utilisée dans beaucoup d'applioationé
(notamment la réalisation des systémes dtexploitation et des compilateurs)

Généralement un programme travaille sur un assez grand nombre de
variables auxquelles on doit allouer de la place en mémoire .
L'utilisation des piles entrafne un gain en encombrement mémoire dans
lec cas d'une allocation dynamique qui permet d'attribuer aux variables
des mémoires aux instants ol 11éxécution du programme le nécessite o

Lo but de notre étude consiste & étudier la pile assimilée &
un systéme‘physique &voluant au cours du temps , d'un état 4 un autre ,
suivant quton empile.ou on dépile une série de renseignements appelés
"eontexte" . Cotte succession dtévenements obéft 2 une certaine lod
chronologique de de distribution D(t) et représente ainsi une marche
aléatoire dont les caractéristiques dépendent de ceclles de la pile o
Comme toute pile comporte une taille maximale (car aucun ordinatenr
ne posséde unc mémoire infinie ) , il serait intéressant de calculer
la taille optimale qui entrafne un cout minimum résultant de
1 téxéoution du programme . Ce calcul nécessite une étude mathématique

préalable concernant le comportement de la pile au cours Qu temps .
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QU!'EST-CE QUE LA MARCHE ALEATOIRE ?

A DEFINITIONE

A1 Marche aléatoires
Soit unc suite d!'épogues ™ ; la marche aléatoire se définit
comme étant une succession de "sautB" d'un état a un autreJeffectués

par un systdme physique dans le temps,avec des probabilités de tran-

sition données.

D

smple: gains au jeu de pile ou face
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A.2 Barridre absorvantes
Clest ung frontidre rendant compte du domaine de variabilité d'un

systeme physique , et entrafnant un arrét absolu de celui-ci lors-

gu'elle est atteinte.

A.3 Barrieére réfléchissante:
Clest aussi une frontiére limitant le domaine de variabilité d'un

cystéme physigue , et lui donnant une possibilité de retour lorsqu'el-

le est atteinte,
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B, DIFFERENTS TYPES DE MARCHIESALEATOIRES

B.1 Marche aldatoire avec une barrisre aboorbante

Dans cc cas le systéme évolue dans un domaine ne présentant qu'une

scule borne.

Excmple : gains d'un Jjoueur prudent & pile ou face .

@

*Le joueur refuse ici de contiruer & jouer si ses pertes

dépassent 1

N
x 3 f
>
w
2
8}
L A O
2
q
a1
a
O
O o
=1 . - - & 5 n
Barriere ’ s N oo 0E
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0 1 2 b} 4 5 6

B,2 Marche aléatoire avec deux barridres absorbantes.

\fi
Les fluctuations du systdme s'opeérent ici dens une bande présen—

tant une borne supéricure et une borne inférieure.
Exemple : Gains d'un joueur prudent et scrupuleux a pile ou face .

¥Le joueur refuse de jouer si ses pertes dépassent 1. .
*I1 refusec de jouer si ses gaing dépassent 4 par

pour son adversaire .

Schéma correspondant
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B.35 larche aldatoire avec deux berriéres réfléchissantes

P » /
Lorsqu'on atteint une borne, le systeme ne peut cvoluer que vers

/ &
1'interieuvr de la bhande,

Exemple : Gains d'un joueur prudent, scrupuleux et schizophréne & pile
ou face .
r - v . . ,
*Le joueur refuse dc jouer si ses poertes depassent 1 .
*¥I1 refuse de jouer si ses gains dépassent 3.

*Quand il atteint 1'un de ces deux états, il sc prend pour

son adversaire .
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Sur la figure, le joueur change d'identité aux époques 2 et T ,

C. Lia PILE

C.1l Définition
Une pile est un mécanisme permettant de ranger des informations de
telle sorte gque l'information disponible soit toujours la derniére a
avoir été rangde. Elle correspond & la formule " dernier entré, premier

sorti " de zestion des stocks (LI#0 )

C.2 Gestion d'une pile implantdec en mémoire.

Une pile peut &tre simulée dans une mémoire. Elle est alors définie
par deux adresses, celle de sa base et cclle de son sommet. L'adresse
de base de la pile reste fixe, tandis que 1l'adresse du sommet est modi-

fiée chaque fois qu'on introduit ou extrait une information.

. V& Sommet de 1o pile

pointeur

V1 Broe de 1o pile

On peut atteindre lg sommet de pile grice au registre pointeur, les
autres informations restant " en sommeil " tant qu'elles ne sont pes

pointées.

C.% L guoi sert une pile 7

4
L'usage d'une pile permet de representer sur une machine la gtruc-

ture de blocs " chére aux informaticiens, tant & la compilation qu'a
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1'éxécution.C'est ce dernier point que nous allons étudier.

Un programmne peut se schématiser comme un ensemble de procédures.
(Une procédure est un élément de programme analogue & un SOUS=DProgramme ) .
Lorsqu'une procédure A appelle une procédure B,il fzaut conserver quelque
part les renseignements sur A qui permettront d'en reprendrez 1!'éxécution
a la fin de B.Ces renseignepents sont nommés "contexte".

Les procédures pouvant s'appeler 1l'une l'autre, la structure de
pile s'impose pour retrouver les contextes dans le bon ordre : le dernier

posé est le premier repris. Ceci se voit sur l'exemple suivant

A appelle B empiler contexte A
B L C i t B
C I B " H C
fin de - B dépiler " C
C " D empiler contexte C

nous aurons la schématisation suivante @

Ca cl,
Bq 51 B-.l BA
AO Ao Ao Ac AO

C.4 Appel récursif d'unc procédure

/
PF‘CQQA ure B i i

Exemple 3 A
Vonnbies b-,'b‘._..-

B




Si nous éxécutons la procédure B ; des mémoires ont été affectées

1 b2 «es Supposons que la procédure B s'appelle

elle~méme ; il faudra attribuer alors & nouveau des mémoires aux varia-

aux variables locales b

1; b2 .+« § Sachant gue maintenant on ne doit avoir accés qu'aux

variables nouvellement définies, non aux anciennes ; par contre au

bles b

retour on devra retrouver les anciennecs. Les valeurs des variables

localcs font donc partie du contexte & empiler.
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D. MODELE DE COMPORTIIENT DE LA PILE

On peut assimiler1a pile—A—un systéme physigque évoluant d'un &tat

™

& un autre suivant qu'on cmpile ou on désompile. L'appel d'une fonction
correspond 2 l'empilement d'une série de renseignements appelés COn=-
texte. Le retour de la fonction correspond au dépilement de ce con-—
texte.

Pour un état donné de la pile, le prochain évenement peut-8tre
un empilement E ou un dépilement D. Iin 1'absence de toutc autre ine
formatior, nous devons donc poser Pr (E) = Pr (R) = 1/2, sauf Svidemment
pour le fond de la pile, ol Pr (E) = 1

La taille d'un contexte est variablc. I1 faut donc raisonner sur
la distribution des tailles, que nous allons remplacer dans un premier
temps par la taille moycenne pour dégrossir le probléme,

Le comportement du sommet de la pile est celui d'une marche alde
atoire. Nous nous intéressons & sa localité, c'est & dire au comporte~
ment de sa distribution W de présence en fonction du temps gqui dépend
de 1l'emplacement du sommet de pile.

On pcut associer a chaque type de pile la marche aléatoire

correspondante,

D.1 Pile semi-infinie :

Est unc pile dans laguelle on peut empiler indéfiniment avec
une contrainte de débordement. (Car on ne peut dépiler plus qu'on
en o empilé ) . Le modéle de marche aldatoire correspondant’'est celui

de la marche aléatoire avec une barriére absorbante,

D.2 Pile de taille finic s
4
Presente une taille fixe N, Le modile dquivalent est celui de le
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merche aléatoire avec deux barriéres absorbantes.

D.3 Pile de taille finie avec recours zu disque

Posséde une taille fixe N avec 1ll'avantager ¢ faire un-gppel "disguc’a
chague fois qu'on atteint une des frontiéres de la pile. La marche
etre
aléatoire correspondante esé-cclle présentant deux barriéres réfléchis-—

santes.
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IF ETUDE DU C.iS THEEORIQUE

I LA PILE SEMI-INFINIE

A RAPPRT,

La pile semi-infinie est une pile présentant une base, offrant la

possibilité d'empiler indéfiniment avec une contrainte de débordemcent .

B.MODELE DE MARCHE ALRATOTRE

/ a . s - 5
La merche aleotoire associde cst celle présentant une barriere
absorbante,
Exemples

{

DE PILE

ETAT PRI1S PAR LE

SOMMET

Ak P |
bareere
. . " - >
absorhaate o A L 2 " 5 e 7 NoMRBRE

7/ ~
Dr EVENEMENTS

* Comportemcnt de la pile au cours duitumps suivant qu'on cmpilc ou
on dépile .
*¥Sur 1l'exemple ci-dessus nous pouvons remarguer gue lc processus
s'arr8te d'évolucr & 1'épogque 6 vu qu'a cette derniére la barriére

est atteinte
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C.ETUDE PROBABILISTE

Pour cette étude il cst nécéssaire de définir nofrc voriable
dlentrée qui cot -
d + distance initiale au fond de pile ( qui s'interpréte aussi comme
étant lc nombre de contexes préscnts dans lz pile au départ ).
On appelle contexte un ensemble de mots constituant un élément de la
pile .
On se proposc de calculer la probabilité d'étre absorbé par la
barriére existante . Pour cela énongons les thcorémes suivants qui vont

nous gervir por la suite o

Théoréme des probabilitds totalcs

Si A ¢t B sont des événcments compatibles alorss
Pr( 4+ 3B)=Pr(A)+Pr(B)-"Pr( iB) (1)

Théoremc des probabilités composécs @

©

La probabilité de réalisation simultanée de deux dSvéncments A et
B, est égale au produit de la probabilité de p par la probabilité
de #* , sacheant que B osrest déja produit . Les dvéncments A ¢t B sont

donc compotibles

Pr( A.B ) = Pr( 2 ).Pr( A/B ) (2)

C.1 Probabilité d'étrc absorbé par la barriére cxistante

Soit Q(r) la probabilité d'@tre absorhé par la borriére alors
gu'on a r contextes dans la pile .
r : représcntc une variable muette indiquant la position du sommet
de pile

L'état 0O est le seul état absorbant .
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En appliquent (1) et (2) , en considérant que les événements "empiler"
et"dépiler" sont incompatibles .

0x) =% (Q+1) + oz -1)) (3)

r est positif .
Avec les conditions limites suivantes:
Q(0)=1 ; Q( infini ) =0 (3')
Utilisons la récurrence (3) pour calculer Q(r) en fonction de Q(1)

o(1) =:% (q(2) +q(o) ) dtol

Q(2) « 2.q(1) - q(0)

Q(2) = %,.( Q(3) + (1) ) oo el Tmpligus ue

Q(3) = 3.q(1) -2.q(0)
QB3) = 3 *( () + a(2) )

Q(4) = 4.9(1)= 3.q(0)

A partir de ces résultats on peut tirer la récurrence suivante @

Q(x) = x.(1) = (z = 1 ).q(0) (4)
Supposons que (4) est vraie pour r et prouvons qu' elle 1l'est pour
o T
On a d'aprés (3)
Qr + 1) =2.q(x) - a(xr = 1)
Qlr +1 ) = 2.2.Q(1)=2.(r = 1).0(0) = (z - 1).2(1) + (r - 2).q(0)
D?oﬁ lr + 1) = (x + 1).Q(1) - 2.Q(0)

. .
La verification pour r + 1 est obtenue}on en conclut que la relation de

récurrence (4) est vraie .
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Q(1 ) est 1a probabilité d'étre absorBé par la barridre alors qu'au
départ la pile contenait un élément ( clest 3 dire donc pour d = 1 )
Reprenons le méme calcul que précédemment avec d = 2 ce qui nous améne

& exprimer Q(r) en fonction de Q(2) .

En appliquant toujours 1z relation (3) on aura :
a(1) = 1 *( a(2) + a(0) )
2.q(2) = Q(3) + a(1)

Q(3)

]

3. -
5 "4(2) - 5 (0)
On obtient de la méme fagon Q(4) :

a(4) = 2 a2 - Za(o)

-
d'ou la récurrence suivante :

a(z) = 2 q(2) - 252 o) | (5)

2
On vérifie cette relation en appliguant un raisonnement analogue

au précdédent .

Le calcul pour d = 3 nous donne en utilisant la relation (3)

2.q(1) = a(2) + (o)
2.Q(2) = a(3) + (1)
a(1) = 3 a(3) + 2 a(0)
a(2) = £ a(3) + 3 a(o)
a(4) = 2a03) - 3 a(0)

Donc pour *~ on pourra dcrire :
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a(x) = 2 a0) - {252 q(0) (6)

Dtapres (4) , (5) ¢t (6) on en déduit 1a récurrence suivante s

ax) = Za(a) - 252 o) (1)

Pour vérifier cette relation on supposera qu'! elle est vraie pour

/

d et montrons qu'elle est pour d + 1 .

Dlapres (7) on a

Q(d) = d o(r) + (r = &) Q(0)

(3) nous donne :
Q(a + 1) = 2 Q(d) - Q(d - 1)

2d Q(x) + 2 (r= @ QO) = (@=1) Q)+ (r =4+ 1) q(0)

Q.(d.+1)= =
Qas)-Ux)(ea-da+1)+00) (2r-2d-r+d-1)
Qas1)lerDe@ + E-a-1)00)

alx) = £ aa + 1) - &=4=1) q()

v d+ 1

Ce qui nous montre que la relotion (7) est vraie .

En utilisent (3!) on aura en faisant tendre =x vers l'infini

Lim Q(d) = 1

¥ — 0

Conclusions

Toug les programmes se terminent .
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ITTI ITUDE DE LA PILE FINIE

Ao RAPPEL

Comme il a &té vu précédemment cette pile présente une taille

(&9

fixe N avec deux contraintes de débordement i

«On ne peut empiler plus gu'il en est possible .

.On ne peut cussi dépiler plus qu'on en a empilé .

B, SOMIIA DE LA [ARCHE ALEATOIRE CORRESPONDANTE

La marche aléatoire associée esticclle présentant deux barridres

absorbantes .

Ixemple @
A
~ barrizre
E oo S 7
-l i ARKET Superieurg
FL
-—Iu
L
& b
>
-
<3}
ez
(KT
=
2_ L
A
= i . - — A —
barrigre © 4 2 3 b 5 NOMBKE
. ~ ~
m Ferieure ?.)l EVENEMNEMES

« Comportement de la pile au cours du temps suivant qu'on
empile ou on dépile ,
”
«Le processus s'arrétera d'evoluer lorsque 1'unc des barridres

est atteinte . Sur notre exemple, ceci se produit a4 1l'epoque 5 .
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C. ETUDE PROBABILISTE

Dans cette éﬁudg;on se propose de calculer la probabilité d'&tire

absorbé par la barriére supérieure ainsi que celle d'&tre absorbé par
la barrigre infériecure .

Nos variables d'entrdées seront :
N: taille de la pile

ds distance au fond de pile

C.1 Probabilité d'étre absorbé par la barridre inférieure

T1 faut noter que pour une pile de taille N on a N + 1 é&tats

(0, N) possibles .

En appliquant les théorémes (1) ,(2) on aura

a(x) =5 (Qlr +1) + Q(x - 1) ) (3)

r étant compiis entre 0O et N 4 1

Les états 0 et N + 1 sont appelés états absorbants .On peut donc dres:

ser les conditions aux limites suivantes :

Qo) =1 ; @ +1) =0 (8)

On 2 vu dens le cas de la pile semi-infinie la relation (3) nous

donner
az) = 2 a(a) - 2= o) (7)

En introduisant les conditions (8)

a@n + 1) = Wt gy o Bt =9) o

d
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Diott Q (d) = —§Liﬁ11379 (9)

Q(d) est 1la probabilité d'&tre absorbé par la barriére inférieure alors

qu'on avait au départ d <Eléments dans la pile .

C.2 Probabilité d'étre absorbé par la bartitre supdrieure

Soit P(r) la probabilité cherchée .

Notre relation (3) devient :
P(r) = = (P(x +1) + P(r=1)) (10)

r : marque la position du sommet de la pile par rapport a sa base

elle sera comprise entre 0O et N + 1
Nos conditions limites deviennent s
P(0) =0 ; PN + 1) =1 (11)
On remorque que la relation (10) a la méme forme que (3) avec un rai-
sonnement anzalogue on peut Scrire :
) = £ p(a) - &9 50) (12)

L'introduction de (11) permet d'avoir

P(N + 1) = £33f§4ll P(a) - £914E§141411 P(0)

d

P(d) est 1la probabilité d'&tre absorbé par la barriére supérieure
alors qu'au départ on avait d éléments dans la pile .
Remarque

a(a) + P(a) = NN++11' g 4 Nd+ 7 i (14)
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D. CALCUL DE L'ESPERANCE DE DUREE DE VIE DU PROCESSUS

Soit tg(d) la probabilité pour que le processus d'empilement

et de dépilement dure n sachant qu'au départ on se trouvait & une

distance d du fond de pile .

t(a) = Pr( T{d)  =n)
N ¢ taille de 1a pile
ns 0o saut

d ¢ distance de départ

TN(d) s duréc du processus

D'apres (14) on peut écrire @

n= Co

§ ty(d) =1 (15)

n= Q
qui nous améne & conclure que le processus a une durée finie .

Posons D(d) = B( TN(d) ) = 1'espérance de durée de vie du processus
pour une pile de taille N alors qu'au départ on avait d éléments .

Tn appliquant (1) et (2) on aura :

th(x) = % (t§'1(r +1) +ﬂt§f1(r - 1)) (16)

Comme elle a été définie au dibut r est toujours une veriable muette

donnant lo position du sommet de la pile par rapport & sa base .

En multipliant les deux membres de (16) par n on obtient :

n @) =1 e 1) +n T (2= 1)) (17)

I'n sommant gur n la relation nous donne 3
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oo s Lo
i n th(x) = %(Intg-1(r+1)+21t§-1(r-1)) (18)
L n:0

n= 0O

Ecrivons (18) sous la forme suivante

0o o = oa
Zn () = -;- (Zn - (1) + " (e 4+ 1) + Zytﬁq(r - 1)
h= o n=1 o ) "n=0o
+ Z(n - 1)t§'1(r+ 1)) (19)
nz4

En tenant compte de (15), (19) s'ecrira :

D(z) = %(D(r+‘l)+1+])(r-1)+“|)

Clest & dire

D(r) = 2 ( Dz +1) + Dlxr - 1) ) + 1 (20)

I1 est cleair que si l'on se trouve dans 1'un des états absorbants

1l'espérance de durée de vie du processus est.nulle , ce qui nous permet

d'établir les conditions aux limites relatives :
D(0) = D(W + 1) =0 (21)

Nous allons nous servir de (20) pour expliciter D(r) en fonction

de D(1) .
D(1) = 5 (D(2) + D(0) ) + 1

dtor D(2) = 2 D(1) = 2 en remplagant D(0) par O
D(2) = 5 (D(3) + D(1) ) + 1
D(3) =3 D(1) - €

De 1o méme moniére on a 3

D(4) = 4 D(1) - 12
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On remarque que tous les termes s'obtiennet par une expression récurrente |,

D(r) = rD(1) = r(xr - 1) (22)

Pour la validité de (22),démontrons qu'elle est applicable pour r %+ 1

en admettant gqu'elile 1l'est pour r .
(20) nous donne :

2D(r) =D(r+ 1) + D(x = 1) + 2
Dr+1)=2D(r) -D(r=-1) -2
r+1)=2 Dd(1)-=2x(r=1)=(x=1)D(1) + (xr=-1)(x=-2) =2
Dr+1)=0(1) (2x=-x+1)~-2 e S TR Y
r+1)=(c+1)D(1) = (z + 1)r
Donc on conclut gque (22) est vraie .

Reprenons le méme calcul que précédemment pour exprimer D(r) en

fonction de D(2) en utilisant la relation (20) .
D(1) = % D(2) + 1
2 D(2) =D0(3) + (1) + 2
D(3) = 2 D(2) -_%—D(z) -2=1

() = $0(2) -3

De 1z méme fagon on a 3

D(4) = $D(2) - 6
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En étendant le calcul & r on en déduit la récurrence suivante s
D(x) = 3 D(2) - x(z - 2) (23)
La validité de (23) est prouvéepar le méme raisonnement appliqué a (22).

Si on introduit D(}) les formes obtenues seront 3

n(1)

I

1
= D( 2) + 1

D(2) = 1 (DG) + D(1) ) + 1

Il

2 6
20(2) =4 0G) + ¢

2

D(2) = 3 D(3) + 2
2 D(3) = D(4) + D(2) + 2
D(4) = 22(3) - £D(3) -2 - 2

D(4) = -;* D(3) - 4

Et ainsi de suite pour r on aura @

D(z) = ;f-D(a) - r(r - 3) (24)

(24) est vérifiéecomme (22) .
De (22),(23),(24) on tire la récurrence globale :

D(r) = %D(d) - r(r - a) (25)

En prenant comme hypothése que (25) est vraie pour d démontrons qu'elle

l'est pour d + 1 .
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De (25) on tire :
a
n(d) = ;—D(r) + d(r - d)
on a aussi d'apres (20) :

p(d) = -% (D@ +1) +D(d=1) ) + 1

d'ou 1'on o 3

D(d+ 1) =2D(d) -D@a=-1) -2

Da+ 1) = Z2p(x) +2d (r-a)- 1945411 Dr) - (@=-1)(xr-da+1) -2

r

D(a 4 1) = {24 'Id + 1) pr)s(2rd-2d2-rdsr+d-2d+1) =2
p(a + 1) = 1943—11 D(r) + (rd- -2d=-1+1)
p(d + 1) = Lé;;—lé D(r) + (4 + 1)(r —-d = 1)

Et finalement :

#r) s gz a4 1)~ sl —d-1)

d
La relation (25) étant vérifiée pour d + 1 est donc vraie .
En utilisant (21) on aurc s

D(I\-E+ 1) =_.1_\‘..j“_.l

= D(d) - (W +1 )W+ 1=-4)

dtou

D(d) = a(W + 1 - d) (26)
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Comme dans la pile on empile ou dépile des contextes de taille
TCTY et de durde DCTX notre espérance de durée de vie prendra la

forme suivante @

e(d/n) = a(W + 1 = 4) DCTX (26)
e(d/1N) représente alors la durée de résidence avec au départ d
contextes dans une pile pouvant contenir N .

En prenant DCTX: = 1ms et une pile dans lagquelle on peut ranger 10
contextes on obtient le tableau A qui nous permet de trager 1'histo-
gramme des espérances de durde en fonction de distance au fond de

pile qui figure sur le graphique B .

(Dans le tablean A on fait varier Nde 1 & 10 et d de 12N

en supposant que DCTX est égele & Tmns . )

Remarque

Evaluons la différence 3
DIFF = ( e(d/u) - e(d/N « 1) )

Nous aurons en appliquant (26)
DIFF = 4(W + 1 = 4).DCTX - 4(N - 4).DCTX
d'otr DIFF = d.DCTX (27)
Pour des commodités de calcul on utilisera la relation (27) .

On remarque que les valeurs calculées sont symétriques et
donnent & 1l'histogramme une forme parabolique .(I1 est normal que

si 1'on se trouve & proximité des barriéres 1l'espérence de durde



TABLEAU A

it 1D

Nd 112 |2 | 4 |5 6 |+ | 8|3 |
A | 4

2 |2 |2

313 |4k |

b 1 & |6 {6 | &

515 £ 19 |8 5

6 © | 40 12 | 42 | 40 6

Tl 7 |4 |45 | 40| 15| 12 | 3

¥ | S | A |43 | 20 |20 |18 | 14 | 8

I3 19 |46 | 24 | 26 | 25 | 26 | 21 | 46 | 9
10 [ A0 | A3 | 24 | 28 | 20| 20 |28 | 24 | 48|40

Tableau représentatif de la relation (26) .
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diminue et elle est maximale quand on occupe 1'état se trouvant au milieu
de la pile .( Il fout noter au passage qu'une pile ayant une taille
paire présente deux états rendant meximale e(d/NW) , alors qu'une pile

de taille impaire n'en présente qu'un seul .)

Sur notre graphique B les états Set 6 donnent des valeurs maximales

et égales .

D.1 Calcul de 1'espérance de durde de résidence d'un segment de pile

pour d indéfinie

Soit un segment de taille N constituant une partie de la pile.
I1 en résulte N + 1 états .

La tracduction de notre état de connaissance sur le processus
nous conduit & affirmer que tous les états doivent &tre équiprobables
en l'absence de toute information ( par exemple sur le comportement

antérieur ) .

Le segment serz reprécenté de .la maniére suivante :

2 t =~
Zh'l—_ ,‘NM zarriere
et Sy Pér‘teurtz

“drak N
fa,[‘ul‘ N-1

et o
bcnﬁgrﬂ
E i’al"t—i)_ infe rieure
"'-!ch ¢ E 3
On 2 & chaque instant t une probabilité p(d) = T+ de se

trouver dans un état quelcongue du segment .
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Ce qui nous permet d'avoir :
d=w
E(nfN) = e(a/N).p(d) (28)
n s 1l'époque =90
N ¢ taille du segment
E(n/N) : est une espérance de durée 2 la différence de celle établie

précédemment, c¢'est qu'on refuse l'information sur 4 .

Formule opproximative A:V‘
En approximant e(d/N) = a(W + 1 - d).DCTX  par 1l'intégrale
o 20

No(1 + 3)
DoTX | a(l + 1 - d) = J6+ DCTX

O

1t | . No(N_+ ,
ol EAPP(n/N) = oy Dot (29)

Les formules (28) , (29) nous ont amenés & dresser le tableau C
sur lequel figuredls taille du segment , la valeur réelle B(n/N) ,
la valeur approximative EAPP(n/F) ,1a valeur absolue de.lz différence et
1'erreur commise ., Pour des roisons simplificatrices on prendra pour le

calcul DICTX = 1ms .

le |1u-¢'l‘|’:02.|1i'c-u.‘}-z
on remorgue sur le tableau C que' 1'erreur est inversement pro-

portiomnelle & la taille du segment . La différencc entre les deux -

valeurs augmente: avee N “

L'espérznce de durée augmente trés vite avec N et DCTX (tableaux
I,J,K ) ce qui entraine un cofit important)aux utilisateursjde la place
mémoire occupée . 11 serait donc intéressant de trouver une taille

optimale ; c'est ce qui concerne 1'étude économique que nous verrons

plus loin .
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N - 0.1 -
0.5 = C‘
| Q.25
- 0.0%
2 2.3 2.25 — -
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5 8 O.
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TABLEAU T

DCTX =0, 062 S

N E(n/N) EAPP(n/N) | E(n/N) - EAPP(n/N] POURCENTAGE . -*
(&) () en (*ﬁl eur absolue D'ERREUR xl0
1 0.0312 0.0208 0.0104 043333
2 0.0833 0,0694 0.,0138 041666
3 0.1562 0.1406 0.0156 0,1000
4 042499 0.2333 0.0166 0.0666
5 043645 0.3472 0.0173 0.0476
6 0.4999 044821 0,0178 040357
7 046562 0.6380 0.0182 0.0277
8 0.8333 0.8148 0.0185 0.0222
9 140%12 1.0125 0.0187 0,0151
10 142499 1.2310 0.0189 0.0151
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TABLEAU J
DCTX = 0,125 s

w

N E(n/N) EAPP(n/W) | E(n/N) - EAPP(n/N)| Pourcentage . -1
(s) en valeur absolue dterreur *'
(s) (s)

1 0.,0625 0.0416 0.0208 043333

2 041666 0.1388 0.0277 0.1666

3 0.3125 0.2812 0.0312 01000

4 0.4999 0.4666 0,0333 0,0666

5 0.7251 0.6944 0.0347 0.0476

6 049999 0,9642 0.0357 0.,0357

T 1.3125 142760 040364 0.0277

8 146666 1.6296 0.0370 0.0222

9 2,0624 24,0250 0.0374 0.0181

10 244999 244621 0.0378 0.0151
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TABLEAU K
DOTX = 04250 s
Pourcentage 1
N E(n/X) RAPP(n/N) | B(nfy),g BAPP(/N) d'erreur ¥l
(s) (s) absolue
1 0.1250 0.0833 0.0416 0.5333
> 0.3333 0.2777 0.0555 0.1666
3 0.6250 045625 0.0625 041000
4 0,2999 049333 0,0666 0.0666
5 1.4583 1.3885 0.0694 0.0476
6 1.9999 1.9285 0.0714 0.0357
7 2.6250 2.5520 0.0729 0.0277
8 343333 342592 0.0740 0.0222
9 441249 4.0500 0.0749 0.0181
10 449999 449242 0.0757 0.151
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Iv ETUDE DE LA PILE FINIE

AVEC RECOURS AU DISQUL .

r
ws
Ici on limité par la place que met & notre disposition la pile,

mais en contre partie il est possible d'appeler le disque a chague
fois que cela s'avére nécéssaire (par exemple lorsqu'il ne reste
plus d'état libre pouvant accepter unccontexte on a alors recours

au disque pour stocker le contenu de la pile et ainsi la dégager).

A, CALCUL DE LA PROBABILITE D!AVOIR UN APPEL DISQUE

On 2 vu précédemment que notre état de connaissance sur le
processus nous améne A considérer que tous les états sont
équiprobables en 1'absence d'autre information .I1 en résulte done
qu'a une épogue t la probabilité de se trouver dans un état quelcon-

que a pour expression i

. N

p(d) = |77 ‘\ )
elalb choc k)dfﬁﬂ{ﬁ Superieure
IS
Ftl.kti

“erab N

dek A
fich¥

&
ot © /l/ ] B
N

\_ - —
(,‘1.;3(; arfiere 1"!1(|Zr'lﬂuf‘({

D'aprés le schéma on transite d'un état 3 un autre avec une

probabilité 0.5 . On a deux possibilités d'avoir un choc 3

.JIn touchant 1la barrigre inférieure .
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.In touchant la barriére supérieure
Cette possibilité ne se présente pas entre les états intermédiaires.
~ . s . , 7 s . .
D'ou la probabilité d'avoir un choqldonc un appel disque s'exprime de

la maniére suivante 3

1 i 1 1 1 1
Pr(choc) = 2 (E — ) + 0 .( T ) +eeet O, (N+1 ) 3 (N 5 ) (30)
Pr(choc) = %: PAPP = p (31)
Remarque

Pour une pile semi-infinie on a 3

Lim p(d) = 0
N~y +W¥
Ce gqui traduit le fait gqu'on n'aura pas recours au disgque car on

disposera de suffisamment de place pour éxécuter un programme .

Le cas N= O pour legquel p = 1 est un cas impossible .

Ivaluons p pour différentes wvaleurs de N , ce qui nous conduit

a4 dresser le tableau I dont résulte le graphique G

o
]

probabilité d'avoir un appel disque est inversement
proportionnelle & la taille du segment c'est ce qui explique le fait
que sur le graphique G , 1l'histogramme représenté est tel que si 1'on
joint les sommets des abscisses correspondantes on obtient une
hyperbole .
Le graphique G nous montre que plus la taille de la pile est

grande moins on aura recours au disque .
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TABLEAU T

PAPP

0.5

0.33

0.25

0.20

0.11

0,1

10

0.09
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B. CALCUL DE L'ESPERANCE Di; DUREE DE RESIDENCE D'UN SHGMENT AVANT

L'APPARTTION D'UKN CHOC .

A chague instant , un choc peut se produire avec une
probabilité p et peut ne pas 1'@tre avec une probabilité (1 -p) .

Soit ESPC(t) 1'espérance de temps .

Dans un premier temps on va faire appel & un raisonnement

intuitif , par lequel on dresse le tableau suivant :

E b .‘Th i “ 4 g
i_jtlutz. ,; lai | W; e Dared Probqbil i \'-(/. C\] 3
le dhoc peul e produie réalisation

o O Y

4 4 U-p)p
- z Y-0r_

— — . .

n M Q‘l - P)n ‘3

0 . —
? 2
Donc ESPO(t) = n p(1 - p)n (32)
=0
Nous pouvons aussi écerire 3
o
15P0(t) = p(1 - p) ) ol = g
h=1 X2
Considérens la série géomdétrique S= ) (1 = p)™ qui est convergente
g n=-9Q
car l1 - p‘<1 : §Sa Somme a2 pour expression :
P 1 1
R = C I B
o
<
a)_(1-p)"
ds ; n=1 1 .
1 — o — — T [ S
dton 3o = i = ) n(1 - p) 2 (33)
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L'equation (33) implique ESPO(t) ,on a aloxs
@spo(t) = p(1- p). %g = 1—§§3l- (34)
Comme p = i{%ffr' , en le remplagant dans (34) on en déduit :
ESPo(t) = N (35)

Vu que 1l'on travaille sur des contextes ,la relation (35) devient 3

ESPO(t) = N. DCTX

DCTX étant la durée d'un gontexte .

1SPO(t) représente l'espérance de durde du processus en ignorant

1'information sur d (distance de départ au fond du segment de pile).

Comparée & (28) et (29) elle constitue une formule approximative .Ceci

peut se voir sur le graphique H . Comparée & la relation (28)

1'approximation est acceptable pour des tailles de segments inférieures

26 . DCTX = Ams
falle da segmeat | ESPO(R) ge,
A A
2 2
3 3

b A
5 )
© ©
# #
8 &
9 g
AD 10
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C.DETERIINATION DI LA TATLLE OFTINALE D'URE PILE

-~
On désire realiser une pile . On dispose pour cela :

.D'une mémoire centrale dont le colit est de a francs

le mot par seconde .

D'une mémoire secondaire qui est gratuite ,meis chague

transfert colte b francs .

La taille critique de rentabilité de la pile est fonction
de sa durée , c'est & dire du nombre d'appels de fonctions conduisant

3 son débordement ou & son épuisement .

Il en résulte pour une pile de taille N le cofit suivant :

COUT = N .TCTX . a. B(n/N) + D

TCTX étant la 1~ t2illc d'ain contexte .

glq, c_ulcuié.i
11 est intéressant le cout ramené & un élément de pile

de fagon a constituer une base commune pour tous les colits et les

rendre ainsi comparables .

COUT UNITAIRE =+ & + B(n/10) b (37)
< ) N . TCTX

Maintenant le probléme qui se pose est celui d'une minimisation .

I1 suffit de minimiser l'expression (37) et 1la valeur de N

réalisant ceci constitue la taille optimale .
(Voir tableau F sur lequel on peut lire les tailles optimales,

avec les colits respectifs , obtenues en faisant varier DCTX et

TCTX .
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D. BLOCAGE DI SEGMENTS , FACTEUR CRITIQUE

Pile segmentde

Flle est constitude de blocs appellés segments et présente
beaucoup d'avantages .

Le pile présentée sous cette forme nous donne la possibilité
de ramener ou vider un segment sans nuire a tout le reste .

Quand on fait un appel disque , on a une latence T qui
correspond & un temps T d'inaction de la némoire qui est facturé .
Cette latence est d'autant plus importante que la taille du
segment est grande . Il est donc ovaihtageux de segmenter la pile
done de diviser sa taille de fagon & minimiser les couts

résultants des appels disque et de la location mémoire .

Facteur critique :

Soient les piles Aet B présentant respectivement (i) et

(i = 1) segments de mémestailles N .

La taille de la pile A sera donc 1.N

La 1" i i B M 1" (i - 1) . N
a étant le cout du mot mémoire- par seconde

b " " de 1'appel disque .

TCTX

taille d'un contexte .

DCTX

durde d'un contexte .

Les cofits respectifs résultants par unité de temps sont
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COUT(L) = a.i.N.TCTX + EIE?E—E)

COUT(B) = a.(i - 1).N.ICTX  + e(d?(i-f).ﬂ)

1'éguation COUT(A) = COUT(B) détermine le facteur critique ,c'est
a4 dire la valeur du rapport E pour laquelle on est indifférent
pour les deux valeurs indiquant le nombre maximal de segments résidents

v dang la pile .

b

2.l N.TCTX  + — = a.(i - 1).N.TCTX + L2
NEVERD) e(a/(G=1).N)

1
A N.ICTX (1 =4 -+ 1) = b ( e(;/(i-1).m) ~ gy )

- e(a/(i-1).N). + e(d/i.N)

e(d/i.N) . e(d/(i-1).N) ’

d'ou 1'on tire le facteur critique 2

e(a/(i-1).M).e(d/i.N)
e(d/i.W) - e(d/(i=1).N)

= N.TCTX (

oo

Les expressions de e(d/i.N) et e(d/(i-1).N) sont les suivantes :
On considdre que la distance d est comptée & partir du moment
ol on entre dans le Jevnier segment de la pile .
d : distance au fond de pile qui n'est pas la méme dans les deux cas.
Pour la pile hon aura :

d=(i=1)84+1
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Pour la pile B d & pour expression :
d=(i-2).N+1

d'olr en appliquant (26) on obtient 3
e(d/i ) = ((4 = )N + 1) (1.0 + 1 = (4 = 1) = 1).DCTX
e(a/i) = ((4 = 1)+ 1).( N ).DCTX (267)

e(d/(i-1).¥) se déduit de (26') en remplagant i par i-1 dans cette

relation 3
e(a/(i=-1).N) = ((i = 2).8 + 1).( ¥ ).DOTX

En remplagant e(d/i.N) et e(d/(i-1).N) par leur expression

équivalente dans -g H
b o wrerx (((1 = 2)oN + 1)o((i = 1).N + 1).DCTX (50
APPLICATTON

Les calculs ont été faits sur ordinateur pour les valeurs

guivantes :

§»= 10 000 20000 40 000 80 000 160 000 nano F
1 1 2 4 8 16 32
; 0.008 0.016 0.032 0.128 0.256 secondes

1 correspond a BCTX

% n a4 DOTX
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N : taille du segment variant de 1 a 200
i : nombre de segments variant de 1 2 8
La procédure utilisée consiste 2 calculer dans un premier temps

la valeur de l'expression @
NI(((E - 2).N+ 1).((1 = 1).8+ 1).%

o N b 7
Cette valeur doit &tre comparée a celle de 2 donnée dans le
tableau « Si ces deux valeurs sont égales , alors on est en
présence d'un facteur critique . Cette égalité est réalisée pour

le couple optimal de valeurs(N , i) en fonction de ‘E N T

Voir tableaux K1 et K1!' sur lequel on peut lire les valeurs
des facteurs critiques 3 quelques erreuers prés . Le calcul du collt
correspondant nécessite la connaissance des différentes valeurs de
a respectives & chaque facteur réel . Le mangue de ces données

nous a poussé & prendre a constant et égal & 174 nano F .



TABLEAVY K4
TCTX DET X :’i?ur}?_ :‘:fl’-f ::: :;#::l::: POTH'MFQ? ;T}‘!'!:“' du ;riﬁ:gd; Colt/s

ms) a aﬁsz_ﬂ"e d'ecreur i} segmant | segmants |Nano-francs

4 8 10 000 |10000.0% | 0.0% g.10°® &s 3 59333,88
1 A6 20 000 | 20000 .46 | ©O-46é 8. 40’6 85 3 £9223 8%

2 8 20000 | 20000.46 | 0.46 3. 40°° | B5 3, MB6st3e

1 317 hoooo |4oo0o.32| 0.32 §.407° | 85 3 §9333.8%
) v A8 ko000 b0 000.39 | 0,32 g. A0"" 85 2 AAB 66 F.26
4 8 ko000 |40000.32| ©.32 |8 .A0° | 85 3 233335.53
4 ek N 80 ooo | 80000.64| 0.64% 8. A0~® &5 3 59333.9%

” 2 32 80000 | B0C00.6k| 0.64 8. 40°° as 3, MBEE1Fe
4 A6 goooo | H0000.64| ©.64 8.40°¢ | 86 ) 287336.53
8 B 20000 80000.54| o©. ey 8. A0-° _]s 3 L4F4471.06

P!

9%



/
TheLEAU K1
racteur Faclzur ‘D;mnr‘ vaurc.m"a?; Taille Nombre Cout
TCTX DETX rdel ‘e en valeur 7 ) eptimal duy |Optimal de
Qﬂ&) % Ccﬂ';qu‘ absolue d'grrmrxlﬁ :&gmtur * J;gmd.ﬂh' NG AD ~franes
A 4129 460000 |460004.9% ) 4.28 8. Ao~" 85 3 5933398
2 Gl A6o ooo | 460004.28] A.2% | 8. 107" 85 3 MBc6 76
-6

4 39, A60 000 | A60o04.28| 4.29 8. 40 &5 3 237335.53
8 46 Abvooo | 4w 000428 4.28 & . 40" A5 ) b3y 631.06
16 8 160 000 | Acoo0d28] 4.28 g.40"" | 85 2 94-9342.12

tY
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v APPLICATION .

T 1600 EN EXPLOITATION APL .

a.Présentation.

Le T1600 est un ordinateur & vocation temps réel
possédant une mémoire vive (extensible de 4 & 64K mots ) et
un systeme d'interruption varié indispensable pour des
epplications temps réel , Ses dispositifs d'entrées-gorties

sont trés puissants .I1 posséde aussi des périphériques
facilitant le dinlogue avec l'utilisateur . La mémoire utilise
des tores de ferrite de lithium , l'unité de traitement

est microprogrammée avec une mémoire permanente .

Pour la suite des calculs K est pris égal a 1024 .

DISQUE
256 K coiltent 60KT'rancs
512 K i 75 K Francs

Pour une variation de l'espace disque de 256 K correspond différence

de prix de 15 K Francs

MEMOIRE CENTRALE

Capacité de 4 K coutant 20 K Francs .

d'ol1 1'on peut tirer le cofit du mot mémoire 3

coflt du mot mémoire = o S I = KT

4 K

COUT DU SYSTHIE :
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A
Le cout du systéme s'exprime de la manidre suivante :

CPU + MEMOIRE + DISQUE = 300 K F

DUREE DU _SYSTEME

A La durée est de 4ans .
« 1l'amnnée correspond & 256 jours

« Il travaille 8 heures par jour

- La durée totale d'utilisation est de :

DUREE = 4 . 256 . 8 = 8 K heures

A partir de ces données on peut tirer les valeurs suivantes :

Prix de la configuration par unité de temps

cout total du systéme

Prix.conflg = durée du systéme

300 K F

Prix.config = ~Srp=——m-—1= 37,5 F/heure

Prix.config.seconde = BE%%*Z——- = 10,4mF

Prix du mot mémoire par unité de temps :

°

. .- I .
Prix.mémoire,heure = =T = 625 micro I

. P ' 25 micro T ‘
Prix.mémoire.seconde = 625 2 - 174 nano T

3600

Prix de la mémoire secondaire (disque)

On a vu que pour une variation de 256 K on a une différence

de prix de 15kF
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A
d'ol 1'on peut tirer le cout du mot en mémoire secondaire :

5 KT

Cout.mot.disque = 356 X

=59nF

Coflt du mot disque par unité de temps

Cofif .mot .,disque,.heure = 852 L = 7,37 micro F
7,37 micro F
Cout .mot,disque.seconde = 3600 = 2,04 nano F

Un appel disgue corrsespond & 10,6 ms d'inaktion ¢

: 10,4 41072 10,6 = 110,24 micxoF

Cofit de l'appel disgue 3

.

Cofit de 1'appel disque = colt de la configuration en 1G,6 mo

P . o= o
- v .

pour 'des commodités de calcul ce cout 2 &té pris égal & 110 micro T .

PILE OPTIMALE POUR LIi T 160C

Soit une pile comportant i segments résidents de mémes
tailles N .

b = cofit de 1'appel disque

)
Il

cofit du mot mémoire /seconde .
DCTX = durée d'un contexte
TCTX = taille d'un contexte .

THOTS = nombre global de mots contenus dans la pile .
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TIOTS = 1.N.TCTX

La distance est prise en compte lorsqu'on entre dans le demmier
segment .
DIST = ((1 = 1).N + 1)

En appliquant (26) on aura l'espérance de durée du processus pour

une distance DIST du fond de pile .

DUREE = DIST.(i.N + 1 - DIST).DCTX
DUREE = ((5 = 1).N + 1).(i8 + 1 = (i = 1).8 = 1)
DUREE = ((i - 1) + 1).( W)

Il en résulte un cofit dont 1l'expression est :

couT

colit par unité de temps

COUT = a,TMOTS + 5ﬁﬁgﬁ——*—

On obtient un coit pour chague couple (i , N) en fonction de a , b

TCTX et DOCTX .Ce cofit doit &tre minimum .

Pour chague valeur de TCTX et DCTX donnée on a2 un ninimum de

coftt correspondant au couple (i , ) . Il serait donc interessant

de rechercher tous ces couples .

Les calculs ont $té faits sur ordinateur avec les valeurs
suivantes 3

ICTX ¢r secondes

0,0156 0,0312 0,0625 0,125 0,25 0,5 1 2



N variant ¢
2 4 8 16 32 64 128

i:allant de 13 3

a =174 nano T j b = 110 000 nano T
Les tableaux représentatifs sont R, S, T sur lesquelles figurent

respectivenent les collts optimaux , la taille optimale de la pile et

enfin le nombre de segments pouvant y &tre .

Sur ces tableaux la lecture se fait de la maniere suivante :

Exemple @

Sur le tableau R on 1lit pour DCTX = 0,0156 et TCTX = 1 le cofit

17802,6 ,a cette valeur correspond 1la taille 64 et le nombre de
segments 2 gulon 1lit respectivement sur les tableaux S et T .
Les colits représentés sont des colits par unité de temps. On

remarque qu'ils augmentent avec la taille du contexte .
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TABLEAVY R

VALEURS OPTIMALES DES COUTS EN NAND-FRANCS

TCTX 4 q i ,
DCTYX 4 1 4 % ) 2
0.0456 A3%01.6 79928.6 | 46t414.3 F0426.3 | 4149303 | 4853967
0.0 312 Akl 69.3 23330.6 | 35213 .1 53485.4 | 92699.3 | 43+9%¢6.9
0.0 (15 A685.% | A7606.5 | 28%42.5 | 462349 4 | 63988 .4 | 1M23522. 4
0.425 3307% 7 Ah2331.0 | 2344 5 | 34 94 ) | S6F66.2 | 88544.0
0, 15 31$5. 6 A1S8HF.L | AFLEHA | 28382 4 |44 232.0 | 66 S4k.0
0.5 41936 $6 .35 [A44914.5 224%6.0 | 2323+2.0 | 55408%.0
A L5417 1095 7 | A1068.0 |A6636.0| L}#04.0 | 40605.3
7 3543 .8 | 5534.0 | $340.0 | A2852.0| 20302.6| 31428 ¢
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TABLEAUV S

TAILLES OPTIMALES -
m:im 4 | L b e A6 39
s
0.0456 Gl o4 8 31 51 24
0.0312 6L 4 & 32 39 24 AL
0.0615 bg 32 %9 24 Ab A6
0.425 19 %1 s Ab At %)
0.25 39 24 A Ab & &
0.5 24 Ab At & e, &
A Ab Ak & & 6 b
9 Ao g 8 6 It A
|




TABLEAU |

NOMBREeE OPTIMAL DE SEGMEMTS
TCLOT X = G
A 2 L ? "o 32
[LCTX 4

omigh - 2 ) 3 2 2 5
 0.0%11 2 3 - 2 3 4
0.0625 | 3 ] 2 3 2 2

0,15 9 ) J 2 Y 2
0.4 3 ) 2 2 2 3
A 9 9 3 9 3 g

J 3 9 2. 3 2 Z
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VI PERSPECTIVES .

A.SEUILS DE DECISION

Dans ce cas on utilisera la pile segmentée vu qu'elle présente
un ¢t optimum intéressant comparé & celui entrafné par la pile
finie ol on prend en considération toute la taille . (la pile finie
implantée en mémoire colite chére , sa fiabilité est I sa,

N + 1
taille est N ) .

Soit la pile segmentée suivante :

(k-4) | (k)

Dans ce qui suit les colits concernent le segment k et y

sont imputés & celui-ci .(k-1) est supposé présent en mémoire .

Si on est 2 une distance d du fond du segment (k = 1):
deux éventualités se présentent & nous et notre probléme consiste 3
décider de la solution la plus avantageuse qui occasionne un cofit
minimum .

Les deux possibilités pont les suivantes

a. Anticiper le virement du segment (k - 1) sur disque.
b .Ne pas virer le segment (k - 1) .
Nous allons étudier séparément ces deux solutions en

insistant sur les collts qu'elles entrainent .
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a. inticiper le virement du segment (k - 1) sur disque

a.1 Dans le cas ol 1l'on sort par le bord supérieur du segment

Cet évenement est réalisé avec une probabilité P(d) .

B(d) == - 2

N+ 1
si N est la taille du segment

soit t_(d) 1'espérance de durée de vie du segment
lorsqu'on sort par le bord supérieur
d : distance du fond du segment

Comme 1'appel disque entraine une latence T qui représente
un temps pendant lequel la mémoire est immobilisée . Alors si on anti-
cipe 1'appel disque ts(d) avant 1'atteinte du bord supérieur on
aura économisé ce temps et ainsi .on n'atténdra plus quo pendant

un temps (T - ts(d)) au lieu de T.

T1 en résulte le colit suivant :
Soit C le cofit de toute la configuration par unité de tembs :

T :latence disque
b ¢ étant le colit de 1'appel disque

On aure un gain dont l'expression est
GAIN == b = C.(T - ts(d))

On remarque que pour maximiser ce gain on doit minimiser

1'expression €,(T = ts(d)) et on aura donc :

max GAIN= b = min (C.(T - ts(d)) g 0
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Ce gain aura lieu avec une probabilité P(d).

max CAIN = P(d).(b = min (C.(T = ts(d)) , 0)) (c1)

2.2 Dans le cas ou 1l'on sort par le bord inférieur

Ce cas se pPrésentera avec une probabilité égale a

- - -, - .
1 - P(a) = N+ 1 =4d et entraine un colt egal a ¢
N+ 1
COUT = b . (1 - 2(d))

b.N+1—d. (CZ)
N %+

couT

D'aprés cette relatlion le colt décroit suivant que d augmente .
(Voir graphiquelL} N =10 ; 4 variant de 1 2 10 ; b égal & 110 microF )

Le tableau correspondant est L .

Fn résumé 1'intersection des courbes €1 et C2 nous donne la distance

4 laquelle il faut commencer le virement du segmeht (k = 1) pour
une taille de scgment donnéc N , L'essai de plusieurs valeurs de N

nous ameénera & connaltre les valeurs pptimales .
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TABLEAU Le

d cout
(mwro Francs)
% 400
2 90
3 80
% to |
= &0
. 50
¥ ko
& 3o
J - 20
A0 40
L
-
cour: b. Bt <€ 04

N+ 4
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rd
bs Decision de ne pas virer le segment jk ~ 1) sur disque

b.1 Dans le cas ol on sort par le bord supérieur du

segment

Le colit entrainé par cette situation se formule ainsi :

coUT1 = P(d) . b

P(d) et b étant respectivement la probabilité de sortie par le

bord supérieur et le ccilit de 1l'appel disque .

COUT1 croit dans le méme sens que d et b . (Voir graphique Z
représentatif des donnédes suivantes ¢ b = 110 micro F ;3 N = 10 et

d variant de 1 & 10 ) ( Tableau 2! )

b.2 Dans le cas ou on sort par le bord inférieur du segment

La probabilité d'atteindre le bord inférieur du segment
est (1 -P(a)) .

Le colit relatif est

.o

cour2 = (1 - P(d)) » 0 =

|
o

En résumé notre probliéme de décision peut se schématiser de la manieére

suivante : Whp(d) . A10 wmicrofF
b= 110 mcro F b
as
C.O:d}.(/' - P(d)> L O = O whuew F

fgl
faire

_

NvHEr

(k1)

¢ Snma.\.?‘ (_aa.,;, = QHO - C.(T_. t;(d)))?(d)

fron mcrof

.3(.1 s

ot (’4 - P(d\>  AMC oI
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Remarque

La solution qui consiste & virer le segment (k - 1) cofite plus
chére mais en compensation elle nous fait gagner du temps car la
latence disque est faible .

Cette &tude nécessite la comnaissance de l'espérance de durée

de résidence du segment alors qu'on sort par le bord supérisur de
celui-ci .

En régle générale on a intérét & anticiper les moments disque .
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CONCLUSION

L'étude présentée a été structurée en deux parties 1 d'une part
on s'est interessé & la construction du modéle mathématigue dans lequel

Se trouve 1l'image du comportement de la pile au cours du . temps ,

dtautre part l'application des relations déduites dont 1'objet est
1t'étude économique . Dans ce dernier point on s'est interessé aun calcul
de 1la taille optimale A'uns pileciEf’de ses différéntes formes de
présentation en mémoire,vu que cette derniere présente un colit élevé.

On a beaucoup insisté sur la pile segmentée , elle présente
un eollt optimum trds interessant du point de vue économique ecar elle

entrafne un gain en encombrement mémoire.

Les résultats énrééistrés sur IBM 1130 illustrent le fait que
le cofit résultant de l'implantation d'une pile en mémoire dépend de
1a taille et de la durée de 1'élément de la pile .
Le facteur critique introduit représente un rapport critique
de cofit ,il augmente avec le colt du systeme informatique . La
taille résultante de ce facteur origique dépend du domaine
4 e

adappréoiotion de celui-ci ainsi que la taille et la durée de chaque

élément de la pile déduite .

La limitation de notre théorie ne nous permet pas dlapporter
des solutions aux problémes posés en fin de 1'étude que nous

souhaitons &tre poursuivie .
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