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Soit Le problime 8lectrique sulvant:

On d2sine optimisen La népantition | au sens d'un cerntain crnitfdre ex: codt de
production ) des puissances dans un néscau maille & courant alternatif sous varadbles
bornées.

Faine une 2tude de new&&on dans un réseau maille consiste 4 déterminer
complitement L'état de ce niseau dans des hypoth2ses données de production et de
consommation.

L'état d'un tel néseau est gintralement déterminé pan Les puissances actives
et ntactives qu'il negodt ou qu'il fowwmit. Les nelations en"puissances" sont non
Lingdhes. On est done en presence d'un programme mathématique non LinZaire qui
5'eenit:

Minimiser F(P,0) : Fonetion (quadratique) du coidt de production.

sous Les contraintes de niseau:

Pz GiVi + L vivi[Gi; cos(@e-04) + Hi; s...(g;-e')j
J?l' d b 3 a &

Qi =-Hex v;l + Z;\-V': Vj [ng 5.',.‘(@.’-@(}) - H;,‘ Cos(@i-9) )j
et sous Les contraintes de bornes:
PgPgP
0<0<0Q

1T I<< l
AN
Ak
QDl <

<V
o
i Les variabbles sont:
(PL, Qi.l : pulssances actives et néactives injecties au sommet L.
(Vi, 84) : module et déphasage de La Ztension au sommet L.

SL 5 est Le nombre de sommets du nZseau (non eompnis Le point neutre), on obtien
un systZme de 25 Zquations.

S'agissant d'un néseau de faible taifle [peu de sommets), Les mithodes classiques
peuvent ethe utilisées.

Pan contre, Les néseaux malllés de nnande taille (ex: ndseaux de distrnibution
BT de centres wibains thés denses, ndseaux de trhanspornts...) conduisent a £a mise au
point et & L'utilisation des mithodes mathimatiques tnes Bvolfudes, et a £L'usage de
moyens de caleuls puissants.

Le programme ci-dessus 8'inserlt dans Le cadne des progaamses math@matfiques non -
Lindaines de La foame:

Fonction obfectif: Max [ ou Min) F(X)

contraintes s GiX)Ked 4= 1,2,..., M



Y

condition de non nigativité : X >0 (X= (X1, sy Xl )
L'objet de cette étude est de décrnine une méthode, due P. HUARD, peamettant
de nBsoudne de teks progaammes sous des hypothlses assez Lanrges.,

Dans cette méthode on doit & chague itiration détenminer un "centre", en
maximisant une fonction caractirisant L'tlolanement & La frontidrne du domaine.
La détermination d'un tel centre est faite approximativement, sous rdserve que £'errein
ainsi commise tende vers zéno au courns du dérnoulement des iténations.

Nous nous Limiternons a fa r’eAcupuon Zhionique de cette m@thon'e, et a la
présentation de centains calculs obhfenus a@ La madn.



— NOTATIONS —

R ensemble des nombres néels

! espace euclkidien a n dimensions
P (”M ensemble des panties de R".

N ensemble des entiens positisd

si X€:  Xi i- &me composante de X.
si ACR" . On désigne par Fr (A) Ra frontidre de A et pan A°L'intérieun de
A. i est Le plus grand ouvert contenu dans A.
A= ouvernt > A voisinage de chacun de ses points.
SL 4: ;AN P est une fonction numinique continuement difgerentiable, on
désigne par 74 (X) La valewr du aradient de § caleukl au point X

Sia, b€ : Loun produit scalaire est nott simplement a. b.




I- PARTTIE-
PARTIE THEORTIQUE



.__‘5—

1- LA PROGRAMMATION NON LTINEAIRE,

1.7.- LA PROGRAMMATION NON LINEAIRE-

Dans ce chapitre, on mettra L'accent sur £a difficult? de trouver et fou de
necomnaitne La solution optimale alobale Lonsque La fonction obfectif et /. ou
Les conthaintes "se prlsentent mal",

1.1.1- NOTATION ALGEBRTQUE:

Dans un programme non Linlaire, Les capression algibriques qui se
trhouvent ou dansa 4{onction objectis, ocudans Les contraintes, ou dams Les deux,
compontent des teames non- Linlaines.

En Leames Teonomiques, cecd peut se traduirne parn Le fait, parn exemple.
qu'une entreprnise, en doublant toutes ses nessounces, constate qu'elle ne peut augmen
ses profits que de 47%.

Le proghamme ¢ formule ainsd:
Fonction objectif: Max ( ou Min ) F (X)
contrhaintes ., : G4 {X) g €L &w Ty Brvwalla
Conditions de non nigativiti X3 0 (X= (X1, X2, ..., Xp }
1.1.2- REGIONS CONVEXFS PREGIONS NON CONVEXES,

Une nZadon est dite convexe s4 Le s€ament neliant deux de ses
points se thouve entierement d L'intirnieur de fLa négion. Une néadlon est dite non
convexe dana Le cas contraire.

=

Fig4 Fig.2 “

re gion Convexe l’e'gn'mn hen- convexe
La distemetion enthe convexits et non convexit® de fa négion possible est tn2s
Ampontante pour La programmation pour dire d'un point donng 4'AL est optimal ou non.
1.1.3- RECHERCHE DE L'OPTIMALITE

Nous supposenons pour Le moment que fa fonction objfectif est
Lin2aine. Dans La niagion convexe, 84 nous trouvons un point M tel que tout petit
déplacement diminuera fa valeurn de La fonction obfectif, alons nous pouvons étre
s0ns que ce point est un optimum afobal (Fig 1).

Cependant ce ndsultat n'est pas valable pour La négion non -
e PP
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convexe.le point A est appel? optimum Local; Le point B est appelé optimum global

(§ig. 2).
1.1.4- TROUVER L'OPTIMUM.

Un probl2me connexe engendré par La non-convexité est qu'il es?
plus difficile de concevoin, dans ces conditions une procidure itérative pour Trouver
L' optimum global.

Pans Le cas de La nPalon convexe, tout déplacement qui
augmente La fonction obfictif, nous rapproche a4 coup sarn du point optimal, parce
qu'il n' y a qu 'un point optimal,

Mais dans Lo nZgion non convexe, un déplacement qud accroit
La fonction obfectif, peut nous dindaen vers un mauvais point et nous elolaner du
vinitable optimum, D'oll dans un el cas, une procédune itérative . qui est congue
pour acchoitre £a fonction objectif peut 124 bien ne pas rlugsin & nous donduine
a £'optimum global.

1.1.5- FONCTIONS OBJECTIFS CONVEXES ET CONCAVES.

y Y
B
A
A
X X
Fonetien F;f-a-ureusa-hah*l' coatove Fonction non r‘i?our;useheni Concgve
Y {

A i | \\/
8 A b
¥ X

Fonction Pi%auveusem ent tonvexe Fonrction non rigoureusama.hi' tohvexe
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Remarque: Une fonction LinZaire dont La repnlsentation graphique est une
Ligne droite, un plan ou un hypernplan est A La fods convexe et concave.
Les fonctions obfectifs qud ont une "mauvaise forme" peuvent con-
duine au méme probfeme quo Lot nfaions possibles non convexes; elles peuvent donnen
des optimums Locaux qui ne sent prs dos optimums alobaux.

1.1.6- MAXTITSATION,

Nous avens une sonction obfectif concave que nous voulons maxdrme
sen et un domaine possible convexe, TL est clain, d'apnds £a 4ia.1 que toute
ascendante méne au sommet. Do plis, 54 nous Aommes en un point

M a partin duquel Lo meindne diéplacement nous fait descandre, nous savons que
ce poant est Le vénitable optimum,

p’uC-‘i’
|"_,1'qi

En nésumé dans un problime de maximisation, et 84 Le domaine
possible est convexe, alorns une fonction obfectif concave" se compornte bien". Pan
contne une fonction obfectid convexe "ne s& componte pas bi.en"(F,-a_;,).

1.1.7-  MINIMISATION:

Les nésultats Znoncés cd dessus 5'appliquent Lcd.
Dans un probfeme de mindmisation, une fonction convexe est
souhaitable Par contre ume fonction concave est aénante du point de vue des caleuls.

1.2- LES DIVERSES METHODES DE RESOLUTION DES PROGRAMMES NON LINFATRES

S{ £'on tient compte des proaramme qu'elles sont susceptibles de nésoudne
Les principales mithodes de nésclution des programmes non Lindaines peuvent étre
classies en thois catlaonies.
-Les mithodes d'optimiaation sans contraintes. Le domaine admissible est

etendu a tout L'espace "E".
.a o'/o ..
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- Les mithodes d'optimisation avec contraintes ramenant £a proghamme d un pro-
grammenon Lindaire sans contraintes. 18 4'agit principalement des mithodes dites
des pénalitis ef des barnitnoes.

-Lles autnes méthodes d'optimisation.

1.2.1- MET/ITC._ D'OPTIMISATION SANS CONTRAINTES:

Un proghomme sans contraintes 8'fenit:
Maxiniser £(X) , X€E"

Le domaine admissible est &tendu A tout 2'espace E.
PRINCIPE DES METHODES:
Pantant d'un point quelcongue de £'espace, XO, nous choisissons une direction
( AXo) dans Raquelle 4(X) tend & croitrne.
X se diplace sur La demi droite (BXo) : X= Xo + £ X 0
Le point X1 de La direction 6Xo maximise £a onction objectif. Du point X1, on
détermine une nouvelle direction AX1 et ainsi de suite.

A axq

Choix de La direction AX et du pas. .
Les méthodes dif4enrent dans Le mode de caleul de £a direction.

1.2.2.- METHODES DES PENALITES ET DBS RARRIERES.

Ces mithodes nam@nent La nisofution d'un programme non £inZaire
avee - contraintes 4 La nésolution d'un proguamme non LinZaire sans contraintes.
Cela est panticuliZrement intlressant Lonsque Les contraintes ne sont pas LinZaires.

PRINCIPE :

Soit un programme non Linfaire:
Maximisern £(X)
avee gi (X}> o, 4= 1,2,..., M.

Soit D Le domaine défini pan ces contraintes , On naméne & La forme
wavilais



Maximisen CIX, A )
avee C(X,A ) = £ (X + P (X,A)

ot Aest un praramitre que 2'on fait varden de 1 a2 0, P (X, A) est construite de Ca
maniere suilvante:

1/ PIX,K) =0 8L XeD
2/ P{X: A ) —3 e S84 X €') qiana

1.2,3- LFS AUTRES METHNDES:

L'objet do wotre Etude se sditue dans Le cadre de cette trhoisime
catgonie.
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2-  METHODE DES CENTRES

21- DEFINITIONS :

2.1.1- F- Nistance néqulizne, Centre, €~ Centne:

Soiantéj(‘.’.f@( Y un onsemble dont Les eLZments sont des panties de

"]

¢ B ’ ; P
RY, et d: 7 X &R une fonction mumérioue.,

2.1.1.1- F-Tstapnp

d est appelve 7~ distance sun 2" X & a4 elle vinifde:

(&) d (,E) =0, YECE . Vxzr (£)
(£d) d (X,E) 0,YEes, Ve

(iid) Zeel, Vee& . eer.Vxerr, it existe m seolaine C1X) Y0 tok que

AUXE) SX) o d (X,E")

Une F- distance d est dite néaulidne 84 clle vérifie de plus -

f

X )
(<v) Y Zes Aw@te,sif:béé/ he r\j ot ;§ E R/ kEN Jf telles que

EF;E,H,:;r:eé, Eff

» bk 2
xe_;;k)x¢ ho+1

On a d(i gp) T >0 quand k —>+00

2.1.1.2 -&E- Contne

Etant donn®s une F- distance d, d8finic sur R &, un ensemble

EEE, ot un nombre € telque 0§ £ < sup gd (X,E) /X&FJf » on appelle £- centrne

|

de E (relativement 2 d) tout point C& F tod que:

d(C,E) ) MLPE -J(J(,F} /.XEEJ - &£
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SL &= 0, un tel point est appeli centre de F,
Remanque: Un ensemble E ne peut avoin d'E- centre gue 84 E = 0, car un centre
est toujouwrs un point intirioun,

2.1.1.3- Toux oxemples de F- distances néqulidnes

PROPOSITION:

b

Soient ri: Ve > T,L"f;L:(/LLQ.-A,}TU" des fonctions numdniques

continues

7

=7, ://( /dc;‘-'//r) 2be ¢ eL/(, avec & ER
& =/f4)/be kc /{':’/

ol K est tek que @ un ensemble F (B) ne conresponde qu'une seule valeun de b
On supppose de plus:
(1) Frfalgit b)) =fx g0z bif, Ve €L, VEEK
Dans ces condifions, chacune des deux fonctions sudlvantos
(1) AEBY =g ) —bi/ €LY
) SEBY = T g (%) - 6.

est une F- distance néqulivne, définie sun R X &

Schematisons d'abord ces notations avant de faire La démonstration

£(¥)
F,,/; /qu/.r) > 131/: / X/ jc'/X) = 527

Viesl ,V6E K

¢-(¢J=ﬁ47¢(025j poel=fr2245f

E : cnsombie dont Los &fdments sont Los ensembfes E(b)



Demonstrhation:

Cette démonstration est valable aussi bien pour La définition(1) que pour
La d2finition
Hontrons d'abord que: _
bt i L8 < £(5)
b 2b = £05) L

Cetle implication cst 3uidente. En elfet, prenons dans r? deux systemes de

conthaintes s
T by= 0 X1 2 b1- 0
E (6] i X2 g b2 =0 E(b’) ) X2 2 by= 0
i X1 X2 b= -2 L X1 -Xpb} = -3

NS

~,
N

) R \\\\ X1

L'ensemble E(b) esf bien inclu dans E'QMemHa E( b')
- EB)C £ => 6257
£ ://r/;f()déé’/ cecy

E(L) C £E(6) = byb’, V6EK, vL'ER

HypethZse (M)

Jan ailleuns,

(£)  Puisque Zes gi sont continues:
XE Fr(ﬁ(é) -——>j( €L
(ii) D'apresry) X EE = (4) => g

(iii) EB) C ECbY) &> 628" = G:(X)-b g -& Veer . PX
et = AN EBY S AKX, EBY, VX geth/-bip0, Wi €L

n) = bi=0 => A )= o
A) - é‘)O/VEZ_"‘>G/(K/ fﬁ)))o



k
(4v)  Sodlent une sudite infinie k celle des E, = F(b ) correspon-
b ¢ K |REN}: b

dants, et une suite indinie Jf - [p%/ ke Nj telles que, VR EN

fg A x
L6 K5, Bk mmstmte, o'est 2 dine £& SERHT SExEE, Hix
A < J =
pa)txéuci/tz » & L

3 éf-,

7 A &
V'& gA/) JCk 6— /—' J‘k {,’-‘f}——lnt/: j,_ks (X} é g <O <j(./( (/K) - é‘f

QUOU?O/ zg——-—.‘y'fa‘, = (A’f -—-345(
l’rua@tk()() /-5(/)\(\[ L 2 /v(){/ &e é)(’) CB"’I (9 ‘f(i() ACR)

/"’-—ib 7= K Bl i ]
Cette melation ot wnaie cuctle que soit P'itération k, Dol £'on a:

E’”"(j /X) b, )‘-if‘ quard b e O VR € S0 e N
e = C//X £(¢5/1 ey 0y :%--uu,;c;/ -;é —— 20 ﬁé/\/‘
2.2- ALGORITHME FINT OF PECHEPCHE 7'(IN POINT PEALTSABLE:

2.2.1- ALCORTTHYE
oient R 7Y, g,’ une famille d'ensembles do 2", d'une
F- distance rZaquldidre sun " x& s ot E,.ef. On e propose do treuver un point
XE Exnd 3, en ginérant deux asuiteA:
i </EeN _{ e
[eke &1 keNs
délinies pan L'alaonithme sulvant:

ALgorithme :

Choisin une suite ddcnoissante do nombres € k20, " pas thop anands”, tendant
verns zéno quand b ~»+p , P EN

Iténation k

b
On dispose de Ek e&et X tels que:



-(]l'-u
E£ o5 Ex EENB =
) 2 ep) 5 sup J (% £h)/ xe tknB]_ & £

e

(1) X €&k&kN
- .

(2) i X EExHBon choisit Fhile Etel que -

kD LELLT O Fu

A © ) . ; -8
X e& Erllit 2% em {_’, cvee K 2RA7
(3) sS4 ;; € Bx n R, on propd
Elrl - EL
Let f
AzX Fw
TN T
/ z——{nﬁ-. v / \
! ) i : .‘,. \
.,"b ; . \! ;’: . \{
fa t (g ' ’ ,/«‘-’j:"xﬂf)) ERHING =ELNE
P /:-J/J.ﬁ/ o ] feri 4
I [ (x=x/ .f
- ; .
\ ‘ - !fl f e //
I\ - ',-'
T B
(_E; (=)

Cet alaornithme vous domme A chaque itération une solution néalisable
inténieune, appel€
Eh - centre ,en maximisant une 4onction F- distance nBaulitne. Cette {onction
cancetenise L'glodgnement 2 La dnontilre du domnine,
Demontrons que nous obfenons XEFx [) R au bout d'un nombre 4ind d'itirations.

2.2.2- PROPOSTITION

Nans Les conditions ci- dessus, ot 84 BeNR # ?, alorns iL

existe KX EN, fini tel que kb2 KX => XEEx(IB.

Remargue :

Les& b ne dodvent pas Stre choisis thop grands pour assurer que 2'on a
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bien X& 't?x-/]B. 10s doivent satisfaire @ chaque itenation 2 Za condition

sudlvante:

o<t < Supf o (%, E4) /N E ER 7EJ

Démons thation

Supposons Le contraine, c'est a dine que:

_/!, A *_-F piit R
et montrons que c'est Aimpossible.
Puisque d est une F- disfance néauliine
df % , ER) ——3p 0 quand kb -3 # o<

Soift 3(1_-, Ex/)B. On a, kN

o< c/ﬁr Ex) dae)fCéi /a’cyéa e}/

. SK VE4L), auee po o, i EXCER
( e/ ;,-,//.-,.y {ed))

D diX, ) < e SN, EL) S /%[a/ (;éé"/e) +£V

-</(

k
can X maximise d A4 £b pr2s sun ER /I

En dé4initive, nous avons:
./<c:/f/(,ﬁ%) s’ff?[“/(* f-éja‘c_. / .
(/}77:0..‘55:'5/&)
d-/fﬁ !:-é)__;@o r 6’5?———_) o

D'od nous parvenons bien 2 La solution au bout d'un nombre find d'itérations

%
marque :
Si on nemplace L'hypothdse Fx /] B 4 9 pan L'hupothzse plus faible Ex/jR¢ ¢,

La proposition devient fausse.

Pemanqgue:

Hontrons, pour iLlustrer cette proposition, que nousd pouvons atteddne

La solution sans que € b ne s0it pratiquement nud
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En e4bet, supposons gqu'd L'itération k, nous ayons:

o
Ol kg supfd(EX)/XEERNB L ExSIEE D
(

7

,.SZz,o/ A EL)S X € Fr B / =y

.
” "
a \
/ - g - \
SR )
/ Pl ::“.' 3 |
; Y .-'5 ‘ i
'_r‘ \ ¥ 1N !
f Mo, . &
{ > / :Q
: e /
: /
i
\ "
% re
\ P
N L~
LS -
~
e _ P

Nous nemarquons que Le vombre d'itérotions® 4aine dépend du choix de La

suite Eh. Nous verrnons dans £a 38me partic comment- chodisin cette suite €k.
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£.3- UETHODE DES CENTRES - [ALGOPITHME GENERAL)

2.3.1- ProhiEme posé- hupothdses

i_i »
i Maximiser A(X) ous Lea conditions

X ANR (P)

ot s APt L A4 P, BZ2, ANB foumd
§e R <R fonction continue supposie atteindrne son maximum sur A/IB en

L) i
un point X, etielle que:

() Fie falf) 24 / ;(.&/;rx/_f,y" Vd < ()

T22ustrons cette hypothlse:
~ %)
/7 N /
/ §

/ i

Nous ferons de plus L'hupothise suivante sur A et B,
< ,

(H)  &0epo -4 = ANER0 = ¢ Yo " ouvent
Cotte hupothise (H) est en panticulien virifile pour

A_,I)B 49 ot A[)B convexe
En effet, prenons pouwr LCLustren ce cas parnticulich B= :Ea”

Xz .
~ [0/
A
P
\AN8 \
LB X \
i X \

X4
A71B: est appel? trace de A sur 7.

Voyons un exemple ne virifiant pas 2'hypoth2se (H)



.\\ /! o A= U Xe

- - ~— -—

X4
Nous voyons bien que: ANBAO= § #25 AORNO = ¢
Oon considzre une Aamifle:?d'ensembles Ajet, jE T tels que:
o ~ T
AJ vt A 3 VJ P
A€ 2
On pose:

FON={x/f®W 24 {, AR
et on dééi_m'.t La famille:

1‘ (’\ /)/ J'EPJZ
£(A. ) Aa”F(fU K <R F(Ana)g_,

K nenfenme L'ensemble des valeuns réalisables:

en prenant:

/"\ Valaurs rc:_-‘cghf_-,able.g B
e LR S Y =% |
I
S - TR P S ]
K o

on choisit une F- distance néqulidne d, dZfinie sur "%&, ainsi qu'une
suite infine ddcnoissante de nombnes ngelsE k0, pat trop arands, tendant
verns ztno quand k—>+ic, REN.

o . 5
s est un ensemble dont fes Gf2ments sont des parties de 77,

.f"/ c —‘f.\:‘:‘ \
g ( _3?1_..,\
/ .fia:“;,;«\f( Ve




Rémanque
L'hypothese (M) entraine V A < T (X)

A %xf {xJ>r\1

2.3.72- ALGORITHME
Prendre au dipant Ao < F(f} L As € K

ITERATION f

M dispose de

Aké‘_A L\,t, Gr.lut AR __)A
er\! tels gue Ak <1(X) Ak s £(X)

Posen: = B ﬂF /\k)

-/- -

/" _ ‘
/EK NB= Cb J‘E‘L““—‘QFM de L'G{jurff'%rnq, r

XeEenB:dX ))uuP{J X,ER) [xe EkNB| - Ek i
!
|
)"\
DOV~ f’/;'(",qe A \,ﬁg’--"t L
| o |
| |
i i
. V. — e A2
A c Ak (ex Ak.oa ;A) Ak n "Ah-?’q-‘f ;i‘
k1 G S < I
Nt f(x ) \ |
+ ' e R4 ke Aksd =k
X € ANF(Ake) l‘}b(u-ﬂ-:X'}‘ ok ./
\':‘ . ‘., :‘u: :((
)\}Q-t"l = }(?:)
v ' S-S |




- \"\\
bt kel \ A yd
5 = X N \ hf‘f B
& \ \\,\ 4 TR
r; g i \ [ NG k"AP
~
AL A& [ RGN s
2 / - K4y P
~ i ;"\ X ]

2.3.3 - PROPOSITION

dtape de £'algonithme, on 2 EkﬂB = ¢, alons X

X /REN j founie

A}
S4 a une
est solution optimake du probléme (7)),
S{ cette Bventualité ne sc prodult famals, fa sudfe .ém_{in,ée,{

oan E'aﬁaomi,thme est telle que:
Lim 4 K) 6()() k.00 ,l%EN

De plus, dans ce sccond cas, AL exdisic une sous-suite {nkinde de points

b

xl
(P).

RE SCN dont Les points d'accumulation sont des solutions optimales du problime

DEMAONSTRATION - —
S, & une etape k de L£'akgonithme, on a:

Fk nt’):q"}

on peut Zornine:
“(AR) N B car Ar oA

AN FAR NS = o >Anr“ _
= ANFAKNE = aoE oo !*'waratﬁ'sc(HJ

vor => 3){ cANB ..E(/\) P %()(J
! k
M ne peut plus trouver un X tel que £(X) > 4(X): ce qui &tablit

L' optimaliteé de )Z



Sinon, c'est a dine 44 Fh R # ¢ , L'algokithme fowwmndid une suite infinie
de couples {{ff/ik3/1<€hi belle que
. I J

\
Ak < ,.( ) f
/\Ie &Y VkeEN
Ak ('/\L’+’I

Par swite Ak —> A 4 (X) quand b —» +0, h EN

X P b. ~ :
sé A=t (X atons 2im § (X) = 41K) , car ARSE (X), Vi EN
L ,\‘(ﬁ(x) , on pose Fx = F (X) et Fx= AiiFx,

rd 3?
i \ A
!', : ——h - ﬁ ()4
/ n
- : Ly I
; ’_:' A
i/
f \ --h_z__ ________ A
r! \A"/ ;/
¢ s’
R, i
On a dans ce cas: S

ExNB = ¢

Sinon, puisque £'on aHh

fe DEkat o Ex ‘«' € ERNE , 3( q&'—kﬂﬂb B QE
et d'apnds La proposition 2.2.27., on on obtiendrait ume solution XhEé;(:"i B
au bout d'un nombre ini d'itirations, et £'on auwrait d'aprts L'hypothise(M):

5 5 >N

ce qm eAt impossible . Parn suite

ﬂB P = n‘;,,r“ NB=d = Al F-} Ni=c d'apnds  £'hypothise (H)
s> A 2 8(K) impossible d'apnds 2'hypothise A < 4(X)
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Soit SN Z'ensemble des indices kb des solutions ndalisables
k
XEA fournnies parn L'alaonithme. Puisque L£'on suppose Lcd n'avoin jamads

k ~
Ab = £1K), VREN. et que 2'0n a Etabli Lim 4§ (X) = £ (X), k. -»4p0 hEN, on
obtient Les nésultats suivants, en envisancant fes deux cas posdible 8 S find
et S Anfdnd.
k
1./ S fini- La dennidre solution néalisable chtenue X, R< S est une sofution

optimale, can apnds cette étape/]uk ne peut plus augmenter.
2./ S indini= tout point d'accumulation de S est une scfution optimale.
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7.4- METHODE DES CENTRES PAR MAJORATIONS

2.4.1- PROSLEME PNSE - HYPOTHESES

La mithode tn24 28nérale gue nous décrivons {cd entre dans Ze cadre

de £a méthode des centnes décnite au chapitre ?.3.- Le probf@me thaitf est fe

méme, s0Lf:

Maximisen 4(X) sous Zes conditions

{
;
I‘ YEANB (P)

La mithode utilisle se panticufanise essentielloment, en dehons du choix

plus nestrnictif de La F - distance, parn fe caleul des - centres, caleul utilisant

des 4onctions wmajornantes de La F- distance. Comme on Le verna, ceitfe vardiante de

de £a méthode des centres demeurne encore thés aintrale.

Sodent:

A tonmz, B convexe compact, vEridiant:

(K1) X4p:AnRN0 =@ =  ANTNAO = 4 Vo 2" ouvent.
-4 P o® une fonction continue, attolanant son maximum Sur
ANR en X ot virnidiant:
(H?) Fr‘f'&f&()()?,/\j :‘;K /{5(3():)'} . "C’,A<b(xj
B = AN fO)3A) S b= EA/A < @(2)}
{r - (. - - . - -
- d: R”xg —>? une F- distance sur " X3, continue, rdquliire, verni-
flant :
ws U XEBI0, UxgE Ve s
On Sernina dans ce qui suit, pour simpfifien, d(X,A ) au Liew de d(X,E (A )}
c'est a dine que L'on considérena une 4onction d: " x K — P avee

K= Linﬁ ‘f é(X)/XGAﬁ?f . 4(.£) [ , au Pieu de £a 4fonction d: v”xé_‘, R,
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Co chodix , plus nestrnictif de Za F- distonce, nous amdne d ne plus considénen
des ensembles Ey= Ak i”‘;{ X/ 4(X) > A .‘3 qui diminuent par inclusdon et tendent
vers une Limite ER* tefle que E E*N2= ¢ comme ay Chapitre 7.3-, mais des ensembles
ER = A X/ § 1X) 3k j . C'est & dine que 2'ensembe A demeune
constant au couns des itérations fandis que Ak varie.
Nous diéfinissons La fonetion majonante do Pa F -distavce de £a facon suivante:

’ . . . -
- dy 'ty o' xk —-=> 7 une donction continue, véniliant:

(H4) (£ d Ly, A) 2dIX A EV){ c A Yyed YA eX
f

(L) d",X, 4(X)i=0

-

b Va€r, VhER ixss, on a

X, fla) <0, VX€ ja, b] =>d" (X, a, 4la)) K 6,Y¥c]a, b]
Peomargue s
X
La continuite de d' ne sera nécessaine ou'en un centain peint (Xfr y* A déking
par £'aloonithme.
2.4.2- ALGORTTHME:

Chodsin une constantex )1,

ITERATION h:

k
On dispose de X& AR, Ak= 5(x) E= E (AR).

EG"

(I} Choisin 18 el que:
x 12 K ) 5 d(xx/\k) VX € AND

( par exempfe en maximisant d' (X, x A P) stn A2 ou surn R fout entien)
k+d ,-h k‘!
(2) Détenminen X' € ! K Z| tel que: L R

k 5
d(XAk) 2 d{x, AW, ¥xe [x.Z]
h+1
(3) Choisin X dans E'k+1117 , en posant

¢ I k?
Fleet =E(Nker) oF Akt = f(XY
ket R ’
ﬂpm exemple en maXimisant 4(X) sun |)<f g z] nE hn)
Et ainad de suite.
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Pemanguel : 3 convexe = X,Z 7
- R+1 B
Remangue 7 EiaNbxdy ear dIX, AR) > Al X, Ak) 20 ot par suite,

N EE . L
d'apnds  2'hopothise  (H3), X & BEkBE Al denc }-()&’ y %%(x}
-~ -~ - "2

N
~

~

e 4
i “/ -~
= ~

2.4.3. PRIPOSITION: S ’

L'akaonithme déenit en ?.4.7 fownit une Auwite de sofutions ndalisable
R k
X et X'. M a:

..-i(ifj.)\.k) > 3.@{(31(&,,\!?)/)« € Ekm?:} - &R
avee &k quand b —»+ <o, Pan suite, cot alnonithme nentre dans fe cadre
de 2a méthode des centnes, Afenife on ?.7., ot Les nésultats de fa proposition
2.3.3 s'appliquant icd.

Dimonsthation:

16 4'agit de démontnen, dans Le cas ofi L'alaorithme cAf infini, que L' approxd-
mation £k, définie pan:
Ek - Supfdlx Ak)/xeEknrl - d (X, A

tend vens zéno guand b —> + 8O, La domonstration se dicompose en frods étapes.
b+l

Tout d'abord, on étabiif que dcl:j( Xt /\h]_?u?md k —E—E’B’ + o0

Puis qu'il existe une sous- suite pour Zaquelle d'(Z,X, Ab) — O
quand L —p + CO



Endin, que mh-»0 quand k —> + 5

le
1./ Montrons que 4 "Ai | P quand b —» + o
ket L
Woefl = (%) <F(x ) : |
fe 4 1 R ‘,L?H /k*(‘ (e _—
s 1&5‘ Chor = ) € FIXT) = ARt \ghx')sf(x ):)\knst(a‘)-
(118, 2= F :&) \ )

A
kot
X G

e, SR (1)

'r(;{) s A (1)
o> a /\m- T et k oo REN (2)
F(EM) Ak e &) i.s)
() - Ak o (5)

Par alllowrs, Vk?M-

Fg =  E'kss > Ekas :,E(/\“);

k+l K, k+‘l k . "
X & F E—]E‘f1) gﬁ )& /\h)-—)O 1uc\ndh.—-=7-rtx.‘, EN (4)
d est une F distance nigulidre _

f+1
On a un nZsultat analogue avec X'
"-h Bt SRt SEQT ]

X’ A ) }O ﬂdﬂr\dikl._;-rxx))yie‘)

g

X’ € Fr “:_ b-q-")
d est une F distance ndoulidne _)

2-/ Montrons qu'il existe une sous ~suite SCH pour Laquelle
q

R

d'(7,X, AR) —? quand k-—s+te, "~ RES:
ok

Le couple (X, ) appartient @ ANRX B qui ¢st compact. Done 4L existe

SCN telle que:

(5)

ke N .
; - ADB ) i )
': > Xe })c]uﬂmd ku——-—“,erC))él € S5 < N (6)

N
zZ —>2€ b
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w4 B
Par mdlem,‘f@ C[Q)ﬂ’] 6"4&, YEEN pax dFiénitéon do X © -
k k2
d(x + Oz x),A.}gd (X', Ak)
, hee, avee ©F4ixg, 4 dtant continue,

ce oui donne & La Limite, k- roo
ot drapads 14): PV 1T - : .
o ke 0(2-3), ) ) <o, Y0 e[on] (1)
P hypothise (Hg):

La nefation (7 ensmaire auec
) S P \i‘t .+ A \ SN = N
JA+G (2K, XA ) <0, Y0 e {0,1|(B)

En particulion, poun @ =1, ot puisque d' continue:

kB

7,4, Ak) K 0 quand kR —> +uo, RES; ! (9).

| tin d"

|

]

3/ Montrons que&h—>0 quand k—3+c°, RES

k
Soit C un point de Fb maximisant d(X, Ak) suwr E,i13. Un tel point

oxiste, car d est continue, P st compack, FeN2 # 9, et do (X,A k)0 Yxé e

d'apnis L'hypothise (H;)

M a: = Juel
fk - d(E A< X AR) 20,
d(X', Ak)—>0, quand k—> + o

On salt d'apnds La relation (1') , que

Rew.
h
C

Par ru.i’,ﬁeww puisque i’ AR
k
)\k) gd'lc, X Ne) d'apnds £'hapothsse  (H4),
( k

'a
.J--.

R
.:J’(c, )(/Ak) %= )X /\‘EJ parn définition de 7

Fn passant 1 £a &m,ta, h—-—bi-uo)kES, vuisque X1 et d'apres (9)

Lim d(C Ar) -

lﬁmék =0 quand k—» +ovo , RES (10).

Ce qui achdve {a démonstration.
L1 démonstnation demeuwne valable 84 d'n'est pas continue partout

x X
A ). Cet akdaihiissement sorna utilisé pfus Loin

Remarque s
X
{2, X

mais sewlement au point
dans L2 applications.
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II-PARTTITE
APPLICATIONS PE LA METHODEDES CENTRES
PAR MAJORATIONS



_29.—

1-  PROBLEME POSE:

On considéne Le programme wathématique sulvant:
Maximisern 4(X) cous Les conditions
agilX) 70, Lel=1, 2,..., m_

oi : 4 R —= R

g4t Phlsa. del

§ et gi sont des fonctions concaves, continuement difherentiables et bornies
supérieunement Aun {JX/ _ai(i(\) 20, ieij . On suppose que § atteint son maximum sur
cet ensemble en un point X,
voiLd Lo probleme qu'il 8'agit de nZsoudre par La mdthode des centres par majaration
Nous distinguerons deux tuypes d'applications, selon Les noles jouds par Les ensembles
A et R de La méthode des centres.

2-  APPLICATIONS DU TYPE (A)
On pose:

A= J X/ gi(X)z 0,4< L%,- A est 4eam?, A # 9. = A convexe, ferme.
BcR" convexe, compact, assez gnand pour contenin La sofution optimale X
d (X, A) = min[i- § X) -4, ob (X) / 4€L], Ve

E(A) ={ X /§ X 7Ajo, 9 (K10, LeLf ,Hier.

& =|e@/AcR R

- Ling | 401/ xead, ¢ 5]




._.:jo.-

K= [UYLB {ﬁ (X) /xe:Aj , 4 (5(\)[ " qu'd un -ensemble E(A] ne cornrespond
§{ . concave qu'une seule valewr ded €K,
Fr {)g/'a;(x) 2/0‘?:{')«/ (M) =0f ; v €L ()
Fu fx | §&)70 f = {2 f=Af  NAex (M
D'ol Les hypothésas de La proposition 2.1.1.3 sont satifaites.
La fonction d : R R —5 R est continue et concave. Montrons que c'est une
F- déstance rtgqulizne dékinie pouwr g
(i) d(xd)>o0, YAER ¥x€ E(,?
d (%) = min $ o) - A BLLX)/LéL =5 d{xh) e_g(x)_,\ 0U d{x:3)=5a.(xj LEL

Dlapas (M), x e BE(N) = giXro = dXid)>o G a P
= = () Ut'fu%nto
Dapres (M) X € E(N) = -ECx)-/\ >o = dlx,A) >0
(£i) dxA) =0, ¥der Mx € Fa {EWWf:7
XE€EFRILA{ = alX)z=o ,Lel dapes )]
F {‘" j a = }ol" ¢ Fn :;70‘(?‘-1/\)=DJHA£’R
REETEM] = fldudze daps (1Y VA ER{EW)]
(2id) YA X ER ang : xe EA) et A>d = d(XA) < dxX) 2
EW) CEQ) &> ApA = §0 -4 < f09-A = d(xh< d(xiA4)

ooz dlxd) € d{xX) Y x € EG)
(iv) V Zfa suite {/ﬂagﬁ/ keN} , monotone non décroissante,
¥ La AMIQ{;QQ“/LE@, telle que :;‘ c Frie(Ar)} Yk ona;

'y

\\%(i“)ﬁ_%()%)____:,o quand b e + \_UO/
=2 "al()'?j,\k) 50 quand kh ——> v i
Ak < Ak+ < > £ (A% D E(dr+) D £(AY) (1) .
Ak < < I <A™ <}R)
F) ——> AR qpend T (2
K()%HJ s A S%‘(}{) aimamcl b —> ¢+ &)



- Zq=

.
(2) et(3) => fb& *%(b—;vo quand kb —— 400
(3) et (1= XK'=k >0 quand b >0
SER dU{L/\h) ' >0 quand k —_— T

o
Nous Auppcserons icd que ANB # ¢ . Alons , puisque A et B sont convexey, ALs
vernigient L'hypothise (H) de La méthode des centres, définiec en 1.2.3, c'est a dire

iﬁ%h(} :nﬁ = ANRBRNO = (i) XD c. RN ouM!‘uL)

of dans ces conditions fLes hypeth2ses (41 ) @ (H3) de La méthode des centres par

majonations, définics en 1.2.4.1. sont satisfaites.

Soient : giRR_—> 7, icL des fonctions numtriques difinies par:
(jg(m): g+ Vor(¥)-(x-Y) , tel

ﬁf_R" X R”_.___; P Pa fonction numérnique définie par:
_B' ) = §¥) + V%(V)- (x-7)

gjé ot 4' sont des fonctions affines de X.

Pronons: d' (X,Y,A) = min {5' (X,Y )4, g& (X,9) / &cTe (V) §
avee &>o dtant donng: |

Je (W) = {LG;L/%L(Y) <€ ]

Dans ces conditions, Les hipoth2ses (H4) et (H5) de La wéthode des centres par
maforations, définies en 1.2.4.1, sont satisfaites. En edfef.
{ concave =3 i(x¥) 2 E(X) , WX, VY
gi concaves =7 oY) 2 ) ¥x, ¥¥
d(x,yA) = min { | (1Y) =A  glo(x) JieJe ()}

: ;}m,;n{%!(x,vj_f\ yac(xiY) Jie Lf  can Je(¥) < b
2 min L B0 =4 Df e
= dixd)

d' (X,¥,A) 2 d (X,3) ce qui vénifie [(H4) 4.
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Parn alllouns:

(]

d' (X,X, §(X)) = min {gt(x,x) _E;)(x) )a';(x,x)/ L & Jg,(/\)j

min io .8;(:&) /ie Je(x)j can, -%’(x;x) = %()() 54 a"; (x,x):ccjz,[_@
0, YA €A
diX,X, 4(X) )= 0 ce qui venifde (H4) L.
Pour L'hypothdse (H5), considZrons:
a€ B B tels que: d (X, §( a) 10, Yx€E La, g (1) ,
La condition (1) => 9f(a) {i-a) <o 2hfoy 3 (€ Ty(a) » Vgila) - (b-2) <©
ot que par condBquent, d'(X, a, § (a)) est décroissante en a sur [a, tﬂ g

\omme d' (a, a, § (a)) = d (a, §la)) =0 , ona hien

d'(X, a, § (a))< o, ¥Vx€ [a, b_]

12 neste & venigien s d' (X,Y,A) est bien une fonction continue. S& J £ (V)
demewne constant, d' est continue car ¥ § (Y ) etVaod (V) sont continues par
hypothzses. 1L n'en est plus de mime a4 J (V) prend des valeuns differentes.
Mais, d'apnes La nmanque, faite & La fin de La démonstration de £a proposition
2.4.3. (convengence de £'algornithme géneral) seule Pa continuit? de

d'au point (%, "5((, j ) est nécessaine, et il est clair que £'on aura,

powr fouty sufgisamment proche de X, du fait de La continuite des fonctions gi:

8‘.(x}
J&(V)=Ct0_ =J£(X).
12 est essentiel de prendre £)o et non & =0.

2.1- METHODE DES DIRECTINYS REALISABLES DE ZOUTENDTIK:

S{ £'on prend pour B un pavé ghand par rapport auxkd«imemiom de M{.X/ 5()(]),&(@
supposd compact, ot € assez petit, La détermination de 7 peut se faire en nésolvant.
Le programmg LinBaine sulvant, ol

Ak= § (X) est 4ixz, et dont Les vaniables sont X€R" ot [ €R:

Maximisen U sous £es cond{tions
i, B ; k
gi(X,X) Zz M, £€J¢ ( )

k
£, X) Aez
XeB
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On a vu que Jg (ﬁ ) est choisd tel que: Jg (ﬁ ) ={ LEL/ gi (%}(E}auee & oo
Deux cas sont a enwusaqm
i seB)={ie v /oy ()=0]
Dans ce cas; Le pavd B Cltant pris assez ghand, AL n'est pas necessaire
d'optimisen complitement co vrogramme LinZaire, dont Le domaine est L'intersection

de B et d'un cdne polyédiigen f'j; de sommet

- k
On peut se comtzwtm de prendne I assez Loin sur La demi- cbwu‘.% d'onigine X,

neprisentant La divection de plus forte pente en X pour d' (X,X, Ak) , et intiniew
¢ k. Les faz2s de cz cdne sont Les plans d' appu,m aux-contraint, actives en
X et & 2a contrainte supplimonteine £(X)2 4 (X) . On “alons :

) .'j ke
&' (7, X,AP) 2 d' (C, X, A k)

ean s |t ot 'J ¢ ¥

et La pente do (2 R %) st ta plus forte. Done, sur Le plan pm,uque, il n'est
pas néeessaite do prendie en compte Le pavé B, La méthode simpliciale fournissant alowd
La direction d'ingiaitude (?:' X e

’ s /R
2/ 19 #{lel /aL(x);o}
Dans ce sceond cas, Le domaine du proaramme Lindaine n'est plus un cone, et

quelgues Blapes: priiliminaine s (e.hangeme,n,t de bases ) de Laméthode sdimpliciale se
fonont avant d'obtenin fa dinection d'inginitude comnespondant & z°




Zoutendifh procede ici de fagon L&glrement différente: Les contraintes
Lintaristes d'indices 4 telles que
. = R k
L e Je(X) » 8‘— ) Fo
]
Sont ramendes en X, parallélement & elles-mimes. Le polyedre de ce nouveau

programme Linlaire (sans tenin compte de B) est done dans ces conditions toujounrs
un cone. Mais, ce cdne neut Bventuellement se néduire au point X, ce qudi oblige
alons & dimimen “pc v diminuen £'ensemble Jg (X ), .et obtenin un vral cone

( de dimension. up wieines}. Ce procdde ne prisente pas d'interet, du moins
thioniquement, tu. e procidl génrak deerdt prdcddemment : Ra nésolution du
programme Linlcis~ est annfoaue dans ces deux procldés, et fe prlcident a L'avantage
de n'avoin pas
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a diminuen E.

k
Une fois Z digerminZ, on peut pratiquement sauter L'étape de Za nechenche
de Xk r, max&m&aant de (X, AR) sur [ ; _] et nechenchen directemant Xk+1, sun
Aﬂ[ . L , en ndsolvant

k
st §(xK+T) < max{%()() /[Xe AN [X ;g]}

c'est ce que propose Zeutendifk: ce caleul est sdimple, puisqu'il s'agit d'une maximi-
sation a une dimersdon. Mals on peut ggalement, comme AL est indiqué dans L'algonithme
géneral, choisin w1 g, facon arbitraine dans E({k+1) , auec,A k+1= § (X'k+1)
Le point SR oxt afors dtorming pan une maximisation & une dimension, portant
sun d auhx:qéeu ci-a;ai{: . kL
b C” X nr) = "max{d (X;’“’-) /)ﬁ (=8 [_)( 7 Z]},
2-2 METHIDE DES CENTRES LINEARISEE

Qi L'on choisit s1r12s ghand, c'est a dine 84 £'on pose
Je(X) =L, ¥X
On obtient Lo vpathode des centrnes Lindaiisie, qu& Z'objat de £'application pratique
(voin 111 partie). Le corvact P peut etre pratiquement supprime, ou bien sa déginitio
peut prendre en compie i exemple toutes Les contranites ai(X) o qui sont akfines.

Ce qui Amporée voun Loi calouls, c'est que La  condition XEB $,0. . 7 sodt neprdsentu
par des contncinies LinBoines.

La méthode de 7cutcndifh choisdt sa direetion de déplacement en tenant compie
des nensedignements lccaux, alons que cette méthode, comme on Le verra a La 111
pantie, est plus alobale, au prix de nésolutions de programmes LinZaires plus
Amportants.

3- APPLICATIONS DU TYPE (B)

On pose:

p= " .
R {,‘/‘a;.(,x)go} Lels

On suppose {icd que B est compact et d'inténiewr non vide. IL esi convexe

n

puisque £es gi sont concrwe).s

dxiA) = p()4) -

e ={l E(AJM} } AEE

d: ' X R——> R est une fonction continue, concave.
E={ew/le K]

K= [W‘Ey{%(r) /XG,R"‘}) Suup {t(x)//\’ éQ""_F [ ssadi s s
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Dans cos conditions, on veniic que d est une F- distance rZqulitre définie sun €
. Les hypoth2aes (H1) a (H3) de La mithode des centres par majorations définies en
1.2.4.1, sont satisfaites.
La fonetion £' (X, V) est difinie de La méme que pn&€ Sdemment en 11, 1 c'est
a dine t
§'RPXR SR, 2KV = f V) + VAW -V (XY
On prend:
d'xXe st = B xy) -A
On vin iie ab s que fes hypothdses (H4) 4, (H4)Li et (H5) de fa mEthode des
centnes par mcahzi ont sont satdisdaites.,

3.1 METHODE 9= “RANCK ET WOLFE.

La mitheds do Franck ot Wolfe avait et &tablie pour Le cas ol B est un
poly2dre Lindaiz: el 4 une fonction quadna/t{queg%. On obtient icd un algornithme
qui géntralise cetie mithode,

A chaque  Ftape, on a & maximisen une fonction affine d' surn B. Les points

’ k
K oz BT gont tow founs onfondus 84 on ne sait choisin Pt que Am[ﬁ, ZJ.
Sur Le plan preiac de: calewks, cette methode n' of4re de possibilités que 84 B

est un poluyedr- Ll Aoz, On cat alond condudt 4 rnésoudrne des programmes Linlaires.

Remarquons que Le point % max,cmtmm’: d (X,Ak) sur B, est ici une constante.

sofution optimale du probLeme posi.

Si B= R", 2o probleme post devient celui de £a maximisation de § dans 2"
(voirn 1-1.2).

32- METHODE DU GRADIENT PROJETE DF ROSEN,

Dans Lo cas ol B est un polyedne LinZaine, 4L est possible de simplifien
considirabloment Le caleul de 7, en ne nlsolvant pas complitement Le programme
Lindaine cornespondant: on peut se contentfern, avee Rosen, de La premigne étape
de cheminemant de plus forte pente sur Le pozgfdna, svilasi
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nelativement & d'. Cela nevient pﬁa{iquement A prwjeten Le ghadient g(X,A k) cﬁlicwﬁé

au point [ c'est @ dine V4 (X )surn Le cbne tangent & ERNBen X . Soit ¥V r ¢

cdtte p&oﬂzc,uon Le point S 2ot alons pré) a. E'zxﬁimii&dg'i’in-tmmz de B
avee Ra Hemi dioite d'onigine X et de direction V

k
_ette solution appnoghéa 7 est accepztabﬁe dans La déginition de £'algorithme
géntral, & L'on a|X - Z‘ > € Uant contante indpendante de k.

On doit avoin en effet:
. d’ (h/x,/\k) 2 Max {J X?XJAEQ) //‘6'3?}" d’ (C’ X'Ah)
anrec 0(}/ .1, constante indépendante de k. En nemarquant que V est La dinection
de plus fonte pente sur B, au point powL d* (% X; /I k), on peut Zerire :
d’ (Z-)X;/\h) % M EL ey )a//\\a)
Puisque B est bo'mne, | ,é ¥ l&B : comzﬁan/ta Par suite, en prenantX= B/E )1,
On a bien Ra condition cherchie.
Si Le point % ainsi trouvd est trop proche de E c'est p dine A4 l? X !f\g
i suffit de continuer sur fa trhajectoine de gﬂ# fonte pente, sans modifien Le
gnad/éen/t (X) , jusqu'd ce quehﬂ'on ait lZ X j)g ou bien
d' (2, X, Ak) =max3 d' (X, X, k) xefz} On sait en effet
qu'une telle trajectoine, Lindaire monceaux, converge en un nombre  fLnd
d'etapes vers une solution optimale du proghamme LinZaire, et que La pente moyenn
des solutions courantes ainsi définies est dZcroissante:
On aura done Loujounrs: fz
pente moyenne sur [X Z J& pente moyenne sui [ X J
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AAPPLTICATION PRATIOUNE -



- METHODE DES CENTRES LINE*RISEE

1- INTRODUCTION

Nows Btablissons dans ce qui suit, avee deux veriantes, un algorithme
de ndsolution peur Les programmes mathimatiques convexes, du type:
Maximisen 4 (X) sous Les conditions
| qi ) 30, i=1,2, .copm

ol Les donctions § et qi, doéfinies dsans ™

, sont concaves ¢t continuement
diffbrentiables KNous supposons de pfus qu'il existe un podint ftﬂ”” tel que gi(iﬁ?(ﬁ
powr £'ensembfe des fonctions ad non affines.

L'inténdt de cet alaonithme est de conduirne a La nésclution d'une suite,
théoniquement inkinde, mais Ainde pratiquement, de programmes Finsaires aﬁ?ogua&
c'eat 4 dirne dont 2o nombre de contraintes esi constant. PLus prledseément, ces con-
traintes Bindaines sont obtenues en Linfarisant Les divenmses honctions £ et g,
en des points tendant verns La solution optimale du probleéme domt.

Si containes 4onctions ei sont de plus afhines, Les conthaintes correspondanies
des proghammes LinZaines ont Leuns expressions inchangées, ce qud falt que cet
alacrithme ne détruit pas La nantie Linfairne du nroblime: 4 La Limite,

84 Le probleme donné est un probleme Linfairne, fes caleuls se raminent 2 fa

méthode simpliciale, avee paramitrnisation d'un Aecond membre .

Nous donnons dans ce qud Auit des nappels concernant La méthode des centres,
en nows Limitant auw mindmum nécessaine et en utilisant une fonction
F- distance d(X, N) au fiew de d(X,£ (X)) powr des naisons de simplification

(vedn 1-2.4.1), puis nous établissons au probleme posé Lci.
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2- RAPPELS SUR LA METHODE TES CENTRES.

2.1~ PROBLEME ENVISAGE.

On considene Le programme mathématique Asulvant:

maximéisern 4 (X) sous Les condions

xe renht

i
i

P: ] xeacp"
|

oll § : M, 7 est une fonetion numdrique continue, boanfe supériewrement SUP

ANT, telle que :
Frixl o) » 2] = {1 lR(x) =A)  ¥Ae R (29

ot o A ost un ensemble de R virnifiant 2'hupothise sulvante:
A:;.fo oF Fr(A) = Fr(A) (@ 2/
On désignera par F (/\ un "trongon” de £, c'est & dine
= : ; > S
E(N =X [XEA. D"O’//\J AeR
Aucune hypcthgse n' est 4aite & prisent surn B.

2.2- Fonction F- distonce

On appefle F distance compatible avec 4 toute 4onction numhique
d: M X o R satisfaisant aux conditions=
W d(x.A) >0 VYAER oF ¥xe E(A)
| (X,/f):o : VAER ek Vx¢& ?'r(t"—:(/\))

(44)
(LiA) b"'/’iJER on d - ;
x c EQy ef] dixiA) € dix, X)

i

(4v) (compatibiliti avee {)
V 2a suite )HaER, REN , monotone non décroissante,

k k
e,t.\*ffza swite X GR%, ke N, fefle que: XEF n( E (AR) ) , Yk ona:
k+1 .
"X )- tx}%o quand kR ——— + oo’
h+1 2
= "X ,Ak) ———>9 quand k >+ 00"
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Remarque s

Cette propnit? de "compatibilitd" nemplace - La propnidté de " néqula-
nite” donne en 1-2.1.1.1., et foue un nole analogue.

2.3- & -contre d'un Ltrhongon

Etant donnd un thongon E () et R tel que:

on appelle c-entre de E ( A) tout point C de F (A) tel que:
Un 0- cenfre, 8'4L existe, est appefll un centre.

2.45 Methode des centres.
Cette mithode consiste, apnes avoin choisd une F- distapce compatible

avee 4 , et une valeur initiale )“‘conucnabﬁc, c'est d dine telle que

As< Sup %4(x1jx¢AJ%ﬁ
a nsoudre La suite de programmes mathématiques sulvante, pour k= 92,1,7,3...

Maximisen d (X, k) , & §Fk pris,

sous Les conditions
XEF (AR )

X€eFR ¢

G)& 8

En d'autrnes tenmes, La nésolution de Pk consiste d diterminer un

S ", k+1
t- centne nefatif” de F ( AkR) dans B, Soit X ce point- La suite des valeurs
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Ak est obtenue par:
k
\
k=4 (X) , k=1, 2, 3...

La suite des Ak doit stne monotone dicrodissante, convergente vers 0 ot satisfaire

Qv

U{Ejz(‘{u.p{d{)( Ak} 7 YEE ARINR } b= 1,2.3.
Les kh- centres nelatif. ttant des points intirieurs aux thongons E {/lh )

fa contrainte X El k) est afndralement {nulile suh 2e plan pratigue des caleuls.
l2

O obtient une Awite de points X, k=1, 7, 3,

convenge vers une solution ontimale X du probfeme P. Les trhoncons E( AR )

..., aénbralement infinie, qui

diminuent par an?uALon et tondent verns une Limite E (/‘1) telle que
E(A) 2=0 (voir I-2-3.2.-)

Les valewrs de

Sup id(X,A k) / XEE (AR N vf
tendent vers 0 quand b—p t00 (vedr 44a. de TIT. 2.1.)

Cette nemanque peamet de di4inin 2es Ak de La facon suivante:
Ek=(1-¢) Sup § 4, M)/ xe € (M) 05§
avec (76_] O,IJ , - constante indépendante de k.

f+1 )
Dans ces conditions, Les points X lqui sont des Ek+l centres nelatifs),

virifient La relation ci-dessous.

k+1 k+1 {
diterminer X ¢ dIX /”2)7/(3 Supi d(X, k) / XEE ﬂx\k)nﬂ} (2.3.)

(;6 ]n, J
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3-  RESOLUTION DU PRORLEME P,

3.1 Adaptation de La méthode des centrnes

Nows nous proposons, dans ce qui suit, d'appliquen Za mithode des centres
tefle que nous L'avons décnife on 111.2., dans Les conditions parnticulilres
suwivantes:

o Ty swmn m-j

ey

-1 est un ensemble fini d'indices. Par exemple 1=
§, g+ P—u? , L€EL. (3-1)
Sont des sonction: concaves continuement dif{dinentiables.

-4 satisqait 7 (2.1) de T11. 2.1 et Les gl a une condition sembfable.

- As le/ g (X) )0, t&;(ﬂj (3.2)
A est done un ensemble convexe 4ermd de ™", ainsdi que Les troncons E (N).
[o]
A ED (3.3)

Pan suite, pudisque A est convexe, on a bien Fn (A) = Fa (f} et L'hypothése
(2.2) de TI1. 2. 1 est satisfaite.
- est un polyddre Lindaire fermé de 27, (3.4)
Clest & dire qu'il est defind par un systdme d'inBaalités ef d'Egalitis Lintaire
Nous supposons de pfus qu'il est boand , donc compact, ce qui est foujours
possible en ajoutant fventueflement La condition XE.C, ol C st un pavd de ?*

assez grand pour ne pas modidien La soflution du probldme T,supposie a distamce finde.

- dGA) = min ) 4(X0-), ad (’()/LE-T} (3.5.)

P

1¢ s'agit bien A'une F- distance compatible avee 4 (voirn démonstration en 11.2.)
C'est une donction concave en X [ pudsque £ et al Le sont) pour tout R 4ixZ ;

elle prend des valewrs L ¢ pour tout X¢E (A) | voin hupothise (H3) de 1.7.4.1)

elle ateint son maximum par rappornt & X, sur chaque ensemble E (A) N 2,

d'inténieun non vdde, en wun point intdnieun 2 & (A).
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x

k+1
- Les dikfdnents points X  fouwnds pan La mithode des centred senont

détormings d'apnds Le cnitdre (2.3) de T11.2.4. , c'esd a dine emrdsolfvant Le probler

sulvant:
b+l k
Trouver X+ d (X ,/\ fz))/r.qup [d(x,/l k) / XEF (/l k) ﬂ:]
9y,
ks avec fG_] 0, 1] constante inddpendante de kb
k
= £ (X ).

La suite des problemes Ok, k=1, 2, 3, ... neprésentera, comme nous Lo vernons,
. C Q'ossentiel des caleuls @ edfectuer.

3.2~ Lindarnisation:

Soit gd: Rt x s L€1, des fonctions numiniques déhinies par :
at(X,¥) = gi (Y) #Wai [ V) . (X - V) (3.6)
ot s0it 4': RXR—s R Za fonction numirique dEiindie par:
¢ 0Ly = 4LY) ALY (XY (3 7)
Los ai et 4' sont des fonctions affines de X. Posons pax aARleuns
(X, ¥, ) = min [z'(x,m S, i (%) /,;aJZ (3.8)

d ' est ue Konetion concave ef aghine par monceaux de X,

Nows avons Lo xelation classigue, 2ife & fa concavité des fonctions

envisagies:
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d'(X, ¥, )y dix, A) VK, ver" N e

Considénons Le programme mathimatigeu P'( ,Y) sulvant,

—_
| Maximisen d' (X, V, ) sous la cendifion

; |
l f X&R {

p7 1, V)=

a

et V dtant 4ixZ ( nous avons suppiimé contrainte XEFE (A ) ). Ce probléme peut
se dommulon sows £a 4ornd'un  programme Linfaine en Aintrodudsant une variable

suppliémentaine U:

Maximisen U sous Kes condifions
‘- B3 .
ai (X,y) - p 2o, W€l
£ - A
X€ER

(A

Aot y ttant §ixs.

Nows allons Stahlin un akaorithme, 4it pantiel, qui nous permettra de nlsoudne
fe problime Ph, dans Le cas ©= 1, parn une stquence Lnfine de nésolutions de
programmes Lindaires 2" Ak, 3), sous £'hypothdse e concavité des fonctions 4 et ad
envisaoies.

3.3- Algonithme partiel (” ;
Notons 7 (A, V) une sofution optim ke du prooramme Linfaire

g A, V). Considérons L'algonithme suivant au cours dugquel A domeune constant.
(1) Choisin une vafeur de dipant YEPB. Faire h= 0

h h h
(7) Tésoudre O"(A, V) - Soit Z=2( A, V) une sofution.

h+1 h+1 h  h+ )
~3) Détemdnen Vo dl ‘:’,/\l = max{ d (X,A) / XE[V, ZJ‘(

(4) AMPen en (2) avee h = h +1

~ (1) pour KLa démonstration de fa convergence consulier {6]
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On obtiont ainsi & £'aide de cet algrnthme, une suite indinie de
h
points ¥ , avec Bventuellement & partin d'un centain rnana, des points {dentiques
!
h+1 h
olost Lo cas &4 £'on trouwve V= Y pour un centain nana h, ce qui entraine

akons que tous Les problZmes ulitrnieuns sont identiques.
h

la swite des valouwrs A{V , N\ ) h=0, 1, 2, ... est monotone non décrodssante
d'apnds La pantic (3) de 2'algonithme.

3.4 Tleconnaissance d'unmi—cenf@g_—(y’ ;

On peut awéter £'algonithme partiel quand on a obtenu un point YV tek que:

I = , y .
i(}/}./\i-\) /> {I d‘ (é ) l/) P /\‘() 3 t E if:_)) J\ k -j;‘n.‘.“z

#’T !’Z"'] h. -
Ce point V est sofution de Pk et £'on pose X 1%

4- ASPECTS | PRATIQUES PARAMETRISA \TION,

4,1- JQ?ECTQ_EI&}_ £§rp5ggugs.
Nows avons vu en T1T-3 que Pa détenmination d'un E centre nevient

4 nésoudne une swite infinie de proarammes Linfaires, sEpants par La nechenche

du maximws d'une 4onction concave sun un sdament de droife . Les proghammes

Pindaines veuvent itne nisofus par fLa " mithode nle . . S4 Zes

maximisations swr un séament sont approchfes, fe nombre d'iterations a

elhectuen pourn trouger un E centre sena hind.

k
Le nombre d' . - cﬁnzneé X @ caleulen est hind a4 nous diterminons non pas une

solution optimale exacte A du ornohfeme P, mais une vafeur approchie X' telke que:
) 2 4(X )
i ) ’ , . )
avee X'€ AR otf ;0 donnB. | T2 en est toufourns ainsd en pratigue).
~
Par suite, Le caleul d'une sofution approche X' peut 4e faine a L'adde

d'une suite finie d'operation: (en panticulien de r€sofutions de proarammes Linairne;
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4.2- CAS LINEATRE- PARAMETRISATION.

SL £'on envisage Le cas d'un proghamme T entirement Linaire, c'est
dirne ot Les Konctions £ ei:ﬂi, L1, aont akfines, Lo caleul d'un centre se rlduit

a La nésolution d'un simple programme Linéairne, car on a:

g X, y) = gi (X) YL€ET ety
Y = 41 ¥ v,

ot ce proaramme 5'Eenit:

i

Haxdimisen (I sous Los conditions
(;‘;“ ! gilX ) - p20, 4 1
§ {X) ")-! /}/‘h
XER

b+l  h+1
L'onsque L'on a défermin? £La solution optimale ( X, u
Lindaine, on peut alons fairne sarien continuement La valeun de fa "troncature"

) de ce programme

& partin deAk, pan valewrs croissantes. La valeur de La solution optimale varie
avee A,

ALGORITHME :

£ = ~
Frendre au dépant Ac€iK= iL.cn.g l 4 (X) / XGAY,- » 4 (X, se dixencpi.

ITERATION ki

[.) on dispose de Pk,
k+1 hk+!
(1) Pésoudne Pk Soit (X , p ) fa solution optimale
h+1
(2) T est d'optimalit?: Ji SE 2
A b+l
MWT ¢ Fin de L'algonithme, Imonimen X = X, 4 (X ).

Non : allen en [3)

b
(3) Faire h= h+l ot prondne A b= £ ( X ) Aller en [.)
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4.3- CAS NOn LinBaine paramitrisation-

On peut adapten 2e precddé de parnamdtrisation d2ernit précZdemment au cas
non LinBaine, Lonsqu'on dBtermine cdesé-centnes AB4inis pratiquement parn La relation
(3; 9.}

En e4fet supposons que nous soyons @ £'étape k, avee fa Aofution
2 k
connespondante X et La troneatuned b= 4 (X & Apnds nisofution d'un premier
k 1 1
proahamme Linaine Q" (k, X) , on obtient Zes points 7 et V. SL Ia

condition (3.9) ol £'on remplace ﬂ"mn 1, est satisfaite, on peuf conservern La
]
Linanisation au point X c'est & dine ne pas modifien p" (k, V }s

mads paramétren ce programme finlaine nar happort ad, a pantin deAk.
h
On obtient ainsi une suite de points 7 , et poun chcun d'entre eux,
h i R h
on detenmine Lo point V qui maxinise 2 (X, Ak) s | ¥, 2], en

n ) i
désigant mua)l h £a valewr du mjr.amﬁtne cornespondsant @ La sofution 7 .Ouand La con-
dition (3.9) oit £'on remplace 2 parn b et /\b par /\'fw , n'est plus satisfaite poun

b1 h-1
un cerntain nana h, on choisit pour nouvean point X ae Lindarisation Le point Y
1
et £'on prend noun nouvefle valeur de troneatuwred = £IX ) . On nisoud alons

ft1
DA, X ), et on esssaie La poramdiiriantion.
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ALGORITHME DE RESOLUTIPON DU PROGRAMME 0k DANS LE CAS NON LINEAIRE

h= 0

!

on choisit 1 vatewr de dépant £ .

On chodsit 1 valeun de dipart A k<K
= [ingd 4(X) f xeA}, 6 (XL

»

-

3
on dispose du pfz,og)‘wtmme 0" Ak, X )

Résoudne : 0" (AR, X)L on obtcen,t
La solution OPWQ 2= 7 (KR, X l

Deteruminen O
d(V, Ak) = max {d(X,A k) / X€ Lx zJ}

ourt NON

s

(7,4 2 dUz, i de

kR
0" (Ak, X) non modifite
C. a d; on conserve La
Lintarisation au point X

A

—
Faine: Ak= 4V )

|

4

=h+]

X) =AFIN
b=k +1
kb p-1
X=V
Rk= § (X )
h =1
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5- EXEMPLES NUMERIQUES=

5,1- CAS LINEAIRE

[
5.1.1- PROBLEME POSE. X,
Maximisen § (X1, X2) = XA+ XZ.
g4 (%A, %2) = A-X4 20 At
(P)' Q?(XJHXZ):‘A:‘XZZ/O
B
(x4,x2) >0
0 4 ‘r'xq
5.1.2- APPLICATION DE LA METHODE TES CENTRES.
Le programme P est transbormé en un proghamme Q Zquivalent:
Maximisern MU Maximiser M
)(/!-4-)(2*‘/{1.24 ‘_)4,4__7\'2—?,“,4_—/(
- XA+ A= 20 _ w4 44 A
(Q); o "y
4 _7(2_,},/1-01.20 . ?(24'“\
(x4, %2 ) %0 (x4,x2) >0
5.1, 3- Résolution.
On applique £'aLaonithme déenit en 111.4.7.
lene iteration =/<::O
x4 —%X2 -4 A XA =X2 -F A -A -xz -F A ~A& =B =F 14
e L L] Ao D xR EE ] =B ERE
- - t | i
A I AN AR CIEE
sl T al@] = s s ]2 0| %5055
L]
3 B RN IR 32 |®)|% |5 %1533
Xl= 1/3; X2 = 1/ ;K= X1, X2) =2, ; = 2
28me  Aténation : M= 2/

-Xxd %3 -M 4 - XA -x2 - A 34 -X4 —-F -A 1 -B —f ~A 1
XO"""‘Q"“’%""xo"ié'é’%
Fi-t =t |1 |-% ~2{ (D} -1 |- 111 E 2 |-t ] s

- § S & 3] x| 2 | %5333

POl el Bl
Ble ] v | [ A =l ] “2|X w4 TRl S

| B PHOINREIE 2 AN E -
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XAd=%%; R2=95, A';ffx»uxa);%;/l:%-

XolAV

AN

M

elr ...
Linaliorid X 4 X2 A= Plxa )]

. 75 7 95 %

- va 79 %5 Y

> Per | Ver|  er Yoz

5 8”7395 M3l 422248 | 3224

2 A9755 | 9465 35330 50
49665 | %S 9665 NIESS

Yoninkons ok Xo(A) Sown a0 Gy pankialiy -

= &
Xo(R):= %-—_,3

Y]
by
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5,2, Cas NON LINEAIPE ALGORITH!E T:

5.2.1.- PROBLEME POSE

Soit Le programme mathimatique non Einfaire Aulvant:

Maximiser §(X],X2) ={~ [{xr-m? + (X2- 4)2]‘}
) ‘gA(xA,xa):-w—x%‘*ﬁ:ZD
(P fga(x/t,xa):-)(nf?‘\&*’j/gzo

(x4,%x20 20

>y

x

5.92.2.- APPLICATION DE LA METHODE DES CENTPES

On thansforme Le programme (P) en un 0" (R, V) Equivalent:

Haximisern M Haximisen i
(x,y) - M 2A _{'(x,rh,as A
Q' A yyrd | —xa-xe 5430 . XAtx2 tp & 5
_ XAIXLHH - U 20 AN K+ < %
(x4,x2) 2 © Cx4,X2) 20

5.2.3.- LINEARISATION

%%X,Y):f(y)-%— DJO’). Cw-Y)
{()’):{u[(y,.-s)""+(ja—é)3j

{00 = (2{0nYe), 3{ (Y, ye,))
& g i i
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24 Y92) - cx[eCva-3)]

374
>
M) = &) [8(3&"’“)]
¥ Xa=Y4
X-¥= X2 - J%

5.2.4. RESOLUTTON DE 9"(K,V §:

On applique £'algornithme décnit en T11. 4.3
Phase 1: Recherche d'une solution initinke
Phase 2: Rechenche d'une solution néalisable (€entre ).
Phase 3: Rechenche de La solution opZimum
5.2.4.1,- PHASE 1

k
Choisissons comme point de deparnt Le point X= (0,0) et

Lindarnisons § en ce point:
(0,0) = =25
P4 (oo)= (68

-’:>f(x,y) - -25+ 6% +3%< -

Prenons K k= § (0, 0) = -25

Le programme Q"(K,Y) 8'Ecnit akons: Maximiser M
Exa —Ix3 +/u$—-/(-35':0

x4+ x2tp<s
XA - X2 +/’~$T/6

-_—

(3c4,222) 5,0
5.2.4.2. PHASE 2
18ne iténation
(1) D étenmination de Z:
-X! =%2 = 4 -x1 _—x2 —F 1 -8 X -F 1 =B Xt -A_ 4
1| éo A 1L |AC
Xol o Lo |1 « | %|-6[-8] |-~ 7l 2= 7 %zl izlT
g -2 L Lo
fFl-6|-s|o | - |ul-s|-8|1|.|  AlZ|2l7 |7 |#=]!]|3]%
2 - ‘1_ =3 zg -—9_ é_é:
Alv oy vV s5] AT |9 |15 A'ra'ﬁ?F’a‘?%‘r
; e -1 | s -1 | o T
sl |al [l Bl@r]-v1%] Xlz!'T7@Z|XEF11Z217
Z
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(Z)Détm%Mon de }5} :
ACG AE) = fax fd G k) xe £ £ 7Y
(X, Aﬁ) ,w;[’{f(x) Kby, {—Xa —X2 +5, - XA +Xz,+573}}ﬁ{x J-Ak XE T
e y 3 (o, %).

(3) T est de neconnaissance d'un &-centre:

,dfg’f,%)> gﬂ/’(é y,xz) (4) €-e]o4] olownd

(1) est ueuﬁ&ée can: 716) )
,o/(;( AZ)>0 o o (;; A8)=0 (’Ca’“éf =3
. => 0n ne modifdie pas Q"(Ak, x} mais on paramdtre ce programme en prenant

/(k- g ( {5 =4 (0,5 )= - 265 . Faire h = h+1 continuen en Aéquence.
4 A6

28me  {tération

(1) Determination de % :

-X| Xy - A A XA A X -8 -A 4 . . I
Xol * | = 1= = | x| ils‘xni)é)é'%u%'/ﬂ%f%
Flsl-sl 8 fla[ s 2 @2 K 8| B 51
ﬂ‘iOS/!lfiSy'%é—_%rﬂ%%%%
gl ! -] 1% B-@""/x-;z'"’z% X\ %15 15 |5

h
(2) Détermination de Y: £ £
,o’r’f,{;) %,xgd(x A)/x€[x,2] ¢

JO’(X‘ﬁ,)*M/{"/fXJ K‘é{x, _¥o S, K t¥e
..._._>(7 5= Coa5py)

(3) T est de neconnaissance d'un E centre:
h h h
d(V,AR) >, ed' (Z, V,Ak ) (1) ost vErifise powr Les ménes naisons que prédidem-
ment.

+543) =4 () A% ¥et

h
On pnandi(h= § (V) =400, 215 ) . Faire h = h+1 et continuer en s2quence.
144

Soit h" une Eaﬁw de h pourn Pagyetle La nelation (1) n'est pas virnifige: On .
fait R=h+1, Xs= Vh)"l,/(h = 4 (X)), et on recommence avec h = 1 fusqu'a c2 que
/

......
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La nelatton (1) ne soit plus satisfaite. La phase 3 nous indique La solution
optimale (voirn algonithme de 111.4,3)

5.3- CAS NON LINEAIRE - ALGORITHME 7.

h
Une autre méthode consiste 4 Linlarnisen en tous Les points Y
powr chaque E ( voirn algonithme de 111.3.3)

Appliquons cette méthode a £'ememple pricident,
5.3.1.- Problime pos?é

C'est Le méme que précédemment c'est a dire :
Maxinisen  § (xi%2) = [-[tr-27 +(-02)4

ﬂ-.(Xq,Xz.) = =X1-Xzt5 2 ©

(P

(d‘- ()ﬁ,X?—) : - X1tX2 ¥y

()H ,X}) 2 e
5.3.2- Application de La méthode des centres

Le programme (P) est transformé en:
fMammm}z.
ey <A
QMY xrexe vy <5
i el
[ X1 -n S 2
b (_X‘l,)‘z))/ o
5.3.3- Résolution de 0" (A, V)

La phase 1 est La méme que précédemment, et fe premien podint
(} obtenu est Y= (0, 5/4)

5.3.3.1- Phase ?

1ére 1tznation
1) LinBarisation au point Y = (0,5/4).
b(os 574) = - 21_.52'—’_ = Ak
V(o5 = (6,M2)
xX1-0
T x2-54

ELE
o=y ) = X + X~ ==



I
(&
(2%

1

h
Le programme Q“(/( kY ) devient :

- maximiser /L( )
( -5Xa —-z".(x?.; tpL — 35/§
XA +%2 A4

Faire h#h+l continuer en séquence .
h

(2) Déterminsation de y .

AL =X A A . .-AI 1 ...)ul_ﬁ A A F.R A A
Gle e ~ 3 L s g é > *0":‘}!3-',5%% L
[T ) A2 ABPle T B e
g ANENICIEA PR RNES W NN ES AL WL AEDE 1k
sl 2 5 sl 3l - BETET - B (E

L.);-’-’ (/f/aj’,%); //: —;z—f

2éme itération :

h

I) lindarisation au point y = (15/28 , 5/4 ) .

!r_'(-]-_i Z; - '5_335__: A E
1 33)/’) 332
Vi %)= (€1
¥ 2% s
Xoy = |2 X
X3~ /4 A ws _ 2058
b.l:‘;‘? I(x;d):_%!) X)‘ -“-_.3-—- x.f = _3‘38
/ <

le programme Q"(/(k;?) devient :

Haximiser 4

— 83 xsU k2 +,/!é—/_':;'£6‘§
4 = 94
Xi + X2 tM S5
x| — X AU S 2

Faire h=h+l continuer en séquence .




ML R i A X X A A Xy =B A A 20 b A

! : ; i : i 3] 7

o i a T s e e e M ] B e

R O T T DR P I R Y 7 T Y ) O P T

Flele ] Pl vl gl e p B ERI A ol e RS

: : PEE ; 5 12 ;

M O syl s Pl ¥ PACR NP
. l.' T “', i :-‘5- ’: o) '2

By -t —;{; e |@ ]" I Z. X < 1=h1h V‘r/‘f 01 :'63'57 '/4_;, z/’]ayf

= (0,3335/1224 ) //U = 2585/2548

Faire h=h+l et continuer en séquence jusqu'a 1l'optimum .

_5.3.3.2.-Phase finale .

Partons du point y=(2,3) et linéarisons la fonction f en ce point.

(243 ) =-2

kS

v

v 23 = <2
Z

X-Y = l;‘i_

L ) = 2xr2 s 4

Le programme Q"(/( ¥ ) devient alors :

(' Haximiser ./
| —2% -2X2 + ] S
Xa +Xz +p £

- '\.‘
-Kr o Xe 4d ) Ky Ke oA X2 -8 -A -k ‘5 'H.., : 'r
Kol « s s Rl L] LIS ) Kol L) Yo Ye) iy Kol %)
F2)2] _'.—L',‘P* P8 3 SR ) % %A X i'/.z el
AL i@_}‘fg Plojrvgs |y fi__['/z___'/z“/ér{ plil- %]
SCUN TR IR < Rl= AR R A VAR R RV

Remarcue- %
& T
Cette derniere methode peut etre utilisfe dans le cas d'un
v i i #y For S 3 3 3
prosrormme forterent  pon linfaire(varistions importantes des Vg.).
A

4 -
. lE a0 —d . 8



Remarque 2¢

Si on représente les variations de f£(x)" en fonetion des itérations,

on sura la courbe suivante :

| > . ..
O deraliow

On & un optimum trés plat .
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-PROGRAMMATION -

1- DONNEES - NOTATIONS-

A Matrnice des contraintes désionée aussd parn (1,7)
X0 Fonetion objectif.
RHS Second membre (Right Hand sdide).
0PT1 Valeun de Z'optimum
JX Variabfes de basesou variables independantes
IX Varniables d'Bcant ou vaniables dipendantes.
IXN Vecteur cofonne
¢ 4 La variable d'Geant comrespondante est une contrainte Eaalifi
IXN= %
L1 sdnon.
JXL Vecteur Ligne.
71 84 La variable de base comrespondante est Libre
JXL=
o sdnon.
INPUT Vecteun colonne initialement nul. A L'insfant T 84:

" 0 La vardable IX conrespondante est pivotable

{
INPUT= l

iw 1 La variabfe 1X connespondante est intendite au pivotage.
JINPUT Vecteur Liane initialement nul. A L'instant T s4i:

JINPUT=

0 La variable JX comnespondante est pivotable.
{~1 La variable JX comrespondante est interdite eu pivotage.
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2- FORME DU PROGRAMME LINEAIRE DE DEPART:

Initialement nous avons un proaramme LinZaire "quelfconque”, c'est-a-dire un
programme Lindaine pouvant componter des variables indipendantes non soumises
a fa condition de positivité (varniables cue £'on qualifie de "Libre3 ) et/ ou
des contrnaintes- Baakitds | c'est-d- dire de vaninhles dépendantes nulles).

Ce probleme peut se mettre sous La foame du tableau suivant, appelée

gonme standand des programmes LinZaires:

weer || : .
r i .
JXL - e . - i -
| 1 | - !
X el ez | - S (1Y
— e
INPYT. XN 1X g XO(J) OPTI
R ELE S T o
! { | LN
S N N R e | |
| ] i ! |
A0 R Sl |
"""" 1 |
e N I | |
N | :
; : { i i ’ i
5 bl l | S
SRR AL, ) | E
| E ; ;’ | ! ! @)
! { I I | :
— ! ! ! x|
¢ 5 : ? : 5 P el
; - ¥ ¢ - 'Il/! i '
: ? B
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Les varndables 1X[1)= 1 et IX(M) = M sont des contraintes-Zaalitis.
Los vaniabfes JX(1) = M+l ot JX(N) = MsN sont des variables fibres.
On est aénd dans o nésolfution des programmesd Pindaines pan La
présence de telles varniables.
Los sous- proghammes IRED, JRED et OUT (voir ci-dessous) permettent La
BEAC sous fonme canonique de tels programmes, honme -dans Laguelle touted

Los vaniables pivotables, dépendantes ou non, sont positives ou nulles.

SOUS- PROGRAMMES

TRED Sous- programme qui pivote Les vardables dEpendantes nulles.

JRED Sous- programme qui pivote {es varinbles ind€pendantes Libres.

out Sous- programme indiquont 84 Le programme Linlaire de dépant
est nedulf ou non.

PIVO) Sous- proghamme efhectuant un pdvofage.

SPrL Sous- programme de nBanlingement des "fignes.

SPRC Sous- programme de nZarnangement dos cofonngs.

JADMP  Sous programme de génération d'une base J- admissible de dipart
(sefon PALINSKI- TUCKER).

SPRHS  Sous-programme de #@sofution d'un proghamme Zindaire paraméing sur
second membre,

WOLF Sous-programme. de maximisation d'une fonction concave sur un seament

de droite (P. WOLFE).
REDUT ~ Sous proaramme de neduction du problame de dZpant
SOUS -PROGRAMME TRED:

(A, M, N, XO, 0P®m, . —, PHS, ... ., IX, JX, IXN, JKL, INPVT, JNPUT]
IRED pivote chaque varninble dépendanternulle avgerune variable indépendante,
Libne 84 possible, positive sinon et interdii au pivotage

Les vardables ainsi pivotées.

SOUS- PROGRAMME JRED :

(A, M, N, XC, OPF, ~ ./, PHS, 3, T¥, JX, IXM, JXL, IMPUT/', TNPYT)



in
W
\

JRED Pivote chague varniable indépendante Libre avec ume variable
dépendante, nulle s4 possible, positive sinon et interndit au pivotage

Les varniables ainsd pivoties.

SOUS-PROGRAMME  OUT »

(JNPUT, INPUT, JXL, IXN, M, N)
OUT perunet d'indiquer:
- Une néduction de La taille du programme Linaire de départ.
- Un domaine vide ou un optimum non borné Zventuel (avant foute

phase de coleul).

SOUS-PROGRAMME PTVQ .

("!\: M, N, xD; orT, T , PHS, © "o, IX, IX, 1F, JF)
PIVO galt un plvotage antour de A(11, J1)

SOUS -PROGRAMME SPRL

(A,M, N, RHS, . , IX, INPUT)
SPRL arrange Les varndiables 1IX en
-vardables IX plvotables

-et en vaoniibles IX dnterdites en pivofage.

INPUT IX

R 3

1

) e d

A =

!

! 7 M-MT: interdites au pivoiage.
A S
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SOUS- PROGRAMME SPRC :

(4, M, N, RQ, JX, JNPUT)
SPRC arrange Les vardables JIX en:
- vaniables JX pivotables.

- et en vardiables JIX intendites au pivotage.

i
INPUT |« e = o -IIHHE

5 S

JX | i '

) ————— f w e

M7 N-NT: intendites au pivotage.

SOUS- PROGRAMME JADMD

(A, M, N, XCi, OPTL, ™ °, RHS, .3, IX, JX, )
JADMD gén2ne une base J-admissible de départ du programme Lin2aire reduit
selon BALINSKI-TUCKER. Coette méthode consiste @ ndannanaen Le tablfeau de 4acon

& obtenin un soss -tableau qui ait une sofution J-admissible.

_x? "
MaxXe| =~ — — " |~ |+ %
+1 I
@) 'i 1
P B
on peut faine apparaltre un + en (yf,1) en nsolvant Le prograrme Lintaine
rZduits
won (-y4)
yf+ > 0
yI > 0

12 suffit de changern Le signe de £a colonne e et de cheminen
s s



par sofutions J- admissiblfes sur Le sous tableau (2) Des que yf cesse 4'itre
PosLZLf, on change fe signe de £a colonne uf et ou necommence dventucllfement
avec comne nouvelle fonetion Boonomique cofonne, une colonne commengant pan

un "moins” .

SOUS - PROGRAMME SPRHS:

(A, M, N, X0, OPB, . , RHS, ~ _, 1¥, JX)
SPRHS donne £es vardations de £a fonction objectid cn fonetion de fo variation
duy second, membre des contraintes.
JTX(T)
X0(J) oPTi
: =
K@ | . M1 A(L,J) 7
i I
| s

I
{

1
i 1

i i
i i

(£e paramétne sun second membre porte sun Le programme 2inBoine ndduit
c'est - & -dine mis sous forme canonique) .

SOUS-PROGRAMME  WOLF,

(X0,H, EPS, FCT)
WOLF maximise une fonction concave sur um sZoment de drodte.

On Suppose que Le maximum de La fonetion concave FCT est contenu dans

Llintenvalle X0, X0+H ot que Les valeurs de La fonction sont connues aux

points

X0+ RPH ot X0 + RH avec P- boovs-1; (=Pem=1, R34 % 1)

Lo maximum est done contenu dans £'intervalle X0, X0 +RH 84 FCT (X0+RZH)

mifoa %
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est plus grande que FCT(SO+RN); dans Le cas contrnaine, Lo maximum est contenu

dans £ intonvalle XO+R?

H, XO+H

En nemanquant que 1- R? = R, nous vouons que La Longueurn de L£'inten-
valle Ldentifi a etZ diminuZe parn Le facteur R et que La 4onetion FCT peut
etne dvalule en un nouveau point seulement ( ou bien X0+ RBH, ou bien

%0+ (1-R%) H)
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74 GRAMU g =
1 C"\MIJ .’-?..“.F.
-U0R G A
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1-  ORGANIGRAMME’ DE  IRED

A, MN, GTI, OPTI © , RHS,

., 1X, JX, IXN, JXL, INPVT,INPUT

Igyl

@

J= 1 |
6 10 (8]
co 10 (®

out1 =

NON

INPUT (I)= INPUT (I) + 1

JINPUT (J)= JNPUT (J) +1

o

NON
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oy

e

—
]

CALL PIVO(AM, N,XC"s, OPB, ™ ., RHS, . + IX, JX, Wp,JP

FIN




[J-JH

out

\L NON NON

INPUT (1)= INPVT (1) + 1 \ IGo TO \

l

6o 10 (©
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2- ORGANIGRAMME DE JRED

A, M,N,XO , 0P, T, RHS, © -, IX, JX, IXN, JXL, INPUT, JNPUT ]

60 10 (B)

INPVT (J)=0

60 0 1

INPUT (1)=0

A(1,J}) =0

JNPUT (J)= JINPUT (J) + 1

INPUT (I)= INPUT (T) + 1

O
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4- O RG A NTGRAMME DE'PIVO" =

l’C‘PTI,l,N;M;IX,Jx,RHS,XO,JP,L?\

J=1,N |
J¥IP

| A(LP,J)wa(LP,J)/2(LP,J2)

t
N

RHS(LP)=RHS(4F)/A(LP,T2)

XQQJP)-.XO(JP)/A(LP,JP)

I.‘.'4_|M
s LP
:]-‘-"117\1
JT+IP,

A(1,3)=A(1,3)-A(1,IP)*a(LP,J)

]::’1”\"
I£LP

#hS(I)Y=RES(I)-A(I,JP)*RHS(LP) 1

J':")N _
J¥JIP | |

| X0(3)=X0(3)-A(Le) *RuS(LP) | I

OPTI=0PTI-XO(JP)#RHS(LP) l

I=1™
ITFLP |

A(I,JP)=-A(1,JP)/A(L?,JP) \

X
- A(LF,JP)=1./A(LP,JP)
IT=IX(LP)
IX(LP)=Jx(L?).
JX(LP)=IT

RETURUMN
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5- ORGANIGRAMME DE'spalL!

A, M, N, RHS, ¥, INPUT

®

L
"
—

=y
n
—

1+1 \ INPUT (1) =0

INPUT(T) =0

\L1IGNES

e

!
REARRANGEES




—

!

NLP =MLP + 1

77

W

(N

v
A

INPUT(T)=0

NLNP=NLNP +1

NON

y NON

Ml= NLP

|

NS

rI+KI+Ii

T

60 70 (B)

LE PL SE
REDUIT A

Il . xo




-75-

L=1-1

SAUY = IX(L)

IX(L) = IX(T}f

IX(T)=SAUV

RANG=TNPUT (L)

TNPYT (1) =ANG

J=1

¥

B= A(L,J)

A(L,J)=A(1,])

A{1,J) = B

PH=RHS(L)

RHS(L)= RHS(T]

RHS(T) = PH

)

GO T0 Q)
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6- MGANIGRAMME DE SPRC

AM, N KO, JK, INPUT
/)
LA
ro1 |
T e ‘
i :
¥ .
‘ J=7J+1 I out

lMOM

NT =N

B

Vd

COLONNES
REARRANGEES




NCP=NCP+1

=80~

NCNP=NCNP +1

J<LN

!

J+1

PAS TE
N

-

Ml= NCP

L

IGO 70 (B




= 84.—-

T

p= J-1

JIX(P)=JX(7)

IX(T) =CAUY

PANG= TNPUT(P)

INPUT (P)=INPUT () |

JNPUT (7) =RANG

i I=1

;

= A1, P)

AlT, P)=A(1,])
A(1,J) = B

REG= XO(P)

X0(P)= XO(J]
X0 (7)=7FG

A

G0 10 (&)




7~-ORGANIGRAMME DE REDUI ~82- ,

A,M,N,0PTI,X0,RHS,IX,JX,INPVT,JNPVT

Y

% .

CALL JRED(A,H,N,0PTI,RHS,IX,JX,IXNyJXL,INPVT,JNPVT)

Va
5\

CALL 0BT (JNPVT,INPVT,JXL,IXN,M,N,)

CALL SPRL(A,M,N RHS,IX,INPVT)
»

N
cALL SPRC (A,M,N,DPPF,JX,JNPVT) !

N=N1

M=M1 ‘ o

lRETUiN \
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..S-ORG.:'LNIGR-TLMME D E JADMD

-

Agtly N y X0 ,RHS5,0PTI ,IBJD,IX,JX,

IT' i 1\;
_..—u-.}
Px{;,vnvl \
‘-,':/

lJ-J+1 J £ N

=il = —t
| o1, 0)-ma(1y3) |

X0(J)==x0(J)

I=I+1

Y

CALL F1vo(0PTI,A,N,M,IX,JX,RH:,X0,JP, LP)

f |
OPTIMUX JOWBORW:- \ T



- 8#’

<

(o |
S

K=0

-

gl

J=4
L'l;\ 1
non
XO(J)7/ 0 K=K+1
IKuKH , \ y )
IPN(K)=0 \
\IPN(K).1
=g+ \ IR=IR+1
NON
oui
IPN(J):'I JD=JD+1 ) \
NNON
IR=IR+1 \ S(I1,JD=A(I,J)
I':/hH X
S(I,IR)=A(1,J) ’ l X02(JD)=Xx0(J)
-+
4
J=J+1 l X02/IR)=X0(J) Y




optimum

!,
non Bornég

1RMIN=—XO(JP) / A(LP,JP) \

@



oui

l

1]

-x0(J)/ a(Lp,J)
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2

NR = 1

I:"hl\i

N/

I1BJD(NR) =JX(I)

A

\ NR=NR +1

|

e

I-4™

\ IX 1(11) = IX(I)

L1+1

\ 11

RETURN

|




s I =1,

‘ A(1,J30) = - a(1,JC) \

X
x0(Jc) = -Xxo(Jc) \

|

JP=JC

}

CALL P\VQ(OPTI,A}N}ﬂ;IX,JX,RHS,KO,JP,LP*




d
=-X0(JC

¥

(Jgc

X0

)|
JC
)=A(I’

Jc

i o8

A

\
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9 - ORGANIGRAMME DE SPRHS

e

A,M,N OPTI,XO,RHS,JX,IX

I=1,H
mx(1)= 1
I=1,N
‘J/
i JX(I)=M+I
CALL :gepur * -( 4,M,N,OPTI,XO0,RHES,IX,JX,INPVT,JNPVTy

J

o J=I41

oui

R X0(3)g ©

J N




N

™ ' 3 \.
' IIPOSSIBLE! IP =F |

T=J041 ]
< a(1p,3) (0 Eﬂla~\\\\;ifn
oui

{E;—XO(J)/A(LP,J!

RMIN =R A

= g
\-¢ALL Pbvo (OPTI,A,N,M,IX,JX,RHS,X0,JP,LP

D

oui



NR = 1 ]

Y

[TBOP(NRD) = JX(I)

NR = NR+1

oui
HiR=NR+1- -

IBOP(NR)=M+N

non

NR N

non

N
T4

IX(I=li+1

I =1,H

\
rrn’




-y -

|

PIN(1.)=0 \

FHS(1) = FCONV(X)

J =J+1

X(J)=PIN(I)

o
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10 - ORGANIGRAMME DE 'WO

LF

X0, H, EPS, ITERMAX, FCT

o

R=1

——

Vi ;

5- 1)

X1= X0

X7= Xo +H

R2

RxR

1TFR = 0

X1-x2 |<EPS

NON

N

ITER=TTER+1

_OU opTIMUM ATTETAT.

VALI

\ Fl= FCT(XT + Rx H)

F2=FCT (X1 +R2x H)

|

out

X2= X1 + R2x H

Xl= X1 + H

X2= X1+R x H

'DTVERGENCE" ‘
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L'inténét pratique de cette mithode dépend des caractinistiques du problime
thaite:

1) L'application de £'algornithme déenit en T11.4.3. nZcessdite des fonctions
faibLement non LinZaines.

2F Dans Le cas d'un programne. fontement non Lintaine, on naznouuzaa,ﬂéa£j%iihme
déenit en 111.3.3., a4 pour tout X, on doit Lindariser en tous Les points Y.

3) D'un autne clté, dans Le cas d'un programme Lindaire, on retrouvera fa
méthode décnite en 111.4.2, La Linfarnisation devenant sans objet, et Les Y
sont de vaais centres: cette dernidre méthode n'a qu'un inténét thioniqua ; La
méthode classique nous donne de meilleuns risultats.

MISE EN OEUVRF INFORMATIQUE= on insistera sun Les thods points suivants:

. Taille du proghamme-

. Friquence de nésolutions.
. Optdmum,

1} TAILLE DU PROGRAMME :

Dans Le cas d'un programme glant, ¢'est a dire un programme dont La matrice
des contraintes ne pewt pas Etre introduite en mémoine centrale de £'ordinateur, on
employena La mithode qui consiste & décomposer cette matrnice aglante en bfacs qu'on
ndsoudna sCpandmment. Cette méthode a fait £'objet d'une 2tude & £'E.N.P.A.

€) FREQUENCE DE RESOLUTTONS:

Si La fnBquence de rlsolution est tres petite ( ex. n€solution de programmes
d'investissements), Le proghamme ne nZcessite pas d'étrne stock? surn disque.

Mais &'agissant d'un programme dont La grBquence de nésolution est th&s grande
(ex: cas de ndseaux Blectrniques), on a inttrit a stocker ce programme sur disque
( s0us forme de sous- programme)

. 3)OPTIMUM:

L' optimum estbrds plat d'odl La nicessits de se fixer un sewil A& partin duquel
on anéte Les caleuls,

En n28umé;

la taille du programme, sa friquence de nésolution et £a forme de son opfimum,
néeessitent La mise au point d'un algornithme efficient.
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