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Essentiellement axé sur l'emploi des stafistiques en tant qu'outil
décisionnel ou d!information,ce projet requiert une assez grande maitrise des

statistiques appliquées. .

/

I1 ne nécessite par contre bien que portant sur des données. de

mécanique des sols,aucune connaissance en ce domaine.

Ce projet se déroule en deux phases:

-~ Ligte & caractére exhaustif des outils statistiques.

-~ Application sur des données géotechniques actuellement au

L.N.T,P.B( Husseun Dey)

Les traitements se font sur calculatrice HEWLET-PACXARD
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Le travail presenté ci—aprés est une etude- sur des
données de Mecanique des séls. ndus disposons & chaque fois
dtun echantillon d'observations & 2 wariables Xet Y repre-
—sentant des caracteristiques d'un sol.Pour fixer les ideeé
nous donnons certaines indicatiomns sur ces caracteristiques
et les experiences ayant conduit a les deferminer:

On definit la teneur en eau W comme étant pour un

certain wvolume de sol  le rapport du poids de 1l'eau au poids:
de 1a matie?e seche.La teneur en eau,ﬁotee W, est mesurable
au 1éborétoire.

De mé&me,on constate trois etats dans l1a consistance

des argiles: les états liquide,plastique et solide.

'
On determine: - Une limite de liguidite WL qui sepawe

ltetat plastique de 1l'etat liquide;

.

- Une limite de plasticité WP qui sépare

l1tetat plastique de i'état solide.

. Pour determiner la limite de liquidité,on eﬁend sur une
coupelle,une couche d'argile dams-laquelle'on trace une
rainure en "V" au moyen d'un instrument normalisé.

On imprime & -la coupelle des chocs semblables en
comptant le nombre*derchocs'nécessaireS‘pourifermer la rainure:

sur 1 cm.On mesure alors la teneur en eau de la pite.

. Bien entendu, tout l'appareillage est rigoureusement
normalisé. Par definition la limite de liquidité LY est "la
teneur emn eau ( expriméé en %) qui correspond 4 une ferme-
ture‘en,25 chocs. Si 1'on étudie expérimentalement: la rela-

tiom qui lie l1e nombre de chocs N et la teneur en eau W,
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on comstate que la courbe représentative est une droite
en coordonnées semi=-logarithmiques lorsque le nombre de chocs
est compris entre 15 et 35.
Pour le méme intervalle des valeurs de N} la formule
approchée: W{;ﬁfgé- Wi: w{( §3351121

assez bien les resultats experimentauX.

represente egalément

R

On peut donc eﬁployef ce££é derniére formule qui permet
de determiner la limite de;liéuidité 4 l'aide, d'une ;u de
deux mesures seulement.On peut egalement. construire point
par point la droite ( ctf. fig;1), I1 est necessaire pour cela
de realiser cing (5) essdis qui s'échelonnent réguliérement

‘
entre 15 et 35 coups ; ou entre 2o et 3o0. Cette méthode est

plus longue mais plus slire

WA
%
W - — = |
i
|
l
b
1Y 1 — A e 9 A
iz 1o % 30 35 > W ‘?3

Pour determiner la limite de plasticité,on roule
1t'échantillon en forme de fuseau que l'on amincit progres-

sivement, La limite de Plasticite WP est la teneur en eau

( expriméé en %) du fuseau qui se brise en petits trongons

~

de 1 & 2 em de longeur ,au moment: ou sorr diamétre atteint 3 mm



Indice de Plasticité, Ip
L'indice de Plasticité I, est la différence entre
la limite de-liquidité et la limite de Plasticité. Il s'ex-—
prime donc par la relation: I =W, - WP (_trés_ufiiisée dans
les problémes de geoteéchnigue routiére).
CASAGRANDE a montré gqu'il existe une rplation de
la forme: IP= aWL—b pouf tous les sols provenant d'une méme

formation geologique. a variant de 0,7 a 0,8 et b de‘13 a 17.

Indice de Compression: GC-

Sur le'soi est placée une enveloppe rigidej on
exercelé sa partie supérieure une pression variable a ltaide
d'un piston et on mesure les affaiséements observés.

On determine ainsi 1la relation entre contraintes
et deformation e¥ on.bbtieﬁt la courbe "oedométrigque"d'un sol
on fait pour'cela une transformation des échelles: ]

L'échelle des pressions est logarithmique én abscisse et les
ordonnées ne repfesentent pas les tassements relatifs mais les
~indices des vides successifs: |

On a une courbe representative de la relation:

e=f(Log®)
cette courbe présente une forme caractéristique: une partie
sensiblement horizontale,puis au dela d'une certaine pression
critique, une partie rectiligne de.pente négative prononcée,
et enfin une troisiéme partie qui pend vers une asympfote
horizontale lorsqgue l;on fait tendre'la preSSion‘yers Jrtinfimi,
La par£ie-médiane correspond é une variation proportion-—

nelle entre e et Log®,



Le coefficient de proportionnalité est appelé indice de:

compression que definit par la formule:( pente de la droite)

C
¢ D iogﬁ?

On recherchera la relation lineaire, si elle existe,

gqui relie Cc eﬁ WL: C = mWL +b
z

AY

NI }0’3 6 ‘ loga

Indice de gonflement Cé ‘ :

Lors du dechargement on remargue que la courbe

e:f(LogE) est voisine d'une ligne droite ,mams cette fois-ci

n

, e
C = est defini comme la pente de cette droite C =———+ ]
g g Aloys

beaucoup moins inclinée sur .l'axe des pressions:

On recherchera 14 aussi la relation de type lineaire
i existe entre C ' : = m! .
qui s e C_ et Cg‘ Cg m CC +b

CES notions etant précisées, le probléme se pose de la

maniére suivante :

Etant donnés des echantillons de valeurs observées

Xi et Yi represantant chacune un caractére enumeré ci-dessus,

existe-t'il une relation lineaire entre les 2 caractéres?
Si oui ,trouver les.meilleurss estimations des paramétres

de cette relation lineaire.

Mais tous les points (Xi’Yi)'ne sont pas forcement

representatifs de la population & étudier.

2



Tl existe en effet des valeurs de couples (Xi,Yi) entichés
aterreurs importantés.

I1 en resumlte gque ces éouples peuvent fausser les va-—
1éurs des_paramétres a estimer.Le probiéme est donc de trouver
des methodes étatistiques pe;mettaﬁt d'éliminer cgs‘eoupleé' G

parasites ou "points aberrants".

'Nous avons eu ainsi A etudier les relations existant

entre:t Ip et W]L
CC et WL
Cc et C .
g C

A2



CHAPITRE T4 DIFFERENTS TEST UTILISES {

A~ LA CORRELATION LINEAIRE

e e

Le coefficient de corrélation [~ caractérise le degré de

1a liaison existant entre 2 variables X et Y. Sa valeur,comprise entre

-I et +I,conduit suivant les cas aux conclusion suivantes:

v = -\: liaison linéaire rigide négative(y diminuant proportionnel-

lement aux accroissements de Xx)

-1drqo ¢
r=0 H
o< rg i
r=1 3

corrélation négative d'autant plus nette
Il n'éxiste aucune corrélation entre les
corrélation positive d'adtant plus nette
] . .

liaison linéaire rigide positive(y croit
aux accroissements de x)

que r est volsin de-1

2 variables x et y

que r est voisin de

proportionnellement

r peut &tre représenté graphiquement sur un axe orienté par un poiﬁt

-,

dont 1'abcisse,compté & partir du point 8,varie de - ta +|

'

Corrémation négative

-
3.

~
~,

_corrélatdon positive

N

1)Liaison rigide
négative

0
Aucune corrélation

N

+1
Liaison rigide
positive

M



I1 - ZONE D'INDRTERMINATION DU _CORFFICIENT DR CORRELATTON

Tout cpefficient de corrélation calculé & partir d'un échantillon
des couples (X i, Y i) comporte, en effet une zone d'indétermination, d'autant
moins large que l'effectif de 1'échantillen est plus_importent. Théoriguement,
c'est donc seulement en étendant 1¢ caleul & une population infinie que
1l'on pourrait supprimer cette marge d'erreur et déterminer la valeur ¢ du
coefficient de corrélation exprimant, dans 1l'absolu, le degré de liaison
‘linéaire entre 2 caract®res. Le calcul du coesficient de corrélation ne peut
fournir qu'une estimation de la vraie valeur dont la détermination exacte est
évidemment impossible. Il est donc indispensable de délimiter une zone pour
apprécier la signification qui peut &tre attribude & lz valeur calculée.

La principale difficulté est que si d'une méme population on tire
plusieurs échantillons de n couples, les estimaticns ainsi trouvées du
coefficient de corrélation : r,,r , .. r ne sont pas distribuées noma-
lement autéur de la vraie valeur.zFiSherna introduit une variable auxiliaire,
Les calculs étant assez Iong, on utilisera, pour la détermination de la zone
d'erreur, l'abague ci-dessous qui fournit immédistement le résultat.

S1 r, est la valeur du coefficient de corrdlation & partir de n
couples d'observations on portera :

- Sur 1'échélle de gauche le point A correspondant 3 r.

~ Sur 1'échelle de droite les 2 points B et B' correspondant 3 la
valeur de n (voir abaque).

En joigpant A et B' ; A et B" on déterminera sur 1'échelle du milieu
les points ' et C" délimilitant la zone dans laquelle (avec une probabilité
de 95,%9 se trouve la vraie valeur e du coefficient de corrélation.

IIr - 1T S CATION DT CORFFICIENT DE_CQRRELATION OBSERVE :

Dans la population - mére le coefficient de corrélation a une valeur
exacte estimée par r. Plus le nombre d'observations est important plus.une
valeur de r est le signe d'une relathon entre les variables X et Y. Au
contraire si le nombre d'cbservations est peu élevé, méme une valeur voisine
de 1 peut 8tre due au hasard et ne revéler aucune lisison significative. Il
est donc intéressant de savoir avec quelle précision le coefficient de corré-
lation p a 646 estibé. La 1ol de distribution du coefficient r obgervé sur
1’échantillon dépend évidemmsat de celle de 1'ensemble. Oa fait 1'hypothése
-fondamentale selon laguelle les variables X ot Y suivent une loi gauseienne.

r3
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(1) Comparaison de r 4 p (P : vraie valeur)
; \

—- a) Premidre méthode :

: Pour des échantillons importants| nd 50\ et une corrélation
faible, le coefficient de corrélation r est distribud autour de la vraie
. valeur ¢ suivant une loi sensiblement normale avec un dcart type

L 3 . \
Sy A-¢ u 4-¢ ‘

e —

n-t N

. _ Y
Done : £o K-P . v — A fT g
R = S R N (%)

. Ceci permet de tester la signification du coefficient de corrélation 2.
L'emploi de cette méthode est assez restreint car :

--_6‘-: ?\P\ or E) estuwconnu (sauf lorsqu'il s'agit de comparer ra ?:D\

- 3i 13%on remplagait © poc ¥ Llerreur peut &tre assez importante

~ Lorsque n est assez-faible et £ peu élevé, la distribution de r est loin
d'&tre normale. Flle est d'autant plus dissymétrique, pour n domné, que P
est plus élevé et pour P donné que n est plus . faible.

Elle est alors insuffisamment caractdérisde par
LN

"0\4/-

Y



Fisher a montré que la varisble Z' = argth r '
(z' = % log 1 tr=r +£+,_I£+...)
. . t-r 3 5
comprise entre - o® et )\ est distribude bresgue norma-
- lement (V¥ la valeur exacte de ¢et n) autour de la moyenne
3= C\rﬂH“ ¢ et on ecort . type indépendant‘de e - ‘ '

‘:':':'{,?) R £ (”{3;\: é

On peut donc tester 1la signification du coefficient de corrélation
en passant par 1'intermédiaire de z' et en appliquant les propriétés de 1a
Jdstribution normale (La table de éisher donne 1a correspondance de Ef en
fonction de r et inversement) ,n r

b) 20 méthode : Méthode de la corrélation transfomée de FISHER

/ s \\ | |
= o il \\ T -
o O B . . o
Distribution de 5.: Oﬁ’qi‘h » 37
. _, .
Cette méthode analyse la variable Ee %6" © = %- \[_n-—f—ﬁ N M"((.; !)
-~ L £ A

2 G Y SR pto

]

> QA Seuil de signification:



¢) 3° Méthode ‘
Cotte méthode utilise la table de distribution de
r qui‘se troﬁﬁe en annexe. pans l’hypothéseg?:O la valeur de
r qui a la probabilifé diatre dépassée en module dépend seu—
l1ement de IlIa taille .n de 1t'échantillon. FISHER a dressé des .
tables pourth= 0,13 0,05; 0,023 . 0,01 ot W =2

( nbre de degré de liberté de la variance résiduelle.)

pour ¢£ donné et™ = n-2 on détermine Xy

La régle de decision est la suivante:

Si Ty Ty > . rfO

rfgqx '-————%> ™ = O

Ao



B-  TEST D'HOMOGENEITE

COMPARAISON DE 2 COEFFICIENTS DE CORRELATION

En utlisant les résultats c) ona

Pour 2 échantillons endépendants,la différence des corrélations trunsformés

\ 3; - %‘\ est distribuée normalement autour de la moyemne O si p 2
+ EC R ’ 1
la méme valeur dans les 2 populations avec
* 1 v _ 4
Ezb"-?._' : Bn+65 = A, 2
M D L N3 M3

: n, et n2 étant le nombres de couples d'observations d'échantillons

£ W (o)

D'ol la régle de décision:

On considére

-~ t§ vy= la différence Ty- T n'est pas significative au seuil

2
de signification X fixé

les 2 échantilloqs‘n1 et n, proviennent de la méme population,

St }!;x. : la différence r, --'r2 est significative
au seuil of ¢ les 2 échantillons n, et n2 ne -
proviennent pas de la méme population,

'/ﬁ



c- TESTDE X &

1 _EMPLOTI DU TEST DU JE COMME TEST D HOMOGENEITE

" Dans la pratique on est souvent amené & tester l'hypothése qu'un
echantlllon ar hasard est distribué suivant telle loi de ProbablltL d*aprés la
forme suggérée par 1' hlstogramme,De méme on peut comparer p1u51eurs échantillons

pour savoir s'ils proviennent de la mfme populaticn: c'est le test d'homogéneité.

Une population sera dite homogéne si elle est composée d'individus
identiques aux fluctuations aléatoires prés:seul le hasard intervient d ans les
différences entre Individus,c'sst & dire un ensemble de causes imptévisibles plus
ou moins nombreuses agissant dans un sens comme dans 1'autre.On exclut donc
1'existence d'une cause systématique des variations.Lorsque cette cause existe
la population est dite "hétérogéne " et le facteur responsabie est dit "facteur
d'hétérogéneité™,Celui modifie la forme de la distribution de celle gue 1l'rn som-i®

avec une population homogéne de méme nature et de mémes paramétres,
Le test du fﬁq' nous roncéigne sur la probabilité d'un ajustement diune
distribution empirique & une distribution théorique et nous indique aussi -si

1'é4chantillon peut &tre condidéré comme éxtrait d'une population homogéne ou nona

L'ajustément permet de raisonner ultérieurement sur une loi générale

au lieu de raisonner gur un fait empirique.

A8
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2-_CONSTRUCTION DU TEST D'AJUSTEMENT A UNE LOI NORMALE

Soit un échantillon de N observations réparties en K classes d'effectifs

respectifs n1,n2....,Nk avec | tg: .oz N

On fait 1l'hypothése qué la population peut &tre représentée par une var iable
aléatoire X continue dont la 1oi de probabilité N(X) (loi normale)ajuste la

distribution emplrlque de l'échantillion,

Le probléme est de savoir si la distribution empirique est compatible avec

ma distribution théorqie de loi de probabilité N (X)

Soit H 1'hypothése nulle: la distribution empirique est compatible avec la

dlstrlbutlon théorique et H, 1° hypothese contraire,

1
) \'\\
Le probleme revient a tester si les fréquences observées" i! = h&
et les frequences théoriques" e (déduites de la table) sont-elles suffisamment
voidines "? Les écarts peuvent-ils &tre imputés au hasard(hypothese Ho)ou sontilsg

significatifs d'une différence réelle(hypothése HT)'

Pour construire notre test nous allons donc considérer les écarts

N . - \
;3 'Pl. Cn LA h!p':;T\h‘“t-(nL}

=N sont les "effectifs théoriques "

LS

Cette somme ne peut pas servir & mesurer la précision de l'ajustement.Bn

choisit donc comme indicateur d'écart de 2 distribution la quantité

— Nyt
>‘ ‘Lﬂﬂ?_‘l qui suit la loi 7\
— N B = et

Lo o
Conditions de validité de l'indicateur d'écart:

a) Echantillon non exhaustif prélévé au hasard

b) Aucune probabilité p ne doitpas 8tre voisine de 0 ou de -1

v

c) Npi'ne doit pas &tre trop petit,pas inférieur & 5

Dans ce dermier cas on est amené A regrouper certaihes classes de facon 2

avoir W P, ¥,5 le nombre ge dregré de liberté dimimuant,

LY



Lo test-du rermet de comparer l'indicateur d‘ééart

S R S S NS
ig_ z SZ,_ _‘:‘_ﬁiﬁl a "ﬁr‘, obtenu par la table du X en

: Py )
fonctien du degré de liberté V- et du senil de signification ¢of .

(3) REGLE DE DECTSION

1 yl : "
a) At‘_ Q \g( ©on accepte 1'hypothése Ho de l'ajustement :

La loi normale N (X) représente 1a distribution empirique
et les ¢carts constatés sont attribués au hasard clest - a dire ne sont pas

significatifs, : -
£~ gl o A
b) ﬁc > AK\K 1'hypothése H o est refuség.Les écarts ne peuvent

&tre attribués seulement au hasard.

Btant dorné que la loi N {X) comporte des paramétres inconnus

le nombre de degrés de liberté est

Y= K-1-¢

V' = 2 dans notre cas { les inconmues &tant la moyenne et 1'écart type).

TO \3\@(\\\ LR ."l\q '\JQH" \Q ‘—q f?b

C e ca e A

a2,
n, "\', NF' ( \ (RATR N g
Np,
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INTRODUCTICH :

llous cherchons souvent en, éconcmie & cexprimer une liaison (de causalité
cu d‘interdépendance) entre 2 facteurs ¥ ot ¥ . Le plus souvent la nature de ces
variables est,telle que la liaison cherchée n'est pas toujours du type fonctionnel
pur : il s'agit d'une liaison stochastique ( c'est - & dire qu'd une valeur de x
correspond non pas une valeur déterminée de y mais un ensemble de valeurs possibles
distribuées selon une loi de probabilité déterminée(cn général inconnue) et de

méme a une valeur donnée de X correspond une distrmbution des valeurs possibles de ¥ )a

Foute de mieux, nous nous contenterons le plus souvent de savolr comment
en moyenne sé font les variations correspondantes de x et y. Nous chercons, par
exemple, comment varie la moyenne §xo de 1a distyvibution de y {(xo) quanl wn wwarin,
ou la moyenne X yo de x (Yo)-quand yo varie.

Fn fait nous ne sommes que trés rarement maitres des variables x et y
=t nous n'avons pas les moyens d'étudier la distribution des valeurs de ¥ (xo)
pour x = x0, ni celle de x (yo)o Nous ne pouvens donc pas espérer déduire les

moyemnes y - ¢ Ou X _ de 1'¢tude de ces ditributions.

L0 Yo

finalement les seules données dont noué pouvons disposér constituent un
&échantillon d'observations de valeurs assocides de x et de ye Si nous portons ce
groupe de valeurs sur un graphique, nous obtenons un enscmble de pts qui préscntent
une certaine régularité, ou si 1l'on veut une allures Cette régularité nous permet
en général de trager au voisinage de ccs pts une ligne réguliére qui représentera
au mieux 1'allure. L'équation de cette courbe cst la fonction ajustée que nous
cherchons. Une telle cstimation graphique nous donne, &videmment, ce que nous
cherchons, mais elle dépend de la précision de l'opérateur, ct nous préférons
utiliser une méthode algébrique aui reproduise la démarche expliquée ci-dessus et

aui conduise A une éguation sur laguellc tous les calculateurs peuvent se mettra



docmd swe codifolin . b Gwed 46 Agymine 3 prothems

- 81 les pts semblent manifester une tendance A s'aligner selon unc ligne
droite, qu'elle est la droite qui traduit le mieux, compte tenu de 1'ensemble des.
observations, la liaison supposée entre ¥ et v 5 '

(problémes dfajustement, consistent en la détermination de la droite dfestimation).

- Dans quelle mesure la droite ainsi trouvée (ou la relation linéaire
entre x et y qui cst son équation) est -elle représentative de 1'ensemble .des
observations effectudes - en un mot, quel est le degrd de la lisison (calcul du

coefficient de corrdlatidn),.

- Enfin que peut-on en conclure guont & 1'existence cffective diune
liaison entre lecs phénoménes y et x ? ~(valeur significative du coeff de corrélation).
On admettra que la meillcure représentation -d'un cnsemble de pfs ast fournie par la
droite.ddnt la somme des carrés des distences aux divers pts est minimale, ces

distonces étant comptées parallélement & oy ( méthode des moffidres carrés). -
2) Héthode des moffdres carrés.

Considérons un ensemble de ¥ couples de valeurs (“L,VL) dont certaincs

peuvent éventucllement €tre identique. ’

La méthode des mowidres carrés conduit & la détermination de 1a droite
EN ~ i . . .
D{D:yzm¥4 ¥a ) et qui posséde la propriété de fournir les mcilleurs estimateurs

linéaires sans biais de m ot be

La distance étant mesurée par la somme des carrés des écarts -

] Vs
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et \h sont déterminés de Ffagon rendre minimum la quontité Q@ clest -~ & dire
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3'9 = E (— 2 C'\; \ -~ .;?.. )- By \ 1‘1“ ....‘r-ﬂ Y
2%y ' LG, TR 2 Ko
Los conditions 5_.(_’* e o oW I impliquent :
Zeny BE— - '
(1) T ke T “‘1 Lo Ty of Ces équatit?ns sont les équations norma
. T Ry ' les de 1'ajustement.
L~ ‘
~ .

Ces 2 équations constituent un systéme de 2 équations & 2 inconnues qui

nous permet de déterminer les valeurs: m et b cn fonction des donméess

* Vo o
\i Y hR ZX,'i
[P, h - H = —
D'oun : r/;,\‘.: - ‘:-: fu (a .i = - ] Tf:-xn ¥y - E LY -2.. M
T 5l |
\ 8 . K‘} RS p] . '\l
- LT o S =T
Tn tensnt compte du fait que @ o "o ) ’
' SN 3 — 9
E(I [ Wi hx-—\ Z 2__ b & SR i‘L
< -\ | '

L4 \’i' - ,‘i l\_- %) =

on aura ¢




o N i;-.;wg"} ( X - 3)

- e camm ety o — s

£ (-3

Dion oy Tive-m) (Y -9Y)
) \ i \1_\_fiA1 .
N N\
et (2) R - A ~ - -
e LR AT A -

~
D'oll 1'opération de la droite D 3 Y : mx +Db

Laudroite D ainsi trouvée est 1l'estimation d'unc droite A inconnue qui
a les sighpfications suivantes @ .

- L'cnsemble des couplés (%, fVL_) est un 2chantillon aléatoire repré-
sentatif prélevé dans unc population ou le caractére Y est en corrélation linéaire
avee la caractére X. La courbe de regression de Y en X dons ltensermble de la popula-
tion est une droite inconnue qui cst la dfoite de regression de Y en X. Alors la
droiteD déterminée sur la base de 1'échontillon par la méthode des minidres corrés

cgt une estimation de la droite .

- L'cnsemble des couple (%, Y, } est un cnsemble d'observations ou les
valeurs Y sont. entachées d'errcurs de grandeurs &, inconnues liées linéairement
aux observations Xi , lesquelles sont supposécs connues sans Crreul. {(ou du moins

sans ervcur appréciable par rapport 3 celle commise sur Yi)e

L L L
Les pts (X‘!qv) ne sont pas alignés du fait des erreurs s la droite
v :GE&X-¥-i§ cst alors l‘esfimation de la droite A traduisant 1z liaison fonction-
nellc linéaire entrz Y et Xo '

- Les.erreurs E. sont deg erreurs aléatoires non systématiques_c‘est A dire
en moyermc nulle sur un grand nonbre d'expérience ¢ B (&) =0 (faute de quol les
paramétres m et b du modéle ne serait pas identifiables)

Vi \ E,;.): 6,: :
-~ Les errcurs £ et EQ' ;elatives A 2 chservations différentes

quelconques n et & soat indépeﬁdénteé entrc ellese.

2y



- On suppose que & =N 0'52‘)

_En dehors de l*échantillon étudié on ne @ispose d'aucune information
sur les coefficients rumériques m et b lesquels peuvent prendre, & priori, n'importe
quelles valeurs : positives, négatives ou nulles. .

En considérant les hypothéses énumérées ci-dessus comme vérifiées on
cherche des méthodes d'élimination de pts aberrents gui existent dans l¥chantillon
ot par la suite estimer les paramétres m ct b par la méthode dés monidres carrése.

Aussi on a congu 4 méthodes d'élimination de pts aberrents :

Méthodes des droites en biais

L

Construction d'un intervalle de prévision au seuil .

Méthode utilisant 1l'explication de la variante de Ve

Méthode de ltcliipse.

[ETHODE DES DROITES EN DIAIS @ i : ' -

IH
h

Dang cctte méthode on considére le modé1e§%;nu,+b+QEn faisant les
hypothéses 3 _
- L'cnsemble (1nY.) est un échantillon aléatoire représcentatif prélevé
d s Une populatlon ot N est en relation linéaire avec xle
: ‘ -~ L'ensemble (*'N ) est un ensemble d'observations ol les valeurs
sont des mesures chtachées d'erreur. inconnues  avec \EJP) ‘=0 et
A N (0,67
— X endogéne = explicantc
y exogéne = expliquées _ )
- Les erreurs &, et E@ rclatives & 2 observations différentes
quclconquec n et e sont indépendantes entre. ¢lles.
— I'm dehors de 1l'échantillon on ne dlSpOse d'aucune information sur les
coefficients m et be ‘
En considérant comme vérifiées les hypothése précédentes , considérant
le plan (m, b) et considérons un domaine tcl que m. e‘i:n\|;‘711ﬂ\

- ~
QN Mz - 21&n

A
Mr=ma g (S



=B -2

2t b é-(p1 ; b2) avec !

b
b,= B o+ 2 &g

ttant les estimateurs de m et b par la mé

&g

thode des

la corresponidance

ont.obtient le

M et B
moindres carréss} ﬁ% et ¥5% dtant les variances de ces
. Y
estimateurs- ?
P
iy e i-—-—————___.._.} "
Y
v
ST R R L S ‘
l |
! :
i }
{ .
.‘ ‘ I’ =
“'.'Ii 1A 4 - i“. :"%
Ayant -établi ce domaine D on cherche
dans le plan {X,Y): plan des observations;
domaine D' (cf fig 1)-

est obligé de calculer i, B,

Pour calculer m1,m9,bT,b2 ls)1}
S OB
1) Calcul de%l@%ﬂ:cov(ﬁ,ﬁl_:
La méthode des moindres carrés donne les
resultats suivant: _ _
T (x,-%) (v -¥) .
]
— ()
. =
(x;-%) ,
B= y ~fix (2) |
Ti'ou @ : N , :
' &= D (m-m) or y;= mxi+ b 4+ . :
Exprimons fi en fonctlon de la vraie valeur mj; on aura:j
= mx, + b + 5 - - -7 :
Y4 i EAT .. N m(?(i"x) + (Et"‘ E'):“ Yi"Y/

e _.m/
Y = mx + b + & I
D' ot en considerant 1'éguation {1 1)
- IR 4 B \) 1— ’c;.aj,- e 1% ’
el —— = m
PR “\ t
En tenant compte du falt que

(-,- __‘:;-_\J[ "\L

z-\ii;

l‘ f-
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o f % )
Comme fi-m E it X )b

= f_r;L__;ja et B-b =(m-ﬁ)§ + %,
el ' - X
£a 1 . .

Ne méme cov(ﬁ,ﬁ):'E((m—ﬁ)(B-b)

On a
) -E(xl—X) E-L = ‘E_(w{ —;{) - —‘% il
Cov(f,B)= E! = ~ {“ : —— X+ Yo
] T(x,-%) U S (x,-%) i
L :
. - - : - 2
- o 4 = —-— H
¢ EL_( X, x) o z}x X} ﬁ
= B e —— % . !
- N " i} |
= (5 T 24
o )
(x,-x) "~ 3 - P
z g(£.5) o - ele ]
oov(m,B) = — — X — =~ 2
2 (x, ~x)" ' S (x,-x)7
. / Sl
— o
- .t}
D' oux | cov{®m,B) = - x & o
2

2) Estimation de

Plagons-nous dans un espace & n dimensions

at supposons l'origine 0 au point (?,;,...;;). dans cet espace

le point M est le point'(yl,y?,.;.,yn) des observations; et le

poinf ajusts M! (?1,??,...,?h) appartenant au plan.,

” V2 L. . . .
Rendre (yifyi) minimum c'est prendre M! en la projection

orthogonale de M sur le plan donné; alors OM2= OM'Z + M'Md se
trada@t par la relation '
- e A ot Pk Y- L N2
T v~y = T -9 Tlyy-9y) ‘
Cette relation est la relation d'analyse de ' variance
. D - K
7 /
7 :
5 I
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PA ety ST Ny
C‘ - - PR i . » ) . TL . bt LI
stte variance peutt Gtre esticmce par-., = 5
15 n-
{ Stant le coeff de corrdélation; en effet:
) . . ' WL A\
P - A - A . I ~ P \ —“E_ in { .x _"..:-\
2 i< "'3\ = £ (;‘:'"*", Lok —mr -k iz Zm L %
Vel = - ‘ ' ) ) Z
e s 61 L b S M Y g S
P SR PP 74) TR e T A X
N b B < ¥ AL i
tw P 7
. . \ Pl '[
. -y L
R R
v Vv o -
7u fait de la regression e y en X on aura fa= £ et on aura
. . . = Sx - .
pour la droite de regression 1'équation ¥— y= r o {x=x) r 4dtant
13',;:(

l'estimation de 2.

v

NE l'équation de l'analyse de variance on

5 s )7 =2 = . -
T yy=9) =Ry )T - z:(yi—y)g

obtient :

5l T ) (1= %) DAy, -¥)*

[l

s D [ 2
G- EhgT.
W%I‘* ‘ ;

n-2

e

Si on prend

.corrélation, la
on aura : )
\ 5 _
(1-x®) T (v,-5)°
Ay LA
t:i;t'_
n-2

3) Principe de la méthode :

tant donné un échantillon-(xi,yi)
on caleul r oy f , BS,, Sy par les formules.
considare .
my = m - 2 ‘-:3'_?1 m2= m o+ 2 r.:ﬁt
b, : ?'B o b+ 2%

pour estimation de la vraie valeur ,

coetf de

valeur r trouvie dans 1'échantillon considéré

(i: 1,2,...,n);

ci-dessus et on
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On aurs ainsi dans lé plan (m, b) m ‘domaine D. La corre spondance
de celui-ci dans le plan des chzirvaticons (xi, ¥ 1) donne un démaine L)
limité pour les 2 droites telles'que : '

T Uf = I.“}\} 4 ‘-D':L
i i

N SF N ‘-—
2. \“Sz ol R T ’{ = L)
et qui sont les droites extrémes c¢n considérant toutes les combinaisons
possibles entre m et b.

En se plagant sur le chemp des observations on regarde si tous les points
sont & 1l'intérieur du domaine D ¢

, _ . AN
~ Si oui on prend pour estimation de m et b les valesurs I+ ek E‘
Sl non.: On COHulde ¢ que par l'un de ces pts passe une
droite qui se trouve & liextéricur du demeine et qub 1'on psut 1'éliminer
et on refait une itdration en caicuWCnt les nouvelles limites des
nouveaux demaines Y. ooee 2N

Supposons que tous les points se trouvent a itintérieur du
domsine T & 1'itération i & ce momsnt 13 ¢n prend pour estimation demet b |
les estim.tions. sous bﬂ'is'ﬁgg}Jl; caleulés de 1'échantillon de la |, - Py EE
1terat10nc ‘ ’

Ies lois de dlstrlbu tion d m b b osont lides aux lois suivies par
les yi. Suppescng que les yi suivent une loi rormale ; on démontre que le
vectaur aléatoire L L\tsult wne loi normale dont 1z matiére de variance
covariance est @

b : syt TN L ey \
"_‘)H {on E"‘_: s g! AT Rt S R} h\
. ) 5
i i o L. jl NN
- Tqyz N \
ANy JRp | aveo X fay” Q E‘
Con b b ke } ~
k. - i APANEAT AN £ A - - Y % -
- * P i . it
- s
D¢l les lois marginales de re, b 'y -zont des lois normaies.
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2) Constructlon d'un intervalle de, prev151on, au seuil

On a supposé que & /N(O I) d'ou 1'érreur de pre-
vision est distribuer suivant une loi normale: (Z +1)— ( ,\,)
Construisons wn 1ntervalle de confiance a 95ﬁ pumr

la valeur 7

n+1: - - ‘
pr (z_ € (4,B))=0,95 (1)
avec . . = ) )
- ™ _ - i:,‘ — - .
A L'(ZH«H) 2 Sk jlhjgwﬂhu fait que E(Zn+1)=0
B= " + 0" = E,DZ : L
N B Ay |
= A t A i, 3
or Zn+1 Yn+1 Kﬁ+1 1téquation devient
. i - A f‘"’w =
pr ( Tne1™ 2 .% < Y < Toe1 * 2 °n Y= 0,95
ﬂ%‘ ' R v}

on obtient ainsi un intervalle (M,N) pour la prévision.

€ (M,N)

Au seuil de signification{= 5%, la prévxhsion'yn_*1

intervalle syméirique ,centré sur'?n_k1 :

o et NZ? ’ + — .
vt n+1 é) -+

Pour différentes valeurs numermques de la wvariable expli-
cative x on obtient des intervalles # qui permettent de tracer les

courbes enveloppes de la prévision,
%t

YN \ ' ' : .
: A~
/
N, 'L/( LA
- Kﬂ T

. %;////a;|;

|
|
! i
i
:

"~

-

X\/

L nad
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et au vue de ce domaine on considére que tous les pts qui se
trouvent a l'exterieur (de ce domaine) peuvent 8tre considérés
comme aberrants et en les édliminant on obtient un échantillon
qui représente la population et 4 trvers .duquel on calcule les
nouveaux estimateurs fi et B, et on considere les- itérations -
jusqu'a ce que tous les pts soient a 1'intérieur de ce domaine.

Aussi pour approxiﬁer la courbe Qui limite le domaine on

ufilise lﬁapproximation de LAGRANGE qui consiste a remplacer
dans un intervalle donné une fonction par un polyndme qui sera
‘plus simple a manipuléf. Pour cela on considére plusieurs va-
leurs de la variable X: 1,az,...,a dans 1'intervallej on peut
calculer les n valeurs correspondantes de la fonction f(x )
soient: b1,b2,...,bn; On peut aussi définir un polyndme P{x) de
degré (n-1) prenant les mémes valeurs que la fonction pour
les différentes valeurs de la variable, '

5i on considére le polyndme Q(x) de degré n:

Q(xjé(x—af)(x—az)...(x—an) = (x-ai) ; la fraction rationnelle
.Bizl peut 8tre décomposée en élément simples soit:
Q(x)
P(x) Ay Ao 'An ‘ 7 : Ai
e ,= — e | — oy 4 s + — = —
Q(x) x-a, x—a2 X-a xwai

PN p(x)- Q(X)>-————‘=r(x . )Z -

$i on fait x=a dans 1'expression ci-dessus, P(x) prend la’
valeur bj tandis que le 2iéme membre est constitué de te?mes
nuls a l'exception du terme d'indice i=j soit:
b= AH,ifj_qd)(aj-ag)...(aj-aj_T)(ajiaj+1
A= J : on peut alors la formule de LAGRANGE:
I T (aj—as) .

Sl |

S¥4

)-oo(aj“.a.n) o

e
p(x) =5 b, 0s)
‘__-..-—-‘I\“ ngal—*a
GFA
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IIT Méthode utilisant 1'explication de l1a variance de v

On consideére toujours le modéle y;=mx;+ b + 3
le champ d'hypothéses étant le méme que pour les méthodes pré=-
cédantes on awura (er considérant m=g%¥ )

) #

.5 & r
yv.=€ Xx. + b + & ——— Y=FP L X +Db + ¢
Ty T er |

(et
var(Y)= e“% y +u
avec:

g A . . . X R
?(53 : partie imputable & Ya variable X et qui se trouve
donc expliquée par 1'estimation fde Y en X.
2 2 . , . P
u = SY/X ¢ wvariance residuelle non expliquée,
2
1) Calcul de u”:

. . 2 . rd . ¥ .
On ealcule u™ en considérant la définition

du coeff de corrdélation; - 2
2 ¢-(Yest-¥)
re 5
ji(Yi'Y)
TS (y,-¥ 2;‘?'(1{ “Y o+ Y =Y)%= T(Y, - (Y
i Test est I | 'est Ei est
du fait que > (Y _fest)(Ye t-Y) 0( equatlons normale%)
Donc
2
2 S (Y.-Y
2 (Y, ~v)? ‘}:( Yo~y L) z_.( est)

— = 1w -
- z(" ' -1)? 2 (¥,-1)?

W2 . 2y .2
dtou SY/X—(1or } SY

2) Formule compldte de l'estimation RE

Le residu correspondant & ©.= Y- Y' avec Y'= m X +b

m et b étant les valeurs donndes par la méthode des moidres carrés.

\ . o | 35



c . s )
. . T e e B L AN Y SR -,':L .
et une variable aldatoire avec W ‘\, 'f.‘,:_ o et EhiwTymomz 5% (4= ),.
leiqui sest un résidu quedratique moyen, a la méme nature qu'un écart type ;
mais alors que dans le cazleul de ¢%., les écarts sont comptés pur rapport
3 7, ils le sout (dens celui de ¢4 ) comptés par rapport sux estimutions
Y, oo

A

En définitive 1a reiation entre ¥ et X s'éerit ¢ YoMy 4y o+ ‘E—_

z S IO s
. En supnosant e PO \) on peut considérer gus la
quasi tot;.llte des points se trouve enire lse 2 droitos
. | \r"l /\ A {“‘ e}
By PN TV A, B b sy
" et ceci avec une probabilité de 0,95
!

é—,‘;:f-:'"".l\(ﬁl“ “EU‘

A0S Y N T ~
c oy - ) —_ N
avec e T oo ¥V M-y ) — et bs - f

2o, =)

Une liaison stochastique peut donc se traduire par une baande
‘d'autant plus étroite gque v est voisin de *4a
ce qui nous permet d’éliminer des points et de refaire des itérations en
évaluant cha,ue fois le degrd de la liaison et por 13 enBrne les coefficients
& estimer r“"s} g 1. toujours par la méthous des moindres carrés.

3) PRINGIEE_DE, 1.4, BETHODE .

Btant donné un echwntlllon (}{._! A N - A L o )

- 0n calcule r« ., ; ‘ /
AR ‘“ RAVERFIN S NoA g

- Chercher los droites llmtes pour €3 %

»

z ¢ de décision consiste A voir si tous les points sont ¥
& llintéricur de la bande limitée par L, ok |

i~

—— 31 oui prendre pou estimation des coefficients les valeurs
3 - " A
calculées fa o= :

by o

~— Sinon:éliminer ces pts et refaire les itératicns Jusqu'au
moment oli on se trouve dans le cus précédent.
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or 1téquatinn (1) peut s'derire:
A(X-X)z. +2B(X-X)(Y-Y) + C(Y._a-¥‘);2 +# F =0
avec : A= 1/ iB= - s, 6,3 C= 1435 F= - (1-¢°) t°
M “‘_3". RS 3 _xo‘]‘" SV ¥ Q .
En considérant le repére (X',Y') cette équation devient
A'X'2+ 2 B' X'Y' .+ C' Y'2 4+ F =0 ot en faisant B'=0 on aura
1a valeur de l1l'angle X
A X = A{ X'cosw~ Y'sineo )?: A( xt
2 . \2 w2 .2 2 2 s
CY =C(X'51n :(+ Y'Ct)Su() = ¢(X! sinny + Y'Tcosy + 2X'Y Slni){coso()
2BXY= ZB(XCO&x— Y'51nuJ(X'51n1+ Ytcosed ) |
=28, (X' cosp siny-~Y'?sinycosm - X'Y'51nax + X'Y' cos? ¢ )

2cos§g+Y‘Zsin%x—2X‘Y'Cos& s inu

sz + CY®. +2BXY= Xz(Acosg{ +Csin%&+23c05msinnd+ 'Y'Z( A sin%x{

+Ccose ~20singcos ™) + 2X'Y" { -Acosp{sine
+Csino(coscg—ﬂsin%x + B coszak )
- arxr? o+ cry'® 428t XY
avec , § '
At= Aéos%g + Csins  + 2 B!'X'Y!
B'=(C-A)cosmsinu + B(COsgté'sin%g)
= ’ —%— sin{ZNh. (de) + B cosZeg

B 0N

Asin%x + Ccos%x - 2Bsinxcos ™.

D'ou le calcul de en faisant B'=0

- - v 28
Slnasr C A gﬁs&x v tg2mh = A=-C
-
1 arctg( 28 4 '
et '} =5 . Al - 1A,B,C etant des ctes
D}ou lt'équation (1) devient:
' 2. 2 _
T ¥ :
A'X'z +C'Y'2 + F =0 c-a=-d X + & Y - 1 = 0
) _ B ¥
R e

¥

équation d'une ellipse dont les axes sont déterminés par:

8J
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En annexe se trouve un programme qui permet de faire ces calculs
et le tracé de 1'éllipse pour les différentes valeurs de £ -

2) PRINCIEE DE LA METHODE :

Vérifier que les lois marginales de X et Y sont normales

Si oui construire 1'éllipse correspondante en se fimant
et la régle de décision est la euivante :

On-regarde dans le plan des observations (X, Y).s‘il existe des
pts & 1l'extérieur de 1'éllipse : ' :

. ~ Sinon prendre pour estimateur de ™™ b ks les valeurs données
par 1'échantillon les- valours ’ .
me 20N x)t\i\-f_z: et bzY-mX

~ 8i oui éliminer &es points et refaire les itérations jusqu'au
moment ou on est dans le cas précédent. '

En prenant
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CONCLUSTON SUR_LES MBTHODES UTILISEES

o 1) Dans les méthodes précédentes on a utilisé comme courbes de
' regression : les courbes qui chechent A minimiser la somme des carrés des’
. écarts pour résumer su moyen de 2 paramétres{;n,b}un cnsembie de points
(%i, Yi) & peu prés linénire (nuage $iliforme).

La méthode des moindres carrds perd, alors pratiquement toutes ses
Justifications probalistes, néanmoins clle présente 1'intérét de conduire &
un résumé objectif, préférable dans la pratique & un ajustement graphique
tovjours subjectif : ajusicment mécanique d'une droite & un cnsemble de pts
disposés & peu prés linéairement.

, Dens cette troisitme optique on a proposé d'autres méthodes d'ajus-
tement que celles des moindres carrds qui. fournit la droite d'ajustement
de Y en X. T -

a) Méthode conduit & 1a détermination de la droite qui rend
minimum Ys somme des valeurs gbsolues :

i
A

Cette méthode, qui = 1'intérét de domer un poids moindrg
aux couples (Xi, ¥i) aberrants, puisqu'elle fait intervenir la puissence 1 des
écarts et non la puissance 2, ‘conduit & des calculs inextivcablss sur lo
plan algébrique et doit, pour cette raison, &tre sbandonnde.

b) Méthede de 1'ajustement orthogonal :

Cette méthede conduit & 1¢é détemination de la droite A qui rénd
lz 'somme des carrés des écarts ccrptés - a'la droite .’

‘ Un reproche majeur que 1l'on peut faire & cette méthode st sa
sensibilité aux changements d'origine d'échelle ; alors que les droites
d'ajustement sont invarisntes par changement d'origine ot d'échelle :

p o ) -
A I e XX
Sy bk

&

ud



S
puisqu'en varisbldsréduite son équation fait 1nterven1r le rapport B
par conséquent suivant le choix des unités qu'on retient pour mesurer X et Y’

on obtient une droite b differunte.

En outre cette méthole ne possdéde pas de justification probabiliste.

D'ch on admettra que la meilleure représentation d'un ensemble de
points est fournie par lz droite dont la somme des carrds des distances
aux divers points est minimsle ; ces distances étant comptees parallelement

.

a 1Yy . Une telle droite est une droite d'estimation de Y en X.

2) Pour 1'élimination d3s pts aberrants on:s'sst servi des
résultats acquis dans le processus de contrdle de fabrication.

. s - Dans 1z méthode des droites. en‘a‘wmon a considéré le domaine
Q’ ;v by A 26 ceci pour évaluer un rlsque o¢ dans le cas-ou les Yi
“sont’ des variables normales ’

" — La méthode 1 construction ' un 1ntera¢le de prev1s1on au
risgue. ., du pt de vue théorique elle est trés rigouresuse mais elle
n'a aucune utilisation prathub du fait de la construction de la courbe
envellope,

— La méthode de 1'éllipse est applicable seulement dans le cas
ol X et Y sont des variables aléatoires ct qui sulvent des lois normales.

3) Nous n'insistons pas sur l'intérdt des calculs de corrélation
(ou i 1'on préfire ds regression) ; ils permettent, par une confrontation
Jjudicieuse des observations de suppleer'é l'expérinentation ; ainsi 4 la
démarche des sciences expérimentales : observation -2, hypotheses —=
expérimentation est venu se substituer le processus : observation -tz
hypodhtses — traitement statistipes des observations.

- Mais, pas plus gque l'expérimentation, les calculs de corrélation
ne sauvaient se suffir 4 eux-mémes, ils permettent simplement, de mettre en
évidence 3t de mesurer des concomitances ; or de telles concomitances
peuvent apparaitre, par 1l'effet du hasard, entre deux phénoménes foncidre-
ment indépendants d'ol il faut faire un teat de 81gn1flcat10n sur le
coefficient de correlatlonﬂ "
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ECHANTITIONS A 5T OBSERVATIONS T 4 31 OBSERVQ'TLONS

- La variable Y représents la caractéristique Ip qui est l'indico
de plasticité défini précédemment, '

Y variable X représente la caractéristique Wi ou linite de
liquidité. En mécanique des sols on montre qu'il sxiste une relation Ip =f(\1}.
linéaire : '

L'échantillon 3I est tiré de 1'échantillen 5I par élimination de
20 observations (représentdes par des points)Ajugées-comme aberrantes,

APPLICATION DES TESTS SUR LES ECHANTILIONS 51 KT 31 @

Les tests sur le normalité des variables X et Y sont vérifiés
{voir tableaux)

I/ Echantillon 5I

a) Test sur le coefficient de corrélation : Test de r & p=0
On pe peut appliquer la I° pméthode du fait que »r=0,8034

La 2¢ péthode domne :

- =4 _ M '\ . a
Rl JE———£¢~:‘EW\“M§
i g
pour r=0,803%4 1a table de Fisher donne 2'=I,I08
d'ot $=1,I08x6,92=7,667

comme t -3 N(03I) on a 4z =I,96 (X =5 %)

On remarque que =% Bk :la vraie valeuf de @ est différente
de 0 (5 % de risque). Il existe donc une corrélation lindaire de Y et X.

Hé



—— Par la jiéme méthode on aura

4= n-2 = 51 = 49’

Pour'o(=5% ; 1a taolende 1vtr1butlon de r nous donne-

s 0,276 sr pour n= 51 le coeff calculé est

T = 0,8031‘,' ) :

| r*} e 3 on en déduit que 1a vraie valeuwnr de
@ est dlf?eraute de 0 { en prenant un risque .= 5%) il

existe donc une reiation L1n9a1re entre X et Y.
b) Test Jde sur les variables X et Y ( voir tableau);
2) Bchantillon n=31
Test sur le coeff de corrélation:

{ comparaison e v é_E=.O )

.- La 2° méthode nous domnne:

A T e A
i e _
pour T= 9976 la table donne z's 1,649 dlou t= 8,723
" comme: te—---2 N( O,I):pour reo= 5% on a t{ = 1,96

On remarque que t 3 G on peut affirmer avec risqie™®= 5%
quegzﬁ 0; il existe donc une relation lindaire entre X et Y,
- La 3° méthode irousg donne : -
N =29 o =B% xm, = 0,3557

o~

0.9276 Alolr T % i, :t méme conclusion que la 2 méthc
’ SRR

. or I

3) Test d'homegeneité des échantillons n= 51 et n= 31

Ce test est Basé sur la comparaikson des coeff de

corrélation.r1:0,8034 €z r?='0,9272 gqui correspondenf aux
2 échantillons m = 51 et .n,= 31. - )
‘ . “ ce gl
On considérs la variable t= ii 2
e e Dl
or Bl e Lm o N +,fiwm en supp g ant que les 2
MR K hy -3 i3
dchantijlons: sont indgd ‘pendants
e w:”_MNd o
1 1 'ﬁn':? —_ '_ i = 2“—1 1
alo T V o s \

poum r1£ 0, 80’1 crr a. z'= "I,649

r,= 0,9276 -on a z'x 1,108

5% on a t. = 1,96; on remarque
est 51gn1flcat1ve et on ne

Or t---= N(O ’) 7 pour w

't')t lol la ﬂLff“TGDCB T, -7,

peut .admettre aue les 2 Pcnantlllons proviennent de la méme
popu*at'on o
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ECHANTILLON = 91

es variables X et Y representent les mémes caractdé—
ristiques que dans les échantillons n=51 et n=31.
Y IP_( indice de plasticité)
, X: Wy, ( limite de Liquidité);
aveo Ipm m;WL + b
APPLICATION DES DIFFERENTS TESTS:

1) Les tests suwm la normalité de X et Y sont donnés

par les tableaux ci- -joint.
2) Test sur le coeff de corrélation (comparer r atr_O)
~ On mne peut appliquer la 1° méthode du fait que r= 0,8325
- La 2° méthode noﬁs donne '
pour r= 0,8325 la table de FISHER donne z'= 1,196, d1 ot
g= 11,218, ' A
Comme t----~ N{ 0,I) , pour »{=5% on a t; = 1,963 on re-

marque que £ > Qﬂ: on peut affirmer que la vraie valeur
de g est A 0 et qu'il existe une corrélation linéaire entre
X et Y.

—La 3° méthode donne : , _

pour o =5% et N =89 r, = 0,2062 .
On remargue que T } T, d'oll on arrive a la méme conclusion
que pour la 2° méthode., _ ’ .
3) Test;d‘homogéneifé dles échantillons N=31 et N=91 :

Pour cela on considire les coeff de corrélation des 2

échantillons: w,= 0,9276 et r, = 0,8323; et on camnsidére

la wvariable :

Pour r,=0, 8323 on a z!'=1, 196 et poms 1, on a z'=1,640%

diou Xzi - zé ;: 0,453 _etE~ Fai= 0, 216,
h ' : 1
D'ou %+ ='2,087, or t--3 N(O,I ) pourtX=5% on a t, =1,9¢

On remargue gue t>.gx Atou la différence r,=r, est si-
gnificative et les 2 échantillons me sont pas issus de la

mé&me -populatiomn.

£3



-

4) Test d'homogéneitd des échantillons n=51 et n=91
Pour cela on considére les coeff de corrélation

r,=0,8034% et r = 0,8325. .
1 = . _

2

A r, correspond.z{ = 1,108 ; et a r, correspond

Z'="1,196.
Job 2 »

- = &?‘*”3‘4 = 0,178 de fait que les échantil-

AR - T '
ions sont indépendants). '

Dol t= 0,494, '

Or pour X =5% on a ty =1,96, on remarque que t % 4,
la différence ry-r, n'est pas significative et les 2

échantillons .sont issus de 1a méme.population.

sY
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ECHANTILLON n= 91

Application des drbites en’ biais

Pour cela il faut vérifier les hdetﬁéses imposées par 1le
modéle:

——. L'ensemble (xi,yi) est un échantillon aldatoire re-
présentatif prélevé dans la population ot y, est en corrélation
lineaire avec X; (voir test du coeff de éorrélation'linéaire)-

— Les valeurs sont des mesures entachdes d'erreurs
Y3

inconnues dont la moyenne est nhille: E( £)=0

+

ceci est vérifié du fait que y suit une loi normale ot que

4

y= mx, + b +E1

w— Les erreurs En et ig relatives a4 2 observations diffé-

rentes quelconques n et @ sont indépendante entre elles,

En dehors de 1'échantillon on ne dispose d'aucune in-

formation sur les paramétres numériques m et b.

Les hypotheses précédentes étant vérifides on peut
appliquer la méthode des droites en biais A 1'échantillon n=91
‘qui donne les résultats suivant:
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ECHANTILLON 91

En appliquant les Methodes:
. En considerant la variance de la variable Y.
- De 1'Ellipse ( pour t=2}.

‘0On aura les resultats suivants
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ECHANTILULON 7Y

Les variables X et Y désignant dans ce cas:

X : Lidbite de liqui#ly W,

Y : 1l'indice de compression Cc
nous allons tester 5'i1 existe une relation lindaire entre Cc
et wL: Cc = m WL- + b . et quel est le degré de 1la

iiaison entre Cc et Wi oet ceci en appliquant les # tests.
1) Le tset de normalité est traité dans les tabléaux
ci-joint. - -
2) Test de signification du coeff de corrélation

i . U {comparaison de r a =0)
— En applicuant la 1ére méthode du fait que n 50 et r=0,4537

r—. - ; P :
R -1 =y = 3,8774
E’\” A"gl \l Y-t =Y - *

or t :>' N(0,1) pour =5% on a %(;1,96 on remargue gue
ty G la vraie valeur de est différente de 0 et il une

relation entre X et Y

En appliquant la 2&éme méthode ( corrélation transformée)

on a : z' - 0 .
| © f = —a— =z'\In-3 ; la table de FISHER donne
pour r= 0,4537 5 z'= 0,489 sd'ou t= O,LL89‘\J71 = 4,117

or t——3 N(0,1) ; - pour {=5% on a t, =1,96

. On remarque que, 't}.%x _on peut affirmer avec un risque de 5%
que la vraie valeur de efest différente de O et qu'il existe

une relation entre X et Y. .

En applicant la jiéme méthode :

La table fde la distribution de r donne pour un seuil de 5%
et\}= 2= 72 I‘o(= 0,229 .

Oon remardue que YL, : la vraie valeur de{?est # de ©

d'ott il existe une relation entre X et Y pas forcement lineaire

du fait de faible. valeur de r.

I
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S CHANTILLON 74

Nous n‘avons'pas voulu_appliquer la methode ‘de
l1tellipse du fait que pour t=2 cette methodé>est tfop'SéleCe

tiée.(eliminatibn des .2/3 des points ).

+

En appliquant les deux autres methodes on aura les

resultats suivant :

9%



Application de la méthode des droites en biais

11 fapt,pour cela,vérifier les hypothéées imposées par le modéle:
o , s
- L'ensemble des couples( X, , %/, Jest un échantillon aléatoiee représentati

prélevé dans la population oll Y est en relation avec X (critére vérifié précedemment
. - Les valeurs‘VLsont entachées d'erreurs %, inconnues que 1'on peut

considérer de moyenne nulle: E( &, ) =0 et de distribution N( 0,62 )du fait que

Y est une variable normale et que X est une variable explicativé.'

) . = L - a . - r
-~ Les erreurs Eq.ett;g relatives A 2 observations - n et e sont indépendantss

entre elles,

- En dehors de 1'échantillon oy ne dispose d'aucune information sur les

coefficimnts numériques m et b,

- Les hypothdses précedentes étant vérifiées on peut appliquer la méthode

des droites en biais a 1l'échantillon n= 74 dont les résultats sont expcsés ci-apress

Y
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ECHANTILLON Ly

Dans ce cas les variables reprééeﬁtent:
X: Indice de compression Cec-.
Y: Indice de gonflement Cg ;
nous allons tester s'il existe une relation linéaire de la |

forme Cg = mCe + b 3 en appliquant les # tests:

———— On remargue que Je caractére X ne suit pas une
normale, cependant on peut considérer que ceci vient des er—
reurs commises sur l'indice de compressibilité et qu'a la
1imite X suit une loi normale; d'ol les ;ests sur le ceéff'&g"

lineaire: ( comparaison de r avece:-o )

—On ne peut appliquer la 1iére méthode du fait que r= 0,82

_uEn appliquant la 2 iéme méthode (corrélation transformée)

on ai
~ F

F.. ' -0 . ¢ —_ r o8
- ———— - -"l s ‘ e )
= b fn-3 = 3V
or, pour r= 0O, 8§ la table de FISHER donne z'= 1,15
dloh t= 1 1BJ bh = 7,629

= 1,96

mggpme‘tigfa.ﬂ( 0,I) , pourg{= 5% on a t

on remarque dque t) qk la vraie valeur deeest dlfferente

de 0 et il existe une relatlon llnealre entre X et Y ( = 0;82)
—— La 3i¢me methmde donne.
pour  =5% et =45 g, =0, 2874

On remarque que I} yk-,d‘ou on arrive a la méme conclu51on

qu'avec la 2 iéme méthode.

R
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Eh'appliquant les Methodes:
- En considerant: la variance de Ia variable Y .

— Des droites en biais . ' : e

On aura les résultats suivant :

A3
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ECHAﬁTILLONTDE 47 OBSERVATIONS

Les hypothéses doivent &tre vérifiées pour appliquer le modéles

“1L'ensemble des couples()glv.) est un échantillon aléatoire représentat:
.prélevé dans la population ol ¥ est relié linéairement & X(voir test du coefficient
~de corrélation) - . o - ' .
-Les valeurs Y, sont entachées_d‘erfeurs_E;_inconnues que 1'on peut
considérer comme étant de moyenne nulle (E ( £, ) =o) et on peut considérer gu'a
. T -2 A
la limite % . N ('Q, 57

I3

- Les erreurs®, relatives & 2 obsergations quelconques net e sony

indépendantss entre elles,.

- En dechors de 1l'echantillon on ne dispose d'aucune information sur

les cédéfficients numériques m et b

f

Les hypothéses précédentes étant vérifiées on peut appliquer la méthode

des droites en biais a 1'échantillon 47,

Ce qui donne les résultatd ci~aprés:

-

23/
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CONCLTU.STION

En employant les différentes @fthodes nous arrivons
<
é réduire l‘ochantlllon 1n1t1al» b determlner un nouvel

echantlllon plus representatlf de 1a "populatlon -mére".

Le pr1n01pal intéwret de ces méthodes est qulelles
sont toutes  convergentes clest—-a-=dire gqu'elles arrivent

toutes & disoler un dchantillon final. . .

Cependant sur les différents résultats obtenus d'une
méthode a 1tautre ,Nnous sommas Aamané s &-ﬁr#ndre ane dé-
cigion concernant les estimations des parametreb.gmwri
-toutes ces méthodes, 1il gserait 1nteressant de quantlfie,
71e seuil de slgnlflcatlon des resultats ?btenus§mals,
14,nous nous sommes heurtés ades problemes théoriques

trés épineux jet mous n'avons pu resuudre ce probleme.

A44
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En' ce qui concerne la méthode de l'ellipse nous remar-
gquer que pour t=2 elle trop sélective (voir échantillon 91)3
pour t+3 elle trop rapidement convergente et ne permet pas
d'obtenir les résultats escomptés (valeur faible du coeffi-
cient de corrélation) et elle est restrective sur 1°s lois
marginales. On en conclut que cette méthode n'est pas ade—
quate pour la recherche de l échantillon représentatif,

Les autres méthodes. donnent les resultats suivant
ECHANTILLON 91 Iﬁ_m W+ b

Fiére méthodes Ip: 0,7562 W

L - 10,6729

avec r]='0;9861‘fET n= 55

2éme méthode

T = 0,739% W - 9,358
avec TI,= 0,9831 et m=64

ECHANTILLON 47 - Cg=m C, + b
1iéme méthode : Cp= 0,3484 C_ + 0,0041"
' = 0, 9594 et n=30

avec. I".]

méthode : Cg = 0,355 Cc + 0,0019.
. aveC”rz= 0{9527 et n?36
ECHANTILLON 74 : Ce= m W+ b

1€ méthode : Ce= 0,004W, + 0,031
. L avec r1i 0,7624 et n=k3
22 méthode : Ce= 0,0035 W, + 0,0677 '

avec T,=0,5197 et n=71 —

Cependant puisqu'on sait , que pour les échantillons
n=91 et n=47 , les relations qui existent entre Ip et W

Cg et Cc sont des relations lineaires ( R1= 0,8325 et R2=O,82)
donc on cherche a estimer les droites gqui ajustent le mieux
les ééhantillbns n=91 et n=47; on remérque gue. la méthode
des droites .en hiais donnent des résultats satisfaisant et
.ceci vient d'une. part de la valeur du coefficient de cor-
rélation qui est plus grand que celui truové dans la °§ mé —
thode et d'dautre part du falt méme de la méthode utilisée:

on a considéré un domaine D dans 1e Dlan'(m,b) (demaine des

paramétres a estimer) ce qui nous donne un domaine - dans



le champ des observations, pour 1'élimination des- points
la régle est la suivante
On considére un poinf qui se trouve a 1'exterisur du

demaine A, il n'existe pas de droite non aberrante péssant
par ce point ( c-a-d il n'existe pas de couple (m,b) appar-
tenant au domaine D) d'o% on peut éliminer ce point § on
fait le méme réisonnement‘pour les autrés points extéri-
eurs au domaine A et on obtient ainsi un echantillon pour

cstimer m et b. On refait les itérations jusqu'a ce que
tous les points soient a 1'intérieur du domaine A

£ wdite &
i etantkcaracter1sant la iz itération.

D’ou les vésultats :

¢

'Ip: 0,7562 W, ~ 10,6729

L

et

Cg = 0,3484 Cc + 0,004

On.remarque en ce qui concernex 1l'échantillon n=74

la relation qui existe entre Cc et WL est-léin détre
1inéaire {coefficient de corrélation R= 0,4537 ) d'ou on
ne peu t les résultats donnés par la méthode des droites

en biais mais la deuxieme ﬁethode auxquels il faut ajou-
ter un facteur f£(z) jc-a-d que la relation s'ecrit:

Ce = 0,0035 Wy + 0,0677 + £(z) z étant un parametre
qﬁ'il faut determiner. Pour déterminer ce facteur il au-
rait fallu employer l'Analyse de Variance ou la regression

>~

multifonctionnelle. Cette partie n'ta pu 8tre faite et ceci

faute de temps.
Lgs droites obtenues dans lies échantillons n=91
et n=47 ajustent le mieux l'ensemble des observations;

~elles stexpliquent cependants

—Analytiquement: ces droites sont obtenues en minimisant

la somme des carres des écarts parallele-

ment a 1'axe 0OY.



le champ des observations, pour 1'élimination des points
la régle est la suivante :

On considére un point qui se trouve é 1'exterisur du
d-maineA,'ll n'existe pas de dr01te1un1aberrante passant
par ce point ( c-a-d il n'existe pas de couple (m,b) appar-
tenant au domaine D) d'o: on peut édliminer ce point j on
fait le m@me raisonnement pour les aﬁtres points extéri-
eurs au domaine 1A et on obtient ainsi un echantillon pour

estimer m et b. On refait les itérations jusqu'a ce que .
tous les points soient a4 1t'intérieur du domaine[&i
i étantkgaractérisant la iS itération.

D'ot les résultats @ ; .

T,= 0,7562 W, - 10,6729

‘ - et~

Cg = 0,3484 Cc . 0, 001

On remarque en ce gui concernex 1téchantillon n=74
la relation gqui pxlste entre Cc et WL est loin d&tre
linéaire (coefflclent de correlatlon R= 0,4537 ) dtou on
ne peu t les résultats donnés par la mathode dés droites
en biais mais la deuxieme methode auxquels 11 faut ajou—
ter un facteur f{z) j;c-a-d que la relation s tecrit:
_ Ce = 0,0035 Wy + 0,0677 + f(z) z étant un parametre
qu'il faut determiner. Pour déterminer ce facteur il au-
trait fallu employer l'Aﬁal&se de Variancé ou la regression
multifonctionnelle. Cette partie n'ta pu &tre faite et ceci
faute de temps. ' -
Les droites obtenues dans les échantillons n=91
Vet n=47 aJustent le mieux 1’ensemble des observatlons,
elles s expllquent cependant: )
—Analytiquement: ces droites sont obtenues en minimisant

la somme des carres des écarts parallele-

ment a‘lfaXe 0Y.



_Statistiquement¥:

Ces droites fournissent des estimati-
on'-s-D1 et D, des droites Y1 et Y2; |
correspondant aux deux populations
dont. sont issus les échantillons n=91
et_n=47 lorsque W, et Ce ont des va-
leurs connues.

On peqt toujours discuter sur le modele employé pour
esfimef les parametres swe m et b: en effet si les
observations X( désignant WL ou Ce) sont affectées d'erreur
aleatoires, d'erreurs types &x; la varianqe’calculée d'apras
ces observations; soit@{, sera systématigquement superieure
a la wvariance réellegipuisque: 7 |

6%, 6&4.621 (additivité des varianées}-
¢t avec les notations, pour les observations Y({ désignant
,Ip ou Cg) on aura: 5{3: &1‘&* Qin&
par contre aucune erreur n'affectera :le terme
i:(xi— i)(?i—§). Le coefficient de corrélation aura pour

expressions:

) T (g =5) (v, 9)

\ (60 (Gy+8e)

et ce coefficient 1r' est inferiewr au coeff r calculé en

supposant X (désignant WL ou Ce ) connu,
.Comme: le montre 1l'eXxpression précédeénte le coeff de cor-
rélation lineaire est d'autant plus accusé que les erreurs

d! observatihons sont importantes.
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UTILISATION DES PROGRAMMES SE TROUVANT EN ANNEXE )
ST R . -

I- Programme Permettant de Calculer rxy,@;b,et le tracé deg

Fd

peints | : avec la drojite d'éguation ¥= mx + b :

.

- GO TO +900

~ Prog '
- Enregistrer 1e programme I

-~ =~ RUN

- GO TO ~opo

- Prog  - o

- Enregistrer 1e Programme IT
- =3 RUN . |

-~ Rentrer X ( nbre a: un&tés / ecm de feuille sur x )’
-~ CONT

~ Rentrer Y' ( nbre d'unités/ em de 1a feuille sur Y ).
- CONT 7
- XO

- CONT
.....YS

- CONT _

- GO TO —00

- Rentrer th-—'X

Yi.___ Y =3

coordonnées 3 l'origine

Ace moment 1a on aura la droite Y=m¥X + 1

_._.__H__..-..—..__.-..-.-_-..—-.-.-—---—.--—

~ GO TO +00

— Prog {——.._




Enregistrer

—-= RUN

GO T
CONT

0 +00

Rentrer X,
i

le programme I

(pour 1a derniére donnée faire SET FLAG CONT')

- T . , .
CON taille de 1'échantillon. — Moyenne
- —a
ON aura e T-—————- m———— = ——— '
\ n ! X i S t
' ' ‘ \ X '
ISPy NI e — — ——
, dispg}tion
TII Programme : calcul des paramétres et tracé de l'ellipse

GO TO +(})

Prog

Lo
~

Tnregistrer les programmes IV et 1V (suite)

RUN

GO TO  -00

Enregistrecr

~

RUN

r 4

X A e

END
CONT

X
s
CONT

”

- CONT"

»

programme tracé de l'ellipse.

( nbre d'unités / cm de la feuille sur X )

Y, ( nbre d'unités / cm de la feuille )

CONT

X0

CONT

Yo

CUONT

Coordonnées a l'origine

A ce moment 1A on aura le tracé de l'ellipse



IV Programme : tracé de 1'HISTOGRAMME :

D' abprd  déterminer W tel que —w € 10

END

‘Placer I'origine & ( 1,1)

GO TO +00
Prog &

Enregister le programme

——=  RUN
GO TO +CO

Prog &——

Enregistrer le programme

C—2 RUN -
GO TO -0D

Prog fa_'

Enregistrer le - programme
- —= RUN

"CONT

. w—3 X

CONT

Entrer Xi '(awec puﬁy
CONT

r

vii-

VIIT

La dernidbe o Adi;mais @mWm T

CONT  tracé du 12" groupe

CONWNT h Arr DG R N

"
1t

-

" jusqu'a la fin de tous les groupes

\TETYTT T il viabaiade miely-i it
) 1 t - Mh :— 6]..! i

' : \ .
Vv Programme : tracé de la courbe de N( Mh,ghl

Origine a (1,1)

GQ T0 +00 ’
6~ Prog &—-
Entrer du programme X
-3 RUN
END .
CONT '

—

Ce programme doit suivre le programme de lthisto-

T
gramme pour lequel on a M = f;EhC—wi e
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