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Deux réseaux de connmunications peuvent avoir la u@-
me "structure". Considdrons par exenple deux groupes de dix
personncs et supposons que dans chague groupe chacun peut
connuniquer directcment avec tous les autres neitbres du
groupc. Le graphe correcspondant a ccs deux rdseaux de con-
nunications est le graphe couplet symétrique (cf. Chapel)
3 dix sounets. les deux groupes sont différents
puisque composés de personnes différentes, nais leurs ré-
seaux de cowiunications ont la n€me structure. Supposons,
pour donner un dcuxienc excuple que ces deux groupes soient
organisés dc la fagon suivante : un Directeur ayant trois
subordonnés, chacun de¢ ces subordon.és ayant deux subordon=
nése. Ces deux groupes ont unc mbme structure hicrarchique,
constitude d'une source (d'autorité), de trois souuets ordi-

naires et dc six puitse.

Ces coxemples illustrent le conccpt d'"isonorphisne”
entre deux graphcse. Deux graph es Gp et G2 sont dits isonor-
phes s'il existe une correspondance blunivoque entre lcurs
sonuets qui conserve lecs arcs. En d'autres ternes GI et G2
sont isomorphes s'ils ont le wlure nownbre dec sou.ets et si
1'on peut ordonier cecs sounnets (xI,--o.XP pour Gl.jI,---,'
Y, Roux G2) de facon & satisfaire la propriété suivante :
quels que soient i et j, (x,,x.) existe dans G; si et seu-

1

J
lement si (yi,yj) existe dans G, « Une telle correspondance

est apvelee un isomorphisiic entre GI ct G2 .
Notons que bien souvent les dessins représentant
deux graphes isoworphces GI et G2 ont des aspect diffcrents;

exenples les graphes suivants 3
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Deux grophes sans boucle; complcts,symetriques, ayant le
m@me nombre de sommets sont nécessairement isomorphes. On pout
donc affirmer gu'il y a un scul graphe sans boucle complet symé—
trique & cing sommets, & un isomorphisme prés, et parler " du "

graphe sans boucle complet symétrique & cing sommetss

De m@me on peut parler " du " graphc sans boucle 3 quatre
sommets totalcmont disconnecté ol chacun des quatre sommets est

iSO].é, etcCoose

Etant donné deux graphes orientés, on sc pose la question
de savoir si ces deux graphes sont isomorphes ou none
I1 n'existe pas, & l'hcure actuelle de solution algorith-

mique efficace & ce problémee.

Si on indice les sommets avec le m&me enscemble d'indices,
la. méthode la plus naturellc consiste 4 permuter de toutes les
fagons possibles les sommets de 1'un des grophes, et de le com-
parer a l'autrce

Malheurcusement un tel algorithme est lent; il peut deman-—
der jusqu'a 40 ans de traveil & un calculateur trés rapide pour

des graphes de I5 sommets seulement.

Donc tout de suite s'est imposée la nécessité de trouver un

algorithme plus efficiente.
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Aprds avoir donné un apergu sur le probleme , nous allons
donner , dans la premiére partie de cette étude , un expo-
sé succint sur son aspect théorique et les principaux résultats
nécessaires 4 sa comprdéhension j; pour plus de détails le le-
cteur pourra consulter la publication de Je.F. STEEN (cf.bib-
lio.) Une méthode de recherche d'un isonmorphisme entre deux
graphes sera donnéde & titre d'exemple : la méthode 4'UNGER
a été choisie pour sa clarté et la simplicité de son applic-
ation ; une méthode proposde sera ensuite exposée ; nous pré-
ciserons ultérieurement les limites de son application. Nous
traitercons des exercices d'application & 1l'aide des deux
néthodes dans le but de rendre plus concretsles exposés thé-
oriques

Enfin , la méthode proposée a été programnde en langage FORTRAN



I. Etude théorique du problene

I.I. Définitions

I.I.I. Définitions géndrales de la thdoric des graphcs
I.Is1.1. Graphes

- Graphe : soit un ensemble X et une application de¢ X dans X;
on appellc graphe G et on note G=(X,[') le couple constitud
par l'cnserble X ¢t l‘applicationr:

- Bous-graphe de G : G'=(X,T") gu Mxelx Yaex

Jelula2. Arcs

- Aréte : deux arcs dc¢ sens contraires entre deux socinetse
On les représente par un arc non orientc,

- Arcs adjacents : ont une extrluitc comcunce

- Arc adjacent & un sonizet 3 arc dont ce sounet est une des

extrénitdse.
- Boucle : arc dont les extréizitdés sont confoundues.

TeIluTlo3. Sonuets

- Deni-degré extdrieur (respe intérieur) d'un soumet s non-
bre d'arcs partant de (resp. arrivant 4) cc souiete

- Degré : somwe des deux dcui-degriése.

- Successeur d'un sonnmet : sommet extriuitd d'un arc issu de
ce sonricta

- Prédecesseur d'un somzet : souret origine d'un arc aboulkis-
sant & ce sommet.

- Voisin : prédecesseur ou SuCCESSEUr.

I.I.1.4. Suites d'arcs
- Chalne : suite d'arcs tels gue chacun d'eux est adjacent
au prdécedents Sa longueur est le noubre d'arcse
- Cycle : chalne fernde.
- Cycle éldmentaire s cycle ne passant pas deux fois par le
néme sonmnete
- Chemin ou circuit élémentaire : ne passe pas deux fois par

le néie sonnete



I.I.1e5. Graphes spéciaux
- Graphe conexe ; entre deux sommets quelconques il existe une chaine
~ Composente connexe : sous-graphe connexe; non relié au reste du gra-
phe,
- Corposante fortement connexe : entre deux sommets quelcongues il existe

il chemin,
- Arbre : graphe connexe, sans cycles.

~ Arborescence : arbre tel qu'en chague sommet n'aboutit gu'un arc au plus.

— Graphe bipartite : dont les cycles sont de longueur paire.
I.1.2., Isomorphisme entre deux graphes
I,1,2,1. Définition
Deux graphes GI :(XI’ T‘I) et G2 =(fl2, r2) sont isomorphes s'il
existe une correspondance biunivogue entre les cnsembles XI et X2 gqui
soit compatible avec les applicationsri et ré.
On déluit de cette définition que deux graphes isomorplhes ont
néne nombre de sommetsn.
En pratique en indexe les sommets des deux graphes & 1l'aile
du ménie ensemble d'indices. 4 la correspondance biunivogue entre les
sonmets est associde une permutation des indices des sommetss On déduit

de la correspondance entre les sommets une correspondence entre les arcse

Isonorphicme = GI€——-—-—--) G2

Correspondasice

Biunivonue }A’_'. "J‘I e Xg :})Au: UI —3 U

= ” . q
Numérotation

Permut.i: $1,2,.0e0) &¥———-3 {1,2, = .n}

I.1.2.2¢ Deuxitme définition
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Appelons ’gx_la correspondance biunivoque
entre les sonnets et }*lj la correspondance entre les arcs.
r‘jse définit & partir de My par la fornmule
Vup € Up :oup =(xp,yq) Sy T ()"xxx’/‘xyl)
un isomorphisme sera un couple de correspondancegyxuru )
I.2. Automorphismes de graphes
il peut exister plusieurs corrcspondances biuni-
voques entrc les sommets de deux graphes. Leur étude se

fait en utilisant les automorphisies de chacun des graphes.
I.2.1. Définitions

Tatelele DELinition T
Un autoumorphisme d'un graphe est un isomorphis-
re de ce graphe sur lui-mlnee
On constate que l'application biunivogue de la
définition d'un isomorphisre est ici une permutation des

sometse.

I.2,1.2. Définition 2 o
Soit un graphe G =(X,U)s Un automorphisme@de G

est défini par unec peruutationpe‘des sonncts de X telle

X 0 ¢
que £ yilrg = /. I
Yuel : u_(:}:}y) HUJEU “-(*xx/)’x)') (u_})u u.)__
On dira d'unc pernutation vx:qui vérifie la con-

dition ci-dessus, qu'elle rcspecte la structure du graphe.

I.2.2. Groupe d'automorphisnes
'enseuble des peruutations définics ci-dessus
foruc un sroupe H qui est un sous-groupc du groupe Sp des
pernutations d¢ n=]X| objets. Coume & chacune d'elles est

associé un autovorphisnc,

() L'enscuble des arcs U détermine cowplcétcuent
l'agplicztionrqdu graphe, tout comnme l'applicmtion]ﬁ déter-
mine 1'ensemble U; pour cette raison on peut écrire indif-

férernment lec graphe sous la foruc @('X,[") ou G = {X,U).



I.2.241s Proposition

L'ensemble des automorphismes d'un graphe G forme un 'qroupeH(G)
' i
isomorphe au sous-groupe I,

— 3 -4 !
Par exemple pour un graphe plein (entre 2 somuets quelcongues il existe
un arc dons chaque sens) et pour un graphe sans arcs ( chavue somuet est

ol

is01é) les groupes d'automorphismes i (G) sont isomorphes i SY1 car toutes

les permutations des sommets respectent les arcs.

Un rranlie G, son complémentaire (ils ont mémnes sommets et leurs
ensembles d'arcs sont complémentaires dans X*X et son inverse (obtenu en

inversant chague arc) ont méme groupe d!'automorphisued.

Une permutation qui respecte les arcs dans un e ces 3

les respecte dans les autres.

I.2.5. Igomorphisme et automosphisne$§
Trois propridtés vont nous perméttre de voir 1'intérét d'etuiier

les automorphismes.

1.2.5.1. Proposition
Si deux graphes sont isomorphes, leurs groupes dlautomor-

phismes sont isomorphes.

I.2.3+2. Proposition
Tout isomorphisme entre deux graphes, se coustruit en faisant
le produit d'un isomorphisme entre les deux graphes par un automorphisme
quelconque de 1l'un des deux graphes, le produit se faisant & droite ou a

gauche suivent que 1l'automorphisme est défini sur le graphe de dénart ou

(L

sur le graphe d'arrivée de l'isomorpliisme.
Conclusion

On peut construire, a partir d'un isomorphisme et du groupe
Q' autornorphismes de l'un des graphes Fous les isomorphismes C“Hl‘
exishenentre les 2 gra phes.

I1.2¢3434 Proposition
I1 existe une correspondance biunivoque entre leg graphes

isomorphes & un graphe donné G et 1l6o classes dans SH du sous—groune

I isomorphe au groupe Jes automorphismes I (G) du graphe G & condition que

tous ces graphes soient indicés par le méme ensemble.
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T.24544e Lixeuple

soit un graphe G = (X,U0)

%=41,2,3,4}
1&(1,2),(1,9),(1,43

2 3 4

On peut échanger les indices des sommets 2,3,4 sans modifier lec
gra;lics Le groupe O (G) est isomorphe su sous groupe i du groupe Jdes
permutations de 4 objets qui laisseut 1'objet I inveriant. # eot iso-
morphe au groupe 83 des permutations de 5 objets.

Les grahes isomorples & ce graphe se déduisent de ce dernier par

des permutotions qui ne laissent pas le sommet I invarinnt, Comme on ne
seut appliquer que les sommets 2,3,4 sur le somnet I, & toutes les per-
mutations qui appliquent un de ces somuets sur le sommet I correspond
un grophe igomorphe, Jdont le groupe dtautonor ld e est isomorpic au
sous-groupe des permututions de 4 objets qui laisgent le sormet appli-
qué cur le somset I invarient. I1 existe trois graphes isomorphes &

G, et 6 isomorphes pour chacun d'eux, Si on représente le. graphe par

1(2,3,4) en a s

a) Ses automorphismes qui appliquent G sur
1(6)=(1(2,3,4),1(4,2,5),1(3,4,2),1(2,4,3),1(3,2,4),1(4,5,2)}
b) Ses isomorviicmes qui appliquent le graphe sur 3
u(e)={2(1,3,4),2(4,1,5),2(3,4,1),2(1,4,53),2(5,4,1), 2(4,3,1)}
Awg4ﬂalﬂ:uzl)ﬂ1%05@41)ﬁ12@ﬁ@;a»
1(6)=(4(2,3,1),4(1,2,5),4(3,1,2),4(2,1,5),4(3,2,1),4(1,3,2)}
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I.3. DLguivalences
4 1'aide du groupe d'autowmorphismes d'un graphe G on peut
définir sur 1l'ensemble des sonmets des relations d'déquiva-

lencces

I.3.1. H - Bquivalence
Définition
Soit H le sous-groupe du groupe des pernutations
Sn isomorphe au groupe H (G) des automorphismes d'un graphe
G (X,I") de 11 somiietse
Deux somcets x ¢t y de X sont H-équivalent s'il existe une
periutation y de H telle que y =Y x.
xgy@#aﬂfﬂ : y =Vx,

Alors la clas:te d'un somwet X pour cetie relation d4'équi-
valence sera définic par : Hy = {y/yfx,'a YEH : y =‘9x} =H.Xs
I1 faut connaitre lec groupe H pour calculer la H - parti-

tion de X associde & cette équivalencee.
I53.2. S-équivalcnce

I.3.2.1. Définition
Deux sommets x et y de X sont S-équivalents si la

transposition Uyy appartient & He

xﬂs' y@‘vxy('H.

On définit ainsi une relation d'd¢quivalence 3 la S- classe Sx
T € Ad’un sommebx sera;
Sy = (y/y€X, y =Yy *xy € H ).
De la définition des automorpihismes, on deduit

I.3.2+.2« Proposition
‘t;y appartient & H simifie que x et y ont
- méues successeurs,
- #M8nes prédécesseurs,
- et sont ou ne sont pas, tous les deux, supports d'une

bouclce.

I.3.3. Comparaison des équivalences

Proposition
1la S-d&quivalence implique la H-égquivalence nais

non l'inverse.
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Autrenent dit la S-partition est plus fine que la H-parti-
tion.

Bn effet si x est S-équivalent & y, il existeﬂ=1:xy €
telle que y =?¥; d'ol x ot H-cquivalent & y. L'inverse
n'est pas vrai, 1uéue si les pernutations de H se décou-
posent en produits de transpositions, ces transpositions

n'étant pas nécessairenent des c¢lcuments de He
I.3.4. Sonuetginvariants par H

I¢3.4-I. Dt:‘finitlon
IH est 1l'enseuble des sonwets invariants par H.
Iy =(x/x €X, Y Y€H Yx = x)

I.344.2 Proposition
chaque sonmet de IH est une H-classe est une S~
classe.
Bn effet Ha x = Xx pour tout xEIH gt To=1

XX
pour chacun d'eux.

I.3.5. Exenple

Iy : {1}

S-classes 3

(-—115!6) et
(7:8,9)

Deux S classes non réduites & I somcet. { }
I. = I

Deux H-classes non rcéduites a I souicet 8

Le groupe H peut se représenter par @

H =S, ( sur 4,5,6) x S5 (T,8,9)%reur; = (2,5@,7) (5,9 C6,9)

Notation ¢ C a,b) est un cycle de peruutation.
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1.4 Conditions nécessoires d'isomorphisie
Une condition suffisante permetirait de dire si deux graphes
sont isomorphes. Si une conlition nécessaire n'est par vérifide, alors
les deux graphes ne sont pas igsomorples,
Corme on ne connaft pas actuellement de condition suffiscnte sim-
ple, toutes les méthodes de recherche de 1l'igomorphisme sont basées sur
les conditions nécessaires d'isomorphisme qui ont l'avantage d'8%tre fa-

ciles & ¢établir et & vérifier.
I.4,I. Degré Jdes sormets correspondants

I.4.1.1. Proposition
Loz sommets correspondents de deux graphes isomorpiaes out uéme
deri-degré interieur et exterieur, et sont support du méme nombre de

boucles.

I.4.1.2, Corolaire
Deux graphes isomorphes ont méme nombre de sommets de nlme demi-

’

degré, et méme nombre de sommets support du mfme nombre de bouclor.
I.4.2. Longucur des circuits

I.4.2.1. Propocition
Pour deux graghes isomorphes, si deux arcr sont adjacents dens
1'un des graplies, leurs correspondants le sont aussi dans 1'outre

grazhe (arrivant, partant ou se suivent en un sommet) .

I.442¢2e Proposition
L!'isomorphisme entre deux graphes induit une correspondonce biu—

nivéque entre les cycles et entre les circuits

1,.42.5. Corollaire I
sont

Si deux graphesVisomorphes, ils ont méme nombre de cycles ¢i we cire-
cuits de wéme longucur.
Te44244e Corotaire 2
Pour deux gra hes isomorphes, par deux sommets correspondants

il passe le m8me nombre de circuits et cycles de néme lo.yueur.

I.4.3+ Les relations d'équivalence

Si deux graples sont isomorplies, les relations d'équivalence entre les
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somnets doivent 8tre respectées, & condition que cellep—ci soient défi-
nies directement ou indirectement & 1l'aide des arcs.

Par exeiple : x Ny%d"(x):dc‘(y), donc

I.4e3.1. Proposition

Un isomorphisme respecte les équivalences entre les sommets

Ie44342. Corollajre
Si deux graphes sont isomorpvhes, il ont, pour toute relation d'é-

quivalence du type I.4h3e, meme nombre de classes de m8me cardinal,

I.4.4. Les propriétés des graphes
De la définition on ddéduit :
Proposition
Si deux graphes sont isomorphes, ils sont ensemble

symétriques ou non symetriquesg,
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2. Exemnple d'une nméthode de Recherche de l'isomorphie :
Mdthode d' UNGER

Nous allons commencer par donner un expesé de la méthode
dans lequel nous essaierons surtout d'expliquer le contenu de 1l'or-

ganigranne.

Ensuite suivront 3 exercices d'application.

2.1. Exposé de la méthode
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Soient 2 graphes A ¢t B ( ayant le méme nombre de som-
nets)e. On forwe une liste de correspondance dc 1l'ensenble

es som.cts de A avece l'enscnble de ceux de b. Les IDD de cha-
que soumet sont alors trouveés et scrvent & partitionner les

ensembles en ceux dont les IDD sont égnux. La liste de cor-

o

sponcance est appel.e PNPL.

Prenons l'excmple suivant

@ 2 - ® B
C
i 3 :
A D

Le PNPL initial est :
I,2,7,4,5 (il;L,C,D,E).

Apreés avoir opdré une pertition sur la base des IDD,

le PNPL devient :
1,3,5.(5,C,E) 2,4 (4,D).

Noter que les ensembles correspondants pour les iraphes
A et B doivent avoir le m8mc nouwbre d'c¢ldéments & chaque
étape si les graphes sont isomorphes. Lc PNPL proeccdent
indique, entre autres choses, quc les sommets 5 et B doi-
vent correspondree.

Une fonetion est &valudepour les deux graphes , 2 la
suite de quoi le PNPL est nis & jour ( =Bn affinant lcs
partitions). Le processus est rcpété pour une serie.
de flctions « A des intervalles rdégulicrs, un choix (hy-
pothdése) est famt sur un couplage pcossible, basd sur
le dernier PNPL obtenu , puis on fait un test de validité.
Dans notre exemple une hypothlse aurait pu 8tre faite:
le graphe A pourrait @€trce transformd en B au poyen dc
l'ensenble de transformation 3 I--»C,3--9E, 5--» 5, 2--3 A4,
4-->D. Aprcés avoir éffectul la transforiation de A et

comparé le graphe obtenu & B, on devrait voir que 1'hypothé-
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se faite n'était pas valide. On devrait alors procéder a d'autres

essals pour affiner le PNPL.

Des fonctions additisnnelles peuvent Cire calculdes avee

efficience. Citons:

a: le nombre dc somiets qui peuvent €tre atteints & partir
du sommet 1 par un chemin de kongueur n ( unc séquence de fonctie

ons est ainsi définic)e

b: le noubre de somuets 2 partir desquels i peut &tre
P

atteint par un chenin de lcngueur n,

e: wne fontion & waleurs binaires dgale & I sur les sonnets

inelus dans des eircuits de longusur n, et

d: plusieurs variations de chacune de celles-ci.
Une autre procédure importante pour géncrer des fonctions nodales

(des sommets) est appelde Extenting (ef plus loin).

Le processus d'affinement du PNPL par le calcul des fonet-

L; - . ™ .
ions nodales peut s'achever de 1l'une des trols manicres suivantes:

l;;hlchoix s'avere correct, auguel cas le programme se

ternineY 1l'exhibition dé la transformation donnant l'isomorphisme.

2: Un PNPL non valide est produit; cela <étant, on trouve
que pour un ensemble de n somizetsde A dguivalents en ce qui
concerne toutes les propriehés testées pour un point donné, 1l'en-
semble des sommets de B correspondantscontient Ny élémentg ou

n #n_. Ceci signifie que les graphes ne peuvent &tre isomorphes.
A B . £ :

3:; Ni 1l'une ni 1l'autre des 2 situations pricédentes n'a
lieu et on détermine (d'une manidre qui sera discutdée plus tard)

que cette ligne d'attaque doit &tre abandonnie.

Dans le dernier cas, un programme est alors éxdcutéd qui
consiste & faire dcs hypothdses en vue d'affiner le PNPL, o<n chan-
geant ces hypothises quand certaines ddductions des PNPL obtenus

astavérent non valides, ¢t en faisant encore des hypothise ccca-

sionnelles sur la base du dernier PNPL. Ce programme conduit
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&ventuellement & une solutione.
Exemples
soient 2 graphes A et B:

i : 1(3,4,5)2(1,4,6)3(2,6)4(2,3)5(4,)6(1,3,5)

b : I1(2,4,6)2(4,5,6)5(1,2,5)4(1,3)5(3,4)6(5)
(les arcs dec A sont : (I,3),(I;4),(1,5),(2,1),(2,4)
ctCe )

Sur 1la Wase de la fonction 0DD, nous obtenons
le PNPL I,2,6 (I,2,3)3,4(4,5)5(6)« La fonction IDD n'andli-

ere pas la partition .

Les couples d'ensenbtles de sommets tels que (L2,
6) et(I,Z,}) ci-dessus peuvent &trc considords comme des
sct pairs (couples d'ensembtle) du PNPL. Un tel set pair
consiste en un ensemble de sommets du graphe A, sur lesque’s
. toutes les fonctions nodales dvaludes Jusqu'ici ont
les mémes valeurs , et 1l'ensemtlé correspondant de sonnets
au graphe Be. Les autres set pairs ci-dessus sont (3,4),

(4! 5) et (516)1

Supposons maintenant qu'on affectc un nonbre uni-
que (appelé set nuwber(nombre d'ensenmble)) & chaque sct pair
du PNPL ci-dcssuse Les sct numbers peuvent &tre affectds

séquenciellenent aux set pairs.

Dans 1l'exemple présent,I,2, et 3 sont affectdis
respectivement aux trois set pairs. Affectons naintcecnant

An node number (nombre nodal) égal au sct number. du set

pair auquel il appartiente Ainsi , dans notre exemplc , on
affcete aux sommets L. & 6 de A les nombres I,1,2,2:3, et
I respectivenente

. ene .
Pour evaluer pour le L gormunet la fonction nod-

ale "EXTEND" sur les graphes originaux on additionne les

node numbers correspondant aux successeurs du sonnet ia

Ainsi dans notre exemple, les successeurs Gu

sommet I. 8¢ 4 sont 3,4 et 5 ayant les node numbers 242,
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et 3 respectivement. D'ou : la fonction Extend affecte la valeurT

au somizet I de Aa

Cette fonection est suffisante pour partitionner le PNPL

en des ensembles dont les membres sont rcduits & un seul dlément.

1(2)2(343(4)4(5)5(6)6(I)e Si ceci n'est pas le cas , le
nouveau PNPL peut €tre utilisé & évaluer une autre fonetion,

ce qui a peur effet d'affiner la partition.

Cc prosessus peut 8tre répété jusqu'ad ce qutun couplage
soit trouve et vérifie, ume contradiction obtenue, ou amcun

chancement n'afiecte le PNPLa

Au lieu d'utiliser les graphes originaux (listes. de suc-
cesscurs) pour la fonetion extend nous pouwwons wtildic-r l:zo listes

enc i :
des descendants ou ancétres de la n - génerationa

Dans 1'exemple ci-dessus , la fonetion extend affecte
le nombre 2 aux somnets3 et 5 du graphe A(et 4 et 6 de B) en
sommant &iffdérents ensembles de nodes nunbers (I+I pour le somm=
¢t 3 et juste 2 pour le sommet 5)e« Bien que rien nec soit perdu
aans oo €s , car 3 et 5 étaient initialenment dans des ensScmblcs
(set pairs) de PNPL différents, en géndéral cet effet redutt

légérenent la disemimination de la fonection extend.
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Organigramue

START ¥ INIT

LIRE les 2 graphes (A et B)
GRAPHES complements s'il y a lieu
COMPTER le nombre de sommets
INITIALISER PNPL

TROQUVER LES GRAFPHES INVERSES
TROUVER ODD, IDD

ELIIINER LES BOUCLES

TESTER L'ISOMORPHIE

—> ISOMOLRYHIE

p— v

MORE-FPROF

TROUVER SHELL, CYCLES, BXT-D
TESTER L'ISOMORPHIE
TOUS LES SOMMETS SONT-ILS APPARUS DANS La

TROUVER BOUCLE, ANC, DESC, SHELL-D
SHELL-A, CIRC, EXT-D, PAS DE
EXT -4 COUPLAGE
TESTFR L'ISOLORPHIE e
N < I+i/8 et M-SHELL NON VIDE ? > IOMOREHLE
oUI NON
[ v
TIOINS DE 50 COUPLAGES POSSIBLES?
OUI NON
= T UND-PROP
ROUVER LES GR4LPHES NON ORIENTES
h 2 :' n 3 n :J 7-‘_-[“2' m )
CHOISIR UN "CORE" DE SOMIETS A —

——> PiAS DE

"BALL"? COUPLAGE
NON OUI
4 Y ENUL
CHOISIR UN SOMUET DE A ET PROFPOSER UN
SOMMET DE B CORRESPONDANT
~3 EXPLORER L7S CONSEQUENCES
EXT-A ¢——
EXT-D _J
TESTER L'ISOMORPHIE
CONTRADICTION PAS DE CONCLUSION PaS DE
e~ CHANGER LE SOMMET DE CHOISIR UN SOMMET | [~> COUPLAGE
B PROPOSE DE 4
PLUS DE PROPOSITIONS PROPOSER UN
}— CHANGER LE SOMMET PROXOSE SOMMET DE E
POUR LE SOIMET DE A PRECEDENT —3 ISOMORPHIE
PAS DE SOMMET DE 4 PRECEDENT




o e

Notations:

IDD: Inward demi-derrce ( demi-degrdé intdrieur)

ODD: outivard " ( Ly extdérieur)

PRPL: possible node pairing list (liste des couplages po-

gsibles de somnet).
Ornigramnme

ANC : ancester (ancé@tre)
DESC: deseendant
SHELL: n-shell(n-doaille ): le n-shell d'un sommet i est
constitué par l'ensemble des sommets qui peuvned Etre attew-
ints & partir de i car un chemin de longueur n, ¢t qui ne
peuvent &tre atteints 2 partir de i par aucun chemin plus

ocourte.

SHELL-D : n shell - deseendants (n-deaille des descendants).

SHELL-A : " _ ancestors ( " ancétres)
CIRC : .n-cirduits de longueur n)
CORE : (noyau)

BALL : n-ball (n-ball): ensemble des soumets appartenant
A 1'union de tous les K-shells pour le n.
La n-ball d'un sommet i est l'ensemble des sonumets

q ui peuvent &tre atteints & partir de i par un

ehenin queleongue de longueur n.
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Pl EXERCICES : Recherche d'un isowmorphisue entrc 2 graphes

2e2ele. Exercice I

Q/ s
-
. W -~
&)

2.2.2. Exercice 2

2.2.3. Exercice 3

o~

9]
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Résolution par la néthode d'UNGTR
92.2.1 . Fxeercice I

Gy: I(2,6)2(1,4)3(1,4)4(2,5)5 (2,6)6(3,6)
Gyt 1(2,6)2(1,5)3(1,5)4(2,6)5(4,5)6(1,3)
PNPL: I,2,3,4,5,6(1,2,3,4,5,6)
R(Gr): I (2,3)2(1,4,5)5(6)4(2,3)5(4)6(1,5,6)
R(Gp): I (2,3,6)2(1,4)3(6)4(5 5(2,3,5)6(I,4)
ODD~-3PNPL: Inchingzé
IDD--»PNPL: 2,6(I1,5)I,4(2,6)3,5(3,4)
RBlimination des bouclesi---3 6(5)
PNPL: 6(5)2(I) 1,4(2,6)3,5(3,4)
Test: pas de couplace.
lore-prop
7 = T
NN Gr: I(3)2(2)3(4)4(395(4)6(1)
Gyt 1(2)2(3)3(4)4(4)5(1)6(3)
EXT-D  Gp: I(3)2(6)3(6)4(6)5(3)6(4)
Gy 1(6)2(3)3(3)4(6)5(4)6(6)
PNPL: 6(5)2(I)I(2)4(6)3(4)5(3)
Résultat: iscmorphisme
Grs I 2:3 4 5 6
6 55

G2: 20 T 4

2»2&?—0 B..ercice 2

G et R (G

1(2,4,7)2(1,3,8)3(2,4,5)4(1,3,5)5(3,4,6)6(5,7,8)7(1,6,8)8(2,6,7)
G, et R(G,):
1{2,4,7)2(1,3,8)3(2,4,6)4(1,3,5)5(4,6,8)6(3,5,7)7(1,6,8)8(2,5,7)
PNPLT, 2y B Ay Sy 6 oli BT 2,558 :5,6,756)

ODD et IDD----> PNPL iachangde

1)

Test : pas de couplage.
MORT PROP

n=1

Ixt---<> PNPL inchangé.

B = 2
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A(GL) et D (Gp): I (5)2(5)3(6)4(6)5(7)6(7)7(6)8(6)
A(G,) et D (Gy): I(5) 2(5)3(5)4(5)5(5)6(5)7(5)8(5)
PNPL: I,2(1,2,3,4,5,6,748)3,4,7,8()5,6 ()

Pas de couplage possible.

Résultat: non -isomorphie.

2.9.3. Exercice 3

GI et R(GI),
1(2,13,14)2(1,3,5)3(2,4,10)4(3,5,14)5(2,4,6)6(5,7,11)7(6,8,13)
8(7,9,14)9(8,10,12)10(3,9,11)11(6,10,12)12(9,11,13)I3(1,7,I2)
14(1,4,8).

G, et R(Gp):
1(2, 13,14)2(1,3,5)3(2,4,11)4(3,5,14)5(2,4,6) 6(5,7,10)7(6,8,13)8(7,9,14)
9(8,10,12)10(6,9,11)11(%,10,12)12(9,11,13)13(1,7,12)14(1,4,8)
PNPL & I1,2,3,44596,7+859,10,11,12,13,14(1,2,34445,6,7+8,9,10,1I1,12,I3,

14).

ODD ----3 PNPL inchangé
IDD -==-» " =
Test: pas de couplage.
MORE~-PROP

=1

BXT ----> PNPL inchangé
n=2

4(Gy) et D(Gy) =
1(7)2(6)3(6)4(6)5(6)6(7)7(7)8(7)9(6)10(6)11(6)12(56)13(7)14(7)
A(G2) et D(G,) 3
1(7)2(6)3(6)4(6)5(6)6(7)7(7)8(7)9(6)10(6)11(6)12(6)13(7)14(7)
PNPL ¢ I,6,7,8,13,14,1,6,7,8,13,14)2,3,4,5,9,10,11,12(2,3,4,5,9,10,1T
12)

S-A(Gy) et S-D(Gy) :
1(6)2(5)3(5)4(5)5(5)6(6)7(6)8(6)9(6)10(6)11(6)12(5)13(6)14(6)
S-A(Gy, et S-B(Gp) 3

TLBYETEY s bi e gl il R s e arade s anmicw v THE6)
PNPL inchangé

Circuit ----3» PNPL inchangé
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EXT
N N
G, s I(1)2(2)3(2)4a(2)5(2)6(1)7(1)8(1)9(2)10(2)11(2)12(2)13(1)14(1)
G, * 1(1)2(2)3(2)4(2)5(2)6(1)7(1)8(1)9(2)10(2)11(2)12(2)13(1)14(1)
EXT—A(GI) et EXT—D(GI) :
1(4)2(5)3(6)4(5)5(5)6(5)7(3)8(4)9(5)10(6)I1(5)12(5)13(4)14(4)
EXT-A(G,) et EXT—D(Gz) :
1(4)2(5)3(6)4(5)5(5)6(5)7(3)8(4)9(5)10(5)11(6)12(5)13(4)14(4)
PNPL : I,8,13,14(1,8,13,14)2,4,5,659,11,12(2,45556,9,10,12)3,10(3,I1)7(7)
n=3
A(GI) et D(Gi) :
1(12)2(10)3(9)4(9)5(9)6(9)7(11)8(10)9(9)10(8)11(9)12(10)13(12)14(1I)
A(Gé) et D(Gé) :
1(11)2(9)3(9)4(10)5(9)6(9)7(11)8(12)9(10)10(9)11(8)12(9)13(10)14(12)
PNPL : I,I13(8,14)8(I3)14(1)2,12(4,9)445+6,9,11(2,5,6,10,12)3(3)10(11)7(7)
N N

Gy I(1)2(4)30634(5)5(5)6(5)7(8)8(2)9(5)16(7)11(5)12()I3(1)14(3) ..

G, 1(3)2(5)3(6)4(4)5(5)6(5)7(8)8(1)9(4)10(5)11(7)12(5)13(2)14(1)
EXT-&(GI) et EXT-D(GI) :
1(8)2(12)3(16)4(14)5(14)6(18)7(8)8(16)9(13)10(16)I11(16)I2(IT)I3(I13)14(8)
EXT—A(G2) et RXT—D(Gz) :
1(8)2(14)3(16)4(12)5(14)6(18)7(8)8(13)9(11)I0(I6)II(16)I2(13)I3(16)14(8)
PNPL : I(I4)I3(8)8(13)14(1)2(4)12(9)4,5(2,5)6(6)9(12)11(10)3(3)10(11)7(7)
S—A(GI) et S-D(GI) :

(82 (5)esed ()5 )ecncen

SuA(Gz) et s-n(cé) :

PNPL inchangé

ENUM HYPofhES&:

On choisit s 4(2)5(5)

PNPL : I(14)2(4)3(3)4(2)5(5)6(6)7(7)8(13)9(12)10(11)II(10)12(9)13(8)14(I)
N N

G. 2 I(1)2(2)3(3)4(4)5(5)6(6)7(7)8(8)9(9)10(10)I1(11)12(12)I3(13)14(14)

I

G, + 1(14)2(4)3(3)4(2)5(5)6(6)7(7)8(13)9(12)I0(I1)I1(10)12(9)15(8)14(1)

EXT—A(GI) et EXT-D(GI) :
I(29)semaas 3(22)5(12)s sncssssosssnvsaoasssssssssiosssansasesasses 14(13)
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RXT-ﬁ(Gz) et EXT—D(GQ) :
T (I3)2(02) s s ssennacsb (12) s caveansessmnasassesyosesisossaveasesall(29)

Résultat s couplage --== isomorphisme

GI : I 2 3 4 5 6 7T 8 9 I0 II I2 I3 I4
G2 : 144 3 2 5 6 7 131211 10 9 8 I

Renarque : .
Si notre choix avait été :4(5)5(2),0on aurait cus

PNPL & I1(14)2(4)3(3)4(5)5(2)6(6)7(7)8(13)9(12)I10(I1)II(10)I2(9)13(8)I14(I)

1(1)2(2)3(3)4(4)5(5)6(6)7(7)8(8)9(9)10(10)11(11)12(12)13(13)I4(14)
: 1(14)2(5)3(3)4(2)5(4)6(6)7(7)8(13)9(12)I10(I1)11(10)12(9)13(8)I4(8)
EXT-h(GI) et EXT-D(GI) :

TL29) vni sinin o s dieiennsles s (22) D T2 Giseis cianiainsle

PXT-A(G,) et EXT-D(G,) 3

T€29)2(13) cecconinscnassesonssad(LT5)sanesweses

Contradiction : les valeurs de la fonction Bxtend sur les sounets 4'de
G; et 5de G
pas égales.

On modifie notre choix t 4(2)5(5), et on retrouve ainsi le couplage pré-

G @

d'une part.B’ﬂeGI et 2 de G, d'autre part ne sont

2 2

cédent.

Notations @
-~ PHPL : cf. MNote. 2.1.

- R(G) : Reverse graph (graphe inversc de G)

~ NI N : Node numbers (nombres nodaux)

—~ EXT-D : Ext-descendonts (application de la fonction Ixtend
aux descendants)

-~ EXT-A : Ext-ancestors (application de Extend aux anc@tres)

- A(G) s Ancd8tres de G

- D(G) : Descendants dc G

~ 8=A(G) : Shell-Ancestors (Ecaille des anc8tres de ()

- S-D(G) s Shell-Descendants (Ecaille des descendants de G)

LT
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3, Méthode de rcecherche de l'isomorphie entre 2 graphes
Pour des raisons de simplieitdé, nous exposons ces reaultats
dans un premier temps pour des graphes connexes, non orientés
et bipartites. Ces rdésultats seront ensuite généralisés dans

un deuxiéme tempse.

Dans la recherche d'un isomorphisme entre 2 graphes,
nous chercherons d'abord 1les automorphismes de ces graphes;
nous verrons que le probléme de la recherche des isonmorphismes
est.alars souvent re'sclu.

3.,I. Isomorphisme entre 2 graphes connexes, non orientés, bipartitese.
Soient 2 graphes G(X,T ), G'(x', ™) connexefynon orien-
tés et bipartites. Supposons qu'il existe un sommet S€X, un
sommet S'€ X' tels que S corresponde 4 S' dans tout isomor-
phisme, s'il existe, entre G et ¢!, Autr.ment dit, nous sup-
posens connue, dans un premier temps, une correspondance
entre un soncmet de G et un sommet de G's Ayant distingué un

sommet S dans G, nous ¢tudions 3

3.I1.I. Automorphismes de G laissant un sommet S invariant
Le sous-groupe de H ainsi défini sera noté Hget 1'équi-

valence correspondante Hg- éguivalence.

3,I.I.I. Structure en couches
Associons & G(X,T" ) sa représentation en couches
(CO g e ouCi..-) telle que
BEC, ,x€C; <&y a(S,x)=1

nous avons les propriétds suivantes :

3.I.I.2. Propriété I
Soient x,x' € X, si x correspond 2 x' par un automor-

phisme de H , alors x et x' appartiennent 34 une néme couche.

Zel ol a3, Propriété 2
Orientons la structure en couches de Cgvers CI,
Coe.. et appelons cette fois [qﬁla relation de succession
du graphe orienté obtenu.
r:( est alors 1l'ensemble des successeurs de x dans la

couche de rang supérieurs.
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Plus précisement, il ddécoule de la définition que;
A P A =1 A =TI
¥* #* ¥
%x(---}x'}@ i I"x ¥ S [;‘ et l; < >{;T \}

h € Hq

Ge.2.d. 2 ¢éléments se correspondent pas un automorphisme de By
s'il existe une correspondance biunivogue entre 1l'ensemble de

leurs descendants et ce leurs ancétres.
3.1.2. Algorithme d'affinement de partitions initiales

Etant donné une partition initiale, nous proposons une
néthode rapide permettant d'affiner cette partition par étude

des couches voisines successives.
5¢1.2.1. Partition initiale des sounets d'une couche.

En considdérank la relation précéiente, associons aux
somi:ets d'une couche le doublet {demi-degré interieur, demi-
degré exterieur). Nous définissons ainsi une partition des

sonnets de la jQEe couche en classes notées (C%,Cg,no.)a

Si cette partition se réduitd une seule classe pour tou-
tes les couches considérdes, l'algorithme est terniné et les
Hs—classes maximales trouvées (ef. § suivant), la partition
en couches étant identique & la partition en H_- classesmaxi-

males.
3.1.2.2. Affinement de la partition associée & une couche

hssocions & chaque soumet d'une couche 2 mondmes , le
mondme prédécesseur (successeur) sera constitué par la conca-
ténation des préddcesscurs (successeurs), chaque &lément Stant
représenté par la classe & laquelle il appartient (dernieres

partitions des couches voisines.
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Par exemple

I
&

A x sont associés les 2 monlmes : {( 01010203) J”I’(CIGI)J+I}
On définit ainsi une nouvelle partition des ¢léments

de cette couche inférieur ou égale & la précédente par la re-

lation d'équivalence : 2 éléments seront dans une @éme classe

si les couples de mopdmes associds sont les mémes.

Remarque:s aux éléments de la premiére couche, il suffi-

ra d'associep le mondme succeSScura

3«l.2.3. Cas particuliers

Si aucun affinement défini précédeument n'est possible,
1'algorithme est terminé. Les classes ainsi trouvées 4 1'intée-
rieur d'une couche constituent des HS" classes maximales

3ele2+.4e Remarques

~

: _— .eme

- L'affinement de la partition de la j couche peut
amener le changement des mondmes successeurs de la couche j-I,
et des mondues prédécesseurs de la couche j+I, soit 1l'affine-

ment des partitions associées auxcouches j-I et j+I.

- les indices indiquant le numéro de couche Ckseront
supprimés puisqu'aucune confusion ne sera possible.

- il est facile de reconnaiftre, dans un premier tenps,
les &léments d'une couche appartenent & une méme S - classes
Ces ¢léments ont méme prédecesseur unique et méme successeur,

s'il existee.
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Exenple

A. A
o B
o c

Les mon®mes associds seront les mémes pour ces sommets

4 chaque étape.
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3.2 Fxenples
3.2l Exenple I
Couche I Couche 2 Couche 3 Couche 4 Couche 5
Partition| A B C®%,DF GHIJKLMNOP QRTUYZ ,SVWX ol A b4
initi.le Cr Cr » Co Cr CI » Co Ct
oo | AtCiCs C: 01,C70101] G: Gr.Cy
s - D: C1,C1C1 H: C1,Cg
G- E: C1,C1CrCy| I: Cy,Co
F: C1,C1C1 J: Co,C1
L: CIQCQ
M: C1,Co
W: C1,Co
0: Cp,Ct
P: C2]CI
N uvellc GH, IT¥N, JKOJ
partition GEate 0 B3
MonB®nes . Q: C1,Cq
P, C-CI’CICICE R: CI,CI
associés .
D:CI,CICI e 05,LI
E:Cy,CoC,0 Oe G541
de LT v 2 2 Y: CE!CI
F:CI,CSCS Zs 05’01
St Cp_,¢
Ve Cz.¢g
W: 02g¢
Wouvelles € B DR QR,TUYZ,3VTX

partitiong

Cr, C2,C3

C1, 02 3 03




r‘-—-:-:—:—:,—-_-'-—:—-‘:-:—: —=—=—=-:-=—-=—|,=—=—-=—-=—:—=—-=- e TP L L
couche I couche 2 couche 3 1couche 4 couche 5
*T
MonBme s A: Clg3 G: C1,C &: CrCr,#
associcés B: Co 3 H: C1,Cp I8: GgCg,gﬁ
—x iz 01,05 i ¥: 0202,95
J: 03,02
Ks 05,02
L: 02,C3
M: 02,03
N: Cp,C3
0: 03,02
P 03,02
Nouvelles A ,B GH,I,JKOP,LMN ] K €%
partitions; C1,Co 01,02,03 »Ca C;,CQ
lMonbne s C: CysC1C1Co Q: C1,Cx T
associés Bz Cp,04C;0y R: C1,C7
Diz 01,0583 J I 03,02
F: 02,0303 Us C},C'-z
Y: C3,Cp
Z: C3,Co
S: g2,¢
Vi Cy,
Ws Cg,ﬁ
Xz Cd,lf;
Nouvelles QR ,TUYZ, S, VWX
partitions C.,E ;D ,F 0T s Cg »C3,C4
Cr4Cz,Cz2,C4, .
Mondmes stabilisation G: C1,CI ot CiCi,ﬁS
associés H: C1,C1 B: C202'§§
I: C1,C3 ¥: CoCoy gy
J: C3,C2 4
K: C3,02
0: C4,C2
P: C4,C2
L: C2,C4
M: C2,Cy4
N: C2,Cy
Nouvelles GH,I,JK,O0P,LMN o, By
partitions CI’CE'CB'Q4'CS C:'Ca
Mon0®ne s Q: CI’CI
associés R: CIfCI
T 03,02
U: C ,02
iz 05,02
Z: 04 C
4’
S: Cz’¢?
V: C ,gﬁ
Wi Csié
5!
X: 05,55




— LT

couche I couche.2 couche couche 4 |couche 5

[Nouvelles QR,TU,YZ,S, VWX

partitionq CI ,C2 ,.G3 ,C‘; ,05

MonOmes = :

> : :C.

e Za stabilisation K-CI ,Qﬁ
8:0; g
¥: 5 ﬂ

stabilisation |%,8,§
résultat | A,B c,E,D,F |GH,I,JK,OP,LMN QR,TU,YZ,S,VWX|,@, §
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Fxemple 2
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Couche I L Couche 2 Bouche 3 Couche 4
Partition L BCD EHIJLM,FGK NPg, O R
initiale CI CI ’ C2 CI ’ 02 CI
Monomes n=cICZC2
associes B: 010102
C: CICZC2
D: CICIC2
Nouvelle AC, BD
partition| VI O
Monomes E: CI, Ci
associés H 02, 02
I: Cyy Co
J: CI, CI
l'l'i: C2, CI
Fi CI 02
Gs CI CI’ Co
K: CI Cejcl




Couche 1 { Couche 2 Couche 3 Couche 4
Nouvelle EJ, HI, LM, FK, G
pn.rti'tion 01,02,03 N 04,05
7|1 alsl I :
Monones [ 010405 NiC.C., C
associés B 3 020204 P-CICd CI
- I 4, I
C : 010405 Q=c303, CI
D¢ C,C,C .
Ao 0:0202C5,CI
Nouvelles Ay B NE ST 0
partitiong CI,C2,C3 01,02,03
Monomes ;
E: C
associés I’CI
: 02,05
I: 02,03
3 CI,CI
L: C5,02
M: 03,02
F: CIC2‘CI
K: CICB'CI
e e —t
Nouvelle
partition LJ, HI., LM, FK, G,K
CI’ 02' 03' 04, 05,06
Monomes Az 010405 N: C.C.,C
; . B: CACAC T340
3,880C1Les H obo 4 Ps CIC6,CI
G G Gl
LE5116 Qs 0303,CI
Diz C50:0¢ 0: C.C.Cy,C
s T2e 2Ry T
Nou:?i}es A,.B ,C ,D N ,P ,Q , O
partiticng d s 050226
T A =g B 01,02,03,04




Bouche I

T et A T -

=g -

T P B .

Couche 2

Couche 3

couche 4

Mon®ues

agssocids

E : C.C

H:C,,C

2’74
I : 02|04

J 2 03,02

=

04,03
c ,C
4’73
F 0102,01

G s 0103 ,04

0504 ,02

Résultats

A,B,C,D

E,J,IH,LM,F,G,H

N,P,Q,0
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3elde Lpplication s

Isomorphisme entre dcux graphes

Supposons gque les partitions finnles sc réduiscnt a des
classcs d'um scul élémont ou constituent des Hg~classcs (facile—
ment reconmmissables), nous pouvons alors cm déduirc un iso—
morphisme entre les deux graphese

lous allons d'abord étudier lc problémc dans le cas simple
d¢ deoux graphos conncxes G et G', non oricntés, bipartitcs.

La généralisation aux graphes quclcongues s'én déduira
facilemonte

Ensuite deux des cxercices traités au chapitre 2 par la
méthode d' UNGER seront traités par la méthode proposée qui

ermettra d'aboutir dans les deux cas & un isomorphismce
P



3.3.1

303 02-

Choix de S et S!

La recherche d'un isomorphisne entre G et G'
se fera en appliquant l'algorithme précédent aux 2 graphes
ce qui suppose un choix préalable de S et S'. Une solution
unique existera dans certaines applications (graphe d'auto-
rate comportant un état initial, graphe ayant un centreeesy)e
Dans le cas général, il convient de recherchér un couple
de sommets S et 3' tel que :
~ : /!
- S et S' ont méme degré  memes JG-WH——J&{)"Q-‘
- Les structures en oouches associées ont 3
. néne nombre de couches
. m&me nombre d'Elénents dans une couche
. m&me partition initiale des sommets d'une couche, en
tenant compte de la valeur du doublet (demi-degré intéri-
eury demi-degré extdérieur) associé & chaque classe; l'en-
semble de ces doublets pour une couche donnee doit Etre

le méme pour les 2 graphes.

La recherche de la structure en couches associée & un
. . Y ;
sormet S étant rapide (programmee 2, \ahnxxa,), ces essals

seront rapides.

Isomorphismes entre les 2 graphes

L'algorithme prédaédent scra appliqué aux 2 graphes, les
classes des partitions initiales relatives & une néue couche
étant numdérotdes de la méue fagon (suivant la valeur du dou-
blet).

En appliquant cet algorithme, on respectera la régle
suivantes: soit une partition P s'affinant en une partition
P'<P.

En numérotant lecs classes de P' on respectera :

- 1'ordre des classes de P : seront d'abord considérés les
sommets de la premiére classe de P etc...

- au cours de 1'éclatement d'une telle classe, on respectera
dans la numérotation, un ordre lexicographique des variables
fizurant dans 1'ensemble (mondme prédecesseur, mondue succes-

seur)e
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Exemple :
reconsidérons 1'exemple 2 ( 3.2.2. )
Nous avions dans la deuxieme couche 3
EHIJLM,FGK
Cr +Co
Puis les monOmes associés 3 BE: Ci'cl
H: Cp,Co
I: CoyCop
C1,Cr
Lt CoCyp
M: CoyCq
F: C160,C1
: C1C1,Co
K: C1Cp,C1
La remarque précédente nous donne les nouvelles classes
dans l'ordre unique suivant :
BJ,LM,HI,G,FK,
G 50 50 5C 4C

En respectant cette nwnérotation, G et G' sont isomorphes
si, pour toute couche considérée, l'ensemble des couples de.
mondmes associds aux classes de la partition relative & cette
couche est le méme pour G et G'.

La correspondance biunivoque entrc les H5 - classes maxi-
males d'une couche sera donnée ent associant les classes ayant
néme couple de mondmes associésg

Par la remarque I.2.3.2. on peut en déduire l'ensemble

des isomorphismes entre G et G' faisant correspondre S et S'.
3.%.3. Généralisation aux graphes- quelconques

3.3.3.1. Graphes non bipartites
' Une structure en couches, pour un sommet S donné , compor=-

tera des ar8tes dont les extrdmités sont dans une méme couche

Exemple :
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L'algcorithme précédent rcstera le néme aveo les deux
renarques suivantes 3

Rewarque I
La partition initiale se fera selon le triplet

(nombre de liaisoms svec les dlduents de la couche précédente,
nombre de liaisons avec les élcuents de la wméuwe couche,nombre
de liaisons avec les élénents de la couche de rang supérieurf
5 Renarque 2
A chaque somi.et sont maintenant associes 3 mondres @
pmondme prddécesseur, wondie traduisant les liaisons avce la
nérme couche, mrondi:eé successeur; 1'ordre lexicographique ctant:

@ iCp s Cp oee

3.3.5,2, Application 1'exenple précdédent

Couche 1 Couche 2 Couche 3 ]
Partition initiale g Gz D 2 G g : g é
1 P 1 2 3 1
MonClmes associds A s 4 C
2Tk e
B s - 02
C Cl, Cl
D s ’ C3
—— e i N S s o ey s« . b et e ey
Nouvelle partition By D 4 AC
C G
1, 2, 3




5 Couche 1 Couche 2 Couche 3
Monomes associés B 3 03, gl Cz’gl
G+ C3, YO0y
Plige Cl, Cl C2,
: CQ, ; C.l PR R et
Solution B,D, 4C EG,F,H I

3.3 «$e3. Graphes orientés

Nous disposons d'informations supplementairess; ceci se
traduira dans 1'algorithme précédent par un dédoublemeht des
mondmes associds, suivaut le sens des arétes.

En pratique cela correspondra a un encoumbrerent rais 1l'al-

gorithme sera plus rapide.
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ORGANTGRAMME

,._____\L___M
Entrée des deux

graphes A et B

™

DDI et DDE pour
AetB

[chnix de SA'

3

rbhuix de SB]

oy
Construction des structures en couches pour

SA et SB choisis : Appel S/p PART!1 pour A et B

ombre de couches de A

nen ou

Nombre de couches de B

Jombre d'éldments dans chaque couche de A

Nombre d'éleéements dans la couche corres
pondante de B

2 choix d'un nouvead non

SB est possible

oul

| NON~ISOMORPHIE |

C)



o

Premiers mon®mes assaciés

( DDI, DDMC, DDE):
Appel S/p ORDR! pour A et B

x Test

Partitions initiales
Appel S/p CLASS pour A et B

Le nombre d'éléments de chaqu®
couche de A = au nombre d'é&léments
hon de la couche correspondante de

oul

oul Partition la plus fine

hour chaque couche de A et B

N ;
Affinement par les
couches vaisines : n iter.

Appel S/p AFFIN puis CLASS

non

Affinement par les couches

voisines : 2 iter.
Appel S/p AFFIN puis CLASS

Partition la plus fine.
Eventuellement : ISOMORPHISME

mémes monBmes associés)

(les sommets correspondants aont

Note ¢ DDMC s Demi-degré pour les éléments de la meme couche -
n : nombre, de couches pour chaque graphe.
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Application de 1'algorithme

(:) Congtruction de la structure en couches
ae Choix des sommets SA et SB
Les demi-degrés ¢tant tous égaux (=3)ct il n'y a pas de boucle,
donc le choixde SA et SB est indifférent.
On prend SA =I , SB =1
b Construction des couches correspondantes !
La premidre couche de A est constitude par les sormets de A qui
ont SA pour extrémité
la deuxilme couciic ¢ compose des ommets de 4 , autres que SA
dont une des extremités est un élément de la premi®re couche.
On vérifie & chague pas que les éléments d'une couche ne figurent
pas dans les couclies précédentes.
Le méne processus est répété pour la troixdéme couche; on obtient:
o
tai e des couches: nca (I) =3
nca (2) 6
nca (3) =4

]

Le m8me travail est fait pour le graphe B : construction de la

gtructure en couches avec pour sommet origine: SB =1

On a : nombre de couches: ncb =4

neb % nca =3% on prend un nouveau gommet origine : SB =2 , on
a de méme:

neb =4 , pour S3=3,4,5

pour SB =6 , ncb =nca = 3

A ce stade nous avons obtenu les partitions en coucies pour les
2 graphese Yous pouvons, sur la base de ces partitions, entamer le pro-

cessus d'affinement qui nous ménera éventuellement vers une isomorphie.

graphe A
ca
II 2 I3 21 22 23 24 25 26 31 32 33 34
Il2 |I3(14y3 15 |7 |12|4 |8 |I0|6 |9 |II




®
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it k= 1,3 =3
sl , (o k, ke kc_I,ncql ou ncgé—ﬁ )

v ncaj—4
Graphe B

<b

II 12 I3 21 22 235 24 25 26 31 32 33 Al
2 | 13|14 |3 |5 |7 |12({4 |8 |11|6 |9 |10

EL g2 I3 2L 22 23 24 25 3T 32 .35 34 43

5 i 0} 2 4 8 1319 IT | 1 3 I4 | 12

Prenons comme exeiple le graphe A , nous construisons un tableau

.
de partition qui domnera les partitions initiales.
Couche I graphe A

sommet 2 : 6 com.osantes : 332jles 2 premitres indiquent les
liaisons avec SA comne il existe un arc non orienté allant de SA (=I)
42, ce qui equ1v1!t a4 2 arcs de semscontraifes , les 2 premidres
corposantes seront ( )= (DDI = I, DDE = I) les 2 comosantes sui-
ventes indiquent les liaisons avec les ‘éléments de la méme couches
comne de telles liaisons n'éxistent pas pour le sommet 2 les 2 come-
posantes suivantes seront ( ) et enfin les 2 dernitres qui oxgrlnent

legs liaisons avec leg éléments de le couche suivante seront (2) , Cehgd
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2 arcs non orientds reliant 2 4 3 et 5

Pour la 2 °®€ gouche on aura :
somnet de la 2°%€ couche ( 2 comvosantes expriment les lisisons avec
les sommets de la couche précédentej2 avec coux de la m8ne comels st les
2 dernilres avec ceux de la couche suivante )

= cme

Pour 1la > couche les deux dernilres composantes seront nul—

lez car c'est la dernitre couche.
Un travail enaloguc est fait pour le graphe B (SB =6).

A 1'aide des tableaux obtenus, nous obtenons de nouvelles par—
titions 3
Graphe A

cla
3ETH 12 13 2L 22 23 24 25 26 3L 52 33 34
I ik I I 1 I 1 I il z 2 2 I

( : l{ = I’.G
cla kz’ k, ke k2= 1,3 )
ke =I,nce;lC
Graphe B

clb



II 12 I3 21 22 23 24 25 26 31 J2 33 34
L I EHE IE 30 E ] X 3 |2 3
I I 1 T I I I I I 2 3 2 5
0 0 0 0 0 I 0 I 0 I 0 1 0
0 0 0 0 0 e 0 I 0 I 0 1Y 0
2 2 2 2 2 15 2 I 2 10 0 0 0
2 2 e 2 2 L 2 A 2 0 0 0 0
Les sommets ayant méme composantes apparticmment & une méme
classe,

Ainsi des sommets 2,I3,I4 de la premi&re couche constituent la

classe CI

La numératation des classes se faisant dans 1'ordre lexicogra-
phique, dans la 2°2¢ couche nous avons : Cr = {12}
02 = {3;517!8}
¢, = {4}

Le nombre d!éléments dans chaque classe doit &tre le néme nov
les couches de m@me rang des deux graphes,

Ce qui ntest pas le cas; donc la structure en couche construite

pour le gravhe B (avec SB = 6) ne convient pas

Graphe A cma

II I2 I3 2L 22 23 24 25 26 3L 32 35 34

I i I |2 2 2 I 3 2 I 2 2

Gt = 7 )
%c, ke ke = I,ncak

Graphe 3 emb

IL 12,13 2T.920 ‘9% 24 25 . 26 5L, 32 53 34

I I I I AL 2 I 2 1 I 2 I 2




®

llouvel essai pour SB =7 : nouvelle structure en couches
ncb =4 # nca , on change SB. SB = 8 nch = 3

On construit le tableau de tition correspondant qui nous don--
P q

ne la nouvelle partition initialec des sommets de B .

On constate que les couches correspondantes des deux graphes

ont méme nombre d!'éléments dans chaque classe.

On pourra donc commencer i affiner les dernidres partitions de

chague couche par étude successive des couches voisiness
graphe B

II I2 I3 2T 22 23 24 25 26 3T 32 33 4l

T |_6 8 I3 5 I0| 9 I4]1 1 2y 2 4 II | 3

8 I T 9 I4 |6 I3 I0| I2 I B > IT | 2 3

I 12 13 21 220 25 24 25 26 I 32 35 34

TR 2 15 2122 250 124 25 26 31 32 33 34

II 12 I3 2L 22 25 24 25 26 31 32 33 34

I1 y a stabilisation pour une couche dis que la paftition la plus
fine est obtenue , g.d.de soit une partition ol chaque classe est ré-
duite & un scul élémen} soit une partition stationnaire, telle qu'une

nouvelle tentative d!affinement ne l'améliore pas.
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Nous allons donc construire un tableau dans lequel figureront les
mondnes associés & chaque sommet et les partitions qui s'en déduisent.
exeumple s

couche I , sormet 2 :
I . Prédecesseurs de 2 : 2 (I,3,5)
. Successcurs de 2 : 2 (1,3,5)

2€C

comne c'ést la couche I le I®T monfme associé est 0-(;‘»comme le son-
met 2 n'a ni prédecesceur ni successeur dons la couche I , le g
nondme sera mil , le sormet I(=SA) éta nt exclu puisque ne faisant

pas pertic des couches; restent les sommets 3 et 5 qui appartient a3 02

(dans 1la couche 2), donc le 5% onBme sera égal & 2 .

Comme pour les partitions initiales, la nouvelle partition des
sommets de la couche I scra réalisée 4 partir du tableau précéder:

et en respectant l'ordre lexicographique,

Ainsi la nouvelle partition pour la couche I sera :
o ={h ¢, =2} , cy=414}
il y a stabilisation.
Dans la suite du calcul cette nouvelle partition remplace la

partition initiale.

On prend maintenant la seule couche voisine : la oEhe '
pour le sommet 3 par exemple les monfmes associés seront 2 , 3 ot I
car 3( 2,4,I0) , 2 € Cyr4€Cs, I0€Cy -

Apr&s la deuxiéme couche, on doit en principe considérer les

re

\ . " e e
2 couches voigines: I et 3 mais comme la I couche est stabilisée

(partition la plus fine) on ne considére que la 3 &me couche
que

Note I‘ﬁ. SOEIG ] . 3

ervie nondme de la dernidre couche est toujours nul
car les prédécesseurs ou successcurs des sommets de cette couche ne
peuvent se trouver que dans la couche précédente ou dans cette der-

niére couchea
Les nouvelles partitions obtenucs sont les plus fines.

On fait la méme chose que précederment pour le graphe B.



Un isomorplhisme éventuel exige que les mon8mes associés de chaque
=1
couche soifﬂies mémes dans les 2 graphes
Nous constatons que ce n'est pas le cas pour la 2cme couche.
Nous devons par conséquent changer SB :

Graphe 4

LY, 3 il T DR U R LT S RN T B (S T U e R R S

I|I I 2 20 2L 3 2 I 2 21 I cma

parta

narta = = I:9
( parta kyy Kk k'=1I,3
ke = nea,_

Graphe B



$8=8

@

2
2 |1z |20 |2 > |1 |z
o | 2 I
parth
2 |1 |5 |6 |3 Ao ey cwmb

SB = 9 , nouvelle structurc en couches.
noug constetons que pour cette valeur de SB comme pour SB = IO,
IT ¢t I2 n a 3

neb # nca

four 8B = I3 nous construisons la structure en couchon, ie ta=-
bleau de partition et le tableau d'affinement de la partition initic-
lc.

Les non8nes associds au sommet de la ISFC

couchec ntctant pas
les mémeg que leurs correspondants pour le graphe 4,

donc un nouveau choix de SB est fait

Graphe B
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ALK I2 I3 21 22 23 24 25 31 32 34 35 41
9 |8 |I0|12|7 | 14| 6 |II |I3| E| 4 51312
10 6 |9 IT ] 5 7 8 2 | 3
II 3 I0| 121 2 | 4 6 9 13
12 l9 II 1E5] 8 10 3 I 7
I3 {_i i I2| 2 | I4 | 6 8 9 IT 5 5 4 | IO
I T I RE I I I I 2 2 i
i I I 3 i I I I I 2 2 I 3
0 0 0 0 |1I 0 % I 0 T i 210
0 0 0 0 1L 0 2 I 0 I I 2 0
2 2 2 2 | I 2 0 I |2
2 2 2 2 I 2 0 I 2
I I I I|2 I 3 2 I 2 2 T 3
I3 T i 20 |2 I4 |6 8 9 II 3 5 4 10
] I 2 T 3 2 I 2 2 I 3
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5B =14

lc m@me cheminement que pour le sommet I5 est suivi , mnais cette
fois—ci lcs monBmes associds sout les mémes que ceux obtenus pour le

graphe A (SA = I).

On en déduit 1'isomorphisme cheirché,
rp




14
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il T slele 121 |z I 1
I| 4| 8 | 2 I5] 3 5 o 9 I2 II 6 10
¥k T I (S 2 12 2 2 I 2 i 22100
2 2 I 6 ST 4 2 I
3 5 2 2 I I I 3 2 I
5 4
010 j10 |2 2 3 3 2 0 I I 3 (R 6
2 2 2
212 |1 0 2 I 2 2 I
31e 12 2
3 12 | I |6 5 3 4 2 |I 4 ST
ISOMORPHISHME :
AlTI |2 5] 4 5 6 T 8 9 10 15 13 I4
BlI4)|4 3 2 5 6 2 I3 I2| II I0 | 9 8 I
. 1= I'Ic'],
( lsoisj J=1,2 )




442+ Exercice I (cf. Chape IT)

IT 12 I3 2L 22 23
2 3 0 2 6 0]
I 4 2 I 4 0
6 0 0 I 4 0
2 3 0 2 5 0
4 0 0 2 6 0
I 5 6 3 6 0

ca

T 12 13 21 22

I 3 5 2 4

cla

II I2 5 21 a2

0 I 0 2 I

i 0} I I I

il 0 0 1E I

0 T 0 it ]

A 0 L 0 I
I I 15 0 0
cma
11 12 13 21 22
2 3 a5 2 i
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II 12 13 21 22 25
T 02 3 6 2 6 0
23| 4 0 I 5 0
3 6 0 0 I 5 0
4 15 0 0 2 6 0
512 3 5 4 5 0
6| I 4 0] I 5 (0]
cb
IT I2 13 A 22
5 2 3 4 I 6
clb
II 12 13 21 22
1B 0] 0 1 2 I
2 I I 0 I I
3 I 0 0 I I
4 0 0 I I it
5 I I 0 0 0
6 I I I 0 0
crib
1L 12 I3 21 22
2 I 3 2 T
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ISOMORYIISME

Remarque : dans ce cas la partition initialc est la plus fine

d'ou immédiatement 1'isomorphisme.



CONCLUSION

Les linmites de la méthode proposce,

La méthode ppoprsée n'est pas & propreuent parler une
néthode de recherche ‘de 1'isomorphie entre deux graphes con-
me la mdéthode d'UNGER par excmple , c¢'est une méthode puis-
sante d'affincuent des partitions. Dans beaucoup de cas ,
cette méthode permet d'obtenir la partition la plus fine et

conduit & l'isomorphisme.

Mais cette méthode qui a le mérite d'utiliser relati-
venent peu d'outils ne pernct pas de conclure dans ccertains

CAlS e
Ltexcnple suivant illustre cc fait :

Considérons le graphe A mis sous forme de couches :

Listes des successeurs
¢t prcdcécesseurs
I(a,b,c)
2(a,b,d)
I = 3(a,b,c)
4(c,d,e)
b 5(c,d,e)

Bl 2y3)
b(T,2:3)
e(Lyds5)
d(2,4,5)
e(3,4,5)

L'algorithme est inopérant

Les demi-degrés sont tous dégaux, la partition initiale est
dans cec cas rcduite 4 une classe , 1talgorithme ne; peut pas
démarrere

Une possibilité consisterait pas cxemple & choisir des

critéres nouveaux pour essayer de répondre dans un tel cas;
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on pourrait par exeuple dire 3 2 souucts appartien-

LY ~ r A - SR g
nent a une mene classe s'ils ont réme ‘pruducesseur(succos—

seur) { c.{, S- e-'qw;-\'aﬂwu)v

Mais la partition obtenuc est stable ( on ne peut plus

1'affiner).

Une meilleure approche consisterait & ctudier les au-

tonorphismes dans . de tels cas.

Il ressort de cette tentative de trouver une néthode
simple de recherche d'un isomorphisme qu'il cst tres diffici-
le de ne pas faire appel a4 de nombreux ocutils tels que lcs
fonetions de structure , ¢t surtout & une proccdure de choix
car les possibilitds d'affineuwent au moyen de regles strictes

sont limitdes.
D%ailleurs cette méthode pourrait &tre complétée par
1'ad jonctiom & l'algorithme donné aw chapitre 3 d'une procédurc

de choix ( ume méthode d'hypothises).
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