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Abstract

The finite element method (FEM) is a numerical technique used to solve complex engi-
neering problems. It involves dividing a structure into small, interconnected elements,
then solving equations for each element to find the solution for the whole structure.
FEM has been widely used in both static and dynamic calculations, and it’s the latter
that we’re going to focus on.
In this final year project, we’ll be highlighting this method, explaining its basis and,
above all, its power through 3 distinct applications. We’ll be assessing hydrodynamic
pressures within a dam reservoir, the shear force at the base of a self-supporting portal
frame structure, and the response of a cast wall to an accelerogram.

Keywords :

Finite element method, numerical technique, structure, dynamic analysis, dynamic
loads, earthquakes, hydrodynamic analysis, fluid forces, dams, compression waves,
diaphragm walls.



Résumé

La méthode des éléments finis (MEF) est une technique numérique utilisée pour ré-
soudre des problèmes d’ingénierie complexes. Elle consiste à diviser une structure en
petits éléments inter-connectés puis à résoudre des équations pour chaque élément en
vue de trouver la solution pour toute la structure .
La MEF a été largement utilisée dans le calcul statique mais aussi dans le calcul dyna-
mique , et c’est sur ce dernier que nous allons notamment nous pencher.
Ainsi dans ce projet de fin d’étude on se propose de mettre en avant cette méthode
, en expliquant son fondement mais surtout en explicitant sa puissance à travers 3
applications distinctes , nous évaluerons donc les pressions hydrodynamiques au sein
d’un réservoir de barrage , l’effort tranchant à la base d’une structure en portique auto-
stable ainsi que la réponse d’une parois moulée à un accélérogramme.

Mots clés : Méthode des éléments finis, technique numérique, structure, analyse dy-
namique, charges dynamiques, séismes, analyse hydrodynamique, forces des fluides,
barrages, ondes de compression, paroi moulée.
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1
INTRODUCTION GÉNÉRALE

La méthode des éléments finis (MEF) est une technique numérique largement utilisée
pour résoudre des problèmes d’ingénierie complexes. Elle offre une approche efficace
pour analyser le comportement de structures en divisant celles-ci en petits éléments
interconnectés. En résolvant des équations pour chaque élément, la méthode permet
de déterminer la solution globale pour l’ensemble de la structure.

Bien que la MEF ait trouvé une utilisation étendue dans le calcul statique, elle s’est
également révélée très précieuse dans le calcul dynamique. Dans le cadre de ce projet
de fin d’études, nous nous concentrerons plus particulièrement sur cette dernière ap-
plication. Notre objectif est de mettre en évidence les fondements de la méthode des
éléments finis tout en soulignant sa puissance à travers trois applications distinctes.

Dans ce projet, nous explorerons trois problématiques spécifiques. Tout d’abord, nous
évaluerons les pressions hydrodynamiques à l’intérieur d’un réservoir de barrage, ce
qui permettra de mieux comprendre les forces auxquelles la structure est soumise.
Ensuite, nous nous pencherons sur l’effort tranchant à la base d’une structure en por-
tique auto-stable, en étudiant les forces qui agissent sur cette partie critique. Enfin,
nous analyserons la réponse d’une paroi moulée à un accélérogramme, afin de mieux
appréhender son comportement sous des sollicitations sismiques.

Grâce à ces trois exemples concrets, nous mettrons en évidence les capacités et les
avantages de la méthode des éléments finis dans la résolution de problèmes complexes
en ingénierie. Ce projet de fin d’études nous permettra ainsi d’approfondir notre com-
préhension de laMEF et de développer nos compétences dans son application pratique.
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2
ÉQUATIONS DE BASE DE LA MÉCANIQUE DES SOLIDES

2.1. Introduction

L’analyse linéaire des problèmes statiques et dynamiques par la méthode des éléments
finis nécessite des connaissances enmécanique desmilieux continusprécisément la connais-
sance des équations de base de la théorie de l’élasticité linéaire .

Ces dernières présentent les différentes relations entre les contraintes et les déformations
dans le cas tridimensionnel duquel on peut déduire les élasticités planes et unidimen-
sionnelles.

2.2. État de contrainte en un point :

2.2.1. Tenseur contrainte :

Lorsque un solide est soumis à des forces extérieures qu’elles soient surfaciques ou
volumiques, il se crée des forces intérieures de telle façon que chaque volume soit
soumis à 09 composantes de contraintes : Fig.2.1

Les forces extérieures sont représentées sur les 03 faces rectangulaires de l’élément, on
a ainsi en général :

▷ Suivant 𝑥1, sur 𝑑𝑆1 agit le vecteur contrainte : 𝑇(1) = [𝜎11 𝜎12 𝜎13]
▷ Suivant 𝑥2, sur 𝑑𝑆2 agit le vecteur contrainte : 𝑇(2) = [𝜎21 𝜎22 𝜎23]
▷ Suivant 𝑥3 sur 𝑑𝑆1 agit le vecteur contrainte :𝑇(3) = [𝜎31 𝜎32 𝜎33]

Alors : 𝑇(𝑖)𝑗 = 𝜎𝑖𝑗
Les quantités 𝜎𝑖𝑗 sont des pressions, autrement dit des forces par unité de surface, on
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CHAPITRE 2. ÉQUATIONS DE BASE DE LA MÉCANIQUE DES SOLIDES

les appelle contraintes. Le premier indice 𝑖désigne la direction de la normale à la face,
et le second 𝑗 indique la direction de la contrainte elle-même. Comme on peut le remar-
quer, les contraintes 𝜎𝑖𝑖 sont des contraintes normales aux facette de normale 𝑥𝑖 , on les
appellera contraintes normales.

Fig. 2.1. : Parallélépipède infinitésimal de volume 𝑑𝑉.

Les contrainte 𝜎𝑖𝑗 sont les contraintes agissant sur la facette de normale 𝑥𝑖dans la di-
rection 𝑥𝑗. Elles sont tangentes à la facettes considérée, on les appellera contraintes
tangentielles ou de cisaillement.

Les 9 composantes 𝜎𝑖𝑗 définissent l’état de contrainte autour du point considéré, dans un
système de coordonnées cartésiennes (𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3) , ils représentent les composantes du
tenseur de contrainte 𝜎̄ au point considéré et défini par :

𝑇 =
⎛
⎜
⎝

𝑇1
𝑇2
𝑇3

⎞
⎟
⎠
= 𝜎̄ =

⎛
⎜
⎝

𝜎11 𝜎12 𝜎13
𝜎21 𝜎22 𝜎23
𝜎31 𝜎32 𝜎33

⎞
⎟
⎠

(2.1)

Lorsque les vecteurs contraintes 𝑇(𝑛)agissant en un point sont connus, il est possible
de déterminer le vecteur contraintes s’exerçant en ce point selon un plan de normale
extérieure 𝑛 en utilisant la formule de Cauchy : Nous obtenons les relations sous forme
indicielle :

19
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𝑇𝑖 =∑
𝑗

𝜎𝑖𝑗 ∗ 𝑛𝑗 (2.2)

Soit : 𝑇⃗ = 𝜎̄.𝑛
L’obtention de cette formule se fait par le biais de la transformation suivante : consi-
dérons le cas plan et un élément infinitésimal de forme prismatique représenté par la
figure ci-dessous Fig.2.2.

Fig. 2.2. : Équilibre d’un élément infinitésimal.

Sur la facette 𝑑𝑆1de normale 𝑥1 agit le vecteur contrainte 𝑇⃗(𝑀; 𝑥1).
Sur la facette 𝑑𝑆2de normale 𝑥2 agit le vecteur contrainte 𝑇⃗(𝑀; 𝑥2) .

Et sur la facette inclinée 𝑑𝑆de normale 𝑛 = (𝑛1𝑛2
) = (𝑐𝑜𝑠(𝜃1)𝑠𝑖𝑛(𝜃1)

) agit le vecteur contrainte

𝑇⃗(𝑀;𝑛) .
Écrivons les conditions d’équilibre selon les deux directions :

- Condition d’équilibre selon 𝑥1 :

𝑇1𝑑𝑆 =𝜎11𝑑𝑆1 + 𝜎12𝑑𝑆1 (2.3)
𝑑𝑆1 =𝑑𝑆.𝑐𝑜𝑠(𝜃1) (2.4)
𝑑𝑆2 =𝑑𝑆.𝑠𝑖𝑛(𝜃1) (2.5)

En remplaçant 2.4 et 2.5 dans 2.3, nous obtenons :

𝑇1 = 𝜎11.𝑛1 + 𝜎12.𝑛2 (2.6)

- Condition d’équilibre selon 𝑥2 :
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𝑇2 = 𝜎21.𝑛2 + 𝜎22.𝑛2 (2.7)

Nous obtenons les relations sous forme indicielle :

𝑇𝑖 =∑
𝑗

𝜎𝑖𝑗 ∗ 𝑛𝑗 (2.8)

L’équilibre d’un élément de volume 𝑑𝑉 = 𝑑𝑥1.𝑑𝑥2.𝑑𝑥3 du solide exige que :

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑗𝑖 → 𝜎̄ est symétrique

2.2.2. Équation d’équilibre :

En appliquant la loi de Newton en un point M quelconque appartenant à un élément
de volume 𝑑𝑉 et de masse 𝑑𝑚 , on a :

𝑑𝐹 = 0 (2.9)

Où, 𝑑𝐹 est la somme de toutes les forces surfaciques et volumiques agissant sur l’élé-
ment.

En intégrant cette équation (2.9) sur un domaine arbitraire de volume 𝑉 et de frontière
surfacique 𝐴 et de contour 𝑟.

∫
𝑅
𝐹𝑖.𝑑𝑉 + ∮

𝑟
𝑇(𝑛)𝑗 .𝑑𝐴 = 0 (2.10)

En remplaçant les relations de Cauchy 2.8 dans 2.10, nous obtenons :

∫
𝑅
𝐹𝑖.𝑑𝑉 + ∮

𝑟
∑
𝑗

𝜎𝑖𝑗 ∗ 𝑛𝑗.𝑑𝐴 = 0 (2.11)

En utilisant le théorème de Gauss (Théorème de divergence : transformation d’une
intégrale de surface en intégrale de volume), on obtient :

∫ 𝜎𝑖𝑗 ∗ 𝑛𝑗.𝑑𝐴 = ∫ ∑
𝜕𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗

.𝑑𝑉 = ∫ 𝜎𝑖𝑗,𝑗.𝑑𝑉 (2.12)

On a alors,
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∫ (𝐹𝑖 + 𝜎𝑖𝑗,𝑗) 𝑑𝑉 = 0 (2.13)

Pour un volume constant l’équation 2.13 est vraie lorsque :

𝐹𝑖 + 𝜎𝑖𝑗,𝑗 = 0 (2.14)

Sous forme vectorielle :

𝑑𝑖𝑣𝜎̄ + ̄𝐹 = 0 (2.15)

Il n’est pas possible de se donner arbitrairement les 06 fonctions 𝜀𝑖𝑗 et d’en déduire les
03 fonctions déplacement . Cela revient à intégrer un système de 06 équations aux déri-
vées partielles à 03 inconnus, pour que ce système soit intégrable, on impose certaines
restrictions sur les termes du tenseurs 𝜀𝑖𝑗. Ces conditions d’intégralité sont appelées les
équations de compatibilité et sont données par :

𝜀𝑖𝑗,𝑘𝑙 + 𝜀𝑘𝑙,𝑖𝑗 − 𝜀𝑘𝑖,𝑖𝑗 − 𝜀𝑘𝑗,𝑖𝑙 = 0

2.3. Lois constitutives : ( Loi de Hook )

Les lois constitutives représentent l’ensemble des lois mettant en relation le tenseur
contrainte et le tenseur déformation . La plus connue d’entre est la loi de Hook Géné-
ralisée :

𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙.𝜀𝑘𝑙 (2.16)

Avec 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 est un tenseur du 4𝑚𝑒 ordre qui consiste en 81 termes qui sont indépendants
de la position du point pour un matériau homogène. La forme matricielle est la sui-
vante :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜎𝑧𝑧
𝜎𝑥𝑦
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑥𝑧

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

= [𝐶𝑖𝑗] ∗

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝜀𝑧𝑧
𝜀𝑥𝑦
𝜀𝑦𝑧
𝜀𝑥𝑧

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.17)
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Green a défini un matériau comme étant élastique s’il existait une fonction d’énergie
de déformation 𝑊 tel que :

𝜎𝑖𝑗 =
𝜕𝑊
𝜕𝜀𝑖𝑗

(2.18)

Avec 𝑊 : une série de terme de déformations infinitésimales. 𝑊 = 1
2 ∗ 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 ∗ 𝜀𝑘𝑙∗𝜀𝑖𝑗

En raison de la symétrie élastique, on peut réduire le nombre de termes indépendants.

1- Cas d’un plan de symétrie : On démontre que dans ce cas :𝐶15 = 𝐶16 = 𝐶25 = 𝐶26 =
𝐶35 = 𝐶36 = 𝐶45 = 𝐶46 = 0

2- Cas d’une symétrie orthotrope : 𝐶14 = 𝐶24 = 𝐶34 = 𝐶36 = 0

3- L’isotropie : Pour un matériau isotrope, les constantes élastiques sont indépen-
dantes de l’orientation des axes de coordonnées ce qui impliquera l’existence de 2 constantes
indépendantes :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜎𝑧𝑧
𝜎𝑥𝑦
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑥𝑧

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜆 + 2𝜇 𝜆 𝜆 0 0 0
𝜆 𝜆 + 2𝜇 𝜆 0 0 0
𝜆 𝜆 𝜆 + 2𝜇 0 0 0
0 0 0 𝜇 0 0
0 0 0 0 𝜇 0
0 0 0 0 0 𝜇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∗

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝜀𝑧𝑧
𝜀𝑥𝑦
𝜀𝑦𝑧
𝜀𝑥𝑧

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.19)

Où 𝜆 et 𝜇 sont les coefficients de Lamé.

𝜆 = 𝜈 ∗ 𝐸
(1 + 𝜈) (1 − 2𝜈) , 𝜇 = 𝐺 = 𝐸

2 (1 + 𝜈)

𝐸 : Module de Young

𝜈 : Coefficient de Poisson

𝐺 : Coefficient de glissement

La loi de Hook pour un matériau isotrope est :

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆.𝜀𝑝𝑝.𝛿𝑖𝑗 + 2.𝜇.𝜀𝑖𝑗 (2.20)
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𝜀𝑖𝑗 =
−𝜆.𝛿𝑖𝑗

2.𝜇. (3𝜆 + 2𝜇)𝜎𝑝𝑝 +
𝜎𝑖𝑗
2𝜇

𝜀𝑖𝑗 =
−𝜈.𝜎𝑝𝑝.𝛿𝑖𝑗

𝐸
+ 1 + 𝜈

𝐸
𝜎𝑖𝑗

𝜀𝑝𝑝 : Trace du tenseur des déformations (somme des termes termes diagonaux).
𝜎𝑝𝑝 : Trace du tenseur des contraintes (somme des termes termes diagonaux).

2.4. Problèmes d’élasticité plane :

Quand le problème est indépendant de l’une des trois dimensions, ce dernier est réduit
à 2 dimensions, on parle alors de problèmes en élasticité plane. Ces derniers sont clas-
sés en 2 catégories : Problèmes en contraintes planes et Problèmes en déformations
planes.

2.4.1. Problèmes en contraintes planes :

Les problèmes de contraintes planes reposent sur les suppositions suivantes :

1. Le solide est mince : c’est-à-dire sa dimension suivant 𝑧 est petite par rapport au deux
autres 𝑥 et 𝑦 .

2. Le solide n’est pas chargé sur les faces dont la normale est suivant 𝑧 . On peut citer
comme exemple le cas des :

▷ Poutres
▷ Voiles minces.

Ainsi dans ce cas là on aura : 𝜎𝑥𝑧 = 𝜎𝑦𝑧 = 𝜎𝑧𝑧 = 0

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜎𝑥𝑦

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
= 𝐸
1 − 𝜈2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 𝜈 0
𝜈 1 0
0 0 1−𝜈

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∗
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝜀𝑥𝑦

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(2.21)

Et ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝜀𝑥𝑦

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
= 1
𝐸

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −𝜈 0
−𝜈 1 0
0 0 𝐸

𝐺

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∗
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜎𝑥𝑦

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(2.22)
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2.4.2. Problèmes en déformations planes :

On arrive à la même simplification du problème lorsqu’on considère que la dimension
du corps dans l’une des directions est très étendue. Comme exemple, on citera :

▷ Les talus
▷ Les murs de soutènement
▷ Les tunnels
▷ Les barrages poids

On a ainsi : 𝜀𝑥𝑧 = 𝜀𝑦𝑧 = 𝜀𝑧𝑧 = 0
Les relations 𝜎 − 𝜀pour un matériau isotrope en déformations planes sont :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜎𝑥𝑦

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
= 𝐸
(1 + 𝜈) (1 − 2𝜈)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 − 𝜈 𝜈 0
𝜈 1 − 𝜈 0
0 0 1−2𝜈

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∗
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝜀𝑥𝑦

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(2.23)

Notons dans ce cas que la contrainte 𝜎𝑧𝑧 peut être déterminée en fonction des autres
composantes :

𝜀𝑧𝑧 = 0 =
1
𝐸
(𝜎𝑧𝑧 − 𝜈 (𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝑦𝑦))→ 𝜎𝑧𝑧 = 𝜈 (𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦)

Références : [1] [2]
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3
INTRODUCTION À LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS

3.1. Présentations générales de la M.E.F. :

3.1.1. Introduction :

La méthode des éléments finis est une technique de calcul numérique largement em-
ployée pour résoudre des problèmes aux dérivées partielles. Elle fait partie des mé-
thodes approximatives et est considérée comme l’un des outils les plus utilisés de nos
jours dans le domaine de la physique et de l’ingénierie.

Cette méthode est particulièrement utile pour résoudre des problèmes complexes, qui
ne peuvent pas être résolus analytiquement, tels que les problèmes de mécanique des
fluides, de dynamique des structures et bien d’autres encore.

3.1.2. Historique de la méthode des éléments finis :

La méthode des éléments finis a fait sa première apparition vers 1940 avec le début
de l’analyse des structures, plus précisément de la résistance des matériaux où on a pu
obtenir des systèmes simples résolus manuellement, notamment par Maxwell, Casti-
gliano et Mohr.

Le concept en lui-même et sa formalisation mathématique sont apparus vers 1950,
grâce aux travaux de Newmark , Hrennikoff, Mc Henry et Courant.

C’est avec l’avènement de l’outil informatique que la méthode se popularisa et connut
un grand essor, pour devenir aujourd’hui la méthode numérique la plus utilisée no-
tamment en dynamique des structures. ¹

¹https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9thode_des_%C3%A9l%C3%A9ments_finis
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3.1.3. Avantages de la méthode des éléments finis :

Pour la résolution d’un problème physique en génie civil, il existe plusieurs approches
Fig.3.1, ainsi nous avons le choix entre la recherche d’une solution exacte pour un
modèle simplifié ou plutôt dans le cas de laMEF opter pour une solution approximative
pour un modèle complexe.

On remarque que nous aurons,dans les deux cas, une source d’erreur, néanmoins en
ce qui concerne la méthode des éléments finis nous avons la possibilité d’améliorer la
précision et l’exactitude du résultat en variant plusieurs paramètres que nous verrons
ultérieurement.

Fig. 3.1. : Différentes approches d’un problème physique

La méthode des éléments finis présente ainsi plusieurs avantages :

▷ C’est une méthode numérique à partir de laquelle les équations gouvernantes, sont
représentées sous une forme matricielle très adaptée à une solution automatisée par
ordinateur.

▷ Elle permet de modéliser des corps de forme irrégulière assez facilement.
▷ Elle permet de modéliser des corps composés de plusieurs matériaux différents.
▷ Elle permet aussi de modéliser les interactions (Sol-structure ; fluide-structure... etc)
▷ Elle permet de gérer aisément les conditions aux limites et les conditions générales

de charge.

3.1.4. Domaines d’application :

Les problèmes d’ingénierie traités par la méthode des éléments finis sont généralement
classés en trois catégories :
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▷ Problèmes statiques et d’équilibre : dans lesquels le comportement du système ne
varie pas avec le temps,

▷ Problèmes de dynamique et de stabilité (valeurs et vecteurs propres)
▷ Problème de propagation : le comportement du système dépend du temps.

Tab. 3.1. : Exemples d’application

Problèmes
d’équilibre

Problèmes de
valeurs propres

Problèmes de
Propagation

Génie civil
-
Structure

Analyse statique
de la structure :
portiques, poutre,
etc.

Fréquences et modes
propres de la
structure

Réponse de la
structure à des
charges dynamiques
ou accidentelles
(Séismes.. etc)

Géotechnique
Stabilité des talus,
Analyse des
contraintes dans
le sol, Mur de
soutènement

Fréquences et
modes propres des
ouvrages enterrés,
problèmes
d’interaction sol-
structure

Réponse sismique
des ouvrages de
soutènements, etc.

3.1.5. Logiciels utilisant la méthode des éléments finis :

L’outil informatique a permis la démocratisation de la méthode des éléments finis,
aujourd’hui plusieurs logiciels ont été conçu en vue de résoudre des problèmes d’in-
génieries et plus particulièrement dans le domaine du génie civil, on peut en citer
quelques-uns :

● SAP, ETABS, ROBOT : logiciel de calcul spécialisé dans l’analyse des structures
●ABAQUS : utilisé dans l’analyse non-linéaire et dynamique.
●MATHEMATICA : ensemble de programmes et sous programmes pour l’analyse ma-
tricielle des structures et application de la M.E.F.
●MATLAB : logiciel pluridisciplinaire spécialisé dans le calcul matriciel.

3.2. Définition de la méthode des éléments finis. :

La M.E.F. est une méthode approximative basée sur le processus de modélisation d’un
corps en le subdivisant en plusieurs éléments (éléments finis) constituant un système
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équivalent, interconnectés en des points communs appelés (points nodaux ou nœuds), ce
processus est appelé discrétisation. Cela revient à étudier localement les déformations
et les contraintes sur un élément simple (élément barre, élément triangulaire etc..) pour
ensuite assembler les résultats de chaque élément dans le repère global et effectuer la
somme des déformations ou des contraintes de tous les éléments grâce à la méthode
numérique et à l’informatique.

Grâce à cette discrétisation, nous pouvons étudier le comportement statique et dyna-
mique d’une structure donnée.

Brièvement, la méthode comporte trois étapes essentielles :

1. Discrétiser le corps en éléments finis.
2. Étudier les déformations et les rigidités des matériaux de chaque élément dans le

repère local.
3. Assembler les résultats dans le repère global.

3.3. Hypothèses de la méthode des éléments finis :

1. Condition de déplacement :

Si les éléments se réunissent en des nœuds communs, les déplacements de ces nœuds
sont égaux.

Par exemple, les éléments de barre 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 sont réunis en un point 𝑖 . Fig.3.2.

Fig. 3.2. : Éléments barres réunis en un seul nœud.

Leurs déplacements au nœud 𝑖 sont égaux.

𝑢(𝑎)𝑖 = 𝑢(𝑏)𝑖 = 𝑢(𝑐)𝑖 = 𝑢
(𝑑)
𝑖

𝑣(𝑎)𝑖 = 𝑣(𝑏)𝑖 = 𝑣(𝑐)𝑖 = 𝑣
(𝑑)
𝑖

(3.1)

avec :

𝑢(𝑎)𝑖 : déplacement de nœud 𝑖de l’élément a suivant la direction 𝑥.
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𝑣(𝑎)𝑖 : déplacement de nœud 𝑖de l’élément a suivant la direction 𝑦.

2. Les charges internes :

Les charges internes se traduisent par les charges aux nœuds ou les moments aux
nœuds. Les déformations des corps se traduisent par les déplacements des nœuds.

3. Toutes les charges appliquées doivent passer par les nœuds.

Si la charge est appliquée entre les nœuds nous devons utiliser les charges nodales
équivalentes.

4. Condition d’équilibre :

Les forces appliquées sur les nœuds doivent suivre les conditions d’équilibre, c’est-à-
dire que la somme des forces s’appliquant sur le même nœud est égale à zéroFig.3.3.

𝐹𝑥 =∑𝐹(𝑎)𝑥 + 𝐹(𝑏)𝑥 + 𝐹(𝑐)𝑥 + 𝐹(𝑑)𝑥 = 0

𝐹𝑦 =∑𝐹(𝑎)𝑦 + 𝐹(𝑏)𝑦 + 𝐹(𝑐)𝑦 + 𝐹(𝑑)𝑦 = 0
(3.2)

Fig. 3.3. : Forces appliquées sur le nœud.

3.4. Équation gouvernante :

Quand une force s’applique sur un corps fixe, le corps commence à se déformer. Pen-
dant la déformation, la force génère trois caractéristiques :

○ une accélération (l’accélération de déformation du corps) ;
○ une vitesse (la vitesse de déformation du corps) ;
○ un déplacement (la déformation du corps).
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Donc l’équation des déformations comprend trois parties. La première partie

1 [𝑀]{ ̈𝑢} représente les forces d’inertie.

2 [𝐶] ̇𝑢 représente les forces d’amortissement.

3 [𝐾]𝑢 représente les forces élastiques.

Donc l’équilibre du système s’exprime par l’équation suivante :

[𝑀]{ ̈𝑢} + [𝐶]{ ̇𝑢} + [𝐾]{𝑢} = {𝐹} (3.3)

Tel que : [𝑀] est la matrice de masse, [𝐶] est la matrice d’amortissement et [𝐾] est la
matrice de rigidité.

Les vecteurs { ̈𝑢}, { ̇𝑢}, {𝑢} sont le vecteur accélération, le vecteur vitesse et le vecteur
déplacement.

Il est évident que dans le cas où les matrices [𝑀] ,[𝐶] et [𝐾] varient au cours du temps,
le système devient non-linéaire, et le concept de superposition n’est plus applicable.

Pour cette raison, dans notre projet, nous opterons pour une analyse linéaire statique
et dynamique.

Ainsi pour le cas statique où { ̈𝑢} = { ̇𝑢} = {0}nous avons :

[𝐾]{𝑢} = {𝐹} (3.4)

3.5. Les différentes approches de la méthode des
éléments finis :

Il existe trois formulations différentes de la méthode des éléments finis :

▷ L’approche en contraintedite “D’équilibre ” : Elle considère le champdes contraintes
comme inconnus et se base sur la théorie de l’énergie potentielle.

▷ L’approche endéplacementdite “ cinématique ” : Elle considère le champdes dépla-
cements comme inconnus du problème, elle se base sur la stationnarité de l’énergie
potentielle. À noter que pratiquement tous les programmes d’analyse ont été déve-
loppés sur la base de cette approche en raison de sa simplicité et sa généralité.

▷ L’approche mixte : Elle combine les deux approches différentes.

3.6. Classification des analyses :

On distingue plusieurs types d’analyses concernant les problèmes de structures :
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1. Linéaire statique.
2. Linéaire dynamique.
3. Non-linéaire Statique.
4. Non-linéaire dynamique.

La non-linéarité, peut avoir plusieurs origines et être due à une :

● Variation de la masse
● Variation de l’amortissement
● Variation de la rigidité :

○Géométrique : globale ou effet P-Delta
○Mécanique : Non-linéaire élastique et Non-linéaire plastique.

3.7. Étapes de résolution d’un problème par la méthode
des éléments finis :

Fig. 3.4. : Étapes générales de la méthode des éléments finis.

On distingue essentiellement 05 phases principales lors d’une résolution par élément
finis :

1 Formulation des équations gouvernantes et des conditions aux limites :
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La majorité des problèmes d’ingénierie sont régis par des équations différentielles
aux dérivées partielles associées à des conditions aux limites définies sur un do-
maine. L’application de laM.E.F. exige une réécriture de ces équations souvent sous
forme variationnelle.

2 Discrétisation du milieu :
Cette étape consiste à diviser le domaine en éléments dont on calculera les connec-
tivités de chacun, ainsi que les coordonnées de chaque nœud.

3 Approximation sur un élément et calcul des caractéristiques élémentaires (ma-
trice de rigidité, de masse, d’amortissement, forces équivalentes au niveau des
nœuds) :
Pour chaque élément, la variable recherchée est approximée par une fonction peuvent
être linéaire, polynomiale ou autres, le degré dépendant du nombre de nœuds de
l’élément. De plus, c’est dans cette étape que se fait la construction des matrices
élémentaires.

4 Assemblagesdesmatrices/caractéristiques élémentaires et applicationsdes condi-
tions aux limites et/ou des conditions initiales :
Grâce aux connectivités entre les éléments, nous pouvons obtenir les matrices glo-
bales par assemblages des matrices élémentaires, nous obtiendront ainsi un sys-
tème algébrique.

5 Résolution numérique du problème global :
Obtention des déplacements vitesses et accélérations. Puis calcul des contraintes et
des déformations dans les éléments.

3.8. Types d’éléments utilisés dans la méthode des
éléments finis :

Comme nous l’avons vu précédemment, le fondement de la méthode des éléments finis
se base sur la discrétisation du milieu étudié en un nombre fini d’éléments.

Le choix de ces éléments est très important, ils doivent être de géométrie et de forme
bien déterminées, de sorte que le maillage décrive au mieux la géométrie du milieu et
ses conditions aux limites.

Ainsi nous disposer d’une grande variété d’éléments finis qu’on peut classer comme
suit :

▷ Elements finis unidimensionnels ( Barres, ressort... ect )
▷ Elements finis bidimensionnels ( Poutre, Coques, plaques... ect )
▷ Elements finis tridimensionnels.
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Fig. 3.5. : Types d’éléments utilisés dans la méthode des éléments finis.

3.9. Notion du repère local et élément de référence :

Dans l’étude des élément finis nous utilisons deux types de repères : le repère local et
le repère global. Fig.3.6

Fig. 3.6. : Repère global et repère local.

3.9.1. Repère global :

Le repère du corps s’appelle le repère global noté 𝑅𝑔.

Dans la méthode des éléments finis nous faisons l’étude de chaque élément dans le
repère local. Ensuite, nous devons transformer le vecteur déplacement, les vecteurs
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forces et la matrice de rigidité de l’élément du repère local vers le repère global pour
assembler les vecteurs ou les matrices de tous les éléments.

3.9.2. Repère local :

Chaque élément a son propre repère, qu’on appelle repère local. Notons le repère local
𝑅𝛼 . En utilisant le repère local nous étudions le vecteur déplacement, le vecteur force
et les matrices caractéristiques de chaque élément. Donc s’il y a 𝑛 éléments du corps, il
existe 𝑛 repères locaux.

Dans la figure Fig.3.6, le repère 𝑅𝛼 est un repère propre à l’élément de barre (1,2), donc
le repère 𝑅𝛼 est le repère local.

3.9.3. Élément de référence

Dans la méthode des éléments finis, les éléments ne sont pas toujours réguliers, c’est-
à-dire lors du processus de la discrétisation les éléments pouvant être de taille et de
forme quelconque. En vue de simplifier ces éléments de formes complexes, on utilise
la notion d’éléments de référence simple située dans un espace de référence.

L’élément de référence peut être transformé en élément quelconque par une transfor-
mation géométrique bijective.

Pour un élément quadrilatère à huit nœuds, on aura :

Fig. 3.7. : Élément de référence.

𝜉 =< 𝜉, 𝜂 > élément de référence et 𝑥 =< 𝑥, 𝑦 > élément réel.

La transformation 𝜏définit les coordonnées 𝑥de chaque point de l’élément réel à partir
des coordonnées 𝜉du point correspondant de référence :
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𝜏 ∶ 𝜉 ⟶ 𝑥(𝜉) = [𝑁(𝜉)]{𝑋𝑛}
{𝑋𝑛} : sont les coordonnées des nœuds géométriques de l’élément réel.

La fonction N est appelée fonction de transformation géométrique.

Chaque transformation 𝜏doit être choisie demanière à vérifier les conditions suivantes :

• Elle doit être bijective en tout point 𝜉 situé sur l’élément de référence correspondant,
c’est-à-dire à tout point de l’élément de référence correspond uniquement à un point
de l’élément réel, et inversement.

• Les nœuds géométriques de l’élément de référence correspondent aux nœuds
géométriques de l’élément réel.

• Chaque portion de frontière de l’élément de référence correspond à une portion de
l’élément réel.

3.9.4. Matrice jacobienne :

Le passage entre le repère de référence et le repère réel, se fait par le biais de la matrice
jacobienne.

Ainsi toutes les expressions impliquant des dérivées en 𝑥, 𝑦, 𝑧 seront transformées en
𝜉, 𝜂, 𝜁 grâce à la matrice jacobienne. [𝜕𝜉] = [𝐽] [𝜕𝑥]La matrice jacobienne sera calculée
par le produit de deux matrices, l’une contenant les dérivées en 𝜉des fonctions de
transformation géométrique, et l’autre les coordonnées de 𝑛𝑒 nœuds géométriques de

l’élément. [𝐽] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

< 𝑁, 𝜉 >
< 𝑁, 𝜂 >
< 𝑁, 𝜁 >

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
{𝑥𝑛} {𝑦𝑛} {𝑧𝑛}

Références : [2, 3, ?]
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4
PROCESSUS DE L’ANALYSE PAR LA M.E.F.

Fig. 4.1. : Processus de modélisation et d’analyse par la M.E.F
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4.1. Introduction :

LaM.E.F consiste à approcher unproblème continupar unproblèmediscret équivalent,
ainsi la discrétisation se fait sur deux fronts. D’une part, le domaine continu est subdi-
visé en sous-domaines de formes géométriques simples que l’on appellera «éléments
finis» inter-connectés en des points appelés «nœuds». D’autre part, les équations aux
dérivées partielles (EDP) sont du coup remplacées par un système d’équations algé-
briques par le biais d’un traitement mathématique. La Fig.4.1 récapitule le processus
de l’analyse par la M.E.F.

4.2. Modélisation du problème physique :

La première étape pour résoudre un problème physique c’est de l’identifier. Quels sont
les phénomènes physiques impliquées les plus importants ? Le problème est-il indé-
pendant du temps ou non? le problème est-il statique ou dynamique? La non-linéarité
est-elle impliquée, de sorte que la solution itérative devienne nécessaire ? Quels sont les
résultats recherchés à partir de l’analyse?Quelle est la précision requise? Les réponses à
de telles questions influencent la quantité d’information qui doit être rassemblées pour
effectuer cette analyse,ainsi que la façon dont le problème est modélisé et la méthode
de résolution adoptée.[4]

+ Remarque
Actuellement, les logiciels ne décident pas automatiquement de réaliser une
analyse non linéaire ou de prendre en compte le flambage ect... Bien que la
tendance soit donner aux logiciels une plus grande capacité de prise de décision,
l’analyste ne doit pas abdiquer le contrôle. Les logiciels ont des limitations et
certainement des erreurs, et c’est l’ingénieur, et non le fournisseur de logiciels,
qui est légalement responsable des résultats obtenus.

4.3. Modèle mathématique :

Le problème physique implique typiquement une structure réelle ou un composant
structurel soumis à certaines charges. L’idéalisation du problème physique par un mo-
dèle mathématique exige certaines prétentions qui mènent à un ensemble d’équations
régissant le phénomène. L’analyse par éléments finis nous permet de résoudre ce sys-
tème. Il est essentiel de choisir unmodèlemathématique approprié afin de comprendre
au mieux le phénomène physique réel. En ingénierie, le choix des modèles mathéma-
tiques est une étape primordiale et crucial, et doit être basé sur le résultat qu’on désire
obtenir, et ceux en privilégiant les modèles fiables et efficaces pour prédire les quantités
souhaitées.[5]
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4.3.1. Formulation du modèle mathématique :

Une fois le modèle mathématique adopté, on écrit sa formulation, c’est-à-dire les équa-
tions qui régissent le problème. Le problème est décrit en général par des équations aux
dérivées partielles. L’équation la plus utilisée dans l’ingénierie et la physique est l’équa-
tion du second ordre, à deux variables indépendantes 𝑥 et 𝑦 et à coefficients constants.
Elle se présente sous la forme suivante :

𝐴
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+ 𝐵 𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐶𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑢) (4.1)

Avec : A,B,C des constantes.

Généralement, les équations aux dérivées partielles du second ordre sont classées en
trois catégories appelées elliptiques, paraboliques et hyperboliques.[6]

1. Équation Elliptique : si 𝐵2 − 4𝐴𝐶 < 0

Exemple classique : équation de Laplace 2D de transfert thermique :

△𝑢 = 0 ⇔
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+ 𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
= 0 (4.2)

2. Équation parabolique : si 𝐵2 − 4𝐴𝐶 = 0

Exemple classique : Équation de conduction de la chaleur 1D.

𝛼
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
− 𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0 (4.3)

Avec : △opérateur Laplacien

3. Équation hyperbolique : si 𝐵2 − 4𝐴𝐶 > 0

Exemple classique : L’équation d’onde 1D.

𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
− 1
𝑐2

𝜕2𝑢
𝜕𝑡2
= 0 (4.4)

𝑐 : représente la vitesse de propagation des ondes.
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Les conditions aux limites :

Dirichlet : Spécifie les valeurs que la solution doit vérifier sur les frontières du do-
maine. Par exemple ; 𝑢(𝑎) = 𝑢0 = 𝑓0 . où 𝑢0 ,est une valeur donnée.

Neumann : Spécifie les valeurs des dérivées que la solution doit vérifier sur les fron-
tières du domaine. Par exemple ; 𝜕𝑢

𝜕𝑥(𝑎) = 𝑓0

ou mixte : 𝑢(𝑎) + 𝜕𝑢
𝜕𝑥(𝑎) = 𝑓0

Pour les équations d’évolution (où le facteur temps intervient) on peut rencontrer un
autre type de conditions, qui sont :

Les conditions initiales : 𝑢(𝑥, 𝑡 = 0) = 𝑓0

En vue de résoudre ces équations, on utilisera des méthodes d’approximation de telle
sorte que l’écart entre la solution exacte et approchée (l’erreur) soit minimale.

Exemples d’équations différentielles d’équilibre de certains systèmes :

(a)
(b)

(c)

Fig. 4.2. : (a) Élément barre, (b) Élément poutre, (c) Élément plaque

Exemple 1 : élément barre : Un élément barre soumis à une force de traction T.
Fig.4.2a
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𝑑
𝑑𝑥
(𝐸𝐴(𝑥)𝑑𝑢

𝑑𝑥
) = 0

Exemple 2 : élément poutre : Fig.4.2b

𝑑2

𝑑𝑥2
(𝐸𝐼(𝑥)𝑑

2𝑣
𝑑𝑥
) = 𝑞

𝑣(𝑥) : représente la déflexion (flèche). 𝑞 : représente la charge répartie sur la poutre.

Exemple 3 : élément plaque : Fig.4.2c

𝜕4𝑤
𝜕𝑥4

+ 2 𝜕4𝑤
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+ 𝜕4𝑤
𝜕𝑦4

= 𝑞
𝐷

𝑤(𝑥, 𝑦) :déflexion de la plaque, 𝐷 = 𝐸ℎ3
12(1−𝜈) :rigidité flexionnelle de la plaque.

4.4. Formulation Variationnelle :

Dans l’ingénierie et la physique, les problèmes sont en général posés en terme d’équa-
tions différentielles, ou aux dérivées partielles, avec des conditions aux limites qui
doivent être vérifiées par la fonction (ou les fonctions) inconnue (s). [7]

D’une manière générale, un problème différentiel ou problème continu est formulé de
la manière suivante :
Trouver une fonction 𝑢𝜖Ω , tel que :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐴(𝑢) = 𝑓 dans Ω.
𝐵(𝑢) = 0, sur Γ

(4.5)

où : 𝐴(𝑢) est l’ensemble d’équations gouvernantes définies sur le domaineΩ et 𝐵(𝑢) est
l’ensemble des conditions aux limites que les fonctions 𝑢doivent vérifier sur le contour.
Fig.10.3. La fonction 𝑢peut être un scalaire tel que la température, la pression,… ou
un vecteur tel que le déplacement, la vitesse...

Il convient de souligner que l’une des particularités et forces de la méthode des élé-
ments finis est le passage des équations aux dérivées partielles ou différentielles à une
formulation intégrale du phénomène analysé .

La formulation variationnelle nous permet ce passage .

41



CHAPITRE 4. PROCESSUS DE L’ANALYSE PAR LA M.E.F.

Fig. 4.3. : le domaine Ω et la frontière Γ

4.4.1. Forme intégrale forte :

Le problème variationnelle associé au problème continu s’écrit en prenant l’intégrale
d’équations gouvernantes pondérées par des fonctions poids, le but revient alors à
trouver 𝑣𝜖𝑉de sorte que :

∀𝑣𝜖𝑉 ∶ ∫
Ω

𝑣𝐴(𝑢)𝑑Ω = 0 (4.6)

Où𝑉est un domaine choisi convenablement, et 𝑣est un ensemble de fonctions arbitraire
” suffisamment régulières ” en nombre égal au nombre d’équations.

+ Remarque
+ Cette équation est appelée forme intégrale forte de l’équation différentielle.
+ Il est clair que les conditions aux limites ne sont pas prises en compte dans la

formulation intégrale, d’où l’introduction de la forme intégrale faible .

Propriété 4.1
”Nous pouvons affirmer que si (4.6) est satisfaite pout tout 𝑣, alors les équations
différentielles (4.5) sont satisfaites en tout point du domaine”.¹

4.4.2. Forme intégrale faible :

Il existe deux procédés pour satisfaire les conditions aux limites de l’équation (4.6).

¹O.C.Zienkiewicz, R.L.Taylor.La méthode des éléments finis, Formulation de base et problèmes linéaires.
publié en 1991. page 219.
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1. Soit vérifier ces conditions par le choix d’une fonction approximative 𝑢𝑎𝑝𝑝 ≈ 𝑢 .
2. Soit vérifier que :∫Γ 𝑣𝐵(𝑢)𝑑Γ = 0

pour tout ensemble de fonctions 𝑣 .

Dans la pratique, il est possible d’effectuer une intégration par partie de l’équation (4.6)
et de la remplacer par la formulation suivante :

(𝑃𝑉) ∶ ∫
Ω

𝐶(𝑤)𝐷(𝑢)𝑑Ω + ∫
Γ

𝐸(𝑤)𝐹(𝑢)𝑑Γ = 0 (4.7)

Où les opérateurs 𝐶,𝐷, 𝐸 et 𝐹 contiennent des dérivées d’ordre moins élevé que 𝐴 et 𝐵.

Nous acceptons un ordre de différentiabilité moins élevé pour le choix de 𝑢 , au prix
d’un ordre de différentiabilité plus élevé pour 𝑣 . Cette forme faible de l’équation, uti-
lisée dans l’approximation par éléments finis, est souvent plus réaliste du point de vue
physique que l’équation différentielle originale, qui exige une régularité excessive de
la solution. C’est pourquoi la forme faible est considérée comme la base de l’approxi-
mation par éléments finis.[7]

4.5. Discrétisation du domaine :

La méthode des éléments finis est une méthode d’approximation par sous-domaine,
donc il faut subdiviser le domaine en petits éléments (discrétisation du domaine) qui
couvre approximativement le domaine Ω .Fig.4.5 et Fig.4.4

Fig. 4.4. : Étapes de modélisation par la MEF d’une console à section variable par
éléments barres.
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Fig. 4.5. : Discrétisation d’un domaine en éléments triangulaires.

4.6. Approximation sur l’élément :

Pour la plupart des problèmes, l’obtention d’une solution exacte est aussi difficile en
formulation intégrale que différentielle, cette difficulté incite à rechercher une solu-
tion approchée sous la forme d’une combinaison linéaire de fonctions indépendantes
connues et dont la manipulation mathématique ne présente pas de difficulté. Ces fonc-
tions peuvent être des fonctions trigonométriques dans le cas des séries de Fourier,mais
sont généralement des fonctions polynomiales dans le cas de la méthode des éléments
finis.

4.6.1. Approximation polynomiale :

Après avoir défini notre élément par ses nœuds et ses frontières, on remplacera la fonc-
tion exacte (solution) , qui est inconnue, par une fonction approximative élémentaire
𝑢𝑒 tel que :

{u}𝑒 = ⌊𝑁⌋ {𝑑}𝑒 = ⌊𝑁1𝑁2⋯𝑁𝑛⌋ ∗

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢1
𝑢2
⋮
𝑢𝑛

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.8)

Avec :

⌊𝑁⌋ : est ditematrice des fonctions de forme oud’interpolation, les𝑁𝑖 sont des fonctions
qui dépendent le type d’élément utilisé pour la discrétisation géométrique.

{𝑑}𝑒 = {𝑢1 𝑢2⋯𝑢𝑛} : Ils remplacent la fonction exacte aux nœuds, ces quantités nodales
sont appelées variables nodales ou paramètres nodaux.
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Exemple d’illustration : soit le problème ci-dessous Fig.4.6a où le nombre de 𝑑.𝑑.𝑙.par
nœud est égal à 01 :

(a) (b)

Fig. 4.6. : (a) Domaine à quatre éléments , (b) Élément barre à deux nœuds.

Les fonctions d’approximation pour les éléments 1 et 3 s’écrivent comme suit :

𝑢𝑒=1 = 𝑁3𝑢3 +𝑁4𝑢4 +𝑁6𝑢6 +𝑁7𝑢7 avec : ⌊𝑁𝑒=1⌋ = ⌊0 0 𝑁3 𝑁4 0 𝑁6 𝑁7 0⌋

𝑢𝑒=3 = 𝑁1𝑢1 +𝑁3𝑢3 +𝑁4𝑢4 avec : ⌊𝑁𝑒=3⌋ = ⌊𝑁1 0 𝑁3 𝑁4 0 0 0 0⌋

4.6.1.1. Approximation nodale par la méthode de Lagrange

Considérons l’approximation dudéplacement axial dans un élément barre à deux nœuds :

𝑢𝑎𝑝𝑝(𝑥) = 𝑁1𝑢1 + 𝑁2𝑢2 , Avec : 𝑁𝑖 : sont les fonctions d’interpolation de Lagrange tel
que :

𝑁𝑖(𝑥) =
𝑛

∏
𝑗=1,𝑗≠𝑖

(𝑥 − 𝑥𝑗)
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

(4.9)

Dans nôtre cas pour 𝑥1 = 0 et 𝑥2 = 𝐿 , on aura : au nœud 𝑖

𝑁1(𝑥) = (𝑥−𝑥2)(𝑥1−𝑥2)
= (𝑥−𝐿)
(0−𝐿) = (1 −

𝑥
𝐿)

𝑁2(𝑥) = (𝑥−𝑥2)(𝑥2−𝑥1)
= (𝑥−0)
(𝐿−0) = (

𝑥
𝐿)

𝑢𝑎𝑝𝑝(𝑥) = ⌊(1 − 𝑥
𝐿
) (𝑥

𝐿
)⌋ { 𝑢1

𝑢2
} (4.10)

45



CHAPITRE 4. PROCESSUS DE L’ANALYSE PAR LA M.E.F.

Propriété 4.2

𝑁𝑖(𝑥𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 si 𝑖 = 𝑗
0 si 𝑖 ≠ 𝑗

, ∑𝑁𝑖(𝑥) = 1 (4.11)

On écrit alors que la fonction recherchée 𝑢 est approchée par la combinaison linéaire :

𝑢 ≈ 𝑢𝑎𝑝𝑝 =
𝑛

∑
1

𝛼𝑖𝜙𝑖 (4.12)

où : 𝜙𝑖 sont des fonctions de forme écrites en fonction des variables indépendantes
(𝑥, 𝑦, ...) , et𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛 sont des paramètres a déterminer demanière à réaliser lameilleure
approximation possible de 𝑢 .

Par exemple :

𝑢𝑎𝑝𝑝 = 𝛼0 + 𝛼1𝑥 + 𝛼2𝑦 + 𝛼3𝑥2 + 𝛼4𝑥𝑦 + 𝛼5𝑦2 + ... + 𝛼𝑛𝑥𝑚𝑦𝑝 (4.13)

Les fonctions de forme sont habituellement définies localement par élément ou par
sous-domaine, et pour obtenir le système discret, nous devons reformuler l’équation
approchée (4.7) sous la forme suivante :

∫
Ω

𝐺𝑗(𝑢𝑎𝑝𝑝)𝑑Ω + ∫
Γ

𝑔𝑖(𝑢𝑎𝑝𝑝)𝑑Γ = 0 (4.14)

avec 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 où 𝐺𝑗 et 𝑔𝑖 sont des fonctions ou des opérateurs connus.
Cette forme intégrale, nous permet d’obtenir l’approximation élément par élément, en
utilisant la propriété d’addition de l’intégrale définie comme suit :

Propriété 4.3
Si les fontions 𝑔𝑖 sont continues et dérivables sur tout le domaineΩ , alors :

∫
Ω
𝑔𝑖 = ∑

𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡
∫
Ω𝑒
𝑔𝑖

nous avons alors :

∫
Ω

𝐺𝑗𝑑Ω + ∫
Γ

𝑔𝑖𝑑Γ =
𝑛

∑
𝑒=1

⎛
⎝∫
Ω𝑒

𝐺𝑗𝑑Ω + ∫
Γ𝑒

𝑔𝑖𝑑Γ
⎞
⎠

(4.15)

où Ω𝑒 est le domaine de chaque élément, et Γ𝑒 sa portion de frontière Fig.10.3.

Pour obtenir de telles formulations intégrales, il existe deux méthodes à notre disposi-
tion :
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1. Méthode variationnelle : qui consiste à déterminer une fonctionnelle variationnelle
que l’on cherche à rendre stationnaire. Cette méthode est basée sur des considéra-
tions énergétiques.

2. Laméthode des résidus pondérés : cette méthode est basée sur les équations d’équi-
libre locales qui sont des équations différentielles définies à l’intérieur du domaine
et sur les conditions aux limites du problème défini sur sa frontière.

4.7. Approches du calcul :

4.7.1. Approche directe :

Il existe deux approches directes générales traditionnellement associées à la méthode
des éléments finis appliquée aux problèmes de mécanique des structures : la méthode
de force ou flexibilité, et la méthode de déplacement ou rigidité.

Selon cette approche, la matrice de rigidité et les équations d’élément reliant les forces
nodales aux déplacements nodaux sont obtenues en utilisant les conditions d’équilibre
des forces pour un élément de base, ainsi que les relations force/déformation.

À des fins de calcul, la méthode des déplacements (ou de la rigidité) est plus sou-
haitable, car sa formulation est plus simple pour la plupart des problèmes d’analyse
structurelle.

En outre, la grande majorité des programmes d’éléments finis à usage général ont in-
corporé la formulation du déplacement pour résoudre les problèmes structurels.

Par conséquent, seule la méthode de déplacement sera détaillée dans ce chapitre.

Méthode des déplacements (ou de la rigidité) :

De part sa simplicité et son adaptabilité aux éléments linéaires ou unidimensionnels,
nous traiterons un exemple simple d’élément barre pour illustrer la méthode.

Pour établir les équations de force/déplacement pour un élément typique, nous isolons
l’élément du système comme le montre Fig.4.7

Fig. 4.7. : Un élément barre de système

Dans cette figure, une force (𝑓) et un déplacement (𝑢)sont définis à chacun des deux
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nœuds dans la direction positive de l’axe 𝑥 .

Les équations de l’élément peuvent être exprimées sous forme matricielle comme suit :

[𝑘]{𝑢} = {𝑓} (4.16)

or :

[ 𝑘11 𝑘12
𝑘21 𝑘22

] { 𝑢1
𝑢2
} = { 𝑓1

𝑓2
} (4.17)

Nous déduirons la matrice de rigidité de l’élément à partir de la définition de base
du coefficient de rigidité, et pour cela aucun polynôme d’interpolation supposé n’est
nécessaire. En mécanique des structures, le coefficient d’influence de la rigidité 𝑘𝑖𝑗est
défini comme la force engendrée au nœud 𝑖(dans la direction de 𝑢𝑖 ) par un déplace-
ment unitaire au nœud 𝑗(𝑢𝑗 = 1) alors que tous les autres nœuds sont retenus. Cette
définition peut être utilisée pour générer la matrice [𝑘] .
Par exemple, lorsque nous appliquons un déplacement unitaire au nœud 1 et que nous
retenons le nœud 2 comme lemontre la figure Fig.4.8, nous induisons une force (𝑘11) égale
à 𝑘11 = (𝐴𝑒𝐸𝑒/𝑙𝑒) au nœud 1 et une force (𝑘21) égale à −(𝐴𝑒𝐸𝑒/𝑙𝑒) au nœud 2. De même,
nous pouvons obtenir les valeurs de (𝑘22) et (𝑘12) comme 𝑘22 = (𝐴𝑒𝐸𝑒/𝑙𝑒) et 𝑘12 = −(𝐴𝑒𝐸𝑒/𝑙𝑒) ,
en donnant un déplacement unitaire au nœud 2 et en retenant le nœud 1 . Ainsi, la
matrice caractéristique (de rigidité) de l’élément est donnée par :

[𝑘] = [ 𝑘11 𝑘12
𝑘21 𝑘22

] = [ (𝐴𝑒𝐸𝑒/𝑙𝑒) −(𝐴𝑒𝐸𝑒/𝑙𝑒)
−(𝐴𝑒𝐸𝑒/𝑙𝑒) (𝐴𝑒𝐸𝑒/𝑙𝑒)

] = 𝐴𝑒𝐸𝑒
𝑙𝑒
[ 1 −1
−1 1 ] (4.18)

Fig. 4.8. : Recherche des coefficients d’influence de la rigidité 𝑘11 et 𝑘21

+ Remarque
+ L’équation 4.16 désigne les équations de l’élément indépendamment du type

de problème, de la complexité de l’élément ou de la manière dont la matrice
[𝑘]est dérivée.

+ La matrice de rigidité [𝑘]des structures linéaires est symétrique conséquence
deMaxwell-Betti.
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4.7.2. Approche variationnelle :

Le principe variationnel consiste à définir une fonctionnelle sous la forme d’une inté-
grale qui peut être exprimée comme suit :

Π = ∫
Ω
𝐹(𝑢, 𝑢′, ..)𝑑Ω + ∫

Γ

𝐸(𝑢, 𝑢′, ..)𝑑Γ (4.19)

où 𝑢 est la fonction inconnue, et 𝐹 et 𝐸 sont des opérateurs connus.

Si la fonction inconnue 𝑢 est remplacée par son approximation 𝑢𝑎𝑝𝑝 sur tout le domaine
Ω telle que :

𝑢𝑎𝑝𝑝 =
𝑛

∑
𝑗=1

𝑁𝑖𝑢𝑖 , 𝑢
′𝑎𝑝𝑝 =

𝑛

∑
𝑗=1

𝑁
′

𝑖𝑢𝑖

alors la fonctionnelle Πdevient une fonction des coefficients 𝑢1, 𝑢2, ...𝑢𝑛 uniquement.
Où 𝑁𝑖 sont des fonctions d’interpolation, et les 𝑢𝑖 sont des coefficients numériques qui
sont en fait les valeurs de 𝑢𝑎𝑝𝑝 en chaque nœud Fig.4.5

+ Remarque
Le choix des fonctions d’interpolation sur chaque élément définira le type de
l’élément, car il y a un lien mathématique rigoureux entre la nature des fonctions
d’approximation (linéaires, quadratiques, cubiques) et la forme des éléments.

la solution du problème est une fonction 𝑢qui rend Π stationnaire par rapport à de
petites variations 𝛿𝑢 , ainsi pour une solution du problème continu, ”la variation” de
Π est nulle :

𝛿Π = 0 (4.20)

Théorème 4.1
Soit 𝐿(𝑈) = 𝑓 possède une solution. Si 𝐿 est un opérateur linéaire, symétrique et
défini positif, alors : (𝑢𝑎𝑝𝑝) qui minimise ℝ = 𝐿(𝑢𝑎𝑝𝑝) − 𝑓 est la solution de l’équation
différentielle 𝐿(𝑢) = 𝑓.

Propriété 4.4
Dans le cas de matériaux élastiques en équilibre stable, l’énergie potentielle est
non seulement stationnaire, mais de plus minimale. La méthode des éléments
finis consiste donc dans la recherche d’un tel minimum sous la contrainte d’un
type imposé de déplacements.[7]

Donc, la solution obtenue à partir de la méthode variationnelle est obtenue en mini-
misant le potentiel total de la structure, c’est le principe de l’énergie potentielle minimale
voir Annexe B.

49



CHAPITRE 4. PROCESSUS DE L’ANALYSE PAR LA M.E.F.

Par conséquent, pour que 𝛿Π = 0 , cela n’est possible que lorsque tout les termes 𝜕Π
𝜕𝑢𝑖

s’an-
nulent séparément, nous obtenons donc un système algébrique de 𝑛 équations :

𝜕Π
𝜕𝑢𝑖
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕Π
𝜕𝑢1
⋮
𝜕Π
𝜕𝑢𝑛

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
= 0 (4.21)

Pour un corps élastique, l’énergie potentielle Π est exprimé comme suit (voir Annexe
C) :

Π = ∫
Ω

1
2
{𝑢}𝑇([𝐵]𝑇[𝐷][𝐵]){𝑢}𝑑Ω − ∫

Ω
{𝑢}𝑇{𝑝}𝑑Ω − ∫

Γ
{𝑢}𝑇{𝑞}𝑑Γ (4.22)

soit
[𝐾] = [𝐵]𝑇[𝐷][𝐵]

Les expressions des énergies deviennent sous forme matricielle comme suit :
𝑊 = −{𝑢}𝑇{𝐹} : L’énergie potentielle des forces extérieures.
𝑈 = 1

2{𝑢}
𝑇[𝐾]{𝑢} : l’énergie de déformation interne.

Donc l’équation (C.5) peut s’écrire sous la forme :

𝛿Π = {𝛿𝑢}𝑇.([𝐾]{𝑢} − {𝐹}) = 0

Ce qui permet d’aboutir à la relation d’équilibre :

[𝐾]{𝑢} = {𝐹} (4.23)

où [𝐾] est la matrice globale de rigidité.

Limitation de la méthode variationnelle :

Une limitation majeure de la méthode est qu’elle nécessite que le problème physique
ou d’ingénierie soit formulé sous forme variationnelle, ce qui peut ne pas être possible
dans tous les cas. Cependant, l’approche de résidus pondérés offre la procédure la plus
générale pour résoudre un système d’équations et peut être appliquée à presque tous
les problèmes pratiques d’ingénierie.

4.7.3. Approche des résidus pondérés :

Elle consiste à approcher partiellement l’annulation du résidu d’une équation différen-
tielle pour trouver une solution discrète approximative. Soit par exemple un champ
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scalaire 𝑢(𝑥)défini sur un domaine (Ω) . On cherche la solution du modèle mathéma-
tique défini par les équations locales sur l’intérieur du domaine (Ω) et les conditions
aux limites sur la frontière de ce domaine (Γ) .

∀𝑥 ∈ Ω ∶ 𝐿(𝑢) = 𝑓 𝑒𝑡 ∀𝑥 ∈ Γ ∶ 𝐵(𝑢) = 𝐸

Les relations ci-dessus représentent respectivement, l’équation locale et les conditions
aux limites. Le résidu représente l’erreur commise lorsqu’on utilise une approximation
(𝑢𝑎𝑝𝑝)du champ (𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑒)pour écrire les équations du problème. On défini le résidu par
l’erreur sur l’équation locale comme suit :

∀𝑥 ∈ Ω ∶ ℝ(𝑢𝑎𝑝𝑝) = 𝐿(𝑢) − 𝑓
Soit l’ensemble de fonctions dites de pondération 𝜙définies sur le domaine (Ω) . La
méthode des résidus pondérés consiste à annuler l’erreur commise sur le résidu en la
pondérant par un nombre fini de fonctions 𝜙 ce qui correspond à des équations de la
forme :

∀𝜙 ∶ ∫ 𝜙ℝ(𝑢).𝑑Ω = 0

Exemple d’application :

Soit à résoudre l’équation différentielle suivante :

𝜕𝑢(𝑥)
𝜕𝑥

= −𝑢

définie dans l’intervalle [0, 1] avec la condition aux limites :𝑢(0) = 1 . Soit la solution
approchée :

𝑢𝑎𝑝𝑝(𝑥) = 𝛼0 + 𝛼1𝑥 + 𝛼2𝑥2

Sachant que :𝑢(0) = 1 alors 𝛼0 = 1 , il nous reste à déterminer 𝛼1 et 𝛼2 , pour cela on
considère le résidu :

ℝ(𝑥) = 𝜕𝑢(𝑥)
𝜕𝑥

+ 𝑢(𝑥)

Pour 𝑢(𝑥) la solution exacte ℝ(𝑥) = 0 .

Si on remplace 𝑢(𝑥)par la solution approchée on obtient :

𝑢(𝑥) = 𝛼0 + 𝛼1𝑥 + 𝛼2𝑥2 ⟹
𝜕𝑢(𝑥)
𝜕𝑥

= 𝛼1 + 2𝛼2𝑥 ⟹ ℝ(𝑥) = 𝛼1 + 1 + (2𝛼2 + 𝛼1)𝑥 + 𝛼2𝑥2

On essaye alors de rendre ce résidu nul, pour cela il existe plusieurs méthodes telles
que :
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▷ La méthode de Galerkine.
▷ La méthode des moindres carrés.

4.7.3.1. Méthode de Galerkine :

La méthode de Galerkine est basée sur la notation des résidus qui doit être pondéré et
minimisé.
Soit 𝐿(𝑢) = 𝑓donc 𝐿(𝑢) − 𝑓 = 0 .
Si on prend :

𝑢 ≈ 𝑢𝑎𝑝𝑝 =
𝑛

∑
1

𝛼𝑖𝜙𝑖 = 𝛼1𝜙1 + 𝛼2𝜙2 + ... + 𝛼𝑛𝜙𝑛

Donc
ℝ = 𝐿(𝑢𝑎𝑝𝑝) − 𝑓

𝜙𝑖 : fonctions de pondération ou fonctions poids.

∫
Ω

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐿
⎛
⎝

𝑛

∑
1

𝛼𝑖𝜙𝑖
⎞
⎠
− 𝑓
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
𝜙𝑖𝑑Ω = 0 ; 𝑖 = 1, 2, .., 𝑛

Le problème devient un système algébrique de 𝛼𝑛 inconnus (système d’équations li-
néaires) :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑚11 𝑚12 … 𝑚1𝑛
𝑚21 𝑚22 ⋯ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑚𝑛1 ⋯ ⋯ 𝑚𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼1
𝛼2
⋮
𝛼𝑛

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑛

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

Soit pour l’exemple précédent :

∫
1

0
𝑥.𝑅.𝑑𝑥 = 1

2
+ 5
6
𝛼1 +

11
12

𝛼2 = 0

∫
1

0
𝑥2.𝑅.𝑑𝑥 = 1

3
+ 7
12

𝛼1 +
7
10

𝛼2 = 0

La résolution du système conduit à :

𝛼1 = −0.914 et 𝛼2 = 0.285

La solution approchée s’écrit alors :

𝑢𝑎𝑝𝑝(𝑥) = 1 − 0.914𝑥 + 0.285𝑥2
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4.7.3.2. Méthode des moindres carrés :

La méthode des moindres carrés est utilisée pour ajuster les coefficients d’une fonction
de manière à minimiser la somme des carrés des écarts(Résidu) entre les résultats de la
solution approximative et les résultats de la solution exacte. Les coefficients d’interpo-
lation sont obtenus en résolvant un système d’équations linéaires qui utilise les données
nodales et les conditions aux limites du problème. Ceci exige que l’intégrale sur tout
le domaine de la fonction d’erreur au carré soit minimisée par rapport à chacun des
coefficients inconnus dans la solution supposée, c’est-à-dire :

𝜕
𝜕𝛼𝑖
∫
Ω
𝑅2𝑑Ω = 0 ; 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 (4.24)

c’est l’équivalent de :

∫
Ω
𝑅
𝜕𝑅
𝜕𝛼𝑖

𝑑Ω = 0 ; 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 (4.25)

Pour l’exemple précédent, on suppose que la moyenne du carré du résidu est minimale
sur le domaine :

1
2
.
𝜕

𝜕𝛼1
∫

1

0
𝑅2𝑑𝑥 = ∫

1

0
𝑅
𝜕𝑅
𝜕𝛼1

.𝑑𝑥 = 3
2
+ 7
3
𝛼1 +

9
4
𝛼2 = 0

1
2
.
𝜕

𝜕𝛼2
∫

1

0
𝑅2𝑑𝑥 = ∫

1

0
𝑅
𝜕𝑅
𝜕𝛼2

.𝑑𝑥 = 4
2
+ 9
3
𝛼1 +

38
15

𝛼2 = 0

La résolution du système conduit à :

𝛼1 = −0.942 𝑒𝑡 𝛼2 = 0.311

La solution approchée s’écrit alors :

𝑢𝑎𝑝𝑝(𝑥) = 1 − 0.942𝑥 + 0.311𝑥2

4.8. Notion de convergence :

4.8.1. Introduction :

Dans la plupart des cas de structures réelles, la solution obtenue par éléments finis
n’est pas la solution exacte du problème, on dira alors que notre solution converge vers
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la solution exacte. L’écart entre la solution exacte et numérique résulte d’imprécisions ;
elles ne sont pas seulement dues au fait que le modèle mathématique ne traduit pas
la réalité physique, mais elles proviennent aussi de la mise en œuvre de la M.E.F. qui
comporte des imprécisions :

◇ Erreurs de modélisation géométrique du domaine,
◇ Erreurs numériques d’arrondi,
◇ Erreurs de l’approximation polynomiale.
◇ Erreurs sur les équations constitutives

4.8.2. Convergence :

Quand on parle de convergence, on entend l’évolution des résultats de la méthode
des éléments finis vers la solution exacte lorsqu’on améliore le modèle représentant
le problème .

1. Les facteurs qui peuvent contribuer à faire converger les résultats sont : le raffinement
du maillage, c’est-à-dire l’augmentation du nombre d’éléments sans modification
de l’interpolation. C’est ce qu’on appelle la convergence . «h» étant un scalaire qui
représente la taille des éléments.

2. L’enrichissement de l’interpolation sans modification du maillage, c’est-à-dire l’aug-
mentation du degré p du polynôme caractéristique de l’élément. C’est ce qu’on ap-
pelle la convergence «p».

On dit d’un processus de raffinement demaillage qui conduit à des résultats plus exacts
qu’il est h convergent et d’un processus d’augmentation du degré de l’interpolation qui
produit le même effet qu’il est p convergent.

4.8.2.1. Convergence «h» :

Fig. 4.9. : Raffinement du maillage en diminuant h

Soit h la dimension caractéristique d’un élément (Longueur du plus grand côté ... ). La
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convergence «h» consiste à subdiviser davantage le domaine en éléments toujours plus
petits, on appelle alors critères de convergence les conditions que l’interpolation doit
respecter pour que la solution approchée tende vers la solution exacte quand la taille
des éléments finis tend vers 0, autrement dit h tend vers 0.

4.8.2.2. Convergence «p» :

Partant d’un maillage donné d’élément finis et appelons p le degré des polynômes
utilisés pour l’interpolation. On conserve le maillage choisi et on enrichit le champ
approché des éléments en augmentant le degré de p. Alors, si les critères de conver-
gence sont satisfaits, la solution approchée tend vers la solution exacte lorsque le degré
d’interpolation p tend vers l’infini. C’est la technique de la convergence «p».

Fig. 4.10. : Augmentation du degré d’interpolation d’un élément quadrilatère pour
étudier la convergence p

4.8.2.3. Convergence monotone de la M.E.F. :

Pour qu’il y ait effectivement une convergence monotone, il faut satisfaire les deux
conditions suivantes :

1. Condition de complétude : pour satisfaire cette condition, il faut réunir :
Critère N°1 : les fonctions choisies qui représentent les déplacements ne doivent pas
donner lieu à des déformations lorsque les déplacements nodaux correspondent aux
déplacements de corps rigide (U=0 ; ou zero energy modes).
Critère N°2 : les fonctions choisies qui représentent les déplacements doivent pou-
voir représenter un état de déformations constantes à l’intérieur de l’élément, et ce,
au moins à la limite, lorsque la taille des éléments tend vers zéro.

2. Condition de conformité :
Lorsque les déformations sont définies : 𝜀𝑖𝑗 = 12(𝑢𝑖,𝑗+𝑢𝑗,𝑖) , un élément est dit conforme
ou compatible si les fonctions de déplacements et leurs dérivées sont continues à
l’intérieur de l’élément et à ses frontières. Cette condition exprime effectivement
qu’aucun vide ou recouvrement n’apparaît dans l’opération de contribution des dif-
férents éléments (l’assemblage).

55



CHAPITRE 4. PROCESSUS DE L’ANALYSE PAR LA M.E.F.

+ Remarque
Il est à remarquer que la convergence monotone d’une solution (M.E.F.) se fait
souvent par des valeurs inférieures : 𝑢𝑎𝑝𝑝 < 𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑒

𝜋 = 𝑈 −𝑊 = 1
2
{𝑢}𝑇 [𝐾] {𝑢} − {𝑢} {𝐹} = −1

2
{𝑢}𝑇 [𝐾] {𝑢} (4.26)

𝜋𝑎𝑝𝑝 > 𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑒 ⟺ 𝑢𝑎𝑝𝑝 < 𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑒 (4.27)

En fait , ce résultat s’explique par la présence d’une rigidité artificielle créée par la
discrétisation.

4.8.3. Patch Test :

Le patch test est un indicateur de qualité d’un élément fini développé par Bruce Irons
et c’est un moyen d’assurer, pour des problèmes d’élasticité, la convergence d’éléments
de type déplacement.

Ce dernier est applicable à tous les éléments finis, et représente :

▷ Une condition nécessaire pour assurer la convergence de toute approximation pour
des éléments finis, et s’il est correctement généralisé et interprété, il peut fournir une
condition suffisante de convergence.

▷ Une évaluation du taux de convergence de l’élément testé.
▷ Unmoyende construire de nouveaux éléments fins précis sans vérifications des condi-

tions de compatibilité

Le test original introduit par Irons est un moyen de vérifier si un ensemble d’éléments
soumis à une contrainte constante reproduisait exactement le comportement dumilieu
et subissait des déformations correctes quand il devenait infiniment petit, s’il en est
ainsi, alors on peut dire que lemodèle à éléments finis représente bien le comportement
du milieu et reproduit exactement le comportement de la structure réelle.

Références : [8] [4] [5] [6] [7] [9] [3]
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5
LES ÉLÉMENTS BASIQUES DE LA M.E.F

5.1. Éléments unidimensionnels :

5.1.1. Ressort linéaire :

Un ressort élastique linéaire est un dispositif mécanique capable de soutenir l’effort
axial seulement. L’élongation ou la contraction du ressort est directement proportion-
nelle à la charge axiale appliquée. La constante de proportionnalité entre la défor-
mation et la charge désignée sous le nom de la constante de ressort ou de la rigidité
de ressort, généralement noté par k, et son unité, la force par unité de longueur. La
formulation du ressort linéaire comme élément fini est représentée par la figure Fig.5.1

Fig. 5.1. : Les caractéristiques de l’élément ressort.

La déformation du ressort est donnée par :

𝛿 = 𝑢2 − 𝑢1 (5.1)

Et la force axiale résultante dans le ressort est donnée par :

𝐹 = 𝑘𝛿 = 𝑘(𝑢2 − 𝑢1) (5.2)
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En équilibre, 𝐹1 + 𝐹2 = 0 où 𝐹1 = −𝐹2, et nous pouvons réécrire l’équation 5.2 en termes
de forces appliquées aux nœuds :

𝐹1 = −𝑘(𝑢2 − 𝑢1)
𝐹2 = 𝑘(𝑢2 − 𝑢1)

⇒ { 𝐹1
𝐹2
} = [ 𝑘 −𝑘

−𝑘 𝑘 ] {
𝑢1
𝑢2
} (5.3)

ou sous la forme réduite :

{𝐹} = [𝐾𝑒] {𝑢} (5.4)

Il apparait que la matrice de raideur de l’élément :

[𝐾𝑒] = [
𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘 ] (5.5)

+ Remarque
+ La matrice de rigidité est symétrique i.e. 𝑘𝑖𝑗 = 𝑘𝑗𝑖. La symétrie de la matrice

de rigidité est indicative du fait que le corps est linéairement élastique et que
chaque déplacement est lié à l’autre par le même phénomène physique.

+ Le ressort élastique linéaire sert à présenter le concept de la matrice de
rigidité et l’utilité d’un tel élément dans l’analyse des éléments finis est
limitée. L’élément ressort est souvent employé pour représenter la nature
élastique des systèmes plus compliqués, par exemple, ils peuvent être utilisés
pour modéliser les appuis des poutres et tabliers de ponts, les fondations
de bâtiments, soutènements de tunnels, etc. Les éléments ressorts peuvent
également modéliser les interactions entre les différentes parties de la
structure.

5.1.2. Élément barre :

Un problème de résistance des matériaux ou n’intervient que la traction-compression,
peut être considéré comme un problème de barre élastique.

Cet élément, que nous appelons simplement un élément de barre. est particulièrement
utile en analyse des systèmes bidimensionnels et tridimensionnels. La formulation des
caractéristiques des éléments finis d’un élément barre élastique est fondée sur les hy-
pothèses suivantes :

- La barre est géométriquement droite.
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- Le matériau obéit à la loi de Hooke.
- Les forces sont appliquées seulement aux extrémités de la barre.
- La barre soutient l’effort axial seulement ; la flexion, la torsion et le cisaillement

ne sont pas transmis à l’élément par l’intermédiaire de la nature de ses liaisons à
d’autres éléments.

La figure Fig. 5.2 représente une barre élastique prismatique uniforme de longueur
𝐿 et de module d’élasticité 𝐸. l’élément a une section transversale 𝐴. Un nœud est si-
tué à chaque extrémité. Les déplacements axiaux au niveau des nœuds sont 𝑢1 et 𝑢2 .
La contrainte axiale interne 𝜎peut être reliée aux forces nodales 𝐹1 et 𝐹2 par des dia-
grammes de corps libres Fig. 5.2. À son tour, 𝜎 est lié au module d’élasticité 𝐸 et à la
déformation axiale 𝜀 = (𝑢2 − 𝑢1)/𝐿, comme suit :

𝐹1 + 𝐴𝜎 = 0 ; 𝐹2 − 𝐴𝜎 = 0

𝜎 = 𝐸𝜀 ; 𝜀 = 𝑢2 − 𝑢1
𝐿

𝐹1 + 𝐴𝐸
𝑢2 − 𝑢1

𝐿
= 0 ; 𝐹2 − 𝐴𝐸

𝑢2 − 𝑢1
𝐿

= 0

(5.6)

On peut réécrire l’équation 5.6 sous forme :
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐴𝐸
𝐿 (𝑢1 − 𝑢2) = 𝐹1
𝐴𝐸
𝐿 (𝑢2 − 𝑢1) = 𝐹2

ou bien [ 𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘 ] {

𝑢1
𝑢2
} = { 𝐹1

𝐹2
} où 𝑘 = 𝐴𝐸

𝐿

Fig. 5.2. : Géometrie de l’element barre.

5.1.3. Élément poutre :

Cet élément représente la base de la formulation par éléments finis en utilisant la
théorie élémentaire de flexion d’une poutre. Considérons une poutre uniforme sur l’axe
𝑥. Un élément de poutre 2D a un nœud à chaque extrémité. Chaque nœud possède
deux d.d.l. , un déplacement transversal 𝑣 et une rotation 𝜃 autour de l’axe 𝑧 Fig.5.3(a).
La figure Fig.5.3(b) montre la représentation des charges nodales, où chaque charge est
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considérée positive si elle agit dans la même direction que le degré de liberté corres-
pondant. Nous limitons les déplacements latéraux au plan 𝑥𝑦 et ne considérons que les
déformations de flexion, en supposant que la déformation de cisaillement transversal
peut être ignorée.

Fig. 5.3. : Élément poutre dans le plan 𝑥𝑦 et ses d.d.l.

En éliminant la déformation axiale, la matrice de rigidité d’un élément de poutre 2D
est 4 par 4. Elle peut être construite colonne par colonne. La 𝑗𝑒𝑚𝑒colonne est le vecteur
des charges nodales associées à la valeur unitaire de la 𝑗𝑒𝑚𝑒d.d.l. et à des valeurs nulles
pour toutes les autres d.d.l. Pour obtenir la colonne associée à 𝑣1, nous calculons les
charges nodales indiquées à la figure Fig.5.3c. Ces charges sont appelées 𝑘11 ,𝑘21 ,𝑘31 et
𝑘41 pour indiquer qu’elles apparaîtront dans les lignes 1 , 2 , 3 , 4 et dans la colonne 1de
la matrice de rigidité de l’élément [𝑘]. Les charges sont indiquées dans le sens positif,
c’est-à-dire dans la même direction que leur d.d.l. associés.

Pour obtenir 𝑘11 et 𝑘21, nous pouvons appliquer les formules classiques de la théorie
élémentaire des poutres en considérant la figure Fig.5.3c comme une poutre porte-à-
faux fixée au nœud 2 et chargée au nœud 1 par la force 𝑘11 et un moment 𝑘21 tel que
𝑣1 = 1 et 𝜃𝑧1 = 0 , donc :

𝑣1 = 1 ∶
𝑘11𝐿3

3𝐸𝐼
− 𝑘21𝐿2

2𝐸𝐼
= 1 𝜃 = 0 ∶ −𝑘11𝐿

2

2𝐸𝐼
+ 𝑘21𝐿

𝐸𝐼
= 0 (5.7)

l’équation 5.7donne :
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𝑘11 =
12𝐸𝐼
𝐿3 𝑘21 =

6𝐸𝐼
𝐿2 (5.8)

En utilisant les valeurs de 𝑘11 et 𝑘21 que nous avons obtenues précédemment, nous pou-
vons déterminer les coefficients 𝑘31 et 𝑘41 en résolvant les équations d’équilibre statique.

on additionne les forces et les moments de la direction 𝑦 autour du nœud 2 :

𝑘11 + 𝑘31 = 0 𝑘21 + 𝑘41 − 𝑘11𝐿 = 0 (5.9)

à partir des équations 5.8 et 5.9, nous obtenons :

𝑘31 = −
12𝐸𝐼
𝐿3 𝑘41 =

6𝐸𝐼
𝐿2 (5.10)

Une analyse similaire des trois dernières parties de la figure Fig.5.3 fournit des termes
dans les trois dernières colonnes de [𝑘]. La matrice de rigidité complète de l’élément
de poutre 2D est la suivante :

[𝑘] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12𝐸𝐼
𝐿3

6𝐸𝐼
𝐿2 −12𝐸𝐼𝐿3

6𝐸𝐼
𝐿2

6𝐸𝐼
𝐿2

4𝐸𝐼
𝐿 −6𝐸𝐼𝐿2

2𝐸𝐼
𝐿

−12𝐸𝐼𝐿3 −6𝐸𝐼𝐿2
12𝐸𝐼
𝐿3 −6𝐸𝐼𝐿2

6𝐸𝐼
𝐿2

2𝐸𝐼
𝐿 −6𝐸𝐼𝐿2

4𝐸𝐼
𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑣1
𝜃1
𝑣2
𝜃2

(5.11)

La colonne de symboles à droite est simplement ajoutée pour indiquer que [𝑘] opère
sur le vecteur colonne des d.d.l. de l’élément {𝑑} = { 𝑣1 𝜃1 𝑣2 𝜃2 }𝑇

5.2. Élément Triangle :

L’élément triangulaire est particulier dans la M.E.F. car il est simple à mettre en œuvre.
Il permet de modéliser des géométries complexes, et il offre une bonne précision pour
les problèmes linéaires. En effet, L’utilisation demailles triangulaires permet demailler
«fidèlement» des géométries complexes en utilisant un petit nombre d’éléments.

5.2.1. Triangle à déformation constante (CST) :

Un triangle linéaire est un triangle plan dont la quantité de champ de déplacement
varie linéairement avec les coordonnées cartésiennes 𝑥 et 𝑦 . ses nœuds ne se déplacent
que suivant deux directions ; un déplacement 𝑢 suivant l’axe x et un déplacement 𝑣 sui-
vant l’axe y.
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Dans l’analyse des contraintes, un champ de déplacement linéaire produit un champ
de déformation constant, de sorte que l’élément peut être appelé triangle à déformation
constante (constant-strain triangle (CST)).

soit l’élément triangulaire montre sur la figure Fig.5.4a

(a) Élément triangulaire à trois nœuds. (b) Mode de déplacement des nœuds.

Fig. 5.4. : Élément triangulaire (CST).

le vecteur déplacement de cet élément s’écrit sous la forme :

{u} = { 𝑢
𝑣 } (5.12)

le déplacement suivant 𝑥 est de la forme :

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝛼1 + 𝑎2𝑥 + 𝛼3𝑦 = { 1 𝑥 𝑦 }
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝛼1
𝛼2
𝛼3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(5.13)

où 𝛼1,𝛼2 et 𝛼3 sont des constantes.

pour l’exemple Fig.5.4a on a les déplacements suivant 𝑥pour chaque nœud :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑢1
𝑢2
𝑢3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0
1 𝑥2 0
1 𝑥3 𝑦3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝛼1
𝛼2
𝛼3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
⟹
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑢1
𝑢2
𝑢3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
= [ 𝐴 ]

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝛼1
𝛼2
𝛼3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(5.14)

à partir du système d’équations 5.14 nous avons :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝛼1
𝛼2
𝛼3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
= [𝐴]−1

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑢1
𝑢2
𝑢3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(5.15)
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En remplaçant cette dernière equation 5.15 dans 5.13, on obtient le domaine interpolé
𝑢(𝑥, 𝑦) :

𝑢(𝑥, 𝑦) = { 1 𝑥 𝑦 } [𝐴]−1
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑢1
𝑢2
𝑢3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
= ⌊𝑁⌋

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑢1
𝑢2
𝑢3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(5.16)

de même pour 𝑣(𝑥, 𝑦), on a :

𝑣(𝑥, 𝑦) = ⌊𝑁⌋
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑣1
𝑣2
𝑣3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(5.17)

avec : ⌊𝑁⌋ = { 1 𝑥 𝑦 } [𝐴]−1 : Matrice des fonctions d’interpolation des déplacements.
D’une maniéré générale

{ 𝑢(𝑥, 𝑦)
𝑣(𝑥, 𝑦) }

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
{u}

= [ 𝑁1 0 𝑁2 0 𝑁3 0
0 𝑁1 0 𝑁2 0 𝑁3

]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

[𝑁]

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢1
𝑣1
𝑢2
𝑣2
𝑢3
𝑣3

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
{𝑑}

(5.18)

ou d’une manière simplifiée :

{u} = [𝑁]{𝑑} (5.19)

où : {u} : vecteur déplacement des points 𝑝𝑡(𝑥, 𝑦)de l’élément triangulaire.

a. Vecteur de déformation de l’élément :

{𝜀} =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝜀𝑥𝑦

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑢
𝜕𝑥
𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢
𝜕𝑦 +

𝜕𝑣
𝜕𝑥

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
(5.20)

soit : {𝜀} = [𝐿] {u} = [𝐿] [𝑁]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
[𝐵]

{𝑑}, donc :

{𝜀} = [𝐵] {𝑑} (5.21)

d’où : [𝐿] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜕/𝜕𝑥 0
0 𝜕/𝜕𝑦

𝜕/𝜕𝑦 𝜕/𝜕𝑥

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
: opérateur différentiel.

[𝐵] :Matrice d’interpolation des déformations.
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b. Vecteur de contrainte de l’élément :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
= [𝐷]

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝜀𝑥𝑦

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
⟹ {𝜎} = [𝐷] {𝜀} (5.22)

Avec : [𝐷] : Matrice des coefficients élastiques.

+ Remarque
Si le matériau est supposé isotrope, donc [𝐷 ]ne dépend que du module de
Young 𝐸 et du coefficient de Poisson 𝜈 (voir chapitre 1).

c. Vecteur charge de l’élément :
i. Vecteur charges concentrées sur les nœuds :

{𝑃} =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃1𝑥
𝑃1𝑦
𝑃2𝑥
𝑃2𝑦
𝑃3𝑥
𝑃3𝑦

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.23)

Fig. 5.5. : Charges concentrées sur les nœuds.

ii. Vecteur charge uniformément répartie sur le côté de l’élément triangulaire :
Quand la charge externe unitaire 𝑞 {𝑞𝑥 𝑞𝑦}

𝑇
est répartie sue le côté élément barre

1 − 3de l’élément triangulaire, ses forces équivalentes sur le nœuds sont :

𝑅1𝑥 = 𝑅3𝑥 =
1
2
𝑞𝑥𝐿𝑒

1−3

𝑅1𝑦 = 𝑅3𝑦 =
1
2
𝑞𝑦𝐿𝑒

1−3

𝑅2𝑥 = 𝑅2𝑦 = 0

(5.24)
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Fig. 5.6. : Charges uniformément réparties sur le côté de l’élément triangulaire.

iii. Vecteur charge uniformément répartie en volume :
Quand la charge est uniformément répartie en volume sur un élément triangulaire
d’épaisseur 𝑒 et de volume Δ, ses forces équivalentes au droit des nœuds sont :

𝑅1𝑥 = 𝑅2𝑥 = 𝑅3𝑥 =
1
3
.Δ.𝑒.𝑝𝑥

𝑅1𝑦 = 𝑅2𝑦 = 𝑅3𝑦 =
1
3
.Δ.𝑒. (−𝑝𝑦)

(5.25)

Fig. 5.7. : Charges uniformement réparties en volume.

iv. Vecteur charge totale sur l’élément :
Le vecteur charge totale, assemble les charges données par expressions 5.23, 5.24 et
5.25, est :

{𝐹} =
𝑛

∑
𝑖=1

{𝐹𝑖} (5.26)

d. Matrice de rigidité de l’élément : Par définition, on donne :

[𝑘] =∬
𝐴

[𝐵]𝑇 [𝐷] [𝐵] .𝑒.𝑑𝐴 (5.27)
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𝑒 : l’épaisseur de l’élément. Δ : surface de l’élément triangulaire.

5.2.2. Triangle à déformation linéaire (L.S.T.) :

Il s’agit d’un élément triangulaire à six nœuds comme indiqué sur la figure Fig.5.8a.
Les d.d.l. en chaque nœud sont 𝑢𝑖 , 𝑣𝑖 , 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑖 = 1, 2, ..., 6, pour un nombre totale de
12 d.d.l. par élément. Les fonctions d’approximations des déplacements sont quadra-
tiques :

𝑢 = 𝛼1 + 𝛼2𝑥 + 𝛼3𝑦 + 𝛼4𝑥2 + 𝛼5𝑥𝑦 + 𝛼6𝑦2

𝑣 = 𝛼7 + 𝛼8𝑥 + 𝛼9𝑦 + 𝑎10𝑥2 + 𝛼11𝑥𝑦 + 𝛼12𝑦2
(5.28)

(a) (b)

Fig. 5.8. : (a) : Triangle quadratique (L.S.T.), (b)et(c) : les modes de déplacement associés
aux nœuds des sommets et des côtés.

5.2.3. Comparaison entre l’élément (C.S.T.) et l’élément (L.S.T.) :
+ Le calcul du (L.S.T.) est plus laborieux que celui du (C.S.T.).
+ La solution obtenue par (L.S.T.) converge plus rapidement que celle obtenue par

(C.S.T.).
+ Le (C.S.T.) nécessite un maillage très raffiné pour converger.
+ Le (L.S.T.) ne nécessite pas un maillage très raffiné.

5.3. Élément quadrilatère à 4 nœuds (Q4) :

L’élément quadrilatère à 4 nœuds (Q4) est un élément plan ayant huit d.d.l. Fig.5.9.
Son champ de déplacement et les contraintes associées sont donnés par :
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Fig. 5.9. : Élément quadrilatère à 4 nœuds (Q4).

𝑢 = 𝛼1 + 𝛼2𝑥 + 𝛼3𝑦 + 𝛼4𝑥𝑦 𝜀𝑥 =𝛼2 + 𝛼4𝑦
𝑣 = 𝛼5 + 𝛼6𝑥 + 𝛼7𝑦 + 𝛼8𝑥𝑦 𝜀𝑦 =𝛼7 + 𝛼8𝑥

𝜀𝑥𝑦 = (𝛼3 + 𝛼6) + 𝛼4𝑥 + 𝛼8𝑦
(5.29)

En appliquant la formule d’interpolation de Lagrange (voir section 4.6.1.1), on obtient
les quatre fonctions d’interpolation de l’élément rectangulaire comme suit :

𝑁1(𝑥, 𝑦) = (1 −
𝑥
𝑎
) (1 − 𝑦

𝑏
)

𝑁2(𝑥, 𝑦) = (
𝑥
𝑎
) (1 − 𝑦

𝑏
)

𝑁3(𝑥, 𝑦) = (
𝑥
𝑎
) (𝑦

𝑏
)

𝑁4(𝑥, 𝑦) = (1 −
𝑥
𝑎
) (𝑦

𝑏
)

(5.30)

Le champ de déplacement général de l’élément,{u} = [𝑁]{𝑑} , est le suivant :

{ 𝑢(𝑥, 𝑦)
𝑣(𝑥, 𝑦) } = [

𝑁1 0 𝑁2 0 𝑁3 0 𝑁4 0
0 𝑁1 0 𝑁2 0 𝑁3 0 𝑁4

]

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢1
𝑣1
𝑢2
⋮
𝑣4

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.31)

Les termes de la matrice de rigidité de l’élément triangulaire pourront être obtenus par
l’expression ci-dessous :

𝑘𝑖𝑗 = ∫
𝑆
(𝜕𝑁𝑖
𝜕𝑥

𝜕𝑁𝑗

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑁𝑖

𝜕𝑦
𝜕𝑁𝑗

𝜕𝑦
) 𝑑𝑠 (5.32)
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Propriété 5.1
L’élément rectangulaire à 4 nœuds est élément ”bilinéaire” parce que ses
fonctions de forme sont des produits de polynômes linéaires unidimensionnels.

+ Remarque
Il est à noter qu’il n’y a pas seulement ces éléments qui peuvent être utilisés dans
la M.E.F. D’autres éléments tels que les éléments rectangulaires à 8 nœuds, les
éléments tridimensionnels de pyramides, de parallélépipèdes, de cylindres, etc.,
peuvent également être utilisés.

Références : [2] [4]
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6
PRÉSENTATION GÉNÉRALE DE LA DYNAMIQUE DES

STRUCTURES

6.1. Introduction :

Les phénomènes vibratoires sont très présents dans notre environnement et nemanquent
pas d’influencer nos structures. Suite à ce constat un intérêt particulier envers la dy-
namique des structures s’est manifesté. Cette dernière présente les méthodes et pro-
cédures d’analyse de conception et d’analyse des structures résistantes aux effets des
charges dynamiques imposées par les différents phénomènes vibratoires tel que les
séismes.

6.2. Problème de dynamique :

La différence fondamentale entre un problème statique et un problème dynamique est
la présence des forces d’inertie provoquées par l’accélération des masses. Ainsi dans
un problème de dynamique les charges et la réponse de la structure dépendent du
temps. Ce type de problème ne dépend pas seulement du chargement , mais aussi des
caractéristiques massiques , élastiques et d’amortissement de la structure.

6.2.1. Chargement dynamique :

Un chargement dynamique est un chargement variant en fonction du temps et ca-
pable de provoquer des accélérations induisant des forces d’inertie sur la structure.
Une charge dynamique est donc une charge dont l’intensité et la direction varient avec
le temps. On peut schématiser les types de chargement dynamique comme suit Fig.
6.1 :
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Fig. 6.1. : Types de chargement dynamique en génie civil.

6.2.2. Système dynamique :

Un système dynamique est défini par sa distribution massique , ses caractéristiques
élastiques et son amortissement. Fig.6.2 :

Fig. 6.2. : Système Masse+Ressort+Amortisseur
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Fig. 6.3. : Bâtiment en vibration

6.2.3. Degrés de liberté d’un système :

Le nombre de degrés de liberté d’un système est le nombre de variables indépendantes
nécessaires pour définir complètement la position d’un système à n’importe quel ins-
tant autrement dit, il permet la description formelle de l’état d’un système physique.

Pour la figure ci-dessous , le nombre de degrés de liberté est 1 car la variable 𝜃suffit à
la description du système à n’importe quel instant 𝑡.

Fig. 6.4. : Pendule en oscillation.

6.2.4. Coordonnées généralisées :

Les coordonnées généralisées sont les formes simples de déformation d’un système
dynamique ou n’importe quel mouvement peut être exprimé par une combinaison de
ces formes de déformations. Pour une poutre simple on peut représenter la déformée
comme suit :
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𝑢(𝑥) =
𝑁

∑
𝑛=1

𝑏𝑛.𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑥
𝐿

(6.1)

Graphiquement on aura :

Fig. 6.5. : Déformée d’une poutre simple en série trigonométrique

Plus généralement n’importe quelle famille de fonctions peut être utilisée , dumoment
où cette dernière est compatible avec les conditions géométriques imposées par les
appuis , on a donc :

𝑢(𝑥) =
𝑁

∑
𝑛=1

𝑍𝑛(𝑡).𝜓𝑛(𝑥) (6.2)

6.3. Formulation des équations du mouvement :

En vue d’analyser la réponse dynamique d’une structure , la formulation du problème
physique est une étape fondamentale . Elle consiste à établir un équilibre en faisant
appel soit à des quantités vectorielles ,dans le cas de l’équilibre des forces, soit à des
grandeurs scalaires ,dans le cas des quantités d’énergie.

6.3.1. Principe de d’Alembert :

Le principe d’Alembert traduit la deuxième loi de Newton , il stipule que le taux d’ac-
croissement de la quantité de mouvement d’une masse quelconque ”m” est égale à la
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force qui lui est appliquée , autrement dit la somme des forces agissant sur une masse
m est égale à la force d’inertie , ce qui peut s’écrire comme suit :

∑𝐹 = 𝑑
𝑑𝑡
(𝑚.

𝑑𝑥
𝑑𝑡
) = 𝑚𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
(6.3)

Exemple : Pour le cas du système masse +ressort + amortisseur vu précédemment,
l’équilibre des forces nous donne :

𝐹𝑑 + 𝐹𝑠 + 𝐹𝑖 = 𝐹(𝑡) (6.4)

Avec : 𝐹𝑖 :La force d’inertie= 𝑚 ̈𝑥 , 𝐹𝑠 :La force d’amortissement = 𝑐 ̇𝑥 , 𝐹𝑖 :La force de
rappel du ressort = 𝑘𝑥.

En remplaçant dans 6.4 on obtient alors :

𝑚 ̈𝑥 + 𝑐 ̇𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝐹(𝑡) (6.5)

6.3.2. Principe des travaux virtuels :

Ce principe énonce que si un système qui est en équilibre sous l’action des forces exté-
rieures, est soumis à un déplacement virtuel compatible avec les liaisons du système ,
le travail total effectué par les forces est nul . En équation cela donne :

∑𝜕𝑤 = 0 (6.6)

Exemple : On applique le P.T.V sur l’exemple précédent :

𝐹(𝑡).𝛿𝑥 − 𝐹𝑑.𝛿𝑥 − 𝐹𝑠.𝛿𝑥 − 𝐹𝑖.𝛿𝑥 = 0
(𝐹(𝑡) − 𝐹𝑑 − 𝐹𝑠 − 𝐹𝑖).𝛿𝑥 = 0

(6.7)

D’où :

𝑚 ̈𝑥 + 𝑐 ̇𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝐹(𝑡) (6.8)
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6.3.3. Principe de Hamilton :

En terme de quantités d’énergie , ce principe stipule que la variation de la différence
entre l’énergie cinétique et potentielle ajoutée à la variation du travail effectuée par les
forces non conservatives entre un instant 𝑡1 et 𝑡2 est nulle.

𝑡2

∫
𝑡1

𝜕(𝐸𝑐 − 𝐸𝑝)𝑑𝑡 +
𝑡2

∫
𝑡1

𝜕𝑤𝑛𝑐𝑑𝑡 = 0 (6.9)

Tel que :

𝐸𝑐 : Énergie cinétique. 𝐸𝑝 :Énergie potentielle du système. 𝑤𝑛𝑐 : Travail effectué par les
forces non conservative (forces dissipatives telles que les forces d’amortissement).

Exemple : Même exemple que précédemment :

_ Énergie cinétique du système 𝑇 = 1
2𝑚 ̇𝑥2.

_ Énergie de déformation élastique 𝑈 = 1
2𝑘𝑥

2.
_ Les forces non conservatrices sont 𝐹𝑑 et 𝐹(𝑡).

On peut alors exprimer la variation du travail effectué par ces forces comme suit :

𝑤𝑛𝑐 = 𝐹(𝑡).𝛿𝑥 + 𝐹𝑑.𝛿𝑥
𝑤𝑛𝑐 = 𝐹(𝑡).𝛿𝑥 − 𝑐 ̇𝑥𝛿𝑥

(6.10)

En appliquant le principe d’Hamilton on aura :

𝑡2

∫
𝑡1

𝛿(𝑇 −𝑈)𝑑𝑡 +
𝑡2

∫
𝑡1

𝛿𝑤𝑛𝑐𝑑𝑡 = 0 (6.11)

Avec : 𝑑𝑇 = 𝜕𝑇
𝜕 ̇𝑥𝛿 ̇𝑥 + 𝜕𝑇

𝜕𝑥𝛿𝑥 = 𝑚 ̇𝑥𝛿 ̇𝑥 et 𝑑𝑈 = 𝜕𝑈
𝜕𝑥 𝛿𝑥 = 𝑘𝑥𝑑𝑥

En remplaçant dans 6.11 :

𝑡2

∫
𝑡1

𝛿𝑇𝑑𝑡 − ∫
𝑡2

𝑡1
𝛿𝑈𝑑𝑡 +

𝑡2

∫
𝑡1

𝛿𝑤𝑛𝑐𝑑𝑡 = 0

𝑡2

∫
𝑡1

𝑚 ̇𝑥𝛿 ̇𝑥𝑑𝑡 − ∫
𝑡2

𝑡1
𝑘𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡 +

𝑡2

∫
𝑡1

(𝐹(𝑡).𝛿𝑥 − 𝑐 ̇𝑥𝛿𝑥)𝑑𝑡 = 0

(6.12)
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Par intégration par partie on aura :

𝑡2

∫
𝑡1

𝑚 ̇𝑥𝛿 ̇𝑥𝑑𝑡 = [𝑚 ̇𝑥𝛿𝑥]𝑡2𝑡1 −
𝑡2

∫
𝑡1

𝑚 ̈𝑥𝛿 ̇𝑥𝑑𝑡 = −
𝑡2

∫
𝑡1

𝑚 ̈𝑥
𝑑
𝑑𝑡
(𝛿𝑥)𝑑𝑡 = −

𝑡2

∫
𝑡1

𝑚 ̈𝑥𝛿𝑥𝑑𝑡 (6.13)

En remplaçant dans la formule globale on obtient :

𝑡2

∫
𝑡1

(𝐹(𝑡) −𝑚 ̇𝑥 − 𝑘𝑥 − 𝑐 ̇𝑥)𝛿𝑥𝑑𝑡 = 0 (6.14)

On retrouve ainsi la formulation de l’équation du mouvement :

𝑚 ̈𝑥 + 𝑐 ̇𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝐹(𝑡) (6.15)

6.3.4. Formulation par les équations de Lagrange :

Les équations de Lagrange permettent d’obtenir très facilement les équations du mou-
vement d’un système complexe , ces dernières s’établissent par cette formulation :

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑥𝑖
− 𝜕𝐿
𝜕𝑥𝑖
+ 𝜕𝐴
𝜕 ̇𝑥𝑖
= 0 (6.16)

Où :

𝐿 : est la fonction de Lagrange ,tel que : 𝐿 = 𝑇 −𝑈Avec : 𝑇 : Énergie cinétique ;

𝑈 : Énergie potentielle ;

𝐴 : Fonction de dissipation due à l’amortissement ;

𝑥𝑖 et ̇𝑥𝑖 : sont respectivement les coordonnées généralisées de déplacement et de vitesse.

6.3.5. Formulation par la méthode des éléments finis :

Dans les problèmes de dynamique , les déplacements , vitesses , accélérations , défor-
mations , contraintes et charges sont en fonction du temps .

Pour établir les équations dumouvement , en élément finis , on suit les étapes suivantes :

- Étape 1 : Discrétiser le corps ou milieu en un nombre 𝑛d’éléments finis.

75



CHAPITRE 6. PRÉSENTATION GÉNÉRALE DE LA DYNAMIQUE DES
STRUCTURES

- Étape 2 : Assumer un modèle de déplacement de l’élément e comme :

{u(𝑥, 𝑦, 𝑡)} = { 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) } = 𝑁(𝑥, 𝑦). {𝑑(𝑡)} (6.17)

Où : {𝑑} : est le vecteur déplacement. [𝑁] : est la matrice des fonctions de forme.

{𝑑} : est le vecteur des déplacements nodaux. En dérivant l’équation précédente par
rapport au temps on aura aussi :

{u̇(𝑥, 𝑦, 𝑡)} = { ̇𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
̇𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) } = 𝑁(𝑥, 𝑦). {

̇𝑑(𝑡)} (6.18)

- Étape 3 : Comme vu en statique , les expressions de [𝜀] et [𝜎] sont : [𝜀] = [𝐵] . {𝑑} et
[𝜎] = [𝐷] . [𝐵] . {𝑑}
En utilisant les équations de Lagrange données précédemment par :

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑑
− 𝜕𝐿
𝜕𝑑
+ 𝜕𝐴

𝜕 ̇𝑑
= 0 (6.19)

L’énergie cinétique et potentielle d’un élément (𝑒) sont données par :

𝑇(𝑒) =1
2
∭

𝑉𝑒

𝜌 {𝑑}
𝑇
{𝑑} 𝑑𝑉 (6.20)

𝑈(𝑒) =1
2
∭

𝑉𝑒

{𝜀}
𝑇
𝜎𝑑𝑉 −∬

𝑆𝑒

{𝑑} 𝑞𝑑𝑠 −∭
𝑉𝑒

{𝑑}𝑇 𝑏𝑑𝑣 − {𝑑}.𝐹 (6.21)

Avec :

𝜌 : est la densité. 𝐹 : est le vecteur forces nodales dynamiques.

En présence de forces dissipatives , la fonction de dissipation de l’élément (e) sera :

𝐴(𝑒) = 1
2
∭

𝑉𝑒

𝜇. {𝑑}𝑇 . {𝑑} .𝑑𝑉 (6.22)

Où :
𝜇 : est le coefficient de viscosité ( amortissement).

Les expressions pour tout le milieu seront :

𝑇 =
𝑛

∑
1

𝑇(𝑒) = 1
2
{𝑑}𝑇

𝑛

∑
𝑖=1

∭
𝑉𝑒

𝜌. [𝑁] [𝑁]𝑇 {𝑑} 𝑑𝑉 (6.23)
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𝐴 =
𝑛

∑
1

𝐴(𝑒) = 1
2
{𝑑}𝑇

𝑛

∑
𝑖=1

∭
𝑉𝑒

𝜇. [𝑁] [𝑁]𝑇 {𝑑} 𝑑𝑉 (6.24)

𝑈 =
𝑛

∑
1

𝑈(𝑒)

=1
2
{𝑑}𝑇

𝑛

∑
𝑖=1

∭
𝑉𝑒

[𝐵] [𝐷] [𝐵]𝑇 {𝑑} 𝑑𝑉 − {𝑑}𝑇∑∬
𝑆𝑒
[𝑁]𝑇 .𝑞.𝑑𝑆 −∑

𝑖=1

∭
𝑉𝑒

[𝑁] [𝑁]𝑇 {𝑑} 𝑑𝑉
(6.25)

Sous forme condensée , on aura :

𝑇 =1
2
{𝑑}𝑇 [𝑀]{𝑑} (6.26)

𝐴 =1
2
{𝑑}𝑇 [𝐶]{𝑑} (6.27)

𝑈 =1
2
{𝑑}𝑇 [𝐶]{𝑑} − {𝑑}𝑇 𝐹(𝑡) (6.28)

Avec :

[𝑀] =
𝑛

∑
𝑖=1

∭
𝑉𝑒

𝜌. [𝑁] [𝑁]𝑇 {𝑑} 𝑑𝑉 (6.29)

[𝐶] =
𝑛

∑
𝑖=1

∭
𝑉𝑒

𝜇. [𝑁] [𝑁]𝑇 {𝑑} 𝑑𝑉 (6.30)

[𝐾] =
𝑛

∑
𝑖=1

∭
𝑉𝑒

[𝐵] [𝐷] [𝐵]𝑇 {𝑑} 𝑑𝑉 (6.31)

En dérivant les équations de Lagrange on obtient :

[𝑀] ̈𝑢(𝑡) + [𝐶] ̇𝑢(𝑡) + [𝐾]𝑢(𝑡) = 𝑅(𝑡) (6.32)

Où : 𝑢(𝑡) , ̇𝑢(𝑡), ̈𝑢(𝑡) et 𝑅(𝑡) )sont respectivement , le déplacement , la vitesse , l’accélé-
ration et le chargement dynamique .

6.4. Mouvement de la base :

Soit le portique représenté sur la figure suivante , sollicité par un mouvement du sup-
port (sol) ayant une accélération ̈𝑥𝑔.
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Fig. 6.6. : Portique sollicité par un mouvement du support

Avec : 𝑥𝑡 :Déplacement total. 𝑥𝑔 :Déplacement du support. 𝑥 :Déplacement relatif.

L’équation du mouvement s’écrit donc sous la forme suivante :

𝑚 ̈𝑥𝑡 + 𝑐 ̇𝑥 + 𝑘𝑥 = 0 (6.33)

Avec : 𝑥𝑡 = 𝑥 + 𝑥𝑔 ⇒ ̈𝑥𝑡 = ̈𝑥 + ̈𝑥𝑔
En remplaçant dans l’équation du mouvement on aura :

𝑚 ̈𝑥 + 𝑐 ̇𝑥 + 𝑘𝑥 = −𝑚 ̈𝑥𝑔(𝑡) = 𝑃𝑒𝑓𝑓(𝑡) (6.34)

Une deuxième écriture est possible , en écrivant l’équation en fonction du déplacement
total , on aura alors :

𝑚 ̈𝑥𝑡 + 𝑐 ̇𝑥𝑡 + 𝑘𝑥𝑡 = 𝑐 ̇𝑥𝑔 + 𝑘𝑥𝑔 = 𝑃𝑒𝑓𝑓(𝑡) (6.35)

6.4.1. Chargement dû à un tremblement de terre :

Une structure soumise à un séisme se traduit par un système à plusieurs degrés de
liberté sous une excitation à la base , comme nous l’avons vu précédemment l’équation
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du mouvement s’écrit comme suit :

[𝑀] { ̈𝑥𝑡} + [𝐶]{ ̇𝑥} + [𝐾] {𝑥} = 0 (6.36)

Le vecteur de déplacement total s’écrit comme suit :

{𝑥𝑡} = {𝑥} + {𝑟}.𝑥𝑔
Avec : Le produit 𝑟𝑥𝑔 est appelé vecteur des déplacements pseudo-statiques . Le vec-
teur {𝑟} est appelé vecteur des coefficients d’influence qui représente les déplacements
nodaux issus d’un déplacement unitaire du support. Ce dernier change donc selon les
systèmes structuraux et la direction du déplacement à la base , comme le montre les
exemples suivant :Fig.6.7

Fig. 6.7. : Chargement dû à un tremblement de terre

Figure de gauche : {𝑟}𝑇 = (1, 1, 1, 1)

Figure de droite : {𝑟}𝑇 = (1, 0, 1, 0)
Ainsi en remplaçant la formule du déplacement total dans l’équation du mouvement
on aura :

[𝑀] { ̈𝑥} + [𝐶]{ ̇𝑥} + [𝐾] {𝑥} = − [𝑀] {𝑟} ̈𝑥𝑔(𝑡) = {𝑃𝑒𝑓𝑓} (6.37)

6.5. L’amortissement :

Lors d’une étude au séisme , les valeurs de l’amortissement à introduire dans le calcul
sont souvent sujet à débat . Les phénomènes physiques traduisant cette dissipation
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d’énergie sont nombreux , et peuvent résulter de : frottements , chocs , viscosité , plas-
ticité des matériaux ... ect

Leurs lois sont souvent compliqués à appréhender, donc il est difficile d’introduire une
formule mathématique traduisant avec exactitude la physique des phénomènes .

C’est pour cela qu’on tend à utiliser des modèles simples représentant à l’échelle ma-
croscopique les principaux effets .

Ainsi on distingue plusieurs types d’amortissements :

▷ L’amortissement visqueux pour lequel la force d’amortissement est proportionnelle
à la vitesse .

▷ L’amortissement hystérétique pour lequel l’énergie de dissipation est proportion-
nelle au déplacement et la force d’amortissement de signe opposée à celui de la vi-
tesse.

▷ L’amortissement deCoulombou amortissement de friction peut être considéré comme
existant quand la force d’amortissement est constante (dépendant seulement de la
réaction normale) et s’oppose au mouvement du corps en mouvement.

6.6. Méthodes de résolutions en analyse dynamique :

Il existe deux manières fondamentales de résolution en dynamiques : La méthode de
superposition modale et la méthode de résolution directe .

Le choix d’une méthode est corrélé à la nature du problème .

Ainsi on utilisera la méthode dynamique de la superposition modale pour une analyse
linéaire et la méthode directe pour le calcul non linéaire .

6.6.1. Méthode de superposition modale :

La méthode de superposition modale se base sur le découplage des équations du mou-
vement .

Les étapes à suivre pour cette méthode sont :

1. Ecrire les équations du mouvement couplées :

[𝑀] { ̈𝑥} + [𝐶]{ ̇𝑥} + [𝐾] {𝑥} = {𝑃(𝑡)} (6.38)

2. Calculer les fréquences et modes propres de vibration pour le problème de vibration
libres non amortie :

([𝐾] − 𝜔2 [𝑀]) {𝜙} = {0} (6.39)
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On détermine donc la matrice modale {𝜙}et le vecteur des fréquences {𝜔}.
3. Ecrire les équations indépendantes découplées :

Sachant que les modes propres constituent une base dans l’espace des vecteurs dé-
placements de la structure , cela permet d’écrire :

𝑥(𝑡) =
𝑁

∑
𝑖=1
{𝜙}𝑖 𝑌𝑖 (6.40)

En remplaçant dans l’équation du mouvement on aura :

[𝑀]
𝑁

∑
𝑖=1
{𝜙}𝑖 ̈𝑌𝑖 + [𝐶]

𝑁

∑
𝑖=1
{𝜙}𝑖 ̇𝑌𝑖 + [𝐾]

𝑁

∑
𝑖=1
{𝜙}𝑖 𝑌𝑖 = 𝑃(𝑡) (6.41)

Aprèsmultiplication par {𝜙}𝑇𝑗 et simplification des termes grâce à l’orthogonalité des
modes , on obtient l’équation suivante :

{𝜙}𝑇𝑗 [𝑀] {𝜙}𝑗 ̈𝑌𝑖 + {𝜙}
𝑇
𝑗 [𝐶] {𝜙}𝑗 ̇𝑌𝑖 + {𝜙}

𝑇
𝑗 [𝐾] {𝜙}𝑗 𝑌𝑖 = {𝜙}

𝑇
𝑗 𝑃(𝑡) (6.42)

4. On définit les différentes quantités scalaires relatives au mode de vibration j :

_ Masse généralisée : 𝑚𝑗 = {𝜙}
𝑇
𝑗 [𝑀] {𝜙}𝑗

_ Rigidité généralisée : 𝑘𝑗 = {𝜙}
𝑇
𝑗 [𝐾] {𝜙}𝑗

_ Amortissement généralisée : 𝑐𝑗 = {𝜙}
𝑇
𝑗 [𝐶] {𝜙}𝑗

_ Force généralisée : 𝑝𝑗 = {𝜙}
𝑇
𝑗 𝑃(𝑡)

5. En remplaçant dans l’équation de mouvement on aura :

𝑚𝑗 ̈𝑌𝑗 + 𝑐𝑗 ̇𝑌𝑗 + 𝑘𝑗𝑌𝑗 = 𝑝𝑗 (6.43)

On remarque alors que l’équation obtenue est une équation différentielle analogue à
celle d’un système à un seule degrè de liberté .
On peut la résoudre en utilisant l’équation de Duhamel .
L’expression générale de la réponse pour un mode j est alors donnée par la formule
suivante :

𝑌𝑗(𝑡) = 𝑒−𝜉𝑗𝜔𝑗𝑡[
𝑌̇0𝑗 + 𝜉𝑗𝜔𝑗𝑌0𝑗

𝑤𝐷𝑗
𝑠𝑖𝑛𝜔𝐷𝑗𝑡+𝑌0𝑗𝑐𝑜𝑠𝜔𝐷𝑗𝑡]+

1
𝑚𝑗𝜔𝐷𝑗

∫
𝑡

0
𝑝𝑗(𝜏)𝑒−𝜉𝑗𝜔𝑗(𝑡−𝜏)𝑠𝑖𝑛𝜔𝐷𝑗(𝑡−𝜏)𝑑𝜏

Avec :
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𝜔𝐷𝑗 = 𝜔𝑗

√
1 − 𝜉2 ; 𝑌0𝑗 =

{𝜙}𝑇𝑗 [𝑀] {𝑥}0
𝑚𝑗

; 𝑌̇0𝑗 =
{𝜙}𝑇𝑗 [𝑀] { ̇𝑥}0

𝑚𝑗

{𝑥}0 et { ̇𝑥}0 sont les conditions initiales du système.
6. Connaissant les 𝑌𝑗(𝑡) , on obtient les 𝑥(𝑡)par superposition des réponses modales :

𝑥(𝑡) = ∑𝑁
𝑖=1 {𝜙}𝑖 𝑌𝑖

7. On peut déterminer les forces élastiques lors de la réponse à partir de l’équation
suivante :

{𝑓𝑒(𝑡)} = [𝐾]{𝑢(𝑡)} = [𝐾] [𝜙] {𝑌(𝑡)}

6.6.2. Méthode directe :

Dans le cadre de l’analyse non-linéaire la méthode la plus utilisée est la procédure
d’intégration pas à pas .

Le principe est de discrétiser la variable temps en une suite d’intervalles,généralement
de longueur égale pour faciliter le calcul , et d’établir la condition d’équilibre dyna-
mique au début et à la fin de chaque pas de temps .

A chaque début de pas la non-linéarité est prise en compte en modifiant les différentes
propriétés physiques . La réponse à la fin du pas est évaluée à partir des conditions au
début et ainsi de suite .

En résumé le comportement non-linéaire est représenté par une séquence successive
d’état linéaire variant pas à pas .
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Ainsi la procédure d’analyse dynamique non-linéaire est la suivante :

Fig. 6.8. : Procédure d’analyse dynamique non-linéaire.

Pour résoudre des systèmes d’équations différentielles non-linéaires sous leurs formes
discrétisées il faut les convertir en équations algébriques qu’on obtient par le biais
d’algorithme d’intégration , les plus utilisées d’entre eux sont :

+ L’algorithme des différences centrales
+ L’algoritgme de Newmark

Références : [4] [10] [11] [12]
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APPLICATIONS SUR LA MÉTHODE
DES ÉLÉMENTS FINIS
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7
Applications statique et dynamique

7.1. Applications statiques

La méthode des éléments finis peut être très utile dans le calcul des structures , pour
unemeilleure compréhension de laméthode et de sonutilité , traitons quelques exemples :

7.1.1. Exemple 1 : Élément barre

Soit deux barres de longueur L chacune disposée verticalement , et dont les sections
transversales sont constantes avec des aires respectives A1 et A2 , constituées d’un
même matériau.

Le modèle éléments finis sera constitué de deux éléments barre comme le montre la
figure ci-dessous.7.1

Fig. 7.1. : Système de deux éléments barre.
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Le détail de la discrétisation et de l’équilibre des forces s’illustre comme suit :

Fig. 7.2. : Détail de la discrétisation et de l’équilibre des forces.

Les matrices de rigidité pour chaque barre sont :

Pour l’élément 1-2 :

[𝑘1−2] =
𝐸𝐴1
𝐿
[ 1 −1
−1 1 ]

Pour l’élément 2-3 :

[𝑘2−3] =
𝐸𝐴2
𝐿
[ 1 −1
−1 1 ]

L’assemblage de la matrice de rigidité globale donnera :

[𝐾] = 𝐸
𝐿

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴1 −𝐴1 0
−𝐴1 𝐴1 + 𝐴2 −𝐴2
0 −𝐴2 𝐴2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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On obtient alors le système d’équations suivant :

[𝐾] {𝑢} = {𝐹}⇒ 𝐸
𝐿

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴1 −𝐴1 0
−𝐴1 𝐴1 + 𝐴2 −𝐴2
0 −𝐴2 𝐴2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑢1 = 0
𝑢2
𝑢3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝐹1 = 𝑅
0

𝐹3 = 𝐹

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

En simplifiant le système par suppression des lignes et colonnes d’inconnus nuls ,on
a :

𝐸
𝐿
[ 𝐴1 + 𝐴2 −𝐴2
−𝐴2 𝐴2

] { 𝑢2
𝑢3
} = { 0

𝐹 }⇒ {
𝑢2
𝑢3
} = {

𝐹
𝐸𝐴1𝐹

𝐸𝐴1
+ 𝐹

𝐸𝐴1

}

En remplaçant les valeurs de déplacement dans le système global, on déduit la réaction
au nœud 1 qui est :

𝑅 = −𝐹 et qui représente l’équation d’équilibre globale selon l’axe 𝑜𝑥.

7.1.2. Exemple 2 : Élément Poutre hyperstatique

Soit la poutre hyperstatique ci-dessous , nous allons déterminer la rotation au support
A et le déplacement sous la charge P , ainsi que les réactions.

Fig. 7.3. : Élément Poutre hyperstatique.

Commençons par subdiviser nôtre poutre en deux éléments poutres de taille 𝐿
2 .

A partir des matrices de rigidité trouvées dans le chapitre 4 , nous emploierons la
méthode directe pour la résolution du problème.

Élément 1-2

[𝑘1−2] =
𝐸𝐼
𝑙3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12 6𝐿 −12 6𝑙
6𝐿 4𝑙2 −6𝑙 −2𝑙2
−12 −6𝑙 12 −6𝑙
6𝐿 2𝑙2 −6𝑙 4𝑙2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Élément 2-3

[𝑘2−3] =
𝐸𝐼
𝑙3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12 6𝐿 −12 6𝑙
6𝐿 4𝑙2 −6𝑙 −2𝑙2
−12 −6𝑙 12 −6𝑙
6𝐿 2𝑙2 −6𝑙 4𝑙2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

L’assemblage de la matrice de rigidité globale donnera :

[𝐾] = 𝐸𝐼
𝑙3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12 6𝑙 −12 6𝑙 0 0
6𝑙 4𝑙2 −6𝑙 0 0 0
−12 −6𝑙 24 0 −12 6𝑙
6𝑙 2𝑙2 0 8𝑙2 −6𝑙 2𝑙2
0 0 −12 −6𝑙 12 −6𝑙
0 0 6𝑙 2𝑙2 −6𝑙 4𝑙2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

On obtient alors le système d’équations suivant :

𝐸𝐼
𝑙3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12 6𝑙 −12 6𝑙 0 0
6𝑙 4𝑙2 −6𝑙 2𝑙2 0 0
−12 −6𝑙 24 0 −12 6𝑙
6𝑙 2𝑙2 0 8𝑙2 −6𝑙 2𝑙2
0 0 −12 −6𝑙 12 −6𝑙
0 0 6𝑙 2𝑙2 −6𝑙 4𝑙2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑉1 = 0
𝜃1
𝑉2
𝜃2

𝑉3 = 0
𝜃3 = 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐹1𝑦
𝑀1 = 0
𝐹2𝑦 = −𝑃
𝑀2 = 0
𝐹2𝑦
𝑀3

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

En simplifiant le système par suppression des lignes et colonnes d’inconnus nuls ,on
a :

𝐸𝐼
𝑙3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4𝑙2 −6𝑙 2𝑙2
−6𝑙 24 0
2𝑙2 0 8𝑙2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜃1
𝑉2
𝜃2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0
−𝑃
0

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

En résolvant le système on alors :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜃1
𝑉2
𝜃2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

−7𝑃𝑙3
768𝐸𝐼
−𝑃𝑙3
32𝐸𝐼
𝑃𝑙3
8𝐸𝐼

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

Remplaçant maintenant le vecteur trouvé dans le système globale, on a :
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𝐸𝐼
𝑙3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12 6𝑙 −12 6𝑙 0 0
6𝑙 4𝑙2 −6𝑙 2𝑙2 0 0
−12 −6𝑙 24 0 −12 6𝑙
6𝑙 2𝑙2 0 8𝑙2 −6𝑙 2𝑙2
0 0 −12 −6𝑙 12 −6𝑙
0 0 6𝑙 2𝑙2 −6𝑙 4𝑙2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0
−7𝑃𝑙3
768𝐸𝐼
−𝑃𝑙3
32𝐸𝐼
𝑃𝑙3
8𝐸𝐼
0
0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐹1𝑦
0
−𝑃
0
𝐹2𝑦
𝑀3

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

Directement nous avons de la première ligne :

𝐹1𝑦 =
𝐸𝐼
𝑙3
[−6𝑃𝑙

3

8𝐸𝐼
+ 7𝑃𝑙3

8𝐸𝐼
+ 6𝑃𝑙3

32𝐸𝐼
] = 𝐸𝐼

𝑙3
10𝑃𝑙3

32𝐸𝐼
⇒ 𝐹1𝑦 =

5𝑃
16

Pareillement on trouve le reste des réactions , on a alors :

{𝐹} =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

5𝑃
16
0
−𝑃
0
11𝑃
16
−3𝑃𝐿
16

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

Les diagrammes de l’effort tranchant et du moment fléchissant seront ainsi :

Fig. 7.4. : Les diagrammes de l’effort tranchant et du moment fléchissant.

89



CHAPITRE 7. APPLICATIONS STATIQUE ET DYNAMIQUE

7.2. Applications dynamiques

7.2.1. Exemple 1 : Poutre soumise à un chargement dynamique

Soit une poutre d’axe x, encastrée à son extrémité gauche, représentée sur la figure ci-
dessous Fig.7.5, discrétisée en deux éléments à deux nœuds. Soient 𝐸 et 𝜌 le module de
Young et la masse volumique du matériau. L’aire de la section droite est égale à 𝐴 entre
les nœuds 1 et 2, 2𝐴 entre les nœuds 2 et 3.

Fig. 7.5. : Poutre soumise à un chargement dynamique.

On applique une force sinusoïdale à l’extrémité libre : 𝐹3𝑥 = 𝐹𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑡)
Ainsi qu’une force linéique uniformément répartie d’intensité 𝑝 .

Les conditions initiales sont : 𝑢 (𝑥, 0) = ̇𝑢 (𝑥, 0) = 0.

+ Nous nous proposons de donner l’expression de la réaction d’appui en fonction des
déplacements inconnus , ainsi que les pulsations propres .

Matrices élémentaires :

[𝑘1−2] =
𝐸𝐴
2𝐿
[ 1 −1
−1 1 ] 𝑒𝑡 [𝑘2−3] =

2𝐸𝐴
𝐿
[ 1 −1
−1 1 ]

[𝑚1−2] = [𝑚2−3] =
2𝜌𝐴𝐿
6
[ 2 1
1 2 ]

{𝑓1−2} = {
𝑝𝐿
𝑝𝐿 }

Procédons à l’assemblage de la matrice , cela nous conduit à la relation suivante :

[𝑀] { ̈𝑢} + [𝐾] {𝑢} = {𝐹𝑛𝑜𝑑} + {𝐹}
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𝜌𝐴𝐿
3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 0
1 4 1
0 1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

̈𝑢1 = 0
̈𝑢2
̈𝑢3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
+ 𝐸𝐴

𝐿

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2 −12 0
−12

1
2 + 2 −2

0 −2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑢1 = 0
𝑢2
𝑢3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝐹1𝑥 = 𝑅
0

𝐹𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
+
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑝𝐿
𝑝𝐿
0

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

En ne gardant que les déplacement inconnus, le système se simplifie comme suit :

𝑚 [ 4 1
1 2 ] {

̈𝑢2
̈𝑢3
} + 𝑘 [

5
2 −2
−2 2 ] {

𝑢2
𝑢3
} = { 𝑝𝐿

𝐹𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 }

avec les conditions initiales : 𝑢2 (0) = 𝑢3 (0) = ̇𝑢2 (0) = ̇𝑢3 (0) = 0 et 𝑚 = 𝜌𝐴𝐿
3 , 𝑘 = 𝐸𝐴

𝐿

La réaction d’appui peut ainsi être donnée en fonction des déplacements inconnus :

𝐹1𝑥 = 𝑅 =
𝜌𝐴𝐿
3

̈𝑢2 −
𝐸𝐴
2𝐿

𝑢2 − 𝑝𝐿

7.2.2. Exemple 2 : Pulsation propre d’une poutre

Dans cet exemple nous allons étudier l’apport de l’augmentation du degré du polynôme
d’interpolation , ainsi que l’augmentation du nombre d’éléments sur la précision des
résultats .

Soit une poutre droite bi-encastrée de longueur L , et de section constante d’aire A .

Le module de Young et la masse volumique sont respectivement 𝐸 et 𝜌.

Fig. 7.6. : poutre droite bi-encastrée

Par soucis de comparaison solvant d’abord le problème analytiquement.

• Solution Analytique : L’équation d’équilibre s’écrit :

𝜌𝐴 ̈𝑢 − 𝜕
𝜕𝑥
(𝐸𝐴𝜕𝑢

𝜕𝑥
) = 0 (7.1)
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Avec les conditions aux limites suivantes : 𝑢 (0, 𝑡) = 𝑢 (𝐿, 𝑡) = 0 La solution harmonique
s’écrira :

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑈(𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡)

En remplaçant dans l’équation on obtient :

𝐸
𝜕2𝑈
𝜕𝑥2

+ 𝜔2𝜌.𝑈 = 0 𝐴𝑣𝑒𝑐 ∶ 𝑈(0) = 𝑈(𝐿) = 0

L’équation précédente admet comme solution :

𝑈(𝑥) = 𝑎𝑠𝑖𝑛 (𝑛𝜋.𝑥
𝐿
) 𝑒𝑡 𝜔𝑛 = 𝑛𝜋

√
𝐸
𝜌𝐿2

D’où :

𝜔1 = 3, 14
√

𝐸
𝜌𝐿2 ; 𝜔2 = 6, 28

√
𝐸
𝜌𝐿2 ; 𝜔3 = 9, 42

√
𝐸
𝜌𝐿2

• Solution par éléments finis :

1. Faisons une première discrétisation en deux éléments linéaires de longueur L/2 .

Fig. 7.7. : Discrétisation en deux éléments.

Nous obtenons les matrices élémentaires suivantes :

[𝑘1−2] = [𝑘2−3] =
2𝐸𝐴
𝐿
[ 1 −1
−1 1 ]
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[𝑚1−2] = [𝑚2−3] =
𝜌𝐴𝐿
12
[ 2 1
1 2 ]

Les pulsations propres sont les solutions de l’équation caractéristique :

𝑑𝑒𝑡 ([𝐾] − 𝜔2[𝑀]) = 0

La pulsation propre 𝜔1 est la solution de l’équation :

4
𝐸𝐴
𝐿
− 𝜔2

1
𝜌𝐴𝐿
3
= 0 ⇒ 𝜔1 = 3, 46

√
𝐸
𝜌𝐿2 ⇒ 𝑒 = 3, 46 − 3, 14

3, 14
∗ 100 = 10, 27%

Pour évaluer l’effet du choix d’élément sur les résultats faisons une autre discrétisa-
tion pour l’exemple précédent.

2. Poutre discrétisée en un élément à trois nœuds équidistants (éléments quadratiques) :

Fig. 7.8. : Poutre discrétisée en un élément à trois nœuds équidistants (éléments
quadratiques).

Les matrices élémentaires deviennent :

[𝑘1−2−3] =
𝐸𝐴
3𝐿

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

7 −8 1
−8 16 −8
1 −8 7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[𝑚1−2−3] =
𝜌𝐴𝐿
30

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4 2 −1
2 16 2
−1 2 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

La pulsation propre 𝜔1 est la solution de l’équation :

16
3

𝐸𝐴
𝐿
− 𝜔2

1
16.𝜌𝐴𝐿

30
= 0 ⇒ 𝜔1 = 3, 16

√
𝐸
𝜌𝐿2 ⇒ 𝑒 = 3, 16 − 3, 14

3, 14
∗ 100 = 0, 66%

3. Poutre discrétisée en 3 éléments à deux nœuds de longueur 𝐿/3 .
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Fig. 7.9. : Poutre discrétisée en 3 éléments à deux nœuds de longueur 𝐿/3 .

On obtient les pulsations en solvant l’équation suivante :

(3𝐸𝐴
𝐿
[ 2 −1
−1 2 ] − 𝜔

2𝜌𝐴𝐿
18
[ 4 1
1 4 ]) {

𝑢2
𝑢3
} = 0 ⇒ 𝑑𝑒𝑡 ([𝐾] − 𝜔2[𝑀]) = 0

d’où :

𝜔1 = 3, 29
√

𝐸
𝜌𝐿2 → 𝑒 = 4, 61%

𝜔2 = 7, 35
√

𝐸
𝜌𝐿2 → 𝑒 = 16, 95%

4. Poutre discrétisée en 4 éléments à deux nœuds de longueur 𝐿/4 .

Fig. 7.10. : Poutre discrétisée en 4 éléments à deux nœuds de longueur 𝐿/4 .

On obtient les pulsations en solvant l’équation suivante :

⎛
⎜
⎝
4𝐸𝐴
𝐿

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
− 𝜔2𝜌𝐴𝐿

24

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4 1 0
1 4 1
0 1 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟
⎠

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑢2
𝑢3
𝑢4

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
= 0 ⇒ 𝑑𝑒𝑡 ([𝐾] − 𝜔2[𝑀]) = 0

d’où :

𝜔1 = 3, 22
√

𝐸
𝜌𝐿2 → 𝑒 = 4, 61%
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𝜔2 = 6, 93
√

𝐸
𝜌𝐿2 → 𝑒 = 10, 27%

𝜔3 = 11, 26
√

𝐸
𝜌𝐿2 → 𝑒 = 19, 46%

+ Remarque
D À partir des exemples précédents, on remarque que l’on peut converger vers
la solution exacte de deux manières différentes soit en augmentant le degré
du polynôme d’interpolation (convergence p) soit en augmentant le nombre
d’éléments (convergence h) ; voir 4.8.2 .Ce qui atteste de l’importance d’un bon
choix d’éléments de discrétisation avant une résolution par éléments finis .

D Le détail de l’obtention des matrices de rigidités et de masses des exercices
précédents est explicité dans [13]
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8
Application au barrage poids | MATLAB

8.1. Introduction

L’évaluation des forces hydrodynamiques sur les barrages lors d’un séisme est une
étape importante dans la conception et l’évaluation de la sécurité de ce dernier, et dans
ce contexte, une prédiction précise des forces agissant sur la structure est nécessaire.

Dans le passé, les charges hydrodynamiques exercées par le réservoir sur la face amont
du barrage étaient obtenues à partir des théories classiques simplifiées, telles que celle
deWestergaard [14] et deZangar [15] datant de la premièremoitié du vingtième siècle.
Ces théories, initialement basées sur des hypothèses très simplistes et successivement
développées par Chopra [16], sont aujourd’hui à la base des principaux codes directifs
internationaux.

La célèbre théorie simplifiée de Westergaard qui a été développé en 1933 et qui est à
l’origine de l’approche très répandue connue sous le nom de ” la masse ajoutée ”.

Dans ce qui suit, les pressions hydrodynamiques sur un barrage poids d’OuedEl Fodda
ont été calculées en utilisant la méthode des éléments finis. L’analyse a été réalisée à
l’aide d’un modèle bidimensionnel moyennant le logiciel MATLAB.

Le barrage étudié est construit en béton, d’une hauteur totale de 101𝑚, et d’un pare-
ment amont vertical Fig.8.1.
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Fig. 8.1. : Modèle 2D de barrage d’Oued El Fodda

8.2. Solution analytique

L’article de H.M. Westergaard [14] est considéré comme le point de départ de l’évalua-
tion des charges hydrodynamiques sur les structures de retenue d’eau, en raison de sa
solution simple mais élégante et de l’interprétation physique du phénomène.

Les hypothèses clés de sa solution sont les suivantes :

1 Petits déplacements des particules d’eau, en négligeant le flux de masse globale.

2 Fluide non-visqueux.

3 Extension infinie du réservoir d’eau vers l’amont.

4 Pas d’ondes de surface.

5 Réflexion parfaite des ondes sur le fond du réservoir.

6 Surface horizontale et rigide du fond du réservoir d’eau.

7 Mouvement rigide et sinusoïdal du barrage.

8 Symétrie plane du problème.

9 Période dominante du tremblement de terre supérieure à la période de vibration
naturelle du barrage.

Les trois premières hypothèses ont permis d’obtenir une simplification substantielle de
l’équation de Navier Stokes 8.12. Ces équations, valables pour le mouvement général
des fluides, se transforment en l’équation linéaire des ondes la plus maniable, à savoir
l’équation de d’Alembert.

∇2𝑝 − 1
𝑐2

𝜕2𝑃
𝜕𝑡2
= 0 (8.1)

où 𝑝 : est la pression et 𝑐 :la vitesse de propagation des ondes de compression dans le
milieu, elle est égale à

√
𝜅/𝜌, où 𝜅 est le module d’inertie de l’eau et 𝜌 sa densité.
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+ Remarque
La pression est maximale lorsque la période d’excitation atteint les valeurs :

𝑇𝑛 =
4𝐻
𝑛.𝑐

, 𝑛 = 1, 2, 3... (8.2)

Où 𝐻 : la hauteur de l’eau. Dans ce cas, il y a une résonance et les valeurs
correspondantes de la fréquence 𝑓𝑛 = 1

𝑇𝑛
sont définies comme les fréquences

propres du réservoir.

La solution de l’équation 8.1 peut être obtenue à la fois dans le domaine temporel et
dans le domaine des fréquences grâce a la célèbre transformée de Fourier.

Dans lemême article [14],Westergaard a également introduit une expression simplifiée
pour les pressions hydrodynamiques. Leur effet peut être estimé en négligeant leur
dépendance à la période de vibration et en approximant la distribution de la pression
par une expression parabolique.

En adaptant ce compromis, le comportement des pressions est identique à celui d’une
distribution de masse 𝑚 (𝑦) rigidement attachée à la face amont du barrage, selon la
distribution suivante :

𝑚 (𝑦) = 7
8
𝜌
√
ℎ𝑦 (8.3)

Fig. 8.2. : La masse ajoutée de Westergaard

Cette masse est mesurée à partir de la surface libre vers le bas.

Dans un article ultérieur, Chopra [17] a étendu la solution de Westergaard à toute la
plage des fréquences en supprimant l’hypothèse 9.
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8.3. L’équation dynamique du fluide à l’intérieur du
réservoir

Fig. 8.3. : Le système barrage-réservoir

En appliquant les hypothèses, les équations de continuités peuvent être simplifiées
comme suit :

𝜌∇𝑇𝑉 + 𝜕𝜌
𝜕𝑡
= 0 (8.4)

La relation entre la densité du fluide et la pression hydrodynamique produite est défi-
nie par l’équation d’état :

𝑑𝜌 = 𝜌
𝜅
𝑑𝑃 (8.5)

Où 𝜅 , 𝜌 , 𝑃 , 𝑉 et 𝑡désignent respectivement : le coefficient de variation du volume du
fluide, la densité du fluide, la pression du fluide, le vecteur vitesse du fluide et le temps.

À partir des équations 8.4 et 8.5, on peut écrire :

∇𝑇𝑉 = −1
𝜅
𝜕𝑃
𝜕𝑡

(8.6)

En négligeant les effets de la gravité du corps et sur la base des hypothèses formulées,
l’équation de la quantité de mouvement du fluide est résumée comme suit :

𝜌𝑉̇ + ∇𝑃 = 0 (8.7)
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l’équation du gradient de la quantité de mouvement peut s’écrire comme suit :

𝜌∇𝑇𝑉̇ + ∇2𝑃 = 0 (8.8)

Selon les equations 8.6 et 8.8, on obtient l’équation suivante :

∇2𝑃 = 𝜌
𝜅
𝜕2𝑃
𝜕𝑡2

(8.9)

Ou :

∇2𝑃 = 1
𝑐2

𝜕2𝑃
𝜕𝑡2

(8.10)

Avec : 𝑐 =
√
𝜅/𝜌désigne la vitesse de propagation des ondes de compression à l’intérieur

du fluide.

L’équation 8.10 représente l’équation gouvernant du fluide à l’intérieur du réservoir
qui est connue sous le nom de l’équation de Helmholtz.

Si le fluide est supposé incompressible, l’équation 8.10 devient l’équation de Laplace :

∇2𝑃 = 0 (8.11)

Si le fluide est compressible visqueux, l’équation qui gouverne le problème n’est rien
d’autre que l’équation de Navier Stokes avec tous ses termes :

∇2𝑃 + 𝜇
𝐾

𝜕
𝜕𝑡
(∇2𝑃) = 1

𝑐2
𝜕2𝑃
𝜕𝑡2

(8.12)

Pour résoudre l’équation de Helmholtz, il est nécessaire de définir les conditions aux
limites appropriées, qui seront abordées dans la section suivante.

8.4. Les conditions aux limites (Les frontières)

Les conditions aux limites pour le système barrage réservoir montré sur la figure 8.3
sont données par :
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i. Sur la partie amont du barrage :

Délimitée par le contour Γ1 , on suppose que le gradient des pressions hydrodyna-
miques dans la direction normale et les forces d’inertie générées par la masse d’eau
se trouvent dans un état d’équilibre, ce qui nous permet d’écrire :

𝜕𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑡)/𝜕𝑛∣Γ1 = −𝜌𝑈̈𝑛 (8.13)

Où, 𝑈̈𝑛 est la composante normale à la surface de l’accélération horizontale du sol.

ii. Au niveau de la surface libre :

On prendra la pression atmosphérique 𝑝 = 0 tout en négligeant l’effet des ondes de
surface pouvant être générées en présence de grandes fluctuations des pressions

hydrodynamiques dans le réservoir.

𝑃∣Γ2 = 0 (8.14)

iii. Sur la limite :

Cette frontière est considérée comme étant la limite de troncature du domaine limitant
le réservoir dont laquelle les pressions sont complètement dissipées, c’est-à-dire la
frontière est suffisamment éloignée de sort qu’il n’y ait pas de réélection, donc :

𝑃∣Γ3 = 0 (8.15)

iv. Au fond du réservoir :

Au fond du réservoir, l’accélération des particules de l’eau dans la direction verticale
est nulle et le gradient des pressions hydrodynamiques associées est ainsi nul.

𝜕𝑃/𝜕𝑛 = 0 ∣Γ4 (8.16)
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En résumé, l’écriture mathématique du système en tenant compte des conditions aux
limites est : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇2𝑃 = 1
𝐶2

𝜕2𝑃
𝜕𝑡2 ∣Ω

𝜕𝑃/𝜕𝑛 = −𝜌 ̈𝑈𝑛 ∣Γ1
𝑃 = 0 ∣Γ2
𝑃 = 0 ∣Γ3
𝜕𝑃/𝜕𝑛 = 0 ∣Γ4

(8.17)

[18, 19]

8.5. L’algorithme de résolution par MATLAB
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Fig. 8.4. : L’algorithme de résolution par MATLAB
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8.6. Étude de cas | barrage d’Oued-El Fodda

Fig. 8.5. : Emplacement du barrage d’Oued-El Fodda

Le barrage d’ Oued-El Fodda est un barrage-poids en béton,mesurant 101𝑚de hauteur,
65𝑚d’épaisseur à la base et 182 m de longueur de crête. Sa construction et celle des
ouvrages annexes ont nécessité la mise enœuvre de 320.000𝑚3 de béton. Il est alimenté
par Oued-Fodda (90𝐾𝑚 ) de longueur qui descend de l’Ouarsenis (un massif de

montagnes à Tissemsilt) et se jette dans le Chéliff à 22 kilomètres en amont d’Orléans-
ville (Chlef actuellement). Ce barrage est considéré comme un des plus grands barrages
en Algérie. Il est situé dans la commune de Bani Bouatab, district de Wadi El Seda. Il a
été créé en 1932. Il a une capacité de 102, 85millions de mètres cube, et une superficie
totale de 120, 43𝑘𝑚2et la superficie de son bassin hydrographique est de 80𝑘𝑚2, il est
dans l’approvisionnement en eau potable et l’irrigation.[20]

Le matériau utilisé pour la construction du barrage d’Oued-Fodda est le béton, son
comportement est supposé linéaire élastique.
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8.7. Analyse dynamique du barrage par la M.E.F

8.7.1. Choix de la position de limite de rayonnement

La nature de la condition au limite à imposer sur le bord amont du réservoir dépend de
la hauteur du barrage d’une part. D’autre part, les ondes de pressions hydrodynamiques
générées par les vibrations de la structure se propagent vers l’amont du réservoir sans se
réfléchir et on admet qu’à une distance supposée étendu assez loin pour être considéré
comme infini, la pression s’annule. Généralement, les réservoirs de grandes hauteurs
s’étendent sur une distance très éloignée de la structure du barrage.

Une étude paramétrique a été effectuée sur le choix de cette région, et qui représente
la longueur de réservoir (L) Fig. 8.6

Fig. 8.6. :Comparaison des pressions hydrodynamiques pour différentes longueurs (L).

Tab. 8.1. : Convergence de 𝐶𝑝𝑚𝑎𝑥 en fonction de la longueur du réservoir.

Longueur H 2H 3𝐻 4H 5H

𝐶𝑝𝑚𝑎𝑥 0.675 0.739 0.74 0.742 0.742

On remarque que la valeur de𝐶𝑝𝑚𝑎𝑥 se stabilise pour 𝐿 = 3𝐻 , Ce qui autorise par la suite
de prendre la longueur de réservoir 𝐿 = 3𝐻 . Fig.8.7

Propriété 8.1
A la limite de troncature Γ4 considérée assez éloignée de la face amont du barrage
,(lorsque 𝐿 ≥ 3𝐻), on suppose que 𝑃(∞, 𝑦,𝜔) = 0.
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Fig. 8.7. : Réservoir de barrage.

Tab. 8.2. : Influence du nombre de nœuds du maillage dans le parement amont du
barrage sur le coefficient des pressions hydrodynamiques 𝐶𝑝.

nombre de nœuds
dans le parement
amont

nombre de nœuds
total

nombre
d’éléments

𝐶𝑝𝑚𝑎𝑥

5 67 103 0.732
9 236 412 0.739
17 883 1 648 0.741
33 3413 6 592 0.742
65 13 417 26 368 0.742

8.7.2. Choix du maillage optimal

Cette étape est cruciale, car la précision et l’efficacité de la méthode des éléments finis
dépendent en grande partie de la qualité du maillage. Il est également important de
veiller à ce que le maillage soit suffisamment dense dans les régions où les gradients de
solution sont élevés, afin de capturer avec précision les variations locales.

Dans ce travail, nous utilisons la fonction de forme d’ordre (1) et un élément triangu-
laire à trois nœuds pour représenter l’ensemble du domaine du réservoir.

Afin de garantir l’indépendance des résultats par rapport à la discrétisation, nous avons
effectué une augmentation progressive de la densité du maillage Figures. 8.8a 8.8b
8.8c jusqu’à la stabilisation des résultats obtenus. Cela nous a permis de déterminer le
maillage optimal, c’est-à-dire celui qui offre une représentation précise du problème
tout en maintenant la stabilité et l’exactitude des résultats.
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(a) maillage grossier

(b) maillage moyen

(c) maillage fin

Fig. 8.8. : Maillage du fluide dans le reservoir
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On constate qu’a partir de 33 nœuds sur le parement, les résultats obtenus se stabilisent
avec un écart admissible de 𝜀 ≤ 10−3.

Par conséquent notre maillage optimal sera composé de : 3413 nœuds et 6592 éléments.

Résultats pour un maillage optimal :

Fig. 8.9. : Les contours des iso-pressions hydrodynamiques

Fig. 8.10. : Distribution du coefficient des pressions 𝐶𝑝 pour un maillage optimal

8.7.3. Résultats de l’analyse :

Dans cette partie, on va simuler une excitation dynamique sur le barrage d’Oued El
Fodda. On évaluera les pressions hydrodynamiques à la base du barrage en considérant
un fluide compressible et non-visqueux.
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Les excitations dynamiques considérées dans cette étude sont les enregistrements

accélérometriques des composantes horizontales du séisme d’Elcentro 1940 8.12a ainsi
que diverses excitations harmonique artificielles pour l’étude de la fréquence d’excita-
tion sismique.

8.7.3.1. La réponse dans le domaine temporel :

1. Cas d’une excitation harmonique : La figure Fig.8.11 représente la variation de
la pression hydrodynamique à la base du barrage verticale en fonction du temps pour
des excitations harmonique de fréquences 𝑓 = 1𝐻𝑧 , 𝑓 = 3, 6𝐻𝑧 , et 𝑓 = 10𝐻𝑧 .

On remarque qu’un phénomène de battement à eu lieu pour une fréquence d’excitation
𝑓 = 3, 6𝐻𝑧, cela est dû au fait que la fréquence de l’excitation est très proche de celle
du barrage qui est égale à :

𝑓𝑟𝑒𝑠𝑜𝑛𝑎𝑛𝑐𝑒 =
𝐶
4𝐻
= 3, 6𝐻𝑧 (8.18)

La valeur maximale enregistrée de la pression est de 8, 9.105 𝑃𝑎Pour une excitation
harmonique de période 𝑇 = 𝑇𝑟𝑒𝑠 = 4𝐻

𝐶 (état de résonance).

2. Cas d’une excitation sismique : On remarque qu’il y a un déphasage de 21.34 𝑠𝑒𝑐

entre le pic de la réponse et le pic de l’excitation, cela est dû à la compressibilité du
fluide qui ralentit la réaction de ce dernier à l’excitation.

8.7.3.2. La réponse dans le domaine fréquentiel :

1. Cas d’une excitation harmonique : Pour pouvoir observer l’effet de la fréquence
d’excitation sur la distribution de la pressionmaximale exercée sur l’amont du barrage,
on peut exciter notre système par un signal harmonique à amplitude unitaire et de
fréquence variable sur une grande plage de valeurs de fréquences sismiques (0-25Hz).
La valeur maximale de pression hydrodynamique est prélevée pour chaque fréquence
en fonction de paramètre de fréquence 𝜔⟋𝜔1 où 𝜔 et 𝜔1 désignent respectivement, la
pulsation d’excitation et la pulsation fondamentale du réservoir.

2. Cas d’une excitation sismique : Lorsqu’on est confronté à une sollicitation aléa-
toire, comme celle du séisme d’El Centro, on peut obtenir la réponse en appliquant le
principe de décomposition du signale. D’abord, on décompose le signal aléatoire en ses

composantes fréquentielles en utilisant la transformée de Fourier rapide (FFT). Cette
méthode permet de représenter la fonction temporelle en une somme de fonctions har-
moniques. La valeur maximale de pression hydrodynamique est prélevée pour chaque
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(a) Réponse pour une excitations harmonique de fréquence 𝑓 = 1𝐻𝑧

(b) Réponse pour une excitations harmonique de fréquence 𝑓 = 3.6𝐻𝑧

(c) Réponse pour une excitations harmonique de fréquence 𝑓 = 10𝐻𝑧

Fig. 8.11. : La réponse aux excitations harmoniques 𝑓 = 1𝐻𝑧 , 𝑓 = 3, 6𝐻𝑧 , et 𝑓 = 10𝐻𝑧 .

fréquence en fonction de paramètre de fréquence 𝜔⟋𝜔1 où 𝜔 et 𝜔1 désignent respecti-
vement, la pulsation d’excitation et la pulsation fondamentale du réservoir.
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(a) L’accélération sismique d’ELCENTRO 1940.

Fig. 8.12. : La réponse à une excitation sismique (El Centro)

Fig. 8.13. : Variation des pressions hydrodynamiques en fonction de la fréquence
d’excitation à la base d’un barrage rigide vertical.
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Fig. 8.14. : Transformée de Fourier de l’accélérogramme.
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8.8. Conclusion

Lesméthodes classiques, comme celle deChopra etWestergaard, peuvent être limitées
en termes de modélisation des géométries complexes des barrages. Elles ne permettent
pas toujours une représentation précise de la forme réelle du barrage et des variations
de sa géométrie le long de sa hauteur.

En revanche, la MEF présente des avantages significatifs dans le calcul des pressions
hydrodynamiques dans les barrages par rapport aux méthodes classiques. Elle permet
une modélisation plus précise de la complexité géométrique, de la viscosité du fluide
et de la flexibilité du barrage, ce qui conduit à des évaluations plus fiables de la sécurité
et de la stabilité du barrage.

Références : [21, 22, 18, 19, 23, 24, 20] [25]
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9
Étude dynamique d’une structure par ETABS

9.1. Présentation du bâtiment :

Le bâtiment à usage d’habitations,est situé à Boumerdes, en zone sismique III, terrain
plat, siteS2 ,il est constitué de 3 niveaux RDC+2 identiques, terrasse accessible, et sa
structure est en portique auto-stable en BA (sans voiles) .

Pour les dimensions, nous avons trois travées dans le sens X et Y dont les longueurs
sont représentées sur la vue en plan ci-dessous :

Fig. 9.1. : Vue en plan de la structure.
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v Dimensions en élévation :

●Hauteur RDC : 3, 4𝑚
●Hauteur d’étage : 3, 06𝑚

v Les sections utilisées sont :

● Poutres principales (sens X) : 40𝑥30𝑐𝑚2

● Poutres de chaînage (sensY) : 35𝑥30𝑐𝑚2

● Poteaux : 30𝑥30𝑐𝑚2

● Planchers : 16 + 4 = 20𝑐𝑚

v Matériaux :

● Béton : 𝐸 = 32164𝑀𝑃𝑎 , 𝜌 = 2500 𝑘𝑔/𝑚3 , 𝑓𝑐28 = 25𝑀𝑃𝑎 , 𝜈 = 0.2

v Les charges :

Tab. 9.1. : Les charges (permanentes et d’exploitation)

Charge permanente
𝐺(𝑑𝑎𝑁/𝑚2)

Charge d’exploitation
𝑄(𝑑𝑎𝑁/𝑚2)

RDC 515 150
Etage 1 515 150
Etage 2 470 150

9.2. Calcul de la force sismique :

9.2.1. Méthodes de calcul :

Le calcul des forces sismiques peut s’effectuer par 3 méthodes :

v La méthode statique équivalente
v La méthode d’analyse modale spectrale
v La méthode d’analyse dynamique par accélérogrammes

9.2.2. Méthode statique équivalente :

Le principe consiste à remplacer les forces réelles dynamiques qui se développent dans
la construction par un système de forces statiques fictives dont les effets sont considérés
équivalents à ceux de l’action sismique.
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Ainsi, la méthode statique équivalente est utilisable pour déterminer les efforts dans
la structure et vérifier sa tenue aux séismes.

Dans notre cas, on remarque que la structure est continue (pas d’éléments verticaux
discontinus) , qu’elle comporte plus de 3 plans de contreventements de rigidité com-
parable, et qu’elle est régulière en plan et en élévation.

De ce fait conformément au RPA99 version 2003, notre structure vérifie les conditions
d’applications de la méthode.

9.2.2.1. Hypothèses de la méthode :

La méthode statique équivalente s’appuie notamment sur les hypothèses suivantes :

v Lemode fondamental de vibration est le seulmode important. La réponse de cemode
de vibration représente la réponse totale.

v La force sismique est modélisée par une force statique appliquée à la base de la struc-
ture, autrement dit, les forces réelles dynamiques sont remplacées par un système de
forces statiques fictives dont les effets sont considérés équivalents à ceux de l’action
sismique.

v Des forces latérales équivalentes à l’action sismique considérée sont appliquées au
niveau de chaque plancher.

9.2.2.2. Modélisation de la structure :

L’analyse est faite séparément dans chacune des deux directions principales du bâti-
ment où :

v La structure est représentée par un modèle plan encastré à sa base avec des masses
concentrées au niveau des centres de gravité des planchers et un seul degré de liberté
en translation horizontale.

v Seul le mode fondamental de vibration de la structure est pris en considération.
v La rigidité latérale des éléments de contreventement vertical est calculée à partir des

sections non fissurées.
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9.2.2.3. Calcul de la force sismique totale :

La force sismique totale V, appliquée à la base de la structure, doit être calculée
successivement dans deux directions horizontales orthogonales selon la formule :

𝑉 = 𝐴.𝐷.𝑄
𝑅

.𝑊 (9.1)

Avec :

◇A : coefficient d’accélération du sol dans une zone donnée, pour une classe de construc-
tion donnée. Il caractérise l’intensité du séisme.
◇D : facteur d’amplification dynamique moyen. Il tient compte de l’effet dynamique
de la sollicitation sismique sur la construction. Il est donné en fonction de la catégorie
de site, du facteur d’amortissement 𝜂 et de la période fondamentale.
◇ R : coefficient de comportement de la structure. Il est donné en fonction du système
de contreventement.
◇Q : facteur de qualité de la structure. Il dépend de la redondance, de la géométrie des
éléments qui la constituent, de la régularité en plan et en élévation et de la qualité du
contrôle de la construction.
◇W : poids total de la structure 𝑊 = ∑𝑊𝑖 = ∑(𝑊𝑔𝑖 + 𝛽.𝑊𝑞𝑖)
◇𝑊𝑖 : poids des charges permanentes et des équipements fixes, solidaires de la structure
d’un niveau i.
◇𝑊𝑞𝑖 : poids des charges d’exploitation d’un niveau 𝑖.
◇ 𝛽 : coefficient de pondération. Il dépend de la nature et de la durée de la charge
d’exploitation.

Pour évaluer l’effort sismique commençons par calculer la période fondamentale, la
formule empirique utilisée est la suivante :

𝑇 = 𝐶𝑇𝐻
3/4
𝑁 (9.2)

◇𝐻𝑁 : hauteur mesurée en mètres à partir de la base de la structure jusqu’au dernier
niveau (N)
◇ 𝐶𝑇 : coefficient dépendant du système de contreventement

Dans notre cas : 𝐻𝑁 = 9, 52𝑚 et 𝐶𝑇 = 0, 075 ; Contreventement assuré par les
portiques uniquement 𝑇 = 0, 406𝑠.
Calculons maintenant la résultante sismique à la base de la structure suivant les
deux directions de calcul (effort tranchant V) :

Il s’agit de répartir la résultante sismique à la base (VX et VY ) aux différents niveaux
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du bâtiment conformément au règlement parasismique algérien (RPA99/2003).

Évaluation de l’effort tranchant VX :
la résultante VX est évaluée comme ci-dessous :

𝑉𝑥 =
𝐴.𝐷.𝑄

𝑅
.𝑊

Dans notre cas nous avons :

● Le Coefficient d’accélération de zone : 𝐴 = 0, 25 ; (groupe 2, zone III)
● Coefficient de comportement : 𝑅 = 5(portiques autostables)

● Facteur de qualité : 𝑄 = 1 + ∑
6

1 𝑃𝑞 = 1 + 0, 05 + 0, 05 + 0, 10 = 1, 2 (seuls les critères
2 ,5 et 6 sont non observés.)
● Facteur d’amplification dynamique moyen D :

○Notre site est de catégorie 𝑆3 → 𝑇1 = 0, 15𝑠 et𝑇2 = 0, 5𝑠
○Notre période fondamentale est de :𝑇 = 0, 4𝑠 → 0 < 𝑇 < 𝑇2
Ce qui implique que :𝐷 = 2, 5𝜂
On a alors :𝜂 =

√
7

2+𝜉 Pour 𝜉 = 7% → 𝜂 = 0, 88
→ 𝐷 = 2, 2

● Poids de la structure W : Tel que :𝑊 = ∑𝑊𝑖 = ∑(𝑊𝑔𝑖 + 𝛽.𝑊𝑞𝑖)
Dans notre cas vu que le bâtiment est à usage d’habitation implique que :𝛽 = 0, 2
◇ Étage 1 : Calculons un étage courant :

▷ Poteaux :[(0.3 ∗ 0.3 ∗ 3, 4) ∗ 25]16 = 122, 4 𝑘𝑁
▷ Poutres :[(0.4 ∗ 0.3 ∗ 12, 2) ∗ 25]4 = 146, 4 𝑘𝑁
▷ Chainages :[(0.35 ∗ 0.30 ∗ 12) ∗ 25]3 = 94, 5 𝑘𝑁
▷ Plancher :5.15 ∗ 12 ∗ 12, 2 = 753, 95 𝑘𝑁
▷𝑊𝐺1 = 122, 4 + 146, 4 + 94, 5 + 753, 95 = 1117, 25 𝑘𝑁
▷𝑊𝑄1 = 1.5𝑥175 = 219, 6 𝑘𝑁
▷𝑊1 = 1117, 25 + 0.2 ∗ 219, 6 = 1161, 17 𝑘𝑁
On procède pareillement pour le deuxième étage et la terrasse, on a ainsi :
◇ Étage 2 :
▷𝑊2 = 1148, 21 𝑘𝑁

◇ Étage 3 :
▷𝑊3 = 1082, 34 𝑘𝑁

● La masse totale de notre structure est alors :

𝑊 =∑𝑊𝑖 = 3391, 72 𝑘𝑁
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L’effort tranchant 𝑉𝑥 à la base vaut :

𝑉𝑥 =
𝐴.𝐷.𝑄

𝑅
.𝑊 = 0, 25 ∗ 2, 2 ∗ 1, 2

5
∗ 3391, 72 = 447, 7 𝑘𝑁

+ Remarque
Dans le cas où la variation des rigidités de la structure dans ses deux directions
orthogonales serait négligeable (10à 15%), on peut admettre qu’elle est sollicitée
par la même charge sismique de calcul, c-à-d ;

𝑉𝑦 = 𝑉𝑥 = 447, 7 𝑘𝑁

9.2.3. Méthode modale-spectrale :

Étape 1 : Détermination du spectre de réponse .
Le chargement utilisé dans l’analyse modale-spectrale est un spectre de réponse. Il est
généralement donné sous forme de spectre d’accélération ou de déplacement. Le RPA
le définit par une ou plusieurs formules exprimant l’accélération ou le déplacement en
fonction de la période.

𝑆𝑎
𝑔
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1.25 𝐴 (1 + 𝑇
𝑇1
(2.5𝜂𝑄

𝑅 − 1)) 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇1

2.5𝜂(1.25 𝐴) (𝑄𝑅 ) 𝑇1 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇2

2.5𝜂(1.25 𝐴) (𝑄𝑅 ) (
𝑇2
𝑇 )

2/3
𝑇2 ≤ 𝑇 ≤ 3.0 𝑠

2.5𝜂(1.25 𝐴) (𝑇23 )
2/3 ( 3

𝑇)
5/3 (𝑄𝑅 ) 𝑇 > 3.0 𝑠

(9.3)

En utilisant l’application RPA99 , on obtient le spectre de réponse suivant :
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Fig. 9.2. : Spectre de réponse.

Étape 2 : Calcul des périodes et modes propres

●Modélisation de la structure :

Fig. 9.3. : Modélisation en modèle brochette.

● Calcul de la matrice rigidité :

[𝐾] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2 0
−𝑘2 𝑘1 + 𝑘3 −𝑘3
0 −𝑘3 𝑘3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(9.4)
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La rigidité des poteaux se calcule par la formule suivante :

𝑘 = 12 ∗ 𝐸 ∗ 𝐼
ℎ3

avec : 𝐸 = 3, 21.107 𝑘𝑁
𝑚2 , 𝐼 = 𝑎4

12[𝑚
4]

Pour le premier niveau on aura :

𝑘1 = 16 ∗
12 ∗ 3, 21 ∗ 107 ∗ 0, 34

12 ∗ (3, 4)3 = 105, 8 ∗ 106𝑁.𝑚

Pour le second niveau et dernier niveau :

𝑘2 = 𝑘3 = 𝑘 = 16 ∗
12 ∗ 3, 21 ∗ 107 ∗ 0, 34

12 ∗ (3, 04)3 = 92, 5 ∗ 106𝑁.𝑚

On trouve ainsi que ; 𝑘1 ≂ 1, 14 ∗ 𝑘
On a alors :

[𝐾] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2, 14𝑘 −𝑘 0
−𝑘 2, 14𝑘 −𝑘
0 −𝑘 𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∗ 106𝑁.𝑚

=𝑘 ∗
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2, 14 −1 0
−1 2, 14 −1
0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

● Calcul de la matrice masse :

[𝑀] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑚1 0 0
0 𝑚2 0
0 0 𝑚3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1161, 17 0 0
0 1148, 21 0
0 0 1082, 34

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∗ 102𝐾𝑔

On pose :𝑚 = 1161, 17 ∗ 102𝑘𝑔

[𝑀] = 1161, 17 ∗
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0
0 0, 98 0
0 0 0, 93

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∗ 102𝐾𝑔 = 𝑚 ∗

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0
0 0, 98 0
0 0 0, 93

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

●Détermination des modes et pulsations propres :

𝑑𝑒𝑡 ∣𝐾 − 𝜔2𝑀∣ = 0

→ 𝑑𝑒𝑡
RRRRRRRRRRRRRR
𝑘 ∗
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2, 14 −1 0
−1 2, 14 −1
0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
− 𝜔2𝑚 ∗

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0
0 0, 98 0
0 0 0, 93

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

RRRRRRRRRRRRRR
= 0
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Divisons par 𝑘et posons 𝜔2𝑚
𝑘 = 𝛼, on obtient alors :

𝑑𝑒𝑡
RRRRRRRRRRRRRR

2, 14 − 𝛼 −1 0
−1 2, 14 − 0, 98𝛼 −1
0 −1 1 − 0, 93𝛼

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 (9.5)

→(2, 14 − 𝛼) [(2, 14 − 0, 98𝛼)(1 − 0, 93𝛼) − 12] + 1 ∗ [−1 ∗ (1 − 0, 93𝛼)] = 0
→ − (4557 ∗ 𝛼3)/5000 + (1230149 ∗ 𝛼2)/250000 − (1641557 ∗ 𝛼)/250000 + 3599/2500 = 0

En résolvant le polynôme on trouve :

𝛼1 = 0.2718
𝛼2 = 1.6912
𝛼3 = 3.4359

Les périodes et pulsations propres sont :

𝜔1 =
√

𝛼1
𝑘
𝑚
= 14, 71 𝑟𝑎𝑑/𝑠 → 𝑇1 =

2𝜋
𝜔1
= 0, 42𝑠

𝜔2 =
√

𝛼2
𝑘
𝑚
= 36, 70 𝑟𝑎𝑑/𝑠 → 𝑇2 =

2𝜋
𝜔2
= 0, 17𝑠

𝜔3 =
√

𝛼3
𝑘
𝑚
= 52, 32 𝑟𝑎𝑑/𝑠 → 𝑇3 =

2𝜋
𝜔3
= 0, 12𝑠

●Détermination des modes propres :
À chaque 𝜔𝑖 est associé un mode propre :

([𝐾] − 𝜔2
𝑖 [𝑀]) {𝜙}𝑖 = 0

→
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2, 14 − 𝛼𝑖 −1 0
−1 2, 14 − 0, 98𝛼𝑖 −1
0 −1 1 − 0, 93𝛼𝑖

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜙𝑖
1

𝜙𝑖
2
1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
= 0
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Fig. 9.4. : Les trois premiers modes.

Ainsi pour chaque valeur de 𝛼𝑖 on aura un système d’équations, en résolvant ce der-
nier, nous aurons le vecteur correspondant au mode i, on a ainsi les modes suivant :
Tel que pour 𝛼1 :

{𝜙}1 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−0, 4
−0, 74
−1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
Pour 𝛼2 :

{𝜙}2 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1
0, 44
−0, 78

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
Pour 𝛼3 :

{𝜙}3 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−0, 77
1

−0, 45

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

Étape 3 : Calcul des forces sismiques modales pour chaque niveau et pour chaque
mode se fait par le biais de la formule suivante :

𝐹𝑘𝑖 = Γ𝑖𝜙𝑘𝑖𝑎𝑖𝑊𝑘 (9.6)
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Avec :

Γ𝑖 : est le facteur de distribution modal associé au mode 𝑖.

𝑎𝑖 : est l’accélération correspondant au mode 𝑖.

● Calcul du facteur de distribution modal :

Γ𝑖 =
{𝜙}𝑇𝑖 [𝑀] {𝑟}
{𝜙}𝑇𝑖 [𝑀] {𝜙}𝑖

=
∑𝑛

𝑗=1𝑊𝑗𝜙𝑗𝑖

∑𝑛
𝑗=1𝑊𝑗𝜙2

𝑗𝑖

Pour 𝑖 = 1

Γ1 =
{𝜙}𝑇1 [𝑀] {𝑟}
{𝜙}𝑇1 [𝑀] {𝜙}1

=

{ −0, 4 −0, 74 −1 }
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑚 0 0
0 0, 98𝑚 0
0 0 0, 93𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1
1
1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

{ −0, 4 −0, 74 −1 }
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑚 0 0
0 0, 98𝑚 0
0 0 0, 93𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−0, 4
−0, 74
−1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
=0, 12

𝐹1 = 482, 95 𝑘𝑁

Pour 𝑖 = 2

Γ2 =
{𝜙}𝑇2 [𝑀] {𝑟}
{𝜙}𝑇2 [𝑀] {𝜙}1

=

{ 1 0, 44 −0, 78 }
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑚 0 0
0 0, 98𝑚 0
0 0 0, 93𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1
1
1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

{ 1 0, 44 −0, 78 }
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑚 0 0
0 0, 98𝑚 0
0 0 0, 93𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1
0, 44
−0, 78

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
=0, 4

𝐹2 = 54, 56 𝑘𝑁
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Pour 𝑖 = 3

Γ3 =
{𝜙}𝑇3 [𝑀] {𝑟}
{𝜙}𝑇3 [𝑀] {𝜙}3

=

{ −0, 77 1 −0, 45 }
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑚 0 0
0 0, 98𝑚 0
0 0 0, 93𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1
1
1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

{ −0, 77 1 −0, 45 }
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑚 0 0
0 0, 98𝑚 0
0 0 0, 93𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−0, 77
1

−0, 45

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
=0, 11

𝐹3 = 5, 48 𝑘𝑁

Avec : 𝐹𝑖 l’effort tranchant à la base pour le mode 𝑖 .
Par combinaison SRSS on obtient :

𝑉 =
√
𝐹2
1 + 𝐹2

2 + 𝐹2
3 = 486, 06 𝑘𝑁

Les résultats obtenus par ETABS sont quasiment identiques aux résultats obtenus

manuellement, on aura ainsi :

● Pour l’analyse modale :

Tab. 9.2. : Résultats de l’analyse modale obtenus par ETABS

Mode Période Ux Uy Rz Sum Ux Sum Uy Sum Rz
1 0,502 0 0,9169 0 0 0,9169 0
2 0,493 0,9029 0 0,0183 0,9029 0,9169 0,0183
3 0,414 0,0181 0 0,8997 0,921 0,9169 0,918

Commentaire 9.1
D D’après l’analyse modale, nous obtenons une translation selon 𝑂𝑦 en premier

mode
D Une translation selon 𝑂𝑥 en deuxième mode.
D Une torsion selon 𝑂𝑧 en troisième mode.
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● Effort tranchant à la base selon les deux directions :

Tab. 9.3. : La réaction à la base.

Fx Fy
Ex 445,2912 0
Ey 0 451,2393

Commentaire 9.2
Les résultats sont très proches de ce que nous avons obtenu manuellement , et la
condition du RPA concernant l’effort tranchant est vérifiée telle que :
𝑉𝑑𝑦𝑛𝑎𝑚𝑖𝑞𝑢𝑒 > 80%𝑉𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒 ⇁ 𝑉𝑑𝑦𝑛 > 357 𝑘𝑁donc la condition est vérifiée.

9.2.4. Analyse par accélérogramme :

Cette dernière est une étude dynamique temporelle qui consiste à appliquer un char-
gement sous forme d’accélérogramme.

Contrairement à la méthode modale spectrale qui nous donne les valeurs maximales
seulement, l’analyse temporelle nous permet d’apprécier la variation de l’effort tran-
chant en fonction du temps.

Pour se faire nous avons utilisé l’accélérogramme du séisme d’El-Centro de 1940, que
nous avons ajusté en fonction de notre spectre de réponse, pour qu’ils soient compa-
tibles, cette opération porte le nom de “matching” .

Le spectre de réponse ainsi que l’accélérogramme sont illustrés ci-dessous :

Fig. 9.5. : Le spectre de réponse cible et l’accélérogramme.

Après ajustement, nous obtenons l’accélérogramme suivant :
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Fig. 9.6. : Accélérogramme ”matched”

Une fois l’accélérogramme appliqué et l’analyse finit, nous pouvons obtenir plusieurs
données dont la variation de l’effort tranchant à la base en fonction du temps.

Fig. 9.7. : La variation de l’effort tranchant à la base en fonction du temps

Nous avons un maximum de 492, 13 𝑘𝑁

Tab. 9.4. : Récapitulatif des résultats obtenus.

Méthode Statique équivalente Modale spectrale Temporelle
Effort tranchant
à la base

447,7KN 486,06KN 492,13 KN
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9.2.5. Conclusion

En résumé, dans le cadre de l’évaluation de la réponse d’une structure soumise à des
charges sismiques ou dynamiques , plusieurs méthodes sont utilisables, la méthode
statique équivalente est la plus simple, mais moins précise, tandis que la méthode
temporelle est la plus précise, mais nécessite plus de ressources de calcul. La méthode
modale-spectrale se situe entre les deux en termes de complexité et de précision. Le
choix de la méthode dépend de la précision requise, de la complexité de la structure et
des ressources disponibles.

Ainsi la méthode des éléments finis permet une modélisation réaliste, une flexibilité
dans la prise en compte des charges, une précision des résultats, et une optimisation
de la conception, offrant ainsi une approche puissante et polyvalente pour le calcul de
structures, approche qui permet d’avoir une meilleure compréhension et une concep-
tion plus efficace et sûre des structures.

128



10
Étude dynamique d’une paroi moulée | Plaxis 2D

10.1. Introduction

Parmi les utilisations les plus courantes de la méthode des éléments finis, on trouve
l’étude de la stabilité des murs de soutènement soumis à des charges statiques et dy-
namiques, en tenant compte de l’interaction sol-structure.

Un exemple concret est abordé dans ce chapitre à savoir l’étude dynamique d’une paroi
moulée réalisée à l’aide du logiciel PLAXIS 2D.

Dans cette étude, la M.E.F. est utilisée pour modéliser le système sol-paroi moulée
et analyser son comportement dynamique en réponse aux charges sismiques ou aux
vibrations.

L’avantage du logiciel PLAXIS 2D c’est qu’il permet de prendre en compte les pro-
priétés matérielles du sol, la géométrie de la paroi et les conditions aux limites pour
simuler avec précision les déformations, les contraintes et les modes de vibration de la
structure.

Ce type d’analyse permet d’évaluer la réponse dynamique de la paroi moulée, d’iden-
tifier les zones critiques sujettes à des déformations excessives ou à des risques de
rupture, et d’optimiser la conception de la structure pour assurer sa stabilité et sa
durabilité.

10.2. La géométrie du problème
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Sable

À excaver

5 kN/m/m                                                   5 kN/m/m

buton

Parois moulées

Argile

20 m

10 m

19 m

1 m

5 m 2 m 30 m 2 m 5 m 43 m43 m

Figure 31: Geometry model of the situation of a submerged excavation

Since the geometry is symmetric, only one half (the left side) is considered in the analysis. The excavation
process is simulated in three separate excavation stages. The diaphragm wall is modelled by means of a plate,
such as used for the footing in the previous tutorial. The interaction between the wall and the soil is modelled at
both sides by means of interfaces. The interfaces allow for the specification of a reduced wall friction compared
to the friction in the soil. The strut is modelled as a spring element for which the normal stiffness is a required
input parameter.

4.1 Create new project

1. Start PLAXIS 2D by double clicking the icon of the Input program .
2. Click Start a new project.
3. In the Project tabsheet of the Project properties window, enter an appropriate title.
4. In the Model tabsheet keep the default options for Model (Plane strain}, and Elements (15-Node).
5. Set the model Contour to xmin = 0 m, xmax = 65 m, ymin = -30 m and ymax = 20 m.
6. Keep the default values for units and constants and click OK.
The project is created with the given properties. The Project properties window closes and the Soil mode view
will be shown, where the soil stratigraphy can be defined.

Submerged construction of an excavation
Create new project

PLAXIS 48 PLAXIS 2D - Tutorial Manual

(a)

Sable

À excaver

5 kN/m/m 
                           Buton

Paroi moulée

Argile

20 m

10 m

19 m

1 m

43 m 5 m 2 m       15m 

Figure 31: Geometry model of the situation of a submerged excavation

Since the geometry is symmetric, only one half (the left side) is considered in the analysis. The excavation
process is simulated in three separate excavation stages. The diaphragm wall is modelled by means of a plate,
such as used for the footing in the previous tutorial. The interaction between the wall and the soil is modelled at
both sides by means of interfaces. The interfaces allow for the specification of a reduced wall friction compared
to the friction in the soil. The strut is modelled as a spring element for which the normal stiffness is a required
input parameter.

4.1 Create new project

1. Start PLAXIS 2D by double clicking the icon of the Input program .
2. Click Start a new project.
3. In the Project tabsheet of the Project properties window, enter an appropriate title.
4. In the Model tabsheet keep the default options for Model (Plane strain}, and Elements (15-Node).
5. Set the model Contour to xmin = 0 m, xmax = 65 m, ymin = -30 m and ymax = 20 m.
6. Keep the default values for units and constants and click OK.
The project is created with the given properties. The Project properties window closes and the Soil mode view
will be shown, where the soil stratigraphy can be defined.

Submerged construction of an excavation
Create new project

PLAXIS 48 PLAXIS 2D - Tutorial Manual

(b)

Fig. 10.1. : La géométrie du problème (sol - paroi moulée)

+ Remarque
+ Vu que la géométrie est symétrique, seule unemoitié (le côté gauche) est prise

en compte dans l’analyse.
+ Le processus d’excavation est simulé en trois étapes distinctes.
+ La paroi moulée est modélisée au moyen d’un écran (plate).
+ L’interaction entre la paroi et le sol est modélisée des deux côtés au moyen

d’interfaces. Les interfaces permettent de spécifier un frottement réduit de la
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paroi par rapport au frottement dans le sol.

Cet exemple concerne la construction d’une excavation. L’excavation a une largeur de
30 m et une profondeur finale de 20 m. Elle s’étend dans le sens longitudinal sur une
grande distance, de sorte qu’un modèle de déformation plane est applicable. Les côtés
de l’excavation sont soutenus par des parois diaphragmes de 30 m de long, qui sont
contreventées par des butons¹ (entretoises) horizontales à un intervalle de 5 m.

Le long de l’excavation, une charge de surface est prise en compte. La charge est appli-
quée à partir de 2 m de la paroi moulée jusqu’à 7 m de la paroi et a une magnitude de
5𝑘𝑁/𝑚2/𝑚.

Les 20𝑚 supérieurs du sous-sol sont constitués de couches de sol mou, qui sont modé-
lisées comme une seule couche d’argile homogène. Sous cette couche d’argile se trouve
une couche de sable plus dense, qui s’étend sur une grande profondeur. 30𝑚 de la
couche de sable sont pris en compte dans le modèle.

10.3. Les étapes de l’analyse

1 les propriétés du projet
Dans la feuille d’onglets Modèle, On choisit les options suivantes :

a déformation plane et éléments triangulaires à 15 nœuds.

b Le contour du modèle à 𝑥𝑚𝑖𝑛 = 0𝑚 , 𝑥𝑚𝑎𝑥 = 65𝑚 , 𝑦𝑚𝑖𝑛 = −30𝑚 et 𝑦𝑚𝑎𝑥 =
20𝑚.

c les unités : longueur (m), force (kN), Temps (s)

2 Définir la stratigraphie du sol
Cette étape consiste a délimiter la stratigraphie du sol en définissant les différentes
couches (hauteur et caractéristiques géotechniques).

a La couche de sol supérieure : le niveau supérieur à 20𝑚 et le niveau inférieur
à 0𝑚.

b La couche de sol inférieure : le niveau supérieur à 0𝑚 et le niveau inférieur à
−30𝑚.

c Le niveau de la nappe d’eau est à 18𝑚.

Les couches ont les propriétés suivantes Tab. 10.1

¹Elément d’étaiement en bois ou en métal, disposé à l’horizontal ou incliné, généralement comprimé,
utilisé en particulier dans les blindages de fouille et les soutènements provisoires. voir https://www.
editions-eyrolles.com/Dico-BTP/definition.html?id=1656
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Tab. 10.1. : Propriétés matérielles de la couche de sable et d’argile et des interfaces.

Parameter Name Clay Sand Unit

General
Type of material behaviour Type Undrained(A) Drained -
Soil unit weight above phreatic level 𝛾𝑢𝑛𝑠𝑎𝑡 16 17 𝑘𝑁/𝑚3

Soil unit weight below phreatic level 𝛾𝑠𝑎𝑡 18 20 𝑘𝑁/𝑚3

Parameters

standard drained triaxial test 𝐸𝑟𝑒𝑓
50 4.103 40.103 𝑘𝑁/𝑚2

primary oedometer loading 𝐸𝑟𝑒𝑓
𝑜𝑒𝑑 3, 3.103 40.103 𝑘𝑁/𝑚2

Cohesion (constant) 𝑐
′

𝑟𝑒𝑓 1 0 𝑘𝑁/𝑚2

Friction angle 𝜑
′

25 32 °
Dilatancy angle 𝜓 0 2 °
Poisson’s ratio 𝜈

′

𝑢𝑟 0, 15 0, 2 -
𝐾0-value for normal consolidation 𝐾𝑛𝑐

0 0.5774 0.4701 -

Groundwater
Permeability in horizontal direction 𝜅𝑥 10−3 1 𝑚/𝑑𝑎𝑦
Permeability in vertical direction 𝜅𝑦 10−3 1 𝑚/𝑑𝑎𝑦

Interfaces
Strength reduction factor 𝑅𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 0, 5 0, 67 -

Initial
Over-consolidation ratio OCR 1 1 -
Pre-overburden pressure POP 5 0 𝑘𝑁/𝑚2

3 Définir les éléments structurels
Cette étape consiste à la création des parois diaphragmatiques, des entretoises, des
charges de surface et des niveaux d’excavation.

a Définir la paroi moulée :
Pour définir une paroi moulée, On choisit les propriétés des matériaux comme
comme illustré ci-dessous Tab.10.2

Tab. 10.2. : Propriétés des matériaux de la paroi moulée (plate).
Parameter Name Value Unit

Material type - Elastic -
Isotropic - Yes -
Axial stiffness 𝐸𝐴1 7.5 · 106 𝑘𝑁/𝑚
Weight 𝜔 10 𝑘𝑁/𝑚/𝑚
Poisson’s ratio 𝜈 0.0 -
Prevent punching - No -
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b Définir le buton :
Pour définir le buton, On choisit les propriétés des matériaux comme illustré
ci-dessous Tab.10.3 :

Tab. 10.3. : Propriétés des matériaux du buton (strut).
Parameter Name Strut Unit

Material type - Elastic -
Axial stiffness EA 2.106 kN
Out-of-plane spacing 𝐿𝑠𝑝𝑎𝑐𝑖𝑛𝑔 5 m

c Définir la distribution des charges :

i. Charge statique : On crée une ligne de charge et on lui affecte une valeur
de −5𝑘𝑁/𝑚/𝑚 dans la composante 𝑦 de la charge.

ii. Charge dynamique :On crée une ligne de déplacement au fond du modèle,
et on lui affecte une accélération enregistrée Fig.10.2.

Fig. 10.2. : Accélérogramme artificiel.

4 Générer le maillage
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Fig. 10.3. : Le maillage généré

5 Définir les phases de réalisation de paroi moulée :
Dans la pratique, la construction d’une excavation est un processus qui peut com-
porter plusieurs phases, On les illustre comme suit :

a Phase 1 : la paroi est installée à la profondeur souhaitée.

b Phase 2 : une excavation est réalisée afin de créer un espace pour l’installation
d’un ancrage ou d’un buton.

c Phase 3 : le sol est progressivement enlevé jusqu’à la profondeur finale de
l’excavation.

(a) Phase 1 (b) Phase 2 (c) Phase 3

Fig. 10.4. : Phases de réalisation d’une paroi moulée.

6 Exécuter le calcul :

a Sélectionner les points pour tracer les courbes ;
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Fig. 10.5. : Les points sélectionnés pour le traçage des courbes

b Lancer le calcul

10.4. Les résultats du calcul

10.4.1. Calcul statique

1 La déformée du maillage

Fig. 10.6. : La déformée du maillage.
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2 Les déplacements et les contraintes dans le sol :
Output Version 22.1.0.452

Project description

Project filename Step

Date

Company

ex 6/25/2023

ApplicationPlate_converted 31 only@ ::LAVteam::®

Total displacements |u| (scaled up 20.0 times)

Maximum value = 0.1548 m (Element 1349 at Node 5828)
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(a) Le déplacement total ∣𝑢∣

Output Version 22.1.0.452

Project description

Project filename Step

Date

Company

ex 6/25/2023

ApplicationPlate_converted 31 only@ ::LAVteam::®

Cartesian effective stress σ'xx (scaled up 5.00*10-3 times)

Maximum value = 1.561 kN/m² (Element 1947 at Node 10038)

Minimum value = -483.4 kN/m² (Element 1665 at Node 13306)
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(b) Les contraintes effectives 𝜎
′

Fig. 10.7. : Les déplacements et les contraintes dans le sol.

Résultats 10.1
● Le déplacement total ∣𝑢∣
○ La valeur maximale = 0.1548𝑚 (Élément 1349 dans le nœud
5828)Fig.10.7a.

● La contrainte effective 𝜎
′

𝑥𝑥

○ La valeur maximale = 1.561 𝑘𝑁/𝑚2 (Élément 1947 , le nœud
10038)Fig.10.7b.
○ La valeur minimale = −483 𝑘𝑁/𝑚2 (Élément 1665 , le nœud
13306)Fig.10.7b.
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3 Le déplacement 𝑢𝑥,L’effort tranchant et le moment de flexion dans la paroi.

Output Version 22.1.0.452

Project description

Project filename Step

Date

Company

ex 6/25/2023

ApplicationPlate_converted 31 only@ ::LAVteam::®

Total displacements ux (scaled up 50.0 times)

Maximum value = 0.1425 m (Element 10 at Node 5700)

Minimum value = -4.022*10-3 m (Element 25 at Node 12367)

[m]

   0

   0.1

   0.2

   0.3

   0.4

   0.5

   0.6

0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00 40.00 45.00 50.00 55.00

-10.00

-5.00

0.00

5.00

10.00

15.00

20.00

(a) Le déplacement total𝑢𝑥.

Output Version 22.1.0.452

Project description

Project filename Step

Date

Company

ex 6/25/2023

ApplicationPlate_converted 31 only@ ::LAVteam::®

Shear forces Q (scaled up 5.00*10-3 times)

Maximum value = 357.6 kN/m (Element 24 at Node 11871)

Minimum value = -406.3 kN/m (Element 18 at Node 10049)
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(b) L’effort tranchant

Output Version 22.1.0.452

Project description

Project filename Step

Date

Company

ex 6/25/2023

ApplicationPlate_converted 31 only@ ::LAVteam::®

Bending moments M (scaled up 2.00*10-3 times)

Maximum value = 1787 kN m/m (Element 11 at Node 5702)

Minimum value = -1131 kN m/m (Element 22 at Node 10992)

[*103 kN m/m]
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(c) Le moment de flexion

Résultats 10.2
● Le déplacement maximal 𝑢𝑥 :

○ La valeur maximale = 0.1425𝑚 (Élément 10 , le nœud 5700)Fig.10.8a.
○ La valeurminimale = −4.022∗10−3 (Élément 25 , le nœud 12367)Fig.10.8a.

● L’effort tranchant :

○ La valeur maximale = 357.6𝑘𝑁/𝑚 (Élément 24 , le nœud 11871)Fig.10.8b.
○ La valeurminimale = −406.3𝑘𝑁/𝑚 (Élément 18 , le nœud 10049)Fig.10.8b.

● Le moment de flexion :

○ La valeur maximale = 1787𝑘𝑁𝑚/𝑚 (Élément 11 , le nœud 5702)Fig.10.8c.
○ La valeur minimale = −1131𝑘𝑁𝑚/𝑚 (Élément 22 , le nœud
10992)Fig.10.8c.
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Output Version 21.1.0.479

Project description

Project filename Step

Date

Company

ex 6/24/2023

ex 31 only@ ::LAVteam::®

Chart 5
Node 5022 *
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Fig. 10.9. : Courbe charge-déplacement de la flèche de la paroi.

Commentaire 10.1
La courbe Fig.10.9 montre les étapes de la construction. Pour chaque étape,
le paramètre Σ𝑀𝑠𝑡𝑎𝑔𝑒 passe de 0.0 à 1.0 . les résultats du calcul indiquent
cependant que l’excavation reste stable à la fin de la construction avec une
flèche maximale de 0.14𝑚.

10.4.2. Calcul dynamique

1 La déformée du maillage après le séisme.

Fig. 10.10. : La déformée du maillage après le séisme.
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2 L’accélération au sommet de la paroi.
Output Version 22.1.0.452

Project description

Project filename Step

Date

Company

ex 6/25/2023

ApplicationPlate_converted 1031 only@ ::LAVteam::®

Chart 4
Node 5022 *
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Fig. 10.11. : L’accélération au sommet de la paroi.

3 Le déplacement maximal de la paroi.
Output Version 22.1.0.452

Project description

Project filename Step

Date

Company

deplac n10 6/25/2023

ApplicationPlate_converted 1031 only@ ::LAVteam::®
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Fig. 10.12. : Le déplacement maximal de la paroi.
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10.5. Conclusion

La méthode des éléments finis (MEF) est une approche généraliste et puissante qui se
distingue desméthodes classiques telles que lesméthodes statiques et pseudo-dynamiques,
comme celle de Mononobe-Okabe, disponibles dans la littérature.

La MEF offre une flexibilité et une adaptabilité supérieures, permettant de vérifier la
stabilité des murs de soutènement indépendamment de la complexité de la géométrie,
du type de matériaux ou du type de charges appliquées. Cela signifie que la MEF
peut être utilisée pour modéliser et analyser des structures variées, des problèmes
géotechniques complexes et une large gamme de conditions de chargement.

Grâce à la MEF, il est possible de prendre en compte les propriétés matérielles non
linéaires, les comportements dynamiques, les interactions sol-structure et bien d’autres
facteurs pertinents pour une analyse précise et réaliste. De plus, la MEF permet de
résoudre des problèmes avec une grande résolution spatiale, en utilisant un maillage
fin pour capturer les détails locaux du comportement des structures.

En résumé, la méthode des éléments finis est une méthode polyvalente et puissante qui
surpasse les méthodes classiques en termes de flexibilité et de capacité à modéliser des
problèmes complexes.

Références : [26]
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Conclusion générale

Conclusion
En conclusion, la méthode des éléments finis est une technique puissante et
polyvalente utilisée dans de nombreux domaines de l’ingénierie et des sciences
appliquées, tel que le génie civil , l’aéronautique,la mécanique , le domaine du
biomédical … ect
Cette méthode offre de nombreux avantages, tels que sa capacité à modéliser des
géométries complexes, à prendre en compte différents types de matériaux et de
conditions aux limites, et à fournir des résultats précis et fiables. Elle permet
également de réduire les coûts de développement et d’optimiser la conception en
permettant la simulation virtuelle et l’analyse de différentes configurations avant
la fabrication.
Grâce à l’avènement des calculateurs et de l’informatique ,la méthode des
éléments finis s’est démocratisé et s’est imposé comme un outil incontournable
pour lamodélisation et l’analyse des structures et des phénomènes physiques. Elle
continue d’évoluer avec l’avancée des techniques numériques et des capacités de
calcul, ouvrant ainsi la voie à de nouvelles applications , tout en élargissant nos
capacités de conception, d’optimisation et de compréhension des phénomènes
complexes, contribuant ainsi aux avancées technologiques et scientifiques de
notre époque. En exploitant la méthode nous avons pu estimer les pressions
hydrodynamiques dans le réservoir d’un barrage poids, l’effort tranchant à la base
d’une structure soumise à un chargement dynamique, ainsi que les contraintes et
efforts dans une parois moulées , et ceux de manières précises .
Nous avons pu aussi écrire un programme qui implémente la méthode à travers
le logiciel Matlab , et maitriser plusieurs logiciels tel que Plaxis 2D et ETABS .
Enfin ce projet de fin d’études ,de par sa richesse, nous a servi de synthèse pour
nos années d’études, et ceux en revoyant des notions de mécaniques des fluides ,
de géotechnique , de dynamique et de calcul de structures.
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A
Principe des travaux virtuels

En mécanique rationnelle, nous utilisons des déplacements fictifs, appelés ”déplace-
ments virtuels”, pour décrire le comportement des systèmes. Bien que ces déplacements
n’aient pas eu lieu en réalité, ils nous permettent de calculer le travail virtuel, c’est-à-
dire le travail effectué pour ces déplacements imaginaires. Les déplacements virtuels
sont considérés comme étant très petits, de sorte qu’il n’y ait pas de changement si-
gnificatif dans la géométrie du système. Nous pouvons donc supposer que les forces
restent constantes pendant les déplacements virtuels.

Supposons qu’une particule subit un déplacement virtuel, comme illustré dans la fi-
gure Fig.A.1a, sous l’action d’un système de trois forces 𝐹1 ,𝐹2 et 𝐹3 . Le travail virtuel
résultant peut être exprimé par :

𝛿𝑊 = 𝐹1𝛿𝑢1 + 𝐹2𝛿𝑢2 + 𝐹3𝛿𝑢3 (A.1)

où 𝛿 est un opérateur variationnel dénotant une quantité virtuelle et 𝛿𝑢1 ,𝛿𝑢2 et 𝛿𝑢3 sont
les trois composantes du déplacement virtuel 𝛿𝑢dans les directions de 𝐹1 ,𝐹2 et 𝐹3
respectivement.

Puisque les trois forces 𝐹1 ,𝐹2 et 𝐹3 sont en équilibre, leur somme vectorielle doit ainsi
disparaître et le travail effectué pour un déplacement virtuel :

𝛿𝑊 = 0 (A.2)

Les forces internes d’un système élastique continu représentent les actions des par-
ticules les unes sur les autres et se produisent comme des paires de forces égales en
module et opposées en sens. Ce phénomène est montré sur la figure Fig.A.1b pour
un système de deux particules. Si le système est en équilibre, l’équation A.2 peut être
généralisée à deux particules :

2

∑
𝑖=1

(𝛿𝑊𝑒𝑥𝑡
𝑖 + 𝛿𝑊𝑖𝑛𝑡

𝑖 ) = 0 (A.3)
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ANNEXE A. PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS

𝛿𝑊𝑒𝑥𝑡
𝑖 : travail virtuel des forces externes pour la particule 𝑖.

𝛿𝑊𝑖𝑛𝑡
𝑖 : travail virtuel des forces internes pour la particules 𝑖.

(a) Déplacement virtuel d’une particule. (b) Un système de deux particules.

Fig. A.1. : Modélisation des déplacements et des travaux virtuels.

Pour un système élastique continu il y a un nombre infini de particules. L’équation
(A.3) peut être encore généralisée :

𝛿𝑊𝑒𝑥𝑡
𝑖 + 𝛿𝑊𝑖𝑛𝑡

𝑖 = 0 (A.4)

Théorème A.1
L’équilibre d’un système de particules ou d’un système continu est nécessaire et suffisant
pour que le travail virtuel effectué par les forces externes plus le travail virtuel effectué
par les forces internes disparaisse pour n’importe quel déplacement virtuel.

Pour un système élastique continu ou une structure élastique, le travail effectué par les
forces internes 𝛿𝑊𝑖𝑛𝑡

𝑖 est égal et de signe opposé à l’énergie de déformation 𝑈 stockée
dans le système pendant la déformation.

𝑊𝑖𝑛𝑡
𝑖 = −𝑈 (A.5)

La substitution de l’équation (A.5) dans l’équation (A.4) donne :

𝛿𝑊𝑒𝑥𝑡
𝑖 = 𝛿𝑈 (A.6)

Définition A.1
Le travail virtuel externe produit par le déplacement virtuel est égal à l’énergie
de déformation virtuelle interne causée par le même déplacement virtuel. C’est
le principe du travail virtuel (dû au déplacement virtuel).
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B
Principe de l’énergie potentielle minimale

Lorsqu’un élément de structure est soumis à des charges externes, cela entraîne une
déformation. cette dernière résulte un travail stocké sous forme d’énergie élastique
dans le matériau, appelée énergie de déformation.

Pour illustrer cela simplement, considérons une barre de section constante 𝐴 soumise
à une charge axiale 𝑃 , que nous pouvons représenter comme un ressort linéaire dans
la figure Fig.B.1. L’énergie potentielle totale comporte deux parties :

1. : L’énergie de déformation, soit : 𝑈
2. : le potentiel des charges appliquées (externes), soit : 𝑊

Fig. B.1. : Comportement élastique d’une barre

L’énoncé du principe :
”Among all admissible displacement configurations of a body, the one that satisfies
the equations of equilibriummakes the total potential energyminimumwith respect
to small admissible variations of displacement”.¹

¹Robert D.COOK, David S.MALKUS, Michael E.PLESHA,Robert J.WITT.Concepts And Applications of
Finite Element Analysis, 4th edition. publie en 2002. page 138.
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Définition B.1
le principe de l’énergie potentielle minimale stipule que : Parmi toutes les
configurations possibles d’un système conservatif, celle qui satisfait les équations
d’équilibre donne une énergie potentielle stationnaire par rapport à des petites
variations de déplacements. Si la Condition de l’état stationnaire est minimum,
l’équilibre est stable.

l’énergie potentielle totale s’écrit comme suit :

Π = 𝑈 +𝑊 (B.1)

l’application pour notre exemple Fig.B.1 donne :

𝑈 = 1
2
𝑃𝑢 = 1

2
𝑘 𝑢2 et 𝑊 = −𝑃𝑢.

Lorsqu’une charge se déplace sur une distance 𝑢 , elle produit un travail et perd une
quantité de potentiel égale en valeur absolue. C’est pourquoi il y a le signe négatif dans
l’expression 𝑊 = −𝑃𝑢 .

l’énergie potentielle totale :

Π = 1
2
𝑘𝑢2 − 𝑃𝑢 (B.2)

peut être considérée comme le travail total (interne et externe) effectué pour un change-
ment de configuration de l’état de référence 𝑢 = 0 à l’état de déplacement 𝑢 ≠ 0 Fig.B.2,
𝑢𝑒𝑞 est la position d’équilibre obtenue à partir de la valeur stationnaire de Π .

𝛿Π = 𝜕Π
𝜕𝑢

𝛿𝑢

= 𝑘𝑢𝑒𝑞𝛿𝑢 − 𝑃𝛿𝑢
= (𝑘𝑢𝑒𝑞 − 𝑃) 𝛿𝑢 = 0

(B.3)

d’où
𝑘𝑢𝑒𝑞 − 𝑃 = 0 (B.4)
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Fig. B.2. : Représentation graphique des relations d’énergie.

Une discrétisation par éléments finis utilise généralement des centaines ou des milliers
de d.d.l. Soit 𝑛 le nombre de d.d.l qui doivent être déterminées, et rassemblées dans le
vecteur de déplacement de la structure {𝛿} = { 𝑢1 𝑢2 … 𝑢𝑛 }𝑇 , Le potentiel Π est
donc une fonction de 𝑢𝑖 ; Π = Π(𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑛) et en appliquant le principe de l’énergie
potentiel stationnaire, on obtient :

𝛿Π = 𝜕Π
𝜕𝑢1

𝛿𝑢1 +
𝜕Π
𝜕𝑢2

𝛿𝑢2 + ... +
𝜕Π
𝜕𝑢𝑛

𝛿𝑢𝑛 (B.5)

pour que 𝛿Π = 0 , cela n’est possible que lorsque tout les termes 𝜕Π
𝜕𝑢𝑖

s’annulent séparé-
ment, nous obtenons donc un système algébrique de 𝑛 équations :

𝜕Π
𝜕𝑢𝑖
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕Π
𝜕𝑢1
⋮
𝜕Π
𝜕𝑢𝑛

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
= 0 (B.6)

Et le système B.6 se réduit à un système linéaire analogue :

𝜕Π
𝜕𝑢

≡ [𝐾]{𝑢} = {𝐹} (B.7)

où 𝐹 est l’ensemble des forces externes appliquées au système.
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+ Remarque
Cette équivalence est valable si la fonctionnelleΠ est ”quadratique”, c’est-à-dire
la puissance de 𝑢 et de ses dérivées dans 4.7 n’excède pas 2.[7]
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C
L’énergie potentielle d’un corps élastique

Considérons un corps solide déformable de volume 𝑉 et de surface 𝑆 soumis à un
ensemble de forces extérieures. On peut considérer deux états d’équilibre : le 1er réel
et le second virtuel. Dans l’état réel d’équilibre, nous avons les composantes de l’état de
contrainte planes :

{𝜎} = { 𝜎𝑥 𝜎𝑦 𝜎𝑥𝑦 }
𝑇

Le tenseur des déformations :

{𝜀} = { 𝜀𝑥 𝜀𝑦 𝜀𝑥𝑦 }
𝑇

Les forces volumiques :

{𝑝} = { 𝑝𝑥
𝑝𝑦
}

Les forces appliquées à la surface du corps :

{𝑞} = { 𝑞𝑥
𝑞𝑦
}

Et les déplacements :

{u} = { 𝑢
𝑣 }

Dans l’état virtuel, leur variations :

𝛿{𝜎} , 𝛿{𝜀} , 𝛿{𝑝} , 𝛿{𝑞} , 𝛿𝑢 , 𝛿𝑣
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ANNEXE C. L’ÉNERGIE POTENTIELLE D’UN CORPS ÉLASTIQUE

(a) État réel (b) État virtuel

Fig. C.1. : Milieu continu

Pour un déplacement virtuel quelconque 𝛿𝑢 , on écrit la somme des travaux internes et
des travaux externes sur tout le domaine sous la forme suivante :

∫
Ω
𝛿{𝑢}𝑇{𝑝}𝑑Ω + ∫

Γ
𝛿{𝑢}𝑇{𝑞}𝑑Γ = ∫

Ω
𝛿{𝜀}𝑇{𝜎}𝑑Ω¹ (C.1)

puisque les quantités 𝑞𝑥 ,𝑞𝑦 ,𝑝𝑥 et 𝑝𝑦 sont non variationnelle alors, on peut réécrire C.1
sous la forme :

𝛿 [∫
Ω
{𝑢}𝑇{𝑝}𝑑Ω + ∫

Γ
{𝑢}𝑇{𝑞}𝑑Γ − ∫

Ω
{𝜀}𝑇{𝜎}𝑑Ω] = 0 (C.2)

Les deux premiers termes de l’équation C.2 représentent l’énergie potentielle des char-
gements externes, et on note :

∫
Ω
{𝑢}𝑇{𝑝}𝑑Ω + ∫

Γ
{𝑢}𝑇{𝑞}𝑑Γ = −𝛿𝑊 (C.3)

et le dernier terme représente l’énergie de déformation interne du système, il peut
s’écrire pour des matériaux élastiques sous la forme :

∫
Ω
𝛿{𝜀}𝑇{𝜎}𝑑Ω = 𝛿𝑈 (C.4)

donc, au lieu de l’équation (C.2), on écrit simplement :

𝛿(𝑈 +𝑊) = 𝛿Π = 0 (C.5)

¹Cette égalité vient du principe des travaux virtuels, voir Annexe A.
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Où la quantité Π s’appelle l’énergie potentielle totale.

L’équation précédente signifie que, pour que l’équilibre soit réalisé, il faut que l’énergie
potentielle totale reste stationnaire lors de petites variations de déplacements admis-
sibles.

Si on exprime les lois classiques de la mécanique, nous obtenons :

{𝜀} = [𝐵]{𝑢} (C.6)

où [𝐵] : est une matrice d’opérateurs différentiels qui exprime les déformations en
fonction des déplacements, par exemple, dans le cas des déformations planes :

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥

, 𝜀𝑦 =
𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝑒𝑡 𝜎𝑥𝑦 =
𝜕𝑢
𝜕𝑦
+ 𝜕𝑣
𝜕𝑥

et
{𝜎} = [𝐷]{𝜀} (C.7)

où [𝐷] représente la matrice des coefficients élastiques.

l’expression (C.1) devient alors :

Π = ∫
Ω

1
2
{𝑢}𝑇([𝐵]𝑇[𝐷][𝐵]){𝑢}𝑑Ω − ∫

Ω
{𝑢}𝑇{𝑝}𝑑Ω − ∫

Γ
{𝑢}𝑇{𝑞}𝑑Γ (C.8)

avec
[𝐵]𝑇[𝐷][𝐵] = [𝐾]
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