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Abstract - Mathematical models are a powerful research tool that can be applied to un-
derstanding leukemia. They have been applied to evaluate existing therapies and to suggest
new ones. In our work, we aim to study the global stability of the hematopoiesis cells dy-
namics model in both healthy and Acute Myeloid Leukemia situation using the passivity
approach ; the idea is to find the conditions for which the quantity of the cells can only tend
to determined values (equilibrium state) in the event of a disturbance, so the control removes
unwanted cells in the event of conditions change. We propose also a therapy approach based
on a passivity-based optimal control which minimizes the number of cancerous cells and the
side effects of the treatment.

Key-words : Leukemia, Distributed Delay, Modeling, Global stability, Passivity-based opti-
mal control therapy, Averaged system, Passivity analysis.

Résumé - Les modeles mathématiques sont un outil de recherche puissant qui peut étre
appliqué a la compréhension de la leucémie. Ils ont été appliqués pour évaluer les thérapies
existantes et en suggérer de nouvelles. Dans notre travail, nous visons a étudier la stabilité
globale de la dynamique des cellules de 'hématopoiese dans la situation saine et dans celle
de la leucémie myéloide aigué en utilisant I’approche de la passivité. L’idée est de trouver
les conditions pour lesquelles les quantités de cellules ne peuvent tendre que vers des valeurs
déterminées (état d’équilibre) en cas de perturbation, la thérapie élimine donc les cellules
indésirables en cas de changement de conditions. Nous proposons ainsi une approche thé-
rapeutique basée sur une commande optimale passive qui minimise le nombre de cellules
cancéreuses et les effets secondaires du traitement.

Mots-clés : leucémie, retard distribué, modélisation, stabilité globale, traitement de controle
optimal basé sur la passivité, systéme moyen, analyse de passivité.
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Introduction Générale

La modélisation mathématique en biologie et en médecine est en plein essor depuis
quelques années. En effet, elle est utilisée pour rechercher les mécanismes responsables de
I’évolution de la dynamique observée. Cette étape est essentielle afin d’éviter la réalisation
d’expériences souvent tres cofiteuses ou dangereuses et qui s’averent ensuite inexploitables.
D’autre part, les biologistes sont confrontés parfois a des problemes tres complexes et doivent
alors connecter leur discipline aux mathématiques et aux sciences de I'ingénierie. La formu-
lation mathématique des problémes biomédicaux est une phase importante pour comprendre
et prédire le comportement de I'organisme contrélé. Elle peut identifier les mécanismes qui
contrdlent la progression d’une maladie, ou motiver et guider de futures conceptions expéri-
mentales et cliniques.

Les questions scientifiques auxquelles on a consacré notre activité de recherche concernent
la modélisation et I’étude mathématique de processus biologiques sont liés aux dynamiques
de populations cellulaires. Les modeles de population cellulaire ont été étudiés intensivement
depuis les années 1960 et intéressent encore beaucoup de chercheurs.

Le cancer est une maladie complexe et I'une des plus meurtrieres de notre ere moderne.
Aussi, comprendre le développement d’une tumeur cancéreuse est primordial pour améliorer
les thérapies. La complexité d’un tel challenge réside dans la multiplicité des échelles et des
phénomenes mis en jeu : complexité génétique, subcellulaire, cellulaire avec interaction forte
avec 'anatomie.

La leucémie est un cancer des cellules de la moelle osseuse responsables de la production
des cellules sanguines, d’ou le terme parfois utilisé de cancer du sang. La leucémie aigué est
la plus fréquente des leucémies. Elle est la premiere cause de déces liés aux cancers chez
I’enfant.

En intégrant les connaissances médicales au sein d’une modélisation mathématique et
en utilisant celle-ci pour simuler la croissance tumorale, il est possible d’approfondir nos
connaissances des ressorts de la maladie. Les simulations numériques peuvent aider a I’étude
de mécanismes particuliers, a la compréhension de la facon dont un traitement va agir au
niveau macroscopique, enfin, a I’évaluation de son efficacité. Elles aident aussi a ’optimisation
des traitements et au développement de nouvelles modalités pour les thérapies.

But du mémoire Ce travail a été effectué dans les locaux du Laboratoire de Commande
des Processus LCP de I’Ecole Nationale Polytechnique. Les modeéles décrivant le processus
de 'hématopoiese et La Leucémie Myéloide Aigue, sur lesquels nous avons travaillé sont
modélisés par des modeles de systémes non linéaires a retards distribués, le retard représente

9



Introduction générale

la durée du cycle cellulaire. Le but étant donc de trouver les conditions de stabilité de
ces modeles et de proposer des approches thérapeutiques. Au premier chapitre est exposé le
modele de 'hématopoiese ainsi le modele de La leucémie Myéloide Aigue LMA sur lesquels va
porter notre analyse. Le chapitre suivant est consacré a la théorie de la passivité. Le troisiéme
chapitre comporte I'analyse détaillée des modeles par des outils de passivité. Enfin, le dernier
chapitre est consacré aux approches thérapeutiques. Par ce travail, on espere fournir aux
thérapeutes des conditions théoriques de stabilisation pour le controle thérapeutique et le
traitement de la leucémie aigué.

10



Chapitre 1

Modélisation mathématique de
I’hématopoiese et de la LMA

1.1 création et renouvellement des cellules sanguines

L’hématopoiese représente I’ensemble des processus physiopathologiques qui concourent
a la fabrication, a la maturation et au remplacement continu et régulé des différentes cellules
sanguines. Chez I’étre humain, une petite population de cellules souches pluripotentes et
indifférenciées, situées dans la moelle osseuse, appelées cellules souches hématopoiétiques
(CSH), assurent cette activité de production et de renouvellement des cellules sanguines.

Différenciation: o Autorenouvellement:

progeéniteurs et précurseurs CS multipotente
Alula souche
hématopoiétique

Progéniteur myéloide Frogeéniteur lymphoide
commun comimun

74N

2ot e L O ©O O

(=]
Flaquettes Erythrocyte Folynucléaires  Monocyte Lymphocyte B Lymphocyte T

FIGURE 1.1: Processus de ’hématopoiese
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Chapitre 1. Modélisation mathématique de [’hématopoiése et de la LMA

L’auto-renouvellement d’une cellule est sa capacité a se multiplier pour donner des cellules
filles identiques a la cellule souche mere. C’est une caractéristique essentielle car elle assure
le maintien et la réserve de cellules souches a l'intérieur de la moelle osseuse. Quant a la
différenciation, elle se fait sous I'action de facteurs de croissance et produit des cellules de plus
en plus matures. C’est un processus irréversible dans lequel une cellule souche s’engage. Au
final, la cellule engagée dans une lignée cellulaire devient une cellule totalement différenciée,
mature et qui entre dans la circulation sanguine (principalement les globules rouges, les
globules blancs et les plaquettes).

L’hématopoiese normale est donc un processus qui permet 1’équilibre entre ’autorenou-
vellement des cellules et leur différentiation. Les progéniteurs seront capables de donner, apres
différenciation, tous les types de cellules sanguines : hématocytes, leucocytes et plaquettes.
La premiere différenciation d’une cellule souche multipotente apres sa mise en cycle se fait
vers la lignée lymphoide ou vers la lignée myéloide. La cellule souche lymphoide possede la
potentialité de différenciation vers les deux types de lymphocytes (T et B).

‘ Progeéniteurs Précurseurs Cellules
\ cr c )sanguines
e * v Thymas: = =}«
/‘ﬁ:;énjeu il

To— peren Lymphocytes
7 cFu-L , e
B ~
>
Erythrecytes

Plaﬂueﬂes

tE
Mégacryoblastes

FIGURE 1.2: Progéniteurs et précurseurs des cellules sanguines

Les progéniteurs sont au premier stade du processus de différenciation des cellules souches.
Morphologiquement ils restent identiques aux cellules souches et gardent leur capacité d’auto-
renouvellement. En revanche, les précurseurs sont les premieres cellules morphologiquement
identifiables (frottis médullaires) et elles perdent la capacité de renouvellement.
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Chapitre 1. Modélisation mathématique de [’hématopoiése et de la LMA

1.2 Modélisation de I’hématopoiése

L’évolution et les interactions entre les différentes générations de cellules de lignée myé-

loide sont illustrées par le schéma de la figure. Ce modele a été établi par Adimy et Crauste
[2] afin de décrire le processus de I'hématopoiese.
En conformité avec l'expertise et ’expérience biologique, on considere deux populations
différentes de cellules : les cellules immatures (n générations) et les cellules matures (m gé-
nérations). Pour la premiere population on constate 1'existence de deux sous-populations :
les cellules proliférantes de densité p; et les cellules quiescentes (non-proliférantes) qui repré-
sentent en réalité la majorité des cellules d'une génération donnée i.

Proliferating Phase MNon-proliferating
Phase
# J//-_ —
p N N
pylta) 2(1-K f \ &
L| I A > | 2700 :—]- Death

B

-5

vY

¥ 2Ky N4
Apoptosis It T
I ‘f_ —
- \ i )/ \\
P xa) NI-K;) \ &
L _i i > | xin :_...‘*' Death
iy Ti o B | J
¥ oni K, N4
Apoptosis T -
Fy }_“\\
L'”' P y(ta) N 201Ky /l/ \ &

7__
L

- I:u, a0 |_n-_ Death

- Tn 1 J
v 7n 2K, ‘\____f A
Apoptosis -
|'( g
\ | 2(1-ki)
el iy [t '
- . S~
b 1 \
* r_rl .l 2":'-'I
Apoptosis Vs
7
ra
I.-'I ' 2(1-ky,)
-_‘\ o) T
— .
- [ o B
\'.
¥ Tm " kg
Apoptosis '|
1
Cells leave _t,f'

the bone marrow

FIGURE 1.3: Représentation schématique du processus de ’hématopoiese

Signification biologique de chaque terme :
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Chapitre 1. Modélisation mathématique de [’hématopoiése et de la LMA

— 0;, i et o; représentent respectivement les taux de mortalité des cellules quiescentes,
proliférentes et matures.

— f3; représente la fonction de réintroduction de la phase de repos a la phase de prolifé-
ration.

— a est 'age de la cellule.

— 0; et 7; respectivement les dges maximaux des cellules proliférantes matures ou imma-
tures.

— K; et k; respectivement les taux de différenciation des cellules proliférantes matures et
immatures.

— r;(t,a) densité de population des cellules immatures quiescentes.

— pi(t,a) densité de population des cellules immatures proliférantes.

— ¢;(t,a) densité de population des cellules matures proliférantes. (le schéma décrit aussi
le fait que les cellules matures proliferent continuellement et n’ont pas de période de
repos comme c’était le cas des cellules immatures).

— x; représente la densité totale des cellules quiescentes d’une génération i € [1,n] de
cellules immatures. Son expression est donnée par :

zi(t) = /O%o ri(t,a)da, Yt>0 (1.1)

Puisque r;(t,a) est la densité de population des cellules quiescentes. On remarque que la
densité z;(t) ne peut étre que positive.
De méme, on pose y; la densité totale des cellules proliférantes :

+oo
y;(t) = / pj(t,a)da, Vt=0 (1.2)
0
et on note aussi que la densité totale y; est positive.

Les cellules immatures en phase de prolifération (a gauche de la figure) peuvent mourir
par apoptose avec un taux ;. Si elles ne meurent pas, elles vont se diviser avec un taux g;(a)
qui dépend de leur age a. Dans ce cas, chaque cellule proliférante donne naissance a deux
cellules filles. Chacune de ces deux cellules filles va soit accéder a la prochaine génération
(différenciation) soit entrer en phase de repos de sa génération ou elle peut y demeurer toute
sa vie, y mourir (avec un taux §;) ou étre réintroduite dans la phase de prolifération avec un
taux ;. Lors de cette phase, les cellules doivent se diviser ou mourir avant d’atteindre un
dge limite 7;(a € [0,7]).

A chaque division, une proportion K; (0 < K; < 1) de cellules proliférantes se différencient,
c’est-a-dire passent de la phase de prolifération de la génération 7 a la phase de repos de la
génération i + 1. De ce fait, (1 — K;) est le taux de cellules proliférantes qui se divisent
(et survivent) sans différenciation (c’est-a-dire elles restent a la méme génération i et se
consacrent a 'auto-renouvellement).

Ce n’est qu’apres n division que les cellules immatures deviennent matures. Ces cel-
lules (de densité g;(t,a) ne connaissent pas de phase de repos et proliferent tout le temps.
Elles peuvent se différencier et devenir plus matures jusqu’a la génération m, comme elles
peuvent mourir par apoptose (avec un taux ;) ou proliférer sans différenciation (auto-
renouvellement). Enfin, les cellules de la génération m quittent la moelle osseuse et passent
dans le sang (globules rouges, globules blancs, plaquettes...).

14



Chapitre 1. Modélisation mathématique de [’hématopoiése et de la LMA

En tenant compte des spécificités de I’hématopoiese et afin de reproduire fidelement le
processus biologique étudié, on introduit certaines conditions et hypotheéses sur les para-
metres du modele :

— Les deux taux de division g; et d; sont des fonctions continues telles que :

/Ongi(a)da = +o0 (1.3)
/eidj(a) - 4 (1.4)
0

Les expressions (1.3) et (1.4) décrivent le fait que les cellules proliférantes qui ne
meurent pas durant la phase de prolifération, doivent se diviser avant qu’elles n’at-
teignent un dge maximal (; pour les cellules immatures et 6; pour les cellules matures).
— Soit f; la probabilité pour une cellule, du compartiment i, de se diviser :
pour tout 0 <a <7, 1€ MN:
fila) = gila)e™ foa gi(s)ds (1.5)

fi étant une densité de probabilité, on a :
fila) > 0Vae 0,7 et / " f(a)da =1 (1.6)
0

— Enfin, le taux d’introduction j; est supposé dépendre de z;(t). De plus, les fonctions f;
sont supposées étres continues, positives et décroissantes :

Jim Bi(l) =0 (1.7)
—00

Adimy et Crauste montrent dans [2] que les densités p; et r; satisfont les équations de trans-
port suivantes :

87ai(t7 a’) + ari(ta G,)

ot o0 —(0; + Bi(xi(t)))ri(t,a), t>0, a>0 (1.8)
Op(t.a) Ot
Péi a) | pégi a) _ —(yi +gi(a))pi(t,a), t>0, 7 >a>0 (1.9)

Les conditions aux bords associées a ces deux équations décrivent d’'une part le flux entre
les deux phases de prolifération et de repos d’'une méme génération, et d’autre part le flux
entre deux générations successives :

ri(t,a=0) =
etpourt > 2
ri(t,a=0) = 2(1—-K;) [y gi(a)pi(t,a)da+ 2K,y [ gi—1(a)pi-1(t, a)da (1.10)
pilt,a = 0§ = Jo Bilwi(t))ri(t, a)da = Bi(i(t))(t)

limg s 00 mi(t,a) = 0

2(1 = K1) [5* g1(a)p1(t, a)da

De méme, nous pouvons déterminer ’équation de transport de la densité des cellules matures
q;j -
Jq;(t,a) N Jq;(t, a)
ot Oa
Similairement a ce qui a été présenté dans le cas des cellules immatures, les conditions aux
bords pour cette équation décrivent le flux entre les cellules d’'une méme génération et les

= —(0j + hj(a))g;(t,a), t>0, 6;>a>0 (1.11)
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flux avec les générations précédentes :

a(t,a=0) = 2(1—-Ky) f091 hi(a)qi(t,a)da + 2K, [3" gn(a)pn(t, a)da
etpouryj > 2 (1.12)
gi(t,a=0) = 2(1—K;) [y hj(a)g;(t,a)da+2K; 1 [;"~ hj1(a)g;1(t,a)da

Le systeme formé par toutes ces équations peut se réduire a un systeme de n+m équations
différentielles a retards distribués. Ce retard représente ’age maximal d’une cellule dans le
compartiment de prolifération.

(1) = = (0 + Bilwi(1)))zi(t) + 2(1 — Ky) Jg* €77 fia) Bi(wi(t — a))zi(t — a)da

2K [y e fima(a) Bia (wioa (t — a))zioa (t — a)da (1.13)

avec la convention Ky =0
3(6) = =2(®) + B0 at) — [ " e f (@) Bi(aa(t — a))ai(t — a)da (1.14)

C’est cette derniere formulation a base d’équations a retards distribués qui nous intéresse
dans notre étude. En effet, ce modele décrivant I’hématopoiese va nous permettre d’analyser
la stabilité de ce processus et surtout comprendre pourquoi des déreglements apparaissent
parfois et conduisent a ’apparition de certaines maladies graves.

En effet, on peut constater clairement que la dynamique des cellules proliférantes v;(t)
dépend de la dynamique des cellules quiescentes z;(¢). De plus, les représentations compar-
timentales de ce modele établies dans [15] illustrent bien cette dépendance. Par conséquent,
on va se concentrer sur 'analyse de la dynamique des cellules quiescentes z;(t).

De plus, dans notre étude on s’intéresse a la premiere génération cellulaire, qui est décrite
par ’équation suivante :

%x(t) =—(0+ B(x(t)z(t) +2(1 — K) /T e 1 f(a)B(x(t —a))z(t —a)da (1.15)

0

L’équation (1.15) peut s’écrire sous la forme suivante :
d
—XT
dt

avec : wi(t) = B(x(t))x(t).

(t) = —(6 + Bz(t))x(t) + 2(1 — K) /0 h(a)w; (t — a)da (1.16)

Le terme de réintroduction §(z(t)) est une fonction différentiable, non-négative et unifor-
mément décroissante, tel que lim;_,o, 5(1) = 0.
B(z(t)) est généralement une fonction de Hill de la forme :

5(0)
= N>2 b . 1.1
1+ bV’ - >0 (1.17)

Ala(t))
Comme dans [15], Nous considérerons la forme générale suivante pour la fonction h(t) :

h(t) = e " f(t) (1.18)
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avec

f(t) - emT_lemt7 0 S t S T,
f(t) = 0 ailleurs
Ce qui nous donne :
T 1 — e~ T(s—r
H(s) = / h(t)e*tdt = O(——) (1.19)
0 s—r

avec . Gzﬁ et r=m-—-.
De plus, nous introduisons pour un usage ultérieur les parametres suivants :

H(0) = [y h(l)dl
a=LH(0)—1

1.3 La leucémie Myéloide Aigue LMA

La leucémie (également connue sous le nom de «Cancer du sang») est une pathologie
cancéreuse qui atteint les cellules de la moelle osseuse. Elle se caractérise par une production
anormalement élevée de cellules hématopoiétiques immatures c’est-a-dire dont le développe-
ment n’est pas terminé, qui envahissent la moelle osseuse, puis migrent dans de nombreux
cas vers d’autres organes a travers le sang (Métastase). Diverses formes de leucémie existent
et on constate dans chacune d’elles une insuffisance médullaire avec diminution de la fa-
brication de globules rouges ayant pour conséquence, I'anémie, diminution des plaquettes
entrainant une thrombopénie avec risques d’hémorragies, et diminution des globules blancs
avec neutropénie et baisse du systeme de défense de 'organisme, exposé aux infections.

Semblable a I’hématopoiese normale, la leucémie est causée par des cellules souches leucé-
miques (CSL) dont les progéniteurs sont capables de se renouveler spontanément (voir Figure
1.4). 1l existe des versions aigués et chroniques de la leucémie myéloide et lymphoblastique
(AML, LMC, ALL, LLC).

Normal Hematopoiesis Leukemia (hematological cancer)
self-renewal <7 .ﬂ@ -------------------- > @ 2> self-renewal
1 mutations ___.-="",
multi-potent progenitors ==~ L eltwencwal
- \ gl leukemic progenitors P
common myeloid common lymphoid
progenitors progenitors

l l | self-renewal

myeloid cells lymphoid cells leukemic cells >

FIGURE 1.4: Hématopoiese et leucémie
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1.4

Modélisation de la LMA

La leucémie myéloide aigué (LMA) combine au moins deux événements moléculaires :
un blocage de la maturation et de la différenciation conduisant a 'accumulation de cellules
myéloides immatures, et un exces de prolifération conduisant a l'inondation de la moelle
osseuse par un grand nombre de cellules immatures. D’un point de vue biologique et médi-
cal, la situation saine peut étre définie par un équilibre stable représentant I’extinction des
cellules cancéreuses et avoir un équilibre positif pour les cellules saines. Le but d’une telle
modélisation est de produire des conditions qui ont un sens biologique et médical assurant
un état d’hématopoiese sans maladie dans la moelle osseuse.

Semblable a ce qu’on a fait dans le sous-chapitre 1.2, Le modeéle inter connecté est obtenu
en transformant le modele a base A’EDP décrit par Adimy et Crauste dans [2], en un sys-
teme non linéaire a retard distribué. L’interconnexion entre les cellules saines et les cellules
cancéreuses d’'une génération cellulaire est illustrée par le schéma de la figure 1.5.

FIGURE 1.5: Modele inter connecté de cellules saines (a gauche) et de cellules cancéreuses

(& droite)

Les fonctions et les variables nécessaires pour lire les équations du systeme (1.20) ont les
propriétés et les significations biologiques suivantes :

§; et 0; représentent respectivement les taux de mortalité des cellules quiescentes can-
céreuses et saines.

~i et ; représentent respectivement les taux de mortalité des cellules proliférentes
cancéreuses et saines.

7; et 7; respectivement les 4ges maximaux des cellules proliférantes matures ou imma-
tures.

z.(t) et z.f(t) représentent la population totale de repos et des cellules a renouvellement
rapide et sélectif a I'instant ¢, respectivement.
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— De plus, la population totale de cellules saines au repos au temps t est désignée par
Th (t) ~ ~

— Les termes de réintroduction 3, 8 et 5 sont des fonctions différentiables, non négatives et
uniformément décroissantes. Tel que lim;_,o, (1) = 0, lim;_,o S(1) = 0 et lim;_, 5(1) =

Te = —0zc(t) — B(2)z ()+Lh*wc()
e = —B(ep)wes(t) + Lohx we(t) (1.20)
r, = *5£Ch(t> — wh(t) + L.h * wh(t)

Aussi on définit we(t) = B(2)2(t) + B(wef)res(t), et wp(t) = B(2)zn(t). Les cellules saines
et cancéreuses sont inter connectées au moyen du retour commun des cellules au repos
2(t) = x.(t) + () sur les fonctions 8 et 5. Le symbole * représente 1'opérateur de convolution
habituel.

En outre, nous définissons :

L=20(1-K), L=21-0)1-K), L=2(1-K)

Les constantes K, et K représentent respectivement, les taux de différenciation des cellules
filles saines et cancéreuses, avec 0 < K <let 0< K < 1.

La constante o représente le taux d’auto-renouvellement rapide des cellules filles cancéreuses,
avec 0 <o < 1.

h(t), et h(t) sont respectivement, les taux de division des cellules cancéreuses et saines. Nous
considérerons les formes générales suivantes pour les taux de division h(t) et h(t) :

h(t) = e f (1)

A(t) = e 71 2
avec :
f(t) e 0<t<T,
ft) = 0 ailleurs
fit) = Z2e™, 0<t<7
ft) = 0 ailleurs

et : [f f(t)dt =1, [] f(t)dt = 1.

Ce qui nous donne :

H(s) = J7 h()etdi = 0(=r) 1.22)
H(s) = [y h(t)etdt = O(1=2 ) |

. __m _ 0 —
avec : O = 5, r=m—7, 0= W et T=m—7%.
En plus, nous introduisons pour une utilisation ultérieure les parametres suivants :

2O = o

H() = 0 h(l)dl

= (L LHO) - (1.23)
& = LH(0)-

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre on a donné une modélisation de la population des cellules souches de
la moelle osseuse (cellules saines et cellules cancéreuses). Le passage d’une représentation
par des équations aux dérivées partielles (équations de transport) a une modélisation par
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des équations différentielles a retards distribués, a fait ainsi apparaitre un schéma classique :
population de cellules = naissance - déces + migration.

Dans la suite de ce travail, on va exploiter ces modeles retrouvés (le modele de ’hémato-
poiese ainsi de la leucémie) afin d’analyser la stabilité en fonction des différents parametres
biologiques et de synthétiser la commande.
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Chapitre 2

Outils d’analyse de stabilité : Théorie
des systemes passifs

2.1 Introduction

Le principe de la passivité est basé sur 1'idée de la formation d’énergie des systémes, qui
a 6té inspirée des travaux de Takegaki et Arimoto [21] dans la commande de manipulateur
de robot, ce champ bien connu et fortement réussi.

Un des premiers résultats sur la passivité remonte aux années 50, ou le raccordement
entre la passivité et la stabilité des réseaux linéaires a été établi par le travail de Youla, dans
le contexte de la théorie de circuit.

L utilisation de ces idées pour une grande classe des systemes (exemple modele d’Euler-
Lagrange) été suggéré dans [10], (voir le papier innovateur de Slotine [18] et la vue relative
sur la commande des systémes physiques par Hogan [8]).

Employer la notion fondamentale de la passivité, le principe plus tard a été formalisé
dedans [14], ou la limite de la commande passive était inventée pour définir une méthodologie
de conception de controleur dont le but est de rendre le systeme bouclé (retour d’état) passif
avec une fonction de stockage attribuée. L'importance de lier la passivité a I’énergie formée
peut a peine étre surestimée. D’une part, visionnement de I'action de commande en termes
d’interconnexions des systemes passifs fournit une interprétation de la balance énergétique
du mécanisme de stabilisation. La commande passive a été ensuite, prolongée pour couvrir
des applications étendue.

La passivité présente ainsi un outil utile dans ’analyse des systémes non linéaires, qui
est relatif a la stabilité de Lyapunov et la L;-stabilité.

Dans cette partie, nous nous intéressons par la théorie de la passivité et les systemes
passifs, on commence par définir la passivité des systemes statiques.Par la suite, on étend
la définition aux systemes dynamiques, définis par les modeles d’état. On définit les fonc-
tions de transfert positives (strictement positives) ; celles-ci représentent des systémes passifs
(strictement passifs). Le théoréme principal de la passivité montre que la connexion par ré-
troaction négative de deux systemes passifs est passive. Sous des conditions additionnelles
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d’observabilité ; la connexion précédente est asymptotiquement stable. Et nous terminerons
par les travaux de Solomon et Fridman (voir [19]), pour 'étude de passivité des systemes
non linéaires a retard discret et a retard distribué, que nous allons utiliser plus tard dans
I’analyse de stabilité de notre systeme.

2.2 Notions Mathématiques

2.2.1 Espaces L,

L’espaces L,,q € {1,2,..} est défini comme l’ensemble des fonctions f : Ry — R qui
contentent l'inégalité :

|1 < o
0
2.2.2 La norme de l’espace L,

La fonction || . ||: £, — R, est appelée norme de £, définit par :

1O 1, =1 1@

2.2.3 L’opérateur dans ’espace £,

Un opérateur est une application G : £, — L, reliant l'entrée u € £, et la sortie y € £,
tels que : y = G.u. Un tel opérateur est : additionnel, commutatif, associatif et linéaire.

2.2.4 La fonction sans mémoire

L’application G : £, — L, est dite «fonction sans mémoire» si la sortie y = G(u(ty)) ne
dépend que de l'instant ¢,.

2.2.5 La dérivée de Lie

C’est une fonction scalaire notée L¢h définit comme étant la dérivée dune fonction scalaire
h : R™ — R suivant la direction d’un champ vecteur f, elle est égale au produit scalaire entre
le gradient de cette fonction et le champ de vecteur : Lyh = Vh.f
V = 9/0x : Opérateur gradient.
Cette dérivée représente le taux d’évolution de la fonction 4 le long du champ de vecteur
f(z). Si g un autre champ de vecteur, alors on a : LyLyh = V(Lsh)g = Lg(Oh/0x.f)
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2.2.6 Fonction de stockage

Une fonction H(x) : ®" — R, est dite de stockage si 'intégral suivant est satisfait
(Vt > to) :

HG(0) ~ Hialt) <172 [ 71wl = 1y [P)da

avec : H(0) = 0,u € Lslto,t] et x(ty) comme condition initiale avec ¢, fixe. Notons que la
fonction de stockage H(x) n’est pas unique car elle dépend du choix de la constante v et de
I’entrée u en plus, elle change a tout moment.

2.2.7 Systeme dissipatif

Un systeme est dit dissipatif, avec un taux d’approvisionnement= (7% || u || — || y [|?), si
la fonction de stockage H(z) citée ci-dessus existe.

2.2.8 Inégalité intégrale

Si f et g sont deux fonctions continues sur [a,b], et : f(x) > g(x),Vz € [a,b] alors :

/abf(x).d;v > /abg(x).dm

2.3 Les systemes passifs

Le systeéme représenté par I’équation d’état suivante :

e = flx,u)
Z'{ y = h(z,u)

possédant a la fois une entrée u (utilisée pour injecter ou soutirer de la puissance) et une
sortie y = h(z,u), est dit passif s’il ne peut pas y avoir de génération interne de puissance.
En d’autre terme, apport de puissance est positif(P = w.y > 0). Ainsi, le soutirage de la
puissance se fait au détriment du stock interne d’énergie du systeme. Pour une compréhension
facile des concepts de dissipation et de passivité, il est convenable d’imaginer que ¥ est un
systeme physique caractérisé par la propriété que son énergie peut étre augmentée seulement
par 'approvisionnement d’une source extérieure.

2.3.1 Systeme statique passif

Les systemes passifs les plus simples sont ceux qui ne comportent pas de dynamique. La
sortie est directement fonction de la valeur de la grandeur d’entrée. Pour simplifier encore
d’avantage la présentation, on considére que 'entrée u comporte une seule dimension idem
pour la sortie. Donc, pour que la puissance consommée soit entierement dissipée a chaque
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instant, il faut que le produit entrée-sortie(u.y) soit positif. L’extension pour des systémes
plus complexes (statiques) doit prendre en compte la nécessité de dissiper instantanément la
puissance que donne le couple (entrée-sortie). En conséquence, il est impératif que :

wy >0 (2.1)

La caractéristique graphique y = f(u) doit étre implantée dans le premier et le troisieme
quadrant ce qui est représenté par la figure ci-dessous. Si le systéme est a multiports, alors
(u,y) sont des vecteurs et le flux de puissance dans le réseau est exprimé par :

p
uly = Z Ui-Yi
i=1

u” : Vecteur ligne "transposé' de w.
p : Nombre de port "entrées-sortis" du systeme.

Alors, dans ce cas le systeéme est passif si : u’y > 0, Vu.

FIGURE 2.1: Signification graphique de la passivité

Remarque :
— Pour un systeme passif non linéaire, la caractéristique y = f(u) générée est non linéaire
(figure 2.2).
— Pour un systeme non passif la caractéristique y = f(u)appartienne a tout l’espace,
comme illustrée dans la figure ci-dessous.

2.3.2 Systéme dynamique passif

Une extension mathématique de la notion de passivité est possible pour une large classe
des systemes. Lorsque le systeme comporte une partie dynamique, certaines variables d’état
sont associées au systeme, le produit de I'entrée par la sortie(u.y) ne suffit plus pour caracté-
riser la passivité, en effet, la puissance peut étre emmagasinée dans les éléments dynamiques
comme elle peut également étre restituée a I'entrée du systéme.
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c¥
e¥

FIGURE 2.2: Types de la caractéristique : y = f(u); & gauche : Systéme passif, a droite :
Systéme non passif

2.3.2.1 Définition différentielle et équation énergétique d’équilibre

On peut dire qu'un systéeme dynamique est passif si ’énergie fournie a ce dernier est
divisée en deux tranches : I'une stockée a l'intérieur et I'autre dissipée, mathématiquement
on a :

/0 "u(s)y(s).ds = V(x(t). £) + D((t), (2.2)

Energie fournie = Energie stockée + Energie dissipée

ou V(z(t),t) > cte : est la fonction de stockage et D(xz(t),t) est une fonction positive qui
capture les effets de dissipation (exemple : résistance électrique, les frictions ... etc).

Cette égalité est intitulée "équation énergétique d’équilibre (EBE en anglais)'. Donc un
systeme qui satisfait EBE est passif.

En termes de puissance on obtient :

MO uityy(e) - v (23)

avec

d‘ggt) — V(t) : La puissance stockée dans le systéme.

U(t) = dgit) : Une fonction définit positive représentant la dissipation.

Un systeme est passif si sa puissance stockée est inférieur a la puissance fournit a son
entrée : %t(t) < u(t)y(t) : cette définition de la passivité est appelée "définition différentielle’.

v (1)

o = u(t)y(t), alors : le systeme est dit "sans perte'.

Cas particulier : Si:

Une extension de la notion de passivité a des systemes multiports est possible. Soit la
représentation d’état suivante :

ou : (u,y) sont des vecteurs.
S’il existe une constante : v > —oo,V > v et V(z) = u(t)y(t) — U(t), alors : Le systémes est
passif.
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2.3.2.2 Définition intégrale

Il est possible de donner une autre définition équivalente de la passivité sous forme d’in-
tégrale ne faisant pas intervenir de notion différentielle.

Soit le systeme passif multiport précédent, alors :

Iy €N,y > —o0, V(x) > yet U(t) > Otelque : V(z) = uly — V(1)

Ceci implique : Ja € R, a > —oo tel que la définition intégrale suivante est satisfaite :

t
/ u(s)Ty(s).ds > « (2.4)
0
alors le systeme est passif.

En fait, la définition intégrale signifie qu’il est impossible en jouant sur I'entrée de rendre
arbitrairement petit le stock interne d’énergie car il est borné inférieurement.

Remarque : Pour voir la correspondance entre les deux définitions on résonne comme
suit : ~ - - ~
/ V(S).dS:/ u(s)Ty(S).ds—/ ‘I/(s).dsg/ u(s) y(s).ds
0 0 0 0
S V(@)= V(0) < / u(s)Ty(s).ds
0

or: V(z) >vyet [Cu(s)Ty(s).ds >
alors : =~ —V(0) < V(o) = V(0) < [5°ul(s)Ty(s).ds.

2.3.3 Signification graphique de la passivité

Si le terme de passivité est assigné a toute fonction y = h(t,u) indépendamment de son
origine physique, on dit que le graphe y = h(t,u) doit appartenir au secteur [0, co[, ou zéro et
Iinfini représentent la limite de la pente du graphe.

La représentation graphique est rarement sollicitée, on utilise contrairement la définition
analytique que le systéme est passif si : v’y > 0.

2.3.4 Exces et restriction de la passivité

Pour modifier I'état de passivité d'un systeme, on s’appuie sur les critéres suivants :

2.3.4.1 Action parallele d’entrée

Considérons la fonction y = h(t,u) qui satisfait :

ul'y > uT(b(u) (2.5)
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pour certaine fonction ¢(u). Lorsque ul¢(u) > 0,Vu # 0, h est appelée "entrée strictement
passive' car, la passivité est stricte dans le sens que u”y = 0 seulement si u = 0.

Quand h(t,u) est un scalaire et ¢(u) =k ou : k €] — oo, +oo[ un gain d’ajustement on a :

— Si: k>0 on dit que le systeme a un exces de passivité.

— Si: k<0 le systeme n’est pas obligatoirement passif "restriction de passivité".
L’exces et la restriction de passivité peuvent étre modifiés par une action d’entrée en parallele
(Feedforward), avec une nouvelle sortie définie par :

J=y— ¢(u)
on obtient le nouveau systéme caractérisé par la puissance : v?'§ = u.(y — ¢(u)) = uly —

u?¢(u) > 0, une fonction passive par entrée en parallele.

Donc, toute fonction qui satisfait : u?.y > uT.¢(u)peut étre transformée en une fonction
appartenant au secteur [0, oo via une entrée en parallele (feedforward).

FIGURE 2.3: Représentation graphique de l’action parallele sur la passivité : Exces de
passivité (a gauche), Restriction de passivité (milieu), Déplacement de la passivité par
action parallele (a droite)

2.3.4.2 Rétroaction de la sortie

Supposant que :
uly >y  ply) (2:6)

pour certaine fonction p(y). Identiquement a ’analyse pour la technique précédente, lorsque
yIp(y) > 0,Vy # 0, il y a un exces de passivité et si y7p(y) < 0 pour quelques valeurs de v,
alors il y a striction de passivité.

Si h(t,u) est un scalaire et p(y) = e.y ou : € €] — 00, +00[ un gain d’ajustement on a :

— Si € > 0 on dit que le systéme a un exces de passivité (ne touche plus l'axe y).

— Si e < 0 le systeme n’est pas obligatoirement passif "restriction de passivité'.
Exces et restriction de passivité peuvent étre modifiés par une opération de rétroaction de
la sortie (Feedback), avec la nouvelle entrée définie par @ = u — p(y), on obtient le nouveau
systéme caractérisé par la puissance : @'y = (u — p(y))T.y = vy — yTp(y) > 0, "une fonction
passive par rétroaction de la sortie".

Donc, toute fonction qui satisfait : u?.y > y*.p(y) peut étre transformée en une fonction
appartenant au secteur [0, +oo| via rétroaction de la sortie.
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(b) (c)

FIGURE 2.4: Représentation graphique de la rétroaction sur la passivité : Exces de passivité
(a), Restriction de passivité (b), Déplacement de la passivité par rétroaction (c)

2.3.4.3 Combinaison des deux actions

Considérant la fonction scalaire h(t,u) =y qui satisfait 'inégalité :
au® <uly < pad, (a,f) € R, a< B, Yt u) (2.7)

La caractéristique de la fonction h(t,u) est limitée par les deux droites : y = fu,y = au; on
dit que h(t,u) appartiennent a l'intervalle borné [a, 5] pour a €] — oo, +o0[ et 3 > 0.

Si on compare le champ de la figure 2.5 avec celui des figures 2.3 et 2.4, nous remarquons
que la fonction h(t,u) dans I'intervalle [a, 5] combine entre la passivité par entrée en paralléle
et la passivité par rétroaction. Alors, le secteur [a, ] est I'intersection de I'intervalle|c, 4+o00[
avec [0, 3]. On peut dire qu'une fonction A(¢,u) peut étre transformée en une autre fonction
appartenant au secteur [0, +oo[ par une séquence : entrée en parallele +rétroaction de sortie.
Ce résultat est importante dans la commande des systémes par la passive via rétroaction et
entrée en parallele.

FiGURE 2.5: Représentation graphique de la combinaison action parallele+rétroaction. :
a>0(a), «a<0(b)
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2.3.5 Passivité des systemes linéaires
2.3.5.1 Fonctions de transfert réelles positives

La matrice fonction de transfert propre G(s) est dite "positive" si :

— Les poles de tous les éléments de G(s) ayant R[p] <0,

— Pour tout w € R ou jw n’est pdle d’aucun élément de G(s), la matrice G(jw)+GT (—jw)est
semi définie positive ,

— Tout podle imaginaire pur jw de n’importe quel élément de G(s) est un pole simple et
la matrice lim,_, ., (s — jw)G(s) est semi définie positive hermitienne.

G(s) est dite strictement réelle positive si G(s — €) est réelle positive pour € > 0.

Lemme [11] Soit G(s) = C(sI — A)~'B + D une matrice fonction de transfert contrdlable
et observable. G(s) est réelle positive si et seulement s’il existe une matrice P = P > 0, L et
W tel que :
PA+A"P = —-L"L
PB = CT-L™W (2.8)
Wrw = D+ D"

Lemme(Kalman-Yakubovich-Popov) Soit G(s) = C(sI — A)~'B + D une matrice fonc-
tion de transfert controlable et observable. G(s) est strictement réelle positive si et seulement
s’il existe une matrice P = PT >0, L et W et € > 0 tel que :

PA+ATP —L"L —eP
PB = CT-LTW (2.9)
WTw = D+ DT

Lemme [11] Le systeme LTI suivant :

& = Az + Bu
y = Czx+ Du

Avec : G(s) = C(sI — A)"'B + D, est dit :

— Passif si G(s) est réelle positive,

— Strictement passif si G(s) est strictement réelle positive.

Pour se rapprocher plus des systemes physiques qui sont caractérisés par une modélisation
non linéaire, on va étendre la passivité pour cette classe intéressante.

2.3.6 Passivité des systemes non linéaires

Un systeme affin non linéaire multi variables est représenté par I'équation d’état :

{i = [f(@) +g(x)u
y = Nx)
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et: xz(0) =z € R"
et on définit le débit énergétique :w(t) = ul.y.
On suppose que f(z) ayant au moins un point d’équilibre, nous pouvons assumer que :
f(0) =0, h(0) = 0.

Le systeme est passif s’il est dissipatif par rapport au débit énergétique w(t). Les dé-
finitions, différentielle et intégrale, évoquées antérieurement peuvent aussi caractériser la
passivité des systémes non linéaire. Une des définitions les plus importantes des systemes
passifs non linéaire est le lemme suivant :

Lemme(Kalman-Yakubovich-Popov) Supposant que le systeme non linéaire définit
ci-dessus est passif, dérivable r fois et possédant une fonction de stockage H(x), alors par
définition : Vz € R", Yu € R™ :

(MENTf(z) < 0

La condition est ’énoncé du lemme de KYP de la passivité pour les systemes non linéaire.
(mg—ff))Tf(x) = LyV(x) : représente la dérivée de Lie de V(z) le long du vecteur f(z). Un
systeme non linéaire, ayant une fonction de stockage qui satisfait la propriété de KYP est
passif, et réciproquement.

2.3.7 Propriétés des systéemes passifs

Les systemes passifs se comportent tres bien lors de connexion en série, en paralléle et en
rétroaction car ils agissent en quelque sorte indépendamment de leur connexion.

2.3.7.1 Connexion parallele

Lors d'une connexion parallele de deux systemes passifs i = 1,2 avec les fonctions de
stockage interne et de dissipation du systeme ¢ V;,¥; respectivement, la passivité est préservée.

2.3.7.2 Connexion par rétroaction

Etant donnée que lors de la connexion par rétroaction les deux systeémes interagissent
d’amont en avant et ceci a I'infini. La passivité est donc maintenue.
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Ly . I y i;'J: 3
P L v
) ';:}_. 1r¥] b
u u '<If
L rr:_, :\;Ip':
L] wy
[a) (b

FIGURE 2.6: La connexion des systémes passifs : Connexion paralléle (a), Connexion par
rétroaction (b)

2.4 Stabilité £, et stabilité de Lyapunov

Soit le systeme suivant :

{x' = f(z,u)

Yy = h(x,u)

Dou f : ®R" x B? — R" est localement Lipschitzienne, h : R" x RP — RP est continue,
£(0,0) =0, et h(0,0) = 0.

Lemme [11] Si le systéme est strictement passif par rétroaction de la sortie avec uly >
V + 6yTy, pour ¢ > 0, donc il est £, stable et son gain £, < %

Lemme [11] Si le systéme est passif avec une fonction de stockage définie positive V(z),
donc l'origine de & = f(z,0) est Stable.

Définition Le systeme est dit qu’il est observable en état nul si aucune solution de z =
f(x,0) ne peut exister dans ’ensemble S = {x € R"|h(z,0) = 0}, autre que la solution triviale
z(t) = 0.

Lemme [11] Considérons le systeme. L’origine de @ = f(x,0) est asymptotiquement stable
si le systeme est :

— strictement passif,

— strictement passif par rétroaction de la sortie et observable en état nul.

Remarque : Si la fonction de stockage est radialement illimitée, l'origine devra globale-
ment asymptotiquement stable.
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2.5 Analyse de passivité des systemes a retard d’état

2.5.1 Formulation de probleme

Soit le systéme suivant :
= ~Ay(t) + A F(0) + Asglylt — 7)) + A [ K($)ou(t - 5))ds (2.11)

avec : A € R™" matrice des coefficients d’auto-décomposition, A;, Az, Ay € R™™" sont les
matrices de connexion, et K(s) € £1(0,00;[0,00)) est la fonction-noyau du retard distribué.
Les fonctions continues non linéaires :

f(y) = [fl(y1)>vfn(yn)]
9(y) = [91(y1); - Gn(yn)]
Oy) = W), nlyn)],

T
)

T
)

sont des fonctions d’activation, 7(¢) et un retard discret dépendant du temps. Le systeme
possede les conditions initiales suivantes : yto) = y(to +0) = ¢(0) : (—o0,0] — R". On suppose
le suivant :
H1 : Le systeme possede une solution y* € R"™.
H2 : Les fonctions scalaires f;(vi(t)), gi(yi(t)), ¥i(yi(t)), ¢ = 1,...,n sont continues et
satisfont le suivant :

fr< filur) — fi(ug2) < f;“, g < gi(u1) — gi(uz) < i+’ o < Vi(uy) — i(us) < wi+7
U1 — Uy Uy — u2 Uy — U2
Yuqy # ug, ur,u2 € R, i=1,...,n.
H3 : La fonction noyau K € £1(0, 00; [0, 00)) satisfait 'inégalité :
/OO K(s)e%mwsds < 00 aVec Opmar > 0
0
Sous la supposition Hi, le systeme peut étre écrit sous le format suivant :
J=—Ag(t) + +AL () + A2g (it — (1)) + Ad/o K(s)d(j(t — 5))ds (2.12)
avec :
() y(t) —y*
f@®) = fy@®) - fy*)
gt =) = gyt—7@) —9(y")
(Gt — ) V(y(t —s)) —P(y")
Notons que :

Fy = maz{|f; |, |f;'1}, Gi = max{|g; | 19|}, O = maz{|v; |, [ [}
F = diag{F:, ..., F,,}, G = diag{G1, ...,Gn}, ¥ = diag{ ¥y, ..., ¥, }
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Sous la supposition Hy pour toutes les matrices S; > 0, S; € R"*", i = 1,2, 3, les inégalités
suivantes sont maintenues :

7 PSg — Fi) S f(5) > 0
§7 G280 — 3(0)"S4(3) > 0
§U2S5 — ()" Sxb(G) > 0

Sif7, g, >0,Vi=1,...,n, alors pour toutes les matrices S; > 0, S; € ®R"*", i = 4,5,6,
les inégalités suivantes sont maintenues :

J@)TFSig = F@)"Suf() > 0

9(5)"GSsy = ()" S59(5) = 0

V()" USey — (§)" Sev(5) > 0

2.5.2 Analyse de passivité

Considérant le systeme suivant :
= —AG(E) + +AF@(0) + Axi(§(t = 7(0) + Aa [ K(0((t = 9))ds + Bra(t)

u(t) € R? et By € R"*1. Soit la sortie suivante :

J
2(t) =[C1Ca Cs] | F(H(t) | + Zuft)

V(G(t))
Ou (1, Cy, O3 € RIX™ et Z € RI*Y sont des matrices constantes.

Le systeme est dit qu’il est passif s’il existe un scalaire v > 0 tel que :

tp
2/ t)dt > 7/ t)dt Vi, >0 (2.13)

pour toute solution de systémes.
Soit la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante :
V(t) = Vp,(t) + Vr(t) + Vo(t) + Vs(t) + Vi, (t) + Vu(t) (2.14)
Ve, = §' Py
Vo = Jiwe®9(s)"Qu(s)ds
Vs = fl.e®C5(s)"Sy(s)ds
Voo =I5 Jo KO)e* 09 ()T Gab(s)dsdo
Vi = Jo° Iy Jie K(O)eXC70 ()T H b (s)dsdgdd
Vo = fEh fttw eQé(s’t)EQ(s)TRd%g](s)dsdﬁ

avec P >0, S >0, R>0, Gg > 0 des matrices constantes et une matrice diagonale H > 0 de
dimension n x n.
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Ainsi, l'inégalité suivante (voir le développement dans [19]) :

dvdit) — 22T (B)u(t) — v (tult) < 0 (2.15)
En intégrant comme suivant :
V(t,) — V(0) — fy/otp uT (tyu(t)dt < z/otp L(tyu(t)dt, Y, >0 (2.16)

I'inégalité est maintenue car V(¢,) > 0 et V(0) = 0.

Suit a I'application de la méthode de "descriptor',on aura I'inégalité matricielle suivante
pour 'analyse de passivité :

R4H Sype=20h (R — Sya)e~2n Uiy Uis USs PA; Wig V9]
x  —(S+R)e 2" —(R+ Spp)e 2" 0 0 0 0 0 0
* * Wag 0 0 0 0 0 0
* * * —Sl — 284 0 0 0 —CQT \1149
* * * * -51—-25 0 0 0 Ueg| <0
* * * * * Ues Ugr —CI 0
* * * * * * e 0 W
* * * * * * * Wgg 0
|« * * * * * * *  Wog |
(2.17)

avec: Uy = S+Q+20P —e 2" R— (Pl A+ AT P+ F2S,+U28s, Wiy = PT A1+ FSy, Ui5 = PL Ay +
GSs, Ui =P B —Cf, Uyg=—AT(Rh2 + K1V H), U353 = G299 —e 2" (2R — S15 — ST+ (1—d)Q),
Uy = —AT(RR? + K1 V2H), W59 = —ALT(RR? + K1V2H), Vg5 = KoGgq — S5 — 2S5 — K5 K2H,
Ve; = Kz KoH, Vpp = Koi'Ga — K H, Ve = —yI — Z — ZT, Uy = AT(RR? + K, V2H),
Wog = —(Rh2 + K1\P2H)

Corollaire [19] Sous les hypotheéses H; — Hs. Etant donné > 0, v > 0 et 0 < d < 1,8'ils
existent des matrices P, > 0, S >0, R >0, Q@ > 0, G4 > 0 € R"*", une matrice Sj5 € R"*"
et des matrices diagonales n x n, S; > 0(i = 1,...,6), H > 0 , tel que la LMI précédente
existe. Alors 'origine de systéme est passif et exponentiellement stable pour touts les retards
7(t) € [0,h] avec L7(t) < d.
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Chapitre 3

Application a ’analyse du modele de
I’hématopoiese et la LMA

3.1 Introduction

Dans cette partie nous allons présenter une analyse dans le domaine temporel et fréquen-
tiel du modele mathématique de I'hématopoiese par les méthodes de la passivité. La question
de la stabilité a déja été abordée par des outils d’analyse temporelle notamment dans [5], [24]
et [3]. Dans ces travaux, les théoréemes de lyapunov, le théoreme du petit gain et le critere
de Nyquist appliqués sur le systeme linéarisé ont permis de tirer des conditions de stabilité
plus ou moins conservatives du systeme étudié. Dans un premier temps, on explore ce méme
modele par les méthodes de la passivité et ensuite on compare les résultats avec ceux obte-
nus pour le systeme moyen. Cette analyse comporte la détermination des états d’équilibre
et I’étude de la stabilité.

3.2 Recherche des points d’équilibre du modeéle de I’hé-
matopoiese

On rappelle 'équation de la dynamique des cellules quiescentes qui est une équation
fondamentale du modele considéré :

#(t) = —(6 + Bla(®)a(t) + L /0 " h(@)wr (t — a)da (3.1)

Notons par 7 un état d’équilibre du systeme (3.1). Alors z satisfait :

{5(:5) <L /O h(a)da — 1) - 5} F=0 (3.2)

On remarque que 'état xo = 0 est un état d’équilibre. Biologiquement, cette situation cor-
respond a lextinction de toutes les générations de cellules quiescentes (immatures) et par
conséquent 'extinction aussi des cellules matures.
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Maintenant on s’intéresse au point d’équilibre strictement positif. On note un état de ce
type par z. tel que z. > 0. La condition (3.2) avec z = z, > 0 devient :

[5(1«@) <L /O " h(a)da — 1) _ 5} T =0 (3.3)

On remarque I'apparition de la constante a = LH(0) — 1, ou H(0) = [, h(a)da, et par consé-
quent on déduit la condition :
af(ze) =6 (3.4)

Interprétation : Biologiquement cette égalité a une signification tres importante. En effet,
le produit a3(z.) représente la différence entre le taux de cellules quiescentes qui entrent en
prolifération et le taux de cellules filles qui se consacrent uniquement a ’auto-renouvellement
de la premiere génération. Le coefficient o peut étre positif, négatif ou nul. Néanmoins, on
ne considere que le cas ou o > 0. En revanche §, qui représente le taux de cellules quiescentes
mortes dans la premieére génération, ne peut étre que positif. La fonction 5 est décroissante
mais toujours positive et satisfait lim;_, o, 5(1) = 0.

On en déduit que le point d’équilibre z. existe si et seulement si le taux d’introduction
maximale satisfait la condition :

p0) > ~ (3.5)

(%

Conclusion : L’état d’équilibre trivial * = xy = 0 existe toujours. Biologiquement il traduit
I'extinction de toutes les générations de cellules matures et immatures.

L’existence d'un état d’équilibre strictement positif, noté z = z. tel que z. > 0, est
possible si et seulement si la condition suivante est vérifiée :

50) >

Biologiquement, cet état non nul correspond a la persistance des cellules. L’existence de cet
état d’équilibre n’implique pas forcément que le systéme converge vers ..

3.3 Modele moyen

Récemment, plusieurs modeles mathématiques qui décrivent les Cellules Souches Héma-
topoiétiques (HSC) sont donnés par un systéme non linéaire avec retard distribué. L’analyse
de stabilité de la solution non-triviale présente une difficulté énorme.dans [24], on a déve-
loppé un modele sans retard équivalent a ’aide d’'une transformation non linéaire que nous
allons utiliser dans la comparaison des résultats des conditions de stabilité.

Soit les modeéles suivants :

Yaver: &= —0x(t) + af(x)x(t) (3.6)
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Lo = —bxc(t) — B(z)xcgt) + LH(0).w.(t)
Saveet § wy = —~Blaeg)aeglt) + LHO)w(t) (37)
xp, = —Ooxp(t) — B(2)zn(t) + LH(0).5(2)zn(t)

avec : we = B(2)2(t) + B(ef)ep €t 2 = 20 + .

Proposition 1 [24] Le systéme (1.1) et le systéme moyen donné par Y,yg; sont équiva-
lents.

Proposition 2 [24] Le systéme (1.2) et le systéme moyen donné par Y ,ygo sont équiva-
lents.

3.4 Analyse de passivité du modele de ’hématopoiese

3.4.1 Meéthode de LMI

La méthode est appliquée pour étudier la passivité a I'origine du systeme, donc on consi-
deére le systeme :

o (3.8)

tel que z =z — x, et [* = B(z)x(t) — B(ze)we.

{ i o= —62(t) =+ Lhxf +u

La forme précédente est similaire a celle annoncée dans le corollaire dans [19], ce systéeme
répond également aux suppositions (hypotheses) du théoréme. Alors, on identifie les termes :
A=06A1=—-1,A,=0,A4 = L : Matrices coefficients,

f(z) =¢(x) = B*(t), g(x) =0, K(z) = h(x) : Fonctions d’activation et fonction noyau,
T(t) =h=1=cteet &© =d=0: Le retard discret,
et C1=1,0y=0,05=0,B, = 1.

Et pour déterminer F, G,V :
Nous avons=U=123(0) < 451 < 5(0), alors : F = & = maz {|=5128(0)], [8(0)|} = 8(0),
ne{2,3,4,5}, G=0.
7(27;1)26(0) < 0, alors : Sy = S5 =5 = 0.

Résultats
— La méthode numérique de calcul des valeurs propres conduit a des solutions dont la
manipulation est trop compliquée.
— Méme avec 'application numérique avec des conditions qui maintiennent la stabilité
du systeme, la matrice n’est jamais définie négative car la méthode entame, en addition
a la passivité, la stabilité exponentielle du systeme; tandis que le systeme n’est pas
forcement exponentiellement stable, ce qui donne des résultats non-désirés.
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3.4.2 Décomposition en fonctions de transferts avec une connexion
de rétroaction

En utilisant la présentation (3.8), le systéme dont le diagramme de rétroaction est montré
dans la figure ci-dessous, le systeme est passif si les deux sous systeémes H; et Hy sont passifs.

Hi

u+;—‘r (1451 Z F

FI1GUuRrE 3.1: Diagramme de rétroaction

* Sous systeme H :

Hll z = —*<52—+—U1
y = p

On prend la fonction de stockage suivante :
Vi= [ (a)da
sa dérivée le long de la trajectoire z(¢) :
Vi = B*(2)2 = 5°(2)(=0z + w)
pour que le sous-systeme soit passif :
B*(2)0z >0
qui est toujours vérifiée car § > 0 et B(x)x est décroissante (3*(z) est impaire).

Sous systemes Hj :
1— e—’r(s—r)

Gls) = m s
sS—rT
alors :
Hy(s) = 1-Le=55—"
Hy(jw) = 1-— Lgl=e 2o = dwmr=la(oe e )
H, (jw) _  —Lgq—r+tLge™ cos(;:)_frj(Lqe” sin(Tw)—w) ) :::;Z

D’apres le lemme des systemes LTT réels positifs, le sous-systéme est passif si Ha(s) est
réel positif; c.a.d R[Hz(jw)] > 0, d’ou :

_ rLg+1* —rLge™ cos(tw) — w(Lge™ sin(tw) — w)
B r? + w?

R[Hy(jw)]

Alors :
rLg+r* + w? — Lge™ [r cos(tw) + wsin(tw)] >0, Yw >0
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Résultats Pareil a la méthode précédente, I'inégalité résultante conduit a des calculs com-
pliqués dont 'extraction des conditions est assez difficile. [7] a développé la théorie de la
réelle-positivité des fonctions de transferts des systemes a dimension infinie qui peut étre
appliquée pour le systéme Hs.

3.4.3 La méthode directe

Posons le point d’équilibre z(t) = ., et la présentation (3.8). On consideére la fonction de

Lyapunov suivante :

1
V=22
22

La dérivée de la fonction précédente suivant la trajectoire z(t) :

V=—022—p%2+zLh* B +y.u
Pour avoir I'inégalité y.u > V 4 ¥(2), ¥(z) > 0, ¥z € R®; La condition suivante devra étre
vérifiée :

U(2) =822+ B2 — 2zL.hx 35 >0 (3.9)

e Pour 2 >0:
0z+ p* > L.hx ("

—i > (0 — aff(x,)) e

ze > 0, donc : T <af(re)—06
Pour que : # <0 :
afB(ze) —0 < 0(x)

Ainsi, on déduit la condition de passivité pour le point d’équilibre trivial (z. = 0) :

p(0) <

0 ou a<0 (3.10)
a

e Pour 2 <0:
0z + " < L.h* "
—i < (0 — aff(ze))xe

ze > 0, donc : &> af(ze) — 0
Pour que : # >0 :
af(xe) — 0 > 0 (xx)

La condition commune (* et **) est : af(z.) —§ = 0.
Les conditions de la passivité stricte de systéme au point d’équilibre non-trivial :

£(0) > geta>06taﬁ(xe)—520 (3.11)

Pour le systéme moyen, posons le point d’équilibre z = z., le systéme s’écrit sous la forme
suivante :

2 = —dz4+af +u
y = =z

tel que la notation est la méme que pour (3.8).
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Soit la méme fonction de stockage :
V=222

qui donne les mémes conditions de la passivité que pour le modele original.

Résultats
— La méthode montre une facilité de manipulation en plusieurs étapes, les conditions
résultantes sont nécessaires pour la passivité stricte et la stabilité asymptotique des
points d’équilibre.
— Le modele moyen montre des conditions identiques de celles de modeéle original avec
retard distribué.

3.5 Analyse de passivité du modele de la LMA

L’analyse se fait au point d’équilibre X = [0,0, 2]

3.5.1 Meéthode de LMI

La méthode est appliquée pour étudier la passivité a l'origine du systeme, donc on consi-
dere la forme suivante :

T = —0xc(t) — B(z)xcgt) + L.h s we(t) + uq
Tof = —P(ep)wer(t) + L.hox we(t) + ug (3.12)
Zn = —5Zh(t) - ﬁ;,; + L.h * ﬂ;‘; + us '
y = [$C$Cf2h]T

avec : z = $c+l;ha Zh = Th—Lhe, ﬁ(l‘) = 1.?_(1?21 ) g(x) = 1?_(96022 ) B(x) = 1?.&?723 ) ﬁ}t = B(Z)xh_6<xh€)xhea
We = B(Z)ch + 5($cf)xcf

La forme précédente est similaire a celle annoncée dans le théoreme, le systeme répond
aux suppositions (hypotheses) du théoreme. Alors, on identifie les termes :

6 0 0 -1 0 0 0 0 0 L L 0
A=10 0 0,4 =|0 =1 0,4 =10 0 0|,A=|L L 0| : Matrices coefficients.

003§ 0 0 -1 000 0 0 L
flx) =) = [B(2)xe  Blreprey Bi)T,9(x) =0 : Fonctions d’activation,

h(x 0 0
K(z)=1| 0 h(z) 0 | :Fonction noyau de retard distribué.
0 0 h(z)

() =h=71=7=cte, et d:l(tt) =d =0 : Le retard discret.

Cy = 13,0y = 03,03 = 03, By = 1.
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Et pour déterminer F, G,V :

Nous avons
“mel250) < 420 < B(o)
“RIEA0) < TP <B(0)
“meip0) < DR < B(0)
BO) 0 0
alors: F=V¥=| 0 p0) 0 |,G=03
0 0 5(0)

EtIS4:S5:SGZO.

Résultats Comme dans le cas de modele de 'hématopoiese de la situation saine :
— La méthode numérique de calcul des valeurs propres(27 valeurs) conduit a des solutions
dont la manipulation est trop compliquée.
— Méme avec l'application numérique avec des conditions qui maintiennent la stabilité
du systeme, la matrice n’est jamais définie négative car la méthode entame, en addition
a la passivité, la stabilité exponentielle du systeme; tandis que le systéme n’est pas
forcement exponentiellement stable, ce qui donne des résultats non-désirés.

3.5.2 Meéthode directe

Soit le systeme (3.12), avec la méme notation. La fonction de stockage correspondante :

1
V= 5[% Tef 2p).[Te Ty zh]T

et sa dérivée donne :
V =xcde+ XepZof + 2021

donc :
V= xe(—0x. — B(2)xe + L.h xw,) + accf(—ﬁ(xcf)xcf + L.h we) + zh(—gzh — B+ L.hx Br) + ylu

Pour avoir l'inégalité y".u > V + ¥(X), U(X) > 0, VX € K3, tel que X = [z, 2.5 21)7; Les
conditions suivantes devront étre vérifiées :

dxe+ B(z)x. > L.h*xw,
B(wef)rer > L.h*we (3.13)
622+ Brzn > apL.hx B}
La troisieme inégalité de (3.13) est similaire a (3.9), ainsi les conditions :
_ 5 - L _
= et a>0 et af(xe)—0=0 (3.14)
De la deuxieme inégalité de (3.13) :

fgﬂ:(xcf)mcf(a)da > [g L.hx we(a)da
Jo Bep)aeg(a)da > LH(0) fy B(zep)aer(a)da.
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D’ou la condition :
1—-LH(0)>0

(3.15)

De la premiére et la deuxiéme inégalités de (3.13), supposons que le sous systéme n’est pas

passif pour la solution triviale (démonstration par la contra-posée), donc :

dx.+ p(z)x. < L.hxw,.
B(xcf)xcf < E.h*wc

la sommation des deux inégalités (3.16) donne :
0T +w, < (L+[:)h>kwc

On définit a. = (L + L)H(0) — 1 :

t t
ac/ we(a)da > 6/ z.(a)da
0 0
/ we(a)da > (5/
1+ 2m —|— z”l

Q. /Ot we(a)da > 9 tﬁ(z):pc(a)da

Qe JO

ceci donne :

et par la suite :

équivalent a :
t 5 [t N
ac/ we(a)da > — | (we — B(zef)zes)da
0

Qe JO

Et de la deuxieme inégalité (3.16) :

t t
ac/ we(a)da > Kl (we — LH(0)w,)da
0

Q¢ JO
On obtient : ~
6(1—LH(O
3(0) > 20D
Qe
Le raisonnement par la contraposée implique que la condition de la passivité est :
6(1— LH(0

Qe

(3.16)

(3.17)

Les conditions pour la passivité stricte du systeme au point d’équilibre {z., z.s, x5} = {0,0, zpc }

B(0) < 6(1——£H(0))7 1— LH(0) >0, 5(0) > ieto_z > 0etaf(ze) —6=0

Qe

Pour le modele moyen, on prend le systéme :

Te = —0xc(t) — B(z)ac(t) + LH(0)we(t) + ua
Tep = —B(ep)wer(t) + LH(0)we(t) + u

2y = —oz(t) + afy +us

y = [zewepan]”

avec la méme notation que (3.12), et @ = LH(0) — 1.
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On choisit la méme fonction de stockage que celle de modele original :

V= 5[% Tef 2p).[Te Tey zh]T

le développement donne les inégalités suivantes :

oxe + f(2)x. >

Blaes)zey >
02 >

LH(0)w,
LH(0)w,
@ﬁ;‘;zh

(3.20)

On continue par le méme raisonnement (I'inégalité intégrale n’est plus demandée), et on

obtient les mémes résultats.

Résultats

— La méthode montre une facilité de manipulation en plusieurs étapes, les conditions
résultantes sont nécessaires pour la passivité stricte et la stabilité asymptotique des

points d’équilibre.

— Le modele moyen montre des conditions identiques de celles de modele original avec

retard distribué.

Simulation Les coefficients choisis pour les simulation sont illustrés dans le tableau sui-

vant :
5 | 0 | B(0)]B0)| pO)| L L L |7|7|m/|m]| v ol
051021 0.2 1 8 055146708 |1]5|02|04/0.191|0.39
TABLE 3.1: Valeurs de la simulation
¢§, 0.4 }"‘“-\ . .- e’ 7

Temps

FIGURE 3.2: L’évolution du nombre de cellules saines et cancéreuses dans la situation saine
(Temps en jours)

3.6 Conclusion

A travers ce chapitre, nous avons établi les conditions de passivité de modele des cellules
souches saines aussi que celui des cellules cancéreuses; et d’apres le lemme de la stabilité,
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les conditions pour la passivité impliquent la stabilité asymptotique des points d’équilibres
associés. Trois méthodes ont été illustrées pour I'analyse de passivité des systémes : Méthode
de LMI, la méthode de décomposition du systéme par connexion de rétroaction et la méthode
directe. Les deux premiéres méthodes ont montrées des difficultés de calcul (complexes), en
parlant de la méthode de LMI; celle-ci est utilisée pour I'analyse de passivité et stabilité
exponentielle des systémes a retard distribué qui n’est pas le cas pour notre systéme (asymp-
totiquement stable), la raison pour laquelle méme les résultats de I’application numérique
sont illogiques (matrice non-définie négative). La derniére méthode a montré des résultats
identiques a ceux de [23] a I'aide de la propriété des intégrales, les résultats sont les suivants :
Pour les cellules saines :

e Point d’équilibre trivial :5(0) < g ou «a<0

e Point d’équilibre non nul :3(0) > £ eta > Oetaf(z.) — 6 =0
Pour les cellules cancéreuses, ou nous n’avons entamé que le point d’équilibre {z., z.f, z1,} =
{0, 0, The 7§ 0} .

§(1 — LH(0))

Qe

B(0) < ,1—LH(0) >0, B(O)>iet@>oeta,é(xe)—5:0

L’analyse de modele moyen développé dans [24], a conduit aux mémes conditions ce qui
prouve les propositions (1) et (2).

Autres résultats de stabilité asymptotique sont obtenus pour le modele de 'hématopoiese,
notamment dans [5], [3] et [15], autour de point d’équilibre nul et de point d’équilibre non
nul mais ce dernier s’est fait par la linéarisation du modele autour de point d’équilibre
et les méthodes d’analyse des stabilité basées sur celle de Lyapunov (Lyapunov-Krasovski,
Lyapunov-Razumikhin) destinées pour les systéemes a retard.
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Chapitre 4

Approches Thérapeutiques

4.1 Introduction

Les modeles mathématiques ont été appliqués pour évaluer les thérapies existantes et
en suggérer de nouvelles en addition a I’analyse comportementale de systéme. Dans ce cha-
pitre, nous proposons des approches thérapeutiques qui minimisent le nombre de cellules
cancéreuses et les effets secondaires du traitement. Pour ce faire, nous allons appliquer sur
le systeme trois types de commandes pour traiter la leucémie myéloide aigué : une com-
mande optimale basée sur la passivité qui minimise un critére quadratique, les deux autres
commandes - non linéaires- sont obtenues & partir de modéle moyen développé dans [24].

Les coefficients choisis pour les simulation sont illustrés dans le tableau suivant :

6 | 0 |BO)|BO) B0 L | L | L |7|7|m|m| v | 7
00502 1 1 [ 10 [077]467[121[1[5[02]04]0.19]0.39

TABLE 4.1: Valeurs choisies pour la simulation

Les valeurs choisies font diverger notre systeme,on d’autre termes, ces valeurs illustre le
cas de la LMA.

La figure 4.1 illustre la dynamique des cellules saines et cancéreuses en absence du trai-
tement.

4.2 La commande passive optimale

4.2.1 La Commande Basée sur la Passivité PBC

L’énergie est I’élément principal dans la commande par la passivité (PBC) des systémes.
La fonction énergétique d’un systéme détermine son comportement statique et transitoire
via le transfert d’énergie entre ses sous-systeémes. Ainsi, les systeémes sont vus comme des dis-
positifs transformateurs d’énergie, qui sont interconnectés pour atteindre un comportement
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140 I o :
o T T

100 - PR =

80~ -

Quantité
A

60 |- o
y

''''' Cellules C
Cellules CF
Cellules seines

40 -

20—

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Temps

FIGURE 4.1: L’évolution du nombre de cellules saines et cancéreuses en absence du traite-
ment (Temps en jours)

désiré en incorporant des connaissances préalables et apportant des modes de régulation
requis.

La PBC est une méthode de conception qui, a partir des propriétés de passivité du
processus, propose un controleur qui transforme le processus en un systéme passif ayant une
fonction d’énergie différente.

Le principe de base de la PBC consiste a modifier I’énergie totale du systeme afin de
stabiliser un point d’équilibre.

Théoréme (H.Khalil 2003) Soit le systéeme :
{ izf(*%“) (4.1)

avec : u € R, v € R", f(0,0) =0 et h(0) = 0.

Si le systeme (4.1) est : Passive avec une fonction de stockage définie positive. A état zéro
observable. Alors l'origine l'origine du systéme (4.1) x = 0 peut étre globalement stabilisée
par u = —®(y), ol ®(y) est une fonction lipschitzienne tel que : ®(0) = 0 et yT ®(y) > 0 Vy # 0.

4.2.2 La commande optimale

Soit un systéme a temps continu de représentation d’état (4.1), et de condition initiale
z(tg) = zo, et les mémes notations. Pour la condition initiale zy et la commande w, I’équation
d’état (4.1) définit une trajectoire unique x(t) pour I'état sur [to,ts]. Celle-ci est fonction de
la condition initiale zy et de la commande u sur [to, ts].

Soit un critere : .
f

J(xo,to,u) = g(zy,t5) —i—/ F(x,u,t)dt (4.2)
to

avec : z(ty) = xy. Les fonctions g et F' ainsi que les instants ¢, et ¢; étant donnés, ce critere
ne dépend que de z( et de u sur [to,t;]. En plus de I'équation d’état qui lie les trajectoires de
u et de z(t), d’autres contraintes peuvent intervenir (sans pour autant remettre en cause le
critére choisi). Typiquement :
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— L’instant final peut étre imposé ou libre.
— La commande peut appartenir a un ensemble u € U # R™.
— Des contraintes peuvent exister sur 1’état final x.
Le probleme de la commande optimale consiste alors a trouver la commande @ qui minimise
le critere J(xo, to, u).
J(zo, to, u) = minJ(zo, to,u) u e R™ (4.3)

4.2.3 Le principe de Pontryagin

Soit le systeme d’équation d’état (4.1), et le critere de performance (4.2). On définit
I’hamiltonien du systeme :

H(zx,u,p,t) = F(x,u,t) + 7 f(x,u,t) (4.4)

Ou U est est appelé 1'état-adjoint. Le principe du minimum de Pontryagin énonce que la
trajectoire optimale minimise ’hamiltonien du systéeme. Autrement dit :

H(%a,p) < H(Z u,p) YueR" (4.5)

L’extrémité de la solution conduit & un jeu d’équations, appelées "équations canoniques de
Hamilton", qui régissent les dynamiques de ’état d’une part et de 1’état adjoint d’autre part :

OH _
a5 = & (4.6)
OH .
5 = U (4.7)

Les équations provenant des conditions dites terminales, en ¢, d'une part et en ¢; d’autre
part sont appelées équations de transversalité :

(—H(t()) + ai—)‘)éto + (—\I/(to) + gj—(’))T&fo = 0 (48)
(—H(tf) + gt};)&f + (—\If(tf) + SZ)T(Sxf =0 (4.9)

Enfin, selon la nature du probléme, on aura encore certaines relations additionnelles; Si
aucune contrainte n’est imposée sur u(t) a 'instant ¢, on a :

OH

S =" (4.10)

Si H n’est pas une fonction explicite du temps, on a :

dH OH

4.2.4 Synthese de la commande passive optimale

Dans cette partie on va appliquer une commande passive optimale sur le systeme inter-
connecté de cellules saines et de cellules cancéreuses afin de stabiliser le point d’équilibre
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sain (X = {0,0,zpe}).

On rappelle I’équation de la dynamique de la LMA

Ze = —ox.(t) —pB(z )J}Cgt) + L.hx we(t) + uy
Top = —ﬁ(xcf)xpf( ) + L.hok we(t) 4 ug (4.12)
2y = —5zh( ) — ﬂh+L.h*6;‘L+U3 '
y = [zewepan]”

On se base sur le théoreme de commande par la passivité cité précédemment, 'idée de la
PBC est de trouver une commande U tel que :

uy (t) $1(y)
U= | ut) | ==P(y)=—| daly) |, @([0,0,0))=0, y"®(y)>0,Yy#0
us(t) $3(y)
y1(t) (1)
avec 1y = | yalt) | = | zef(t)
y3(1) zn (1)

Pour satisfaire les conditions énoncées dans le théoreme précédent, aussi pour donner une
approche plus ou moins réaliste, on prend les fonctions suivantes :

G1(y) = (@e(t) + L(hxwe)(t))u
G2(y) = L(hxwe)(t)u (4.13)
¢s(y) = 0
avec : u = 1, et u et la dose du traitement.
On obtient le vecteur de commande suivant :
u (1) (we(t) + L{h* we) (1) 745
us(t) = —L(hxw)(t)1 (4.14)
U3(t) = 0
On remplace le vecteur de commande, on obtient le systeme suivant :
ge = —(0+a)xc(t) — f(z)xc(t) + (1 —u)L.h* we(t)
Top = —P@ep)zep(t) + (1 - w)L.h * we(t) (4.15)
Zn = —5zh(t) — 5;.: + L.h * ﬁ;;

En analysant la forme résultante, il est évident qu’on a introduit deux effets non linéaires
du traitement. Du point de vue biologique, Le premier effet ((1 — @)) inhibe complétement
la division des cellules cancéreuses due a une forte dose. Ceci est significatif parce que les
cellules cancéreuses sont suspectées d’étre insensibles a la thérapie standard et sont a I'origine
de I'échec du traitement dans de nombreux cas. Ainsi, nous supposons que l'effet inhibe
complétement la prolifération des cellules cancéreuses pour une forte dose de traitement. Le
deuxieme effet (6 + @) réduit la durée de vie des cellules cancéreuses pour une forte dose de
traitement également.

La dose du traitement est une fonction positive et continue par morceaux en raison de
son taux d’administration quotidien décroissant. De plus, la toxicité du traitement impose
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une limitation de la dose fréquente. Alors u(t) est supposé étre délimité dans [0; umqe.| pour
tous t appartenant a [0,7], avec T' désigne la durée du traitement. Alors toutes les doses de
traitement éligibles sont donnés par :

Q={u():0<u(t) <umpe Vtel0,T] (4.16)

Le but de 'approche est d’arréter et de limiter la croissance des cellules cancéreuses, tout
en maintenant une toxicité acceptable pour les cellules saines, c’est-a-dire qu’on doit réduire
le nombre de cellules cancéreuses sans extinction des cellules saines. Donc, la résolution de
ce probleme d’optimisation consiste a trouver la commande optimale u* € Q et qui minimise
le critere quadratique suivant :

T
J(u) = 1/2 /0 Qa2(t) + qua?, (2) + rud(t)dt (4.17)

avec : (q1,q2,7) € R,

Dans [25], on a montré que pour z.(t) > 0 et z.¢(¢t) > 0, alors il existe une thérapie
optimale «* pour éradiquer les cellules cancéreuses et une solution correspondante (z., z.f, zp)
qui minimise J(u) sur Q.

Nous appliquons Le principe du minimum de Pontryagin énoncé précédemment, H est le
Hamiltonien et il est donné par la relation :

H(0) = 5(0a2(0) + a2y (1) + ri2(0) + 97X (418)

avec : U = [1hy, 9, 13]T est I'état adjoint du systeme, et X = [z, v.f, x5])7 est 'état du systeme.

Les équations canoniques associées a notre systeme sont données par les relations sui-
vantes :

dn  _ OH
dt Oz,
dp2  _ OH
dt - 81}cf
dys  _ OH
dt - 8:Eh
et le systeme des états adjoints :

) Q1xc(t>

U= | goaes(t) |+ ATCX(), u(0) () (4.19)
0

avec : AT(X(t),u(t)) la matrice Jacobienne de (4.15), et ¥(T) = 03 (Conditions de transver-
salité).

La dérivé de 'hamiltonien H par rapport a u est donnée par la relation suivante :

8H_ 1 U

e —ru(t) — m@(t) + m%xc(ﬂ (4.20)
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avec : O(t) = (L, + Lipy)w.
En tenant en compte les contraintes imposées sur wu(t), on distingue trois cas :

u* €10, Upmaz| S Za—g =0
U = Upar ST Gy >0 (4.21)
w'=0 si <0

Dans le cas ou u* €]0, umaz[, le résolution de ’équation %—Z = 0 va nous donner les valeurs de

la commande w(t) :

1 U
Ainsi, les solutions de 1’équation :
w420 — (U2, — Du+O0 =0 (4.23)

Les résultats de simulations obtenus sont donnés ci-dessous. La figure 4.2 montre I’évolution
du signal de commande qui est la dose de traitement injectée. La figure 4.3 illustre I'effet de
la commande sur la dynamique des cellules.

T T T
_— Commande (U/V)

o B
% = N

Quantité (Concentration)
I I
£y o

) 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
Temps

FIGURE 4.2: Représentation de la commande optimale passive (Temps en jours, commande
en [quantité/ volume])
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FIGURE 4.3: L’évolution du nombre de cellules saines et cancéreuses pendant la période
de traitement sous la commande optimale passive(Temps en jours)

Nous remarquons que la dose optimale commence avec des valeurs relativement élevées
au cours des premiers jours de traitement. Elle augmente jusqu’a une valeur maximale,
ensuite, elle se désintegre avec le temps jusqu’a ce qu’elle atteigne une valeur minimale.
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De plus, le nombre de cellules cancéreuses diminue continuellement jusqu’a leur extinction.
Contrairement aux cellules cancéreuses, on observe une augmentation du nombre de cellules
saines et leur stabilisation autour d’un point d’équilibre positif.

4.3 La commande par mode glissant

4.3.1 Théorie de la commande par mode glissant

La commande par mode glissant est, par sa nature, une commande non linéaire, elle est
basée sur la commutation de fonctions des variables d’état, utilisées pour créer une surface
de glissement, dont le but est de forcer la dynamique du systeme a correspondre avec celle
définie par I'équation de la surface. Quand 1’état est maintenu sur cette surface, le systéme
se trouve en régime glissant. Sa dynamique est alors insensible aux perturbations extérieures
et paramétriques tant que les conditions du régime glissant sont assurées.

La mise en ceuvre de la commande par mode de glissement nécessite principalement trois
étapes :

— Le choix de la surface de glissement.

— L’établissement des conditions de la convergence.

— La détermination de la loi de commande.

4.3.1.1 Le choix de la surface de glissement

Il est déterminé sur la base du systeme et des performances désirées. Dans un cas plus
général, considérons le systeme décrit par la représentation d’état non linéaire suivante :

{f — J(@)+gl@)u
y = h

La forme d’équation générale pour la surface de glissement, proposé par 'J.J Slotine’ et
assurant la convergence d’une variable vers sa valeur désirée, est donnée par :

{S@)— (A + &) e(a)

e(x) = Tpef—w

avec : e(x) la variable a annuler, r le degré relatif de la sortie, A = cte > 0.

4.3.1.2 Etablissement des conditions de la convergence

La condition de convergence ou d’attractivité permet aux dynamiques du systéme de
converger vers la surface de glissement. Il s’agit de formuler une fonction scalaire de Lyapunov
V(z) > 0 a énergie finie.

Soit la fonction de Lyapunov définie positive. Pour que la fonction V(x) puisse décroitre, il
suffit d’assurer que : V(z) = 1/25%(z).
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Puisque la dérivée de la fonction de lyapunov est négative, d’out la condition de convergence
exprimée par :
S(x)S(x) <0 (4.24)

4.3.1.3 La détermination de la loi de commande

La technique des modes glissants consiste a amener la trajectoire d’état d’un systéme
vers la surface de glissement et de la faire commuter a l'aide d’une logique de commutation
appropriée autour de celle-ci jusqu’au point d’équilibre, d’ou le phénomene de glissement.

La forme d’une commande a structure variable peut étre donnée par :

ult) =

{ Unaz st S >0 (4.25)

Upin St S <0

Plusieurs choix pour la commande peuvent étre faits. Le plus simple consiste a exprimer la
commande u avec la fonction Sign par rapport a la surface de glissement S.
. +1 st S>0
Avec S S) =
vec Sign(S) { 1 si S<0
u s’exprime donc comme :
u= f(Sign(9)). (4.26)

4.3.2 Synthese de la commande par mode glissant

Dans cette partie, nous allons utiliser le systéme moyen énoncé dans le chapitre 3 pour la
synthese de la commande, et puis nous allons appliquer la commande trouvée sur le systéme
non linéaire a retards distribués.

L’équation de la dynamique du systéeme moyen avec la structure de commande illustrée
dans (4.15) donnent le systéme suivant :

de = —(6+uze(t) — B(2)we(t) + (1 — u)LH(0).we(t)
Tep = —B(@ep)wer(t) + (1 — ) LH(0).we(t) (4.27)
Zh = —5Zh(t) - 5;: + LH(O)BZ '
y = |7 Tef Zh]T

En se basant sur la théorie de la commande par mode glissant énoncée précédemment, on
prend la surface de glissement suivante :

S(Ia Tecf, Zh) =X+ Lcf + zp

Cette surface de glissement nous assure les objectifs de notre commande. De point de vue
biologique, S(X)=0 correspond a 'extinction de toutes les cellules cancéreuses. La dérivée le
long de la trajectoire X :

S = —0x.+ acw, — bz + &B,’,‘L —(ze+ (L+ L)H(0))u
S = —KSign(9)
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Ainsi la commande : _ _
—KSign(S) + 0xc + acwe + dzp, — af;;

—(we+ (L+ L)H(0))
Les figures 4.4 et 4.5 montrent I’évolution du signal de commande ainsi l’effet de la commande
par mode glissant sur la dynamique des cellules.

a:

(4.28)
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FIGURE 4.4: Représentation de la commande par mode glissant (Temps en jours, com-
mande en [quantité/ volume])
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FIGURE 4.5: L’évolution du nombre de cellules saines et cancéreuses pendant la période
de traitement sous la commande par mode glissant (Temps en jours)

Nous remarquons que le nombre de cellules cancéreuses diminue continuellement jusqu’a
leur extinction. Similaire a ce qu’on a obtenu pour la commande optimale passive, on ob-
serve une augmentation du nombre de cellules saines et leur stabilisation autour d’un point
I’équilibre positif. Mais contrairement a la commande optimale, la dose de traitement reste
presque constante dans presque toute la durée de traitement ce qui peut y avoir, d'un point
de vue biologique des effets indésirable sur le corps humain.

4.4 La commande par difféomorphisme

4.4.1 Théorie de la commande par difféomorphisme

En mathématiques, un systeme admet une infinité de représentation d’état, et il est pos-
sible de passer d'une représentation d’état a une autre équivalente en fessant un changement
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de base dans ’espace d"état. Le concept principal de la commande par difféomorphisme est
d’avoir une représentation linéaire de systeme non linéaire dans une base différente afin de
pouvoir synthétiser la loi de commande stabilisante par un simple retour d’état.

Soit le systéme non linéaire suivant :

&t = F(z,u)
y = h(x)
Et soit le changement de base suivant :
z = T(x)
u = ai(x)+ az(x)v

avec : T est la matrice de passage de la base {z,u} a la base {z,v}.

La dérivée de z par rapport au temps est donnée par la relation suivante :

o, oot

or

On obtient la nouvelle représentation du systéme suivante :

(4.29)

{z' = T RT-1(2), 1 (x) + ag(z)v)
y = h(T7'(2))

Degré relatif » : On appelle degré relatif » d’un systeme non linéaire le nombre de fois
qu’il faut dériver la sortie y(¢) pour que la commande u(t) apparaisse.

Théoreme Soit le systeme non linéaire suivant :

{fﬂ = [f(z)+g(z)u
y = h

Si le degré relatif de ce systeme r = n = dim(z), alors il existe un changement de base avec :

Z1 h(l’)
Zn L}“lh(x)
et : 1

u=oq(x)+ az(z)v (=L'h(x) +v)

" Ly} h(x)

Et le systeme s’écrit sous la forme linéaire suivante :

2 = Az+ Bv
y = Cz
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avec : A € R € R¥letC € RIX7, tel que :

010 - 0 0
00 1 0 0

A= - . B= ,02[10
00 0 0 1

4.4.2 Syntheése de la commande par difféomorphisme

Similaire a ce qu'on a fait pour la synthese de la commande par mode glissant, nous
utilisons le systeme moyen pour synthétiser la commande, et puis on applique la commande

trouvée sur le systeme non linéaire a retards distribués.
Considérons le systeme (4.27), et la sortie suivante :
Y =T+ Tey
alors le changement de base est comme suit :

Y =2+ Ty ~
v = Z=—-0r.+aw.— (z.+ (L+ L)H(0))u

z = v
y = z

Et la commande correspondante (par retour d’état) :

Le nouveau systeme :

v=—-Kz

La transformation inverse donne la commande suivante :

—K(zc + 2cp) + 0xc + cwe
—(ze+ (L + L)H(0))

a:

(4.30)

(4.31)

Les résultats obtenus sont illustré avec les figures 4.6 et 4.7. La figure 4.6 montre ’évolution
du signal de commande qui est la dose de traitement injectée. La figure 4.7 illustre 'effet de

la commande sur la dynamique des cellules.

Nous remarquons qu’on a obtenu des résultats similaires a ceux obtenus par la commande
par mode glissant, donc la commande par difféomorphisme peut étre un moyen efficace de
retrouver une situation saine, c’est-a-dire diminuer le nombre de cellules cancéreuses jusqu’a
leur extinction et une augmentation des cellules saines. Mais a cause de la dose de traitement
élevée et constante dans toute la durée de traitement, il peut y avoir des effets indésirables

sur le corps humain.
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FIGURE 4.6: Représentation de la commande par difféomorphisme (Temps en jours, com-
mande en [quantité/ volume])
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FIGURE 4.7: L’évolution du nombre de cellules saines et cancéreuses pendant la période
de traitement sous la commande par difféomorphisme (Temps en jours)

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé trois approches thérapeutiques pour traiter la
leucémie myéloide aigué. Les résultats trouvés montrent que les trois approches peuvent étre
des moyens efficaces pour augmenter le nombre de cellules saines et diminuer le nombre
les cellules cancéreuses. La comparaison de résultats trouvés nous montre que ’approche
optimale passive est la meilleur approche, car elle utilise juste la quantité nécessaire de
médicaments et minimise les effets secondaires du traitement sur les cellules saines.
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La modélisation mathématique est un outil puissant qui peut étre utilisé pour la compré-
hension, 'analyse et I’évaluation des approches théoriques de traitement pour la leucémie et
le développement de nouvelles approches.

Dans ce travail, nous avons commencé par illustrer le modele mathématique décrivant le
processus biologique de 'hématopoiese : des équations aux dérivées partielles structurées en
temps et en age, une intégration des équations par rapport a I’dge conduit a des équations
différentielles ordinaires non linéaires a retard distribué. Cette derniere représentation est
souvent utilisée dans I’analyse de stabilité de modele, la déduction de modele de la Leucémie
myéloide Aigiie et dans 'application des approches théoriques de traitement.

Ensuite, nous avons introduit un outil d’analyse de stabilité des systemes dynamiques
qui est la théorie des systeémes passifs, le lien entre la passivité et la stabilité asymptotique
et 'application de la passivité dans les systemes non linéaires a retard discret et a retard
distribué ; d’ou les travaux sont basés sur les fonctions de Lyapunov-Krasovskii et la technique
des inégalités matricielles linéaires (LMI).

Dans le troisieme chapitre, on a appliqué les outils illustrés précédemment dans 'extrac-
tion des conditions de la passivité ainsi la stabilité de modele de I’hématopoiese et celui
de la LMA. L’idée c¢’était de démontrer les conditions pour lesquelles la quantité des cel-
lules ne peut tendre éventuellement qu’aux valeurs déterminées (état d’équilibre) en cas
d’une perturbation, donc la commande soutire les cellules indésirables et rend le systeme a
I’état d’équilibre en cas de changement des coefficients. Trois méthodes ont été appliquées :
la méthode de LMI (basée sur les techniques de LKF), la méthode de décomposition en
connexion par rétroaction et la méthode directe; les deux premieres méthodes ont montré
des difficultés de calculs et des résultats non désirés (matrice non définie négative, inégalité
scalaire complexe) mais la troisieme était plus facile & manipuler d’oti nous puissions ex-
traire les conditions de stabilité de modele originale et de modele moyenné et les résultats
sont identiques pour les deux modeles. La méthode de LMI illustrée est souvent utilisée
pour les systemes a retard, elle peut étre modifiée en éliminant des termes de la fonction
de Lyapunov-Krasovskii qui correspondent a la stabilité exponentielle et les remplacer par
d’autres termes correspondants a la stabilité asymptotique.

Enfin, nous avons appliqué une commande optimale basée sur la passivité. La commande
représente une approche théorique basique proposée pour le traitement, et on a constaté
qu'un modele mathématique a structure variable en fonction de la commande peut rap-
procher encore le modele d’étre réaliste pour le développement des nouvelles approches de
traitement. Deux autres commandes non linéaires sont proposées : commande par difféo-
morphisme et commande par mode de glissement, celles-ci, construites a base de modele
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moyenné et appliquées sur le modele original, ont donné des bons résultats ce qui renforce
la validité de modele moyenné.

Le modele moyenné a montré des résultats adéquats au ceux de modele original avec le
retard distribué en termes d’analyse de stabilité et de commande, ce qui représente un outil
qui peut faciliter I’analyse des modeles de 'hématopoiese et le développement des approches
thérapeutiques basées sur la commande non linéaire des systemes.
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