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Abstract
In this memory we deal the problem of axisymmetric torsion of an elastic layer weakened
with a circular crack of radius a. The torsion is due to a moment applied on the rigid circular
disk clumped on the surface layer.
The corresponding partial differential equilibrium equations are solved by the Hankel trans-
forms method. The mixed boundary conditions reduce the study problem to the solution of
dual integral equations.
Using Gegenbauer’s formulas, the latter equations are also reduced to infinite system of si-
multaneous algebraic equations.
The displacement, the stress and the stress intensity factor are given analytical by the in-
verse integral transform. These physical quantites are discussed, represented and illustrated

graphically .

Key words : Elastic deformation, Axisymmetric torsion, penny-shaped crack, Hankel

integrals transforms, Duals integrals equations, stress intensity factor.

Résumé

Nous traitons a travers ce mémoire le probléme de torsion axisymétrique d'une plaque épaisse
par un disque rigide de rayon b appliqué sur sa surface externe. Le milieu est affaibli par
une fissure circulaire de rayon a supposée libre de charge. A travers ce travail nous nous
intéressons a étudier la répartition des déplacements et les contraintes apres avoir appliqué
un moment de torsion qui fait tourner le disque rigide d’un angle w. L’équation d’équilibre

en contraintes aux dérivées partielles du modele élastique est résolue par la méthode de la



transformation intégrale de Hankel. Les conditions aux limites mixtes permettent de ramener
le probleme étudié a deux systémes couplés d’équations intégrales duales. Moyennant la for-
mule de développement de Gegenbauer, ces dernieres équations se réduisent a des systemes
d’équations algébriques linéaires infinies.

A T'aide de la transformée inverse de Hankel, on déduit les expressions analytiques des dé-
placements, des contraintes et du facteur d’intensité de contraintes exprimées a ’aide des
coefficients des systemes algébriques sous forme de série de Bessel. Ces expressions sont ana-

lysées, représentées et illustrées graphiquement.

Mot clés : Déformation élastique, Torsion axisymétrique, fissure circulaire, transforma-

tion de Hankel, équations intégrales duales, facteur d’intensité de contraintes.
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Introduction générale



Durant ces dernieres années, 'industrialisation a vu un développement rapide ou la
conception mécanique a pris sa part de ce développement. Des ruptures imprévues des armes,
des batiments, des ponts, des navires, des trains, des avions et diverses machines ont eu lieu
partout dans le monde industriel. Certaines de ces ruptures ont été dues a une mauvaise
conception. Cependant, il a été découvert que de nombreuses ruptures ont été causées par
des défauts préexistants dans les matériaux qui initient les fissures et qui se développent et

conduisent a la rupture.

La mécanique linéaire de la rupture peut étre utilisée pour résoudre de nombreux pro-
blémes pratiques de construction mécanique, tels que la ruine ('effondrement) de la structure,
la sélection des matériaux, la prévision de la durée de vie des structures et la définition des
criteres d’acceptation de défauts. Elle est basée sur une procédure analytique qui relie le
champ de contraintes au voisinage de la fissure a la contrainte nominale appliquée au loin,
a la taille de la fissure et son orientation et, finalement aux caractéristiques mécaniques du

matériau.

Les problémes de torsion des milieux élastiques apparaissent dans différents domaines
d’ingénierie. Et dans ce cas-la plusieurs travaux ont été fait. Généralement, les déforma-
tions de ces milieux sont dues a la torsion d’un disque rigide (Florence [1] et Erguven [6]) ou

bien a des contraintes de torsion pour le cas de domaines élastiques fissurés (Sih et Chen [3]).

Sneddon [24] a été le premier a avoir discuté le probleme de détermination du champ de
contrainte autour d’une fissure dans un milieu élastique infini. Une grande partie des études

postérieures des problemes concernés par les fissures circulaires ont été basées sur son travail.

Une recherche sur 1’état de contrainte dans une plaque épaisse contenant une fissure cir-
culaire a été menée par Lowengrub [25] en se basant sur 1’étude de Sneddon. La fissure a été

prise au centre du plan de la plaque et dont ses surfaces sont paralleles a celles de la plaque.

Des descriptions détaillées sur I'analyse des contraintes de ce type de probleme et des
évaluations du facteur d’intensité de contrainte associé au chargement appliqué ont été donné
par Sakamoto et Kobayashi [23], [26], [27].

Dans le présent travail, on expose un développement d’une solution analytique d’un pro-
bléeme axisymétrique d’une plaque élastique épaisse ayant une fissure interne supposé libre
de charge, la plaque est encastrée sur une base rigide indéformable, elle subit une torsion a

I’aide de la rotation d'un disque rigide appliqué sur sa surface supérieur.

La solution du probleme élastique a été déterminé a 1’aide de la méthode de transforma-

tion de Hankel. Les conditions aux limites mixtes du probléme se réduisent a un systeme
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d’équation intégrale dual, La procédure de la solution est analogue au cas élastostatique
traité par Toshiaki [22] et Sakamoto [23]. La solution a été calculée a partir des coefficients
obtenu dans un systeme d’équations algébriques infini au moyen de la formule de dévelop-

pement de Gegenbauer de la fonction de Bessel.

Des résultats numériques sont présentés sous formes des tableaux et des figures pour
examiner les effets du disque, de la fissure et des épaisseurs de la plaque sur la distribution

des déplacements, et des contraintes ainsi que le facteur d’intensité de contrainte.

Le plan de ce mémoire s’articule autour de quatre chapitres suivis d’une conclusion sur
les résultats obtenus et d’une référence bibliographique des travaux utilisés.
Dans le premier chapitre nous avons parlé sur quelques travaux déja publiés et ces derniers
ont une certaine similarité avec notre étude.
Le deuxiéme chapitre présente des éléments sur la théorie d’élasticité linéaire. Le systéme
d’équilibre élastique a été établi dans le cas de la déformation axisymétrique. La loi de Hooke
et les différents modules d’élasticité ont été aussi définis.
Dans le troisieme chapitre nous avons exposé un ensemble de rappels mathématiques utilisés
dans notre étude. Un apercu concernant les équations intégrales a été donné, les fonctions de
Bessel et les polyndmes de chebyshev ainsi que leurs propriétés ont été présentées sous forme
de paragraphes. Et ce ci nous permet d’introduire la notion de la transformation intégrale
de Hankel.
Le dernier chapitre, représente le noyau de notre mémoire, dont la résolution du probleme
étudié a été présenté.
Finalement, nous terminons notre mémoire par une conclusion générale qui illustre les princi-
paux résultats obtenus a travers cette étude et une perspective sur les méthodes de résolution
développées dans le sujet proposé.
Une annexe est jointe & ce mémoire pour décrire les calculs analytiques et les différents

programmes numériques qu’on a appliqué pendant 1’étude de ce probleme.
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Recherche bibliographique



Chapitre 01 : Recherche bibliographique

Pour étre plus explicite sur le probléeme étudié, nous préférons vous donné une petite
description de quelques travaux déja publiés et qui ont une certaine similarité avec notre

étude :

Florence 1961

Florence a traité le probleme d’une couche élastique infinie d’épaisseur A ou un moment
de torsion est appliqué sur le plan z = 0 a 'aide d’un disque circulaire rigide de rayon a, la

couche est encastrée sur une base rigide dans le plan z = h. [1]

FiGURE 1.1 — Probleme de Florence 1961

Les conditions aux limites du probleme sont :

up(r,0) = ar 0<r<a)
T.9(r,0) =0 (a<r) (1.1)
ug(r,h) =0

ou a est le rayon du disque, h I'épaisseur de la couche élastique , et « est la petite rotation

du disque.

Le moment de torsion nécessaire pour maintenir la rotation « est représenté sur la figure

suivante :

16



Chapitre 01 : Recherche bibliographique

.
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FIGURE 1.2 — variation du moment de torsion en fonction de 5 = h/a

R.D.Low 1972

Low a travaillé sur deux problemes ou il a considéré un demi-espace élastique occupant
la région z > —h dont la limite z = —h est libre sauf la partie circulaire 0 < r < a a laquelle
est collée un arbre circulaire rigide de rayon a, dans les deux problemes il a considéré un
moment M appliqué a I'arbre en le faisant tourner d’un angle ¢;. Dans le premier probleme
il a supposé qu’'une inclusion de disque circulaire rigide occupe le plan z = 0 dans la portion
0 < r < b, tandis que dans le deuxieme probleme il a supposé 'apparition d’une fissure

circulaire de rayon b dans le plan z = 0 dont ces levres sont supposées libres. [2]

[ |
a
h
S -
b
v
Zz

FIGURE 1.3 — Probléme de R.D.Low 1972

Les conditions aux limites du probleme sont :
up(r,—h) =€ (0<r<a)
o6(r,—h) =0 (a <1 <o0) (1.2)
u, Vu — 0lorsque (r, z) — 0siz > —h.

Pour la résolution LOW a réduit le probleme a un systeme d’équations intégrales de Fredholm

et ceci pour chaque cas.
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Chapitre 01 : Recherche bibliographique

I1 a représenté les calculs pour plusieurs valeurs de b/a , h/a, et du rapport M/Mo, ou
M, est le moment requis pour produire la rotation €, lorsque le demi-espace ne contient
aucun défaut. Les résultats obtenus sont affichés sur les Figures suivantes, qui montrent
respectivement la variation du moment de torsion appliqué M /M, et la variation du facteur

d’intensité de contrainte.
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FIGURE 1.4 — variation du moment de torsion en fonction de b/a pour différents valeur de
h/a
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FIGURE 1.5 — variation facteur d’intensité de contrainte en fonction de 8 = b/a
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Sih et Chen 1972

Sih et Chen ont étudié un milieu de quatre couches de différents matériaux ayant une
fissure circulaire a I'interface des deux couches intérieurs. La solution du probleme est donnée
telle que les surfaces supérieures et inférieures de la fissure soient soumises a des moments de
torsion égaux et opposés. La géométrie du matériau composite considéré est indiquée dans
la figure 1.1. Les deux couches internes de méme hauteur h ont des modules de cisaillement
(1 et po,tandis que les modules de cisaillement des deux couches extérieures de hauteur
infinie sont us et uy,la fissure est de rayon a occupe le plan z = 0 qui est l'interface la plus
interne. [3]

Les résultats numériques ont été obtenus et discutés aussi pour les deux problemes des
géométries déférentes. Quelques graphes de facteur d’intensité de contrainte en fonction du
rapport d’épaisseur de la couche et du rayon de la fissure ont été exposés en fonction du

rapport de rigidité entre déférentes couches.

—————— ~—— Pgnny = shoped crack

-

: Wi S

FIGURE 1.6 — Probléme de Sih et Chen 1972

Dhawan 1974

Il a considéré un demi-espace élastique occupant la région z > —h, dont la limite
z = —h n’est pas chargé, a l'exception de la partie circulaire 0 < r < b dans laquelle un
arbre circulaire rigide de rayon b est fixé. En plus d’une fissure qui se présente dans la région
0 <r <a,z=0dont les levres sont supposées non chargées. [4] Un moment de torsion de

grandeur M est appliqué a I’arbre tournant d’un angle a.
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Disque rigide
Db ‘
z=-h . Milieu elastique

Fissure

vZ

FIGURE 1.7 — Probléme de Dhawan 1974

Les conditions limites du probleme sont :

up(r,—h) = ar 0<r<b)
Yzo(r,—h) =0 (b<r<o00) (1.3)
Y0(r,07) = 7,9(r,07) =0  0<r<a

Les conditions de continuité au plan de la fissure :
ug(r,07) = ug(r,0" a<r<oo
(1,07 = u(r,07) ) ”
Y20(7,07) = Y29(r, 07) (a <r <o)

Les résultats obtenus pour le facteur de singularité de contrainte pour l'arbre et la fissure

sont donnés respectivement par les figures suivantes :

: Foick _
II-O_ : 0 .f..:|.Q
" 0.9
0.8+
6 T
.74
0.6
05 1o 1§ 2.0 25 30 3.5 4.0 S 08 To. s 2.6 45 30 35 40
bla . kR e e e
(a) Le facteur de singularité de contrainte (b) Le facteur de singularité de contrainte

FIGURE 1.8 — Le facteur de singularité de contrainte pour le probleme de Dhawan

Toshiaki H. 1989

A travers ce travail Toshiaki a présenté la solution d’un probleme aux limites mixtes

de [22]. La résolution du probleme a été réduit a un systémes d’équations infinis dans
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lesquelles le déplacement sur la face inférieure de la couche et la contrainte de contact sous
le poingon sont exprimés en séries appropriées. Des résultats numériques ont été présentés
montrant 'effet du trou et ’épaisseur de la couche élastique sur la déformation en torsion.
Les perturbations dues a la présence du trou sont également présentées dans des courbes

calculées numériquement et des comparaisons ont été faites avec des résultats en absence du
trou [28].

T

5
IR e
A
[ Circular| Punch 7
L L LIS //
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Layer $|2b ,
i 0 f i i

FRigid
tFnundation

Cylindrical Hole

FiGURE 1.9 — Toshiaki 1989

Les deux figures données ci-dessous représentent la variation du moment de torsion né-
cessaire pour faire tourner le poingon rigide en fonction d’épaisseur de la couche élastique et

le rayon du trou respectivement.

9
W 6.0 |- 6.056
o 8 Tamate et al'’’ -
2 5.8 1
8.1 5.666
*'ll_ ;:[}_5 5‘-6 .
o 5.459
2.0 5.4
: =) ——— (Half-Space)
st 15 16/3 1673
’ (Half-Space) I
1 1 1 1 | 1
‘05 10 tsmazo 90 0.5 1.0t 1.5
(a) Variation de T™ en fonction de h/a (b) Variation de 7™ en fonction de &

FIGURE 1.10 — Variation de T™ pour cas de Tamate

Pak 1991

Le travail de Pak consiste a étudier le probleme de torsion axisymétrique d’un disque
rigide de rayon a qui est noyé a une profondeur s > 0 dans un demi-espace homogene,
isotrope et linéairement élastique. Le disque est supposé étre soumis a une rotation autour

de 'axe z d’un angle §. L’approche consiste a transformer le probleme aux conditions limites
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mixtes en un systeme d’équations intégrales duales a ’aide de la transformation intégrale
de Hankel. La solution correspondante est obtenue a partir de la résolution d’une équation

intégrale de Fredholm de seconde espéce. [5]

RIGID DISC
HALF-SPACE

X3, Z

FIGURE 1.11 — Probléme de Pak 1991

Erguven 1991

Ergueven a traité le probleme de torsion axisymétrique d’une couche élastique isotrope
d’épaisseur finie d; d’'un module de cisaillement p; parfaitement liée a une autre couche
élastique d’épaisseur dy d’'un module de cisaillement p5 a 1’aide d'un disque rigide de rayon
a qui tourne autour le 'axe z et qui est appliqué sur sa surface supérieure. [6]

Le probléme est réduit a la solution d'une équation intégrale de Fredholm de seconde espece.
L’équation intégrale a été remplacée par un systeme d’équations algébriques infini tronqué,
et sa solution est obtenue par le calcul numérique en employant une méthode itérative.
L’auteur donne les différentes approches du probleme étudié dans lequel la solution est
donnée approximativement par Reissner-Sagoci [8]. Ensuite, il expose plusieurs graphes du

moment de torsion.

_‘  //
WY
E;
e

FI1GURE 1.12 — Probléme d’Erguven 1991
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Bacci 1996

Bacci s’est intéressé au phénomene de deux disques rigides coaxiaux de rayon a adhésifs
dans une couche isotrope et linéairement élastique non bornée. La distance entre les deux

disques est Hy. Une rotation Tj est appliquée sur les deux disques autour de leur axe. [7]

FIGURE 1.13 — Probleme de Bacci 1996
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Introduction

Les physiciens ont depuis des siecles tenté de mettre en équation le comportement de la
matiere. Plus ou moins générales, précises ou robustes, ces modélisations s’appuient sur la
représentation du phénomene de déformation a l'aide de champs vectoriels et de tenseurs.
Ceux-ci décrivent en particulier la déformation de 1'objet ainsi que les contraintes internes
qu’il subit. Des lois de comportement viennent ensuite lier les contraintes et la déformation
qui en résulte.

D’apres toutes les caractéristiques que contiennent les matériaux, les plus grandes décou-
vertes qui ont contribué beaucoup plus au développement de la théorie de 1’élasticité sont :
- La redécouverte de la loi de Hooke en 1660.

- La formulation des équations générales supplémentaires en élasticité par Navier en 1821
qui permettaient de réduire tous les probléemes des petites déformations des corps élastiques
en un calcul mathématique.

- En 1863, Airy a utilisé une autre méthode pour déterminer la distribution de contraintes
dans un corps bidimensionnel. Il a constaté que les équations d’équilibres dans le cas de 1’élas-
ticité plane peuvent étre combinées pour aboutir a une seule équation différentielle dont la
variable est une fonction appelée fonction de contrainte ou fonction d’Airy. La détermination
de cette fonction lui permet de déterminer les composantes de contraintes en tout point du
corps.

Actuellement, les solutions de la majorité des problémes rencontrés sont connus et les mé-
thodes numériques découvertes récemment avec le développement de 1'outil informatique
viennent de confirmer ces solutions.

Ce chapitre présente succinctement cette modélisation physique et les équations principales

que nous utiliserons dans les chapitres suivants.

1 Définitions
1.1 Elasticité linéaire

L’élasticité linéaire est une discipline étudiant la déformation des solides élastiques par
des méthodes analytiques (mathématiques).Les notions fondamentales de cette étude sont
les contraintes et les déplacements. C’est I’étude du comportement des solides déformables,
élastiques, isotropes, en petite déformations, avec une loi de comportement linéaire. On
y ajoute une hypothese simplificatrice supplémentaire : les déplacements sont petits. Le
moment d’hypothese de petit déplacements et petite déformations est appelé : Hypothese de

petites perturbations. Ces hypotheses ont pour conséquence de rendre linéaire les équations

différentielles de I’élasticité.
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1.2 Probléme axisymétrique

On dit qu'un probleme est axisymétrique si la forme du corps élastique est symétrique
de révolution autour d'un axe, et si le chargement et les conditions aux limites sont aussi
de révolution de cet axe. Dans ce cas, la solution est aussi axisymétrique. Si on utilise un
systeme de coordonnées cylindriques ou sphériques autour d'un axe d’asymétrie, les dérivées
des composantes sur la base naturelle par rapport a # sont nulles. Nous sommes donc ramener
a un probleme a deux variables (6, z). Il convient de bien noter que le probleme a deux
variables, n’est pas un probleme d’élasticité plane, car ni le tenseur des contraintes ni le

tenseur des déformations ne sont des plans en générale.

2 Quelques hypothéses fondamentales

La théorie de I'élasticité linéaire repose sur les hypotheses suivantes [12] :

2.1 Hypothése de continuité

Les solides sont constitués d’atomes dans lesquels la masse est répartie de fagon uniforme.
En effet, elle est presque entierement concentrée dans les noyaux qui ne représentent qu’une
proportion infime du volume total. De plus, les noyaux eux mémes sont de nature complexe.
La théorie de 1’élasticité et la mécanique des structures se basent et se baseront probablement
toujours sur I'hypothese d’un milieu continu, rempli uniformément de matiére en tous ses
points, et ceci pour tenir compte de la constitution réelle de la matiere qui conduira a des
lois totalement inutilisables a 1’échelle macroscopique, a cette échelle, les résultats obtenus
a partir de 'hypothese de continuité sont plus précis que les plus fines mesures réalisables

actuellement, sous réserve évidement que la solution mathématique du probléme soit possible.

2.2 Hypothese d’isotropie

Nous admettrons d’autre part que la matiere est isotrope, c¢’est-a-dire que ses propriétés
mécaniques sont identiques dans toutes les directions autour d'un point. Mis a part cer-
tains produits laminés, les métaux satisferaient assez cette condition. Par contre, pour les

matériaux composites stratifiés, I’hypothese d’isotropie s’écarte trop de la réalité.

2.3 Hypothese de proportionnalité

La mécanique des structures est basée sur la loi énoncée par Hooke découverte en 1660
qui ne fut publiée qu’en 1978. Elle traduit la proportionnalité qui existe entre les contraintes
et les déformations. C’est la base de toute la théorie de 1’élasticité, et dont nous pouvons
donner I'expression générale suivante : "Dans un solide continu, les déformations sont liées

en tous points aux contraintes par des relations linéaires et homogenes".
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2.4 Hypothese des petites déformations

I'expérience montre que dans les limites normales d’utilisation, les matériaux subissent
des déformations relativement faibles par rapport aux dimensions du solide. En conséquence,
les conditions d’équilibre établies par la statique pour les corps parfaits indéformables sont
applicables. Cela revient a dire que les déformations ont une influence négligeable sur la
position des points d’application ou sur la direction des forces extérieures. Les matériaux

isotropes sont caractérisés par deux modules élastiques indépendants.

3 Les constantes élastiques

3.1 Module de Young

Le physicien britannique Thomas Young (1773-1829) avait remarqué que le rapport entre
la contrainte de traction appliquée a un matériau et la déformation qui en résulte (un allonge-
ment relatif) est constant , tant que cette déformation reste petite et que la limite d’élasticité
du matériau n’est pas atteinte. La loi d’élasticité est la loi de Hooke qui est donnée par la
relation suivante :

o

E=- (2.1)

En effet, ce coefficient caractérise la raideur de la matiere. A contrainte égale, un matériau
ayant un module d’élasticité élevé subira une déformation plus faible qu'un matériau ayant
un module d’élasticité petit. Le module de Young E a la dimension d’une contrainte et se

mesure généralement en GPa [13].

3.2 Le coefficient de Poisson

Poisson complete I'analyse en constatant que ’allongement dans la direction de 'axe de
traction s’accompagne d’un raccourcissement plus faible proportionnel dans les directions

perpendiculaires. 11 définit positif le coefficient de proportionnalité [14].

l'allogement relatif transversale

2.2
l'allogement relatif longitudinal (22)

Le coefficient de Poisson v est un nombre sans dimension compris dans U'intervalle [0;0.5]. A
I’exception des élastomeres comme le caoutchouc dont le coefficient de Poisson v=0.5 la plu-

part des matériaux isotropes continus ont un coefficient de Poisson compris dans l'intervalle
[0.25; 0.35].

3.3 Le module de Coulomb

Coulomb procede a des essais de torsion (cisaillement pur) et constate que le glissement

est proportionnel au cisaillement appliqué, il définit le coefficient de proportionnalité G
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comme étant le rapport :

o’
Y

Avec v représente le glissement et 7 le cisaillement appliqué.

(2.3)

Le module de Coulomb G a la dimension d’une contrainte et se mesure généralement en

GPa. Il représente le cisaillement qu’il faudrait appliquer pour obtenir un glissement dun

radian. Pour un matériau isotrope on peut définir le module de cisaillement p en fonction

de E et v par la relation suivante :

E

"= 5T

Relations entre les modules

TABLE 2.1 — Les relations entre les modules d’élasticité.

Module Symbole | Equivalence
. , E
Coefficient de Lamé ou module de Coulomb w, G —_—
2(1+v)
N . , vE
Deuxiéme coefficient de Lamé A
(1+v)(1—2v)
: . A
Coefficient de Poisson v _
20\ + 1)
Module de Young E 2G(1+v)

Valeurs de quelques constantes élastiques

TABLE 2.2 — Valeurs de quelques constantes élastiques.

Matériau | E(GPa) | G(GPa) | v
Acier 207 80.2 0.30
Cuivre 89.6 33.4 0.34
Aluminium 68.9 25.7 0.34
Béton 27.6 11.5 0.20
Fer 211 82 0.24
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4 Les équations de I’élasticité

Pour résoudre un probleme d’élasticité, il faut trouver un champ de déplacement u; et

un champ de contrainte o; vérifiant les équations du mouvement ou d’équilibre.

4.1 Loi de comportement : la loi de Hooke

La relation entre les composantes du tenseur de déformations et les composantes du
tenseur des contraintes a été établie expérimentalement et elle est connue par la loi de
Hooke. Considérant I’exemple d’un élément de volume cubique soumis a ’action de contrainte
normale uniformément répartie sur ses cotés. Les expériences ont montré que dans le cas
d’un matériau isotrope ces contraintes normales ne produisent aucune distorsion d’angle de

I'élément et elles sont données par I'équation [15] :
o= Fe (2.5)

ou o : est la contrainte (N/m?)
E : le module de Young (N/m?)

e : est 'allongement relatif (adimensionnel).

Point de limite elastique
¥ -

! Point de rupture

\\ngne de decharge

post-elastique

.- Ligne de charge/decharge
+ = pre-elastique

'H

Nouvel etat initial
FIGURE 2.1 — Diagramme contrainte-déformation
La loi de comportement qui relie le tenseur de déformations et le tenseur des contraintes

est donnée par les relations suivantes :
E vE

75 T T T T o)L= 20) 0 (2.6)
2(1+v) v
8ij = ngj — Eakk&j (27)

On peut facilement constater avec ces relations que les bases principales de 1’état de défor-

mation et de I’état de contrainte sont confondues.
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4.2 Equations supplémentaires en élasticité

Dans le cas général, nous aurons, grace a la loi de comportement, suffisamment d’équa-
tion pour pouvoir traiter un probleme d’élasticité. Toutefois, nous serons face a un systeme
d’équations différentielles relativement délicat a résoudre. Il peut étre utile d’employer des
équations complémentaires qui traduisent, sous une autre forme, les lois de la physique : les

équations de Navier et les équations de Beltrami [16].

Equations de Navier

Ces derniéres ne sont en fait que la traduction des équations d’équilibre en termes de

déplacement. Pour cela on utilise a la fois la loi de comportement et les relations déformations

— déplacements.
UA(T) + (1 + Ngrad(div(@) + f =0 (2.8)
(A + 2p)grad(div(T)) — prot(rol()) + f = O (2.9)

Equations de Beltrami

Lorsque l'on désire résoudre le probléeme en contrainte, sans vouloir a priori définir les
champs de déplacement et de déformation, on utilise une méthode dite « inverse ». Il convient
alors, en plus de la vérification des équations d’équilibre, de s’assurer que I’état de contrainte
conduit, par I'intermédiaire de la loi de comportement, a un état de déformation compatible

avec un champ de déplacement.

1
it ———0 =0 2.10
UJ+1+Vakk ( )

Cette équation est appelée équation de Beltrami simplifiée, elle traduit les équations de

compatibilité pour les contraintes dans le cas ou les forces de volume sont nulles.

4.3 Elasticité tridimensionnelle en coordonnées cylindriques

Pour un corps défini dans un repére de coordonnées cylindriques (r, 6, z), Nous pouvons
écrire les relations entre les composantes du tenseur déformation, déplacement et contrainte
tel que :

Uy, Ug, U, sont les composantes du déplacement,
Ery €0, Ex, Yoz, Yor, Vro SONt les composantes du tenseur déformation,

et 0.,09,0.,Ty., Tro, Trg sSONt les composantes de contrainte
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Déformations-Déplacements

_ Ou, Oug 1 ou,

Er o 2%9:W+r(86 — up)
1, 0uy 10u, Oug
_ (Y —— - v 2.11
0= (G tw) 2w =5t (2.11)
= Ou, — lau’z + %
=2 = 0z Yor = r 00 0z
Contrainte - déformation
e+ ulepte)]
T )1 - w) T
1)+ ule )] 212
09—(1+V)(1_2V> v)eg +v(e, + €, (2.12)
S (Y PR
T W)l - w) E2 T HAE T ES
Contrainte tangentielle - déplacement
. Oupg  10u,  uy
=G T )
8U9 1 8uz
_ 0w 1 2.13
7> = G 0z + r 00 ) ( )
Oou, Ou,
7re = G 0z or )

4.4 Equation d’équilibre en coordonnées cylindriques

Soit dv un élément de volume représenté sur figure (2.2) soumis a une force volumique
dont les composantes sont : F,, Fy, F,. Ces forces volumiques s’expriment en fonction des
contraintes appliquées sur cet élément de volume, on utilisant la 2iém loi de Newton ’équa-

tion, d’équilibre peut étre exprimée par [17] :

Vo+F =0 (2.14)
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FIGURE 2.2 — Coordonnées cylindriques

ou o = o;;¢;¢; est la matrice de contrainte, e; est le vecteur unité dans le systeme des

coordonnées cylindriques et F' est la force de volume.

Jdo, 0Ty 0Ty,
+

Vo = or er + Or €o or e+ ;(Urer + Tro€0 + Trzez)
1 0r, 0 074
+;( 87—96 €r + Tro€o + %69 — oge, + %ez) (2.15)
87-7‘2 4 87_93 80_.2
e, e e,
0z 9z " 0z

La combinaison de ce résultat avec I’équation (2.14) donne I’équation d’équilibre dans les

coordonnées cylindriques.

do, 10149 01, 1 B
or Vrog T oz TRl o0) v E=0

87}9 1 809 ang 2
- z — 2.16
or r 00 0z + rTre + =0 ( )

01, 10719, 0o, 1 B
or +; 00 * 0z +;TTZ+FZ_O

Torsion Axysimétrique

Dans le probleme de torsion axysimétrique et en absence des forces volumiques, 'unique
composante non nulle du vecteur de déplacement est ugy(r, 2) [6]. L’équation d’équilibre d'un
probléme de torsion axisymétrique peut étre déduite comme suit :

En remplacant les deux contraintes 7,9 et 7y, donnés par I’équation (2.13) dans 1’équation

d’équilibre en contrainte

87}9 180’9 8ng 2
- z F, =
67‘+7‘09 0z+r7—r0+ o=
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on trouve ) )
0 Ug 1 8ue Ug 0 Up

or? r Or 72 022

—0 (2.17)

5 Notion de la mécanique de la rupture

La mécanique de la rupture a été introduite par Griffith vers 1920, son objectif est de
caractériser le comportement a la fissuration des structures a l'aide des parametres quanti-
fiables au sens de l'ingénieur, notamment le champ de contraintes, la taille de la fissure et
la résistance a la fissuration du matériau. Les premiers développements théoriques d’analyse
des champs de déplacements, déformations et contraintes au voisinage d’une fissure ont été
entrepris par Westergaard vers 1940. L’extension de la discipline a été amorcée par Irwin
vers 1960. Depuis cette date, le développement de la mécanique de la rupture s’étend aux
problémes non linéaires matériellement et géométriquement, aux problemes de bifurcation
des fissures en modes mixtes et plus récemment aux composites, aux techniques numériques

de résolution et a I’état de ’art relatif au dimensionnement de diverses structures complexes

9].

5.1 Modélisation de la fissure

Une fissure est une petite fente dans un solide. Cette fente peut apparaitre a la surface
de la piece (fissure superficielle), se trouver complétement a U'intérieur et étre donc invisible
depuis l'extérieur (fissure interne), ou traverser complétement la piece (fissure traversante)

[10]. Ces trois cas de figure sont schématisés sur la figure ( 2.3) .

Fissure superficielle Fissure interne Fissure traversante

FIGURE 2.3 — Les différentes types de fissures

Pour modéliser les fissures, on suppose souvent que leur géométrie est simple :

e Leur forme est elliptique, semi-elliptique ou en forme de coin;
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e Les deux faces de la fissure sont planes, paralleles et écartées d’une distance tres
petite devant les deux autres dimensions de la fissure. On assimile donc la fissure a
son plan moyen ;

o Les deux faces se rejoignent selon un bord anguleux et, en conformité avec I'hypothese
précédente (faces paralleles), forment un angle quasiment nul.

La fissure est donc modélisée par une discontinuité de la matiere, plane, « pointue » et
d’épaisseur nulle. Lorsque les deux faces ne se touchent pas, on dit que la fissure est ouverte.
Dans le cadre de la mécanique des milieux continus (c’est-a-dire en termes de déplacements et
de contraintes), la fissure est alors modélisée en écrivant les conditions aux limites suivantes
sur le plan moyen :

o Le vecteur contrainte est nul (car chacune des deux faces est un bord libre), et

o Le déplacement peut étre discontinu de part et d’autre du plan (et sa discontinuité

correspond alors a l'ouverture de la fissure).

5.2 Modes élémentaires de fissuration

D’un point de vue macroscopique, on peut considérer deux modes principaux de rupture :
la rupture plate et la rupture inclinée. La rupture plate correspond a une surface de rupture
globalement perpendiculaire a la direction de la contrainte principale. La rupture inclinée
dans le sens transversal par rapport a la direction de propagation s’accompagne souvent
de grandes déformations. L’examen du facies de rupture permet bien souvent de détecter,
apres rupture, le mécanisme de rupture et le type de fissuration produit [9]. On remarque
généralement :

- Une zone lisse et soyeuse correspondant a la propagation en fatigue,
- Une zone a grains cristallins ou moins apparents, correspondant & la fissuration brutale.
On montre que toute fissuration peut étre ramenée a I'un des trois modes simples ou a leur

superposition. Il existe donc trois modes de fissuration élémentaires présentés figure( 2.4).

X1

Mode I Mode IT

FIGURE 2.4 — Mode de fissuration

o Mode I mode d’ouverture de la fissure, ou les déplacements aux levres de la fissure

sont perpendiculaires a la direction de propagation,

e Mode II mode de cisaillement dans le plan, ou les déplacements aux levres de la fissure

sont paralleles a la direction de propagation,
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e Mode III mode de cisaillement hors du plan, ou les déplacements aux levres de la

fissure sont paralleles au fond de la fissure.

5.3 Le facteur d’intensité de contrainte K

Dans la zone singuliere, le champ de contraintes présente une singularité en \/ﬂ a la
pointe de fissure. L’intensité de la singularité est caractérisée par les parametres appelés fac-
teurs d’intensité de contraintes, notés K, K;; et K75 pour chacun des modes élémentaires.
Les facteurs K, K;; et K sont indépendants de r et de 6. Ils ne dépendent que de la
répartition des efforts extérieurs d’un solide donné et de la géométrie de la fissure. Ils sont
proportionnels a la discontinuité du déplacement des levres de la fissure. On a les expressions

suivantes qui constituent leurs définitions pour les milieux fissurés :

Mode I
K= lig(l) V2mray(r,0,0) (2.18)
Mode I1
K= li_r>r(1) V2711 T,y (1, 0,0) (2.19)
Mode 11T
K[]] = hi% V 27T7’Tyz(7’,0, 0) (220)

Dans Notre probleme de déformation axisymétrique, on utilise le systeme de coordonnées
cylindriques d’ou I'expression du facteur d’intensité de contrainte en Mode I11 est donnée
par :

Kpip = lim V217, (1, 0,0) (2.21)

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons citer les différentes hypotheses et les notions élémentaires
d’élasticité linéaire qui vont étre utilisées dans les chapitres a suivre. Les relations entre
les modules d’élasticité et I'utilisation des équations Navier-Lamé nous permettent d’obtenir
I’équation d’équilibre des problemes traités. A travers les lois du comportement de 1’élasticité
linéaire et la mécanique de la rupture, nous pouvons donner quelques relations entre les
contraintes et les déplacements ainsi que les contraintes et les coefficients d’intensité de

contrainte pour les différents modes de sollicitation.
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Introduction

La solution mathématique exacte pour les problemes liées a 1’élasticité dont la géométrie
est relativement réguliere, s’obtient par 'application des méthodes analytiques, telle que les
transformations intégrales, la séparation des variables,etc...

Dans ce chapitre, nous allons présenter les différentes outils mathématiques utilisées pour la

résolution de notre probleme.

1 Fonctions de Bessel

En analyse mathématiques, les fonctions de Bessel découvertes par le mathématicien

suisse Daniel Bernoulli, portent le nom du mathématicien allemand Friedrich Bessel.
Bessel a développer I'analyse de ces fonctions en 1817 dans le cadre de ses études du mou-
vement des planetes induites par 'interaction gravitationnelle, généralisant les découvertes
antérieures de Bernoulli. Les fonctions de Bessel jouent un role important en physique ma-
thématique. Elles possedent certaines analogies avec les fonctions trigonométriques ; comme
leur caractere oscillant.
Les fonctions de Bessel sont aussi connues sous le nom de fonctions cylindriques ou d’har-
moniques cylindriques, parce qu’elles font partie des solutions de 1’équation de Laplace en
coordonnées cylindriques. Ces fonctions sont présentées dans toutes les bibliotheques ma-
thématiques de programmation, dans les logiciels de calcul symbolique comme MAPEL et
MATLAB.

Considérant ’équation différentiel du second ordre suivante [11] :

22 +ay + (22 + 1)y =0 (3.1)
La solution de cette équation différentiel est définie par :

y(r) = C1J,(z) + CrY,(x) (3.2)

Avec C; et Cy sont des constantes arbitraires

La solution finie & l'origine notée J,(x) est appelée fonction de Bessel de premiére espéce et

la seconde solution notée Y, (z) est appelé fonction de Bessel de deuceme espece.

1.1 Fonction de Bessel de premiere espece

La fonction de Bessel de premiere espece d’ordre v peut étre déterminée en utilisant un

développement en série de puissance de la fagon suivante :
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o= (=1)F(z/2)m 2 1w (2/2)? (z/2)” (z/2)”
I(r) :,;) KC(n+k+1) r(1+n)(§) L= 1(1+n)( B 2(2+n)< B 3(3+n)( o
(3.3)
Notons que I'(n + k + 1) = (n + k)!, nous pouvons écrire :
oo (_1\k T n+2k
o= 1y "

1,02

_05 | | |

F1GURE 3.1 — Graphe de la fonction de Bessel de premiere espece

Propriétés de la fonction de Bessel de premiére espéece

2
1) Jo1(2) + Joar(2) = 7”Jn(z), n=123.
2) Jn71(2> - JnJrl(Z) = 2‘]7/1<Z)7 n = 17273
d n n
3) 7 {z Jn(z)} = 2"Jn-1(2), n=1,23..
4) jz{z”(]n(z)] = —2z " Jni1(2), n=123..

1.2 Fonction de Bessel de seconde espéece

La fonction de Bessel de seconde espece Y,,(x) et parfois dite la fonction de Weber ou la
fonction de Neumann (notée N, (x))est liée a la fonction de Bessel de premiere espece par la

relation

Jn(z)cos(nm) — J_,(x)
sin(nm)

Yo(z) = (3.5)
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0.5

-0.5

v, @)

-1.5n |I

FIGURE 3.2 — Graphe de la fonction de Bessel de deuxieme espece

Propriétés de la fonction de Bessel de seconde espéce

2

1) Yo (2) = ¥ (2) — Yioi(2), n=123..
z

, 1
2) Yn—l—l(Z) = §[Yn—1('z) - Yn—l—l(z)], n = 1,2,3
3) Yé(z) =Y, 1(z) — EYn(z), n=123..
z
4) Yé(z) = EYn(z) — Yoia1(2), n=123..
z

1.3 Développement asymptotique des fonctions de Bessel

Les développements en série qui ont été donnés pour représenter les fonctions de Bessel
de premiere et de deuxiéme espece J,(x) et Y, (z) respectivement, ne permettent pas de
connaitre facilement I’allure de ces fonctions pour des grandes valeurs de la variable. Et

pour cela on donne les expressions asymptotiques suivantes de ces fonctions de Bessel pour

des grandes valeur de x.

Jy(r) ~ \/ZCOS(gv — (2v+ 1)2)
Y, (z) ~ @sin(aj — (2v + 1)2)
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2 Polynémes de Chebyshev

2.1 Polynomes de Chebyshev de premiéere et de deuxiéme espece

Les polynémes de Chebyshev de premiere espece T,,(z) sont des polynémes en x de degré
n définis par [19] :
T, (z) = cos(n arccos(x)) (3.8)

Les polynomes de Chebyshev de deuxieme espece U, () sont des polyndémes en z de de-

gré n définis par :
sin[(n 4 1)arccosz|
Un(z) = 3.9
(@ L 3.9)

2.2 Formules de récurrence des Polynomes de Chebyshev

1) Thi(x) — 22T, (z) + Toq(x) =0

2) Upyi(x) — 22U, (z) + Up—1(z) =0

3) T.(z) =U,(z) — 2U,_1(2)

4) (1 —2*)Up1(x) = 2T, (2) = Tpya(2)

2.3 Valeurs particuliéres des Polynomes de Chebyshev

1) T,(1) =1 2) Ty(—1)=(-1)"

3) T2n(0) = (‘U" 4) T2n+1(0) =0

5) Uznt1(0) = 6)  Uxn(0) = (-1)"
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TABLE 3.1 — Quelques cas spéciaux des Polynémes de Chebyshev

0 J O U k= W Nn= OB

Tn(z) Un(z)
1
x 2z
222 — 1 42 — 1
42% — 3z 8a® — 4z
8rt —8x? +1 162 — 1222 + 1

162° — 202 + 52
3225 — 48x* + 1822 — 1
642" — 11225 + 5623 — Tz
1282% — 2562% 4+ 160z* — 3222 + 1

3225 — 3223 + 62
6425 — 802t + 2422 — 1
12827 — 1922° + 802® — 8x
2562% — 44825 + 2402* — 4022 + 1

3 Fonction de Heaviside

La fonction de Heaviside H(x), également appelée fonction unité est une fonction dis-

continue dont la valeur est zéro pour les arguments négatifs x < 0 et un pour les arguments

positifs > 0, comme illustré

Cette fonction est couramment utilisée dans la théorie des mathématiques tel que le
traitement de signal pour représenter un signal qui s’active a une heure précise et reste

activé indéfiniment. Dans ce travail, la fonction de Heaviside est utilisée pour représenter le

0.8
] e s st
0.4

0.2

[ p—

___________________

-3 -2

FIGURE 3.3 — La fonction de Heaviside

comportement oscillatoire des déplacements ainsi que les contraintes.

4 Transformée intégrale de Hankel

La transformée de Hankel est une transformation intégrale, qui a été développée par le

mathématicien Hermann Hankel, elle est aussi connue par la transformée de Fourier-Bessel

car cette transformation se base sur la transformation bidimensionnelle de Fourier.
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La transformée de Hankel exprime une fonction donnée f(z) comme la somme pondérée d'un

nombre infini de fonctions de Bessel J,(Az) de premiere espece, elle est donnée par [20] :
F,0\) = H{f(2)} = / J,(\2)zd> (3.10)

ou F, est la fonction transformée et J,(Az) la fonction de Bessel de premiere espece d’ordre

vavecv > —1/2.
Ainsi, la transformée inverse de Hankel F,(\) est bien définie comme suite :
flz) = / FL (A, (A2)AdA (3.11)
0

4.1 Propriétés de la transformée de Hankel

¢ HAPE) = [+ DEAR) — (0~ DE (V)

A
o HAn, flaz)} = —QF (=) ou A, est opérateur de Laplace dans les coordonnées
a a
lindriques a,= 2 +1a 2y
cylindriques A,= 25 + 5. — (-
A
o HAiz'f(2)} = E[Fu—l(A) + Fv+1(>\)}

. Hu{z”ljz[zl” )]} = -AF ()
. H 1dd )]} = AR ()

« H{a, f(2)} = -NH{f(2)}

5 Equations intégrales

Une équation intégrale est une équation dont la fonction inconnue apparait dans l'in-
tégrant. Les équations de Fredholm et les équations de Volterra sont leurs plus célebres
représentants. Elles apparaissent dans des problemes de transfert d’énergie et des problemes
d’oscillations. Les équations intégrales sont a priori moins simples a résoudre que les équa-

tions algébriques ou les équations différentielles [18].

5.1 Equations de Volterra

Les équations de Volterra sont des cas particuliers de ceux de Fredholm. Les équations

de la forme

flz) = / " Kz, )p(t)dt (3.12)
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o) = () + [ Ko, tpe(t)dt (3.13)
sont appelées intégrales de Volterra de premiere et de deuxieme espece respectivement. Elles
sont caractérisées par une borne d’intégrale variable.

Equation intégrale d’Abel

L’équation intégrale d’Abel a eu lieu comme 1'une des premieres équations intégrales de
I’histoire des mathématiques, nous pouvons écrire sa forme générale d’apres ’équation de

Volterra suivante [8] :
/ax [h(x)f(t)adt:g(x),()<x<b (314)

2

Si nous posons h(7) = 72, nous obtenons :

/zwi(i)fﬂcvdt:g(g:)’ 0<a<l,0<z<b (3.15)

Ce que 'on appelle I’équation intégrale d’Abel, dont la solution est de la forme :

f(t):m(ﬂ&)d{/j[ﬁm(ﬂdr, a<t<b (3.16)

T dt — 72|l-e

Les équations ensemble sont connues par la transformation d’Abel intérieure. Dans un autre

cas, I’équation :

’ 7f(t> dt = 0 1,0 b 3.17
/x[t2—x2]a = g(z), <a<l,0<z< (3.17)
et sa solution :
2sin(ra) d [ (= 71g(7)
f(t) - dt|:/¢: [tz_Tz]l—adT , a<t<b (3.18)

sont connus par la transformation d’Abel extérieure.

5.2 Equations de Fredholm

Equations de Fredholm de premiére espéce

On appelle équations de Fredholm de premiere espéce toute équation donnée sous la

forme suivante :

b
fla) = / K (x, 1) p(t)dt (3.19)
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ou  est la fonction inconnue que 1'on souhaite déterminer, f(z) est le terme de source, alors
que K représente le noyau de I’équation. Les limites de I'intégration sont des constantes c’est

la caractéristique principale de ’équation de Fredholm.

Equations de Fredholm de deuxiéme espéce

Si la fonction inconnue apparait a la fois a l'intérieur et a U'extérieur de l'intégrale,

I’équation intégral de Fredholm est de deuxieme espece, elle est donnée par :

plr) = 1) + [ Kl g0yt (3.20)

6 Meéthodes d’intégration numérique

L’intégration numérique a pour but d’aborder le calcul général de I'intégrale d’une fonc-

tion f(z) sur un domaine fini délimité par des bornes finies a et b.

I:/abf(x)dx

En effet le nombre de fonctions dont on connait leur primitive est en fait tres faible. Par
ailleurs la connaissance d’une primitive F' ne suffit pas lorsque I'on ne sait pas calculer les
valeurs de F'. Par exemple, on sait que 12 d; = In2; mais connait-on explicitement In2? Il
est donc intéressant concernant / x)dx

- sur le plan pratique, de pouvoir obtenlr une approximation lorsque les primitives de f ne
sont pas calculables.

- sur le plan théorique, de connaitre des méthodes permettant d’obtenir des encadrements

d’amplitudes aussi petits que souhaités.

6.1 Méthode des trapézes

La méthode des trapezes consiste a diviser Uintervalle [a,b] en n parties égales et a
approximer la surface de chaque "tranche" par un trapéze construit a partir des valeurs de la
fonction aux bornes de chaque sous-intervalle. La fonction est donc remplacée par une droite

sur chaque sous-intervalle.

—a z": f(xi_l)z— f (i) (3.21)

i=1
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FI1GURE 3.4 — Méthode des trapezes

6.2 Meéthode de Simpson

La méthode de Simpson consiste a diviser U'intervalle [a, b] en n parties égales (n : entier
naturel paire) et a approximer la fonction sur chaque "tranche" par une parabole construite

a partir des points de la fonction aux bornes et au milieu de chaque sous intervalle.

f(xifl) - f(l’z)

b—a <
I = > [f(ziia) +4 5 + f(xi)] (3.22)
/’T*;-m"‘

_,ff I \\ _r";l

S i
| : /
: ' \\“1___ _,T/
| |
| |

al flu ;r:l £ ) flz 1 b

FIGURE 3.5 — Méthode de Simpson

Conclusion

L’étude des problemes d’élasticité nécessite la connaissance de 1’outil mathématique
comme les fonctions spéciales et les équations intégrales. Cette base mathématique permet
de simplifier la solution et d’obtenir analytiquement des expressions des déplacements et des

contraintes ainsi que le facteur d’intensité de contrainte dans les problemes de fissuration.
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Chapitre 04 : Torsion axisymétrique d’une plaque fissuré

1 Formulation du probléme

On considére le probleme axisymétrique d'une plaque épaisse élastique, homogene et
isotrope. La déformation est due a la rotation d'un angle w d’un disque rigide de rayon b. Le
milieu est affaiblie d’une fissure interne circulaire de rayon a dans le plan z = 0. La plaque

est encastrée sur une base rigide indéformable le long de sa partie inférieure.

V4
I 3
w
-
Disque rigide
A
b
h2 Région 2
i Fissure circulaire
p T
X )
Région 1
hy
A 4

Base rigide indéformable

FIGURE 4.1 — La géométrie du probleme

On choisi le systeme de coordonnées cylindriques (r, 6, z) comme un repére de référence.
Pour le type de probléme de torsion axisymétrique, la seule composante non nulle de vecteur
déplacement est la composante angulaire uy elle dépend seulement des variables axiales et
radiales z et r. Le module de cisaillement du milieu élastique est notée G. En ’absence des

forces volumétrique, ’équation d’équilibre en déplacement sera donnée par :

a2u9(r7 Z) + 8“9(T7 Z) . U’G(ra Z) + 82’&9(7“, Z)
or? ror 72 022

=0 (4.1)

et les seules composantes de contraintes non nulles s’expriment en fonction du déplacement

angulaire :
10 (1, 2) = Ga“@a(zz) (4.2)
Tor (1, 2) = G(auea(:’ 2) u@(:, Z)> (4.3)

Distinguons deux régions différentes, la région (1) correspond a [—h; 0] alors que la seconde

région [0 hy]. Le déplacement dans la zone k = 1,2 est noté uék) ainsi que la contrainte

tangentielle 7-9(5) .
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Les conditions aux limites

(a) Uél (r,—=h1) = r>0
(1) (2)
B Aeo=Pe0=0  r<a "
(c) é (r, ho) = wr r<b
(d) Tez (73 hy) =0 r>b

ol w est 'angle de rotation angulaire.

Les conditions de continuités

Sur le plan de la fissure on remarque la continuité des déplacements et des contraintes.

(e) 7'6%)(7“, 0) = 7'9(3) (r,0) r>a (45)
(f) ug)l)(r, 0) = u§2) (r,0) r>a '
Pour obtenir la forme générale de la solution de 1’équation (4.1) on applique la méthode

basée sur la transformée intégrale de Hankel déja définie dans le chapitre 3.

/oo [82u9(r, 2) N Oug(r, 2) _ ug(r, 2) n Pug(r, 2)

or? ror 72 022

]rJl(Ar)dr =0 (4.6)

Avec Ji(Ar) est la fonction de Bessel de premiére espece.

En utilisant la propriété de linéarité de la transformation de Hankel, nous avons

/000 {%2:29 + faui — ?}TJl()\T Ydr + /OOO [ ;:;%Jl()\r)dr =0 (4.7)

Commencons par la premieére intégrale de cette derniere équation et intégrons chaque partie

de l'intégrale a part

/0 [%Q;Lqr(]l()\r)dr = /Ooo u@aa:Q(TJl()\r))dr

/0 (681;9>J1()\T)dr = — /OOO ueg(Jl(Ar)>dr

L Cyrnenar = [ (4) 0wy

En remplacant ces dernieres équations dans la premiere intégrale on trouve

o0 02 0 Ji(A
L :/0 rug(r, z)(a 5J1(Ar) + —arJl(/\ r)— 1£2r)>dr
On pose p = A\r = dp = \dr
0? 0 Ji(p)
_ 2 _ Y1
h= [ r¥ualr2) (g hio) + 5 () = )

On a:
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Fono)+ -2 nin) (= ) =0 =
g 10) + o hp Z)h) =0 avee v =

Alors
I = —\? /oo wg(r, 2)rJy(Ar)dr
0

Intégrons la deuxieme partie de l'intégrale donnée par (4.7) :

© 9% 9% o
I :/0 7“( 3229)‘]1(>‘T)dr = @/0 rugJy (Ar)dr

Remplagons I; et [ dans I'équation (4.6)

2

—\? /Ooo rug(r, z)Jy(Ar)dr + 6822 /OOO rug(r, z)Jy(Ar)dr =0 (4.8)
Ur(z) = /OOO rug(r, z)Jy (Ar)dr

I’équation (4.8) devient
2

ddZQU)\(Z) —XNU\(2) =0 (4.9)

La solution générale de cette équation est donnée par
U (2) = Ci(N)e™ + Dy(N)et (4.10)
La transformé inverse de Hankel nous permet de déduire le déplacement angulaire
W (r, 2) = /0 ~ A(Ci(A)e—AZ + Di()\)e”) 1 (Ar)dA (4.11)
Ce qui nous permet de déduire la contrainte tangentielle sous la forme
D2 = —a /0 ot (CZ-(A)e*Z _ Di(A)e*Z> Ty () dA (4.12)

ou C;(A) et D;(A) sont des fonctions de A

2 Equations intégrales duales

L’utilisation de la condition aux limites dans le plan de I’encastrement
ug(—hy) =0
et les conditions aux limites (b) et (e) au plan de la fissure

70.(0)=0 7 >0
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nous permet de déduire le systéme suivant :

[ M@+ e —o
(4.13)
/OOO )‘2({01<>‘) — Cy(N)ye™ — {Di(\) — Dy(N\)} eAZ) Ji(Ar)dA = 0

La résolution de ce systéeme d’équations nous permet de réduire le nombre des constantes

inconnues a 2 constantes de \

D1<>\) = —01()\>€2>\h1
(4.14)
Dy(A) = Co(A) = C1(A) {1 + e}

Les déplacements et les contraintes pour les deux domaines

Les déplacements et les contraintes dans les deux régions [—hy, 0] et [0, hy] sont données

respectivement sous les formes suivantes :

ufd(r,2) = [T ACHA) [ = @] ()
[—h1,0] : (4.15)

7. (r,2) = =G /O TGN [ 4 AR (Ar)dA

uP(r,z) = /0 ” A = G + e)e + Co(A) (e + )] Jy (Ar)dA

O,hz : o)
ot 2(r,2) = -G /0 M[C1A) (1 + e?M)er 4 Co(A) (e — &) |11 (Ar)d

(4.16)
ou J; est la fonction de Bessel de premiere espece d’ordre 1 et G représente le module de

cisaillement.

En utilisant les autres conditions aux limites (b), (c), (d) et (f) on déduit les 4 équations

intégrales duales suivantes :

a) / AL G+ e ¢ ) e+ M) LA = wr 7 < b
0

b) /OO NCN[1+ ML (AdA =0 r<a
0

c) / TR[CA( + MM 4 Co(A) (e — M)y (Ar)dA = 0 r>b
0

d) /OOO ALV = G| (Ar)dA =0 r>a
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3 Réduction a un systeme algébrique

La réduction au systeme algébrique se fait a a laide d’un développement de fonctions de

Bessel

Tout d’abord déduisons quelques formules des intégrales en .J; et cela en utilisant les formules
données par Gradshteyn et Ryzhik. [19], formule 6.522.11 voir A.5
2 Ty (r/z)
o0 x x 5
Sachant que : /O Mo(A) Ty A5y (05N = ;rr 0
r>ux

r<<x

ou Ty,+1 est la fonction de chebyshev de premiere espéce déja définie par la formule (3.8)

et a l'aide d'une intégration par parties :

AL (A1) — Ardo(Ar)

2 2

ou
0 T T
M,(A2) = o {Jn+;(>\2)J_(n+é)()\2) n=01.. (4.17)
on obtient :
/ AN MyOa)dh = § ™ Va2 — 12 (4.18)
0
0 r>x

et sachant que

/0 Aot AT 1y (A5) =T 3 (A5) T nyy (A5)]dA = ; .

ou Uy, 41 est la fonction de chebyshev de deuxiéme espece définit par la formule (3.9)

4 2
—/1 = 5Us, <
z z 7 z x {mv 22 a(r/z) r<wz

et en raisonnant de la méme maniére précédente (a I'aide d’une intégration par partie)

AL (A1) — Ardo(Ar) N, (A) — Jn+%(/\f
ou

B
Na(Ar) = Azs

x x x x
Jn+%()\§)i(n+§)()\§) - Jn+g()\2)J(n+g)()\2)] n=0,1.. (4.19)

On trouve 4
—— /1 = Uy, <
X #Uanna(r/2) he (4.20)

0 r>x

/O T LN, ) dA = {

En tenant compte des formules intégrales (4.18), (4.20) et pour satisfaire les deux équations

homogenes c) et d) nous pouvons définir
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Aot | CLO(1 + €2V )eMe 4 Cy(A) (e — e’\h2)} = 3" M, (AD)

(4.21)

oty — CQ(A)} — 3 BuNu(ha
- n=0
avec
wr=—— (4.22)

La résolution de ce systéeme d’équations nous permet de déduire les deux fonctions de A
Cl et 02

1 o0 [e.9]
AwrCi(A) = e~ M2  eA(2hiths) > oMy (AD) + (e — M) D 5”N”(/\a)]
n=0 n=0
(4.23)
1 o0 o0
AwrCy(A) = ez 4 @A(2hi+hs) > anMy(Ab) — (1+ )= 3 B”N”()\aﬂ
n=0 n=0

Substituons ces deux fonctions dans les deux premieres équations intégrales non homo-

genes
— [ 1 “Mha  A(2hi+hs 27\hy 2r
> | i (e = O, ML () — 2(1+ ¢2)8,N, ()| (Ar)dA =~
1 4 M ~Mhz _ oo
Z / T [ WMD) + (e — M) N, (Aa) | i (Ar)dA = 0
(4.24)
En tenant compte de la formule de Gegenbauer
—rJi(Ar) = > (2 = Som) Xon (Az)cos(me,,) r<z;r=a,b (4.25)
m=0
Il,m=n
ou dg,, est le symbole de Kronecker : §,,,=
0,m#mn
aJ2 A
Xn(Az) = o\ —( QC) et ¢, =sin~ (r/z)

et apres avoir éliminer la variable radiale, les deux équations données par (4.24) peuvent

étre écrites sous la forme suivante

oo 00 ) 1 B
Z_:O (2 — Som) Xom(Ab)cos(2may) Z / P TG (e 2 — Aem+ha)y o p (\D)
—2(1 + )3, N, (Aa)]d\ = 1 — cos(2¢p) r<b (4.26)
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Z_jo(z — Som) Xom(Aa)cos(2maba) z_jo /O N s A M (D)
+ (e™M2 — e?2)3 N, (Aa)]dA = 0 r<a (4.27)

Remarquons que le systeme cos(me) est linéairement indépendant, en égalant les coefficients

de cos(2me,) pour les deux cotés on trouve

© 00 1 -
Z / e M2 e 2h1+hz2) [(e Mz _ eA(2h1+h2)>anMn()‘b) - 2<1 + e2>\h1)5nNn()‘a)]Xm()‘b)d)‘

= dgm — "

1+ e AR AR
Z / o[ M () 4 (€77 = ) 3,N, (M)l X (Aa)dA = 0
(4.28)

Ce systeme infini peut étre écrit sous la forme

> d
Z OénAmn + 611 mn] - (SOm - 1Tm

(4.29)

[e.e]

n=0

ou

A = /0 T AL Moy (AB) X (AB)dA

B = /0 T L ()N (M) X (AD)dA
(4.30)

Corrn = /0 Afs(N) Mo (AD) X (M) dN

D, = /0 AN N (M) Xon(Aa)dA

tels que les différentes fonctions fi(\) sont données par :

—Ah2 _ oA(2hi+he)

fi(A) = iz 1 A (2hitha)

—2(1 + )
f2(/\) = e~z | A(2hi+ho)

(4.31)

1 4 2\
f3(/\) = =Mz | eA(2h1+h2)

3 = (e =1+ )
fa(A) = e~ A2 | eA(2h1+h2)
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Pour la résolutions numérique du systeme (4.29) on remplace / Yin(A)dA par
0

A 00
/ ' Yin(A)dA 4+ | [Expression asymptotique]d\
0 Ao

ou A\ est suffisamment grand et / Y,un(A)dA représente chacun des coefficients donnés par
0
(4.30)

Déterminons les expressions des fonctions équivalentes a I'infini :

Les termes en O(%) sont a négliger

sachant que :
J2(A5) = = [1+ (—=1)"sin(\z)] (4.32)
on déduit

(—=D™xcos(Ax) 1+ (=1)"sin(\a) (4.33)

oxImAg) = X »
et sachant que :
Ty Ay (A0) ~ Wixsin()\x) (A = 00)
Ty Oy A0) = s (Vo)) (A) = —va(n + Deos(Az) (A — o0)

on trouve les deux expressions données dans (4.17) et (4.19)

M, (AD) ~ 7T2b {b coi\()\b) B sin)g\b)} (4.34)
AN, (\a) ~ 7:22(71 +1) [asin()\a) + QCOS)\M] (4.35)

Ce qui donne ensuite

m 4 cos®(\b)

w2 \?

My (AD) X (AD) = (—1)

7222 (n+1) (_1)masin(22>\>\a) N (—1)™(3cos (/\(;; — 1) —sin(Aa)

AN, (Aa) X, (Aa) ~

(4.36)
Il est claire que pour des grandes valeurs de A les fonctions équivalentes f1(A), fa(A), f3(A)

et fy4(\) tendent vers -1, 0, 0 et -1 respectivement
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Alors les coefficients donnés par (4.30) deviennent
A 00
A = / " RO Mo (D) X (AB) A — / Mo (D) X, (AD) N
0 A0
Ao
B = / Fo NN (Aa) X (AD) A
0
(4.37)

Com = /0 A5\ Moy (AD) X, (Aa)dA

Dy = /0 A )N (A0) X (At} N — :O AN, (Aa) X, (Aa)dA

Evaluons les termes asymptotiques des intégrales/oo M, (Ab) X, (AD)d et - AN, (Aa) X, (Aa)dA
A A
pour des grandes valeurs de A ’ ’

En intégrant les expressions données par (4.36) on trouve

/:O My (AD) X (AD) A ~ (—1)™ [cosi(Aob)

2

T si(2>\0b)] (4.38)

o0

AN, (Aa) X, (Aa)d\ ~

6
a2 (n+1)

a{ci(/\oa) + 2(—1)msi(2)\0a)}

— ;{Sin()\oa) + (=)™ - 3(3052()‘0@))}} (4.39)

0

ou si(z) est la fonction intégrale sinus

si(z) = — /:O Smf(g)df

et ci(x) est la fonction intégrale cosinus

ci(z) = — /;O cosg(f)dg

4 Résultats numériques

Pour déterminer les coefficients «,, et 3, nous devons évaluer les intégrales infinies du
systeme (4.29), pour le faire les premiers membre des intégrales données par (4.37) sont
évaluées numériquement a ’aide de la formule de Simpson en choisissant A\g = 7000 tandis
que le deuxiéme membre sera remplacé par I'intégrale des fonctions équivalentes.

La résolution du systéme permet d’obtenir les valeurs des coefficients «,, et 5, données dans
les tables ci-dessous sous forme adimensionnelle pour différentes valeurs de %, hbl et };)2
Afin de transfomer le systeme algébrique (4.29) adimensionnelle, nous utilisons les change-

z r a
ments de variables suivantes :— = Hy, 2= Hy, - =, p,—=cet A\b=n.

b b b b P
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Par conséquent, les quatre intégrales infinies A,.,., Byn, Cn €6 Dy peuvent étre exprimées

pat: 1 1 1 1
Amn =-A s an =-D 5 Cmn = —C, t Dmn = =D

pmn p o mn p2 -~ mn S p2 - mn
tel que :

Ay = [ R0 M) X ()i

Bl = [ £ Nun )Xo (m)dy

(4.40)
Chun = [~ nfs0) Mo (n) Xin(n )l
Dip = [ nfat)Na(0) X (m )l
Les intégrales précédentes sont aussi a décomposer sous la forme
100 Ao 00
A= [ DM )Xoy = [ M () Xn(m)ln = [ M ()Xo ()
0
100
Bl = [ R)Nan ) X(m)d
100
Cou = [ nfs0) Mo (n) Xon(m )l
100 Ao [e9)
Dy = [ nfNa(n ) Xonme)dn = [N ) Xon(me)dn = | nNa(n6)Xon(n )y
0
(4.41)

le tableau donné ci-dessous donne les différentes valeurs de a,, et b, pour une variation
du rapport a/b et une fixation des épaisseurs H; et Hy de la plaque.
on remarque a partir du tableau que nous avons une convergence rapide des coefficients dans

le cas ou le rayon du disque est plus grand par rapport au rayon de la fissure.
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TABLE 4.1 — Valeurs de a,, et b, pour Hy =1et Hy =1

n ‘ a/b=0.5 ‘ a/b=1 ‘ a/b=2
Qn
1 -8.043009122043451 -4.113954710830044 -2.189032313005265
2 -0.002220505162447 -0.008607320806489 0.031334499639273
3 0.000194856048836 0.004565768178776 0.009225284312665
4 -0.000005525494190 -0.000511978240113 -0.007846858311937
5 0.000001287213953 0.000007628550542 0.002921479295217
6 -0.000003934324276 0.000003620466152 -0.000568292904059
7 0.000006923218836 -0.000000151414425 -0.000038538225760
8 -0.000001951050255 0.000000175109650 0.000072191859446
9 0.000012858575986 0.000000314413956 -0.000025589242691
10 0.000005774939402 0.000000780721345 0.000002870982848
bn

1 -0.112995544405876 -0.125426700431168 -0.057418109324221
2 0.013663174759802 0.005194473707260 -0.001474751186725
3 -0.000376915798090 0.002010651781286 0.001171368377714
4 -0.001095989925221 -0.001711439800216 -0.000877161883406
5 0.000956557005438 0.001240416608345 0.000645136244727
6 -0.000849294195828 -0.001078570224399 -0.000562112735685
7 0.000649788166812 0.000824484823555 0.000429669605076
8 -0.000613745683377 -0.000778911111188 -0.000405906199637
9 0.000471017015406 0.000597807250895 0.000311530351886
10 -0.009078774007909 -0.011522747714312 -0.006004742270811

Inversement a ce qui a été fait dans le tableau précédant, le tableau donné par 4.2

représente les coefficients a,, et b, pour une variation des épaisseurs H; et Hy et une valeur

fixe du rapport a/b.

Les valeurs obtenus montrent que nous avons une convergence plus rapide lorsque ’épaisseur

de la plaque augmente.
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TABLE 4.2 — Valeurs de a,, et b, pour a/b =1

n | Hi=05Hy=05 | Hi=2Hy=2 | Hi =25Hy=2
Qn
1 -3.885254210546745 | -4.011808254160004 |  -4.009905499269479
2 -0.284653904576540 | 0.000286604831899 |  0.000239620970527
3 0.062453694704587 |  0.000014251609952 |  0.000014564628124
4 0.001909708926385 |  -0.000002003261393 |  -0.000002012373445
5 -0.001235774939249 | 0.000000091740122 |  0.000000123064107
6 -0.000323855115098 | 0.000000005661733 |  -0.000000030817138
7 0.000146631694218 |  0.000000051518977 |  0.000000091622852
8 -0.000048031237887 | 0.000000165241531 |  0.000000121779434
9 0.000019602080698 |  0.000000364493986 |  0.000000410680392
10 | 0.000000419994576 |  0.000000687953696 |  0.000000638553037
bn

1 -0.243795090868290 |  -0.020853338408497 |  -0.020657220133468
2 0.016109253911678 |  0.000270181364369 |  0.000273899062006
3 0.001724712236627 |  0.000359178499270 |  0.000355324549783
4 0.000504309941512 |  -0.000296125731354 |  -0.000293162790506
5 -0.000970756432462 | 0.000218231780892 |  0.000216053154827
6 0.000811012694592 |  -0.000190151529624 |  -0.000188253281784
7 -0.001006470768310 | 0.000145348317312 |  0.000143897326039
8 0.000896313819838 |  -0.000137309851404 |  -0.000135939108747
9 -0.001079799401075 | 0.000105384190601 |  0.000104332154892
10 | -0.020123536511224 | -0.002031280838081 |  -0.002011002862378

5 Les grandeurs physiques

5.1 Les expressions analytiques des déplacements et des contraintes

Les déplacements et les contraintes peuvent étre déterminer a ’aide de I’équation (4.15)
pour la région (1) et I’équation (4.16) pour la région (2) et cela apreés avoir déterminer les

constantes C1(\) et Cy(A\) donné par I’équation (4.23), ainsi on trouve :

Déplacements et contraintes pour [—hy, 0]

Uél) (’[” z Z Az )\(2h1+z) |:Q ()\) _'_ (ef)\hg o e)\hz)R ()\):| d)\ (4 42)
wb =2 4 A(2h1+ha) n .
(1) oA A(2h1+2)
To, \Th %) (r,2) +e Y N
Gw Z / oMz 4 oM2hi+ha) [Qn()‘) + (e —e 2)Rn()\)}al)\ (4.43)

Déplacements et contraintes pour [0, hy)

uéz) (r,2)

1 -z A(2h1+2)
_ Z/ o2 + e (2h1+ha) |:<e — e 1 )Qn(/\)

— (14 e?m)(e M) 4 M) R (N)]dA (4.44)

wb
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(2) 2 x
Ty (T7Z) b A Az A(2h1+2)
Gw / e—Ah2 4 A(2hi+h2) [( +eTHT)Qn ()

+ (14 eM)(e 79 — X2 R (N)]dA (4.45)

avec

Qn(N) = @, M, (\)Jy (\r)

R (A) = BnNn(Aa)Ji(Ar)

- Ainsi nous déduisons les déplacements et les contraintes pour les surfaces supérieure, in-

férieure et au plan de la fissure.

L’utilisation de I’équation (4.42) pour z = 0 donne :

2)\h1

Ny
= X [ e (@) £ R (@

wb

Pour évaluer numériquement cette intégrale nous devons la décomposer comme suit

/OO IO\ 7)dA = /OO I\ r) = HO )] dA + /OOO H(, r)dA

0 0
ou H(A,r) = lim I(\,7)

A—00

1 _ 62)\h1 (1 _ e?)\hl)(ef/\hz _ e)\hQ)
€
e—)\hz + e>\(2h1+h2) e—)\hg + e)\(2h1+h2)

Sachant que : tendent respectivement vers 0

et 1 lorsque A — oo et en tenant compte de la formule donnée par (4.20)

Nous déduisons :

u im0 Z o2\ 0.0 A2 | AR —hs)
- —Ahg_’_eA(th—&-hQ) n ez | eA(2hi+hs)

R,(N)|dA
—H(a—r) i BaVa? —12Uspi1(r/a) (4.47)

En utilisant la méme démarche précédente on déduit la contrainte au plan de I’encastrement :

Te(z) |z—7h1 _ bQ Oo / 26Ah1

Gw e~ 2 | o\(2h1+h2)

On(N) + (e — eAhZ)Rn(A)} AN (4.48)

La contrainte au plan de la fissure est donnée ci-dessous :

(1)

wele0 D z AR ECVEREN R V) (4.49)

ou f3(A) et fi(A\) sont des fonction de A\ déja définie par (4.31) leurs fonctions équivalentes

sont respectivement : 0 et -1
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Apres avoir décomposer cette I'intégrale on trouve :

7 Lo *Hr_az [ AR + () + DR
b?

- T H(r—a Z 8, /OO AN, (Aa)Ji(Ar)dA  (4.50)

Or I’équivalent de AN, (Aa) a 'infini est donnée par (4.35)

8(”;‘21)((1 sin(Aa) + QCOSAM)} Ji(Ar)dA

(e

Alors /0 TN, (M) Sy (Ar)dA = /0 - {/\Nn(/\a) -

L8+l /OOO {asin(z\a) 4 QCOS(M)} Ji(Ar)dA

Ta? A

Ensuite nous utilisons les deux intégrales suivantes donnés par : Gradshteyn et Ryzhik.
[19], formule 6.671.1 et formule 6.693.2 voir (A.1) et (A.2)

. . a
o sin(arcsin(—))
/ sin(Aa)Jy (Ar)d\ = ————=L— a<r
" o (4.51)
/OO cos(Aa) J1(Ar)d\ = cos(arcsin(g)) a<r
0 A r
Nous déduisons enfin les deux contraintes :
(1) (2)
To. ls=0 _ Tp, =0 _ 0° B { }
o Tl Vg, 0y [ )+ () + DR (V)] A
b 8(n+1), . 2cos(\a)
- EH r—a) Z Bn [/ {)\Nn()\a) - (a sin(Aa) + ﬁ) J1(Ar)dA

8(n+1) 2r* —a?
ma?  ry/r2 — a2

] (4.52)

Apres avoir décomposer I'intégrale et remplacer son deuxiéme membre par (4.20) , la formule
donnée par (4.44) pour z = 0 nous permet de déduire le déplacement suivant

e—Ah2 + e)\(2h1+h2 n e—h2 + eM(2h1+h2)

- in (a—r z BN@ — 12Uy (r/a) (4.53)

Rn()\a)] d

Le déplacement dans la deuxieme région pour z = hy est donnée par

7“ h2 A(2h1+h2) 2(1 +e2Ah1)
- Z/ e~ M2 e/\ (2h1+h2) Q”( ) o e—Ah2 eA(2h1+h2)R"<)\)} dA (4'54)

or les fonctions multipliés par @, (\) et R,(\) tendent respectivement vers -1 et 0 , alors

en utilisant la décomposition de lintégrale et la fonction équivalente de M, (A\b) donnée
par (4.34) et sachant que (A.3) :
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/OO Sm;)\b) Ji(Ar)d\ = \/ -0+ arcsm(b) r>b
0

nous trouvons :

(2) oMk 2X\h
Uy |a=hy _ by 2 2(1 4 e2Ah2)
bow bH(b r) _5 (r—b) Z/ [ "Xzt oM2hitha) Qn( )— JRESYS +eA(2h1+h2)R”()\) dA

H(r—1b) Z n { / { () — fb (Cosyb) _ Sm;j“) } Ti(Ar)dA

4 7r2r (bm — rarcsin(i))] (4.55)

L’utilisation de I’équation (4.45) permet de déduire la contrainte dans la surface supérieure
de la plaque sachant que/ AJ1 (A1) M, (Ax)dX est donnée par (4.18)
0

(2) 00

Tow |z=hy 52 Toni1(1/b)

0z 12=ha H bh— B 4.56
Guw b=1) 2, e i (4.56)

l,r<z

ou H(x — r) is the Heaviside step function : H(x — r):{
O,r>zx

- Pour tracer les courbes, il faut réécrire les formules des déplacements et de contraintes

sous forme adimentionnelle. Pour cela nous effectuons les changements de variables suivants :

hy ho z r a
Moo gt = et A=
b 17 b 27 b g? b p7 b & e T’
Déplacements et contraintes pourD; = [—hy, 0]
1) o oM _ an(2H1+C)
U e e o )
S EZL/ S (@) Ry (457

7'9(2) p, ¢ / e 4 en2Hi+)

e nHz 4 en(2H1+Hz) [Q (m) + (e — e”HQ)Rn(nc)}dn (4.58)

Déplacements et contraintes pour Dy = [0, hy)

(2) )
uy” (p; €) b > 1 —n¢ (2H1+C)
wb 2 2_:0/0 etz y on2Hi+12) (7€ — ) Qu ()
— (1 + X)) (g n(H2m0) en(HTO)Rn(TIC)]d?? (4.59)
Téz)(pv b~ [ U —ng n(2H1+()
Tt =33 [ i e [ 00,0

+ (14 21 (e 120 — enH=O) R (ye) | dy - (4.60)
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Présentation des résultats

Les principaux résultats de la simulation sont présentés par les figures ci dessous sous

forme adimentionnel ou u)” = w*ul et 75” = w*r\?). Ces dernieres représentent le com-

portement des déplacements et la répartition des contraintes a travers le milieu élastique en

fonction du rapport r/b pour différentes valeurs de (, Hy, Hs et de ¢

0 T~ T T ——
001 1
o 2/b=-2
2/b=-1
\ 2b=-0.5 ||
-0.021 2/b=-0.25
2/b=0
= 003 1
2
ST 004+ :
0.05F .
-0.06 ' .
_007 1 1 il il
0 2 4 6 8 10

P

)

FIGURE 4.2 — Variation de uz(l en fonction de p pour une variation de (

Op—————— ' S—
\\\\ —— - ”T,_,j———*’__.i,_.jf—_'i'_iir_-i_
02F \-\_7_77_7_,,_7—77-*.'. ] = i
0.4 1
06 - z/b=0 4
z/b=0.25
08" z/b=0.5 4
™ z/b=1
;‘f— 1k z/b=1.5 i
oS z/b=2
=)
1.2 1
1.4 - B
-1.6 1
18 1
2 L 1 1 L L
0 0.5 1 1.5 2 25 3

)

FIGURE 4.3 — Variation de u;@ en fonction de p pour une variation de (

Les résultats pour la variation de la composante du déplacement angulaire uéi) en fonction
de p = r/b sont représentés graphiquement par les figures (4.2) et (4.3) pour différentes va-
leurs des distances axiales z . Pour chaque domaine nous avons choisi différentes valeurs de ¢

avec les valeurs particulieres des deux épaisseurs Hy; = 2, Hy = 2 et la taille du disque ¢ = 0.5.
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Nous remarquons que les déplacements dans les deux régions augmentent en s’éloignant

de I’axe verticale, puis diminuent en dehors de la bande du disque avec 'augmentation de p.

0 k- T T
001F \ N
‘.\ ~
\
\\
\
002f |
\
= \ z/b=-2
= \ 2ib=-1
i -0.03 \ z/b=-0.5 ||
- \ z/b=-0.25
-0.04 \
\
-0.05 \ .
\\._\_
7006 1 1 L L
0 1 2 3 4 5
£
. *(1 . ..
FIGURE 4.4 — La contrainte Tez( ) en fonction de p pour une variation de ¢
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04r 2ib=2
- \
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& 06r
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Ak ./
i ‘ . . ‘ ‘
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P
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FIGURE 4.5 — La contrainte 7'92( )

en fonction de p pour une variation de ¢

La répartition des contraintes de cisaillement dans le milieu élastique est également illus-
trée par (4.4) et (4.5). Initialement il est claire que les contraintes commencent a augmenter,

elles atteignent leur valeurs maximales, puis elle diminue en s’approchant de I'axe verticale
avec l'augmentation de la valeur de p.
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- Résultats pour une diminution de I'épaisseur de la plaque :
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FIGURE 4.6 — Les déplacements uj") et u}® pour Hy =1 et Hy =1
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c=0.5, H1=1 et H2=1

c=0.5, H1=1 et H2=1
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FIGURE 4.8 — Les contraintes r;‘(” et 7'5;(2) pour Hi=1et Hy =1

c=0.5, H1=0.5 et H2=0.
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FIGURE 4.9 — Les contraintes 7';(1) et TJZ(Q) pour H; =0.8 et H, =0.8

z

On remarque a partir des figures 4.6 - 4.8 que les déplacements et les contraintes sont

inversement proportionnelles au rapport d’épaisseur de la plaque.
- Les déplacements et les contraintes pour les différentes plans de la plaque :

e Le plan externe de la plaque z = hy :
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FIGURE 4.10 — Variation de u2(2) (p, Hy) pour ¢ = 0.5, H; = 1 avec la variation de Hj
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FIGURE 4.11 — Variation de uZ(Q) (p, Hy) pour Hy =1, H; = 1 avec la variation de ¢

La répartition du déplacement pour la surface supérieure est illustrée par les figures 4.10
et 4.11 avec la variation de hy/b, a/b respectivement. Elle augmente avec 1'épaisseur de la

couche et diminue avec le rayon de la fissure.
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FIGURE 4.13 — Variation de TJZ(Q) (p, Hy) pour Hy = 1, H; = 1 avec la variation de ¢

La variation de la contrainte de cisaillement 7,

*(2)

z

sur la surface supérieure pour différentes

valeurs de hy/b et a/b respectivement est montrée par les figures 4.12 et 4.13.

La distribution obtient sa valeur maximale avec le centre du disque, elle diminue avec la

diminution du rayon de la fissure, et en augmentant ’épaisseur de la plaque.
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FIGURE 4.14 — Variation de uz(l) (r,0) et u2(2) (r,0) pour H; =1 et Hy
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FIGURE 4.15 — Variation de u}" (r,0) et u)® (r,0) pour H; = 1 et ¢ = 0.5 pour différentes

valeurs de Hs

Les figures 4.14 et 4.18 montrent la distribution angulaire du déplacement adimensionnel
uéi), i=1,2 pour z = 0 en fonction du rapport r/b pour les trois cas de variations du rapport
d’épaisseur de la plaque hy/b et le rayon de la fissure a/b.

Nous remarquons d’apres les figures données par 4.14 que 'augmentation du rayon de la
fissure entraine une augmentation du déplacement adimentionnel dans la région(1) et une
diminution du déplacement adimentionnel dans la région(2).

Les deux figures données par 4.18 nous permet de déduire que la décroissance du déplacement

angulaire est inversement proportionnelle avec le rapport hy /b, il est claire aussi d’apres cette
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q - (1) (2) 1 . e 1
gure que nous avons une continuité entre u,’ et u,; et cela apres avoir dépasser le rayon

de la fissure.
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FIGURE 4.17 — Variation de 7, ’(r,0) pour H; =1 et Hy = 2 avec la variation de ¢

La distribution de la contrainte de cisaillement adimensionnelle 7';;(1)

dans le plan de la
fissure z = 0 est donné par les figures ( 4.16) et ( 4.17). Il est a noter que les valeurs de la
contrainte diminuent avec la diminution de I’épaisseur de la plaque et du rayon de la fissure
et cela apres avoir dépasser ce dernier car il est claire que la contrainte est nulle au voisinage

de la fissure.
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e Le plan de I'encastrement z = h; :
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FIGURE 4.18 — Variation de ng(l)(r, hy) en fonction de p pour Hy =1

Les deux figurent données ci-dessus montrent la variation de la contrainte tangentielle

: : 1
adimentionnel 7.

) dans le plan de l'encastrement z = —h; en fonction de rapport r/b et
cela pour une variation des valeurs a/bet hy /b, il est claire que la variation de la contrainte

est inversement proportionnel a H; et a c.

5.2 Expression du facteur d’intensité de contraintes

La plaque épaisse a une spécificité au bord de la fissure et pour I’évaluer nous introdui-

sant le facteur d’intensité de contraintes qui est définie par la formule suivante [21] :

3 / Taz (T 0)
K[][ = Tliraltl_'_ 27 (7’ — a)/b Cw (461)

ou la contrainte tangentielle dans la région (1) au plan de la fissure z = 0 est donné par
I'équation (4.52). Comme les intégrales de cette derniére sont rapidement convergentes on

déduit alors Kyjr a partir du dernier terme

8(n+1) 2r? —a?

Tl_i)r(111+ 2m(r —a)/b ) (4.62)
Nous déduisons alors :
K[[[ = b/a Zﬂn n+1 (463)

Q‘
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TABLE 4.3 — Valeurs de facteur d’intensité de contrainte K;;; pour H; = 0.5

Hy

c=0.5

c=1

c=2

0.5
1
1.5
2.5
)

0.490179963246626
0.177033380634139
0.069568309522459
0.015641267947173
0.001445023994323

0.928050202524864
0.340619782015500
0.145677078514785
0.037046967369041
0.003793746661950

0.361741818902873
0.242638935568575
0.149797872084104
0.057340992063945
0.008338814349338

Nous remarquons que la valeur du facteur d’intensité de contraintes augmente avec la

diminution de I’épaisseur de la plaque et 'augmentation du rayon de la fissure.

Les graphes de la variation du facteur d’intensité de contraintes Kj;; correspond au

probleme étudié sont présentés par les figures (4.19) et (4.20) suivantes

FIGURE 4.19 — Variation du facteur d’intensité de contrainte en fonction de ¢
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c=0.5
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FIGURE 4.20 — Variation du facteur d’intensité de contrainte en fonction de Hs

On voit tres bien que le facteur d’intensité de contraintes diminue avec 'augmentation
de H,, et converge vers zéro pour de tres grandes valeurs de cette épaisseur. Pour les va-
leurs décroissantes de ¢, nous notons la fragilité progressive de la plaque. On remarque que
I'intensité de K;;; diminue avec 'augmentation du rayon de la fissure elle donne des valeurs
maximales lorsque le rapport entre la fissure et le disque est a/b < 1 et des valeurs minimales

lorsque a/b > 1.

5.3 Expression du moment de torsion

Le moment de torsion requis pour faire tourner le disque appliqué sur la surface supérieur

de la plaque peut étre exprimé par I’équation suivante

b
(2) 2
T = 27r/0 (ng )Z:h2r dr (4.64)

ou 7'9(3) |.=n, est donnée par la formule (4.56) en utilisant cette derniere, l'expression de T

devient

= —2p? Z / Tona(r/b) r2dr

(0% — 12) 2 a2

en effectuant deux changement de variable x = r/b et ¢t = arccos(xz) nous trouvons

I'intégrale suivante :

T
Guwb*

Pour résoudre cette intégrale nous utlhsant la formule 2.538 donnée par : Gradshteyn et

Ryzhik, op. cit [19] et cela pour p =2 et a = 2n + 1 voir A4

= Z o, /g cos|[(2n + 1)t]cos®(t)dt (4.65)
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/cos(ax)cosp(x)dx =5 j_ - {cosp(x)sin(am) + p/cosp_l(x)cos((a — l)x)dx}

Cette derniere formule nous permet de déduire le moment de torsion suivant :

R A (=1
T = e = G D DEa 3™

n=0

(4.66)

Les figures ( 4.21) et ( 4.22) montrent la variation du moment de torsion appliqué sur le
disque en fonction du rapport a/b et le rapport hy/b.
Il est a noter que la valeur de T augmente avec la diminution de 1’épaisseur hy de la plaque
dans le cas ou % < 0.8, un comportement opposé est remarqué lorsque % > 0.8. La valeur de
T* augmente aussi avec 'augmentation du rayon du disque b et 1'effet de la fissure disparait

presque totalement sur la variation de T* lorsque ho/b > 1.
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FIGURE 4.22 — Variation de T™ en fonction de H, pour une variation de ¢
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Les figures 4.23- 4.26 présentent quelques contours que nous avons effectués afin de mon-
trer la distribution des déplacements et des contraintes autour de la fissure et autour du

disque et cela pour les deux régions (1) et (2).
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FIGURE 4.25 — Contour pour la contrainte tangentielle dans la région (1)

™ (p, ¢)

FIGURE 4.26 — Contour pour la contrainte tangentielle dans la région (2)

La figure 4.23 montre que, pour une valeur spécifique de r/b, le déplacement angulaire
dans la région(1) atteint son maximum dans le plan z = 0 et il s’annule en s’approchant de

I'encastrement.

D’apres les figures 4.25 et 4.26, nous observons une tres forte concentration de contraintes
autour de la fissure et autour du disque pour la contrainte adimentionnel 7'9(? (r/b, z/b)=(0.5,0),
ces contraintes varient considérablement au voisinage du fond de fissure et disparaitre a 'in-

fini ce qui est également indiqué sur les figures 4.16 et 4.17.
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Pour le plan z = hy les figures 4.24, 4.26 indiquent que le déplacement et la contrainte

adimentionnels dans la région(2) sont maximales au voisinage du disque et cela est du au

moment de torsion appliquée.

6 Validation des résultats

Comparaison avec le probleme de Florance

Afin de comparer le résultat avec celui de Florence déja défini dans le chapitre 1 en néglige

le rayon de la fissure a et I'épaisseur hy de la plaque, les résultats obtenus sont indiqués par

le tableau et la figure donnés ci dessous.

TABLE 4.4 — Valeurs de a,, et b, pour ¢ — 0, H; =0 et Hy = 2.

n a, b, (1077)

1 | -4.042104979319343 | -0.360995595976803
2 | 0.002495928468401 | -0.023358607516752
3 | -0.000066753846674 | -0.027411660911699
4 | 0.000001337865186 | -0.025907412404934
5 | -0.000000081457138 | -0.031414421289322
6 | 0.000000065794009 | -0.028932620823336
7 1 -0.000000008865190 | -0.034039561735453
8 | 0.000000231972973 | -0.028761171064056
9 | 0.000000297011119 | -0.030966872565778
10 | 0.000000766968502 | -0.041636325751806

12

1Mr

10

T
T/Guw, b

FIGURE 4.27 — Variation de T* en fonction de Hy pour ¢ — 0 et H; — 0
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Chapitre 04 : Torsion axisymétrique d’une plaque fissuré

Cette figure montre une bonne compatibilité avec celle correspondant a Florance ou le

moment de torsion diminue avec 'augmentation de ’épaisseur Hs.

Comparaison avec le probleme de Toshiaki

Pour comparer notre probleme avec le probleme traité par le japonais Toshiaki déja défini

dans le chapitre 1 nous superposons le plan de I’encastrement avec le plan de la fissure en

annulant 1’épaisseur hy. Les coefficients obtenus sont donnés ci-dessous :

TABLE 4.5 — Valeurs de a,, et b, pour ¢ = 0.5, H; — 0 et Hy = 2.

n an b,

1 | -4.042020726176149 | -0.000204073530305
2 | 0.002466348070711 | -0.000000320516389
3 | -0.000062563881157 | -0.000000425936397
4 | 0.000000915783791 | -0.000000315191187
5 | -0.000000046527232 | -0.000000493926736
6 | 0.000000063274000 | -0.000000356574847
7 | -0.000000008702130 | -0.000054247744294
8 | 0.000000231960014 | -0.000000354587222
9 | 0.000000297007191 | -0.000000503986171
10 | 0.000000766957344 | -0.000002993305618

Les figures obtenues sont représentées ci-dessous, ces dernieres ont la méme allure que

les figures qui ont été présentées par le probleme du japonais TOSHIAKI.

.3
T/Gwo b

12

10

c=0.5

c=2

04

0.6

08

(a) Variation de 7% en fonction de Ho

— H,=05
—
H,=2

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
G

1.4

1.6 1.8 2

(b) Variation de T* en fonction de c

FIGURE 4.28 — Variation de T™ pour le cas ou la fissure est dans le plan de ’encastrement
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Comparaison avec le probleme de Low

Le probléme traité par Low apparait dans notre étude dans le cas ou on fait tendre hy

vers l'infini cela nous permet d’obtenir le tableau des coefficients donné par :

TABLE 4.6 — Valeurs de a,, et b, pour ¢ = 0.5, H; — oo et Hy = 2.

n an by,

1 |-4.000178751943372 | -0.002023239466109
2 | -0.000013927168275 | 0.000029214796393
3 | 0.000001568287014 | -0.000008061042030
4 | 0.000000111794216 | 0.000005795830912
5 | -0.000002496992381 | -0.000009393997695
6 | 0.000002801459873 | 0.000007022647942
7 | -0.000003016921158 | -0.000010384812582
8 | 0.000003482080608 | 0.000007837708759
9 | -0.000003180797878 | -0.000011065916938
10 | 0.000004438749410 | -0.000192908087648

Les figures obtenues pour le facteur d’intensité de contrainte et pour le moment dr torsion

appliqué sont données ci dessous :
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FIGURE 4.29 — Le facteur d’intensité de contrainte pour H; tres grand
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F1GURE 4.30 — Le moment de torsion appliqué pour H; tres grand

Le cas d’un demi espace

Pour un cas de particularité du probleme ou a = 0 et hy — 00, I’équation donnée par
(4.28) devient :

S an/ Moy (D) Xon(ABD)AA = Som — 01 /2, (m = 0,1...). (4.67)
n=0 0
De cette derniere équation (4.67) on trouve ag = —4/b, a,, = 0,(n > 1). En outre, les

expressions analytique des contraintes des déplacement et du moment de torsion 7™ pour la

surface z = hsy sont donnés par :

2) .

SR A

Ug ‘2=h2 r 2 {
Yo le=ho T Zp,.
b e Gl A
7o lomny, _ ArH(b—7) (4.68)
Gw (b2 — r2)t/2’
T
— 163,
Guwb? 6/3

Les équations données par (4.68) sont celles données par le probléeme d’'un demi-espace élas-

tique par un poincgon rigide circulaire.
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Chapitre 04 : Torsion axisymétrique d’une plaque fissuré

TABLE 4.7 — Valeurs de a,, et b, pour c =0, H; =1 et Hy — 0.

n an, b, (107°)

1 | -4.000220638577100 | 0.007263782229941
2 | 0.000000700811302 | -0.016087759322772
3 | -0.000000503004444 | 0.019346656998431
4 | 0.000000316568376 | -0.058877637075437
5 | -0.000002509389402 | -0.054164774878744
6 | 0.000002797173442 | -0.259153690047928
7 1 -0.000003010916692 | 0.116324940309982
8 | 0.000003475507532 | -0.087944169858103
9 | -0.000003173766256 | -0.009150680366467
10 | 0.000004431311810 | 0.199976325698666

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode analytique qui nous a permis de
résoudre les équations intégrales duales de notre probleme. La solution du probleme a été
basée sur 'utilisation de la méthode de la transformation intégrale de Hankel.

Les coefficients «, et £, sont donnés sous forme de tableau pour différentes valeurs du rapport
a/b et de la hauteur de la plaque. On peut remarquer qu'’ils convergent plus rapidement si H;
et H, sont croissantes. La convergence du systeme infini est réalisée a partir des 10 premiers
termes de la série, il a été examiné que cette itération des coefficients est suffisantes pour le
calcul des champs de contraintes du probléeme proposé.

Des grandeurs physiques ont été calculées numériquement et représentées graphiquement
pour différentes valeurs de Hy, Hs et ¢ a savoir les déplacements, les contraintes et le facteur
d’intensité de contraintes.

Un ensemble de conclusions sur 'effet de 1’épaisseur de la plaque élastique sur les différentes

grandeurs a été donnée.
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Conclusion Générale



A travers ce mémoire nous avons étudié le probleme de déformation élastique d’une
plaque épaisse reposant sur un appui rigide indéformable et ayant une fissure circulaire, la
déformation de la plaque est due a une torsion d’un disque rigide appliqué sur sa surface

externe.

L’évolution élastique de la plaque a été décrite par des équations mécaniques (équilibre,

lois de comportement) en vérifiant les conditions aux limites du probleme.

La résolution du probléme est basée sur une procédure analytique en utilisant la méthode
de la transformée de Hankel qui nous a permis de ramener I’équation d’équilibre (EDP) en
une équation différentielle ordinaire (EDO) simple dont sa solution est transformée a une

solution globale du probleme a ’aide de la transformée inverse de Hankel.

La solution analytique a été obtenue a l'aide des coefficients d’un systeme algébrique
infini. La convergence du systéme infini est réalisée a partir des 10 premiers termes de la

série.

Les résultats du mémoire se résument comme suit :

o Plus les rapports d’épaisseurs (hy/b) et (hy/b) sont grands plus la convergence des
coefficients adimentionnels a,, et b, est rapide. Les déplacements et les contraintes
sont inversement proportionnel avec ces rapports;

o La répartition du déplacement angulaire adimentionel uéi) dans le plan de la fissure
z = 0 est inversement proportionnel avec le rapport hy/b. La pente du déplacement
approche de zéro lorsque nous dépassons le rayon de la fissure;

o La contrainte tangentiel dans le plan z = 0 a une valeur infinie sur la frontiere de la
fissure. Elle décroit lorsque ’épaisseur de la plaque augmente ;

e Le facteur d’intensité de contrainte adimensionnel K;;; diminue avec 'augmentation
du rapport hy/b, un comportement opposé est obtenu avec le rayon de la fissure :
lorsque ce dernier augmente la valeur de K;;; augmente aussi, cela fait accroitre la
possibilité de la rupture de la plaque;

e Le moment de torsion appliqué sur le disque rigide présente une variation remarquable,
il donne des petites valeurs pour une plaque mince avec un rayon de fissure grand, et
il se rapproche du cas d’un demi-espace 16/3 lorsque la plaque devient plus épaisse.

Alors les cas qui fragilise la solidité du milieu élastique (rupture de la plaque) sont :
la diminution de la hauteur entre le plan de la fissure et le plan ou on applique le disque;

L’augmentation du rayon de la fissure et le rayon du disque.

La comparaison que nous avons effectuée avec les travaux déja publié nous permis de

confirmer 'exactitude de la résolution du probleme.
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Perspectives

La méthode de résolution analytique développée dans ce mémoire peut étre appliquée
pour la résolution d’une classe intéressante des problemes de recherche.
Nous envisageons développer cette méthode pour la résolution des problemes multicouches
ayant des fissures annulaires ainsi que des torsions moyennant des disques rigides. Il serait

aussi intéressant de généraliser le résultat au cas de torsion dynamique.
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Annexe A



Les formules intégrales

A.1 Combinaisons entre la fonction de Bessel et les fonctions tri-

gonométriques
sin (arcsin(ﬁ))
o b <«
NaEy
/OOO Ju(ax)sin(fz)dr = {00 or 0 8=«
oz”cos(y—;)
N Y T

A.2 Combinaisons entre la fonction de Bessel, les fonctions trigo-

nométriques et les fonctions de puissances

icos <l/arcsin(§)) <
/Oo Jy(ozx)cos(ﬁx)d—x =
0 o a’cos(vm/2) 5>
BV —an) "

A.3 Combinaisons entre la fonction de Bessel, les fonctions trigo-

nométriques et les fonctions de puissances

Va2 — B2sin(varcsin(8/a)) _ Beos(varcsin(B/a))

o0 d v?—1 v —1) 0<f<a
/0 Jy(a:c)sin(ﬁfc);f =
—arcos(vm/2)[B + v/B? — o2 O<a<p
v(v? —1)[8+ VB2 —a?¥

A.4 Sinus et cosinus d’angles multiples

La formule 2.538 donnée par : Gradshteyn et Ryzhik, op. cit

cos(ax)cos? (x)dx = b cos?(x)sin(az) +p [ cos?(x)cos((a — 1)z)dx
p+a

Pour p =2 et a = 2n + 1 le terme cos?(z)sin(az) s’annule lorsque = € [0 ;T]

tandis que le deuxieme coté sera calculé apres avoir utiliser la formule trigonométrique
1
cos(a) cos(b) = 5 (cos(a —b) + cos(a + b)>

Alors la solution de cette intégrale sera :

3 5 B 2(—1)"*1
/0 cos((2n + 1)z)cos™(z)dx = Gn—1)@n+ D)2+ 3)
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A.5 La combinaison de la fonction de Bessel avec zx

‘/o T J%(U_'_n)(a.;r) J%(U_n) (ax) J,(bx)dx

b=

=27 ' (4a® — b*)”

0

b .
T. ()—> [a>0, Rev>-1, 0<b<2d

=0 [a>0, Rev>-1, 2a<})
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Annexe B



Le code Matlab

B.1 Programme MATLAB pour le calculs des coefficients a,, et b,

function [ X] =Xm(m,x,1lb )
X=(-2) .xbesselj(m, (x.*1b)./2) .x((x.*besselj(m + 1,(x.*1b)./2))
/2
- (m.*xbesselj(m,(x.*1b)./2))./1b);

function [M]=Mn(n,x,1lb)
M=((x.*besselj(n-0.5,(x.*1b)./2))./2-((n+0.5) .*besselj(n+0.5, (x
.*1b) ./2)) ./1b) .*. ..
besselj(-n-0.5,(x.*1b)./2)-besselj(n+0.5,(x.*x1b)./2) .*...
((x.*besselj(0.5- n,(x.*1b)./2))./2+((n+0.5) .*xbesselj(-n
-0.5,(x.*1b)./2))./1b);

function Nn=Nn(n,x,1lb)
Nn=1b.*(Mn(n,x,1lb)-Mn(n+1,x,1b));

end

function [A mn]=A(m,n,etal,b,H1,H2)

fi=0(eta) ((exp(-eta.*H2)-exp(eta.*x(2xH1+H2))) ./(exp(-eta.*H2)+
exp(eta.*(2xH1+H2))));

gl=0(eta) (f1(eta) .*Mn(n,1,eta) .*xXm(m,1,eta));

Al=quadgk(gl,0,100, 'MaxIntervalCount' ,10000) ;

K1=0(eta) (Mn(n,1,eta) .*Xm(m,1,eta));

A2=quadgk (K1,100,etal0, 'MaxIntervalCount' ,10000) ;

A3=(4.x((-1) ."m) ./(b.*xpi."2))*x((cos(etal)."2)./etald +(sinint
(2.*%etal0)-pi/2));

A mn=A1-A2-A3;

end



function [B_mn]=B(m,n,H1,H2,c)f2=0@(eta) (-2*x(1+exp(2.*%eta.*xH1))
./(exp(-eta.*H2)+exp(eta.*(2xH1+H2))));

g2=0(eta) (f2(eta) .*Nn(n,c,eta) .*Xm( m,1,eta));

Bl=quadgk(g2,0,100, 'MaxIntervalCount' ,10000) ;

B_mn=B1;

function [C mn]=C(m,n,H1,H2,c)

f3=0(eta) ((1+exp(2.*eta.*H1))./(exp(-eta.*xH2)+exp(eta.*x(2.xH1+
H2))));

g3=0(eta) (eta.*f3(eta) .*Mn(n,1,eta) .*xXm(m,c,eta));

Cl=quadgk (g3,0,100, 'MaxIntervalCount' ,10000) ;

C_mn=C1;

function [D mn]=D(m,n,etal,b,c,H1,H2)

f4=0(eta) ((exp(-eta.*H2)-exp(eta.*H2)) .*...
(1+exp(2*xeta.xH1)) ./(exp(-eta.*H2)+exp(eta.*(2xH1+H2)))) ;

gdi=0(eta) (eta.*f4(eta) .*Nn(n,c,eta) .*Xm( m,c,eta));

Di=quadgk(g4,0,100, 'MaxIntervalCount' ,10000) ;

K4=0(eta) (eta.*Nn(n,c,eta) . *Xm(m,c,eta));

D2=quadgk (K4,100,etal0, 'MaxIntervalCount' ,100000) ;

D3=16/(b.*(pi.*c)."2) .*x(n+1) .*x(c.*(cosint (etalO.*c)+(5/2) .*...

((-1) ."m) .x(sinint (2%xetal.*c)-pi/2))-(sin(etal.*xc)+((-1) .7 m)

.*x(1-3*%cos(etal.*xc).”2))./etal);
D mn=D1-D2-D3;

end

function [an,bn]=an _bn(n,etal0,H1,H2,c)
b=1;

hremplissage de la matrice Y

Yi=zeros(n);
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Y2=zeros (n) ;
Y3=zeros(n) ;Y4=zeros (n) ;
for j=1:n
for i=1:n
Y1(j,1)=A(j-1,i-1,eta0,b,H1  H2);
Y2(j,1)=B(j-1,i-1,H1,H2,c);
Y3(j,1)=C(j-1,i-1,H1 ,H2,c);
Y4(j,i)=D(j-1,i-1,eta0,b,c,H1,H2);
end
end
Y=[Y1 Y2 ;Y3 Y4];
Z=zeros (2*xn,1) ;
z(1)=1;
Z2(2)=-1/2;
x=Y\Z;%resolution du system Y.x=Z
an=x(1:n);
bn=x ((n+1) :2%n) ;

end
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