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ABSTRACT

The simulation of flows in non prismatic open channels with a small and large bottom
slop was done by using the two-dimensional depth-averaged unsteady flow equations, derived
by applying the laws of conservation of mass and momentum. The non-rectangular physical
domain is converted into a rectangular computational domain in order to facilitate the inclusion
of solid side wall boundaries. The equations of motion in a transformed coordinate are solved
numerically by using two explicit finite-difference schemes : MacCORMACK and GABUTTI
schemes. The unsteady flow model is used to obtain steady flow solutions by treating the time
variable as an iteration parameter. The results obtained show satisfactory agreement compared

with analytical, computational and experimental data obtained by other investigators.
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RESUME

La simulation des écoulements a surface libre dans des canaux non prismatiques a faible
et forte pente a été faite en utilisant les équations bidimensionnelles, moyennées sur la
profondeur, en régime non permanent, obtenues par ’application des principes de conservation
de la masse et de la quantité de mouvement. Afin de faciliter la prise en compte des conditions
aux limites au niveau de la paroi solide, le domaine physique est transformé en un domaine de
calcul rectangulaire. Les équations de base en coordonnées transformées sont par la suite
résolues numériquement par deux schémas aux différences finies explicites qui sont le schéma
de "MacCORMACK" et le schéma de "GABUTTI". Le modéle en régime non permanent est
utilisé pour obtenir des solutions a ['état permanent en traitant la variable temps comme
paramétre d'itération. Les résultats obtenus montrent une concordance trés satisfaisante avec

les résultats analytiques, numériques et expérimentaux d'autres investigateurs.
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1.1. Introduction générale

L’étude de ’écoulement de I’eau dans les canaux & ciel ouvert est d’une extréme
complexité, lorsque nous I’envisageons dans toute sa généralité. En effet, tout changement de
section ou de direction d’un cana! considéré, tel qu’un rétrécissement ou élargissement entraine
une surface d’écoulement irréguliere et ondulée. Ces irrégularités représentent de grandes
perturbations qui provoquent des ondes stationnaires & la surface de I’eau. De telles ondes sont

appelées "ondes transversales”, ou par analogie avec la dynamique des gaz "ondes de choc”.

Cette complexité a été d’ailleurs soulignée par GALILEE (1564-1642): "je me suis
heurté, dit-il, & moins de difficultés dans la découverte du mouvement des corps célestes,
malgré leur éloignement étonnant que dans les recherches sur le mouvement de T’eau courante

qui se produit cependant sous nos yeux".

On reléve d’une part, que fes conditions d’écoulement torrentielles ne se retrouvent
généralement que dans des canaux artificiels, et d’autre part que des ondes de choc sont
habituellement présentes dans des canaux non prismatiques pour des ¢écoulements en régime

supercritique ; ce qui nécessitera une surélévation importante des parois latérales du canal.

Par ailleurs, la solution des problémes scientifiques passe par une représentation
mathématique des phénomeénes mis en jeu. Ces derniers sont en général multiples
et compliqués. Pour les représenter, on est amené & négliger certains phénoménes et a
simplifier certains autres. Et méme avec ¢a, les équations obtenues sont souvent insolubles par

les méthodes algébriques connues.

Le progrés de I’analyse mathématique et larrivée de Poutil de calcul numérique
et I’impact des grands calculateurs ont contribués a un rapide développement dans toutes les
branches des sciences physiques englobant le domaine hydraulique. Ce qui a permis de traiter

un grand nombre de probléme décris par les équations aux dérivées partielles. .
Malgré tout cela, on dit toujours que "I’hydraulique est pleine de paradoxes”.

On présente dans cette étude, une analyse sur les écoulements a surface libre
supercritiques dans des canaux a géométrie variable, appelés souvent "transitions”, du fait
qu’'ils sont généralement utilisés sur de courtes distances. Le principal objectif consiste a

déterminer 1’allure de la surface libre dans ces transitions.

Cette étude se compose de deux parties. En premier lieu on s’intéressera aux canaux non

prismatiques de trés faible pente (presque horizontaux). Ensuite, I'influence de I’augmentation
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de la pente de fond sur I’écoulement ou sur la forme de la ligne d’eau dans ces zones de

transitions sera traitée.

Les transitions dans les canaux a surface libre sont communément utilisées dans les
applications hydrauliques, notamment dans les coursiers d’évacuateurs de crues, dans la

réduction des pertes d’énergie et dans certains bassins d’amortissement.

Etant donné que le passage d’un écoulement supercritique dans des canaux non
prismatiques entraine des particularités du type ondes qui constituent des problémes
caractéristiques le long du canal (creux ou - ce qui est plus dangereux - surélévations), il
devient donc indispensable de connaitre le réseau d’ondes de choc qui se forme, et par suite la
hauteur extréme de [’onde, pour pouvoir dimensionner correctement les parois latérales de ces
transitions ; en d’autres termes, déterminer la hauteur nécessaire aux bajoyers pour éviter le

débordement de I’eau : c’est I'intérét pratique de notre étude.

Un modéle bydrodynamique bidimensionne!l permettant la simulation du phénoméne
étudié est déterminé en conséquence. Ce modéle mathématique, qui découle des principes
fondamentaux de la mécanique (principes de conservation de la masse et de la quantité de
mouvement) n’est autre qu’une généralisation des équations différentielles d’un écoulement
graduellement varié en régime non permanent dans les canaux découverts, de SAINT-
VENANT, avec deux dimensions spatiales, et qui pfoviennent de lintégration sur la
profondeur des équations tridimensionnelles de NAVIER-STOKES, moyennant gquelques
hypothéses.

Les écoulements non permanents a surface libre sont donc régis par un systéme
d'équations aux dérivées partielles du type hyperbolique, non linéaire. De telles équations ne
peuvent étre résolues théoriquement que dans des cas particuliers (problémes trés simples ou

de géométrie trés particuliere), difficilement retrouvés dans la réalité.

Par conséquent, plusieurs problémes en hydrauliques exigent par manque de solution

analytique, une solution numeérique des équations aux dérivées partielles.

La résolution des équations de base est alors faite en utilisant deux schémas aux
différences finies explicites du type prédicteur-correcteur, précis a I’ordre deux, en espace et en
temps, & savoir le schéma de MacCORMACK et le schéma de GABUTTI. Ces demiers sont

les mieux adaptés au type de probléme étudié dans la présente thése.

Le modéle mathématique bidimensionnel relatif aux écoulements non permanents a été
utilis€é pour obtenir des solutions a I’état permanent en traitant la variable temps comme

arameétre d’itération.
p
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La discrétisation du domaine physique qui est de forme géométrique complexe est
cependant assez délicate. Pour cela, nous avons utilisé une transformation géométrique simple,
en convertissant le domaine physique en un domaine de calcul rectangulaire ; notre modéle

mathématique sera donc basé sur les équations en coordonnées transformées.

On utilisera ce modéle pour analyser d’abord P’écoulement supercritique dans des
structures hydrauliques convergentes et divergentes de trés faible pente, puis, Ueffet d’une

pente de fond considérable sur I’écoulement dans les mémes transitions sera étudié.

Les résultats obtenus seront comparés avec les résultats analytiques, numeriques

et expérimentaux d’autres investigateurs.
1.2. Généralités sur les écoulements a surface libre
1.2.1, Définitions

o Les écoulements a surface libre sont caractérisés par ’existence d’une surface de
séparation entre I’air et ’eau appelée "surface libre" et qui est généralement soumise a

la pression atmospheérique.

e On appelle "canal” un systéme de transport dans lequel Peau s’écoule et dont la

surface libre est soumise & la pression atmosphérique .
On distingue cependant deux catégories de canaux [ 11, 17, 18 et 31] :

i)- "Les canaux naturels” qui sont des cours d’eaux existant naturellement sur terre, tels
que les rivieres, fleuves et estuaires, et dont les propriétés géométriques

et hydrauliques sont généralement assez irréguliéres (Figure 1.1.a)

AN -

Figure 1.1.a : Section transversale d’un cours d’eau naturel.

ii)- "Les canaux artificiels" qui sont des cours d’eaux réalisés par I’'homme, tels que, les
canaux de navigation et d’évacuation, et dont les propriétés hydrauliques

et géométriques sont généralement assez régulicres.
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Les canaux artificiels usuellement utilisés sont illustrés dans la figure (1.1.b) :

TN v /S S
-a- -b-

Fig. 1.1.b : Canaux artificicls
a - Profil trap¢zoidale
b - Profil triangulaire
¢ - Profil reciangulaire

d - Profil semi-circulaire,
1.2.2. Canaux prismatiques, canaux non prismatigues {14,18, 20 et 78]
Un canal est dit "prismatique” st :

- Les génératrices du canal sont des droites paralléles entres elles .

- La forme géométrique du canal ne varie pas le long du courant liquide.
Par ailleurs, on dit qu’un canal est "non prismatique” si :

- Les génératrices du canal ne sont plus paralléles entres elles.
- La forme du cana! est soumise a des changements locaux de sections le long du

courant liquide.
Les changements locaux de sections peuvent étre

- Des rétrécissements brusques ou graduels (convergents).

- Des élargissements brusques ou graduels (divergents).

Les canaux non prismatiques sont souvent utilisés sur une courte distance, c’est pout
cela d’ailleurs qu’on les désigne généralement sous le nom de "transitions”. Leur présence

engendre des instabilités & la surface libre.

Lh



Chapitre 1 Introduction générale

1.2.3. Classification des écoulements |14, 20, 24, 25 et 59]

Les écoulements 4 surface libre peuvent étre classés suivant la variation de la profondeur
de I’écoulement dans le temps et dans l’espace. On distinguera I’écoulement permanent
et ’écoulement non permanent, si le temps est pris comme critére de classification. Par contre,
si ’espace est pris comme critére, on distinguera alors I’écoulement uniforme et I'écoulement

varie.

Un écoulement 2 surface libre est dit "uniforme", si la profondeur - ainsi que les autres
paramétres - de I’écoulement est la méme en toute section du canal; un écoulement uniforme

peut éire permanent ou non permanent.

Remarquons qu’un écoulement uniforme non permanent implique que la surface libre

fluctue en restant paralléle 4 la pente de fond, évidement ce cas est pratiquement impossible .

Un écoulement a surface libre est dit "varié", si la profondeur de I’écoulement - ainsi que
les autres paramétres - varie le long du canal, il peut étre permanent ou non permanent. La
variation en question peut étre soit graduelle, soit brusque et rapide : ’écoulement varié se

subdivise donc en écoulement graduellement varié et en écoulement brusquement vari€.
1.2.4 : Régime d’écoulement - Notion du nombre de Froude - [24, 25, 31,74 et 78}

L’écoulement d’un fluide dans un canal a surface libre engendre les forces suivantes

Forces d’inertie; forces de gravité, forces de frottement (viscosité et rugosite).

L’effet de la gravité sur le régime d’écoulement est représenté par le rapport des forces
d’inertie aux forces de gravité. Ce rapport de grande utilité en hydraulique des écoulements a
surface libre est défini comme étant le nombre de FROUDE, et est exprimé par :

v
F= (1.1)
gD,

ou, V : Vitesse de I’écoulement (m./ s).
g - Accélération de la pesanteur (m/ )
Dy, : Profondeur hydraulique définie comme étant le rapport entre la section mouillée

du canal et la largeur de la surface libre (m).

6
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Si le nombre de Froude "F" est égal a I'unité, on dira que P’écoulement est en régime

"critique”.

Par contre, si le nombre de Froude "F" est inférieur & l'unité, I’écoulement est alors en
régime "subcritique". Dans ce cas I"effet de la gravité est plus prononcé, ceci se traduit par une

faible vitesse d’écoulement.

Finalement, si le nombre de Froude "F" est supérieur a I'unité, le régime d’écoulement
devient "supercritique”. Les forces d’inertie seront donc plus prépondérantes; ceci se traduit

par une importance vitesse d’écoulement.
Remarque : 1a vitesse critique V = /gD, est souvent appelée "célérité de ’onde gravitaire".

1.2.5. Onde de gravité - Intumescence -

Dans un canal, un écoulement variable dans le temps se manifeste par des ondes de
gravité a la surface libre. On considére ici des ondes de faibles amplitudes ou de grandes
longueurs d’ondes. La théorie hydrodynamique [35 et 65] pour les ondes de faibles amplitudes
donne pour la vitesse apparente de propagation, appelée également "célénité” d’une

intumescence :

c= +gD, (1.2)
Cette relation peut aussi étre obtenue par I’application de I'équation de continuité et celle
de I’énergie [20 et 35].

1.2.5.1. Ecoulement avec ondes [24, 35 et 74]

" L'équation (1.2) de la celérité ¢, avec laquelle se propage une onde de gravité, qui est
longue et de faible amplitude, dans un canal de section quelconque, a été établie pour un canal
rempli d’eau au repos. Elle reste cependant valable méme dans le cas ou I'eau est en
mouvement, I’onde se superpose a ce courant. Par conséquent, on écrit la célérité absolue

d'onde, c,, pour un canal ayant une vitesse moyenne, Vy, , comme suit :
Co =Vmtc

Cette célérnité a évidemment deux valeurs :

?

¢, =Vmtc ¢! =Vm-¢C
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Par sutte, on distingue essentiellement trois cas :

i)- Va < ¢, ot 'onde avec la célérité, c,, se propage vers I’aval et ol I’onde avec la

célérité, c.', se propage vers "amont ; c’est le régime "fluvial” .

ii)- Vo, > ¢, ou I'onde avec la célérité, ¢’ , se propage vers l’aval et ol I'onde avec la
s » Cy g

célérité, ¢!, se propage vers I’aval; c’est le régime "torrentiel”.

iii)- Dans le cas particulier ou la vitesse de courant, Vy,, et la célérit¢ d’onde, c, sont

égales (V= ¢}, I"écoulement est en régime "critique”.
1.2.5.2. Instabilité a la surface - Ondes en cascade - [ 17, 35 et 65]

Si la pente de fond du canal est trés importante et/ou I’écoulement est torrentiel
(supercritique), la surface libre de I’eau peut devenir par suite instable (Figure 1.2). Cette

instabilité se manifeste par :

- Une série d’onde de gravité de faible amplitude, appelées "ondes en cascade", qui se

propage vers ’aval.

- Un déferlement, qui provoque un entrainement d’air.

- Région de forte turbulence
B / Région 4 surface libre |

"o (important)

Figure L2 : Ondes en cascade
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Ainsi, les ondes en cascade se superposent a ’écoulement, et se déplacent en croissant

vers 1’aval avec une célérité absolue, c,, plus importante que la vitesse moyenne, V!
co= Vit /8D,

Les crétes des ondes en cascade forment une région de forte turbulence, tandis que les

creux se présentent comme une surface plutdt lisse.

Par contre, on peut dire que la présence de tels phénomenes rend I’étude des

écoulements a surface libre extrémement compliquée.
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2.1. Etat de connaissance sur les équations de base

En vue d’étudier les écoulements supercritiques dans des canaux non prismatiques,
a faible et a forte pente, il est nécessaire de poser d’abord les €quations de base qui les
régissent. Ces derniéres sont celles des €coulements graduellement variés en régime non
permanent a surface libre.

On trouve dans la littérature plusieurs travaux entrepris par certains chercheurs
et scientifiques sur les écoulements supercritiques, et qui ont proposé des systémes
d’équations obtenus en appliquant soit les principes de conservation de la masse et de la
quantité de mouvement, ou alors les principes de conservation de la masse et de ’énergie,

tout en posant certaines hypothéses afin de faciliter la résolution du probléme en question.

Parmi ces hypothéses, on cite celle d’une faible pente de fond du canal, dont I’effet
d’une valeur appréciable n’a pas été pris en considération que par quelques chercheurs
seulement.

e Ainsi, CHOW (1959) [20] a donné dans son ouvrage, qui est une excellente
référence pour les Ingénieurs, les différents types d’écoulements et leurs €équations de base

dans le cas unidimensionnel seulement.

Les écoulements graduellement variés non permanents sont gouvernés par les équations
unidimensionnelles de BARRE de SAINT-VENANT, obtenues par l'application des principes
de conservation de la masse et de la quantité de mouvement moyennant certaines hypotheses

simplificatrices, notamment celle d’une pente faible :

- Equation de continuité :

“ 0 2.1
. (2.1)
avec, D=A/B
ou, A surface, B : largeur.
- Equation de quantité de mouvements :
la—V+X6—V+@:SO—SF (2.2)

g &t g ox  ox

11
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Par contre, si la pente du canal est considérable, elle aura alors un effet sur la
distribution de pression. Cette derniére est de ce fait multipliée par un facteur de correction

«cosc», ol o représente I’angle d’inclinaison du fond du canal avec ’horizontale
(Figure 2.1) :

- Figure 2.1 -

P=pghcosa
avec, h: mesurée perpendiculairement au fond du canal,
L’équation dynamique deviendra :

lﬂ-i—igyﬂ%cosag@—:SO—SF (2.3)

g ot g ox

Par ailleurs, le nombre de Froude dans ce cas est donné comme suit

F=V,
‘ /,/ghcosa

e BAGGE et HERBICH (1967) [7] ont constaté que la majorité des travaux
effectués sur les écoulements supercritiques dans les canaux 4 ciel ouvert, sont seulement des
travaux sur des canaux horizontaux, ou 4 la limite & trés faible pente. Ils ont alors, fait une
tentative pour analyser ce type d’écoulement, faisant intervenir ainsi I’effet de Ia pente, en
utilisant un modéle mathématique basé sur 1’équation de continuité et I’équation de I’énergie

appliquée entre les points O et I (Figure 2.2) :

12
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/‘\y

/

s

/

- Figure 2.2 -

1 1 )
P, +~£pV02 +pgz, cosa:P+§pV2 +pg[zcosa—(x—x0)sma] (2.4)

Par hypothése, la pression est hydrostatique, elle est exprimée dans ce cas par .

Png(h~z)cosa

Le nombre de Froude pour un canal incline est tel que : F=V
Jghcosa

avec, V=4/u’+v’ : vitesse résultante.

o Suivie d’une étude expérimentale faite en (1972) par HERBICH et WALSH {47].
Cette étude a pour but ’analyse d’un écoulement supercritique dans un élargissement
rectiligne, dont la pente de fond est variée, afin de faire une comparaison entre les résultats
obtenus par expérimentation et ceux obtenus théoriquement [7].

e En (1973) YEN [82] a présenté un document qui est une étude purement théorique
et globale, concernant les équations générales gouvernant les écoulements dans les canaux
découverts. On y trouve des développements détaillés sur les équations unidimensionnelles
de continuité, de quantité de mouvement et de I'énergie, pour différents types d’écoulements :
turbulent ou laminaire, permanent ou non permanent, uniforme ou non uniforme, subcritique
ou supercritique, graduellement ou rapidement varié, et pour différents types de fluides:

compressible ou incompressible, homogéne ou non homogéne, visqueux ou non visqueux. ..

Pour un écoulement unidimensionnel graduellement varié non permanent, I’équation
dynamique est donnee par

ov ov ch
E+V§+gcosa&:g(SO—SF) (2.5)

13
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ou, ‘ Z

pm

o7

- §,=——=sina : pente de fond,

X

- Sr ;. pente de frottement,

- Zy . élévation du fond par rapport a
['horizontale,

-h : hauteur mesurée  perpendicu-

- Figure 2.3 -

lairement au fond du canal.

La pression piézométrique est calculée, en se référant au fond du canal (Figure 2.3),
avec I’hypothése d’une distribution hydrostatique :

P=pgzcosca

Par ailleurs, le nombre de Froude modifié pour les écoulements en canaux inclinés est :

_V,
F /1/ghcosa

. ¢ Afin de tenir compte de la dimension transversale et, éventucliement de la force de
Coriolis, une généralisation des équations de SAINT-VENANT avec deux dimensions
spatiales a été faite et présentée par HUG (1975) [49]. Les équations dévelo'ppées sont celles
des écoulements bidimensionnels presque horizontaux, en régime non permanent dans les
canaux a ciel ouvert, obtenues par application des principes de conservation de la masse et de
la quantité de mouvement i un prisme élémentaire de base Ax , Ay et de hauteur h
(Figure 2.4), avec les suppositions classiques émises par SAINT-VENANT. Le systeme
d’équations ainsi obtenu est :

%U%[UT] S e e &7
VU +V?
e e e e
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avec, Z=h+7Z, ; U=uh ; V=vh 7
f. : facteur de Coriolis. v_l_ - P
. : ! P
C : Coefficient de CHEZY. | AN W,/
La pente du fond étant supposée trés faible, h 2D )
c’est a dire : E
i
. Ly !
tg o & sin o = o = Soi b .
oz oz e /.73/;
D’ou : (— "J:Sox et (— bJ:SO L Ax
ox oy Y
- Figure 2.4 -

o Par ailleurs, LAI (1977) [55] a donné une analyse sur le calcul des écoulements
bidimensionnels non permanents dans les riviéres et les estuaires, par la méthode des

caractéristiques.

L’intégration des équations générales du mouvement (équations tridimensionnelles de
NAVIER STOKES) sur la profondeur suivant le systéme d’axes choisi, dont le plan x-y
repose sur un plan de référence horizontal, et ’axe z.lui est perpendiculaire, tout en faisant
quelques suppositions nécessaires, fournit le systeme d’équations gouvernant ces
écoulements. Ce dernier est quasiment le méme que celui obtenu par HUG [49], sauf qu’il

tient compte de I'effet du vent en plus.

Z ooz Zu Bz )2 E Ty @Y
B Ox d &y Oy
@_+u@+v~aﬂ—fcv+g9£+gsx—w‘=0 (2.10)

ot ox oy ox '
@+uﬁ+v@+fcu+g%+gsy—wv=0 (2.11)
g ox Oy oy '

avec,
- Wyy : forces dues au vent par unité de masse suivant x ety respectivement.

- S, pentes de frottement suivant x et y respectivement.

e En (1979), ABBOTT [1] a illustré dans son ouvrage, les différentes équations de
base décrivant les écoulements i surface libre graduellement variés unidimensionnels
et bidimensionnels en régime non permanent, tenant compte des effets de certains
paramétres - apports latéraux, frottements, contraintes dues au vent, et I’élévation du fond par

rapport & "horizontale. ..
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Pour un écoulement unidimensionnel, ou la pente du fond est considérée trés faible mais
non nulle, la détermination des équations du mouvement (continuité et quantité de
mouvement) se fait suivant un systéme d’axes (Figure 2.5.a), pris de sorte que le fond
représente la direction x, et la profondeur h (axe z) est mesurée perpendiculairement a

celui-ci.

Elévation h+Zs,

Supposée égale 3
h :
gl - =3 X

¢
pgh dx

- Figure 2.5.a - - Figure 2.5.b -

Le résultat est :

%Jig‘i):o ' (2.12)
X

2
gtw(huﬁg[huz+gh7]wgha+g-lic|~;l:0 (2.13)

Pente trés faible, ce qui signifie que : sino = tgo = o

Dans le cas ol la pente est considérable, un autre systéme de coordonnées (Figure 2.5.b)
est choisi, il en résulte :

!?aﬂt+§gh_‘0:o (2.14)
X

%) %) o uju
a(hu)+—a;(hu2)+gha(h+zh)+g CU:O (2.15)

En outre, si I’écoulement est bidimensionnel, les équations du mouvement sont
obtenues en utilisant les mémes procédés que ci-dessus concernant le choix du systeme

d’axes. 1l s’ensuit dans le cas d’une pente faible (Figure 2.5.c) que :

16
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%%@upf_y(m):o 216)
C
_(hu)+—[hu +gh2 J+——(huv) gha+gu 'u v =0 (2.17)
—“(hv)+—(hv +g—}~LJ+—(huv) gha+g———v'u Vo (2.18)
Oy C?
z i
\ ﬁ
| / &
| ]
. | |
h: mesurée perpendiculairement ! :!h B
1 [
au fond du canal. | V// : i
A .
S
! 7}-’ k dy
} X
- Figure 2.5¢ -
Mais, si la pente est appréciable, on a alors :
22 )+——(hv) 0 (2.19)
e s, JuZ+v?
-ét—(hu)+§xf(hu2)+gh—a;(h+2b)+a(huv)+g%-\i—:0 (2.20)
L huv) 2oy rgh-2 ez, g Y o 2.21)

avec,

Vs . )
[— éxb =sin ax] - pente de fond suivant x.

—%:sin o, | : pente de fond suivant y.
ay ¥

17
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¢ Une analyse du phénomeéne d’ondes de choc prenant naissance dans des transitions
graduelles ou brusques a surface libre, et leurs caleul a I’aide d’un systeme d’équations
régissant les écoulements bidimensionnels a surface libre presque horizontaux (pente faible)
a été faite par KATAPODES (1984) [54]. Le systéme utilis¢ est comme suit

M, @ 2
& ox by
2 2
P, o, 1 +i[m]+gh 2P(P +q)* ~0 (2.23)
a b 22 ) aln & b
2 2

8, 0(p0). 20 o) g e U120 ST PP
& ax\h) aylh °2 oy X

ou, p: débit par unité de largeur suivant x.

q : débit par unité de largeur suivant y.

e En (1986), GARCIA et KAHAWITA [33] ont présenté une étude purement
numérique, dans le but de résoudre les équations de SAINT-VENANT généralisées & un cas
bidimensionnel, et faisant intervenir en plus les effets de Coriolis, du vent et de la viscosité
turbulente. Les équations obtenues par intégration sur la profondeur des équations
tridimensionnelles de NAVIER-STOKES, comme il a été développé précédemment par LAL
[55], sont :

%}E-ﬁgxh)ﬁ(fh):o (2.25)
Oy
2
ot ox 2 ) &y
otvh) o h?
(;t) (uvh)+ay[v2h+g7j=1€} (2.27)
ou,
E:‘ :gh(SUX_SFx)+fc V_lTSx+ Sgg Ta—[ El:z)
P oy\ oy
E’ 1 8( oV
Ev:gh(SOy*Sry)_ch_ETSer ng_ _3;( —6?}
U=uh ; V=vh ; S5, =- Ay ; oy—* Zy
ox oy
2" UU?+v?) n? v{u?+ Vi)
Sr, o T
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- Tax, Ty . CONtraintes dues au vent.

- g - coefficient de la viscosité turbulente.
Les termes de la pente sont donnés par Sex et Soy.

o CHAUDHRY (1987) [19] a fourni dans le douziéme chapitre de son important
ouvrage, un développement des écoulements unidimensionnels non permanents a surface
libre, qui sont déerits par les équations de SAINT-VENANT, avec I’hypothése d’une
inclinaison trés faible du fond (sino ~ tgo =~ o et cosa= 1), données auparavant par
CHOW {20].

e De méme, CUNGE (1988) [21] a donné une simulation des écoulements non
permanents dans les riviéres et canaux, régis par les équations d'un écoulement
unidimensionnel non stationnaire, qui ne sont autres que celles de SAINT-VENANT, basées
sur certaines hypothéses énoncées en 1871, parmi lesquelles, la pente longitudinale du chenal
est faible, suffisamment pour qu’on puisse remplacer le cosinus de I’angle entre le thalweg
et I"horizontale par I'unite.

o D’autre part, JIMENEZ et CHAUDHRY (1988) [52] ont traité le probléme du
caleul des écoulements supercritiques dans des canaux a surface libre de géométrie
irréguliere, oul les ondes transversales apparaissent. Les équations des écoulements
permanents obtenues par élimination des dérivées temporelles dans les équations a I'état non

permanent déterminées par LAI [55], sont utilisées en conséquence.

o En (1992), une analyse relative aux calculs des écoulements a surface libre dans des
changements de géométrie -élargissements, rétrécissements- a été présentée par
BHALLAMUDI et CHAUDHRY [15]. Ces écoulements sont gouvernés par les équations
bidimensionnelles moyennées sur la profondeur, obtenues par intégration des équations
générales du mouvement, en ['occurrence, celles de NAVIER STOKES. Le systéme
d’équations obtenu est le méme que celui donné par LAI [55], avec I’hypothése d’une pente
faible.

e Bn vue d’étudier le phénoméne de diffraction bidimensionnelle d’un mascaret
rencontrant un cylindre, ou traversant une structure convergente-divergente, en régime non
permanent, YANG et HSU (1993) (81] ont utilis¢ les équations des écoulements
bidimensionnels non permanents a surface libre — théorie des eaux de faible profondeur -, qui
sont données antérieurement par HUG [49], ABBOTT [1] et autres. Mais dans ce cas, en plus
de ’hypothése d’une distribution hydrostatique de la pression, la pente et les frottements sont

supposés carrément nuls, conduisant ainsi au systéme suivant
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8,Q+ad,E+2,G=0 (2.28)
ou,
hu
h , hv
n N h? A
Q= hu : E= hu2+g7 : G= huv
2z
hv huv hv? +gh_
2

e BERREKSI et BOUHADJI (1993) [14] ont présenté une thése d’ingéniorat sous la
direction de Mr. BELHAD] en rapport avec le travail fait par BHALLAMUDI
et CHAUDHRY [15] et qui avait pour objectif, la simulation et I’analyse des écoulements
3 surface libre dans les transitions. Un modéle mathématique des écoulements
bidimensionnels en régime permanent, HUG [49] et ABBOTT [1] a ¢té utilisé pour obtenir

des solutions a I’état permanent, en prenant le temps comme parametre d’itération.

o Par ailleurs, GRAF et ALTINAKAR (1993) [35] ont édit¢ un ouvrage dans lequel
des informations sur la pression dans un canal de pente non négligeable ont ¢té fournies, en

supposant toujours qu’elle est hydrostatique (Figure 2.6).

- Figure 2.6 -

Dans un tel cas, elle est égale a Py=p.g.hcosa

ou, h représente la profondeur d’écoulement mesurée perpendiculairement au fond du canal.
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e ABSI et RETIEB (1994) [3] ont utilisé les équations d’un ¢coulement
bidimensionne! graduellement varié et non permanent a surface libre données antérieurement
par BHALLAMUDI et CHAUDHRY [15] pour analyser le probléme de diffraction

bidimensionnelle d’un mascaret en régime instationnaire.

e De méme, la simulation des écoulements supercritiques bidimensionnels et a surface
libre, traités d’abord par BHALLAMUDI et CHAUDHRY ([15] et ensuite par BERREKSI
et BOUHADJI [14] utilisant des schémas aux différences finies a été étudiée en (1995) par
AMGHAR et MORSALI [6] en employant la méthode des €léments finis, tout en gardant le
méme systéme d’équations préajablement donne [14 et 15].

e (Cependant, en (1996) une thése portant sur I’étude des écoulements a surface libre
dans des canaux non prismatiques a forte pente a ét€ présentée par OUKACHA
et LECHEHEB [64}. '

Un modéle mathématique englobant les équations d’un écoulement bidimensionnel
graduellement varié en régime non permanent a été élaboré. Le systéme d’équations obtenu
en conséquence, par application des principes de conservation de la masse et de la quantité de

mouvement est le suivant :

dh & 0
—-+—-1h —{vh)=0 2.29
6t+8x( u)+ay(v ) . (2.29)
2
%(huﬁ%(huz+g%—cosaxj+éa—y(huv):gh(80x—SFX) (2.30)
- 2
Eat-(hv)+§(huv)+;—y[hv2+gh7cosax}gh(soy—sFy) (2.31)

avec, Sex = sino (pente suivant x).

Sey = sinay, (pente suivant y).
Ce travail rentre dans le cadre du théme de recherche traité dans !a présente these.

Toutefois, il y a lieu de relever que dans la littérature, on trouve aussi d’autres études
sur cette catégorie d’écoulements, que ce soit dans un cas unidimensionnel ;: BALTZER
et LAI (1968) [8] et FENNEMA et CHAUDHRY (1986) {28]..., ou encore dans un cas
bidimensionne! ©- PONCE et YABUSAKI (1981) [66], RAJAR et CETINA (1983) [68],
FENNEMA et CHAUDHRY (1989) [29] et (1990) [30] et RAHMAN et CHAUDHRY
(1997) [67]...
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2.2. Etat de connaissance sur les ondes transversales (ondes de cheoc)

Les écoulements supercritiques dans les canaux non prismatiques a surface libre
entrainent des perturbations distinctes, qui ne se manifestent pas dans le cas subcritique.
Celles-ci, ne sont autres que des ondes stationnaires, appelées "ondes de choc”, et qui peuvent
conduire & de grandes complications si leur hauteur est considérable. Par conséquent, il
devient indispensable d’étudier et d’analyser ce phénomeéne, afin de trouver les moyens

nécessaires permettant au moins leur réduction.

Plusieurs chercheurs ont tenté d’étudier et d’éclairer ce type d’écoulement, avec toutes
les complexités qui s’engendrent, et de présenter I'influence du changement de direction sur

la surface du cours d’eau.

Ainsi, lorsqu’un écoulement supercritique passe 4 travers un canal dont la paroi latérale
est déviée en un certain point d’un angle 8 vers I’écoulement, ce changement provoquera
alors, des lignes de discontinuités et par suite perturbation de I’écoulement le long d’une ligne

droite appelée "onde transversale", faisant un angle B (Figure 2.7) avec la direction initiale.

Front d’onde—'

|

- i
-“1! |

Figure 2.7 : Déviation d’un nmur - Coupe A-A

Les équations de base sont obtenues par application des principes de continuité et de
quantité de mouvement perpendiculairement et parailélement au front d’onde, GRAF
et ALTINAKAR [35] HAGER et ALTINAKAR ([39], IPPEN et DAWSON [50],
REINAUER [70], STURM [77] et TISON [78] :
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h, V,sin B, =h, V, sin(B, —6) (2.32)

h?—h? h, V/sin*(B, —6)—h, V}sin’ B, (2.33)
2 g

h, tg, <h, ta(3, ~6) (2.39)

Dans un écoulement supercritique a travers une contraction rectiligne (Figure 2.8), les
ondes de choc symétriques qui se forment 4 I’entrée de la transition, se rencontrent au point B
sur ’axe de symétrie du canal, puis elles sont réfléchies sur les parois opposees a I"aval.

Donge, ’écoulement dans le canal aval est trés perturbé.

\ B

I A

Figure 2.8 : Représentation schématique de I'écoulernent dans un rétrécissement

Afin de minimiser ces perturbations, il faudra concevoir une contraction dans laquelle,

la réflexion des ondes transversales (Figure 2.9) ne pénétre pas dans le canal aval.

Figure 2.9 : Conception d’un rétrécissement
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Dans le cas d’un élargissement de canal, la géométrie (Figure 2.10} qui présente le
moins de probléme lors du passage d’un écoulement supercritique est donnée par la relation
sutvante CHOW [20], HAGER [42], ROUSE et Col. [71] et SINNIGER et HAGER [76} :

Figure 2.10 : Géométric d’un élargisscment dans des conditions d’écoulement torrentielles.

BO) I _x ", (2.35)
b, 2||bF

ou, B(x) :largeur a une distance x.
by - largeur amont.

F; :nombre de Froude amont.

D’autre part, Iétude pratique des écoulements supercritiques traversant des
discontinuités —élargissements, rétrécissements, courbes, piles, jonctions et autres— entrainant
la naissance des ondes transversales a été traitée par un certain nombre d’investigateurs, que
ce soit d’'une maniére analytique [7, 26, 28 et 52]..., ou d’une maniére expérimentale sur
modeéle réduit réalisé au laboratoire [41, 45, 47, 69, 73 et 74]..., ou encore en utilisant la
résolution avec des méthodes numériques, exploitant ainsi le grand progrés de loutil
informatique, qui a beaucoup contribué au développement de I’hydraulique [15, 22, 28, 45, 54
et 81] et autres. ..
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Au niveau du département "Hydraulique" de I’Ecole Nationale Polytechnique (E.N.P.},
on trouve quelques travaux qui traitent ces écoulements par des procédés numériques. Un
premier travail a été présenté en (1993) par BERREKSI et BOUHADII [14], suivi en (1994)
par celui de ABSI et RETIEB [3], puis en (1995) par celui ' AMGHAR et MORSALI [6], qui
n’ont tous pas pris en considération ’effet d’une pente augmentée, et se sont contentés a des
transitions de faible pente. Par contre, en (1996) un travail qui rentre dans le cadre du théme
de recherche traité dans la présente thése, examinant les écoulements supercritiques dans des
transitions a forte pente a été présenté par OUKACHA et LECHEHEB [64].

Par ailleurs, l'objectif principal de notre travail est la détermination de l'allure de la
surface libre dans des canaux non prismatiques - contraction, expansion -, 4 faible et a forte

pente, traversés par des écoulements & grandes vitesses.
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3.1. Introduction

Tout changement de section ou de direction d’un canal considéré entraine une surface
d’écoulement irréguliére et ondulée. Les irrégularités ainsi générées sont négligeables pour
des écoulements fluviaux (ou suberitiques), mais deviennent trés importantes pour des
écoulements torrentiels (ou supercritiques) [14, 26 et 76].

On reléve d’une part, que des ondes de choc sont fréquemment présentes dans des
canaux non prismatiques pour des écoulements en régime supercritique [3, 6 et 51], et d’autre
part, que les conditions d’écoulement torrentielles ne se retrouvent pratiquement que dans des
canaux artificiels [76].

Plusieurs questions peuvent alors se poser dans ce contexte, dont :

Quel est le réseau d’ondes de choc qui se forme?,

Quelle est la hauteur extréme de I’onde?,

Quelle sera la hauteur nécessaire aux parois pour éviter le débordement de I’eau?, et

Quels sont les moyens de réduction de ces ondes de choc?.

La formation d’ondes transversales, ’analyse des rétrécissements, des élargissements

et les moyens de réduction de telles ondes seront examinés dans ce chapitre.

3.2. Notion d’ondes transversales

Les écoulements subcritique et supercritique dans des canaux a surface libre ont un
comportement tout a fait différent; si le premier ne produit pas d’ondes de choc, le deuxiéme
par contre est le siége d’apparition de celles-ci.

Les écoulements torrentiels entrainent donc des particularités du type ondes, qui
constituent des problémes caractéristiques Je long du canal dans les deux directions, amont
et aval. Ainsi, chaque obstacle dans le canal — par exemple, pile [69], rétrécissement [15, 51
et 54], élargissement [7, 47, 73 et 81], courbe [22 et 39], déviation brusque [30, 45 et 73]
ou jonction de mur [41 et 74] — crée de grandes perturbations qui provoquent des ondes
stationnaires a la surface de I’eau (creux ou —ce qui est plus dangereux- surélévations). De
telles ondes sont appelées "ondes transversales” ou, par analogie avec Ja dynamique des gaz
"ondes de choc”. If devient par suite indispensable de chercher les moyens permettant d’éviter
ou au moins de réduire la formation de ces ondes, qui nécessitent dans la plupart des cas une

revanche supplémentaire.
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3.3. Déviation brusque d’un mur

Soit un écoulement supercritique paraliéle dans un canal rectangulaire large. Apres une
certaine longueur du canal, le mur est brusquement dévié vers ’écoulement d’un angle (+0)
(Figure 3.1). Cette déviation provoque une perturbation de I’écoulement le long d’une ligne
droite faisant un angle B par rapport a la direction initiale de 1’écoulement. L’angle 3 est
appelé "angle de choc", et la ligne correspondante "onde transversale" [20, 42 et 78].

-Figure 3.1 -

a) Déviation d'un mur ¢ notations relatives 3 i"onde transversale.

b) Onde transversalc dans un canal cn laboratoire.
Remargque : 1 angle de choc B est toujours plus grand que I’angle de déviation du mur 6.
3.4. Déviation positive d’un mur

Considérons un écoulement supercritique dans un canal présentant un changement de

direction brusque et positive d’un angle 8, illustré par la figure (3.2) :
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1

¥y

v
=l

A

I

| Iy

\II A = ‘ i 112

s

—_— Vln

Coupc A - A

Figure 3.2 : Schéma d’une déviation positive d’unc paroi.

\

L’application de I’équation de continuité et celie de la quantité de mouvement
normalement au front de ’onde {20 et 78] donne respectivement :

hlvlu:hz V2n - (3~1)
TheyLp va=dnzyly vy (32)
2 g 27 8

D’autre part, on admet que tangenticllement au front de [’onde, la quantité de
mouvement est nulle [35 et 46], d’ou:

Vo= Vi (3.3)
A partir de la figure (3.2) quelques relations géométriques peuvent étre établies :

V, =V, sinf et V, =V,sin(-0)
vV Y (3.4)
V.

. Tn 20
1w
tgf

et

(TS

En remplagant les relfations (3.4) dans les équations (3.1), (3.2) et (3.3), et aprés

réarrangement, on a :

29



Chapitre 3 Lcoulement a surface libre dans les transitions

hy V sinp = hy Vi sin (B - 0) (3.5)

hi—h} h, Vsin®(B-0)—h, V'sin’p (3.6)
2 g

hy tg =ha tg (B - 0) (3.7)

ou, les indices « I » et « 2 » indiquent respectivement les positions a "amont et a Paval de
I’onde transversale, § et B sont les angles de déviations de la paroi et de I’onde de choc, et g
est I’accélération gravitationnelle. Ainsi, si ’on connait h;, Vi et 8 les équations {(3.5) 4 (3.7)

donnent des expressions pour les inconnues ha, V2 et 8.

La combinaison des équations (3.5), (3.6) et (3.7) donne par ailleurs [17, 35 et 42]:

Y:%L/HSFE sin25—1] (3.8)

sin B:%BY Y +1)T | (3.9)

1

tgB
- L 3.10
tg(3-90) 19

tgBly1+8F sin® -3
tgf= gB( . B ) o (3.11)
2tg? B+4/1+8F sin* B -1

1
2oy 2o (Y- 2 3.12
Fl=Y {F, 2Y(Y 1)(Y+1)} (3.12)

Pour Y = 1, correspondant a de petites variations de la surface libre de I’amont a "aval,

il a été obtenu [26 et 39] que :
1
sin f=— (3.13)
g ¥

1

Pour F; = 1, angle de choc devient B = 90°, tandis que ce dernier diminue pour des

nombres de Froude élevés.

Dans le cas ou F; sinf > 1, HAGER et BRETZ [40] ont démontré que I’équation (3.8)

peut étre remplacée par I’équation approchée suivante -
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Y=+2F, sinBﬁ% (3.14)
et HAGER [41] a montré aussi que :
B= 0+ —F (3.15)
242

Pour < 45° et F| > 2, les valeurs caractéristiques tirées de I’équation (3.10) présentent

un écart inférieur & 2% par rapport a la valeur exacte [42 et 70].

Pour de faibles valeurs de B, le rapport des profondeurs Y dépend linéairement de

I’angle de déviation 8, et du nombre de Froude & P’entrée F, [45 et 73], tel que ;
Y=1+ﬁF‘9 (3.10)

Les équations (3.8) a (3.12) ont été expérimentalement vérifiées par plusieurs
chercheurs (IPPEN et HARLEMAN) [35 et 42]. Pour Y > 2, ce systéme d’équations concorde

bien avec les observations.
A noter enfin que 1’équation (3.11) est seulement valable pour les rétrécissements.
3.5. Déviation négative d’un mur [70]

Soit & présent un écoulement supercritique dans un canal ayant une déviation négative

de la paroi, faisant un angle 8 avec la direction initiale (Figure 3.3)
\\Il

A '

h]

|
= e

Figure 3.3 : lllustration d’une déviation négative de la paroi.
a — Composantes de la vitesse.

b — Coupe perpendiculaire au front de 1’ onde.
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ANASTASI [70] a supposé, dans la détermination du front de I'onde qu’il n’y a pas de

variation de I’énergie —constante -, et que la continuité est valable perpendiculairement au
front de I’onde.

Comme le montre la figure (3.3), Dapplication de I’équation de continuite
perpendiculairement au front de 'onde se fait de la méme maniére que dans le cas d’une

déviation positive de la paroi, ce qui méne de nouveau & Péquation (3.5), a savoir
hy Vi sinf =hy V, sin(p - 9)
L’angle de déviation @ est pris dans ce cas négativement.
Avec la condition géométrique (Figure 3.3) Vit = Va, il en résulte que :
Vicosp=V; cos(f3 - 0) (3.17)

Le théoréme de conservation de I’énergie est équivalent a -

2 2
h1+V_1:h2+V_z (3.18)

2g 2g

En effectuant une transformation trigonométrique dans 1’équation (3.17), il a €té obtenu

que :

1

sin (;3-9):\/1—%‘7(1—sin2 B) (3.19)

2

La combinaison des équations (3.5) et (3.19) donne pour I’angle de choc j3, Ia relation
suivante

(3.20)

ou, F :\7 représente le nombre de Froude de ’écoulement entrant.
veh,

Remarque : si hy =hy alors sin B:Fi.

1
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La résolution de I’équation (3.20) par rapport au rapport des profondeurs d’eau Y=hi/h,
permet d’obtenir :

(3.21)

D’un autre cdté, I’équation donnant 1’angle de choc B est obtenue, en égalisant
’équation (3.21) et I’équation (3.10), d’ou :

8
th[ I+— +~3] :
F/sin” (3.22)

{ 8
toBil- l+———— -2
& B[ F! sinzﬁ}

L’utilisation du théoréme de conservation de I’énergie (équation 3.18) fournit la relation

tgO=

qui permet de déterminer le nombre de Froude aval F

F,= ::—’(Fﬁ +2)-2 (3.23)

2
3.6. Déviation infinitésimale d’un mur

Dans ce qui a précédé, la déviation du mur (6) avait une valeur finie. Par contre, un
choc provoqué par une déviation infinitésimale (d) de la paroi (F igure 3.4) provoquera un

changement infiniment petit (dh) de hauteur et (dv) de la vitesse.

Vi

k4

T hz
hy

Figure 3.4 : Déviation infiniment petite dunc paroi.
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La combinaison des équations (3.5) 4 (3.7) donne la relation entre la profondeur de
I’écoulement et la vitesse locale {39 et 76] :

dh :(ﬁ] tgB do (3.24)
g

L’équation (3.24) ne peut étre résolue sauf si des hypothéses simplificatrices sont
émises. VON KARMAN [39 et 42] a considéré des écoulements avec une charge spécifique
H = h + V*2g constante, rapportée au fond rectiligne du canal, et a obtenu la relation

suivante :

. 3
0-06 :\Earctg “L —arctg

1
JFi =1 JFE -1

dans laquelle - F2 = V¥/gh et 8" correspond 4 la constante d’intégration dépendant du nombre
q

(3.25)

de Froude de ’écoulement entrant F.

D’aprés KNAPP et IPPEN [39], des résultats adéquats peuvent étre obtenus avec la

relation suivante ;

—h—:F]2 sin ? (Bilﬁj (3.26)
b, 2

donnant la variation de la profondeur de I'écoulement, ou F :\7 est le nombre de
vgh,
Froude amont.

Cette expression est obtenue en admettant une vitesse constante V = Vj, qui passe
a travers ’onde transversale, puisque, d’aprés les observations expérimentales [39 et 42] la

variation de la profondeur de I’écoulement pour de grandes valeurs du nombre de Froude "F"
est faible.

Une déviation positive (+0) conduit & une augmentation de la profondeur

d’écoulement h/hy > 1.

Notons enfin que cette procédure est généralement utilisée dans le cas des canaux

courbes,
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3.7. Notions d’ondes positives et d’ondes négatives {42 et 70]

Soit le canal a surface libre présentant un changement de direction brusque mais faible
donné par la figure (3.5), et dont le nombre de Froude de I’écoulement a I’entrée est F; > 2.

Le canal en question change de direction aux points A et B d’un angle .

Ax\))\e E '#1 . G

Figure 3.5 : Déviation d’un mur et représentation des lignes de courants dans un canal de largeur finie.
——  Ondc positive.
- - - Onde négative.

Ia déviation de la paroi au point A est qualifiée de positive, et une "onde positive” se
forme ainsi, engendrant une augmentation de la profondeur de ’écoulement. Par contre, la
déviation de la paroi au point B est négative, ce qui conduit a la formation d’une "onde
négative" avec diminution de Ia profondeur de I’écoulement. L’onde négative est cependant
différente de I'onde positive du fait que le changement de profondeur s’effectue d’une

maniére progressive et non brutale.

Dans la zone située a I’amont des ondes transversales, ¢’est-a-dire a gauche de ACB,
I’écoulement n’est pas influencé par le changement de direction, et les lignes de courant
restent donc paralléles au canal d’entrée. Tandis que, dans les zones ACE et BCD, les lignes
de courant sont paraliéles aux parois du canal aval et les profondeurs de I’écoulement

augmentent et diminuent respectivement.

Les deux ondes transversales partant respectivement des points A et B se rencontrent au
point C. Elles pénétrent alors dans des zones perturbées, mais aboutissent — en raison de
Pinversion — a la zone d’état initial. Il en résulte que les caractéristiques de 1’écoulement dans
la zone CDEF sont égales 4 hy et Fy. Mais les lignes de courant ont été déviées de 26 par

rapport 4 la direction de I’écoulement initial.
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A T’aval de la ligne DFE, une inversion se produit de nouveau, et les lignes de courant
deviennent par suite parailéles aux parois. 1t en résulte une augmentation de la profondeur de
|’écoulement dans la zone DFH et une diminution dans la zone EFG. Donc, le long de la paroi
AEG, la surface de I'eau s’éléve tout d’abord brusquement, puis chute au-dessous de la

profondeur initiale h,.

1’écoulement dans le canal devient ainsi trés perturbé, ce qui nécessite des parois plus
hautes que celles de la zone d’entrée, d’ou, on conclu qu’une grande partie de I’étude des
coursiers doit se porter sur la réduction des sommets des ondes.

3.8. Rétrécissement d’un canal dans des conditions d’écoulement supercritiques

La conception des rétrécissements de canaux, dans un écoulement supercritique entraine
plusieurs complications contrairement a un cas subcritique. Un rétrécissement se présente [20,
51 et 70] aux endroits ou :

- la pente du radier est augmentee,
- larugosité est réduite, ou

- le débit augmente.

Des ondes transversales obliques prennent naissance et peuvent se propager loin a ’aval
nécessitant ainsi des hauteurs considérables des parois du canal; & moins que la transition soit
congue de maniére & minimiser ce phénoméne, qui peut entrainer beaucoup d’air et un bassin
d’amortissement situé a Pextrémité du coursier peut aussi souffrir d’un écoulement entrant

dissymétrique.

Un rétrécissement bien congu se caractérise par un écoulement presque uniforme dans
la partie du canal rétrécte [77].

3.8.1. Les différents types de rétrécissement

Un rétrécissement consiste a passer d’un canal d’enirée de largeur by a un canal de
largeur by avec by < by Il existe plusieurs types de rétrécissements, parmi lesquels on
distingue principalement [70] ceux en forme d’entonnoir, en forme d’éventail et en forme de
tuyére (Figure 3.6).
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Figure 3.6 : Rétrécissement de canal.

a) Entonnoir, b) Eventail, c) Tuyére.

Le premier type a une forme polygonale entre la partie large et la partie étroite du canal.
Dans la forme en éventail, on utilise des arcs circulaires dont la courbure est orientée vers
I’écoulement, tandis que dans la forme en tuyére deux arcs circulaires sont disposés en S. Le
rétrécissement en forme d’éventail correspond & la forme optimale du point de wvue
géométrique, car il présente le minimum de déviations élémentaires. En ce qui concerne le

rétrécissement en forme de tuyére, I’arc aval aura un rayon plus grand que "arc amont.

Dans ce qui suit, on s’intéressera lus particuliérement au rétrécissement en forme
2
d’entonnoir.

3.8.2. Rétrécissement en forme d’entonnoir

Soit le rétrécissement symétrique, de tracé rectiligne représenté par la figure (3.7) avec
lignes de courant et ondes transversales. L’indice «1» correspond aux conditions
d’écoulement a I’amont de la transition, hy, Vy et F; sont respectivement la profondeur, la
vitesse et le nombre de Froude de PPécoulement a ’entrée. Les largeurs du canal d’entrée et du
canal de sortie sont by et by (bs < by). Pour un angle de rétrécissement arbitraire 9, le schéma
de ’écoulement est aussi illustré sur la figure (3.7)
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Figure 3.7 : Représentation schématique de I’écoulement dans un rétrécissement de canal

d’aprés TPPEN et DAWSON (1951) [50].

Ce changement de la largeur du canal, ou cette déviation du mur d’un angle €, engendre
un systéme d’ondes de choc [3 et 14]. Ainsi, des ondes transversales positives partent des

points A sous un angle (1.

Les deux ondes de choc des points A se rencontrent au point B situé sur ['axe du canal,
puis sont réfléchies sur les parois opposées aux points C et pénétrent par suite dans le canal
aval. Entre-temps, des ondes négatives sont crées aux points D a la sortie du rétrécissement.
L’interférence entre les ondes positives et négatives donne naissance a des ondes croisées
(souvent assez désagréables) qui peuvent persister loin en aval, ce qii conduira & un
écoulement trés agité, Il en résulté que I'écoulement dans le canal aval connait de fortes

perturbations [70], comme le montre bien la figure (3.8) :

Figure 3.8 : Schématisation de la perturbation de Iécoulement dans le canal aval du rétrécissement.
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Par conséquent, un choix correct de 'angle de rétrécissement 0, qui dépend du nombre
de Froude amont Fy et du rapport des largeurs 1 = bs/by, donne une nette amélioration de
I*écoulement. Mais, une fois r et 9 fixés, chaque changement de F; conduit  a la situation

représentée dans la figure (3.7) précédente.

Si P’angle de déviation 6 est bien choisi, les ondes transversales positives partant des
points A et se rencontrant au point B sur I'axe du canal, seront dans ce cas dirigees
exactement vers les points D sous "angle 52 [6 et 64] (Figure 3.9), I'interférence des ondes se
produit alors (voir § 3.11). L’écoulement qui en résulte dans le canal aval n’a pratiquement
pas de perturbation de surface. 1l s’ensuit que seul I’écoulement dans la zone (2) n’est pas
axial (Figure 3.9.a). Les profils caractéristiques de surface le long des murs latéraux et le Tong

de P’axe du canal sont donnés dans la figure (3.9.b}).

hl

———  Profil de la surface libre le long des parois.

~ - — profil de Ia surface libre dans I’axe du canal,

Figure 3.9 : Conception d'un rétrécissement de canal en forme d’entonnoir
d’aprés IPPEN et DAWSON (1951) [50].
a) Vucenplan, b) Coupe longitudinale.

I écoulement sans perturbation dans un rétrécissement congu avec un choix judicieux

de I’angle 8 [70] est illustré par la figure (3. 10) :
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Figure 3.10 : Schématisation de "amélioration des conditions d’écoulement

dans le'canal aval du rétrécisscment,

Donc, afin d’éviter ou au moins minimiser ia propagation d’onde comme suggéré par
IPPEN et DAWSON [50 et 77), il faut que la réflexion des fronts d’ondes touche exactement
fes parois de la transition a la fin de la contraction (Figure 3.9). Cette condition peut-étre

exprimée d’aprés les considérations géométriques (Figure 3.9) par :

L=L, +L2=b' -5, (3.27)
2tg6
L, LI (3.28)
2tgB,
b (3.29)

L=
2tg(Bz -0)

En outre, 'application de I’équation de continuité et le théoréme de la quantité de
mouvement normalement et tangentiellement au front d’onde A-B fournit les relations (3.5),
(3.6) et (3.7). De ces trois équations SINNIGER et HAGER [76) €t STRUM [77] ont tiré les

expressions suivantes :

h,,, 8B (3.30)

b, th(ﬁi -6)

o[ es (_ws ) CED
sinfi =g [tg ®,-6) (tg (B;—B)HH

R sinB (b, A (3.32)
F,  sin (8,-9) \h,,

ou i=1,2
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Pour i = 1, les équations (3.30), (3.3 1) et (3.32) se rapportent au trongon A-B, pouri=2
au trongon B-C du systéme des ondes de choc.

Pour F; (i=1) et O fixés, I’équation (3.31) permet de calculer Bi. Les valeurs de hi
et Fi; résultent alors des deux autres équations. On répete ensuite ]la méme procédure pour
Fi.1, O fixé on obtient iy (i=1) et Fiey, hin (i=2).

Mais, la solution obtenue de cette maniére n’assure pas la minimisation (ou la
réduction) de la propagation d’onde vers le canal aval [77). Par contre, si ’équation (3.32)
est appliquée deux fois de suite a travers la transition, ¢’est-a-dire :

F2 sinB, | h1 &
F_ Si“ﬁz_. n, Y 3.32b
F, sin (B,-0) [hj : (3-320)

puis, combinée avec I’équation de continuité a travers la contraction elle méme, c’est-a-dire :

1ob () (3.33)
r b, F h

Il en résulte que [76 et 77]

__sin(B, ~6)-sin (3, -6) (3.34)

sin B, -sin 3,

D’une autre facon, et afin de réduire la propagation d’onde, STURM [77] a démontré a
partir des considérations purement géométriques (équations 3.27, 3.28 et 3.29) que :
tg0
18

o tgh, (3.35)
tge

tg(Bz 9)

Il a-été prouvé aussi par des identifications trigonométriques 1’équivalence des
équations (3.34) et (3.35).

Finalement, la condition permettant la réduction des ondes transversales dans une
contraction traversée par un écoulement supercritique, comme défini par la figure (3.9)
et Péquation (3.27), est équivalent a satisfaire simultanément 1’équation de continuité le long

du front d’onde (équation 3.5) et P’équation de la guantité¢ de mouvement normalement
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et tangentiellement au front d’onde (équations 3.6 et 3.7), et I’équation de continuité a travers

la contraction (équation 3.33), ce qui a fournit les deux équations identiques (3.34) et (3.35).

D’aprés HAGER et BRETZ [40 et 42], ’angle de rétrécissement 6, peut étre déterminé

par la formule approchée suivante :

1 b
Arctg8= ——| 21— 336
Yo F L } (3.36)

1 3

si B<10°

Pour de plus grandes valeurs de 0, les résultats devront étre vérifiés vis-a-vis de
’engorgement, étant donné que F3 peut étre proche de I’écoulement critique, ce qui est

a éviter [42]. Dong, il faut maintenir un écoulement supercritique 4 travers la transition.

L étude se base sur le débit pour lequel la hauteur maximale de ’onde se produit.
Comme celui-ci n’est pas & priori connu, on considére généralement, le débit maximal comme
débit de projet. Pour tous les autres débits la forme du rétrécissement ne sera pas alors

conforme a I’équation (3.36).
3.9. Elargissement d’un canal dans des conditions d’écoulement supercritiques

Un élargissement de canal dans un écoulement supercritique est fréquemment utilisé
aux endroits ou I’écoulement sort avec une grande vitesse a partir d’une’ conduite fermée,

d’une vanne de fond, d’un évacuateur de crues ou d’un déversoir & pente raide [20, 58 et 71].

Par opposition & un rétrécissement de canal ou la vitesse moyenne V diminue et la
hauteur d’eau h augmente, la vitesse V dans des canaux a parois divergentes augmente et h
décroit pour des conditions pseudo-uniformes. La figure (3.11) montre une variation graduelle

de la largeur du canal.

Vi

Figure 3.11 : Ondes de choc dues 4 une paroi concave.
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Alors que la hauteur d’eau décroit, angle de choc B; augmente et les ondes de choc
divergent en conséquence. C’est la raison pour laquelle de tels écoulements n’entrainent pas

de variations rapides de la hauteur [76].

Par ailleurs, si la transition entre le canal étroit et le canal large est trop brusque,
d’importantes ondes transversales peuvent se former, et d’autre part, si les parois d’un
élargissement divergent trés rapidement une séparation de 'écoulement aura lieu, car ce
dernier n’adhérera pas avec les parois, ce qui est & éviter. Enfin, une transition trop
progressive conduit a un ouvrage de grande longueur et colteux. D’ou 'importance d’une

conception adéquate des élargissements de point de vue pratique.

La meilleur facon d’étudier un élargissement particulier de canal se fait par voie
expérimentale (tests sur modéles réduits au Jaboratoire). Néanmoins, une approche analytique
peut étre utilisée, mais elle donne seulement des résultats approximatifs, a cause de certaines
limitations [20] dont :

- Les pertes d’énergie dues a la résistance sur les parois sont négligeables,
- Les parois sont verticales, et

- Une distribution de pression hydrostatique.

Dans la littérature, les premiéres études des €largissements sont ’ceuvre de Rouse et ses
collaborateurs [20, 42, 70, 73 et 76], et c’est pour cette raison qu’on rencontre souvent
I"appellation "élargissement de Rouse". Ces chercheurs ont étudié expérimentalement
et analytiquement des élargissements de canaux dans des conditions d’écoulement
torrentielles en comparaison avec un élargissement brusque, et ont présenté ainsi des résultats

permettant leur dimensionnement.

Pour un canal avec élargissement infini (Figure 3.12), il a été démontrer que la surface

libre h{x,y) dépendait seulement de la profondeur hy, de la largeur relative bi/h; et du nombre

de Froude F, =Q/ (gb,2 h; )% de I’écoulement entrant.
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Figure 3.12 : Canal avee élargissement infini.

a) Vue cn plan

b) Profil le fong de 'axe du canal

Rouse et ses collaborateurs [20 et 71] ont détermine une courbe limite B(x) contenant

90% du débit, pour £ = 1, et qui peut-étre définie par ’équation suivante :

B(x):1

L FO R (3.37)
b, 2 b, F, :

ou, f.: représente le paramétre de courbure de la paroi.

1 élargissement donné par P’équation (3.37) pour fo = 1, et appelé généralement
"élargissement de Rouse”, a é6té considéré en premier comme le plus efficace, parce que la
divergence des parois est tellement progressive (graduelle) (Figure 3.13), que la distribution
des pressions est hydrostatique (ou presque), et que la formation des ondes transversales est
réduite [76].
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Figure 3.13 : Elargissement de Rouse.

Ftant donné que I’élargissement de Rouse défini ci-dessus est trop progressif, il sera
alors d’une part trés colteux, et d’autre part peu ou non utilisable dans le cas des pentes

considérables ou I’écoulement a tendance 4 moins s’étendre latéralement.

Par la suite, Rouse et ses collaborateurs [43, 59 et 71] ont proposé une autre forme de

Iélargissement, illustré par fa figure (3.14) :

Figure 3.14 : Elargissement a parois modifiées de Rouse.

et défini par I’équation (3.37) avec f,=1/4, c’est-a-dire:

i/

1O FIRLL I I (3.38)
b, 2| 4lbF

Dans cet élargissement, appelé "élargissement a parois modifiées de Rouse", les parois
divergentes donnees par {”équation (3.38) sont suivies a P’aval par des parois paralléles. Mais,
cette forme engendre des perturbations -apparition des ondes de choc- 4 ’aval, et ne donne

pas une nette amélioration de 1’écoulement.
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Dans le but d’éliminer ces perturbations, Rouse et ses collaborateurs [43, 59 et 60] ont

introduit ce qui est appelé “élargissement 4 parois inversées de Rouse" représenté par la
figure (3.15) ¢

h

)
=
i

Figure 3.15 : Elargissement 4 parois inversées dc Rouse.
__ Profil de la surface libre le long de I'axe.
Profil de la surface libre le long des parois.

() Début et fin de fa transition.

C’est une transition composée d’une portion de 1’¢largissement & parois modifiées de
Rouse défini par ’équation (3.38) jusqu’au point tangent de longueur L, (0 < x < Ly),
4 laquelle est ajoutée une courbe convergente {(inversée) a ’aval de la premiére portion
(L, < x < Ly). La longueur de la courbe modifiée L, et celle de la transition compléte sont

données comme suit [43, 59 et 60]

L

v g7 2 (3.39)
b, K b,
Lo qp30s( B (3.40)
b, F b,

b,

our—-<35.

Py

1

D’aprés Rouse et ses collaborateurs [42], 1a conception représentée sur la figure (3.15)

donne un écoulement sortant essentiellement uniforme.
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3.10. Ecoulement dans un canal de pente considérable [70]

Soit un écoulement supercritique dans un canal rétréci représenté par la figure (3.16),

et dont I’effet de la pente du fond est pris en considération.

Figure 3.16 : Description d une déviation brusque de la paroi dans un canal nclingé.

a} Composantc de la vitesse.
b) Coupe (1 - t) perpendiculaire au front de choc.

c)  Définition de la hauteur de pression.

L’application de I’équation de continuité et du théoréme de la quantité de mouvement
perpendiculaire au front de Ponde de choc, se fait de la méme fagon présentée auparavant
(§ 3.4). Ceci étant fait, on a dans ordre :

h,V,sinfi=h, V,sin(f-0) (3.41)

h. .
P]+£Vf‘ sin? B+ W, =P, +—2 V7 sin® (3-6) (3.42)
g 24
dans lesquelles :

1 1 1 . .
P1:§h12 cosa Plzahicosa . W, :E—kfﬁs(h]+h2)sma sin B
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avec,
0 . angle de déviation de la parot.
B : anglede choc.
hy hauteur de I"écoulement & ’'amont.
V; :  vitesse de I’écoulement amont.
ke :  facteur de forme.
¢, . largeur du front de I’onde de choc (Figure 3.16).
W, force de pression a la paroi.

Py, P2 . pressions statiques.

* La combinaison des deux équations (3.41) et (3.42) donne la relation suivante :

\/[ﬁ_y (1+Y) sin® o + 8F? [1—&] coso.(Y? -1) - [%](1+Y)sin a

t I
sin B = - (3.43)
P aF (1-Y™)
ou,
h2 1z
Y =-—* : rapportdes profondeurs de! écoulement.
1
F, =—==— : nombre de Froude amont.
veh,
Le coefficient de forme est pris tel que : ke= 1.
En utilisant maintenant I’équation de continuité : h; Vi, = hy Vg, il vient que :
h v 18 (ﬁ - 9)
t
9=B—arctg[—%g) (3.45)

Remarque : D’aprés les expériences faites [70], la largeur du front de Ponde £, n’est jamais

plus grande que la hauteur de I’écoulement h;.
3.11. Réduction des ondes transversales

On sait que les ondes de choc dans un écoulement supercritique sont la cause de
plusieurs discontinuités ou perturbations. Elles se propagent vers ’aval et sont caractérisées
par des hauteurs différentes.
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La figure (3.17) donne une schématisation typique de I’écoulement dans un
¢largissement brusque de canal, et dont hy, Fy = Vi/{Jgh, et Vi sont respectivement la

profondeur, le nombre de Froude et la vitesse de I’écoulement amont. Cette variation brusque
dans la largeur, entraine une expansion de Iécoulement qui touche les parois aux points A
et B, ensuite une réflexion d’ondes se produit, et les deux ondes de choc se rencontrent alors
au point C et continuent & se propager d’avantage a Iaval donnant ainsi un écoulement
perturbé (Figure 3.18).

B> !
BN |
y |
. . : : b ';'""*_W” - ~
Figure 3.17: Schématisation d'un A\ ~.C-
¢coulement dans un  élargissement Tx PR
. —_—— ~ . -
brusque. l ~ e by
tby NA LT {
- Al

Figure 3.18 : La surface d’eau dans le canal d’un ¢largissement brusque.

L’intérét particulier en hydraulique est de connaitre le profil de la surface d’eau au
niveau des parois, puisque la hauteur de ces derniéres dépend senstblement du profil des
ondes sur les parois latérales. La conception des canaux avec écoulement supercritique,
est par conséquent mauvaise quand de grandes ondes de choc apparaissent, et est par contre

acceptable si ces ondes de choc sont maintenues a des limites raisonnables.
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3.11.1. Les moyens de réduction des ondes

Une bonne conception des zones de transition [44 et 79] permet dans la majorité des cas
d’éiiminer les régions pratiquement sans écoulement et celles avec concentration
d’écoulement, c’est-a-dire arriver & un écoulement uniforme. En d’autres termes, il faut

exclure :

- les zones avec des eaux stagnantes -concentration d’écoulement- ou les débris
peuvent étre déposés;

- les zones de basses pressions causées par les effets de courbures, avec un risque
potentiel de cavitation; et,

- I’écoulement asymeétrique qui peut causer des difficultés pour la dissipation de

I’€nergie a 'aval.

Durant, ces derniéres années, un certain nombre de dispositifs ont été développés dans
le but de réduire les sommets des ondes locales. Ces derniéres peuvent donc étre traitées par

différentes méthodes, parmi lesquelles on a principalement [79] :

- Reduction de I'intensité de perturbation ;
- Pinterférence d’ondes; ou,

- les éléments de réduction.
3.11.1.1. Réduction de intensité de perturbation

D’apres VISCHER et HAGER [79], la hauteur de 'onde de choc est un indice de
'intensité de perturbation, et qui peut-étre exprimé en fonction de ce qui est appelé "nombre
de choc" :

S=DF, (3.46)

ou, -5 :nombre de choc.

?

- D : intensité de perturbation,
- Fy : nombre de Froude amont.

Généralement, des nombres de Froude dépassant 2 sont considérés, pour éliminer ’effet

de courbure des lignes de courant.
L’intensité de perturbation D est égale a :
- La courbure relative b/R pour un écoulement dans les courbes (R = rayon);
- Pangle de déviation 8 pour une déviation brusque de la paroi ; ou,

- T’angle de jonction & pour les canaux a jonctions,
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La réduction des ondes de choc par diminution du nombre de choc, nécessite soit un
abaissement dans intensiié de perturbation, ou un abaissement dans le nombre de Froude de
I’écoulement entrant —amont -. Néanmoins, en pratique, ce procédé n’est applicable qu’a des
cas trés limités. Par conséquent d’autres méthodes sont requises pour une bonne conception

des coursiers.
3.11.1.2. Principe d’interférence des ondes

Le moyen Je plus efficace pour réduire les ondes transversales est basé sur le principe
d’interférence d’ondes [42, 60 et 79]. Selon ce principe, une onde négative est produite pour
remplacer une onde positive identique. Par exemple, une déviation de mur positive dans un
canal de largeur finie, telle que représentée sur la figure (3.19.a), conduit a une augmentation
de la profondeur de I’écoulement h, > h;. Dans la figure (3.19.b), I'inverse se produit

conduisant & une diminution de la profondeur de I’écoulement 4 I’aval.

Figure 3,19 : Principe de I'interférence d’ondes appliqué a un canal de largeur finje.

a) Augmentation de la profondeur de I'écoulement ¢t Fy > F.

b) Diminution de la profondeur de I'écoulement ¢t Fy < Fa.

En d’autres termes, la géométrie de la transition devra étre congue de maniére a réduire .

au maximum, la naissance des ondes de choc.

Ainsi, une bonne conception d’un rétrécissement rectiligne de canal - développé
précédemment dans le paragraphe (3.8) - nécessite que la réflexion des ondes qui partent du
début de la transition, touche les parois exactement a la fin de la transition et ne doit pas
pénétrer dans le canal aval (Figure 3.9). Ceci revient a satisfaire a la fois I’équation de
continuité e long du front d’onde et le théoréme des quantités de mouvement
perpendiculairement et paraliélement 4 ce front, avec I’équation de continuité a travers la

transition elle méme.

D’un autre cdté, une étude comparative de différents types d’élargissements -

élargissement a parois modifiées et 4 parois inversées de Rouse - par rapport a un
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élargissement brusque, a été faite par MAZUMDER et HAGER [59]. 1l a été trouvé que
I'élargissement a parois modifiées ne donne pas une amélioration de I’écoulement car il y a
toujours apparition des ondes de choc & l’aval. Par contre, la forme géométrique de
I’élargissement a parois inversées produit un écoulement aval uniforme, ce qui permet fa
réduction des ondes transversales. La figure (3.20) donne une comparaison entre
I’élargissement brusque et ’élargissement & parois inversées de Rouse, et montre par suite
I’amélioration des caractéristiques de I’écoulement.

Figure 3.20 : Comparaison de I'écoulcment dans

un élargissement brusque ct un €largisscment
dc Rousc 3 parois inversées.
a) Vuc amont.
b) Vue aval.
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Enfin, e troisiéme moyen utilisé pour réduire les ondes de choc, qui consiste a utiliser
des éléments de réduction que ce soit au niveau de I’axe de symétrie ou au niveau des parois,
n’est pas traité dans cette thése, car il est généralement utilisable pour les canaux courbes ou
a jonctions —qui ne rentre pas dans le cadre de ce travail -. Des informations détaillces sur ces
procédés sont données dans les références [60 et 79].

3.11.2. Conclusion

Malgré tout ces dispositifs mis au point afin d’éliminer les ondes transversales, il est
évident que ceux-ci ne peuvent supprimer totalement ces ondes dans n’importent quelles

conditions d’écoulement, pour plusieurs raisons, parmi lesquelles

- Les effets de la couche limite et de courbure peuvent localement modifier le modéle
mathématique;

- L’effet des frottements sur la paroi n’est pas pris en considération,

- Les débits différents du débit de projet ne satisfont pas aux conditions pour
I’élimination des ondes.

On peut dire que I’étude du phénoméne d’ondes transversales engendrées par le passage
d’un écoulement supercritique dans une transition, ainsi que les moyens permettant leur

réduction est trés complexe.

Dans notre étude, on s’intéressera plus particuliérement 4 la détermination de la forme
de In ligne d’eau dans des structures rétrécies et élargies.
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Chapitre 4 Modélisation mathématique

“L'origine des mathémaliques ne
reviemt pas a la sagesse humaine, sans
passer par l'expérience comncrétfe, c'est la
nature qui a poussé l'éire humain a compiter
et a schématiser; par la suite I'évolution des
capacités morales, i a permis de

Fabstraire”.

JS.MILL

4.1, Introduction

Le probléme de I'écoulement de l'eau dans les canaux découverts est d'une extréme
complexité, lorsque nous l'envisageons dans toute sa généralité. Aussi ne faut-1l pas s'¢tonner
que, jusqu'au début du XIXeéme siecle, les hydrauliciens se soient bornés a n'étudier que les

mouvements permanents.

A l'époque de la renaissance, I'écoulement a surface libre a par exemple intéressé des
.génies tels que les Léonard de Vinci (1452-1519) et Galilée (1564-1642). Ce dernier a souligné
d'ailleurs la complexité du probléme : "je me suis heurté, dit-il, a moins de diflicultés dans la
découverte du mouvement des corps célestes, malgré leur éloignement étonnant que dans les

recherches sur le mouvement de 'eau courante qui se produit cependant sous nos yeux".
q

Le mouvement d'une masse liquide est gouverné par les lois de conservation de la

physique des milieux continus, en l'occurrence :

- Loi de conservation de la masse.
- Loi de conservation de I'énergie.

- Loi de conservation de la quantité de mouvement.

Pour étudier l'écoulement non permanent dans des canaux découverts a géométrie
variable, un modeéle hydrodynamique qui découle des principes fondamentaux de la mécanique,
sera présenté en conséquence. Les équations obtenues constituent une généralisation des
équations différentielles d'un écoulement graduellement varié en régime non permanent dans

les canaux a surface libre de Saint Venant avec deux dimensions "spatiales".

‘Rappelons par ailleurs que les équations hyperboliques de Saint Venant proviennent de

l'intégration sur la profondeur des équations tridimensionnelles de Navier Stokes.
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4.2. Mise en équation et plan de référence

Etudions un écoulement i surface libre bidimensionnel en régime non permanent dans un
canal non prismatique (Figure 4.1), dont le repére orthonormé est lié au fond du canal [1, 14,
52 et 55]

-a- -b- -c-

Figure 4.1 : Ecoulement dans un canal 3 ciel ouvert - Choix des axes -.
a- Vuc en plan
b- Section A-A

¢~ Section B-B -

L'écoulement est ainsi défini dans l'espace et dans le temps par deux variables, & savoir :

- La profondeur d’écoulement h = h(x,y,t)

- La vitesse V ayant pour composante u et v suivant les deux directions x et y

respectivement :
V=0 (x,y,0+V(x,y,1)

Il y a trois inconnues a déterminer en chaque point en fonction du temps, h, u et v. On a

besoin donc de deux couples des lois de conservation présentés sous les formes suivantes

- Conservation masse-énergte.

- Conservation masse-quantité de mouvement.

Cependant, ces deux couples ne sont pas équivalents, car le premier et seulement
applicable aux écoulements continus, alors que le deuxiéme est applicable aussi bien aux

écoulements continus que discontinus [21].
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Etant donné qu’on traite des écoulements supercritiques, ot les ondes de choc peuvent
apparaitre, les variables du probléme peuvent donc étre discontinues. D'ou le couple
conservation masse-quantité de mouvement est plus approprié, et on lutilisera afin de
déterminer les équations de base régissant l'écoulement étudié tout en faisant certaines
hypothéses.

Les principales hypothéses émises sont les suivantes :

1°) Le fluide est incompressible (p = constante) [13 et 18].

2°) La répartition des vitesses est uniforme sur une verticale, autrement dit, chaque
vitesse calculée représente une vitesse moyenne sur une colonne d'eau (sur la
verticale) [8, 29, 30, et 53 ].

3°) La vitesse verticale de ['écoulement et faible [1 et 55 ].

4°) La courbure des lignes de courant est faible {2 et 54].

5°) L'accélération verticale d'une particule fluide est trés faible comparée & Faccélération

gravitationnelle g, et peut ainsi étre négligée ((conséquence de I'hypothése 4°)) [21,
33, 38 et 56]. | |

6°) La répartition des pressions sur la verticale est hydrostatique ((conséquence des
hypothéses 4° et 5°)) [19, 52, 81, et 82].

7°) Le coefficient de résistance aux frottements pour I'écoulement non permanent peut
8tre représenté globalement par les formules de la résistance‘ du méme type que
celles qui sont valables dans I'écoulement permanent (formule de CHEZY ou de
MANNING) [14, 28, et 68].

8°) Les contraintes tangentielles aux fond du canal sont prépondérantes sur les autres
contraintes [15 et 66].

9°) L’accélération de Coriolis est négligée [1, 6 et 49].

10°) Le canal peut étre prismatique ou non prismatique - la section transversale varie
avec la distance -, de pente faible ou forte [21 et 68].

11°) L'effet de I’entrainement d'air n"est pas pris en considération [21, 55, et 82].

12°) Les forces extérieures appliquées au volume de contrdle étudié ayant permis de
déterminer les équations de base sont les forces de pression, de gravité et de

frottements (résistances dues aux frottements).
4.3. Equations fondamentales

Considérons un volume de contrdle constitué par un prisme élémentaire de base Ax,Ay

et de hauteur h (Figure 4.2) :
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Figure 4.2 : Volume de contréle élémentaire

4.3.1. Equation de continuité

-

L’équation de continuité traduit le principe de conservation de la masse. Elle exprime
que le fluide est continu, ce qui signifie qu'aucun fluide ne peut ni étre créé, ni disparaitre dans

un volume donné 1, 3 et 18].

.Pendant l'intervalle de temps At, la variation de la masse fluide dans I'élément de volume,
de base Ax, Ay et de hauteur h (Figure 4.2) est :

- Suivant x :

[p u h(x, Y, t)m puh (x + Ax, ¥, t)]Ay At

- Suivant y : .
[p v h(x, y, t)—p vh (x, v+ Ay, t)]Ax At
Le principe de conservation de la masse exprime I'égalité entre la variation de la masse

fluide dans les deux directions x et y et la masse stockée dans 'élément de volume considéré,
ce qui est formulé par :
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pAh Ax Ay=[puh(x,y,t)-puh(x +Ax,y,t)Ay At]
+ [pvh(x,y,t)—pvh (x,y+Ay,t)Ax At]

D'aprés la premiére hypothése, p est constante. En divisant I’équation ci-dessus par
(Ax.Ay.At), et en faisant par la suite tendre ces grandeurs vers zéro, on obtient finalement la
relation mathématique exprimant la conservation de la masse et donnant ainsi I’équation de
continuité {15, 38, 49, et 56] :

@+i( h)+—(vh) 0 4.1)

0x

4.3.2. Equations dynamiques

Les équations dynamiques s’obtiennent en appliquant le principe de conservation de la
quantité de mouvement au prisme élémentaire considéré. Ce principe énonce que : "la variation
de la quantité de mouvement dans I'élément du volume de contrdle pendant I'intervalle de
temps At, doit étre égale a la somme de l'accroissement de la quantité de mouvement et la
somme des forces extérieures appliquées sur I'élément du volume de contrdle pendant le méme
intervalle de temps" [19, 20, 21 et 55].

La variation de la quantité de mouvement dans I’élément du volume de contrdle pendant

l'intervalle de temps At est :

»

- Suivant x :

[(PhuAxAy), - (phudxAy),,]

- Sutvant y :

[(phvAx Ay), —(phvAxAy), ]

Par ailleurs, I'augmentation de la quantité de mouvement dans I'€iément du volume de
contrdle pris en considération est définie par la différence entre celle entrant par la section x

(respectivement; y) et celle sortant par la section x +Ax (respectivement; y + Ay ) suivant la

direction x (respectivement; y), et qui est donnée par :

- Suivant x :

[(phuzAy At), —(phu?Ay At} .. 1+[(phuvAxAt), —(phuvAx At) . 1]

- Suivant y :

[(phviAx At), —(phv2Ax At) ., 1+[(phuvAyAt), —(phuvAyAt) ., ]
Y x A

y+ay
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Les principales forces extérieurs agissant sur 'é}ément du volume de contrdle pendant le

méme intervalle de temps At sont dues & :
4.3.2.1. Force de pression

L'hypothése d'une répartition hydrostatique des pressions sur une section verticale d'un
écoulement en canal 2 ciel ouvert (hypothése 6°) n'est valide que si la courbure des lignes de
courant est faible (hypothése 4°), suffisamment pour pouvoir négliger l'accélération verticale
par rapport a l'accélération de la pesanteur g (hypothése 5°).

Par ailleurs, l'augmentation de la pente de fond d'un canal en écoulement & surface libre
- cas d'une pente forte - aura un effet sur l'expression de la pression [5, 20, 35 et 82]. En se
référant au canal a forte pente, incliné d'un angle o par rapport a l'horizontale, illustré par la
figure (4.3) :

P=pghcosa

Figure 4.3 : Distribution de pression dans un canal incling.

L'expression de la pression est alors donnée par la formule suivante [7, 20, 35, 47, 64,
et 82}

P=pghcosa (4.2)

On constate donc, que la pression dans un tel cas est multipliée par un facteur de
correction « cos a» [20], ol a représente l'angle d'inclinaison du fond du canal avec '

I'horizontale, et h, ia hauteur d'eau mesurée perpendiculairement au fond du canal.
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Hasumi [20], avait étudié la distribution de pression le long des parements inclinés des
p 23 p

barrages déversoirs. L'équation (4.2) avait ét¢ vérifiée d'une fagon trés satisfaisante.

Ainsi, dans I'hypothése d'une répartition hydrostatique des pressions (6°), les isobares
sont des surfaces paralléles a la surface libre. La résultante des forces de pressions s'exercant

sur I’élément du volume de contrdle est telle que :
|F‘,|:pghcosax Ax Ay (4.3)

En projetant cette résultante sur les deux axes x et y, il vient que :

- Suivant x :
ch
F. =—pgh5x—cosax Ax Ay (4.4)
- Suivant y :
ch
E., :—pghgcosoax Ax Ay (4.5)

Remarque : Sila pente de fond du canal est supposée trés faible, on peut alors remplacer le

cosinus de P’angle entre le fond et 'horizontale par I'unité. En d'autres termes : sin o = tgo

et cosa ~ 1. L'expression de la pression et celle de la résultante des forces de pressions seront
respectivement :

P=pgh

‘FpinghAxAy

4.3.2.2. Force de gravité (poids)

La décomposition de la force de gravité F,, correspondant & I'€lément du volume: de

contrdle étudié, suivant les deux directions x et y nous donne [3 et 64] :
1

- Suivant x ;

F, =pghAxAysina, (4.6)

- Suivant y :

F,=pghAxAysina, 4.7
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4.3.2.3. Force de frottement

La force de frottement Fy, est proportionnelle a Ja surface de contact eau-fond ; puisque
le fond est supposé relativement plat, cette surface est égale pour 1’élément du volume de
contrdle considéré a Ax.Ay. D'autre part, cette force est aussi proportionnelle au carré de la
vitesse et dirigée au sens opposé de I'écoulement. Elle est donc donnée par l'expression
suivante [14 et 49] ;

Ff:%pcr V[V axay (4.8)

D'aprés CHEZY [18 et 64], le coefficient de frottement Cr est exprimé par la relation
suivante
2
C2

o, C: représente le coefficient de CHEZY

?

De nombreux hydrauliciens ont toutefois proposé plusieurs expressions du coefficient de
CHEZY. Nous citerons par exemple celles de BAZIN, de PRONY, de KUTTER, de
MANNING et de STRICKLER, qui sont les plus usuelles. A priori, ce coefficient dépend des
paramétres hydrauliques - nature des parois -, et géométriques - forme de la section

transversale- de I'écoulement. v

On se propose dans notre cas d'utiliser la formule de MANNING, dans laquelle le
~ coefficient de CHEZY est donné par la relation suivante [18] :

1
C=—R}*
n

o, n et Ry sont respectivement le nombre de MANNING, qui dépend de la nature des parois

du canal, et le rayon hydraulique.

S,, Surface mouillée
avec, R, =—"=—— p—
P Périmétre mouilié

m

Etant donné qu'on traite des canaux non prismatiques avec une section transversale

R, =
B+2h

rectangulaire alors :
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avec, B :largeur du canal

h : hauteur du tirant d'eau.

De plus, puisque le canal est symétrique, le rayon hydraulique devient :

bh B
y=——; avec, b=—
b+h 2

Le principe de conservation de la quantité de mouvement s’écrit alors :

- Suivant x :

[(phuAx Ay}, ~(phuAx Ay),, . ]=[(phu?Ay At), —(phu?AyAt),, .. ]

+[phuvAxAt), —(phuvAxAt)y+Ay]+{—pgh2—hcosax Ax Ay +pghsina, Ax Ay
X .

1/3
—pgnz[b +th u Ut vE Ax Ay]At

b

- Suivants y

[(phv Ax Ay), ~(ph v Ax Ay) . J=[(ph v2Ax At), ~ (phv2Ax AD),.,, ]

" ¢&h
+[phuv Ay At), —(phuvAyAt)“Ax]Jr[—pgh-g—-—cosocx Ax Ay +pghsina, Ax Ay
y .

1/3
—pgnz[b;th v Jui+vZAx Ay) At

Divisant 4 présent les équations ci-dessus par (Ax.Ay.At)et faisant tendre ensuite ces

grandeurs vers zéro tout en sachant que p est constante par hypothése. Les équations
dynamiques suivant les deux directions x et y sont respectivement [15, 33, 64 et 68] :

g—(uh)+i(u2h+g£2—cosa )+i(uvh)'— h(S_ -S.) (4.9)
a1 ox 7 O8I B0 ™ i

i(vh)+i(uvh)+—gh(v2h+g£cc&-sm y=gh(S,, -S;) (4.10)
dt ox dy 2 * v ok

oll, Souy €t Spxy sont dans l'ordre, les pentes de fond du canal et les pentes de frottement
sutvant x et y.
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avec, S, =sina, (4.11)
Soy =sin a, (4 12)
143
5, —MuyuHvifbrh (4.13)
h bh
n?v,u*+v?i{b+h '
Sg = ; ( o J (4.14)

Le modéle mathématique en termes des variables de I'écoulement (h, uh, vh), se résume

finalement dans le systéme d’équations suivant :

ﬁ+—-53—~(uh)+i(vh):o
ot dx oy
%) 5} h? 0
—{uh)+—| v?h+g~—cosa, |+—(uvh)}=gh{S_ -S 4.15
5} 0 a( - h2
—(vh)+-—fuvh)+—! v2h+g—cosa_ [=ghlS_ —S
L) ;avh) 6y( > x)g(oy 5)
ou, sous la forme condensée suivante :
U, +E, +F, +§8'=0 . (4.16a)
avec, U, =(h,uh,vh)'
uh}; vh 0
E = u2h+g?cosax ; By = uvh ; S'=| —gh(S, —Ss)| (4.16b)
2 . —
uvh v2h+g%cosax f;",h(sc,y Sry)

Par ailleuts, le systéme d’équations du mouvement en termes de primitives des variables
de I’écoulement (h, u, v) est tel que :

V/4+P,+R +T=0 (4.17a)

avec, V/=(hu,v)'
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, uh vh 0
u
P = ?+ghcosax s Ry = uv ; T=|-g(S,, —Sa) (4.17b)
2 —_ —
uv %—-kghcosax 8(So ~Sg)

ou, les termes Sox, S, Soy €t Siysont données par les relations (4.11) a (4.14).

Toute fois, en pratique , on est souvent amené a étudier des écoulements dans des
canaux 4 géométrie irréguliére et relativement complexe , tels que les canaux non prismatiques
ou encore courbés. Le probléme principal qui se pose dans ce cas, est la prise en compte des
conditions aux limites au niveau des parois latérales. Par conséquent, une grande attention doit

étre faite au moment de la discrétisation du domaine physique de forme géométrique complexe.
4.4. Transformation géométrique

Afin de résoudre les écoulements & surface libre dans les transitions par des méthodes
numériques, il devient nécessaire de remplacer les limites de la transition par une grille
approximative. Roache [14, 15 et 52] a montré que |’approximation illustrée par la figure
(4.4), et dont les points de la grille ne coincident pas avec les limites de la transition, nécessite
I'utilisation d’une procédure d’interpolation aprés discrétisation du domaine physique. Mais,
cette procédure conduit a des solutions aberrantes et induit de fortes instabilités,

principalement si des ondes de choc sont présentes.

Figure (4.4) : Schématisation 3 la limite dans une transition
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Ces instabilités peuvent étre évitées en transformant le domaine physique en un domaine
de calcul rectangulaire { Figure 4.5) plus simple & étudier. Cette procédure est basée sur la
transformation de coordonnées suivante (Anderson et Col. [15 et 52])

(4.18)

ou, b(x) représente la distance entre I’axe de symétrie et la paroi latérale & une distance x
(Figure 4.5.a).

a) Domaine physique b) Domaine de calcut.

Figure 4.5 : Transformation de coordonnées pour une transition symétrigue.

Avec cette transformation, il est a présent possible d’appliquer les méthodes numériques
dans un maillage uniformément espacé dans le plan de calcul, et dont les frontiéres coincident

avec n = 0 et n =1 (Figure 4.5.b).
4.5. Application de la transformation géométrique

Les équations de base régissant Je phénomene étudié devront étre écrites maintenant en
fonction des nouvelles coordonnées £ et 1, et ce en utilisant la procédure de la transformation

géométrique donnée ci- dessus {équations 4.18).

Soit f une fonction de x (£ , M), y (€ , m) , on peut €crire d’apres les propriétés des

dérivées partielles que :
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of of 6& of on
0% 6& dx 611 éx
of _of ot df on

3y OEdy oOmoy

(4.19)

Ceci appliqué a la transformation de coordonnées (4.18), donne :

of _3f m of

ax ot b®)" Pam

af __1_af (420
oy b()dn
ab(®)

ou, b'(€E)= 3t

4.5.1. Transformation du premier systéme d’équation‘s

L’application de la transformation géométrique (4.18) et la procédure mathématique
(4.20) au systéeme d’équations du mouvement (4.15) écrit en termes des variables de
I’écoulement, U, = (h, uh, vh)' donne :

o Ouh) M 00h) L S(vh)
ot 8 b(E) on b )
d(uh) 3

a +a—&(u2h+g%z—coscxg) b(&) '([:,)an( 2h+g£cosatj

1 d(uvh) _ S -5
R

2
O0vh) , Q) _ gy W), w?w(vzh+gh?cosag]:gh(son—qu)

&t & b on  bE)om

Aprés développement et réarrangement, les équations de base en coordonnées

transformées seront :

U+E, +F +8"=0 (4.21a)

avec, U7 =(bh,uhb, vhb)"'
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uhb

2

F! =

vh~nhu§2
3

2

)

n%z(uvh)

E, = b(uzh+gl‘—cosotE uvh—n@[u2h+gh—cosaé
2 &t 2

IE

1

2

h h
uvhb v2h+g?cosag—

0
ghb (S, —S;)
~ghb(S,, -S,)

”— —_—

S (4.21b)

4.5.2. Transformation du second systéme d’équations

Le deuxiéme systéme donné par les équations (4.17) est exprimé par contre en termes de
primitives des variables h , u et v. L’application de la transformation géométrique aux
* équations de I’écoulement se fait de la méme fagon que ci-dessus, ce qui donnera les équations

de base en coordonnées transformées suivantes :

' n . 1
V/+P, ——b ()P, +——R_ +T=0 (4.22a)
TG IR (VA
avec, V) =(h,u,v)' v
uh uh vh
u? u’
P, = —2~+ghCOSC(§ ; Po= —§-+ghcoscc§ ; Ry= uv
2
uv uv %+ghcosa§
0

T=| -2, -S.,) (4.22b)

gl

4.5.3. Opérations d’Algébre matricielle sur les éguations

on _an)

Les équations du mouvement en fonction de x et y (4.16) et (4.17), et celles en fonction
de £ et m (4.21) et (4.22), ne sont pas dans une forme totalement conservative, a cause de la
présence des termes ', T et S, appelés fréquemment "termes de source". Lorsque ces termes

ne sont pas nuls, ils agissent comme une source. Mais, puisque la contribution de ceux-ci
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est généralement faible, les propriétés de la forme conservative ne sont pas alors altérées [30
et 64].

A partir de plusieurs investigations, il a été montré que la célérité de 'onde calculée en
employant le méme schéma numérique concorde trés bien avec les résultats expérimentaux,
dans le cas ou une forme conservative des équations est utilisées au lieu d’une forme non
conservative [30]. Il est toute fois nécessaire pour certains schémas numériques que les
équations soient dans une forme non conservative - ¢’est-a-dire dissipative -. Pour cela, la
forme non conservative des équations de base (4.22) est obtenue en faisant les substitutions
suivantes [30 et 75] : .

P, =G'V{ (P, =G"V,)

R,=H'V,

o, G'etH’ sont des matrices Jacobiennes définies respectivement par :

u h 0 0 0 h
G'=|gcosa, u ol ; H'=|0 v 0 (4.23)
0 0 u geosa, O v
Les valeurs propres des matrices G’ et H' sont dans I’ordre :
A, =u
G'={\,=u+c (4.242)
Ay=u-—c
(@, =V
H'=<w,=v+c (4.24b)
(®;=V~¢

Dans lesquelles, ¢, représente la célérité de I’onde, tel que :

c=,/ghcosa, (4.25)

D’autre part, les deux matrices Jacobiennes G' et H' peuvent étre diagonalisées de la

maniére suivante :
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G'=M.D, M"

H'=N.D,, N

ou, D¢ et Dy désignent les matrices diagonales de G’ et H'.

M et N sont des matrices de passage exprimées par |

0 h/2¢ h/2c 0
M=|0 1/2 -1/2| ; N=|1
1 0 0 0

0 -0 1 0
M =|c/h 1 . 0| ; N'=|c/h
¢/h -1 0

(4.26)
(4.27)
h/2¢c h/2¢
0 0 (4.28a)
172 -172
1 0
0 1 - {4.28b)
0 -1

Les matrices Jacobiennes diagonalisées G’ et H' s’écrivent aussi en fonction des valeurs

propres, de la sorte :

1 h
5(7\'2"*’7\*3) E(xz_ls) 0
G'=MD_ M= %(xfxg) é—(xzms) 0 (4.29)
0 0 A
L ]
1 h i
5((’32'*‘(93) 0 Z(mz —@,)
H'=ND, N = 0 o, 0 (4.30)
c 1
_E(mz —m,) 0 E(mz"‘ms) ]

En plus, les matrices diagonales Dg et Dy peuvent étre partagées en deux parties, 'une

positive et I"autre négative :

Dg=D ,+D

-

Dy =D, +Dy

70



Chapitre 4 Modélisation mathématique

Cette décomposition peut étre accomplie; en effectuant le test ci-dessous, sur les valeurs
propres {30 et 64] :
X} =max (A;,0)
A;=min(};,0)

©; =max (®;,0)

1
1

(4.31)

o; =max (©,,0)
avec, 1=123

Par conséquent, les matrices Jacobiennes G’ et H' sont décomposées aussi en deux
matrices, la premiére contient des valeurs positives, tandis que la deuxiéme contient des valeurs

- négatives |

G'=G" +G" =MD, M +MD; M (4.32a)

H'=H""+H =ND!, N +ND;, N~ (4.32b)

L’incorporation de tout les changements ci-dessus dans le systéme d’équations

initial (4.22), nous donne enfin de compte le nouveau systéme a utiliser :

i 22 ¥4 r— I mn ’ rHyrr r— '
Vi+G VGV - S E)(G VI+GV))

1
+——(H"V +H" V))+T=0 4.33)
oy ) (

4.6. Conditions initiales, conditions aux limites

Une équation aux dérivées partielles admet d’une maniére genérale, une infinité de
solutions. La solution particuliére désirée est déterminée a partir de quelques conditions
supplémentaires. Dans la majorité des cas , ces conditions portent sur le comportement

particulier de la solution sur une courbe qu’on appelle souvent frontiére ou limite [16].

4.6.1. Conditions initiales

?

La notion de conditions initiales est évidemment liée aux conditions qui correspondent au
‘temps initial t = 0. Ainsi, afin de commencer les calculs a partir de I’état initial de 1’écoulement,
les valeurs des trois variables h , u et v devront étre judicieusement choisies et spécifiées en
tout les points du domaine de calcul ~maillage -. Le choix des valeurs de ces trois variables, se

fait habituellement a partir de la limite amont, ¢’est-a-dire, de la condition amont.
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4.6.2. Conditions aux limites

La prise en compte des limites est un aspect trés important lors de [’utilisation des
techniques numériques dans le but d’obtenir de bons résultats. Les équations hyperboliques
sont particuliérement trés sensibles , car chaque erreur qui s’introduit au niveau des frontiéres
se propage automatiquement a travers ia grille de calcul, ce qui méne dans la plupart des cas a
de fortes instabilités (Anderson et Col.) [15].

Quatre types de conditions aux limites doivent étre utilisées dans les différentes

applications liées au probiéme physique étudié dans la présente thése, a savoir :

- Les conditions d’amont et d’aval.
- La condition de symétrie.

- Les conditions sur les parois latérales solides.
4.6.2.1. Conditions d ‘amont, conditions d’aval

Les conditions d’amont et d’aval sont aussi connues comme étant des conditions aux
frontiéres ouvertes ; ol ’écoulement peut entrer ou quitter le domaine de calcul. STOKER[15]
et VERBOOM et Col. [33], ont montré que ces conditions seront spécifiées selon le type de
’écoulement ( nombre de Froude) et le type de probléme considéré. 1.e nombre de conditions

est résumé dans le tableau ci - dessous :

Probléme | écoulement subcritique F<1 | écoulement supercritique F > 1

Considéré | Amont {entrée) | Aval (sortie) | Amont (entrée) | Aval (sortie)

1D 1 1 2 0

2D 2 1 3 - 0

Pour un écoulement bidimensionnel en régime supercritique, par exemple, trois
conditions aux frontiéres doivent étre spécifiées a I’amont et aucune a I’aval ; alors que pour le
méme écoulement mais en régime subcritique, deux conditions aux limites doivent étre

spécifiées 4 ’amont et une condition a ’aval.
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4.6.2.2. Conditions de symétrie

Dans le but de calculer les variables de I’écoulement h, u et v au niveau de ’axe de
I’écoulement (axe de symétrie géométrique), il est préconisable d’employer une procédure
adéquate, qui n’est autre que la procédure de réflexion {14 et 52]. Le principe de cette derniére
est tel que les valeurs des variables h, u et v aux points fictifs du maillage sont remplacées par

les valeurs correspondant immédiatement aux points intérieurs (Figure 4.6).

Y

+ Points intérieurs

J X Axe de symétrie
) ® & P S & Points fictifs

Figure 4.6 : Procédure de réflexion au niveau de I'axe de symétrie (de 1’écoulement)

Dans ce cas , une réflexion symétrique est utilisée pour déterminer h et u, alors qu’une
réflexion antisymétrique est utilisée pour avoir v [ 14 et 30]. Notant aussi que cette procédure

est seulement exacte pour une ligne symétrique.

4.6.2.3. Conditions sur les parois solides

Comme il a été mentionné ci-dessus, les conditions aux limites au niveau de la paroi sont
d’une trés grande importance, du moment qu’une simple petite erreur peut se propager

et conduira par la suite a des instabilités.

Lors de Dutilisation des schémas numériques pour la résolution des équations du
mouvement, un probléme se pose alors aux points du maillage le long de la paroi latérale, ou
les valeurs de toutes les variables de I’écoulement sont exigées. 1l est donc indispensable de
trouver une fagon de calculer ces variables en utilisant les informations a partir des points

interieurs [52].

Dans ce contexte, vingt cing (25) différentes techniques , classées dans quatre grandes
catégories, avaient été comparées par ABBETT [15 et 52] pour le calcul des divers points le

long de la paroi solide, dans les écoulements supersoniques :

Les procédures de réflexions (ou I’image d’un point ).

Les procédures de la dérivée premiére.

Les procédures basées sur la méthode des caractéristiques.

Divers procédures { notamment la procédure d’ABBETT).
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Parmi tout cela, la premiére catégorie ou la procédure de réflexion, est celle qui est
fréquemment utilisée dans les applications relatives au domaine de I’hydraulique, et ausst la
plus recommandée pour I’analyse des écoulements dans les canaux découverts, dont la section

est principalement rectangulaire [3 et 14].

6 Procédure de réflexion

Le principe de la procédure de réflexion consiste a considérer que la profondeur de
écoulement h et 1a valeur de la vitesse résultante V au point de réflexion fictif du maillage
sont les mémes que les valeurs correspondant au point intérieur de la grille de caicul

- (Figure 4.7).

Point fictif

: Mur

[ VW au point fictif Mur
] ﬂ= Anb(x)
N
) [BE——
‘_f_#t_,,r———- V au point intérieur
P AX=A§ l X bx
a) b)

Figure 4.7 : Procédure de réflexion pour une paroi solide

La direction de la vitesse résultante de 1’écoulement V, est déterminée telle que sa

composante normale au niveau du mur soit nulle.

Si 0 est I’angle que fait la paroi avec I’axe des x, et v I’angle que fait la vitesse résultante
V au point intérieur du maillage et I’axe des x, alors, les composantes de la vitesse u” et v au
‘point fictif (point de réflexion ) sont [3, 14 et 15} :

{uszcos(?.G——\y) 434)

vl =Vsin (26-y)
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« Les solutions analytiques exactes, qui sont rares
en physiques, sont élégantes, mais n'ont pas plus de
valeur intrinséque que les solutions numériques. On ne
doit pas sous-estimer la Jacilité et la puissance des
méthodes de calcul numérique. »

M. A, RUDERMAN
Cours de physique de BERKELEY

5.1 Introduction

La solution des problémes scientifiques passe par une représentation mathématique des
phénoménes mis en jeu. Ces phénoménes sont en général multiples et compliqués. Pour les
représenter, on est amené & négliger certains phénoménes et i simplifier certains autres.
Méme avec ces simplifications, les équations obtenues sont souvent insolubles par les
méthodes algébriques connues. 1] est alors nécessaire d’avoir recours a d’autres méthodes.

Comme nous I’avons déja signalé, les écoulements non permanents a surface libre sont
régis par un systéme d’équations aux dérivées partielles du type hyperbolique, non linéaire.
De telles équations ne peuvent étre résolues théoriquement que dans des cas particuliers
(problémes trés simples ou de géométrie trés particuliére), difficilement retrouvés dans la
réalité.

Ainsi, les équations aux dérivées partielles constituent aujourd’hui "un des thémes
important de la compréhension scientifique, et aussi I'un des plus rapide développement dans
toutes les branches des sciences physiques englobant le domaine hydraulique.

Les raisons principales de cet état de fait, sont d’une part, les progrés de I’analyse
mathématique et d’autre part, I’arrivée de Ioutil dé calcul numérique qui était resté, pour les
€quations aux dérivées partielles, presque totalement inadéquat jusqu’aux années 1950
L’arrivée, en effet des ordinateurs, leurs progres immenses et incessants, ont permis -pour la
premiére fois dans I'histoire - de calculer, & partir des modeéles, des quantités qui jusqu’alors,
ne pouvaient étre que trés approximativement estimées et peut-€tre par dessus tout, de les
calculer siirement et rapidement, d’ot la possibilité (fondamentale) pour les chercheurs
et pour les ingénieurs, de pouvoir utiliser les résuitats numeériques pour la modification ou
Padaptation des raisonnements, des experiences ou des réalisations en cours,

L’impact des grands calculateurs a été donc d’une trés grande importance dans le
traitement des problémes décrits par les équations aux dérivées partielles. Divers méthodes
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numériques ont été par suite développées dans ce contexte, et qui sont classées en trois
principales catégories ;

- Me¢éthode des différences finies.
- Meéthode des éléments finis.

- Méthode des intégrales aux frontiéres.

Notre objectif n’est pas de faire un descriptif exhaustif de ces méthodes, mais ’analyse
particuliére des méthodes numériques largement déployées dans 1’étude des écoulements non
permanents a surface libre. Le choix de la méthode 2 utiliser et son emploi est assez délicat,
et représente tout un art : c’est "I’analyse numérique”.

- Parmi les différentes méthodes citées ci-dessus, on optera pour la méthode des
différences finies, du moment quelle est la plus utilisée et la plus appropriée pour le traitement
des problémes relatifs aux écoulements non permanents dans les canaux découverts.

Finalement, on peut dire que, dans des sujets trés divers, la modélisation par les
équations aux dérivées partielles, suivie de I"analyse théorique, puis numérique, suivie 4 son
tour de la confrontation a I"expérience, est devenue une démarche de base.

5.2. Méthode des différences finies

Plusieurs problémes en hydraulique exigent, par manque de solutions analytiques, une
solution numérique des équations aux dérivées partielles, et I'une des méthodes classiques
pour approcher cette solution est I'utilisation de la méthode des différences finies. La méthode
consiste & estimer par approximation les valeurs d’une ou de plusieurs fonctions 4 partir des
conditions aux limites. Cette approximation représente une discrétisation du domaine et le
remplacement de I"opérateur différentjel par un opérateur aux différences finies. En d’autres
termes, le domaine de variation continu, est remplacé par un ensemble fini de points ou
nceuds, délimité par des frontiéres et formant ainsi un réseau (appelé aussi maillage ou grille)

(Figure5.1).
f

!

fini

Xi.1 Xi Xir1

Figure 5,1 : Maillage élémentaire
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Si f est une fonction continue et continiiment différenciable, on écrit alors

of|  fi, —f, of| _f,

Zil i i—fiy

ax},  Ax ax|. Ax

avec, fi=f{x)etx;=(-1)Ax

Dans les différenciations ci-dessus, on a utilisé respectivement une différence avant
et une différence arriére.

L’ordre d’approximation dans une méthode aux différences finies se détermine & I’aide
- d'un développement en série de Taylor de la fonction f':

2 2
f(x+Ax):f(x)+£afl a0 ot

a-1 =(n-1)
SN { B
1ax| 20 &t

(-1l ax™'| "

+ o

" ce que ’on note habituellement :

Par ailleurs, la méthode des différences finies peut-étre facilement étendue au cas ou la

ou, le reste R, est de I’ordre de HA x'

Rn=o(||Ax

fonction f considérée dépend de deux ou plusieurs variables. Ainsi, si f dépend de deux
variables (xt); et si dans le plan oxt on trace une série de droites paralieles aux axes,
déterminant de la sorte un réseau de points (i,j)) (Figure5.2) auxquels correspond les

coordonnées de la fonction inconnue fi; ; on peut écrire pour les différences centrales :

ﬁ _ fi+1, j _fi—l, j
ox y 2 Ax

ﬁ _ fi.j+1 - fi,j—l
ot y 2 At
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/
i+l /

/
// 77
77

/ i

i-1 1 1+1

Figure 5.2 ; Maillage correspondant 3 une fonction dépendant de deux variables.

D'une maniére similaire, pour les dérivées de second ordre, ona ;

_82 f " fi+l,j —2fi,j +fi—l,j

| 9%’ ' Ax?

[ 82 f B fi0 260+

ot . At?

I 82 f _ (fm,jn _fi—l,j+l)_(fi+1,j—1 _fi—l,j—]) )
_8x6t iy 4AXAt

5.3. Analyse de ’approximation
5.3.1. Erreur de troncature

L’erreur de troncature vient du fait qu’on a tronqué le développement en série de Taylor
de la fonction f. L’erreur de troncature par pas est la différence entre la valeur calculée et la
valeur exacte, en supposant qu’au pas précédent la valeur calculée et la valeur exacte étaient
identiques [3,10 et 80].

5.3.2. Stabilité d’un schéma aux différences finies

Bien entendu, les opérations de algorithme ne sont jamais effectuées exactement. Lors
de la résolution d’un algorithme, on n’attaque pas le pas j —j+1 dans les mémes conditions
que le pas 0 —1, car on I’aborde avec un lourd handicap : la lourde charge est constituée par
la somme des erreurs de discrétisation précédentes (et d’arrondis a ’occasion !). Les erreurs

sont donc petites & chaque opérations, mais comme il y a beaucoup d’opérations, leur
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accumulation peut avoir un effet désastreux. Ainsi un coureur qui a déja fait trois « cent
métres » dans sa journée n’aborde pas le quatriéme dans la méme forme que pour le premier !.

Par conséquent, on dira gu’un schéma numérique est stable s’il est peu sensible a
I’accumulation des erreurs de discrétisation et d’arrondis [14, 27 et 63].

5.3.3. consistance d’un schéma aux différences finies

On dit qu’un schéma est consistant (ou compatible), si les équations aux différences
sont construites & partir d’une expression équivalente & I’équation de départ au second ordre
prés [10, 62 et 80]. En d’autres termes, ceci veut dire que les dérivées partielles sont
remplacées par des différences finies effectivement voisines. La "qualité" de cette
consistance s’appelle "la précision du schéma". Cela signifie que ’erreur de troncature, tend
vers zéro, lorsque les dimensions du maillage tendent vers zéro.

5.3.4. Convergence d’un schéma aux différences finies

Le schéma numérique est convergent si la solution du probiéme discrétis¢ tend, en un
certain sens, vers la solution du probléme aux dérivées partielles, lorsque Ax et At tendent
simultanément vers zéro [9, 27 et 63].

Remarque :1’intérét des notions de stabilité et de consistance est lié au théoréme de LAX qui
établit que pour une large classe d’équations, la consistance et la stabilité constituent une

condition nécessaire et suffisante de convergence [16].
5.4. Schéma explicite, schéma implicite

Divers schémas aux différences finies sont utilisés dans {’étude des probiémes
d’évolution, ¢’est-a-dire dépendant du temps [23 et 65]. Il existe deux principaux types de
schémas, en I’occurrence, les schémas implicites et explicites.

Un schéma est dit "explicite" [16, 19 et 48], si chaque valeur approchée de la solution,
au temps t+At et au point x, est écrite  partir des valeurs de la solution précédente au temps t.
Cette valeur est donc explicitement fonction des valeurs connues, déja calcuiées, et s’obtient

directement pour chaque x .

Par contre, un schéma est dit "implicite" [19, 29, 34 et 62], si la valeur approchée, en
un point au temps t+At, est écrite en fonction de la solution précédente au temps t, et des
valeurs voisines au temps t+At. Il s’agit donc d’une liaison implicite, entre toutes les vateurs

au temps t+At, qui se résout globalement.
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Mais, le choix du type de schéma & employer dépend essentiellement de la nature du
probléme physique a traiter, et de |’aptitude du schéma a prendre en compte les
caractéristiques du probléme en question. Les principaux avantages et inconvénients des deux
types de schémas aux différences sont [19, 34 et 48] :

o Stabilité : Dans la méthode explicite, une condition de stabilité sur le pas de temps
devra étre satisfaite, ce qui n’est pas le cas pour une méthode implicite.

o Simplicité ( souplesse ) de programmation : La méthode explicite est relativement
plus facile a programmer que la méthode implicite. Par conséquent, quand le temps
nécessaire pour le développement d’un programme est imité, la méthode explicite
doit étre utilisée.

e Economie : Puisque la valeur du pas de temps At pour un schéma implicite n’est pas
restreinte par un critére de stabilité, une grande valeur de At est permise, ce qui
donnera un temps de calcul relativement inférieur comparé au schéma explicite dans

lequel At est limité par une condition de stabilité.

o Simulation des sommets abruptes : Du moment que le pas de temps At est souvent
trés petit, les méthodes explicites sont plus appropriées pour [’analyse des
phénoménes transitoires dans lesquels des sommets brusques de courte durée
apparaissent, mais dans les méthodes implicites, de tels sommets sont généralement
lissés.

¢ Formation de chocs: La méthode explicite est plus convenable que la méthode
implicite dans le cas ot il y a apparition de choc ou de mascaret (discontinuités) dans
le phénomene étudié.

Tenant compte de toutes ces constatations, il est a présent évident que les schémas
explicites sont les plus performants dans le traitement des problémes des écoulements non
permanents a surface libre, dans les zones de transition, ot apparition des ondes de choc est
quasiment sGre. Ces schémas sont bien adaptés & la prise en compte des discontinuités
- chocs -. Ils sont cependant, de type "prédicteur—correcteur" du second ordre, c’est-a-dire
précis 4 ’ordre deux en espace et en temps.

5.5. Les schémas aux différences finies explicites fréquemment utilisés

Plusieurs schémas aux différences finies explicites de second ordre ont été développés
pour la résolution des systémes d’équations de nature hyperbolique, qu’on rencontre toujours
dans la dynamique des fluides. On distingue principalement les trois schémas ci-dessous,
a cause de leur simplicité, leur vigueur et leur aptitude a localiser les chocs.
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5.5.1. Schéma de MacCORMACK

Une classe de méthodes aux différences finies étudiée par LAX et WENDROFF
[12, 23, 34, 48 et 65] est devenue trés populaire dans le calcul de la dynamique des fluides.
Ces méthodes sont basées essentiellement sur un développement d’ordre deux dans le temps
en série de Taylor. Au milieu de celle-ci, on trouve le schema explicite de MacCORMACK,
qui est I'un des plus utilisé¢ dans Pintégration des équations du mouvement du type
hyperbolique non linéaire. L’avantage principal de ce schéma, réside dans son aptitude a bien

traiter les discontinuités - ondes de choc -.

o Formulation générale du schéma de MacCORMACK

La méthodologie du schéma de MacCORMACK [15, 30, 33, 52, 57 et 67] consiste
3 discrétiser les équations de base en deux séquences, une séquence de prédiction et une autre
de correction . Le but est de calculer les valeurs des variables de I’écoulement au niveau du
pas de temps (k + 1), sachant que leurs valeurs sont connues au pas de temps k.

En vue d’illustrer les étapes de calcul du schéma de MacCORMACK, considérons les
équations de base sous forme conservative, régissant ’écoulement étudié, et données en

coordonnées cartésiennes par le systéme (4.16)

U, =E, +F, +8=0

-

Le schéma de MacCORMACK appliqué au systéme ci-dessus se compose de deux
étapes :

i} Etape de prédiction

DU -n B ) R sy {52000 651
ii) Etape de correction :
0 =T =1, By )7, B B - ALS {1 S Nt 5.2)
ou, Ty=At/Ax ; Ty=At/Ay
La valeur de la variable U’ au temps (k+1) est telle que :
=t + o) 6
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Les indices i et j correspondent aux points du maillage suivant les directions x et y

respectivement.

Dans I’exemple développé ci-dessus, auquel le schéma de MacCORMACK a cté
appliqué, les différences finies arriéres sont utilisées pour approximer les dérivées partielles
spatiales dans l’étape prédiction et les différences finies avants utilisant les variables
prédictées, sont utilisées dans I’étape correction. Tl faut savoir par ailleurs, qu’il est possible
d’utiliser les différences finies avants dans I’étape prédiction et les différences finies arriéres
dans étape correction, comme il est possible d’alterner la direction de différenciation d’un
pas de temps a ’autre.

5.5.2. Schéma de Lambda

Moretti [28 et 32] a introduit par la suite un nouveau schéma aux différences finies,
connu sous le nom de "schéma de Lambda (A)". Dans ce schéma, qui utilise principalement la
théorie des caractéristiques, les équations de base doivent étre écrites sous une forme non
conservative, contrairement au schéma précédent (de MacCORMACK).

e Formulation générale du schéma de Lambda

Le schéma de Lambda () consiste [28, 37 et 61] aussi & discrétiser les equations en
deux étapes, I'une de prédiction et I'autre de correction. Afin de développer le principe de ce
schéma, soit 2 titre d’exemple le systéme d’équations en coordonnées cartésiennes x et y,
et écrit en termes de primitives des variables h, u et v donné par (4.17), et que nous

reprenons ici

Vi +P+Ry+T=0

La forme non conservative de ce systéme est obtenue en faisant les mémes substitutions
et les mémes étapes effectuées dans le chapitre 4 (§ 4.5.3), ce qui donnera le nouveau systeme

d’équations (écrit en fonction des directions caractéristiques) a discrétiser :
V4GV +G TV +HT VT HHT VT +T=0 (4
1’application du schéma de Lambda se fait selon les étapes suivantes

i) Etape de prédiction :

’\u/i'.j =Vii -1, [GHK (1+Vx)vx V";c +G'H ALV

1,

o [ v, ), v eE T A, v AT (5.5)
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i1) Etape de correction :

V=V B0 v VLG (1-8,)A,

51

o i v, VB (-4,)A, ]—AtT (5.6)
ou,
Vyy : désigne une différence finie arriére suivant x et y respectivement,
Ayy : désigne une différence finie avant suivant x et y respectivement.
Il s’ensuit alors que :
1+V )V, Vi =2V -3V + v
(+9,)v, ViE=2viE -3V v,
(lmAx)Ax vi',j_—zv +3V1:-I_1 V1’+2_;
(-A)A, ¥ =29, +3V0,, - Vi,
La solution au pas de temps (k+1) est calculée par :
rk+ 1 rk
v 2(\/ +9,) (5.7)
5.5.3 Schéma de GABUTTI -

Aprés avoir était testé, il a été conclu que le schéma de Lambda ne donne pas d’assez

bons résultats, et ne peut étre par conséquent utilisé dans tous les cas.

GABUTTI [30 et 32] a essayé d’améliorer le schéma précédent en tenant compte de
tous ces inconvénients, dans le but de trouver un autre schéma aux différences plus efficace.
Ainsi, il a proposé un schéma appelé "schéma de GABUTTI", qui est d’un coté similaire
a celui de Lambda, dans la procédure de développement des équations, qui doivent étre écrites
sous une forme non conservative, et qui utilise aussi largement la théorie des caractéristiques,
mais d’un autre coté différe de celui-ci dans I’approximation des dérivées partielles par des

différences finies.
e Formulation générale du schéma de GABUTTI

Le schéma de GABUTTI [28, 32 et 64] qui est aussi précis a I'ordre deux, en espace
et en temps, a la particularité d’effectuer deux étapes de prédiction et une étape de correction.
Si on applique ce schéma au systéme d’équations en coordonnées cartésiennes (5.4) €crit sous

la forme non consevative, il vient que :
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i) Etape de prédiction . Partie ]

= ’ I 'k ek 'k
Vi,j:Vi,;:_Tx [G kvxvi_j +G A, Vi.j]
—o [, vt A, v AT (5.8)

i) Etape de prédiction : Partie If

Vi =vis—e [ v v, Vi et (-804, Vi
—o [ )V, v e (-, )A, ViE L AT, (5.9)

iii) Etape de correction :

~

V=V -t G e VG AL
_Ty{ﬁH v, Vi +H A, i7{;]““ T, (5.10)
Les quantités (1+Vw )VM Vi et (I-Ax’y )Aw V{} s’obtiennent de la méme maniére

que dans le schéma de Lambda.
La nouvelle valeur de V' au pas de temps (k+1) se calcule par: ~

1 — ~ ~
rth+E rk 4 ' 1]
U _E(VM. YL+, -V (5.11)

1,]

Dans ce qui suit, nous utiliserons deux schémas numériques pour la résolution des
équations gouvernant ’écoulement étudié dans la présente thése, en I’occurrence, le schéma
de MacCORMACK et le schéma de GABUTTL

5.6. Application du schéma de MacCORMACK au modéle mathématique

Les équations du mouvement écrites sous une forme conservative en coordonnées

transformées & et 1 sont données par le systéme (4.21).
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a(hb) o b
5 a(2(hb)+an(\,rh—nhu—égj—o

suhb) & h? G, b h’
T-z-a_&{b[uz h+g—.2—cosa§)]+5n—[uvh—na[u2 h+g7005agji|

zghb(soe; *Sfc)
ovhb) @ G, h’ b
—at—+—(u'\fhb)Jr-éfn-{v2 h+g?cosag —ng(u vh)}=ghb(§m —Sﬁ])

r12u1/l.12+v2 b+h A

h bh

_n2 V\/U1+V2 b+h A
i h bh

Sp =sind,

Sg =

Sy =SINC,,

Et en effectuant le changement de variables suivant :

H=hb : U=uhb ; V=vhb

2 2
F_U +gH
H 2b

UV &b g H?
=———N—| =+ 5 cosq,
bH  8E bH 2b?
uv

K=—
H

COSUL,

Vz-ng}l Uuv -
= AT -
bH 2b?

ob
V-n-_-U
e

b
n?UbyU+V’ [b HJ%
B b

W=

Fg H 3

n? Vb JUP+V? (b +H)
meTR b
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D’ou, une formulation plus simple des équations de base :

dH ou ow
ot

=0
8t &  on
oU O8F aG
—+——+——=gH(S,, -8, (5.12)
ot 8t om ° (8.2 =81
oV 0K 8S$
U H(Sm] Sl‘q)
ot o6& oOn

Appliquons maintenant le schéma de MacCORMACK aux équations du mouvement,
apres le changement de variables ci-dessus :

i}- Etape de prédiction :

1 k k k k k
Hi,j_Hi,j +U1+1J Ui,j W, i1 Wi,j -0
At AE An
U,,~U¥, F: . -EY GF, -GY
ij i} + itlj if + ij+1 gH (S Sl;tl )
At AE An j
7 k k k k k
Vi,j_Vi,j Kl+!J_K S]_,n Si,j_ HE (S _gk )
“g Lj Ft,j
At A& An

De cette premiére étape, on tire les valeurs suivantes :

R (08U, (W W)

ﬁ i+, f.j+1
fj = Uk -1 ( HIJ 'J) ﬂ ( i+t )+gAtH:j (S S:‘tu) (5'13)
v = Vk (K::'l_l K:(J) T (S:(JH )+gAt Hrkj (S _S‘I;nu)

ii)- Etape de correction :

1_1_ (8] ij U11j+ 1_1_ 11—]30
At At An
U..-U.. F -F.. G.~G... - -
1,j 1,;+ i,j 11_1+ 1] lJ]——gH'j(Sm: Sn;”)
At AE An ’
V..-V.. K..-K S ~ ~
L,J L) 1,j i-1,j L] i,j~
+ =gH. . {S_—S
At A&, AT] g l.J( o Fnls)

37



Chapitre 5

Modeélisation numérique

De cette étape, on tire les valeurs suivantes :

ﬁi.j = ﬁu ~Tg (ﬁi,j - ﬁi—u )‘ Ty (‘X’i.j - Wi.j—:)

ﬁi.j = fji.j — T (Fi.j “Fi—l,j)“"‘n éi,j “ai.H)J“gAtﬁi.j (So; _gmi,j)

ﬂi,j - i?tj Tﬁ (ﬁigj IZ-—I,J')_Tn (§13 _gx J—l)+gAtﬁ1J (Son _ani.J)
At At

o, T,=— , T,=—
g A& n AT]

La solution au temps (k+1) est telle que :

Hj' “%(H?,j +ﬂu)
vl =5 (U8 +0,)
A :%(Vilfj “'“{[i,j)

5.7. Application du schéma de GABUTTI au modéle mathématique

(5.14)

(5.15)

Reprerions dans ce cas Jes équations de base écrites en coordonnées transformeées Eetm,

et sous une forme non conservative données déja par le systéme (4.33) -

L
b(€)

Vi+G" V,+G" V[ - nbb(g) (G" V;+G"" V))+

Etant donné que : (A1, Az, A3) > 0, alors G ={0], d’ou:

B! Coh,
5(7"2"'}\'3) ‘2"”5(%2_?“3) 0
r+ r 1
G"=G'= 'igﬂ“(lz_ls) E(lz“'ls) 0
0 0 Ay

(H"V, +H”V)+T=0
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D’autre part, puisque (@1, m2) > 0 et 03 <0, il vient que :

1 h 1
50)2 0 5;(02 — @, IS
H'+= 0 W, 0 : H’_: 0 0
Lo 0 g _c LI
[2h 7 27 ] | 2h ° 27
Le systéme d’équations devient donc :

[ 1;+ r M ' 4+ oxrs 1 r+ i - r i
VIA G VL b (E)G V] +—— i V] +H” V] [+ T=0 (5.16)

*b(E) "b(E)

Si on applique a présent le schéma de GABUTTI 4 ce dernier systéme, on aura:
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i)- Etape de prédiction :

- Partie I :
Hij htj (h:{ hk ) (htj"h?,j—l)
g |=lut |-, [0 (s, —us, YanG) 2, 65 | (o —ut )
Lj |71 Y E wi| Wi~ Yoy T\(J)b()Tn i Wi ~ Ui
(5 -vEs) (- i)
1 thwhik,j—l) (hi_ﬁ—l_hkj)
_Tn% [H+]k; (uk_l_u:j—l) +[H’—]k; (ukﬁ'l_ukJ) _At[T]k
(vl - i) V=)
- Partie IT :
B, [ (2h§j—3hfmlvj+h‘<“) (2h* -3n%, +ht,,)
o, = ug; —'c'é[G']}fj (2u§j—3u‘i‘_1, )+T’|(j)b—()'[ [G] (u -3uj;, +u§j42)
Vil | Vi (2 3vfﬁu+v_23) (ZVLj—3Vi,J_1+V§j_2)
(2h, -3kt +h% ) (~2h¥,+3h%, ~hE, ;)
nbL(i) [H)r]tj (2011_31]-11 12) [H ] ( 21,1 +3u ij+l —U .1+2) _At[T]u
(Zvi‘_j—3v‘i‘,j_1+v§j_2) ( 2vE +3vi, - vkj+2)

(5.17)

(5.18)
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ii)- Etape de correction :
h i Hk} (Hi,J—H“lJ) b h,;-h l)
By =05 |- [G ] i (Ei.J ”ui-t.j) +n(j) b((ll)) n [G ]kj (Ni,j -ﬁi,j_])
Vi | |V (r{;i-,.! ~Via J) ("i,j _vi.j—x)
: 5 h j ~h j-l) (FH i+l _Ei,j)
“iE [zl PR CTPREAg | PR G PO A A 1 SN (5.19)
(‘7 j ‘Vi,H) (ﬂm *F‘U’i,j)
La solution au pas de temps (k+1) se détermine de la maniére suivante
hi;' (h SR ﬁi-J _Ei.j)
uly =5 (v, 40, -, (520)
Vi (V?.j VY —%’i,j)
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5.8. Stabilité des schémas

Par opposition aux schémas aux différences finies implicites, qui ne nécessitent pas une
condition de stabilité, une condition de stabilité est par contre exigée pour les schémas

explicites.

Ainsi, les deux schémas numériques traités ci-dessus, a savoir le schéma de
MacCORMACK et celui de GABUTTI, ne sont stables que si la condition de stabilité de
"Courant -Friedrichs- Lewy" (C. F. L.) soit satisfaite. Cette condition est exprimée, pour les
écoulements bidimensionne__ls par "expression suivante [14, 15, 30 et 64]

c :thghcosaé)At\/A?_j’+[b(§)An]2 (5.21)

' b(8) AE An

o, V. estla vitesse résultante au point du maillage.

C, : estle nombre de Courant.

L’analyse de stabilité de VON NEUMANN [32] pour les schémas précédents donne les
conditions de stabilité suivantes -

- Schéma de MacCORMACK : C, <1
- Schéma de Lambda : 0,66
- Schéma de GABUTTI G2

Cette condition (C.F.L.) doit étre satisfaite en tout les points du maillage; il est donc

évident de prendre I'incrément de temps At tel que :

" max (V+‘/gh cosa, )JA&Z +[o . ©) Anf

A chaque temps t, la condition (5.22) fixe le pas de temps At, sachant que les pas

d’espace A et A sont supposés constants.

Remargue : 11 faut noter qu’une expérimentation numérique est requise avant de choisir la
valeur optimale du nombre de Courant C,.
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5.9. Traitement numérique des ondes de choc - Notion de viscosité artificielle -

Plusieurs schémas aux différences finies explicites précis a ’ordre deux produisent de
trés grandes oscillations numériques prés des discontinuités. Ces oscillations sont dues

essentiellement aux erreurs de troncatures.

Par ailleurs, il arrive que les conditions aux limites imposées a un écoulement de fluide
ne soient pas compatibles avec ’idée intuitive que la solution doit étre une fonction continue
a dénivées continues (idée sur laquelle est fondée la mise en équation). Dans un tel cas, il faut
renoncer a cette idée et admettre que la solution est une fonction réguliére par domaine qui
peut présenter des discontinuités sur certaines lignes limitant les domaines; & I’intérieur d’un
domaine il n’y a pas de discontinuités et les équations sont valables. Une onde de choc est

justement une surface de discontinuité séparant deux domaines ou la solution est réguliére.

La difficulté principale qui surgit lors de la présence d’ondes de choc est que la position
des lignes de discontinuité n’est généralement pas connue a priori, et fait partie des inconnues

du probléme.

Du point de vue numérique, les ondes de choc sont le plus souvent traitées en
introduisant dans les équations de base un terme supplémentaire, dit de "viscosité artificielle”,
qui a la propriété d’étre négligeable partout ou la solution est réguliére, mais de permettre un
lissage des singularités la ou elles apparaissent. Avec cette méthode, la position du choc n’est

pas prise en compte, ce qui la rend facile a mettre en ceuvre.

Afin d’amortir les oscillations numériques, on utilisera dans notre cas une procédure
développée par Jameson et Col. (1981) [14, 15, 22, 30, 48 et 64}, dont le principe consiste &
rajouter un terme de dissipation au systéme d’équations régissant le phénoméne étudié. Les
valeurs des variables calculées au nouveau pas de temps, que se soit par le schéma de
MacCORMACK ou celui de GABUTTI sont par la suite modifiées en utilisant ’algorithme

suivant :

kel _ pket (fk+1_ k+1) k+1 k+1]
fit =4 +lsga+;,j wtj =i Eg;—-j ey

(5.23)
r e+ k+1 ’ k+1 k+1
+ [Sni,j*r'; (fi'i+1 = /i )_sni,j-- - 1 ]
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ou,

¥ . représente une constante de dissipation.

Les valeurs de e ;; et ,,; sont données par :

[ —2h;; +h

1]

Q,.. =
) \hiﬂ-.i’+2|hi’j|+|hi“l'j|
lh;,m —2h;; +hi~i“|

Q. =
i ihi.jﬂ +2’hi’j‘+!hi,j4’

Aux points ot h;j.; n’existe pas (Figure ci-dessous) :

(5.24)

(5.25)

~~~~~~~ e e I
O Ihi,j+1 "hi,j
T g
i,j+1 (8]

(5.26)
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Aux points ou i n’existe pas (Figure ci-dessous) :

]
_______ X ____-ﬁfxﬁfgm-m-x---———-i
i
‘hi,j—l _hi,jl
Q.. =i M (5.27)
LT L

Remarquons finalement que la relation (5.23) doit étre vue eomme étant une

affectation.
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3.10. Organigrammes de calcul

5.10.1. Organigramme relatif au schéma de MacCORMACK

N/
CALCUL DE
L'INCREMENT
DE TEMPS A
| (CF.L)

'L PROCEDURE DE

SYMETRIE
(AXE DE SYMETRIE)

/

’7 PROCEDUREDE |
REFLEXION
[ (PAROI LATERALE)

l
)
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®)
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5.10.2. Organigramme relatif au schéma de GABUTTI
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™
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/N

INCREMENTATION
DU TEMPS

/N

ETAT
PERMANENT

NON

IMPRESSION
DES RESULTATS

h,u, v

NB.: -CIL . Conditions initiales.
- C.AL. : Conditions aux limites.
- CFL. : Condition de stabilité de
« COURANT - FRIEDRICHS - LEWY ».
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Chapitre 6 - Expérimentations numériques

Les puissants outils de calcul que constituent les ordinateurs permettent de résoudre par
voie numérique tous problémes susceptibles d’étre exprimés par des équations
mathématiques.

Un modele mathématique qui gouverne les écoulements non permanents dans des
canaux a ciel ouvert a été présenté. Une modélisation numérique des équations de base est par
la suite faite en utilisant des schémas aux différences finies assez compliqués (MacCormack
et Gabutti).

Dans le but de tester la validité et I’aptitude du modéle mathématique a simuler ces
écoulements, des expérimentations numériques seront faites dans le présent chapitre. On
analysera d’abord D’écoulement dans des canaux faiblement inclinés, puis l'effet de
i’augmentation de la pente de fond sur les caractéristiques de I’écoulement sera traité dans la
seconde étape. Les résultats obtenus seront comparés avec des résultats expérimentaux,

théoriques et numériques d’autres chercheurs, s’ils existent bien siir.

6.1. VALIDATION DU MODELE MATHEMATIQUE
- APPLICATION SUR DES CANAUX A FAIBLE PENTE -

-

La validité du modéle proposé sera faite en premier sur les écoulements dans des

canaux 4 faible pente.

6.1.1. Etude d’un rétrécissement rectiligne symétrique a faible pente

Dans la premiére application, on analysera un écoulement supercritique dans un
rétrécissement rectiligne symétrique, 4 section transversale rectangulaire, avec une pente de
fond nulle. Ce cas a été traité expérimentalement par Coles et Shintaku [15]
et numériquement par Bhallamudi et Chaudhry [15]. Les dimensions de la contraction sont
données dans la figure (6.a).
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145m —

- Figure 6.a - Rétrécissement rectiligne.

Les conditions aux limites de I’écoulement sont :

- Le tirant d’eau a I’amont est h, =0.0305 m
- La vitesse de I’écoulement & I’amont est V=2.188 m/s
- La vitesse transversale est vo,= 0 m/s

- Le maillage suivant a été utilisé :
AE =0.0483333 m ; An=0.047619
Pour les problémes de stabilité et d’oscillations numériques, les valeurs suivantes sont
considérées :
- Le nombre de COURANT (C F.L.} est Cn=0.8
- Le coefficient de dissipation est %=0.8

Les pentes de fond et de frottement sont supposées nulles.

La profondeur de 1’écoulement h,=0.0305 m, la vitesse longitudinale u,=2.188 m/s et la
vitesse transversale v,=0 m/s sont par ailleurs spécifiées en tous les points du maillage comme

conditions initiales.

¢ Résultats et analyses

Les figures (6.1) et (6.2) montrent respectivement le profil de la surface libre le long de
’axe médian et le long de la paroi latérale du rétrécissement rectiligne. Elles regroupent les
résultats que nous avons obtenus en utilisant les schémas de MacCormack et de Gabutti,

~avec des résultats expérimentaux [15] et numériques [15] d’autres chercheurs.
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A travers ces figures, on constate que :

-1l y a deux surélévations distinctes dans la ligne d’eau le long de ’axe de symétrie.
La premiére 4 Pintérieur de la transition et la deuxiéme, plus importante, juste
a P’entrée du canal aval, ¢’est-a-dire, 4 la fin de la contraction.

-Le long de la paroi latérale, on a aussi deux importantes surélévations. L’une se

manifeste 4 1a fin de la contraction et P’autre loin dans le canal aval rectangulaire.

- Les résultats obtenus en utilisant le schéma de MacCormack montrent un bon accord
avec ceux de Bhallamudi (schéma de MacCormack) [15], que se soit au niveau de
I"axe de symétrie (figure (6.1)) qu’au niveau de la paroi latérale (figure (6.2)).

- Les résultats obtenus avec le schéma de Gabutti concordent aussi avec ceux de
Bhallamudi, sauf qu’a I’aval on a un léger décalage du pic de la ligne d’eau (axe de
symétrie). Mais I’allure de cette ligne est la méme que celle calculée par Bhallamudi
et celle obtenue avec le schéma de MacCormack le long de 1’axe et de la paroi.

- Les résultats obtenus avec les deux schémas numériques cités ci-dessus, comparés
avec les mesures expérimentales [15], sont assez bons au niveau de la paroi latérale
de la transition (figure (6.2)), ¢t relativement moins bons au niveau de I’axe médian
(figure (6.1)), ot il y a un décalage entre les pics des lignes d’eau calculées et le pic
observé expérimentalement.

-

- La hauteur maximale obtenue avec le schéma de Gabutti est presque identique avec
celle calculée par Bhailamudi, et sont toutes les deux inférieures a la hauteur

observée expérimentalement.

-Le pic déterminé en utilisant le schéma de MacCormack est quasiment identique
avec I’expérimental.

Ceci peut-étre expliqué principalement au fait, que dans I’¢élaboration du modele
mathématique, on a utilisé un certain nombre d’hypothéses (passage obligé pour n’importe
quelle étude théorique ou numérique), parmi lesquelles, la répartition des pressions est
supposée hydrostatique. Cette hypothese est valide seulement dans les zones ou il n'y a pas
d’apparition de chocs, mais qui est malheureusement non valide au voisinage des

discontinuités.

On peut dire que le modéle proposé donne d’assez bons résultats dans les régions ou les
chocs ne sont pas fortement dominants et de moins bons résultats dans les zones ou les chocs
sont trés dominants.

104



Chapitre 6 Expérimentations numériques

Malgré cela, les résultats obtenus peuvent étre largement utilisés dans le
dimensionnement des parois latérales d’une telle transition, du moment que les hauteurs des
pics calculées par les procédés numériques coincident bien avec les observations
expérimentales.

Les profils de la vitesse de I’écoulement le long de ’axe médian et long de la paroi
latérale solide sont donnés respectivement pour les deux schémas dans les figures (6.3)
et (6.4). On constate que :

- La vitesse de I’écoulement diminue avec |’augmentation de la profondeur.

- La diminution de la vitesse a lieu exactement au niveau de la méme section que
I"augmentation de la hauteur.

- La diminution de la vitesse obtenue avec le schéma de MacCormack est supérieure
a celle obtenue avec le schéma de Gabutti, ce qui est en parfait accord avec les
hauteurs d’eau calculées par les deux schémas (la hauteur maximale déterminée par

le schéma de MacCormack est supérieure a celle calculée par le schéma de Gabutti).

Donc, "augmentation de la profondeur de I’écoulement engendre une diminution de la
vitesse.

Les figures (6.5) et {6.6) donnent une représentation plane de I"écoulement dans un
rétrécissement rectiligne. On constate que les fronts d’ondes, qui prennent naissance au début
de la transition se rencontrent au niveau de I’axe de symétrie (premiére surélévation de la
hauteur), puis sont réfléchis sur les parois latérales. Cette réflexion, ne touche pas exactement
les parois a la fin de la transition, ce qui a engendré la naissance des ondes négatives et par
suite agitation de I’écoulement dans le canal aval (deuxiéme surélévation). La réduction des
perturbations nécessite que la réflexion des ondes touche les parois exactement a la fin de la
contraction (au début du canal rectangulaire aval).

‘Rappelons "par ailleurs qu'on a utilis¢ un modéle mathématique en régime non
permanent pour obtenir des solutions a 1’état permanent en traitant la variable temps comme
parametre d’itération. L’efficacité de cette technique est illustrée dans la figure (6.7), qui
donne une comparaison entre les résultats calculés en utilisant le modéle non permanent avec
les schémas de MacCormack et de Gabutti au niveau de I’axe de symétrie, et les résultats
obtenus par Jimenez {15] avec un modéle permanent. Les profils des lignes d’eau qu’on
a obtenus suivent Pallure du profil de Jimenez, ce qui confirme que I’écoulement
“a effectivement convergé vers 1’état permanent.
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Les figures (6.8), (6.9), (6.10) et (6.11) donnent le temps de convergence de
I’écoulement vers un état permanent. On remarque que : -

- La ligne d’eau obtenue avec le schéma de MacCormack pour un temps de 1.69 sec
est totalement superposée avec celle au temps 1.51 sec, le long de I’axe (figure (6.8))
et de la paroi (figure (6.9)). L état permanent est donc atteint 2 1.51 sec pour ce
schéma.

- La ligne d’eau le long de I’axe et de la paroi obtenue avec le schéma de Gabutti au
temps 1.77 sec est confondue avec celle de 1.57 sec. L ’état permanent est par
conséquent atteint & 1.57 sec pour ce schéma.

L’état permanent pour les résultats de Bhallamudi (schéma de MacCormack) est par
contre atteint & 3 sec. A partir de 14, on peut dire que :

- Les résultats que nous avons obtenus avec le schéma de MacCormack. présentent un
léger avantage par rapport a ceux obtenus avec le schéma de Gabutti (1.51 sec contre
1.57 sec).

- Les résultats que nous avons obtenus avec les deux schémas présentent par ailleurs
un trés grand avantage par rapport a ceux de Bhallamudi ((1.51 sec et 1.57 sec)
contre 3 sec).

On a donc un gain d’environ 50% sur le temps.

La majorité des schémas aux différences finies explicites précis 4 ordre deux, en
espace et en temps, entrainent de trés grandes oscillations numériques pres des discontinuités.
Les ondes de choc représentent justement des discontinuités. Le traitement numérique de ces
oscillations consiste & introduire un terme supplémentaire dit de "viscosité artificielle” dans
les équations de base, et qui a la propriété d’étre négligeable partout ou la solution
est réguliére, et permet par contre un lissage des singularités la ou elles‘apparaissenf.

L’effet de la viscosité artificielle est représenté respectivement pour les schémas de
MacCormack et de Gabutti dans les figures (6.12) et (6.13). L’analyse est faite pour des
coefficients de dissipation de 0.3, 0.5, 0.8 et 0.9. Ceci nous a permis de conclure que la valeur
optimale de ce coefficient est de 0.8. C’est le méme résultat obtenu par Bhallamudi.

De la méme fagon, des essais numériques sont faits pour déterminer la valeur optimale
du nombre de Courant (condition de stabilité). D’aprés les figures(6.14) et (6.15), la valeur
optimale est de 0.8 pour les deux schémas. Ce qui a ét¢ aussi obtenu par Bhallamudi.
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Figure (6.1) : Ligne d'eau au niveau de 'axe de syméirie dans

un rétrécissement rectiligne.
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Figure (6.2) : Ligne d'eau au niveau de la paroi latérale dans

un rétrécissement rectiligne.
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Figure (6.3) : Profil de la vitesse au nivean de 1'axe median dans
un rétrécissement rectiligne,
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Figure (6.4) : Profil de la vitesse au niveau de la paroi latérale dans
un rétrécissement rectiligne.
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Figure (6.5) : Courbes Iso-Hauteurs dans un rétrécissement rectiligne
(schéma de MacCORMACK).

Figure (6.6) : Courbes Iso-Hauteurs dans un rétécissement rectiligne
(schéema de GABUTTI).
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Figure (6.8) : Convergence de I'écoulement vers P'état permanent dans
un rétrécissement rectiligne (axe de symétrie),
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Figure (6.9) : Convergence de 'écoulement vers P'état permanent dans
un rétrécissement rectiligne (paroi latérale).
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Figure (6.10) : Convergence de I'écoulement vers I'état permanent dans
un rétrécissement rectiligne (axe de symétrie).
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Figure (6.11) : Convergence de I'écoulement vers I'état permanent dans
un rétrécissement rectiligne (paroi Iatérale).
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Figure (6.15) : Influence du nombre de COURANT (axe de symétrie).
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Chapitre 6

6.1.2. Etude d’un élargissement progressif a faible pente

- L’analyse d’un écoulement supercritique traversant un élargissement progressif

symétrique A section transversale rectangulaire avec une pente de fond nulle est I’objectif de
cette application. L’équation donnant la forme de cet élargissement (figure 6.b), appel¢

souvent "élargissement de Rouse”, est :

- Figure 6.b — Elargissement progressif.

Les conditions aux litites de ’écoulement dans cette transition sont

-La hauteur d’eau a amont est h,=0.0305 m
- La vitesse de I’écoulement & I’amont est V = 1.094 m/s

- La vitesse transversale est v, =0 m/s

Le maillage suivant a été utilisé :

AE =0.0305m ; An =0.047619

"Pour les problémes de stabilité et d’oscillations numériques, les coefficients suivants

sont pris en considération :

Cn=09 ; x =03
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- La pente de fond est supposée nulle.
- Le coefficient de Manning est n=0.012

- Le rapport profondeur-largeur est h,/ b;=0.25

La profondeur h, = 0.0305 m, la vitesse longitudinale u, = 1.094 m/s et la vitesse
transversale v, = 0 m/s sont spécifiées en tous les points du maillage comme conditions

initiales.
¢ Reésultats et analyses

Les profils de la surface obtenus dans cette seconde application sont illustrés dans les
figures (6.16) et (6.17). Les prinéipales constatations sont :

- Les lignes d’eau au niveau de I’axe de "écoulement obtenues avec les schémas de
MacCormack et de Gabutti décroissent en fonction de la distance. Au début de la
transition, la diminution se fait progressivement.

- Les profils de la surface libre calculés avec les deux schémas numériques ci-dessus,
le long de la paroi latérale, diminuent aussi en fonction de la distance. La diminution
est plus rapide par rapport a celle de I’axe médian.

- Les résultats obtenus en utilisant les deux schémas aux différences finies, présentent
un accord trés sattsfaisant avec les résultats numériques de Bhallamudi (schéma de
MacCormack) {15], ausst bien au niveau de P’axe médian que le long de la paroi
solide.

-Une trés bonne concordance existe aussi entre nos résultats et les mesures
expérimentales {15] au niveau de 1’axe et du mur.

- Aucune perturbation de I’écoulement n’est observée dans cette transition.

- Les résultats obtenus avec le schéma de Gabutti sont relativement plus proche des
valeurs expérimentales gque ceux calculés avec le schéma de MacCormack. Ceci

n’enléve en rien de la qualité de ces derniers résultats.

.Les figures (6.18) et (6.19) donnent une représentation plane de 1’écoulement dans
*élargissement progressif. Ces derniéres, déterminées dans 1'ordre avec les schémas de
MacCormack et de Gabutti, montrent d’une part, que I’écoulement s’effectue d’une fagon
graduelle et non brutale, et d’autre part, qu’il n’y a aucune agitation de I’écoulement dans

cette transition.
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Les profils des vitesses sont illustrés dans les figures (6.20) et (6.21). Les résultats
obtenus avec les deux schémas aux différences finies explicites sont en parfait accord. Pour

une pente nulle, on n’observe pas une augmentation rapide de la vitesse.

Les excellents résultats obtenus dans cette application sont dus principalement a la
validité de I’hypothése d’une répartition hydrostatique des pressions, ce qui n’était guére le

cas dans la premiére application.

En effet I’augmentation de ’angle de déviation de la paroi est suffisamment graduelle
pour prévenir la formation des ondes transversales positives, et ne cause donc aucun

changement brusque de la profondeur de I’écoulement & n’importe quelle section du canal.

Le début de la transition est par ailleurs, tellement progressif que la distribution des
pressions est hydrostatique (ou presque). Ce type d’élargissement réduit sensiblement I’effet
d’une distribution non-hydrostatique des pressions. '

La convergence de I’écoulement vers {”état permanent le long de P’axe de symétrie et le
long de la paroi solide est représentée dans les figures (6.22) et (6.23) pour le schéma de
MacCormack, et dans les figures (6.24) et (6.25) pour le schéma de Gabutti, On constate que :

- L’état permanent est atteint & 0.87 sec pour le schéma de MacCormack.

- Alors que, cet état est atteint a 1.05 sec pour le schéma de Gabutti. -

Dong, I’état permarnient est atteint plus rapidement avec le schéma de MacCormack.
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Figure (6.18) : Courbes Iso-Hauteurs dans un ¢largissement
progressif (schéma de MacCORMACK).

Figure (6.19) : Courbes Iso-Hauteurs dans un élargissement
progressif (schéma de GABUTTI).
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Figure (6.21) : Profil de vitesse le long de la paroi latérale dans
un ¢largissement progressif.
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6.1.3. Conclusion

En guise des résultats fort appréciables obtenus dans les applications traitées ci-dessus,
on peut conclure que :

* e modéle mathématique présenté soit avec le schéma de MacCormack ou avec celui
de Gabutti est trés fiable et efficace.

«Le modéle est par conséquent apte a bien simuler les écoulements supercritiques
dans des canaux non prismatiques a faible pente.

=Les temps de convergence obtenus en utilisant les deux schémas numériques sont
meilleurs que ceux obtenus par Bhallamudi et Chaudhry [15].

=] es temps de convergence vers I’état permanent obtenus avec le schéma de
MacCormack sont d’autre part mieux que ceux obtenus avec le schéma de Gabutti,

"Le modéle mathématique avec le schéma de MacCormack donne généralement de
bons résultats dans I’étude d’un rétrécissement rectiligne symétrique a faible pente.

» Alors que, le modéle avec le schéma de Gabutti fournit des résultats relativement
satisfaisants dans le cas d’un élargissement progressif.
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6.2. APPLICATION DU MODELE MATHEMATIQUE SUR DES CANAUX A
FORTE PENTE

L’aptitude du modéle mathématique a traiter les écoulements a surface libre dans des
canaux avec des pentes de fond trés faibles a été prouvée dans les sections précedentes.
Qu’est ce qu’il en est pour des canaux a pente considérable?.

6.2.1. Ecoulement dans le coursier d’un évacuateur de crues en modéle réduit

- canal prismatique i forte pente-

Dans le but de valider ’aptitude du modéle mathématique a simuler les écoulements
a surface libre dans des canaux a forte pente, nous allons étudier un écoulement dans le

coursier d’un évacuateur de crues en modele réduit.

Le modéle réduit en question [4] est un évacuateur de surface, composé d’un déversoir
latéral, d’un bac de réception, d’un coursier & forte pente et d’un saut de ski. La partie du
modéle qui nous intéresse, c’est évidement "le coursier”, qui est un canal dont la pente du
radier est d’environ 28° sur une longueur de 0.74 m et possédant une section rectangulaire
symétrique de 0.41 m. .

L’étude expérimentale est faite avec des débits de 0.0344 m’/s (débit réel 1000 msls),
de 0.0689 m’/s (débit réel 2000 m’/s) et pour un débit exceptionnel de 0.093 m’/s (débit
réel 2700 m’/s).

On va déterminer par simulation numérique I’allure de la ligne d 'eau au niveau de la
parot latérale pour lés trois débits précédents. Les conditions de I’écoulement dans le coursier

sont résumées dans le tableau suivant :

Conditions de I’écoulement dans le coursier
- Tirant d’eau & ["amont {m) 0.0656 0.1000 0.1300
- Vitesse longitudinale (m/s) 1.2800 1.6805 1.7450

- Vitesse transversale (m/s) 0 0 0
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On utilisera aussi les données suivantes :

- Un maillage avec des pas d’espace AE =0.0211m et An=0.01
- Nombre de Courant Cn=0.5

- Coefficient de dissipation ¥ =0.2

- Nombre de Manning n=0.01

- Pente de fond o =28,1245°

Les valeurs de h, u et v données dans le tableau ci-dessus sont spécifiées comme
conditions initiales en tous points de la grilie de calcul.

¢ Résultats et analyses

Les figures (6.26), (6.27) et (6.28) donnent dans I’ordre les profils de la ligne d’eau au
niveau de la paroi solide d’un canal prismatique pour des débits de 0.0344 m’/s, de 0.0689
m’/s et de 0.093 m’/s. Ce canal posséde une pente de fond considérable, d’environs 28°.
Ainsi, on constate que :

-La profondeur de I’écoulement diminue avec I’augmentation de la pente de fond
dans un canal prismatique.

-

-Les résultats calculés avec le schéma de MacCormack approchent les mesures
expérimentales au début et 4 la fin du canal, ou la ligne d’eau devient presque
constante. Au milieu du canal, ces résultats s’éloignent un peu des observations
expérimentales [4]. |

- Les résultats obtenus avec le schéma de Gabutti s’approchent dans la majeure partie
du canal des mesures expérimentales, mais a 1’aval, elles s’¢loignent de ces mesures.
La ligne d’eau déterminée avec ce schéma présente une diminution graduelle.

~Pour le débit de 0.0344 m’/s, les lignes d’eau calculées avec les deux schémas
s’éloignent quelque peu des observations expérimentales dans la premiére partie du
canal. Par contre, 4 ’aval elles sont plus proches.

- Pour les débits de 0.0689 m*/s et 0.093 m’/s, les résultats déterminés avec les deux
schémas comparés avec les mesures expérimentales sont par contre fort appréciables.

Les profils de la surface vitesse de I’écoulement au niveau de la paroi solide, pour les
trois débits étudiés, sont illustrés dans les figures (6.29), (6.30) et (6.31). On remarque alors :
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- L’écoulement dans un canal prismatique avec une pente du radier considérable

engendre, une augmentation de la vitesse en fonction de la distance.

- La vitesse obtenue a I’aval avec le schéma de Gabutti est supérieure & celle calculée
avec le schéma de MacCormack. Ceci est en parfait accord avec les profils des lignes
d’eau.

Par conséquent, on conclue que 1’écoulement supercritique dans un canal prismatique
a forte penté, entralnera principalement un rabaissement de la profondeur de 1’écoulement

et par suite une augmentation de Ja vitesse (ainsi que le nombre de Froude) de I’écoulement.

Rappelons par ailleurs, que notre but n’est pas 1’étude d’un écoulement a surface libre
dans des canaux prismatiques, mais I’objectif de cette application est de tester la validité du
modele présenté dans cette thése a simuler les écoulements supercritiques dans des canaux
4 pente raide. La qualité des résultats obtenus avec les deux schémas numériques
{MacCormack et Gabutti) montrent I’aptitude de ce modéle a traiter ce type d’écoulement.

De point de vue résultats on constate aussi que I’utilisation du schéma de Gabutti donne

relativement de bons résultats que le schéma de MacCormack dans un tel cas.
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6.2.2. Etude d’un élargissement rectiligne a pente variable

L’étude d’un écoulement supercritique traversant un élargissement rectiligne
symétrique de pente variable, et & section transversale rectangulaire est le but de cette
application. Ce cas a été traité théoriquement par Bagge et Herbich [7], puis
expérimentalement par Herbich et Walsh {47]. Les dimensions de I’élargissement sont

illustrées sur la figure (6.¢).

- Figure 6.c — Elargissement rectiligne.

-

L’étude est faite pour trois pentes différentes, 0.745°, 4.014° et 7.470°. Les conditions

aux limites de I’écoulement sont résumées dans le tableau ci-dessous :

Pente de fond ( °) 0.745 4014 7.470
- Tirant d’eau (m) 0.012 0.020 0.012
- Vitesse longitudinale (m/s) 0.103 1.068 1.373
- Vitesse transversale (m/s) 0 "0 0

Les autres données du probléme sont :

- Largeur amont b;=0.305m

- Largeur a I’aval by;=0.61 m

- Angle de déviation 8=573m

- Longueur de la transition L. =152 m
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- Les pentes de frottement sont supposées nulles.

- Le maillage est choisi tel que AE=0.0435m et An=0.050
- Le coefficient de dissipation x = 0.98

- Le nombre de Courant Cn=0.5

Les conditions initiales spécifiées en tous les points du maillage sont données dans le
tableau ci-dessus.

¢ Résultats et analyses

Les résultats de ’application en cours sont représentés dans les figures (6.32), (6.33)
et (6.34), qui regroupent les profils de la surface libre calculés théoriquement et mesurés
expérimentalement avec les résultats que nous avons obtenu avec les schémas aux différences
finies de MacCormack et de Gabutti, pour les trois pentes respectives de 0.745°, 0.4014°
et 7.47°.

Dans le cas d’une pente de 0.745°, on remarque

. Un rabaissement assez important des lignes d’eau déterminées avec les deux

schémas numériques par rapport a la ligne théonque.

- Les résultats obtenus en utilisant ces deux schémas présentent la méme allure avec
les mesures expérimentales, qui donnent aussi un rabaissement par rapport au profil
théorique.

-La ligne d’eau déterminée avec le schéma de Gabutti est plus proche des
observations expérimentales que celle obtenue avec le schéma de MacCormack.
Cette derniére présente un petit décalage vers I’aval par rapport & Pexpérimentation.

En augmentant la pente de fond a environ 4°, on constate

-Les lignes d’eau calculées avec les deux schémas numériques coincident avec les
mesures expérimentales dans la premiére partie de la transition, puis deviennent

inférieures a ces mesures dans la seconde partie.

- Les résultats que nous avons obtenus sont par contre au-dessus du profil théorique
dans la premiére partie de ["élargissement, et chutent ensuite au-dessous des valeurs
théoriques. La ligne théorique est totalement inférieure aux mesures expérimentales,
sauf a la fin de la transition.
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- Le profi! calculé avec le schéma de MacCormack est dans ce cas plus proche de la
ligne expérimentale que celui obtenu avec le schéma de Gabutti.

Tandis que, pour une pente de 7.47°, on remarque que :

_Les résultats obtenus avec les schémas de MicCormack et de Gabutti sont
légérement au-dessous des observations expérimentales, mais ils présentent une

assez bonne approche avec ces mesures.

- La ligne d’eau calculée avec le schéma de MacCormack est plus proche des valeurs
_expérimentales que celle obtenue avec le schéma de Gabutti. '

-Les résultats numériques sont dans une partie supérieurs aux valeurs théoriques,
et dans Pautre partie deviennent inférieurs. La ligne théorique est par contre
au-dessous des mesures expérimentales au début de la transition, puis devient
au-dessus de celle-ci.

-Les profils théoriques et expérimentaux présentent un palier au milieu de
I’¢largissernent, ol la hauteur reste constante, ce qui n’est pas fourni par les résultats

numériques.

Contrairement 2 un élargissement progressif ou les parois latérales divergent
graduellement, les parois solides d’un élargissement rectiligne divergent linéairement suivant
uh angle de déviation 0. II existe donc des points de discontinuités au niveau de la jonction

entre les parois de la transition et celles des canaux rectangulaires amont et aval.

Le choix. de ’angle 8, devra sec faire d’une maniére trés rigoureuse car dans des
transitions de ce type, si © est mal choisi, un décollement se manifestera juste au début de la
transition. Par conséquent la distribution des pressions ne sera en aucun cas hydrostatique.
Ceci explique en quelque sorte la différence entre les résultats théoriques, numériques et les
mesures expérimentales, du moment que les calculs sont faits avec la supposition d’une
distribution hydrostatique des pressions. Le phénomene de séparation de ’écoulement doit

8tre éviter ou au moins minimiser dans de telles structures.

Par ailleurs, il y a aussi d’autres paramétres qui influent sur les caractéristiques de
Pécoulement dans des canaux non prismatiques & forte pente. Les frottements par exemple,
qui ont étaient négligés dans la présente analyse, ce qui est en contradiction avec la réalité.
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L’effet de entrainement d’air n’est pas aussi pris en considération, alors que dans des

transitions fortement inclinées, ce phénomene est quasiment présent.

En somme, c’est & cause de ces raisons la, qu’il y a différence entre les résultats

théoriques, numériques et expérimentaux.

Cette application a été traitée dans le but de valider le modéle mathématique présenté

dans cette thése avec deux schémas aux différences finies explicites.

Malgré que les pentes du radier ne soient pas vraiment fortes, les résultats obtenus avec
les deux schémas sont dans Iensemble bons et justifient par suite I'aptitude du modéle

proposé en conséquence.

Finalement, on peut dire que le modéle avec le schéma de Gabutti donne d’excellents
résultats dans le cas d’une pente de fond presque nulle. Tandis que lors de I’augmentation de
la pente de fond d’un tel élargissement, le modéle mathématique avec un schéma de
MacCormack donne d’assez bons résultats par rapport a4 ceux obtenus avec le schéma de
Gabutti.
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6.2.3. Etude d’un rétrécissement rectiligne a forte pente

Reprenons le rétrécissement rectiligne étudié auparavant (§ 6.1.1) avec une pente de
fond nulle, tout en gardant les dimensions et les données du probléme (conditions initiales,

conditions aux limites ...} inchangées.

Dans cette application, on examinera I’influence de ’augmentation de la pente de fond
sur les caractéristiques de "écoulement dans la transition en question. Pour cela, on se
propose trois pentes différentes de 15°, 25° et 40°.

4 Résultats et analyses

Les figures (6.35) et (6.37) donnent respectivement les profils de la ligne d’eau le long
de Paxe de symétrie déterminés numériquement avec les schémas de MacCormack et de
Gabutti. Les résultats calculés pour des pentes de 15°, 25° et 40° sont comparés avec ceux
obtenus pour une pente nulle. On remarque que :

- Les résultats obtenus avec les schémas de MacCormack et de Gabutti sont dans
I’ensemble identiques pour les trois pentes.

- L’augmentation de la pente de fond provoquera un rabaissement de la surface libre

par rapport au cas d’une pente nulle (tres faible).

- Les profils des lignes d’eau obtenus pour les trois pentes montrent seulement une
seule surélévation contrairement au cas d’une pente nulle, ot on en constate deux.

- La surélévation de la surface libre pour les pentes de 15°, 25° et 40° n’excéde pas la
premiére surélévation observée dans les canaux horizontaux.

- Plus on augmente la pente de fond, plus le systéme d’ondes de choc se déplace loin
alaval

Dans les figures (6.36) et (6.38), on trouve les profils de la ligne d’eau au niveau de la
paroi latérale, déterminés avec les schémas de MacCormack et Gabutti. Les constatations

suivantes peuvent étre faites :

_ Les résultats obtenus en utilisant les deux schémas numériques cités précédemment
sont aussi semblables dans ce cas, comme ceux de I’axe de symétrie.
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- Aucune surélévation importante de la ligne d’eau n’est observée pour les trois pentes
étudiées, par rapport aux résultats d’une pente nulle.

- Les lignes d’eau pour les pentes de 15°, 25° et 40° gardent une hauteur presque
constante dans la zone de transition.

- Par contre, juste 4 la fin de la contraction, c’est-a-dire a ’entrée du canal aval, la
profondeur de ’écoulement chute rapidement. |

- L’augmentation de la pente de fond entraine donc une diminution de la ligne d’eau
au niveau de la paroi latérale solide.

Par ailleurs, les figures (6.39) et (6.40) donnent dans I'ordre les profils des vitesses le
long de ’axe médian calculés avec les schémas de MacCormack et de Gabutti. On remarque
que :

- Les résultats obtenus avec les deux schémas sont en parfait accord.

- La vitesse de I’écoulement accroit rapidement et devient de plus en plus importante
avec ["augmentation de la pente de fond.

On peut dire que Paugmentation de la pente du radier dans un rétrécissement
symétrique de tracé rectiligne traversé par un écoulement supercritique engendre
principalement une diminution de la surface libre, et une augmentation de la vitesse
d’écoulement (et du nombre de Froude a ["occasion). Cette vitesse considérable entraine le
systéme d’ondes de choc de plus en plus & 1’aval, et empéche la formation des grands
sommets d’ondes ; ce qui est par contre observé dans les canaux horizontaux (ou faiblement
inclinés).

Par manque d’études expérimentales ou méme numériques sur les écoulements
supercritiques dans des canaux a géométrie variable avec des radiers fortement inclinés, ne
nous permet pas de faire une critique sur les résultats que nous avons obtenus, et d’autre part
de voir I'influence de certaines hypothéses émises dans [’élaboration du modéle

mathématique.

'En effet, la distribution des pressions supposée hydrostatique n’est pas en réalité valide;
du moment que ’écoulement dans les transitions engendre généralement des discontinuités
{ondes de choc). Au voisinage de ces discontinuités, I’hypothése d’une distribution

hydrostatique des pressions est totalement remise en cause.
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D’un autre cdté, dans la présente application, les pentes de frottement sont supposees
nulles, ce qui n"est pas du tout le cas dans la réalité, car les frottements au niveau des parois
ou du fond ont une influence sur les caractéristiques de I’écoulement dans des canaux a pentes

considérables ou autres.

1l y a aussi d’autres phénoménes qui peuvent influencer les caractéristiques de
I*écoulement dans ce type de transition, et qui sont négligés dans ’étude numérique. On fait
référence essentiellement au phénoméne de I’entrainement d’air qui surgit souvent dans les

canaux fortement inclinés.

Néanmoins, la bonne concordance constatée entre les résultats obtenus numériquement
avec les schémas aux différences finies explicites de MacCormack et de Gabutti, nous permet
aisément de conclure sur la fiabilité de ces résultats et P'aptitude du modéle mathématique

proposé avec les deux schémas & simuler le type d’écoulement étudié dans la présente these.
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Figure (6.35) : Effet de I'augmentation de ia pente de fond sur la ligne
d'eau dans un rétrécissement rectiligne (axe de symétrie).
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Figure (6.36) : effet de I'augmentation de 1a pente de fond sur la ligne
d'eau dans un rétrécissement rectiligne (paroi latérale).
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Figure (6.37) : Effet de I'augmentation de la pente de fond sur 1a ligne
d'eau dans un rétécissement rectiligne (axe de symétrie).
s ™~
pernte = 0°
ffffffff pernte = J5°
----------------- pernte = 25°
o> pente = 40° )
L 7
3.0
o
B
s
=
2.5
Schéma de GABUTTI
2.0

/

_@:ﬁ?‘%‘—m:—:&s?ﬁ S S S AR
,f-,‘b' . ‘-\!‘
5 %
1.0+ \‘(
‘Q\.\
0.5 T
’ TRyt
0.0 T T T T T T 7
a I 20 30 40 50 60 70

x/ho

Figure {6.38) : Effet de I'augmentation de pente de fond sur la ligne
d'eau dans un rétrécissement rectiligne (paroi latérale).
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6.2.4. Etude d’un élargissement progressif a forte pente

On analysera dans cette derniére application, le passage d’un écoulement supercritique
a travers un divergent graduel dont la pente de fond est considérablement accentuée, afin de
voir comment deviendra I’allure de la ligne d’eau par rapport au profil obtenu pour une
transition horizontale.

Les dimensions de cet élargissement et les données de I’application sont déja explicitées
dans le paragraphe (6.1.2). L’étude est alors faite pour les trois pentes suivantes : 15°, 25°
et 40°,

¢+ Résultats et analyses

Les profils de la surface libre au niveau de I’axe de ’écoulement calculés pour les trois
pentes précédentes avec les schémas de MacCormack et de Gabutti sont illustrés
respectivement dans les figures (6.41) et (6.43). On remarque que :

- Les résultats obtenus avec le schéma de MacCormack montrent un bon accord avec

ceux calculés en utilisant le schéma de Gabutti.

- Un léger rabaissement & I’amont, de la ligne d’eau obtenue pour les trois pentes
consécutives de 15°, 25° et 40°, par rapport au profil calculé pour une pente nulle.

- Les trois profils déterminés soit avec le schéma de MacCormack ou avec le schéma
de Gabutti, se rencontrent & I’aval au niveau d’une méme hauteur (rapport de

profondeurs d’écoulement h/h, ~ 0.25).

- Aucune perturbation de I’écoulement n’est observée dans cette transition.

Tandis que les figures (6.42) et (6.44) regroupent les profils des lignes d’eau le long de
la paroi latérale solide, obtenus avec les deux schémas cités ci-dessus pour les pentes de 0°,
15°, 25° et 40°. On constate que :

- L’augmentation de la pente de fond entraine une diminution considérable de la

profondeur d’écoulement.

- Plus la pente du radier augmente, plus le rabaissement de la ligne d’eau devient tres
important.

- Les résultats obtenus avec le schéma de MacCormack donnent une diminution de
la surface libre relativement supérieure & celle calculée avec le schéma de Gabutti.
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- L’écoulement se fait sans perturbation dans la transition.

Les profils des vitesses au niveau de I'axe de symétrie, déterminés avec les deux
schémas aux différences finies, sont représentés dans les figures (6.45) et (6.46). Les vitesses

deviennent donc importantes avec I’augmentation de la pente.

En résumé, on dira que P’accroissement de la pente du radier d’un élargissement
progressif traversé par un écoulement supercritique engendre principalement une diminution
de la profondeur de I’écoulement et par suite "augmentation de la vitesse, ce qui €tait
prévisible.

Comme il a été signalé dans les sections précédentes, la divergence des parois d’une
telle transition est tellement progressive que la distribution des pressions est hydrostatique,

et que la formation des ondes transversales est réduite.

D’un autre cdté, en fonction des résultats obtenus au niveau de la paroi latérale, et qui
ont montré un rabaissement trés important de la ligne d’eau, on constate que ’écoulement
dans un élargissement pareil, avec des pentes appréciables a tendance 4 moins s’étendre

latéralement.

Une transition bien congue devra permettre dans la majorité des eas, d’éliminer les
régions avec concentration d’écoulement et surtout les régtons pratiquement sans écoulement,
qui sont des zones de basses pressions causées par les effets de courbures avec un risque
potentiel de cavitation, C’est d’ailleurs pour cela que les élargissements progressifs sont

généralement peu ou non utilisables, en plus de leur coiit trop €levé.

On notera finalement, que les résultats obtenus avec le schéma de MacCormack
concordent bien avec ceux calculés avec le schéma de Gabutti. Ceci traduit en quelque sorte
Paptitude du modele proposé a simuler les écoulements supercritiques a surface libre dans des
canaux non prismatiques & forte pente, et ce malgré I’absence d’études expérimentales ou
méme muimériques dans ce contexte, et qui nous auraient permis de faire sans doute d’autres
constatations.

144



Chapitre 6

Expérimentations numériques

h/ ho

1.2

1.0
P Schéma de MacCORMACK
0.8 4

0.6 1

0.4+

0.2+

0.0 T T T T T T T T T

] 2 4 [+ 8 i0 12 14 16 18 20
x/ ho

Figure (6.41) : Effet de I'augmentation de la pente de fond sur la ligne
d'eau dans un élargissement progressif (axe de symétrie).

4 N
pente = 0°
——————— pente = 157
77777777777777 perte = 25°
-—-—|————- pente = 40° -
. S
1.2
2
.
=~
1.0+
Schéma de MacCORMACK

00 [ iyt L SRS et S L L
g Z 4 ) 8 1o i2 14 16 i8 20

Figure (6.42) : Effet de I'augmentation de la pente de fond sur la ligne
d'eau dans un élargissement progressif (paroi latérale).
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Figure (6.43) : Effet de I'augmentation de la pente du radier sur la ligne
d'eau dans un elargissement progressif (axe de symétrie).
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Figure (6.44) : Effet de I'augmentation de la pente du radier sur la ligne

d'eau dans un élargissement progressif (paroi latérale).
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Figure (6.45) : influence de I'augmentation de la pente du fond sur la
vitesse de l'écoulement dans un élargissement progressif.
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Figure (6.46) : influence de I'augmentation de 1a pente du radier sur la
vitesse de l'ecoulement dans un élargissement progressif.
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6.2.5, conclusion

La validation du modéle mathématique proposé avec deux schémas numeériques
(MacCormack et Gabutti) a été faite en premier sur I’écoulement dans un canal prismatique,
possédant une pente de fond considérable (28°). Les résultats obtenus dans cette application,
avec les deux schémas nous permettent facilement de conclure sur I'aptitude et la fiabilité du

modéle en question.

Cette aptitude a été aussi vérifiée lors de I’étude d’un élargissement rectiligne et dont la
pente de fond n’est pas vraiment appréciable. Mais les résultats obtenus sont bons dans
I’ensemble, et s’approchent bien des mesures expérimentales que des résultats théonques.

Une expérimentation numérique a été faite ensuite sur un écoulement supercritique
traversant un convergent rectiligne et un divergent progressif, et dont la pente du radier fut
augmentée jusqu'a 40°. Les résultats qu’on a obtenus avec les deux schémas aux différences
finies utilisés dans cette thése montrent un accord trés satisfaisant entre eux.
Malheureusement, I’absence d’études expérimentales ne nous permet pas dans un sens de voir

I’appréciabilité de nos résultats.

Du point de vue purement numérique, on constate que le schéma de Gabutti donne
d’excellents résultats pour un canal prismatique et un élargissement rectiligtie avec une pente
de fond presque nulle. Ce qui a ét¢ aussi remarqué dans I’élargissement progressif & faible
pente. Par contre, le schéma de MacCormack donne de bons résultats dans un élargissement

rectiligne avec une pente de fond accentuée.

Par ailleurs la concordance des résultats obtenus avec les deux schémas pour un
rétrécissement rectiligne et un élargissement progressif 4 forte pente, nous laisse le choix libre
quant & ’utilisation d’un tel schéma ou de I’autre. Le choix dépend dans ce cas d’autres
parameétres, principalement de la souplesse de programmation.
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Conclusion générale

L’intérét accordé aux problémes des écoulements supercritiques dans des canaux
découverts, a travers les différents travaux de recherches relevés dans la littérature spécialisée

- dans ce domaine dénote I’'importance que revét ce sujet.

On a présenté dans ce travail, une étude sur les écoulements supercritiques traversant
des canaux & ciel ouvert non prismatiques, a faible et forte pente. Ce type d’écoulement est
trés complexe, du moment qu’il engendre toujours des surfaces d’écoulement irréguliéres
et ondulées. Ces irrégularités représentent de grandes perturbations qui provoquent des ondes
stationnaires a la surface de I’eau. De telles ondes sont appelées "ondes transversales” ou par

analogie avec la dynamique des gaz "ondes de choc”.

Un modéle mathématique qui permet la simulation de ce phénomene a été élaboré en
conséquence. Ce modele obtenu par ’application des principes de conservation (masse-
quantité de mouvement), est une généralisation des équations différentielles d’un écoulement
graduellement varié en régime non permanent dans les canaux découverts, de Saint-Venant,
avec deux dimenstons spatiales et tient compte aussi de l’effet d’une pente de fond
quelconque.

-

Par ailleurs, le modéle mathématique est un systéme d’équations aux dérivées partielles
du type hyperbolique, non linéaire, qui a rarement une solution théorique.

La résolution des équations du mouvement a été faite en utilisant deux schémas aux
différences finies explicites du type prédicteur-correcteur, précis a 1’ordre deux en espace
et en temps ; en I’occurrence, les schémas de MacCormack et de Gabutti.

Une extréme attention doit étre prise en compte lors de la discrétisation du domaine
physique géométriquement complexe, car les équations hyperbéliques sont particuliérement
tres sensibles; chaque erreur qui s’introduit au niveau des frontiéres se propage
automatiquement 3 travers la grille de calcul, ce qui méne dans la plupart des cas a de fortes
instabilités. Pour cela, nous avons utilisé une transformation géométrique simple (mais
efficace ‘!) pour analyser notre probléme, en convertissant le domaine physique en un domaine
de calcul rectangulaire.

La majorité des schémas aux différences finies explicites entrainent par ailleurs de trés
grandes oscillations numériques pres des discontinurtés. Les ondes transversales représentent
justement des discontinuités. Afin d’amortir ces oscillations, on a utilisé une procédure dont
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le principe consiste & introduire un terme supplémentaire dit de "viscosité artificielle” dans les
équations de base, et qui a la propriété d’étre négligeable partout ou la solution est réguliére

et permet par contre un lissage des singularités. -

L’analyse d’un écoulement supercritique dans des transitions — rétrécissement,
élargissement progressif — de trés faible pente avec les schémas de MacCormack et de Gabutti
a été traitée dans la premiére partie des applications.

Le calcul de la ligne d’eau le long des parois d’un convergent rectiligne symétrique
donne des résultats satisfaisants avec les deux schémas numériques au niveau de la paroi
latérale, et de moins bons résultats le long de 'axe médian du canal, ot I’hypothése d’une

distribution hydrostatique des pressions n’est plus valide (présence de chocs). Par conséquent,
' le modéle peut étre utilisé avec confiance dans la conception des parois latérales du canal.

Les résultats obtenus avec les schémas de MacCormack et de Gabutti dans 1’étude d’un
écoulement supercritique a travers un divergent progressif sont trés satisfaisant aussi bien au
niveau de I’axe de symétrie qu’au niveau de la paroi latérale du canal. L hypothése d’une
répartition hydrostatique des pressions est dans ce cas valide.

Nous avons remarqué aussi que les chocs, s’ils existent, sont bien pris en compte par le

modeéle ; il nous donne une bonne idée sur la position, la direction et la forme du choe.

Le modéle mathématique avec le schéma de MacCormack donne de bops résultats dans
le cas d’un rétrécissement rectiligne a faible pente, alors que le modéle avec le schéma de
Gabutti donne d’excellents résultats dans le cas d’un élargissement graduel.

Un modéle mathématique en régime non permanent a été utilisé pour obtenir des
solutions & I’état permanent, en traitant la variable temps comme paramétre d’itération, et en
laissant la solution converger vers I’état permanent. Le temps de convergence de
Pécoulement vers 1’état permanent déterminé avec les deux schémas numériques est
d’environ 1.5 sec contre 3 sec obtenu par Bhallamudi et Chaudhry [15], soit une amélioration
de 50%. Ceci justifie d’une part ’efficacité de cette technique et d’autre part ’aptitude du
modéle a simuler les écoulements supercritiques dans des transitions de faible pente.

L’étude des écoulements supercritiques dans des canaux a géométrie variable 4 forte

pente fut I’objectif de la seconde partie de I’expérimentation numérique.

La validation du modéle mathématique avec les deux schémas aux différences finies
a été testée sur un écoulement supercritique dans un canal prismatique (coursier d’un
évacuateur de crues). L’appréciabilité des résultats obtenus comparés avec les mesures
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expérimentales affirme I’aptitude du modéle proposé, & simuler les écoulements a surface
libre dans des canaux considérablement inclinés.

Le calcul de la ligne d’eau, le long de I’axe de symétrie d’un élargissement rectiligne
symétrique avec variation de la pente de fond, donne des résultats acceptables et satisfaisants
avec les deux schémas numériques. La valeur maximale de la pente n’est pas vraiment forte
dans cette application (=7°). Mais, en vue des résultats obtenus, on peut conclure sur la
fiabilité du modeéle en question. Le modéle mathématique avec le schéma de Gabutti donne
d’excellents résultats pour une pente de fond nulle, alors que le schéma de MacCormack

donne de bons résultats en augmentant la pente du radier.

Une diminution de la profondeur et une augmentation de la vitesse d’écoulement sont
les principales conséquences engendrées par le passage d’un écoulement supercritique
a travers un convergent rectiligne avec des pentes de fond trés fortes. L’augmentation
considérable de la vitesse entraine le systéme d’ondes de choc plus loin a I’aval et empéche la
formation des grands sommets d’ondes, qui existent toujours dans les transitions horizontales.

Dans la derniére application on a analysé un écoulement supercritique dans un divergent
progressif a forte pente. Une pente forte conduit a un rabaissement de la hauteur d’eau et par
suite 4 une accentuation de la vitesse. Le rabaissement de la profondeur est plus prononcé au
niveau de la paroi latérale, ot un danger de dépression peut persister. '

Les résultats obtenus dans ces deux derniéres applications en utilisant les schémas de
MacCormack et de Gabutti sont dans I’ensemble identiques et semblables. Mais 1’absence
d’études expérimentales ou numériques dans des cas pareils, ne nous permet pas de conclure
sur Defficacité de ces résultats. Ceci n’enléve par ailleurs, en rien de la qualité des résultats
obtenus.

A la lumiére des résultats satisfaisants obtenus dans toutes les applications traiiées dans
le sixi¢me chapitre de la thése, nous pouvons dire que nous avons atteint le but que nous nous
sommes fixé, & savoir, présenter un modéle mathématique capable de simuler les écoulements
supercritiques dans des canaux a géométrie variable, a faible et forte pente. Ceci ne signifie
pas que le probléme est définitivement résolu ; il reste en effet beaucoup de travail i faire

pour rendre ce modéle de plus en plus performant.

Par exemple, la prise en compte de 'effet d’une distribution non hydrostatique des
pressions, des frottements, de ’entrainement d’air, de la couche limite, et autres ... A ce stade
1a, le modéie pourrait étre considéré définitif et efficace.

Les schémas aux différences finies explicites du type prédicteur-correcteur

(MacCormack et Gabutti) sont donc les mieux adaptés a résoudre les €quations régissant
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I’écoulement dans les transitions avec présence de chocs. Le choix du schéma a utilisé est
cependant assez délicat, et dépend de plusieurs facteurs. En fonction des résultats obtenus
dans toutes les applications, on propose Iutilisation du schéma de MacCormack comme
schéma de résolution. Hormis la qualité des résultats obtenus avec ce schéma, sa souplesse de

programmation par rapport a celui de Gabutti le rend aussi plus apte.

Finalement, on peut dire que, dans des sujets trés divers, la modélisation par les
équations aux dérivées partielles, suivie de I'analyse théorique, puis numeérique, suivie & son
tour de la confrontation a I’expérience est devenue une démarche de base.
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