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INTRODUCTION

I.,1: OBJECTIFS VISES

S'il est vrai que la littérature spécialisée consacrée a I’analyse des
systémes structuraux est bien étoffée, il n’en demeure pas moins que célle
relative é. 1’analyse des sfructures dyﬁamiques dont 1’amortissement est
caractérisé par sa non proportionnalité, est relativement limitée.

Aussi,;a cause de la complexité apparente du probléme, convient-on le
plus souvent de supposer hypothétiquement, gue 1’amortissement de§ structures
étudiées esf classique, dans un souci de simplification. Bien qué parfois
justifiée,.une telle simplification, n’est cependant point admise s’agissant
de certains systémes présentant des particularités structgrales, leur
conférant un caractére non ciassique notabie de 1’amortissement.

Aussi congoit—-on aisément, dans ces conditions, qu’une analyse plus rigoureuse
s’impose, notamment dans le cadre d’une conception parasismique.

En outre, l’incidenqe de la non proportionnalité de 1’amortissement sur le
comportement dynamigue des structures, constitue indéniablement, un.domaine

de recherche trés actif. D'ailleurs, les efforts de recherche sont
actuellement orientés vers ce domaine pour mieux cerner le probiéme qui est
étroitement 1ié&, entre autres, & l’interéction ‘sol-structure, fluide-
structure, .ainsi que 1’interaction entre les systémes primaires ‘et les

systémes secondaires.

A cet effet, la présente recherche, a été consacrée, 4 1’analyse des



systémes dynamiques‘a'amdrtissement non classigie. De plus,'deux modes de
définition de 1’excitation dynamique fondamentalement différents ont été
considérés. Il s’agit d’excitations déterministés et non déterminis;es.
L’6tude théorique a été complétée par une analyse numérique dans le bﬁt
d’examiner concrétement, les effets de 1'amortissement non classique sur les
caractéristiques de certaines structures dynamiques, aussi bien en vibrations

libres qu’en vibrations forcées.
I.2: PRESENTATION DU TRAVAIL

Le mouvement des structures soumises & des forces variables dans le
temps, dépeﬁd intimement des propriétés d’amortissement, c-a-d de la
dissipation d’éﬁergie. A cet effet, La caractérisation de 1’amortissement &
introduire dans le calcul de ces structures a été depuis longtemps un sujet
de recherches poussées; en particulier, lorsqu’il s’agissait dé.structures
stratégiques, d’intérét économique, et social considérable, telles qué les
Ouvrages q’art, les barrages, les centrales nuciéaires, les immeubles de
grande hauteur,etc... En effet, les mécanismes de déperdition d’énergie qui
se manifestent lors de la réponse des structures & des chargements dynamiques
obéissent & des lois complexes et relativement méconnues. D’autre part, il est
sans cqntredif :que le phénoméne d’amort issement joue un rdle clé_ dans
1'évolution de la :éponse structurale. C’est donc mus par 1’intérét que révét
le phénoméne d'amortissement que nous avons entrepris ce modeste travail de
recherchg, qui se veut donc une mise en évidence de quelques aspects inhérents

4 1’amortissement.
Il est vrai, gque ce n'est pas en si peu de pages que |’on pourrait

exposer tout ce qui est 1ié au "phénoméne amortissement” et de ses
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conséquences sur la vibration des structures. Néanmoins, le contenu de cette
thése permet de porter & la connaissance de notre communauté scientifique des
éléments permettant une meilleure lecture et compréhension de ce phénoméne,
dont l’importance liée & la vibration des structures est indiscutable .
Ce chapitre introductif offre donc, une vue d’ensemble sur le contenu
" de la thése. Fn effet, le chapitre II a été consacré a la présentation des
modéles mécaniques permettant, la représentation de 1’amortissement, en
dynamique des s;ructdres(DDS). En premier lieu, 1'amortissement est décrit eﬁ
tant que phénoméne rhéologique, avec mise en évidence de son rdle et sa
complexité; En second lieu, vient la représentation des modéles les plus
communément utilisés en DDS & savoir le modéle d’amortissement visqueux
linéaire, ainsi que le modéle d’amqrtissement hystérétique linéaire. D’autres
modéles, certains sophistiqués mais précis, d’autres simples mais moins
performants sont passés en revue, dans le seul souci de compléter 1’'étude.

Une discussion est alors présentée, mettant en relief les effets de
]1’amortissement sur la vibration des structures portant, notamment, suf les
caractéristiqgues propres de vibratién et introduisant 1’amortissement non
classique et ses spécificités, ainsi que son impact sur Igs caractéristiques
vibratoires.

Le chapitre suivant consiste en un rappel des principales méthodes
d’analyse des systémes dynamiques & plusieurs degrés de liberté, ainsi que les
critéres que doivent remplir ces derniers afin de posséder des modes normaux

-classiques.

Comme suite logigue & ce chapitre vient celui traitant des procédures
d’analyse des systémes qui, justement, ne remplissent pas les critéres
suscités. Il s’agit évidement des systémes 4 amortissement non classique.

En effet, les techniques d’intégration des équations couplées sont
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explicitées, quelques approches approximatives faisant usage des modes normaux
sont passées en revue, ainsi que les critéres validant leur applicﬁtion, enfin
des procédures plus exactes spééifiques a 1’analyse des systémes a
iémortissement non classique sont exposées, en 1'occurrence nous citerons les
méthodes de superposition modale avec modes complexes sous deux formulations
-différentes (celles basées sur le déplacement du mode et celles basées sur
1’accélération du mode). |

En réalité, les excitations auxquelles sont soumis les systémes
structuraux sont le plus souvent non déterministes, il était donc impératif
de consacrer un chapitre 4 1’exposition des principales procédures d’analyse
des systémes & amortissement non proportionnel ~lorsque 1’excitation est
aléatoire. Ainsi, aprés avoir mis |’accent sur 1’intérét d’'une analyse non
déterministe en dynamique des structures, une premiére partie de ce chapitre
a été consacrée a 1'étude des spécificités de 1’action sismique. De méme
1'introduction de quelques notions de vibrations aléatoires s’avérait
incontournable, dans le but de présenter la caractérisation probabiliste de
la réponse dynamique, enfin vint 1’exposé des procédures d'analyse non
déterministe des systémes & amortissement non classique, encoré une fois deux
alternatives ont été proposées; d’une part celles basées sur le déplacement
du mode et d’autre part celles basées sur 1’accélération du mode. Pour chacune
d’elles, deux formulations s'offrent selon que ’excitation soit définie par
sa fonction de densité spectrale ou alors par son spectre de réponse.

En dernier lieu, et du fait que les techniques proposées ne peuvent étre
appréciées qu'une fois mises en pratique, les deux derniers chapitres qnt été
congus a cet effet, dans le seul souci de compléter 1’étude théorique. Ainsi
une expérimentation numérique mettant en lumiére certaines facettes relatives.

a4 une analyse dynamique des systémes & amortissement non classique a été

élaborée.
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Chapitre I1

ETUDE DU MECANISME
D’ AMORTISSEMENT

Ir.1: INTRODUCTION

Le comportement des mafériaux composites et non composites ainsi que
les éssemblages structuraux, n’est jamais parfaitement éléstique. Cette
inélasticité se traduit, sous chargement cycliqﬁe, par une dissipation
d’énergie. La pxopriéfé de perte d’énergie est identifiée par le terme:
amortissément. |
Théoriquement, un systéme non amorti pourrait faire 1’objet de vibrations
libres qui persistent indéfiniment. Ceci ayént iieu sans qu’aucune,fofce
extérieure ne lui soit appliquée.

Cependant, une . telle vibration sans décroiésance d’ampliitude est
irréalisable. En effet, la présence des forces d’amortissement cause une
dissipation d’énergie qui réduit progressivement I’amplitude de vibration
jusqu’ad 1’arrét du mouvement . Cet arrét est atteint lorsque |’énergie
initialement émmagasinée dans le systéme se trouve complétement dissipée.
Par conséquent, le phénoméne d’échange continu entre |’énergie potentielle
et 1’énergie cinétique, avec 1’énergie mécanique totale demeurant
constante, n’est réalisable que pour un systéme conservatif idéal.

Un systéme non conservatif, est de ce fait caractérisé paf ta présence de
forces d'amortissement qui provoquent la dissipation d’une partie de son

énergie. En général, ces forces d’amortissement ont une magnitude faible
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devant celle-des forces inertielles et des forces élastiques.

Toutefois, dans certaines circonstances, ces faibles forces d’amortissement
peuvent avoir une influence considérable sur la vibration deé structures.
En effet, l’amortissement est, d’une part, responsable de la décroissance
des vibrations libres, et d’autre part il  justifie 1’atténuation de Ia
réponse des systémes vibratoires exéités a la résonance. L’amortissement

est aussi d’une importance capitale dans 1’établissement des conditions de

stabilité neutre des systémes non conservatifs.
II.2: NATURE DU MECANISME D’AMORTISSEMENT

L’amortissement provient de la 'déperdition d’énergie d’un systéme
vibratoire. Cette déperdition est causée pér différents mécanismes dont ia
dissipation d’énergie & 1’intérieur du systéme, dépendant exclusivement du
matériau spééifique, et la transmission d’énergie a l’extérieur du systéme
ﬁar‘le biais de divers phénoménes de radiation.

Les mesures d’amortissement sont en général réalisées pour des
oscillations cycliques ou presque cycliques, Elles sont obtenues en
comparant ‘l’énergie perdue par cycle W, a 1’énergie potentielle V
emmagasinée dans le systéme durant ce cycle. Dans ce but, un facteur de

déperdition n est défini par n = 1ﬁ§§* Soulignons, que dans la plupart

des systémes dynamiques 1’amortissement est faible. En pratique les valeurs
de n varient entre 107> et 2.107!. En général, ce facteur % dépend,

aussi bien de 1’amplitude que de la fréquence de 1’oscillation.

II.2.1: Amortissent par Dissipation Interne

Cet amortissement est inhérent aux matériaux structuraux, Il est



également appelé amortissement matériel, et est causé par une combinaison
de plusieurs mécanismes‘ physigues dépendant des matériaux constitutifs.
S’agissant des métaux, ces mécanismes incluent la thermoélectricité, la
relaxation,etc.;. |

Néanmoins, concernant les non métaux, ces mécanismes sont trés peu

connus [5].
rr.2.2z: Amortissement par Radiation Externe

La dissipation d’énérgie peut égaiement se faire via les liaisons des
différents éléments constituant la structure. La radiation d’énergie vers
le milieu extérieur est aussi une autre source de dissipation.

De plus, la vibration d’une structure peut étre considérablement
affectée par les caractéristiques du fluide environnant (exemple [’air,
1’eau ou d’autres gaz et liquides).lDe ce fait, les fréquences naturelles

et les configurations modales peuvent subir d’importants changements {4].
II.3: MODELES MATHEMATIQUES DE L’AMORTISSEMENT MATERIEL

Ce paragraphe, est une discussion relative aux nombreux modéles
mathéﬁatiques proposés afin de représenter le‘phénoméne de 1’amortissement
dans les matériaux solides. L’accent est mis sur [’utilité de ces modeles
en analyse dynamique des structures. |

Le but de développer des modéles mathématiques simulantl le
comportement rthéclogique des solides, est de perﬁettre {’obtention de
résultats réalistes suite A& 1’analyse mathématique des structures
compliquées sous des conditions variables de chargement. Par conséquent,
ces modéles sont sélectionnés de maniére a réaliser un bon compromis entre

réalité physique et aisance de formulation mathématique.
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Notons, qu’il existe deux types de modéles d’amortissement. les
modéles linéaires et les modéles non linéaires. Cependant, la plupart des
travaux de recherches publiés insistent, pour plusieurs raisons, sur les
modéles linéaires d;amortissement. L'une des raisons est la précision des
analyses linéaires pour les faibles contraintes. Une autre raison est que
les analyses linéaires sont plus économiques que les analyses non
linéaires. Nous examinerons dans la suite du paragraphe, les différents

modéles d’amortissement existants.
II.3.1: Modéles Linéaires

De nombreux modéles linéaires existent. Ils se différencient par le
~nombre de leurs paramétres. Toutefois, nous nous limiterons aux modeles les.

plus connus.
IIr.3.1.1: Modéles 4 un Paramétre
Les modéles 3 paramétre unique présentés ci-aprés, sont les modéles
mathématiques les plus simples pour des systémes rhéologiques.
8: Ressort Idéalisé
Le modéle sans pertes est un ressort exhibant une force élastique

linéairement proportionnelle au déplacement et dont 1’amortissement est

supposé nul,

| |

Fig. II.1: Le ressort Idéalisé
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Ce modéle s’avére inadéquat pour la représentation des systémes phyvsiques
réels, étant donné que, d’une part ce dernier ne peuf permettre la
décroissance de la vibration libre une fois entamée, et que d’autre bart ce
modéle ne permet pas d’atteindré le tégime permanent lorsqu’il est soumis &
- une excitation sinusoidale a la résonance. S’ajoute & cela le fait qﬁe;la
réponée de ce modéle & wune excifation aléatoire stationnéire dont le
spectre inclit la fréquence propre de vibration du systéme, s’avére é&tre
un processus aléatoire non stationnaire. Toutefois, 1*introduction d’un

amortisseur linéaire idéal permet de remédier a ces déficiences.
b: Amortisseur Idéalisé

- Ce modéle produit une - force d’amortissement  linéairement

proportionnelle 4 la vitesse .

Fig. 11.2: L’amortisseur Idéalisé

Manifestement, aucun de ces deux modéles idéaux ne peut simuler Ie

comportement réel des matériaux.
Ir1.3.1.2: Modéles a4 Deux Paramétreé
a: Modéle de Maxwe]l

Ce modéle consiste en un ressort et un amortisseur en série mécanique

16



et constitue une bonne approximation du comportement d’un liquide
‘viscoélastique. En revanche, Le modéle de Maxwell n'est pas approprié pour

simuler le comportement d’un solide viscoélastique.

Fig. II1.3: Le modeéle de Maxwell

b: Modéle de Kelvin-Voigt

Le modéle de Kelvin-Voigt représente la premiére approximation du
comportement d’un solide viscoélastique, constitué d’un ressort en

paralléle avec un amortisseur, schématisé dans la figure (I1.4).

Fig. 11.4: Le modeéle de Kelvin-Voigt
Le modéle de Kelvin-Voigt est le modéle le plus simple, permettant une

représentation en quantité complexe, une fois soumis a un mouvement

sinusoidale.
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Pour illustrer ceci, écrivons |’équation différentielle gouvernant Ile
mouvement d’un systéme SDOF (single-degree-of freedom), consistant en une
masse attachée a4 un élément Kelvin-Voigt (voir fig. II1.5), soumis A une

‘excitation sinusoidale:

mE+cx+ kx=rIelot {11.3.1.2.1)

ol m est la masse, ¢ le coefficient d’amortissement visqueux, k le
coefficient de rigidité,f 1’amplitude de Ila force excitatrice,w la
fréquence circulaire de la force excitatrice. x,X,® correspondant
respectivement au déplacement, a ia vitesse et A l’accélération;

La solution permanente de 1'équation (I1.3.1.2.1) est ta

suivante: .

x = g glilewtd) - ¥ [{k-m @2) + 1 & clt elot (11.3.1.2.2)

ol ¢ est l’angle de déphasage entre la réponse x et la force excitatrice f

et X est 1’amplitude du déplacement.

p K
z
7 —
~]
e’ ]
Fig. II.S:
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Ainsi, la force d’amortissement est donnée par:

f,=cx = iwc X etlet® (II.3.1.2.3)

L’énergie W dissipée par cycle dans le dashpot soumis au mouvement

sinusoidal est:

2n/o

W=§ fadc= [ £,%dt=ncxo (11.3.1.2.4)
/ |

L’énergie potentielle maximale enregistrée dans le ressort durant un cycle
est:

V= k % (I11.3.1.2.5)

Nous pouvons donc déterminer le facteur de déperdition (ou facteur de

perte) de cet amortisseur idéal par:

_ clw]
n Sk (II.3.1.2.6?‘

En définissant le pourcentage d’amortissement critique § par:

E=_C =_C¢ (11.3.1.2.7)

2mw 2/km

Nous obtenons:

n = E—Iwﬂl (11.3.1.2.8)

Avec mn=(k/m)“ la fréquence naturelle non amortie .
Par conséquent, & la résonance le facteur de déperdition est identique au %
d’amortissement critique (n,=§)

Le modéle de Kelvin-Voigt est aussi connu sous le nom "modéle

d’amortissement visqueux linésire ", c’est aussi le modéle le plus utilisé

en pratique.
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c: Modéle & Dépendance Fréquentielle

D’aprés l’expression (1I1.3.1.2.4), le modéle visqueux linéaire e#hibe
une énergie dissipée par cycle, A forte dépendance fréquentielle.
Toutefois, les observations faites en 1927, paf Kimball et Lovell
([2]dans[5]) ont permis de .conclure que la plﬁpart des matériaux en
engineering exhibaient uﬁé énergie dissipée par-cyCIe‘en contradiction avec
1’expression (II1.3.1.2.4). En effet, cette énergie étaif proportionne]le a

I’amplitude du déplacement %%, mais indépendante de la fréquence ®

W= Cch ® : (11.3.1.2.9)

Un peu plus tard (1935), Wegel et Walther ([3]dans[5]) confirmérent cette
idée.

En 1950, Lazan {[1,4]dans[5]) démontra aussi que la constante Cﬂ était

pratiquement indépendante de la fréguence pour des contraintes en dessous
de la limite de fatigue des matériaux.

Ainsi, l’égalisation de 1’énergie dissipée par cycle dans le matériau.de
Kimball-Lovell (11.3.1.2.9) et celle du dashpot de 1’équation (I1.3.1.2.4)

a permis d’obtenir la relation suivante:

Ch = new (11.3.1.2.10)

Toutefois, l’exploitation des observations de Kimball-Lovell en
anaiyse dvnamique des structures, nécessitait une expression concise de la

force d’amortissement £,. Cette expression fiit formulée en premier lieu par

Collar ({5] dans [5]). Ce dernier en combinant les équations (II.3.1.2.3)
et. (I1.3.1.2.9) obtint 1’expression de 1la force d’amortissement &

dépendance fréquentielle suivante:

f,= (b/w)x (11.3.1.2.11)
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Avec:

b = (Ch/n) (I1.3.1.2.12)

Le type d’amortissement représenté par 1'équation (IT.3.1.2.10) est
dit: Tamortissement & dépendance fréquentielfe", dés lors que le

coefficient d’amortissement usuel c est remplacé par la quantité (b/w)

d: Modéles & Rigidité Complexe

Ces modéles sont obtenus en regroupant les termes de rigidité et
d’amortissement en un terme unique appelé: "rigidité complexe”.
Ainsi, le modéle de Kelvin-Voigt & rigidité complexe est le suivant:

k=k+ ioc (11.3.1.2.13)

Tandis que le modéle de kimball-Lovell a rigidité complexe est obtenu
a partir de (I1.3.1.2.11), son expression est donc:

¥ =k+ ib (11.3.1.2.14)

On note que k et b sont supposés indépendants de la fréquence.
Une autre alternmative & 1’équation (II.3.1.2.14) a été fournie par
Myklestad ([9]dans[5]) en 1952 sous la formulation:

K" = ¢ eim (11.3.1.2.15)

ol¢, et m sont des constantes.

Bien que les travaux originaux de Kimball et Lovell. é&taient basés
sur des données oﬁtenues durant un mouvement sinusoidal permanent, le
modéle représenté par ies formules (11.3.1.2.13), (11.3.1.2.14),
(II.3.1.2.15) a ¢été également appliqué a des vibrations libres avec dés
expressions analogues,
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En résumé. trois différentes versions de 1’amortissement matériel a
dépendance fréquentielle ont été discutées:

mx+ (b/w)x+kx=0 {(a)
mx+ (k+ ib)x =0 (b) (1_1.3._1.2.16)

mx+ Cel”x=0 (¢

Ces modéles ont cependant été sujets A4 controverse, pour plusieurs'
raisons :
En effet, en plus de 1’interprétation équivogque de  dans (11.3.1.2.16a),
cette éqﬁatibn ne peut remplir la condition de causalité des systémes
physiques réels. _ |
En oufre, les équations (II.3.1.2.i6b) et (11.3.1.2.16¢c) sont &
coefficients complexes, ce qui physiquement est ambigu. De plué, ies
solutions sont deé fonctions exponentielles complexes dont ni la partie
réellg, ni la partie imaginaire seule ne constitue une solution.
- Enfin, aucun de ces modéles ne peut étre simulé numériquement.

La vibration forcée avec excitation sinusoidale peut éussi gtre
formulée grice aux  équations (1’1.3.1.'2.16a), (I1.3.1.2.16b) et
(11.3.1.2.16¢).

L’expression la plus usuelle est la suivante :

m& + (k+ib) x = f eivt (11.3.1.2.17)

qui est une équation gouvernante trés souvent utilisée avec le concept

Mamortissement hystérétique linéaire" dit aussi "amortissement structural

linéaire".
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Ir.3.1.3: quéles & Plus de Deux Paramétres

a: Modéles & Trois Paramétres

Afin dloutrepasser les déficiences des modéles de Kelvin-Voigt et
celui de Maxwell, ces derniers ont été combinés de différentes maniéres

- pour aboutir & des modéles & trois paramétres iliustrés dans les figures

(I1.6.a) (I1.6.b}.

Ces deux représentations sont dites: "solide linéaire standard' ou
“matériau lindaire standard’ ou encore '"modéle linéaire du ' corps

viscoélastique".

Signalons toutefois, que trés peu de matériaux ont été caractérisés

par l'utilisation du "solide linéaire standard'.

(a) > — Y

o e AAA—— S —

Fig. 11.6: Les modéles & trois parametres

b: Modéles Lindaires Généralisés

Manifestement, & partir des modéles a trois paramétres, on peut



obtenir des modéles & quatre paramétres ou plus. En poursuivant ce
processus, deux modéles généralisés - bien connus ont été obtenus: les

modéles généralisés de Maxwell et ceux de Kelvin-Voigt 1illustrés

respectivement dans les figures (I11.7) et (I1.8).

s U

Fig. 11.7: Le modéle généralisé de Kelvin-Voigt

=o

%

Fig. 11.8: Le modeéle généralisé de Maxwell
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Malheureusement. la complexité de c¢es deux modéles a limité leur
utilisation aussi bien expérimentalement gu'analytiquement. C'est pour
cette raison, qu'une recherche soutenuc de mndé!cs simples est poursuivice,
Néanmoins, ces modéles doivent représenter le comportement -des matériaux

réels de maniére satisfaisante.

c: Modéle de Biot

Ce modéle est quelque peu similaire au modéle généralisé de Maxwell.
Dans ce modéle le nombre d'éléments de Voigt peut augmenter sans limite de

telle maniére que f, puisse s’exprimer par:

t
£,= g, [ B;l-e(t-t)] (dx/dr) e (I11.3.1.3.1)
&y

ol Tt est une variable muette, €& etg, sont les paramétres du modéle et

E,(x) est l’intégrale exponentielle :

E; (x) sf (e"t/E) dE

Soulignons, que le modéle de Biot fit étudié par Caughey ([12] dans
[S]), aussi bien en vibrations libres qu’en vibrations forcées, suite &
quol i’importante conclusibn suivante fiit formulée :

Si le rapport (io/E))lO, 1'énergie dissipée par cycle dans le modéle de
Biot est presque indépendant de la fréquence et de cette facon dépend
essentiellement du carré de 1’amplitude du déplacement. Notoﬁs gue Malgré
sa performance, relativement aux autres modeéles, le modéle de Biot est peu

utilisé: en dynamique des structures a cause de sa complexité.
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Fig. I1.9: Le modeéle généralisé de Biot

Ir.3.2: Modéles non Lindéaires

S’il est vrai que de nombreux modeles non linéaires sont proposés
afin de permettre une meilleure correspondance entre théorie et pratique,
il n’en demeure pas moins que, précisément en raison de cetfe nature - non
linéaire, tous ces modéles sont trop compliqués pour - &tre utilisés en

analyse dynamique des structures.
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Un des modéles non linéaires a été proposé par Reid [5]

sous la formulation suivante

fs= b |x/x| x {11.3.2.1)

L’équation de mouvement libre dans ce cas est donnée par:.

mR+Db|x/}|x+kx=0 (11.3.2.2)

La force d’amortissement (II.3.2.1) conduit & une équation différentielie

(I1.3.2.2) non linéaire & cause de la présence du terme|x/%| .

II.4: COMPARAISON DE L’AMORTISSEMENT VISQUEUX LINEAIRE ET DE

L’AMORTISSEMENT STRUCTURAL LINEAIRE

En vertu de |’importance que revétent les amortissemeénts linéaires
visqueux et structural, une étude comparative est entreprise dans ce qui

suit afin de mettre en évidence les différences fondamentales entre ces

deux modéles.
Ir.4.1: Amortissement Visqueux Lindaire

Le modeéle d’amortissement visqueux est treés familier en dynamique des

structures, la cause en est sa simplicité mathématique plutét que sa

convenance physique.

Examinons les principales caractéristiques de ce type d’amortissement
dit aussi "amortissement idéal Iinéaire".

Lorsque la force excitatrice dans la figure (I171.10) est de la forme
f = f sin(wt), la réponse permanente s’exprime par:

x;fsin(mtﬂb) (IT.4.1.1)
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Fig. 1I.10
L’énergie dissipée par cycle est:
2x/e
W= [ cldx/dt) (dx/dt)dt = nc®|o| (11.4.1.2)
Q

Le pic de 1’énergie potentielle emmagasinée dans le ressort en un cycle
s’exprime par:

V=t kR (11.4.1.3)
Le facteur de perte de |’amortisseur idéal présent dans le systéme en

figure (I1I.9) est alors:

n = W/ (4nV) = %%l | (11.4.1.4)

Notons que, dans la plupart des applications & amortissement faible,
1’effet de ce dernier est particuliéremént sensible & la résonance ou au
voiéinage de la résoqance.

Par ailleurs, ces effets peuvent &tre exprimés en fonction du facteur de

perte & la résonance (W = w,)

c W, c '
= 4.1,
M, 5K > (I1.4.1.5)
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En effet, la vibration libre du systéme considéré en figure (II.9) peut
étre formulée ainsi: -

x(t) = x, e """ cos (wt+b,) (11.4.1.6)

ol Wy = W, 1-§2 = W, 1—!1,21 est la fréquence amortie-a la résonance.

L’amplitudex, ainsi que le déphasage ¢, dépendent des conditions

initiales.
D’autre part, le taux de décroissance de la courbe enveloppe de la

vibration libre dépend de 1n_;{, ceci est démon_tré par l’'expression du

décrément logarithmique:

x{t)
x(t + 2n/w,)

.- 2n ©a _ 2 '
= Na = an (II.4.1.7)

8 = Lo —=
. g W4
Enfin, en vibration forcée, la réj)onse est donnée par 1’expression

(11.4.1.1) dont [’amplitude ® dépend aussi bien du fapport( = w/0)
n

gque du facteur de déperdition & la résonance:

1

X = X
J(l_ﬂz) + (271115)3

(I1.4.1.8)

ool beg

Rappelons que pour de faibles amortissements {[12], 1’amplitude de la
réponse est substantiellement indépendante de ]’amortissent excepté au

voisinage de la résonance(w = w,) . A ce niveau la réponse dépend du
facteur de déperdition 1, d’une maniére sensible.

Aprés avoir examiné le rb6le fondamental que joué 1’'amortissement :au
voisinage de la résonance, notamment dans les systémes vibratoires
faiblement amortis, notons la forte dépendance frégquentielle qui

qaractérise le modéle d’amortissement idéal visqueux et qui est mise en

évidence par l’expression: n = -C-zl%l
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Néanmoins, en pratique les facteurs de déperdition correspondant aux
mécanismes d’amortissement réels, n'obéissent guére & cette relation (voir
§ 11.3.1.2). Malgré cela, ce concept d’amortissement visqueux linéaire
équivalent est souvent utilisé pour modéliser |’amortissent des systémes
physiques réels. Ceci est di essentiellement & sa relative simplicité
mathématique ainsi qu’aux résultats satisfaisants qu’il fournit au
voisinage deria résonance.

Le dashpot Iinéaire équivalent, est sélectionné de maniére a4 ce que
son facteur de déperdition soit le méme que celui du systéme réel amorti,
lorsque ce dernier est en résonance. Dés iors; si le systéme réel est
faiblement amorti, son comportement est fideélement représenté par le modéle
équivaleﬁt.

Effectivement, bien qu’au niveau de la plupart des fréquences, le modéle
exhibe un amortissement différent de celui recherché, la réponse dynamique
du systéme est frés peu affeétée si son amortissement est faible [14]

Par ailleurs, en raison de ce éui a été démontré précédemment (voir
(I1.4.1.7) et (11.4.1.8)), le taux de décroissance de ‘1’oscillation libre
ainsi que 1’amplitude de la réponse peuvent &tre estimés correctement par
le modéle équivalent si le facteur de déperdition du systéme rtéel est
atteint & la résonance [14].

Cette procédure peut aussi servir a modéliser [’amortissement des
systémes & plusieurs DDL. Un dashpot visqueux équivalent est par
conséquent, attribué a chaque mode natﬁrel, de sorte que le facteur de‘
déperdition du dashpot atteint celui du systéme réel vibrant dans ce mode &
la fréquencé de résonance de ce dernier. Cette procédure néglige néanmoins,
le couplage inter-modal éventuel causé par 1’amortissement.

- Ir.4.2: Dashpot 4 Dépendance Fréquentielle

Lorsque la fréquence & laquelle 1’amortissement devient important est
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connue d’avance, 1l est souvent convenable_ de modéliser les faibles’
amortissements par un dashpot idéél équivalent coﬁme il a été décrit dans
le paragfaphe-précédenf. Cependant, la difficulté survient en 1’absence de
données concernant |’amortisseur physique en action, ainsi que le mouvement
prévu du systéme, vu que la force d’amortissement en dépend.

Dans de telles circonstancés, un modéle d’amortissement plus fiable est
exigé, dﬁ moment querla fréquence a4 laquelle 1’amortissement sera critique
n'est pas connu & priori.

Afin de décrire ce modeéle dit "modéle & dépendance fréquentielle", le
recours & la transformée de Pburier‘s’impose permettant ainsi le passage auw
domaine frégquentiel [12,14]. |

La transformée de Fourier XKio) de 1’histoire temporelle x(t) est définie

par:

+on

X(w) = fx(t)e‘i""-' dt (11.4.2.1)

La transformée de Fourier inverse permet de retrouver |'histoire temporelle

x(t):

+=

x(t) = 1/2%n f X(w) et de ' (11.4.2.2)

Rappellons que le dashpot idéal s’exprime dans le domaine temporel par la

relation :

£, = c9X (11.4.2.3)

Cette relation peut &tre transformée dans le domaine fréquentielle de la

maniére suivante:

Fyw) = iwc X(w) (11.4.2.4)
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ol Fy(w) est la transfo_rmée de Fourier de la force d’amortissementf (t) .

L’équation (I11.4.2.4) peut &tre interprétée par la relation ‘entré les
amplitudes cpmplexes de la force et du déplacement durant i’oscillation
cyclique a la fréquence w .

Comme il a été décrit auparavant pour un dashpot idéal, le paramétre
¢ est constant. Le facteur de déperdition est par conséquent donné par'
i'équation (II.4.1.4). Cette derniére peut aussi étre utilisée afin de

définir un coefficient d’amqrtissement a dépendance fréquentielle.

clw) = %ﬂ (11.4.2.5)

Par ailleurs, les facteurs de déperdition associés aux mécanismes
d’amortissement réels, étant souvént mesurés  sous des oscillations
cycliéues ou presque cycliques, il s’en suit que 1’équation (11.4.2.4) peut
étre généralisée de maniére a4 insérer le coefficient de dépendance
fréquentielle (11.4.2.5) afin d’obtenir: |

21‘-I%[ kn(0)X(e)

F
al®) (11.4.2.6)

2i knlw) Sgn(o)) X{w)

ol Sgn{w) désigne la fonction signe de w définie par:

w<0 sgn(w)=-1
w=0 Sgn{w)=0
w>0 Sgn{w) =+1

L’équagion (11.4.2.6) décrit le‘cémportement d’un modéle analytique trés
utile, le dashpot idéal a dépendance fréquentielle.
Notons que la définition est faite dans ie domaine fréquentiel. En -
effet une expression-de ia fofme: _
mE+clo)x+kx=fF L (11.4.2.7)

formulée dans le domaine temporeile n’est valable que si ¢(w)
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est une constante appropriée a une fréquence donnée w.

D’ailleurs, il a été démontré par Scanlan [42] que si c(w) prend. une

valeur appropriée & la fréquence résonante w, = ﬁlég, leArésultat au

voisinage de cefte fréquence seras acceptable.
En réalité, il n’existe pas de coﬁstante ¢ unique appropriée pour une
réponse couvrant une large bande de fréquences .

Par conséquent, le coefficient d’amortissement c(w) ne peut 8tre supposé
comme une fonction variable que dans le domaine fréquentiel.

Afin d’étudier un systéme dont 1’amortissement est 4 dépendance
fréquentielle, nous serons conduits a rechercher la solution de 1’équation

transformée de (11.4.2.7):

-0? mX(w) + Fy{w) + k X(w) = Flw)

Avec F,(w) donnée par 1'équation(I1I.4.2.6)

Ainsi, 1’expression précédente devient:

—62 mX{w) + 2ki n{w) Sgn{w) X(w) + kX(w)= Flw)

ou alors:

(~0?m+ k [1 +2in(w) Sgn(w)])X(w) = Flo) (I11.4.2.8)

Signalons que pour pouvoir simﬁler' des mécanismes d’amortissement
physiquement réalisables, il est impératif que les modéles d’amortissement
a dépendance fréquentielle répondent & certains critéres .

En effet, le facteur de déperdition n(w) de méme que le facteur
d’amortissement ¢(w), doivent étre réels, non négatifs et fonctions de
W, afin de pouvoir représenter des mécanismes de perte d’énergie.

S’ajoute & cela une exigence considérablement plus subtile qu’est la
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causalité, stipulant que la réponse ne doit en aucun cas précéder
1’excitation.

La nature non causale, d'un cas particulier d’amortissement & dépendance
fréquentielle, représenté par 1’'amortissement hystérétique linéaire 3 6té

démontré par Crandall [14]. Ce. modéle est décrit dans le paragraphe

suivant.
II.4.3: Amortissement Hystérétique Linéaire

L’amortissement hystérétique linéaire ou structural ' est trés

largement employé, et consiste en un facteur de perte n, constant

indépendant de la fréguence. Sous cette hypotheése le coefficient
d’amortissement c{w) s’exprime bar:

clw) = zfm?° = 2k, ign("’) (11.4.3.1)

La formulation de 1’équation de mouvement dans le domaine fréguentiel est
la suivante :

{-m @* + k{1 + 21 n, Sgn{w)]} X(w) = F(e) (11.4.3.2)

(La fonction Sgn(w) est en général positive sauf si des domaines de
fréquences doublement infinis sont utilisés)

L’un des inconvénients de [’amortissement structural est la
difficulté de [’exprimer dans le domaine temporel.
En effet, l’équation (I7.4.3.2) ne peut &tre transformée dans le domaine
temporel que si le facteur de déperdition n est constant pour n’importe
quelle fréduence, ce qui physiquement est irréalisable.
La solution ne peut donc é&tre ponsidérée comme valide, en dehors de son

application pour la détermination de la réponse x & la fréquence @, pour
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laguelle 1 a été sélectionné.
Une forme particuliére qui est "acceptable" dans le domaine temporel
est la suivante :

m2 + k[1+2in]x = £ eiet (I1.4.3.3)

avec:

£(t)= fefet ; x = x elet

Cette formulation a cependant été contestée par Crandall.

En effet,'en supposant b féel‘,f=6(t) {(fonction de Dirac)

et 1 constante pour toutes les fréquences, Crandall [14] a démontré une
anomalie inhérente & ce modéle, consistant en une réponse précédant
l’inpuf.

Enfin, il est note; qu’il n’existe pas d’amortissemeﬁt réalisable
dont le facteur de déperdition f soit strictement indépendant dé la
fréquence. En revanche, plusieurs mécanismes présentent des facteurs de
perte demeurant constants sur certaines plages fréquentielles.

En conclusion, aussi bien- 1’amortissement visqueux linéaire que
l’amdrtissement structural linéaire, sont caractérisés par de sérieux
inconvénients et présentent des domaines d’applicabilité restreints. De
plus, il n’existe pas de modeéles alliant & la fois simplicité mathématique
et‘conformité physique.

Toutefois, le but de la modélisation étant de pouvoir reproduire a
1’échelle macroscopique, les principaux effets de l’amortissemenf sur les

"structures, un compromis peut é&tre consenti, aussi bien avec
1’amortissement visqueux linéaire, qu’avec 1’amortissement structural

linéaire, ce.qui'justifie leur large utilisation en pratique.
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Chapitre I11

DISCUSSION:

- EFFETS DE L’ AMOBTISSEMENT SUR
LA VIBRATION DES STRUCTURES

Les mécanismes de déperdition d’énergie, qui se manifestént lors de
la réponse‘d’une structure & des chargements dynamiques, sont.complexes et
donc difficiles & évaluer.

Pourtant, il est évident que l’amortissement a une influence majeure sur
l’amplitudé de la réponse, particulieérement dans le cas d'une excitation
sismique. Par conséquent; une certaine formg d’amoftissement doit étre
incluse dans la formulation mathématique gouvernant la fibration des
structures. w

Pour cette raison, l’hypothése d’un amortissement visqueux, trés convenable
mathématiquement, est largement utilisée dans 1’analyse dynamique classique
des structures, procurant souvent -des estimations raisonnables de la
Téponse. |

Les -structures linéaires non amorties possédent naturel lement des
modes normaux de ‘vibratidn; Ces derniers lorsqu’ils sont ufilisés pour'
définir deé coordonnées principales; assurent 1’indépendance des équations
de mouvement et facilitent 1’obtention des solutions . |
Cependant,‘dés que 1’amortissement visqueux est pris en considération, la
situation devient plus compliquée. Ainsi, si unrsystéme ayant N degrés de
libertés est faiblement amorti, N "modes amortis" de vibration peuvent Iui

étre attribués..
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Manifestement, ées modes différent des modes principaux du systéme. définis
en 1'absence de l’amortissement, mais dégénérent en ces modes principaux
ldrsque 1’amortissement s’annule.

Toutefois, sous certaines conditions les "modes amortis" de vibration sont
les mémes que les "modes principaux”. Les équations de mouvement dans ce
cas sont facilement découplées et peuvent €tre manipulées de la mémé
maniére que celies du systéme non amorti.

Un systéme dynamidue dont les modes pfopres de vibration sont_les mémes que
ses modes amortis est dit: "systéme 4 amortissement classique".

"IL’amortissement classique" (proportionnel ou orthogonal) est de ce
fait une distribution d’amortissement telle, qu’'une transformation en
coordonnées modales non amorties (principales, orthogonales ou normales)
conduit & un découplage des équations .de mouvement suite & la
diagonalisation de la matrice d’'amortissement généralisée ¢ de la
structure, au méme titre gue les matrices de rigidité k et de masse m.
Dans ce cas, la matrice d’amortissemente est orthogonale par rapport aux
modes propres dervibration.

Dans la plupart des systémes structuraux, 1’amortissement est faible
dans le sens ol sa nature précise ainsi que sa distribution sont peu
impo;tant lors de I’analySe de la réponse dynamique. Dans de telles.
conditions, la distribution de [’amortissement est supposée classique.
L’amortissement modal peut alors étre spécifié en termes de pourcentage
d’amortissement critique pour chaque coordonnée modale.

Néanmoins, pour que cette hypothése d’amortissement modal indépendant
soit valide, il est nécessaire qu’un degré raisonnable d’homogénéité dans
les mécanismes de déperdition d’énergie existe & travers la structure.

Fn effet, d’'importantes variations entre les taux d'absorption d’énergie'
dans ‘les ﬁatériaux des diverses parties constituant [a structure,

causeraient une différence considérable de distributions des forces
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d’amortissement comparées a celles des forges élastiques et des forces
inertielles durant la vibration libre. |

" Un mécanisme d’amortissement de ce type est dit: "amortissement non
proportionnel" (non orthogonal ou non classiqﬁe). |

L’amortissement non classique est donc défini comme une fo;me
d’amortissemenf visqueux linéaire introduisant un couplage entre les
équations de mouvement en coordonnées modales non amorties. Un systéme
dynamique. dont 1’amortissement est non classique posséde, manifestement des
modes propfes de vibration qui sont différents de seé modes amortis.

Les systémes & amortissement non classique rencontrés én pratique_
sont:

-Les systémes d’interaction.sol—structure

-Les systémes d’interaction fluide-structure

~-Les systémes primaires—secondaires

-Les systeémes munis de dispositifs spéciaux
d’absorption d'énergie.

Ainsi; lors de la détermination de la réponse d’uﬁe structure 3 des
excitations transmises A travers le sol sous-jacent (séismes ou autres), il
est souvent nécessaire de considérer les vibrations couﬁlées de la
structure ét du sol. |
En effet, méme si la matrice d'amortissement de la structure a base fixe
est orthogonale, (par rapport aux modes normaux de cette méme struéture a
base fixe), l’amortissement dans le sol (particuliéreﬁent célui di a la
radiation) a&ant souvent une magnitude différente de celle de la structure,
il est pratiquement impossible que le systéme sol-structure satisfasse les
conditions d’orthogonalité. |
Un phénoméne éimilaire se manifeste lors des vibrations couplées structure-
fluide (exemple: piate—formes of fshore).

D’autre part, dans la plupart des batiments civils ou industriels
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tels que les systémes d’installation d’énergie nucléaire et les immeubles
de grande hauteur, on rencontre souvent des systémes sefcondaires' (piping.
équipement,etc...) supportés par des systémes primairés (plate-forme
offshore, building,etc...). A cause de leur nature composée, ces systémes
combinés primaires-secondaires possédent des caractéristiques qui ne sont
pas courantes dans les structures usuelles.

En effet, en plus des effets de "tuning"* et d’interaction, ces systémes
composés possédent un amortissement non classique gui se manifeste malgré
le fait que [’amortissement des deux sous—systémes primaire et secondaire,
pris individuellement, soit classique donnant ainsi naissance & des modes
complexes de vibration.

De méme lorsque des dissipateurs d’énergie (energy absorbers) sont
installés dans des structures, les niveaux _d’amortissement de ces
dissipateurs sont en général trés £levés, leur permettant d’assurer leur
rdle de réduction de la vibration structurale.

Par conséquent, bien que la matrice d’amortissement de la structure,
considérée seule, puisse satisfaire les conditions d’orthogonalité, celié
du systéme obtenu en rajoutant les degrés de liberté relatifs aux

absorbants, ne pourra vérifier ces conditions.

* "tuning": coincidence de fréquences naturelles de deux sous-
systémes (primaire, secondaire) et qui provoquent des réponses résonantes

du systéme secondaire (voir chapitre VII)
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Chapitre IV

ANALYSE DYNAMIQUE
DES SYSTEMES o
MDOF & AMORTISSEMENT CLASSIQUE

IV.1:INTRODUCTION

L’analyse dynamique des structures usuelles, exige la résolution d’un
grand nombre d’équations d’équilibre dynamique. S’agissant de chargements
de courte durée et qui tendent & exciter de nombreux modes de vibration,
les procédures d’intégration numériques pas é pas sont en général trés
efficaces. Cependant, pour des chargements de durée relativement_ longue
tels que les séismes et qui par confre ont tendance & exciter un nombre
réduit de modes, la procédure de superposition modale esf l’approchella
plus appropriée. La difference essentielle entre ces deux approches est qﬁe
contrairement all’intégration directe, la superpositién modale exige qu’un
changement de base soit opéré; avant de pfocéder a l’intégration temporelle
des équations d’équilibre. | |
En effet, le passage de la Base des coordonnées physiques originelles vers
la base des vecteurs propres (par exemple), permet de transformer les
7 équations d’équilibre en une forme assurant une intégration numérique plus
efficace.

La premidre étape de la méthode de superposition modale, consiste &
modéliser la structure en un systéme ayant un nombre fini de DDL (degréé de

liberté). Les matrices de masse et de rigidité sont alors évaluées ainsi
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que le vecteur foiée (chargement dynamique)}, dans le systéme de coordonnées
,discrétes.‘ |

Une fois les configurations modales de la vibration non amortie déterminées
[2,3;38], les équations de mouvement sont découplées par une transformation
en ces coordonnées modales. |

_Ainsi, la réponse dynamique est estimée pour chaque coordonnée séparément.
Cette technique permet donc d’exprimer la réponse du systéme MDOF (multi-
degree-of-freedom) par une combinaison linéairé de ses réponses modales.
Deux versions de cette technique existent: |

1-La version histoire temporelle, selon laquelie les réponses modales
sont évaluées comme fonction du temps et combinées par la suite pour
fournir 1’histoire temporellé de la réponse du systéme.

.2-La version spectre de réponse qui exige la détermination des valeurs
maximales des réponses modales, souvent & partir du spectre-dé réponse de
1’excitation considérée, la réponse maximalé du sysféme est alors estimée

| par une combinaison appropriée des réponses modales maximales d’ol son nom
"approche modalo~spectrale"”.

Cette approche modale qui est plus communément utilisée en pratique,'
est pafticuliérement avantageuse, si la réponse de la structure est dominée
par la contribution d’une 'fraction relativement faible des modes
infériéurs, étant donné que seuls ces modes significatifs seront pris en
considération lors de la superposition. Par conséquent, 1’éfficacité de
cette approche relativement & 1’intégration directe dépend en grande partie
du nombre de modes & inclure dans 1’analyse. Ce nombre étant en général
défini par le contenu fréquentiel de 1’excitation. D’autre part, la
variante spectre dg réponse qui permet quant A etlle, d’identrifier et .de
considérer les termes dominants de la solution ést particuliérement utile
pour une estimation rapide des valeurs maximales de la réponse du systéme.

Une supposition de base pour cette méthode, est gue l’amortissement
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ne cause aucun couplage entre les équations modales. Dans de telles
circonstances |’amortissement peu;. plutét que d’étre défini dans le
systéme de coordonnées originales, étrg représenté d’une maniére adéquate
par des -pourcentages d’amortissement visqueux, spééifiés 'pour‘ chaque
composante de la réponse quale.
Pour les raisons. quj viennent d’étre évoquées, la suite de ce
chapitre, est consacrée en une présentation succinte de la ‘méfhode de
.superposition mddale classique (version histoire temporelle), pouf 1’ étude

des systémes MDOF caractérisés par un amortissement proportionnel.
IV.2: ETUDE CLASSIQUE DES SYSTEMES MDOF AMORTIS .

Considérons une structure & N DDL soumise & une excitation- sismique.
sous forme matricielle les équations d'équilibre dynamique -de cette.
structure peuvent étre exprimées comme suit:

m.i'+c1t+kx=—m.r'kg(t) N (IV.2.1)

ou: ﬁb(t) est l1'accélération du sol

m, c,k sont respectivement les matrices de masse,
d’amortissement et de rigidité de la structure
x(t):vecteur déplacement relatif de la structure
r:vecteur influence reliant les mouvements du sol aux DDL ~de la
_ structure. |

Le chaﬁgement de base, évoqué plus haut, permettant la transformation
des équations d’équilibre en une forme plus effective pour L’intégration
numérique est réalisé gréce é la résolution de ces éguations en vibration
libre non amortie.

mi+ kx =0 | (Iv.2.2)
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En posant comme postulat que la solution de 1’équation précédente est de la

forme:

x = ¢ sinw(t-t,) S (1V.2.3)

ol ¢ est un vecteur d’ordre n, £, une constante temporelle et ® la

frequence de vibration (rad/sec) du vecteur ¢, et en substituant (IV.2.3)
dans (IV.2.2), nous obtenons la formulation du probléme aux valeurs propres

généralisé:
kdb=0md ' (IV.2.4)

Les configurations modales ¢, et les fréquences naturelles

w,,i=1,2,..N, relatives au systéme non amorti sont evidemment, déterminées

4 partir de la résolution du probéme aux valeurs propres précédent.
Le vecteur déplacement x(t) est alors exprimé en fonction de la matrice
modale ® et du vecteur des coordonnées modales non amorties u selon la

relation :

x = du . (1v.2.5)

avec:

.°=[¢1I¢2f"f¢'] u=4q.

Uy |

Ainsi en substituant '(IV.Z.S) dans  (IV.2.1) et en prémultipliant par
la transposée de la matrice modale ®%, nous obtenons:

P*mPhE+PTcPa+®TKDPu=-®" mr % (&) (Iv.2.6)

L'amortissement du systéme est supposé classique, par conséquent la matrice
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d'amortissement ¢ est orthogonale par rapport 4 la matrice modale @ au
méme titre que les matrices k et m. Il s’en suit que les équations de

mouvement du systéme sont découplées en N équations modales indépendantes
(Iv.2.6).

La iéme équation modale a pour expression ;

4, + 28,0, 4y + 0} uy; = T, X (£) (IV.2.7)

oh: Ty=(¢Imr)/M;: le facteur de pafticipation modale

§;= (7 @ $,) /M;: pourcentage d’amortissement critique  modal

estimé

M; = i m &, : masse modale

La solution homogéne de 1’équation (IV.2.7) étant de la forme
exp (A {t)) avec 4, = -, 0, = iep + Wp = Wy Jl—_ﬁ
Pour une excitation 2g(t) et des conditions initiales de repos la solution.

est définie par le produit de convoiution suivant:

t
o [kg(-c)exp[—eimi(t—r_)]smmm(c—t)d«c (1V.2.8)

= "'I‘ihi ( t)

dans cette équation h,(t) est 1’intégrale de Duhamel dont 1’expression

est:

t

hy(t) = exp [-§;0;(t-t)18inw,; (t-t) dr (1v.2.9)

1
Wps 4

Le vecteur déplacement x{t) est obtenu par superposition modale d’aprés la

relation (IV.2.5):

44



. 1=1 ‘

En général la réponse désirée R(t) est une combinaison linéaire des

composantes du vecteur déplacement nodal x(t):

R(t) =P"x=f\:‘ ¥; b () (1v.2.11)
=1

ou: p: vecteur de d’ordre N

y,=qf lﬁi I'y:facteur de participation modale

effectif.

La méfhode de superposition modale eXposéeA ci dessus Tne ‘peut
s’appliquer & un systéme & amortiss‘ement non proportionnel, car un tel
systéme ne bosséde pas de modes normaux classiques assurant 1’orthogonalité
de sa matrice d’amortissement et permettant ainsi le découplage des
équations modales, dans cetteloptique, il serait intéressant d’examiner les
critéres que doivent remplir les systémes amortis afin de posséder des

modes normaux classiques.
IV.3: CRITERES D’EXISTENCE DES MODES NORMAUX

Il est bien connu que les systémes dynamiques linéaires non amortis,
.pos_sédent des modes normaux, et que dans chague mode normal, les diverses
parties de la structure vibrent en phase. To_utefo_is, cette_propriété peuf
ne pas étre verifiée pour les systémes amortis qui ne possédent pas de
modes nNOTmaux classiqués, sauf si certaines conditions sont vérifiéeé.

En effet, Rayleigh a montré que si la matrice d’amort-issement- € est une
combinaison linéairé des matrices de masse m et rigidité Xk, alors les

modes normaux classiques existent .Il n’est cependant pas exigé que la
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matrice ¢ soit restreinte & cette forme, comme cela a €été démontré par
Caughey [10]. Alors que Wilson et Penzien [54], ont développé une
expression concise de la forme la plus générale de la matrice € gqui puisse
étre diagonalisée par une transformation en coordonnées normales. Enfin, un
critére d’existence des modes norméux a ¢été formulé par Fawzy [20],
fournissant une condition nécessaire et suffisante d’orthogonalité de la

matrice ¢ relativement aux modes normaux.
IV.3.1: Série de Caughey -

La forme la plus générale d’une matrice d’amortissement visqueux ayant
des propriétés d’orthogonalité, a été développée 4 1’origine par Caughey

sous l’expression suivante:

- -1 x - )
c = m* {,E am(m"“km**) 8} m* (Iv.3.1.1})

r=0 ’
Avec s=1,2,3... paramétres arbitraires eta,, coefficients numériques.

En particulier si s=1, alors cette formulation devient:

N-1 .
c=m) a, (k) (1v.3.1.2)

r=0

Pour évaluer les constantes a,, il est nécessaire de les exprimer en

fonction des % d'amortissement critique des modes individuels.

En posant pour le mode j:

i me, = M (1V.3.1.3)

et

T = V —_
&7 e b, = 28,0, M= C, (1v.3.1.4)
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et en substituant (IV.3.1.2) dans (IV.3.1.4) nous obtenons:

r=n-1

- ar _ ' .
cy = Eﬂ a, M; 7" = 2 Mot (1V.3.1.5)
Ir= : .

On en déduit les expressions des pourcentages (%) d’amortissement critiques
modaux par la formulation:

- dy - 3 + 28-3

Ej = E ?j + al(l)j o a,wit. .. ta, Wy (IV.3.1.6)
j=1'2'o--,N

Si les % d’amortissement critigue sont spécifiés pour chaque mode j,

les constantes a. (r=0,1,...,N-1) , peuvent &tre déterminées a partir: de

1’équation (IV.3.1.6).
La matrice d’amortissement est alors évaluée moyennant la formulation
(IV.3.1.2).
11 convient de noter, que si [’amortissement n’est spécifié qu’en un nombre
limité de_ modes, alors la série définie dans !’'équation (iV.3.1.6Y est
trﬁnquée A un .nombre de termes égal 4 celui des mddes dont les %
d’amortissement critique sont spécifiés.

Cette procédure présente toutefois de sérieuses ‘difficultés
numériques, lorsque le nombre de DDL augmente, ce qui compromet son

applicabilité. Ces difficultés sont dues a 1’augmentation rapide des

valeurs . numériques correspondant aux termes co§ dans l’équation-(IV.3:1:6)

lorsque i augmente pour atteindre sa valeur maximale 2N-3.
Il est & noter que 1’amortissement de Rayleigh est donné par les deux
premiers termes de l’équation (IV.3.1.2):

¢=am+ ak ' {(1v.3.1.7)

Dans cette expression les coefficients numériques a,eta, sont choisis de
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maniére & satisfaire aﬁx % d’amortissement attribués & deux {fréquences

sélectionnées. Ceci grice A la transformation modale suivante :

T d =-a,@"mP® +a,9TkD (Iv.3.1.8)

qui fournit des termes diagonaux de la forme

28,0, = @, + 2,03 (1V.3.1.9)
Ainsi
a _
Ej=%(—(—09;+almj) (IV.3.1.10)

En attribuant des valeurs de §; , & deux modes arbitraires'j=j1 etj=j,.,

nous aboutissons & un systéme & deux équations et deux'inconnues, 4 partir

duquel les coefficients‘é% eta, peuvent étre déterminés. L’inconvénient
majeur de 1’amortissement de Rayleigh est que les modes en dessous dej1 et
ceux au dessus dej, sont fortement amortis, alors que les modes

entre j,et j, peuvent étre sérieusement sous amortis (voir Fig. IV.1).
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Fig. IV.1:
IV.3.2: Méthode Directe de Wilson-Penzien

Wilson et Penzien [54] ont présenté uné précédure direcfe de
détermination de la matrice d’amortissement, vérifiant les conditions
d’orthogonalité. L’avantage ‘de cette procédure est qu’elle - évite les
difficultés numériques de la série de Caughey.

Pour cela considérons les équations suivanteé :
C = 6’ ¢ ®:matrice d’amortissement généralisée
M= ®T m ®:matrice masse généralisée
Des manipulations matripielles simples nous permettent d’obtenir :
c =0 oot | (1v.3.2.1)

oT ;m o ML ' (I1v.3:2.2)
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o1l=-MOTnm (1vV.3.2.3)

En substituant les équations (IV.3.2.2)et (IV.3.2.3) dans 1’équation

(1v.3.2.1) nous obtenons:

c=0p07 (1v.3.2.4)

La matrice O est définie par :

0-m® - (1V.3.2.5)

La matrice P est diagonale dont les termes sont définis par:
0y ‘
By =2 (IV.3.2.6)
M,

Une forme alternative & 1’équation (IV.3.2.4} est une sommation des

patrices d’amortissent modales Cy, définie comme suit:

. ,
c=;: c, (1v.3.2.7)
=] B )

ol €y est une matrice causant un amortissement dans le mode r seulement et
qui peut &tre calculée directement 4 partir des matrices OJ selon la

relation :

c; =5,0,6] (1v.3.2.8)

En conclusion, la méthode directe de Wilson-Penzien est & la fois
plus convenable ef moins compromise numériquement que la série de Caughey.
Eﬁl fait, si 1’amortissement est spécifié en un nombre limité de modes
alors, la série de Caughey peut E&tre adoptée sans difficultés, néanmoins,
1’approche directe est plus recommandée si cet amortissement doit &tre

contrdlé en un grand nombre de modes.
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IV.3.3: Critére de Fawzy

La condition d'orthogonalité de la matrice d’amortissement est

exprimée mathématiquement par:
" ®T ¢ ® matrice diagonale

D’aprés ce qui a précédé, 51 la matricee a une forme tellé que
spécifiée par Caughey ou encore par Wilson et Penzien, cette condition se
trouve automatiquement vérifiée, toutefois aucune des formulations
susmentionnées n'est nécessaire pour assurer l’orthogonalité de la matrice
¢. L’existence d’une condition & la fois nécessaire et suffisante peut
donc se poser. Cette conditidn existe effectivement, ayvant été fournie par
Fawzy [20] sous la formulation suivante:
Une condition nécessaire et suffisante d’orthogonalité de la matricee (par
rapport aux modés non amortis) est la symétrie du produit matriciel k m1¢c.

La preuve est présentée dans ce qui suit: |
En supposant que les modes non amortis sont orthonormalisés par rapport a
la matrice masse il vient:

Tmd -1 ; Tk D - Q2

avec 0 la matrice spectrale diagonale

Soit A la matrice d’amortiésement généralisée A = ®T ¢ P.
Les matrices k et m étant définies positives en général etr
la matrice @ non singuliére nous aurons: |

mi=9 PT k= (N1 Q2P = (&N T A QO (IV.3.3.1)}

ainsi :

km?t o= (T 1Q2AG? (IV.3.3.2)
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D’autre part :

cmik = (kmtc)T = (PF) AT Q* @2 (1V.3.3.3)

Il vient donc que pour que l-e'produit km™ ¢ soit symétrique, il faut et

il suffit que:

0 A = AT Q3  (1V.3.3.4)

La matrice Q3 ‘étant diagonale; [’égalité précédente aura lieu si et
;eulement si la matrice A est diagonale.

Nous ne manquerons pas de signaler, que le critére de‘Fbkzy présente
I’important avantage, de pouvoir &tre vérifié séns pour auntant exiger la
disponibilité des modes propres de la strucfure. De ‘plus,' cette
Qérification peut-étre faite pour n’importe quel systéme, dés lors gque la
matrice m est souvent diagonale et les matrices k et ¢ sont a 'ba.nde
étroite. Il n’en demeure pas moins, que ce critére éxige la disponibilité
de la matrice ¢ sous forme explicite ce qui cependant, n’est pas toujours

garantie.
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Chapitre V

ANALYSE DYNAMIQUE DES SYSTEMES
MDOF & AMORTISSEMENT NON
CLASSIQUE

v.1: ETUDE DU PROBLEME AUX VALEURS PROPRES COMPLEXES

Les équations de mouvement des systémes structuraux ayant des
matrices d’amortissement non classique, ne pouvant étre diagoné.lisées peir _
une transformation modale classique, peuvent toujours étre découplées, si
la technique de superposition modale est .généralisée de maniére‘ a4 inclure
les modes et frégquences complexes du systéme amorti. |
Cependant, une telle généralisation élimine certains avantages ir;hérents A
1’analyse modale classique dés lors qu’elle nécessite 1’utilisation de.
1’algébre complexe, ainsi que des algorithmes de résolution des problémes
aux valeurs propres quadratiques spéciaux.

Cette alterpative présente néanmoins, un grand intérét théorique en
raison de son utilisation dans I’inveétigation des caractéristiques
dynamiques des systémes mécaniques (relativement simples){31].

En éupposant que m,k,c sont respectivement les matrices de masse,
de rigidité et d’amortissement du systéme & amortissement non classique
étudié. |

I',’équati;m de mouvement est déf in‘ie par:

mX+ck+kx=p (v.1.1)

P: vecteur chargement p=p(t)
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La vibration libre est alors caractérisée par 1’'équation homogéne
suivante:

mE+cx+kx=0 (v.1.2)

La formulation du probiéme aux valeurs propres peut étre faite selon

deux procédés différents, quadratique ou liinéaire., Ces deux formulations

sont exposées ci dessous:
V.1.1: Probléme Quadratique Aux Valeurs Propres

Ilts’agit d'abord de choisir une solution harmonigue de l’équation
homogeéne (V.1.2}. Ce choix peut aussi se faire selon deux alférnétives}
x=¢ ekt oy x =@ e*t avec A = ip |
La premiére expression a été utilisée par Kausel [31], la seconde par Hhrty
et Rubenstein {24] ainsi que par Foss [21]. |
Dans cette premiére formulation nous choisissons une fonction de la.
forme: x = § et ; i=/-7.
En substituant cette solution dans 1'équation homogéne, nous obtenons:

(‘ﬂ2m+ipc+k) ¢=0 (v.1.1.1)

qui est un probléme guadratique aux valeurs propres en p, dont les vecteurs
proprés sont &. |

Si on note 3 le transposé du conjugué du vecteﬁr $ et en sﬁpposant que
les matrices m, e,k sont réeiles, ‘symétriques et que m est définie
positive: V

Les produits suivants a,b,c seront des nombres réels tels que:

$m¢=a;$c¢=b;$k¢‘=c (v.1.1.2)

a est en plus strictement positif
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En prémultipliant (V.l.l.l)_ par 3 nous obtenons:

o (v.1.1.3)

-pla + ipb + ¢

Les quotients de Rayleigh étant définis par :

- dcéd _$kxe C (V.1.1.4)
p=1/2 éomd T dmo | '

Ainsi la division de 1’équation (V.1.1.3) par (-a) donne:

1! s’en suit qu’une paire de nombres réels (pj,qj) existe pour chaque

solution ¢=¢, donnée par:

| $,cd $, ke
_1/2 8129 - re
p; =1/ 3, 00, a4 Yy

La solution de 1’équation (V.1,1.5) avec la paire (pj,qj) ~conduit alors &

ta valeur propre p=p, donnée par:

B =ip+Jg*-p

Dans le cas particulier d’un amortissement classique et donc d’une matrice

modale non amortie @ qui diagonalise la matrice d’amortissement, nous

obtenons des modes réels ¢_,=yj.
Les quotients de Rayleigh deviennent: pj=Ej(.>j . q§=wj.
7 ol w, est la fréquence non amortie correspondant au jéme mode considéré et EJ

son taux d’'amortissement visqueux.

Pour cette situation particuliére, les valeurs propres complexes sont de la

forme :
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b=y (5f1-EF + 1E)) = wp (1 + i*\/%) {V.1.1.6)
LY

La partie réelle de cette valeur propre représente a la fréquence amortie

Wp,= mﬂfl-E?; du mode j idéalisé comme un systéme & un DDL.

Dans ie cas d’un amortissement non classique, la matrice modal-e ® ne peut
diagomiliser la matrice ¢, mais nous pouvons toujours avoir une idée sur
la nature de la solution de 1’équation (V.l.i.S), en interprétant les
quotieﬁts de Raylieigh. ' |

En effet, si nous cc;nsidérons les deux problémes réels aux valeurs propres
suivants :

ky, = ojmy,
czy= 2 ey mz,

(V.1.1.7})

Les valeurs propres minimales et maximales étant: Wy, Wy, 8,8y le

théoréme de limitation (enclosure theorem) nous procure des bornes pour les

quotients de Rayleigh.

w2 < g < 0w

e, S p<ey,

¥e ky, .V}'kyjsy;ky,
yimy, yimy, yimy,

c-a-d:

Z cx Eox < Iy C 2z,

nmz, zimz, Eimaz,

En gén_éral,@, * Yy, + £y, par conséduent des prédictions sur les
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valeurs relatives des quotients de Rayleigh ne peuvent é&tre faites a
priori. Cependant, le lieu géométrique des valeurs p et q est représenté

'par la région rectangulaire dans la figure suivante:

9/

Amortissement
Critique

Sous-amortie
complexe .,C’r

‘Q

Suramortie
imaginaire pur

Fig. V.1:

Selon que le point (p,g) soit au dessus ou en dessous de'la ligne &
45°, les oscillations seront soit sous-amorties soit suramorties.
Les quotients de Rayleigh avec modes non amortis constituent une

premiére estimation de ces deux paramétres.

Afin de formuler la solution en‘vibration libre Qe maniére compléte, on
note que le vecteur @° ( conjugué de ¢ ) satisfait la méme équation
quadratique (V.1.1.1) que le vecteur (b Ceci étant car ces deux vecteurs
¢ et & produisent les mémes scalaires a,b,c. |

Ainsi les valeurs de a,b,c données par ¢° sont:

a=¢"m¢’= (¢"mP)T=dm

dcod
*xé

b=¢rc¢c (‘!‘c¢a)r

C=¢’k¢° (¢!k¢¢)r
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Il en découle que si B est complexe, les vecteurs propres solutions de
1’équation quadratique (V.1.1.1) sont des paires de complexés conjugués,
La solution compléte du probleme aux valeurs propres quadratique  est

|.|.1=.ip+r et p2=ip-r, et les vecteurs propres correspondants sont
respectivement ¢ et ¢°. Ceci étant vrai si r=/g?-p? > 0.
En revanche, si r est nul ou purement imaginaire (p>q), la valeur propre

est purement imaginaire tandis que le vecteur propre correspondant est

réel.

Examinons la vibration libre de la structure considérée dans le cas
d’un mode sous-amorti (valeurs propres complexes) :

x = altbei"‘t + a2¢°e""t (v.1.1.8)

x, et «, étant des constantes d’intégration qui sont égales, car la

réponse doit étre réelle :

x = o, ¢ ei(ip+r)t + o, ¢a ei(.ip—-z)t
xr=q (¢ eizt + ¢c e—.irt) a~pt
X =2 a Relp elrt] gPt

En posant :

ra1 e'ial--
a, el
$ - (V.1.1.9)

ay &™)

(ai,ei) étant respectivement le module et le déphasage de la composante i

lorsque le mode ¢ est excité.

NOUS aurons alors :
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r ra1 o] ’
. a, e'%
X =2 o Re . elirt } g-pt
[ lave™
a, cos (0, +rt)
x=2a|  |ewPt ' (V.1.1.10)
ay | cos (Oy+rt) | |

Ainsi d’aprés 1’égquation (V.1.1.10} chaque masse ‘exécute une
vibration harmonique de fréquence 1 et don_t 1’amplitude décroit
exponentiel lement avec le temps. De plus, les composantes modales sont
complexes par conséquent, ces masses ne vibrent pas en phase.

Le triplet q, r, p/a peuvent &tre respectivement interprétés par la
fréquence w, la fréquence amortie et le % d’amortissement'critique du mode

complexe (en général ces caractéristiques sont différentes de ce_llés des

modes non amortis).
V.1.2: Probléme Linéaire Aux Valeurs Propres.

Le probléme -aux valeurs propres formulé par (V.1.2) peut aussi &tre
résolu en transformant le systéme initial & N équations différentielles du
second ordre, en un systéme A 2N équations différentielles du premier

ordre, comme cela a été suggéré par Foss [21] ou encore par Hurty et

Rubenstein {24].

3

Ceci est obtenu en rajoutant 1’une des équations triviales suivantes :

Ex-k*x=0 (v.1.2.1)

ou bien: -
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mx-mx=0 O (V.1.2.2)

qui combinées avec 1’équation (V.1.2) donnent comme premiére alternative:

o mi| X% kcll X :
et comme seconde alternative:
mo x 0o -mj| X

Ces équations en vibrations libres peuvent &tre formulées grdce au vecteur

X
d’état v = [ .t] comme suit:

AV+BV=0. (V.1.2.5)

Un choix de solution de la forme x =¢ e*t conduit & un probléme

linéaire aux valeurs propres formulé comme suit:

AAV =-B V (v.1.2.6)

Les matrices A et B sont réelles et symétriques d’ord;‘e 2Nx2N, par
conséquent, plusieurs techniques etrpropriétés des probl&mes aux valeurs
propres linéaires s’appliquent a ce cas.

Cependant, les matrices A et P n’étant pas définies positives, il s’en

suit gue les valeurs propres ne sont pas nécessairement réelles (A=im).

Les solutions relatives aux mode 1 sont de la forme V= avec

L
A' r ¢Z'

(&, 2 b,) correspondant respectivement aux vecteurs déplacement et

vitesse.
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La résolution de ce probléme aux valeurs propres procure 2N valeurs propres
complexes ainsi qu’un nombre correspondant de vecteurs propres.

Les valeurs complexes sont accompagnées de leurs conjuguées. Cependant,
certaines valeurs propres pguvent étre réelles.

Une paire de complexes conjugués correspond & un mode sous-amorti
présentant des différences de phase entre les composantes ‘(masses) de la
structure, maintenues dans ce-mode en vibration libre. |
Une valeur propre réelle et le vecteur propre correspondant sont associés A
un mode dont 1’amortissement est supérieur ou égal & |’amortissement
critique. De telle sorte qu’en vibrations libres le systéme maintient sa
configuration durant la décroissance sans osciller.

Il est & remarquer que les solutions obtenues dépendent exclusivement du
choix de la solution "essai",x = ¢ e*t ou x = ¢ elkt.

En effet, un choix x = ¢ e*t, procurera des valeufs propres complexes
lorsqu’il s’agit d;un mode sous-amorti ou bien des valeurs propres purement
imaginaires dans le_ cas ol I’amortissement du mode considéré est critique

ou surcritique. -
Les vecteurs propres d’un systéme sont orthogonaux par rapport aux
matrices A et B. Ces relations d’orthogonalité peuvent E&tre obtenues en

considérant deux modes différents r et s, ces modes vérifient la condition

(v.1.2.6), par conséquent:

L, AV, = -BV, (a)
A, AV, = ~-B V, (b)

(v.1.2.7)

En prémultipliant ces deux équations respectivement par les vecteurs

transposés Vs et Vg nous aurons:

AVIAV, = -V, BV, (a)

AVIAV, =-vIBV, (b

(v.1.2.8)
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En transposant les deux membres de 1'égalité (V.1.12.8.b), Ia' symétrie

des matrices vy et VI nous permet d’obtenir :

AViAV,=-ViBV, (V.1.2.9)

En soustrayant les équations (V.1.2.8.a) et (‘V.1'.2.9) nous aurons

(A-A)ViAV,=0 (V.1.2.10)

Les valeurs propresA,etA étant différentes pour deux modes distincts,

[’éguation (vV.1.2.10) fournit la relation' d’orthogonalité par rapport & la

matriceB reliant les vecteurs propres v, et v,.

ViAV,=0; r#s (V.1.2.11)

L’équation (V.1.2.9)} fournit la condition d’orthogonalité par rapport
4 la matrice B:

VIBV =0; r#s : (V.1.2.12)

Pour un systéme sous-amorti ces conditions d’orthogonalité

s’appliquent aussi 3 deux vecteurs propres complexes conjugués vV, et Ve,

associés & un mode unique et dont les valeurs propres sont respectivement

Ao et AL.
La prémurltiplication de (v.1.2.7.a) par le vecteur (Vf) T=F: donne:

AV, A V,_=-F,BV, | 0 (V.1.2.13)

Or A, est complexe alors que les produits (FZA V., F,B V,) sont réels

ce gui imbl ique:

V_AV_=0,V.BV_=0 (V.1.2.14)
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En résumé, un systéme a amortissement'linéaire visqueux proportionnel
vibre librement selon d.es modes découplés, dont les configurations sont
Similaires-é. celles des modes normaux du systéme non amorti. La seule
différence est que les amplitudes du systéme amorti décroissent
exponentiellement avec le temps, et d’une maniére uniforme tout au long du
systéme. Ces modes de vibration se distinguent par une distribution
spatiale de points nodaux stationnaires.

Un systéme & amortissement linéaire visqueux mais non proportionnel
peut aussi vibrer librement selon des "modes" non couplés. Dans chacun de
ces modes, les différentes composantes (masses) du systéme subissenﬁ un
mouvement amorti exponentiellement, & la méme f{réquence mais selon des
angles de déphasage différents. Dans ce dernier cas, les noeuds (s’ils
peuvent étre appelés ainsi) ne sont pas sfationnaires.

Pour illustrer ceci, ﬁrenons l’exempie d’une structure 3 plusieurs DDL.
Dans le cas ol son amortissement est classique, il existera dans cette
structuré certaines positions (variantrd’un mode A un autre) gui ne vibrent
pas du tout. Ceux ci correspondent aux points stationnaires du systéme.
Lorsque cette structure est sujette a des chargements dynamiques dont la
fréquence dominante est au volsinage d’une fréquence naturelle dénnée. le
point stationnaire correspondant & ce mode ne bougera que trés faiblement.

Par contre, si l’amortissement de cette structure est non classique,

les points stationnaires n’existeront pas.

V.2: PROCEDURES D’ANALYSE DES SYSTEMES A AMORTISSEMENT NON

CLASSIQUE
V.2.1:Introduction:

Lorsque 1’amortissement d’un systéme dynamique est non classique, ses
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équations de mouvement ne peuvent é&tre découpiées par une transformation
modale ciassique (en modes non amortis). Par conséquent, la - réponse du
systéme devra &tre obtenue en intégrant ces équations simultanément. Les
technjques d’intégration pas i pas existent & cet effet [3] . Néanmoins, il:
- est plus intéressant d’ intégrer queldues équations couplées en coordonnées
principales plutdt que de le faire pour le systéme couplé originel [11].

Des approches approximatives existent aussi pour 1’étude de ce type
de systéme od les modes normaux peuvent toujours &tre utilisés.

Dans 1’approche la plus communément adoptée, les fermes extra diagonaux de

la matrice d’amortissement généralisée, représentant le couplage modal,

sont complétement ignorés, alors que les termes. diagonaux sont utilisés_
afin d’estimer les taux d’amortissement modaux [47].

Dans d’autres approches, ces taux d’amortissement sont évalués par

pondération [40].

Cependant, ces procédures de simplification ne s'appliquent pas a
tous les types de systémes. Dans ce cadre, certains auteurs [52]
considérérent les conditions selon lesquelles 1’omission des termes extra
diagonaux de la matrice d’amortissement transformée serait admissible.

Une alternative & l’utilisation des modes naturels non amortis, lors
de 1’analyse des systémes non classiques, est l’utilisation des modes
amortis [21]. Celle ci assure le découplage des coordonnées généralisées
sans recours & une approximation de la matrice d’amortissement transformée.
L’inconvénient de cette technique réside dans 1’évaluation et la
manipulation de ceslmodes amortis qui nécessite le recours a 1’algébre
complexe.

Cependant, récemment cette méthode de superposition modale généralisée
(avec modés éomplexes) a gagné 1’intérét de la communaut é des ingénieurs
praticiens. Mieux encore, elle est reconnue comme étant une technique

puissante et économique destinée a 1’analyse des problemes & large échelle.
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Nous citons son utilisation pour 1'étude des systémes primaires-
secondaires [28, 35], ainsi que son adoption par Jennings et Bielak [30]

pour une application & un probléme d’interaction sol-structure.

vV.2.2: Procédure d’'Intégration des Equations Modales

Couplées

V.2.2.1: Méthode d’Intégration d’un Nombre Limité d’Equations

Modales

La procédure sténdard d’analyse des structures & amortissement non
classique est [’intégration directe des équations couplées exprimées dans
le systéme de coordonnées discrétgs originales. L’inconvénient majeur en
est la nécessité d’inclure.toutes les équations de mouvement dans [’analyse
étant donné, qu’aucune des coordonnées discrétes né peut é&tre suppdsée
d’importance négligeable par rapport a la réponse dynamique. Par
conséquent, -ce procédé s’avére onéreux & cause de 1’effort de calcul
considérable exigé lors de 1’analyse dynamique des systémes ayant des
centaines de DDL. |
Afin d’éviter les inconvénients des méthodes d’intégration dirécte, Clough
et Mbjfahedi [11] exploitérent les avantages de la transformation en modes

normaux pour l’analyse des structures non classiques sujettes & des

excitations sismiques.

Selon Clough et al. [11], la réponse sismique étant dominée par la
contribution de basses fréquences, la transformation en coordonnées modales
non amorties, peut €tre limitée aux modes inférieurs. Les équations modales
couplées obtenues sont alors intégrées simultanément, la téche eét‘

cependant trés simpiifiée par rapport a4 1’intégration directe des équations

couplées initiales.
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1] convient de noter cependant, gue la troncature modale peut &tre une
source d’erreurs importantes dans certains cas.
Dans cette optique Duncan et ﬂgﬁlor [19] investiguérent 1’effet du
couplage modal dans les systémes A& amortissement non classique et
prouvérent gue des erreurs significatives pouvaicnt‘ se manifester si
1’analyse dynamique de tels systémes était basée sur un ensemble tronqué de
modes, méme si le couplage entre ces modes était pris en compte lors de la
résolution (comme cela est le cas dans La‘méthode de Clough et Mojtahedi
[1t]).
La cause en est qu’un couplége notable peut exister, par éxemple, entfe le

mode fondamental et un mode supérieur, dont la contribution peut &tre

négligée en 1’absence du couplage par,amorfissement.

V.2.2.2: Méthodes d’Intégration d’un Nombre Limité d’Equations

Modales avec Inclusion des Modes Supérieurs

La méthode proposée est une extension de celle de éiough et Mbjtahedi
[11]. En effet, I’intégration d’un ensemble tronqué d’équations modales
couplées telle que ptoposée dans [11], s’avére contestable surtout lorsque
ia répoﬁse recherchée est en termes de contraintes.
Ceci étant di d’une part_é 1’effet dit de "missing mass" (masse manquante)
causé par la troncature modale, et d’autre part au couplage modal existant
entre les modes cﬁnsidérés lors de 1’analyse, et ies modes supérieurs omis.

Ce dernier effet est particulier aux systémes a amortissement non

classique.

Dans les systémes A amortissement classique, l’effet de "missing
mass" est automatiquement Trésolu par rajout de la contribution
quasistatique des modes 'supérieurs. Ceci étant la base de 1’'approche

"accélération du mode" [23, 34].
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Une procédure similaire appliquée & 1’étude des systémes &
amortisseﬁent non classique, apreés transfqrm#tion en coordonnées modales
non amorties, impliquerait ’omission du couplage entre les modes
inférieurs et les modes supérieurs, causé par |’amortissement.

Une telle méthode a été. proposée par Kulkarni et Ng [33] et est exposée

dans ce qui suit.

Les équations de mouvement d’un systéme 34 N ddl soumis & une excitation
sismique ﬁb(t) étant:

mi+ck+kx=—mrkg(t) _ (v.2.2.2.1)

Xr: est un vecteur correspondant aux déplacements statiques de chaque DDIL
provoqué par le déplacement statique unitaire du support dans la direction

du séisme.

si @ est la matrice modale normalisée par rapport 4 la matrice de masse.
Y= ¢§m r: jéme facteur de participation modale.
x,= 15 g@y: contribution du jéme mode au vecteur déplacement

En notant que:

v
r= ' (v.2.2.2.2)
;;"J Y3 | _

Nous obtenons:

ng = —jg me, v; %, (L)

m )52, + ﬁi’j + k
=1 J=1

J=1

Dans le cas des systémes A amortissement‘classique, les équations modales
sont découplées et nous pérmettent d’écrire:

n:jg + a.i3 + erg = —u!¢5 yj.ﬁé (v.2.2.2.3)

Cette équation représente la réponse de la structure dans le jéme mode de

vibration.
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Un tel découplage n’est cependant pas possible, pour un systéme 5
amortissement non classique.

Dans la procédure de Kulkarni et al., la réponse totale x est
obtenue en superposant les réponse-s. x! et x' dans le domaine temporel.

x=x +x (vV.2.2.2.4)

Avec x/,x' définies par:

x! =§ ; x = )5 (v.2.2.2.5)
i=1 % J=M+1§J G

N’ est le nombre de modes dont la fréquence est en dessous de la fréquence
limite {cut-off frequency, en_général fixée & 33hz), au dela de cette
fréquence seule la résistance élastique est d’importance notable.

x’ et x" sont respectivement les réponses correspondant a4 ’ensemble des
modes inférieurs et l’ensemble“ des modes supérieurs, obtenues

indépendamment les unes des autres.
Cette supposition nous permet de remplacer les équations (v.2.2.2.2) par

deux ensembles d’équations indépendantes:

mt’+ai:’+kz"=-j§ m¢, Yy X, (v.2.2.2.6)
=1
et
nR o+ kxl=- % mé; v; %, (v.2.2.2.7)
F=N'+1 :
En posant:
x=0g i (v.2.2.2.8)

@’ :matrice des N’ premiéres configurations modales.

g’ :vecteur correspondant au N’ coordonnées modales.

A partir de (V.2.2.2.6) nous obtenons:
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Yooy ¥y VKW -0 Engyy,x, (V2229

L’intégration directe de ces équations modales couplées permet d’obtenirg’

et par conséquent Xx/. Ceci est l’essence de |’approche de Clough et

Mojtahedi [11]. Cependant une différence subtile réside dans Je fait que

[’équation (v.2.2.2.9) & droite du signe égale contient le terme j§¢j Yy
. : =1 ,

au lieu du terme r.
L'équation (v.2.2.2.7) est alors résolue en ignorant aussi bien les forces

d’amortissement que les forces inertielles afin d’obtenir:

x/ = -k'mzx, %, (v.2.2.2.10)

olt:

r =z—j§¢, Y, (v.2.2.2.11)

Les réponses x/ et x sont sommées algébriquement pour chaque pas de

temps;

La technique exposée, est attrayante pour les ingénieurs praticiens
en raison de sa simplicité ainsi que de sa facilité d’exécution. Un autre
'avantage de cette méthode est que contrairement aux autres méthodes [25],
celle~-ci foﬁrnit une meilleure interprétation physique des contributions
respectives des modes supérieurs et des modes inférieurs dans la réponse

globale.
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V.2.3: Méthodes Approximatives de Superposition Modale avec

Modes Normaux

V.2.3.1: Introduction:

La méthode de‘superposition modale classique est sans nul doute la
plus attractive en an&lyse dynamique particuliérement en analyse sismigue
des structures, A cause de ses'nqmbreux avantages dont le découplage des
équations différenfielles gouvernant le coﬁportement dynamique des
systémes, ainsi que 1’effort moindre fourni lors de la détermination de la
réponse dynamiéue‘éfant donﬁée la possibilité de superposer un ensemble
tronqué_d’équatiqns modales découpiées.

Néanmoins, cette méthode classiqug n’est applicablé que pour des systémes
dynamiques dont la matrice d’amorfissement est orthogonale par rapport a la
matrice modale non amortie.

‘Daﬁs le but d’élargir 1’applicabilité dercette méthode aux systémes A
amortissement non classique, les recherches ont été centrées - sur Iles
différentes maniéres d’approximer la matrice d’'amortissement de ces
systémes par une matrice proportionnelle équivalente.

L’approche la plus commune consiste & diagonaliser la matrice
d’amortissement transformée. Dans ce cadre, plusieurs méfhodes ont é&té
proposées [11,15,37,47].

Parmi ces méthodes, dites de diagonalisation ou méthodes approximatives, la
plus courante ;onsiste a ignorer.les éléments_extra—diagonaux. Toutefois,
lé validité de cette simplification mathématique nécessite certaines
Justifications physiqﬁes. Ce probléme a suscité- 1’intérét de certains

auteurs dont Warburton et Soni {52], ainsi que Hasselman [52].
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V.2.3.2: Méthodes Approximatives de Diagonalisation  de

Thomson et al.

La diagonalisation de la matrice d’amortissement transformée doit
gtre réalisée sur une certaine base. Dans ce contexte, une étude-numérique
a été réalisée par Thomson et al. [47], qui consiste en une compara1son de
tr01s bases d’estimation des matrices transformées diagonales.

Dans la premiére méthode, les équations de mouvement sont normalisées par
la matrice modale non amortie, la matrice transformée obtenue est
diagonalisée en refenant ses termes diagonaux, tandis que ses termes exfra—
diagonaux sont ignorés. Il s’agit donc du procédé le plus-simple et le plus
trivial.

Dans - la seconde méthode la matrice d’amortissement’ transformée diagonale
est établie par un algorithme d’optimisation qui minimise la moyenne du
carré de l’erreﬁr sur la réponse fréquentielle. |
Enfin, dans la derniére méthode la matrice d’amortissement diagoﬁale est
déterminée & partir de 1’équation différentielle normalisée en égalisant,
en coordonnées modales, les pics des systémes couplés et non'couplés.

En comparant ces trois méthodes proposées, il s’avére que leur performance
est dans cet ordre 2-3-1. |

.Néanmoins, vu la complexité de la seconde méthode, Q,insi_ que les
différences infimes dans les réponses résultantes, il semblerait justifié
d’adopter aussi bien la premiére que la troisiéme méthode Ppour diagonﬁliser

la matrice d’amortissement.
V.2.3.3: Méthode de Biggs-Roesset:

Les systémes interagissant avec le sol, (exemple: structure reposant

sur une fondation déformable), sont caractérisés par leur hétérogénéité,
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qui ‘se traduit par une différence considérable . entre les propriétés
d’amortissement des différentes parties du sysféme'combiné.
Ainsi, la valeur de l’amortissement varie sensiblement entre le sol et la
structure. De plus, alors que [’amortissement est de type‘visqueux dans
certaines parties du systéme sol;structure, il est de-type hystérétigque
dans d’autres.
Cette variation de 1’amortissement aussi bien en magnitude qu’en natﬁre,
confére un caractére non claésique 3 1’amortissement du. ‘systéme
d’interaction sol-structure. |

Toutefois, & cause de ses avantages 'pratiques; il est souvent
souhaité d’adopter la méthode de superposition modale classique - pour
_1’analyse dynamique de ce type de systémes, d’ol vienf ia _nécessité
d’attribuer un amortissement critique équivalent A chaque mode. |

‘Dans ce cadrg, une régle d’amortissement pondéré a été proposée par
Biggs et  Roesset ‘[40]f permettant d’eséimer les ‘pourcentages
d’amortissement critiques modaux.

Ces derniers-ont été déterminés selon la ﬁrocédure suivante:
Consjdérons un systéme d’'interaction 'sol-structure, dont les fréquences -

naturelles sont w, et les configurations modales orthonormalisées ;.
Si nous notons JAij la déformation modale du ressort j lorsque le systéme

se déforme selon la configuration ¢,.

Une excitation harmonique permanente de fréquence 1 étant supposée,
le vecteur déplacement du systéme dans le mode i est alors:’
x = A ¢, sin(Qt+0)
L’énergie de déformation maximale peut s'exprimer par:
Es; = A7 ; %_kj A%,

L’énergie dissipée par cycle de vibration est:
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d ZﬂAz(Q; kjgj A-U ;ijinj)
Wy
La premiére sommation représente la dissipation visqueuse de |’'énergie.

La seconde sommation représente les pertes hystérétiques.

Ainsi, un rapport d'énergie (ER;=Ed,/ES;) peut &tre défini pour le mode i

par:

);kz 1AU ;kjoAij |
ER; =4 71 Q + 4% : (v.2.3.3.1)

; kj Aij ; .k'j Aij

En associant & chaque mode i un taux dfamortissement hystérétique Lﬂ et un

% d’amortissement critique visqueux Ei , & la fréquence w,; nous obtenons :

ER; = 4m ] —3- + 4% D] (v.2.3.3.2)
| 1 ‘ , _

En égalisant les expressions (V.2.3.3.1)et(V.2.3.3.2), nous aboutissons a:

w
;51 — ky A}y
(a)
;k_., AZ, |
_ (v.2.3.3.3)
); D, k; A%y -
(b)

; ky A,,

Par conséquent, si les modes normaux existent, chaque mode sera caractérisé

par ses taux d’amortissemenf visqueux et hystérésique donnés respectivement
par les formules (v.2.3.3.3.a) et (V.2.3.3.3.b).

Pour unroscillateur a4 un DDL (tel que représenté par une équation‘modale),
le fait d’interchanger son tauﬁ d’amortissement hystérétique D par une
fraction d’amortissement visqueux &=D,ne .causerar _ éu’une différence

" négligeable sur sa réponse. Pour chaque mode i nous pouvons donc associer
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un pourcentage d’amortissement visqueux équivalent Eiaq:

) (Ej-:-;’—j- +D;) k; A%
Eioq =

gj k,A%;

En posant Es;, = _;_ kJ1 Aij A%; 1’énergie de déformation maximale dans le

ressort Jj, sous une excitation périodique Ilorsque la configuration

considérée est celle du mode i, il vient:

= J J
- Y Esy
J
1

; ER;, Esyy

47 ; Esij

Cette formule peut étre interprétée comme suit:

Eieq
(v.2.3.3.4)

Le rapport d’énergie dans chaque mode A& la résonance {Q=w,), est une

moyenne pondérée des rapports d'énergies dans chague composante du systéme

4 cette méme fréquence, les facteurs de pondération étant les termesEEﬁd.

Dans la ﬁéthode de Biggs-Roesset, les configurations modales du systéme non
amorti sont utilisées, pour transformer les équations de mouvement. Les
équations modales obtenues sont supposées é&tre découplées et ﬁn %
d’amortissement pondéré déterminé selon (V.2.3.3.4) est attribué a chaque
mode. Il s’agit donc d’une méthode indirecte de diagdnalisation de la

matrice d’amortissement transformée.
V.2.3.4: Autres Méthodes de Diagonalisation

Deux autres méthodes d’analyse modale ont été présentées par
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Ozguven [37] ét‘cronin [15]. Ces méthodes permettent la détermination de la
réponse approximative ‘des systémes & amortissement non proportionnel
~ excités harmoniquement & la résonance.

La méthode de Ozguven [37] qui est une approche modale dite "méthode
du mode unique", consiste A découpler les équations de mouvement des
systémes & amortissement non classique au niveau d’une fréquence naturelle -
non amortie.

La réponse totale est alors approximée par la rébonse modale larplus proche
de la fréquence d’excitation. |
D’autre part, lors de la superposition modale non couplée, les éléments
extra-diagonaux de la matrice¢ transformée sont ignorés permettant ainsi
la supérposition des réponses modales.
Cette méthode est plus convenable pour 1’analyse dynamique des strué;ureS‘
mécaniques avec amortisseurs vibrationnels, de type hystérétique, mgis
s'applique aussi & d’autres problémes avec amortissement non proportionnel,
pourvu que la magnitude de 1’amortissement soit modérée et que les modes
normaux soient convenablement séparés.

Contrairement 4 cette derniére approche, celle proposée par Cronin
{15], présente une bornne perforﬁance au niveau dés régions de résonance

lorsque les fréquences naturelles sont trés proches.
V.2.3.5: Critéres de Validité des Méthodes de Diagonalisation
a: Critére de Warburton et Soni

La réponse d’un systéme non proportionnel peut &tre déterminée paf la
méthode modale classique, si les termes extra-diagonaux de la matrice
d’amortissement  transformée sont annulés, comme cgla a été indiqué
antérieurement. Néanmoins, cette proéédure de diagonalisation-peut conduire

4 des erreurs significatives.
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Afin d’évaluer ces erreurs, Warburton et Soni [52] étudiérént

différents systémes MDOF, sujets a des excitations de type variable
(harmonique, périodique, aléatoife) et dont !’amortissement varie aussi
bien en magnitude qu’en distribution.
A partir de ‘cette étude, une condition limite concernant les taux
d’amortissement modaux‘correspondant aux modes dominants, a été formulée en
fonction des fréguences naturelles -et des éléments de la matrice
transformée. |

Cette condition est:

2 . ) L.
E.<e 2%’ &: -1 : (V.2.3.4.1)
e W

minsg

Pour é =1,2,. .-,N et g#*r,

Ainsi, le minimum de 1’expression entre valeurs absolues est rechérché pour
différentes valeurs de la variable s (s=1,2,...,1-1,1+1,...n).

ou: | |

£,:% d’amortissement critique du mode r dominant considéré
C;y:€élément de la matrice ¢ transformée C = ®T ¢ @

La vérification de (V.2.3.4.1) ne doit se faire que pour-les modes
inférieurs dont les réponses résonantes sont @ significatives (modés
dominants). Si cette condition est satisfaife, la procédure approximative
de diagonalisation ne causera pas d’'erreurs excessives sur la réponse
recherchée.

Bienrqu’étant basé sur une analyse approximative de la réponée d’un systéme
soumis & un excitation harmonique, ce critére reste valable si i’éxcitation
est apériodiéue ou aléatoire.

Dans les exemples traités par Warburton et Soni,le paramétree ayant été

choisi égal & 0.05, le % d’erreur maximal atteignit 1’ordre de 10%.
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Manifestement, si une plus grande précision est exigée, une_valeﬁr plus
faible doit é&tre attribuée & e. Néanmoins, I’amortissement structural
n’étant en pratique qu’approché, une faible valeur de ¢, qui limiterait le
domaine d’applicabilité de cette procédure approximative, est & éviter.

Si ce critére n’est pas satisfait, des techniques plus complexes doivent
gtre utilisées entre autres, celles de Thomson et al. [47], le facteur de
correction de Cronin [15] ou alors la méthode recommandée par Clough et

Mojtahedi [11].
b: Critére de Hasselman
Une approche différente fit utilisée par Hasselman [52], dans le but

de développer un critére qui doit étre satisfait afin que le couplage modal

puisse étre négligé. La formulation de ce critére est la suivante:

1

2 —_—

............._.....E.._"':....._2<1
w? i
w?.

ol:

w C

—2 %1, 8 <1

m: Cr:

Warburton et Soni, contestérent les suppositions restrictives sur
lesqueiles le développement du critéré de ﬂhsselmﬁn est basé, a4 savoir que
les éléments extra diagonaux de la matrice e transformée sont inférieurs
6ﬁ & la limite égaux aux éléments diagonaux. Warburton et Soni justifiérent

leurs propos en fournissant des preuves numériques [52].
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V.2.4: Méthodes de Superposition Modale avec Modes Complexes

V.2.4.1: Introduction

Actuellement, la superposition modale peut étre_effectuée selon deux
alternatives: la premiére étant basée sur -le déplacement du mode et la
seconde surll’accélération du mode. |

La méthode d’accélération du mode (MAM) est une procédure qui tient
compte d’une solution pseudo—spatique, prenant en considération la
flexibilité des modes éliminés dans la méthode conventionnelle dite méthode
de déplacement du mode (MDM).

Une des premiéres versions de la MAM f{it suggérée par Maddox [34], alors
que Hansteen et Bell [23], présentérent une comparaison des fonctions de
transfert déterminées par la MAM et la MDM. Cornwell et al. [13]
réalisérent une étude comparative de 1’effet du taux‘d’amortissement et la
fréquence du chargement sur la précision relative des déux méthodes
susmentionnées. Salmonte [41], quant A& lui utilisa la MAM pour ﬁne analyse
spectrale de la réponse. L’analyse de 1’histoire temporelle basée sur cette
méme procédure a été réalisée aussi bien pour les systémes A amortissement
classique [13], que pour les systémes a amortissement non classique [48].
Une autre méthode de superposition modale a été proposée par Borino et
Muscolino [6], sous deux formulations différentes incrémentale et
intégrale, Cette procédure dite: Méthode de correction dyniamique {(DCM), est
obtenue en sommant une réponse pseudo-statique qui est la solution des
équations différentielles d’équilibre, et une corréction dynamique évaluée
par le biais d’un nombre réduit de modgs.

Les trois méthodes susmentionnées (MDM, MAM, DCM) existent sous deux
versions différentes. Une version classique faisant usage des modes normaux

non amortis pour [’analyse dynamique des systémes & amortissement
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proportionnel, et une version généralisée avec prise en compte des modes

amortis complexes, dans le cadre de 1’étude des systémes & amortissement

non proportionnel [6,48].

- Dans ce qui suit la version généralisée de ces trois méthodes est exposée.

V.2.4.2: Méthode de Déplacement du Mode

Les é&quations de mouvement d’un systéme structural a amortissement

visqueux étant:

mX+eckx+kx=prf(t) (v.2.4.2.1)

Notons que pour simplifier le vecteur force est supposé & variation
temporelle unique f(t), commune A toutes ses composantes. |
D’aprés la technique suggérée par Foss [21] pour i’analyse des
systémes & amoftissement non classique, des solutions modales découplées
peuvent €tre obtenues, si les N équations du second ordre (V.2.4.2.1), sont
transformées en 2N équations du premier ordre par introduction du vecteur

3

d’état:

v=[‘J (V.2.4.2.2)

La formulation devient:
cmil x| [-koOo|lx| |p (V.2.4.2.3)
M HEEIHEHEE -

Les valeurs propres et les vecteurs propres correspondants sont déterminés

a partir de la forme homogéne des équations (V.2.4.2.3) soit:

1:[:1][&]-[;‘“:J[;‘::.JH

r=1,2‘ ] .,ZN
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¢ : :
Les solutions (lr,ﬁr) avec $ = [ 1; . ‘sont en général des paires de
. vy

complexes conjugués.
Les conditions d’orthogonalité peuvent alors étre formulées pour deux modes

différents (¢,,¢,), dont les valeurs propres complexes sont respectivement

(A, A,), par:

AT r- -k o] é | _ | (V.2.4.2.4)
oz et [ ) m.] " e e
r . |C @] e | (V.2.4.2.5)
= lz¢.r] [m 0 } 115¢l] A, 8ps o :

Avec r#g et &,,: symbole de Kronecker.

Pour un systéme A amortissement classique les équations (V.2.4.2.1)
ont été réduites A4 N équations modales découplées, _grﬁce a4 une
transformation en coordonnées normales non amorties {voir paragraphe IV.2).
De méme pour un systéme a amortissement classique, ces équations peuvent
toujours étre transformées en 2N équations modales .découplées par simple

usage des coordonnées- modales amorties g, obtenues & partir de la

transformation v = & q

ol
B[ b b L:;J
et "
q
a-
%o
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Le vecteur réponse V peut aussi étre exprimé par la relation :

"’-] (V.2.4.2.6)
Aﬂ“

a=3N
V= [ =®g-= E d,

oll, g, sont les coordonnées généralisées.
En substituant dans (V.2.4.2.3) le vecteur V¥V par son expression

(v.2.4.2.6) et en prémltipliant par [g Ar¢:] r=1,..,2N, nous
aboutissons 4 un ensembie de 2N équations découplées:

a,-2.qg, = —:i & p £(&) r=1,..,2N (v.2.4.2.7)

r

dont les solutions sont:
q {

Le vecteur réponse est alors obtenu par superposition modale:

t .
]f LD £(r) de (V.2.4.2.8)
0

' . I

‘X = E q, ’r ' (v.2.4.2.9)

Dans cette somme, les contributions modales étant additionnées par _paires
de complexes conjugués, la réponse est par conséquent réelie.

L’un des avantages de laA méthode de superposition modale est que souvent un
nombre limité de modes inférieurs sont excités et doivent donc &tre inclus
dans l’analyse. |

Alnsi, si la réponse est recherchée en fonction d’un nombre réduit {m<2N)

de modes inférieurs (basses fréquences), la matrice modale & est
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tronquée aprés m colonnes, de méme que le vecteur de coordonnées

modales @ .

La réponse tronquée est alors :

- = m '
x=) ¢, q, (v.2.4.2.10)
r=1 .

Le vecteur chargement dynamique est obtenu par:

m

F=kx=) q., k¢, (V.2.4.2.11)

r=1

Les expressions (V.2.4.10) et (v.2.4.11) donnent; la réponse formulée_selon_
la technique de superpeosition modale dite: méthode de déplacement du mode
avec modes amortis (MDM).

En dynamique des structures, il est bien connu quelles déplacements
peuvent &tre obtenus avec une bonne précision s'ils sont évalués en ne
tenant compte que de la contribution dynamique d’un nombre réduit de modes
inférieurs. En revanche,'les contraintes résultantes obtenues avec le méme

nombre de modes peuvent étre d’une bien moindre précision.
V.2.4.3: Méthode d’Accélération du Mode

Uﬁe alternative & la méthode conventionnelle décrite ci-dessus existe
comme cela a été indiqué précédemment. Celle ci associe & la réponse modale
obtenue au moyen de la MDM, une réponse modale quasistatique qui ;ient
compte de la flexibilité des modes restants. Ceci étant car, bien que pour
les fréqﬁences élevées 1la contribution des termes - de vitesse et

d’accélération & la réponse nodale soit négligeable, la réponse de ces
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modes supérieurs peut &tre approchée grice a une analyse quasistatique.
Nous exposons dans ce qui suit cette technique telle que présentée par
Traill et Nash (48].
Si la solution en.coordonnéeé généralisées (v.2.4.2.8), est intégrée

par partie avant |’évaluation du vecteur chargement dynamique nous aurons:

t

i ,
g, = (";"] —£(t) + £(0) &*t + f et ! F(r)ar

r 0

Le vecteur déplacement est alors donné par:

x = )"3 (“"’:’) . £(£) +

' ' , : ‘ (v.2.4.3.1)

NEF f
E[ - J‘bz £(0) e** + f e* (¥ £(v) dr)
%

=\ %;

La premiére somme est une approximation tronquée du déplacement du systéﬁe.
les forces extérieures étant supposées appliquées statiquement. En voici Ia
démonstration:

D’aprés 1’équation (V.2.4.2.7), dans le cas statique les coordonnéés

généralisées sont données par:

q; = -9 i‘t) L (V.2.4.3.2)

Il s’en suit que le vecteur déplacement statique x,, peut éfre exprimé

selon deux formulations d’aprés 1’équation (v.2.4.2.1)

X,e = k™ pf(t) | (v.2.4.3.3)

et d’aprés les équations (V.2.4.2.9) et (v.2.4.3.1)
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" 2N r=2N _¢fp¢ £(E)
Xge = E ar ¢r = “E = ar
r=1 =1 r

Ainsi le remplacement, dans (V.2.4.3.1), de la somme tronquée‘ par la

somme compléte (v.2.4.3.3), conduit & 1’expression suivante du vecteur

déplacement:

=1 r

‘ . m r t
x=Kkpf(t) + ¥ [’; "] ¢, | £(0)et + fe"'“"’f(t)dt
[}

Le vecteur force dynamique est alors obtenu en prémultipliant par k.

m pr ot -
£=pf(t) + ¥} ( Ll ] k. {£(0) e** +fe‘r‘¢“"f(c)dr
0

re=l f 4

Ces expressions correspondent 4 la méthode dite: méthode

d’accélération du mode avec modes amortis (MAM), ou alors, méthode de

sommation des forces (MSF) [48].
V.2.4.4: Méthode de. Corréction du Mode

La réponse modale des systémes & amortissement nonAclassique a été
formulée par Borino et Muscolino [6], selon deux techniqué‘s différentes:
intégrale et incrémentale. Ces derniers proposérent aus-si une nouvelle
méthode de superposition modale dite: méthode de correction dynamique
(DCM). La forme intégrale de cette méthode est exposée dans ce paragraphe.
Les équatiqns de mouvement d’un systéme étant toujours données par :

mE+ckx+kx=p(t) _ (v.2.4.3.1)

Si x est exprimé en coordonnées modales par :
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N
x = ®g(t) = ;:cj, g;(t) | (V.2.4.3.2)
=1

La transformation en coordonnées modales non amorties fournit:

&+ Ad + Q¢ = ®F p(¢)

Aveé:
®: matrice modale orthonoramb.lisée .
2: matrice diagonale dont les éléments sont les fréquences circulaires

naturel les W,

A: matrice d’amortissement modale généralisée

L’amortissement du systéme étant non classique, la matrice A n’est

pas diagonale.

Pour 1’évaluation de la réponse modale, un vecteur d’état de dimension 2N

est donc utilisé. Les équations modales sous forme réduite peuvent

s’exprimer par:

y=Dy+ Ng(t) o (V.2.4.3.3)

ol y est le vecteur d’état de 2N variables modales
q o I’ o] |
= D= W= £)= &Y
y {d] [—n= —A]_ [1‘ g(t)= &% p(¢)

I: matrice identité NxN

L’expx_'ession de la réponse .sous forme intégrale est la suivante:

y(t) =y,(t) + y,(¢t) o (V.2.4.3.4)

yp(t) :est la solution particuliére de 1’équation (V.2.4.3.3}
. ¥o(t) :est le vecteur déplacement correctif représentant

1’effet des conditions initiales.
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y,(t) = B(t) 1 ] {v.2.4.3.5)

I: est un vecteur constant dépendant des conditions initiales &\t:tﬁ.
E(t): matrice représentant la splution homogéne de 1’équation (V.2.4.3.3)
Les kéme et (k+1)éme colonnes de la matrice E(t) sont données
par:

Ex(t) = e, ,(t) ¢, - e ,(t) 2,

By (€)= €, (£) Wy + & (£) Xy

P, et X, sont respectivement les parfies réelles et imaginaires du kéme

vecteur propre de la matrice D.

e, (t) = exp(P,t) sin y, t
e, ((t) = exp(P,t) cos y,t

ol Bk et ¥y, sont respectivement les parties réelles et imaginaires de la
kéme valeur propre associée au kéme vecteur propre.

Le vecteur 1 est estimé au moyen des équations (V.2.4.3.4) et (Vv.2.4.3.5)

a 1’instant t=t,.

1=E(t) [ 7(t)-¥,(t,) ] (V.2.4.3.6)

En substituant 1’équation (V.2.4.3.6) dans (v.2.4.3.6), la réponse

totale devient :

y(£) =8(t-t)) [ ¥(L,)-y,(t,) 1 + y,(t) (v.2.4.3.7)

ou y(t,): représente le vecteur déplacement dépendant des conditions
initiales.
8(t-t,) = EB(t) E(t,)?

@: est une matrice d’ordre 2Nx2N.
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L’équation (V.2.4.3.7) donne l’expression de la répoﬁse.modale, lorsque la

solution particuliére y;(t) est connue.

‘La réponse modale est alors obtenue gréce & 1’équation (V.2.4.3.2).

Si la réponse est tronquée aprads m modes, Son expression approximée x*

sera donnée par:

x*(t) = ® g(t)

@ : matrice modale trongquée aprés m colonnes.

Ei(t): vecteur modal tronqué.

Sachant que les signes"-"et "a"signifient respectivement modes tronqués et

solution approximative,

Le vecteur d’état des variables modales aura la forme:

- va(t) = PF(L) . (V.2.4.3.8)
a\{ec H
70 5]
P-= -
= o o
v'.‘(t) =[x'(t)
x*(t)

Ainsi ¥(t) est le vecteur d’'état modal estimé & partir de 1’'équation
(v.2.4.3.7), lorsque un nombre trongqué de modes est pris en compte.

En substituant ¥(t) dans 1’équation (V.2.4.3.8), nous obtenons:

ve(t) = PO(t-t) [ F(t,) - F(t)1+ Py, ()  (V.2.4.3.9)
Le dernier terme de cette expression (vV.2.4.3.8) est la solution

particuliéregnodale approximative.

Une solution plus exacte sera obtenue en substituant ce dernier terme par
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le vecteur d’état représentant la solution particuliére exacte.

v (t) = [ x;(t) 35 (£)]

x@(t) et i%(t) sont respectivement les solutions particuliéres de

1’équation (V.2.4.3.1) et sa différentiation par rapport au temps.

La nouvelle formuiation de la réponse modale approximative w@{t) est:

vei(t)= v, (L) + 7o (t-t,) [ ¥(ty) - ¥,(t,) ] (v.2.4.3.10)

Le principe de correction dynamique est mis en évidence grice a
1’équation (Vv.2.4.3.10). Ce principe stipule que la réponse modale
‘dynamique & !’instant t est la somme d’une réponse pseudostatique v}(t)d
qui dépend du chargement dynamique & l’instant t et d’une correction
dynamique wj5(t) , qui tient compte de la solution dynamique causée par le
chargement entre les instants t=t, et t, est imée en utilisant un nombre

réduit de modes.

ve(t) = v () + vE(t) (V.2.4.3.11)

En appliquant cette procédure dite: méthode de correction dynamique,vj(t)

est approchée en utilisant un nombre réduit de modes alors que vb(t) est

estimée directement au moyen de 1’équation (V.2.4.3.1).
Dés lors que l’effort de calcul investi dans la technique proposée,
est du méme ordre que celui investi dans les autres méthodes (MAM et MDM} ,

et que de surcroit sa précision est meilleure, la DCM est vivement

recommandée pour les calculs pratiques [6].
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Ch apitre VI

ANALYSE NON DETERMINISTE DES
5Y5T£M£,5 MDOF & AMOR T155£MENT
NON CLASSIQUE |

VI.1: INTRODUCTION

Jusque la, nous nous sommes penchés sur 1’analyse des systémes linéaires
soumis a des excitations, dont I’évolution temporelle était supposée
parfaitemént connue, dites excitations déterministes. Celles ci pouvant étre
des fonctions périodiques ou apériodiques, s’exprimént analytiquement ou bien-
représentées A partir d’un ensemble de données. Cependant, dans tous les cas,
ces fonctions sont établies d’une maniére unique. |
Dés lors que l’excitatibn est déterministe, la.réponse,l’est aussi.

Toutefois, physiquement, 1es forces excitatrices nersont pas toujours
connues, elles sont au mieux prédictibles, ces prédictions étant basées sur
des données expérimentales.

Evidemment,'uné excitation estimée n’est pas déte;ministe. En fait, il n'y a
aucun moyen garantissant la réalisétion d'une telle excitation. Il est aussi
évident que dans ces Cifconstances. 1’incertitude de 1’excitation se
répercutant sur la réponse, celle ci ne peut E&tre. mieux évaluég que

1’excitation n’est prédite.

L'existence de cette classe de problémés (structures sujettes & des
excitations non déterministes), dont 1’analyse dynamique ne peut &tre formulée

sous sa forme déterministe traditionnelle, par suite de la connaissance
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imparfaite des forces excitatrices, a nécessiteé 1’apparition d’une nouvelle
discipline, alliant d'une part la théorie des processus et champs aléatoires
et d’autre part la dynamique des structures, & laquelle fut attribué 1e nom
"vibrations aléatoires".

En effet, grace & cette théorie, la caractérisation des excitations
aléatoires (non déterministes ou stochastiques), ‘ainsj, que des réponses
correspondantes, est faite au travers de leurs propriétés statistiques.
Cette classe de problémes, concerne notammeht

- Les batiments soumis a 1’action du vent.
- Les plates—formes.offshore sous |’action de ia houle.
- Les constructions sujettes 2 des excitations sismiques.

De ce fait, les chargements dynamiques aléatoires agissant sur les
systémes structuraux, peuvent provenir d’une panoplie de mécanismes source
incluant, le vent, la houle, etc...

Toutefois, aux yeux de l;ingénieﬁr en structures, le type d’'input dynamique
d’importance primordiale, est sans nul doute celui induit par les séismes.

Pour les raisons qui viennent d’étre évoquées, le présent chapitre a été
consacré a la prédiction des caractéristiques statistiques de la réponse.
dynamique d’un systéme soumis a.unelexcitation aléatoire, dont les propriétés
statistiques sont supposées connues. Ce systéme, étant en outre caractérisé
pPar un amortissemént non classique,

Quoique le bﬁt principal du présent chapitre, soit la présentation des
procédures d’analyse non déterministe des systeémes dynamiques a amortissement.
‘non classique, certains aspects inhérents au caractére aléatoire de
1’excitation sismique et & 1’estimation des caractéristiques statistiques de

la réponse sont passés en revue.

Ainsi, le second paragraphe est consacré a une étude succincte de l’action
sismique et de sa spécificité et celle des mécanismes généraux qu’elle met

en jeu.
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De plus, la théorie des vibrations aléatoires étant la base d'une analyse
probabiliste en dynamique des structures, les notions fondamentales relatives_'

4 la caractérisation des processus aléatoires sont évoquées au paragraphe

suivant.
VI.2: GENERALITES SUR LES SEISMES
VI.2.1: Importance de I’Action Sismique

L’importance du probléme sismique, résulte en grande partie, des
conséquences catastrophiques que peut avoir un séisme violent sur une région

& dense population.

Ainsi, [|’établissement d’un projet de construction parasismique
rationnel, exige de la part de 1’ingénieur ]’acquisition préalable'd’un
minimum de connaissances concernant, les caractéristiques spécifiquesrde
1’action sismique, les mécanismes généraux suivants lesquels, cette derniére
produit ses effets, et ceux par lesquels les structures peuvent s’en défendre
notamment en ce qui concerne les transferts, les échanges et les dissipations
d’énergies. | |

L’étude détaillée des séismes et des mécanismes sismiques est évidemment
du ressort de la sismologie, de ce fait 1’'ingénieur en génie-sismique doit
appréhender le probléme sismique d’un point de wvue différent de celui du

séismologue.
En effet, les séismologues focalisent leur attention principalement sur ies
effets globaux ou de grande étendue des séismes et ne sont concernés par
conséquent, que par les mouvements de trés faibles amplitudes qui ne
provoquent pas de réponses significatives.

A contrario, les ingénieurs doivent s’'intéresser essentiellement aux

effets locaux des séismes importants provogquant des mouvements forts du sol
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et induisant en conséquence des endommagements structuraux.
VI.2.2: Causes et Genése des Séismes

En terme scientifique, on désigne le tremblement de. terre par secousse
tellurique ou, le plus souvent par "séfsme", qui est un mot d’origine grecque
"seismos" signifjant mouvement ,

Les séismes dans leur quasi-totalité sont diis & des causes tectoniques.

En effet, la confrontation des plaques continentales et océaniques, se fait
[’une par rapport A 1’autre par glissement, par compression, par écartement
ou par plongement.
Cgs divers mouvements, provoguent aux frontiéres des plaques plissements,
frécturations et fissurations, donnant naissance & divers types de failles
géologiques, qui sous |’effet de fortes contraintes se bloquent jusqu’au seuil
de rupturg, et c’est le séisme,

L’une des failles les plus actives et les plus étudiées du monde est ‘la
fameuse faille de San Andrea située le long de la cdte Californienne. |
S’agissant de 1’Afrique du nord en général et de 1’Atlas Tellien en
particulier, 1’intensité des déformations tectoniques, liée & l'activité
sismique, dépend étroitement des mouvements de convergence de .la plaque
Afrique par rappoft a4 la plaque Eurasie. Ce taux de convergence, éyant &té
estimé & un centimétre par an. A titre d’exemple, le séisme d’E]l Asnam du 10
Octobre 1980 a généré une faille d’environ 40 km de long. |

L’hypocentre ou foyer est le nom attribué a l’endroit ou se produit lg
séisme. Tandis que l’épicentre est la zone de la surface terrestre la plus

proche du foyer.
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VI.2.3: Propagation des Ondes Sismigues

Le séisme qui est le résultat de la libérafion soudaine d’une quantité
d’énergie & partir de 1’intérieur de la croiite terrestre, se manifeste par un
jeu de failles et par une vibration violente du sol due & la propagation
d’ondes élastiques dans toutes les directions & partir du foyer;

La séismologie classique, consiste en 1'étude de la propagation de ces
ondes élastiques a travers le s0l, grdce & l'analvse des' enregistrements
sismiqueé. Cefté analyse réveéle 1’existence de plusigurs types d’ondés qui
arrivent successivement 3 la station d’observation.

a: Ondes Primaires ou Longitudinales P

Arrivant, comme leur nom l’indique, en premier lieu et sont de type
longitudinal du fait qu?eiles correspondent a4 des mouvements en compression
et dilafation alternés de méme direction que celle de la propagation d’onde.
Ces ondes se propagent avec une vitesse de 7 & 8 km/s et s’accompagnent d’un
changement de volume. Elles sont mieux marquées sur 1’enregistrement vertical.

b: Les Ondes Secondaires ou Transversales S

Ces ondes arrivent en deuxiéme position, a&ec une vitesse de 4 & 5 km/s
et s'accompagnent d’une distorsion dans le plan pérpendiculaire ala direction
de propagation, provoquant un cisaillement sans changement de.volume . Elles
se remarquent mieux sur les enregistremenfs horizontaux, ce sont les plus
destructives.

c: Les Ondes Longues ou de Surface

Ces ondes sont les dernidres arrivées et peuvent €tre aussi bien de type
longitudinal que transversal. Ces ondes se générent et circulent en surface,

contrairement aux deux premiers types appelées aussi ondes de volume.

93



En effet, les ondes de volume en se propageant vers la surface du sol.
reﬁcontrent des hétérogénéités, des surfaces de discontinuités ou Ia surface
libre. En heurtant ces surfaces, ces ondes sont partielliement réfléchies et
réfractées et donnent naissance & des ondes de surface.

Oﬁ distingue principalement:

* Les ondes R ou Ondes de Rayleigh
Ce sont des ondes pour lesquelles, les points du sol décrivent des ellipses
dans le plén vertical de propagation. Ce mouvement est semblable au mouvement
de la houle et entraine aussi bien'des compressions (ou tractions) que des
cisailleménts dans le sol.

* Les ondes Q ou ondes de Love

.Ce sont des ondes pour lesquelles, les points du sol se déplacent dans
un plan taﬁgent a la surface; perpendiculairement & la 'direction de

propagation, elles engendrent des contraintes de cisaillement.

- Distance épicentra]e
| L’analyse des enregistrements d’un séisme par plusieurs stations, montre
que la distance entre 1’épicentre :et chague station dite " distance
épicentrale " par rapport 4 la station, est fonction de la différence de temps

d’arrivée des ondes P et S & la station.
VI.2.4: Enregistrement des Mouvements du Sol

L’étude du mouvement vibratoire engendré par un séisme comporte deux

vélets:

- Le premier concerne la recherche fondamentale touchant a la
séismologie, dont .le bhut est de rattacher la‘vibration & sa répartition
spatiale (foyer, magnitude et propagation d’ondes dans la croiite terrestre};

Cette science fait usage du sismographe
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-Le deuxiéme volet. reléve de 1’étude de 1’accélération des mouvements
forts. qui constitue 1’une des bases de 1’approche relativela [*évaluation du
risque sismique et également un paramétre primordial du génie sismique dans
le cadre de 1’évaluation de la sécurité des' constructions (batiments,
bérrages, centrales nucléaires...), ce volet nécessite le recours & un |
appareil sensible aux mouvements forts, [’accélérographe.

a: Le sismographe

L’enregistfement des différentes ondes sismiques,'est assuré par un
instrument frés sensible aux mouvements du sol appelé sismométre. Les
sismogrammes (graphidues obtenus par enregistirement}, permettent la
défermination de la maghitude, de 1’épicentre, de la profondeur focale et du
mécanisme au foyer. '

b: L’accélérographe

Dans les études en génie parasismique, il est capital de bien éonnaitre
les caractéristiques générales des mouvements auxquels pourront étre soumises
les constructions. Ceci, nécessite 1’enregistrement des mouvements sismiques
4 proximité des épicentres associés aux séismes importants.

Pour ce faire, des instruments pouvant mesurer les mouvements‘forts du
scl ont été congus et développés connus sous le nom d’accélérographes. Ces
derniers permettent 1’enregistrement des séismes.violents trés proches.
Contrairement au sismométre, qui lui est en permanence a lfécoute dertous les
mouvements de la terre, [’accélérométre ne se déclenche que si le mouvement
du sol dépasée'le seuil de réglage (1% dg la gravité pér éxemple). La version
la plus répandue est connue sous le nom d’accélérographe "strong motion"
{(mouvement fort),

Les appareils sont tous équipés de deux accélérométres horizontaux

(nord-sud et est-ouest) et un accélérométre vertical.



Les enregistrements obtenus ou éccé]érogrammes sont utilisés afin de
déterminer (le pic maximum d’accélération, la durée du mouvement pour un seuil
de déclenchement donné,-et le contenu fréquentiel du mouvement ou spectre de
réponse).

Un réseau d’accélérographes, comprend aussi bien des instruments en
champs libre (sol) que placés dans des structures importantes tels que
{batiments, barrages, ponts...).

Signalons, que le réseau algérien d’accélérographes est actuellement géré et.
entretenu par le Centre National de Recherche Appliquée en Génie Parasfsmique
(C.G.8), alors que le réseau sismologique est géré et entretenu p&r le Centre

de Recherche en Astrophysique, Astronomie et Géologie (C.R.A.A.G).
VI.2.5: Mesure des Caractéristiques des Mouvements du Sol

L’aspect primordial que revétent les séismes, aux yeux d’un ingénieur
en génie sismique, ce sont les effets qu’ils peuvent avoir sur les structures.
Entre autres, les contraintes, des défﬁrmationé, ainsi. que le degré
d’endommagement qu’ils peuvent causer. De ce fait, la mesure la plus
importante du point de vue sismologique est lé quantité. d’énergie de
déformations dégagée & la source désignée par la magnitude. Cependant, la
magnituﬁe d'un séisme ne suffit pas pour indiquer si un dommage strﬁctural
peut avoir lieu, étant donné que la distance séparant Jla structure de la
source a une importance considérable sur 1’amplitude de sa réponse. D’ol
1’intérét de ce que 1’on désigne par'l’infensité sismique. Vu 1’ importance de
ces caractéristiques par rapport A une excitation sismique, ces derniéres sont

briévement définies dans ce paragraphe.
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a: Intensité macrosismique

Les effets d’un séisme en un lieu donné (effets mécaniques,
psychologiques), peuvent &€tre évalués d’une maniére gualitative, selon une
échelle d’ intensité macrosismique (basée sur 1'observation directe sans 1’aide
d’appareils) dont lesldegrés correspondent a4 des effets cfoissants. définis
& 1’aide de descriptions coﬁventionnelles.

Il existe plusieurs échelles d’intensité, dans lesquelles un numéro est
assigné & chaque groupe caractéristique d’effets., Ces effets sont le plus
souvent noté de I & XII. Les plus récentes sont {’échelle Internationale
Mercalli Modifiée et la version mise au point en 1964 par Medvedev, Sponheuer
et Karnik, dite échelle MSK,

Ces estimations, bien gue subjecfives'sont toutefois tres utiles pour
1’évaluation de |[’importance d’un tremblement de terre en |’absence
d’enregistrements.

b: Magnitude

Afin de classer les séismes en fonction de Ileurs énergies globales
libérées au foyer, Richter (1935) a défini une nouvelle échelle de 9 degrés
conventionnels en introduisant la notion de magnitude.

Par définition, la magnitude est le logarithme (base 10) de 1’amplitude
maximale, mesurée en micrométres (107%m), par un séismographe de type Wood-
Anderson, corrigée & une distance de 100 Km.

Cette magnitude M a été reliée empiriquement a la quantité d’énergie
dégagée E par la formule:

LogE = 11,8 + 1,5M | (Vi.2.5.1)

La magnitude est par conséquent, une caractéristique intrinséque de la

secousse tellurique. En effet, a chaque séisme correspond une magnitude, -
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contrairement & 1’intensité macrosismique, qui elle est fonction de I’énergie

au foyer et de la distance par rapport a 1'épicentre.
VI.3: PROCESSUS ALEATOIRES: NOTIONS DE BASE
VI.3.1: Caractérisation d’une Variable Aléatoire Continue

Pour ié plupart des phénoménes physiques intéressant 1'ingénieur. le
résultat d’une expé;ience aléatoire consisté'en une valeur numérique. Par
conséquent, un phénoméne aléatoire peut étre représenté par un nombre
aléatoife_xu dont la valeur dépend du résultat de [|’essai.

X est une fonction définie sur 1’ensemble Q des résultats possibles. du
phénoméne. x=x(r) refl, la variable x est appelée variable aléatoire.
Une variable aléatoire continue est décrite par sa fonction de djstribution

cumulative F,(X), qui représente la probabilité que les valeurs de la

variable aléatoire (abréviation: VA) soient inférieures ou égales & x.

Fe(x) = P[ Xs<x1 (VI.3.1.1)

La fonction de distribution cumulative (FDC) est par définition
monotone, non décroissante et satisfait les relations suivantes:

Fp(-®) =0 Fy(+w) =1 (VI.3.1.2)

Alternativement, une VA continue, peut €tre décrite par sa fonction de

" densité de probabilité (FDP).

P (x) = Hxlx) VL33

dx

La fonction FDC étant non décroissante, il s’en suit que la FDP est non

négative et vérifie la relation suivante
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(vi.3.1.4)

n
Y

TP"(X) dx

La FDC est exprimée par:

H

Fylx) = Pl xsx 1 = [Py dy (VI.3.1.5)

VI.3.2: Distribution Conjointe de Plusieurs Variables Aléatoires

Continues

Le comporiement conjoint de deux VA -x, et X, est décrit par la fonction

de distribution cumulative conjointe .E&"&()q,)%) qui représente la

probabilité suivante :

X X
Frox = PLsK) asx) ] = [ [P (7, v,) dyydy, (VI.3:2.1)
La densité de probabilité conjointe s’en déduit par:
o0’ F, - ‘ :
=k (V1.3.2.2)

Py, x, (X0, X%;) = ax,, 0%,
’ 2

La fonction de distribution cumulative marginale d’une seule variable,

s’obtient en remplacant la limite supérieure d’intégration sur 1’autre

variable par 1’infini, par exemple:

e
Fr(x) = Pltsx] = [dy, [Py o vy dy, (VI.3.2.3)

+-

Py (x,) = [Pr 5 (20 2,) ax, (VI.3.2.4)

,x, (X1, X,) contient plus

Il est évident que la densité conjointe 531
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d’informations que les densités marginales (Iyﬁ(xi),fai(xk)) , puisque ces

dernieres s’en déduisent par intégration partiellie,

Le concept se généralise & plus de deux VA:

F oty kg Kur XKpn v o Xp) = P UK <x) n(X,3x,) L o A(X,sx,) ] (VI.3.2.5)
- 3 ‘
Px‘.l.'xa""xn = WF&’XZH_’XH(XJ_,Xz,..XD) (VI.3.2.6)

Si les VA sont mutuel lement indépendantes :

F

KK Xy (Kii Xgs 2 0 Xp) = Fy (%) 0F, (X)) .. oFy (x,) (V1.3.2.7)

VI.3.3: Espérance Mathématique

L ’espérance mathémat ique ou moyvenne d’ensemble d'une VA est définie par:

+

ELX] = [ x Pe(xydx | (V1.3.3.1)

Pour autant que cette intégrale existe, si v=f(x) est une
fonction de la VA X, son espérance mathématique peut &€tre calculée sans

détermination préalable de sa densité de probabilité:
+ - + 08
EY] = [¥ Py(yray = [£00 py(x) dx (VI.3.3.2)
VI.3.4: Moments
Les moments d’une ou plusieurs VA sont définis comme les espérances
mathématiques des différentes puissances de ces VA.

Pour une seule variable, le moment (initial) d’ordre n est défini par:

E[x™ ' (V1.3.4.1)
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Pour deux variables. le moment conjoint d’ordre (m+n) des variables X et Y

est:

E[Xx™yn] (VI.3.4.2)
Si 1’on pose, m, = E[X]:
Le n-iéme moment central de la VA X est défini .par:

E[(X-m)®] (VI.3.4.3)

De méme, le {(min)-iéme moment central conjoint de deux variables X et Y est
défini par:

E[(X-m)™(¥Y-m)")  (V1.3.4.4)

Les moments centraux d’ordre 2 portent respectivement les noms de :
variance {cas d’une seule VA).

El(x-m)?] = E[X?)- m} = o2 (VI.3.4.6)

et de covariance (cas de deux VA).

E[ (x-m2) (y-m,)] = BIXY] ~ my m, = 0k {V1.3.4.6)

Dont la valeur normalisée porte le nom de coefficient de corrélation:

. N ,
= (V1.3.4.7)

Pour des variables aléatoires réelles. les coefficients de corrélation
vérifient: -1<p <1

Deux variables sont linéairement indépendantes ou non corrélées si leur

variance est nulle.
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Vi.3.5: Théoréme'. de la Limite Centrale

Ce théoreéme établit que sous certaines conditions, la distribution d’une
somme de variables aléatoires indépendantes est, & la limite. Gaussienne.
Soient x; des VA indépendantes,. identiquement distribuées., alors la

N - _
distribution de la variable aléatoire définie par Y, = Z X, approche lorsque
=] -

N tend vers 1’infini, une distribution dont la densité est la suivante:

_m)2]

20,,

P, (y) = -1 exp

\/21roy

(V1.3.5.1)

(my, oy) représentant respectivement /a movenne et I’_écartr‘type de la VA Y

- 2
= \/ay) .
'La VA Y suit donc la distribution d’une loi normale de paramétres

(m,, @2) . On note: Y~N{m,, o)

VI.3.6: Processus Aléatoires

En considérant une expérienceraléatoire, dont les résultats ne sont plus
comme pour les VA aléatoires, des nombres, mais des fonctions d’une ou
plusieurs pararﬁétres, 6n définit des processus aldatoires.

" En effet, un processus aléatoire est une famille paramétréé de VA. Dans
ie cas de plusieu'rs paramétres, on parle de champs a]éatbire. |

Pour une valeur particuliére du paramdétre, la valeur du processus
aléatoire constitue une VA et dépend du résultat du phénoméne aléétoire

considéré; pour un résultat spécifique du phénoméne (réalisation ou
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échantillon), c’est une fonction du paramétre.

Prenons |’exempie des enregistrements sismigues en un lieu donné (accélération
du sol), dans ce cas le processus aléatoire est !’ensemble complet des
échantillons (enregistrements sismiques reflétant 1’histoire du séisme dansl
lg lieu considéré). Dans cet exémple e paramétre est le temps, on obtient
ainsi, une famille de fonctions du'tempsf

Si on fixe le temps, on obtient une VA. On définit ainsi n VA

X =X(t)) , X,=X(t;,), .., X,=X(t,) .

VI.3.6.1: Caractérisation d’un Processus Aléatoire

a: Densité de probabilité:

Un processﬁé aléatoire peut &tre spécifié par ses densités de
probabilité d’ordres croissants suivantes:

La premiére densité: _

Py(x, £) =P (x(£) )

fournit la densité de probabilité de la VA x(t) pour chaque valeur fixée de
t, elle ne refléte cependant pas la dépendance mutuelle des ordopnées de la
fonction aléatoire. Celle ci est décrite moyennant les densités d’ordre
supérieurs.

Px(xl, tl,'xz; tz) = Px(X( tl) :X( tz) )

Pu(Xy, tys . 1 X, ty)

La caractérisation compléte, dans le sens probabiliste, du processus

stochastique est faite grace A sa fonction de densité de probabilité conjointe
P(X,,C;%,,6;..; X, t,).
Toutefois, pour une grande classe de problémes, il suffit d’établir les deux

premi¢res fonctions Py(x(t)) Vt et Py (x(t)),x(t;)) V(t,, t,).
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b: Moments

Un processus aléatoire peut étre spécifié alternativement par ses

moments, comme suit:

L]

E[(x(£)] = [ x Pelx, ) dx

. e (V1.3.6.1.1}
ELx(e) X(e)] = [ [ x 2 Py(x, b15%, &) dx, dx, \

Les premiers moments sont d’une importance pratique considérable et ont
recu des notations particuliéres :

La moyenne:

m(t) = E[x(t)] (VI.3.6.1.2)
La fonction d’autocorrélation:

Rex(t, t;) = ELX(t,)eX(t,)]

+00 400
: ' (VI.3.6.1.3)
. =f fxl Xz PX(X]_' tl;ng tz) dxlcbfz . .

La fonction d’autocovariance est définie par:

T (s &) =EL(X(E,) -my ) (X(£,) -m,) )

e (VI.3.6.1.4)
= [ [ (x(e) —my) (x(8;) ~my,) Pelxy, 8103, 8,) diydx, ,

avec m, =m,(t,) m, =m, (t,)

Comme pour les VA, des coefficients de corrélation peuvent étre définis

par:

Pxx( £y, tz)

.3.6.1.5
AR (VI.3.6.1.5)

Pux(tys b)) =
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avec (0,(t,),0,(t,)) définissant respectivement les écarts types des VA

x(t;} et x(t,).

Coy(ty) =\/E[(X(t1)—mx1)2] ax(t2i=‘/E[(X(t2)fmxz)2] - (VI.3.6.1.6)

En considérant deux processus différents. on définit
La fonction de inter-corrélation:

Ry (ty t;) = EIX(£) Y(L,)] ©(VI.3.6.1.7)

La fonction de inter-covariance:

Tar(ty, ) = ELX(E) -me) (Y(£)-my)]  (v1.3.6.1.8)

avec: My =my(t,) my=m,(t,)

Les coefficients de corrélation:

Ty (ty, L5)
0 ()0 (5,)

Pxy(ty, ty) = (VI.3.6.1.9)

VI.3.6.2: Processus Stationnaires

Un processus est statiomnaire, si toutes ses distributions sont
invariantes vis a vis d’une translation dans le temps.
Ceci implique que:

Py(X, t} =P, (x, t+a)

Py(x;, £33, £,) =Pe(x,, t,+a; x,, t,+a)
. (V1.3.6.2.1)

Pulogy, by, by« o i X, by =Pplxy, tyvas x,, ty+a; . . i X, t,+a)
La densité de probabilité du ler ordre est indépendante du temps. les

. densités d’ordres supérieurs, ne sont fonction que de la différence entre les

instants considérés, sans égard pour 1’origine des temps .
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Pour €tre strictement stationnaire, un processus ne doit
avoir ni début ni fin.

Il s’en suit que:

+on

ELX(£)) =[ x Pr(x) dx=m, = Cte (VI.3.6.2.2)

E[X(t)] est donc indépendante du temps, pour un processus stationnaire.

~La moyenne de la valeur carrée est aussi indépendante du temps:

+i

ELX*(£)1=[ x?Py(x) dx = Sy . (VI.3.6.2.3)

De méme pour un tel processus, la variance est indépendante du temps,

en effet:

+ o0

ELX(8)-m)?) = [ (x-m)? Py(x)dx = of  (VI.3.6.2.4)

Les fonctions d’autocorrélation R,(t) et d’autocovariance Px(t) sont

aussi indépendantes du temps et ne dépendent que de la différence <t entre‘les
instants considérés, en effet:

E{X(t) X(t;) 1 =E[X{ ;1 X(t;+7) ] =Rye (t,, t,) =Rpp (T) =Ry {7) (V1.3.6.2.5)
E[X(t) -my) (X{t,) -mg) = Cprlxy, t:X%,, ;) = Dyp(t) = Typ(t) (VI.3.6.2.6)

a: Propriétés des fonctions Ry(t) et Iy ()

La fonction d'autocorrélation a les propriétés suivantes:

R(0)=E[X%] =5,
Ry (-1) =R, (1) (V1.3.6.2.7)
|Rg(t) |$Rg(0) =8, |
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Les propriétés de la fonction d’autocovariance sont les suivantes:
Fy(-7) =Ly (7)
Ty (t) =Ry(t) ~mj (V1.3.6.2.8)

Ty () |<T4(0) =05

Il s’en suit que Ja fonction d'aulocorrélation d'un  processus
statiomnaire R,(t) est réelle, paire et atteint son maximum & 1’origine

(v=0). La fonction d’autocovariance posséde les mémes propriétés,

b: Moyenne Temporelle, Théoréme d’ergodicité

Considérons un processus stationnaire x(t) , sa moyenne temporelle est

définie par:

T
=L =< VI.3.6.2.9
s= == LX(t)dt <x(£)>, ( )

Un processus est dit ergodique dans la movenne si:
E{Xx(t)] = 1lim <x(t)>, (V1.3.6.2.10)
_ oo .3.6.2.
Un processus est.dit ergodique dans la corrélation si:

Ry(t) = lim <X(t)X(t+t) >, (VI.37.6.2 11}
Too ' .

La propriété d’ergodicité permet donc de remplacer la moyenne d’ensemble
par les moyennes temporeiles sur une réalisation (échantillon) unigue du
processus. Pratiquement, chaque réalisation est complétement représentative

de 1’ensemble des échantillons constituant -le processus aléatoire.
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VI.3.6.3: Décomposition Spectrale d’un Processus Aléatoire

a: Transformée de Fourier

Soit une fonction réelle h(t), sa transformée de Fourier est définie

par:

4+

H(w) == fh(-t) e 1%t dr  —wl@<+o (VI.3.6.3.1)
2w J

H(w) constitue une décomposition harmonique de la fonction considérée.
L’éxistence de (vI.3.6.3.1) est garantie si h(t} est absolument

intégrable, c-a-d si 1’intégrale suivante correspond & une valeur finie:

[late | dE < o (V1.3.6.3.2)

Ceci constitue cependant, une condition trop restrictive et il faut
signaler que cette notion peut &tre étendue A des fonctions ne satisfaisant

pas la condition (Vi.3.6.3.2).

La transformée inverse est définie par :

h(t) =.fH(m)‘ ei®t de (VI.3.6.3.3)

hi{t) et H(w) constituent une paire de transformées de Fourier, pour .

exprimer ceci la notation suivante est utilisée:

h{t) ~H{w) _ (VI.3.6.3.4)

La notion de transformée de Fourier sera uti}isée; afin de définir la

décomposition spectrale d’un processus stochastique stationnaire X(t).
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b: La fonction de densité_spectralé

Intuitivement, il n’est pas possible de considérer la transformée de
Fourier d’un processus stochastique stationnaire x(t), car un échantillon
d’un tel processus ne s’annule pas & ['infini, il ne vérifie donc pas la

condition d’absolue intégrabilité. Pour cela, la notion de densité spectraleS, (@)

a été introduite, qui est définie par la transformée de Fourier de la fonction

d’autocorrélation R,(%):

Sy(w) = ——235 f R,{(t) e % dt (VI.3.6.3.5)

Cette relation s’inverse sous la forme :

Re(v) =[ S,(w)eiot dr (VI.3.6.3.6)

Les relations (VI.3.6.3.5) et (VI.3.6.3.6) sont connues sous le nom de
" Théoréme de Wiener-Khintchine'.
(Rx(“c) +Sx{t)) constituent donc une paire de transformées de Fourier :

Pour t=0, nous obtenons :

o

Re(0) =E[X?) = [ 54(0) do (V1.3.6.3.7)

En raison de ce qui vient d’étre présenté, la fonction de densité

spectrale est une mesure de la distribu’f ion dans le domaine fréquentiel, de
la moyenne de ia valeur carrée E[x?].

La densité spectrale donne aussi une indication sur lé décomposition spectrale
du signal X(£), |

En'effet, eﬁ‘considérant la transformée de Fourier tronquée d’un Processus
stationnaire x(t): |
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T/2

Xlw, T) = fX(t>e-i°’° dt (VI.3.6.3.8)
(27) -T/2 '
11 a étéldémontré que:
lim 2% EflX(0, D] = 8. (w)
T et x (V1.3.6.3.9)
T-o0

avec:

X(w,T) = X(t)

Cette équation définit S,(w) comme la limite d’une fonction non négative,

par conséquent Sy;{w) 20

L’analyse de Fourier portera donc sur la fonction d’autocorrélation du
processus stationnaire X{t) et non pas sur un échantillon de ce processus.

Pour un signal réel, la fonction d’autocorrélation Ry(t) étant réelle et
paire il en est de méme pour la fonction de densité spectiale Se{w).

c: Quelques exemples de processus

* Processus White Noise (bruit blanc)

UIn white noise est défini par' une fonction de densité spectrale

constante:

Sex(®) = 8,  -—olwl+oe (VI.3.6.3.10)

Sa fonction d’autocorrélation est définie par la fonction de Dirac:

Ryp(t) = 2m5,0 (1) (Vv1.3.6.3.11)

¥ Processus Wide-Band (bande large}
Un processus Wide-Band est caractérisé par une fonction de densité

spectrale recevant la contribution d’une large frange de fréquences.
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* Processus Narrow-Band (bande étroite)

Un tel processus, est & contrario spécilid¢ par une fonct inn de densité
spectrale ne recevant que la contr_ibution d’une Trange limitée de fréquences.

d: Fonctions d’autocorrélation et densité spectrale

des processus stochastiques dérivés

Soit un processus stochastique stationnaire x(t):

Sa dérivée premiére est définie par X(t) =_d);(tt)
. 2
Sa dérivée seconde est définie par X(t) =____.d j{;(zt)

Les fonctions d’autocorrélation des processus dérivés sont données par:

Rig(®) = Ry(t) =L [R (%) ] (VI.3.6.3.12)
drt?
- .
Rgp(t) = Rp(v) ==L [R (1)1 (VI.3.6.3.13)
_ drt

Les fonctions de densité spectrale des processus dérivés sont alors

données par:

It

Sp(®) = @S, (w) (VI.3.6.3.14)

WS,y (w) (VI.3.6.3.15)

Sx((d)

e: La fonction de densité spectrale unilatérale

La fonction de densité spectrale unilatérale G,(f) est définie par:

+o0

fo(f)df=E[x2]' : (V1.3.6.3.16)
J .

avec F=-92. fréquence (HZ)
27
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La relation entre Sy(w) et G,(f) est :

G (f) = am Sy(2mf) (V1.3.6.3.17)

f: Caractérisation de deux processus stochastiques

‘stationnaires

On peut ldéfinir aussi la densité spectrale croisée de deux processus
aléatoires.
Soient x(t) et y(t) deux processus stationnaires stochastiques réelles,
leur fonction de cross-densité spectrale (inter-densité spectrale) est définie

par:

+om

1 o .
Sy (@) = -ﬁinx,,(r)e fotgy (VI.3.6.3.18)

S,y(w) est généralement complexe et satisfait la relation:

]

- Syylw) ='_yx(“’) (ou ’-’ signifie complexe conjugué)
R,y (%) est la fonction de cross-corrélation {inter-corrélation) des processus

aléatoires stationnaires x(t) et y(t):

o8

R (1) = ELX(£) Y(t+D)) = [Sy(w)ei®*do  (V1.3.6.3.19)

Ryy(t) est une fonction réelle indépendante du temps, vérifiant la

relation:  Rgy(t) = Ryy(-7)
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VI.4: PROCEDURES D’ANALYSE NON DETERMINISTE DES SYSTEMES A AMORTISSEMFNT NON

CLASSIQUE

VI.4.1: Méthode de Décomposition Modale Basée sur le Déplacement

du Mode

Cette partie concerne 1’étude de la réponse stationnaire d’un systeéme

MDOF. iinéaire A& amortissement non classigue, soumis & une eXxcitation
stationnaire, Gaussienne. Dans ce but une procédure de décomposition modale
basée sur les valeurs et vecteurs propres complexes du systéme amorti est
. développée, permettant de déduire les expressions ;;énél‘:llcﬁ des  moments
spectraux de la réponse.
- Ces expressions sont fonction des moments modaux cross-spectraux et tiennent
compte explicitement de la corrélatjon entre les réponses modales. Elles sont
applicaﬁles pour des structures dent le caractére non classique de
1’amortissement est significatif et dont les fréquences propres sont trés
proches. D’autre part, la réponse & un input white noise est aussi étudiée en
détail, wvu |’importance que revét ce type d’excitation. Enfin, une
~caractérisation probabiliste de la réponse de la strﬁctl_lre est réalisée en
~fonction des moments spectraux, ces derniers permettant d’évaluer entre autre
la moyenne, la variance et la distribution du pic de ia réponse de la
structure sur une durée spécifiée.

da: Réponse &4 une excitation & la base dans le domaine

temporel

En reprenant la structure étudiée dans le chapitre IV, mais en supposant
cette fois ci que son amortissement est non proportionnel, il est évident que
la méthode de décomposition modale exposée dans ce chapitre ne peut étre

adoptég. L’approche mathématique classique [24], permettant la résolution des
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équations de mouvement de ce type de structure, consiste évidemment & les
formuler en 2N équations modales du ler ordre. comme il a été spécifié dans
ies chapitfes précédents. | |

Nous obtenons alors:

AJ'r+.By=g)'i‘g(t) (VI.4.1.1)

A=

oM 1-M O ] x*
= = = (VI.4.1.2)
uc] B [o k’] g {—xr} Y {x} |

Le prqbléme aux valeurs propres correspondant est évidemment formulé ainsi:

B$1 = "'A-iA $1 . V . (VI.4.1.3)

Dans le but de faire une comparalison avec le cas classique traité dans le
chapitre IV, une notation ayant déja été utilisée par Singh [44] est
introduite.

Ay =-§,w; + iwy,, | (VI.4.1.4)

ol l(oi,'com,ii sont déterminés par:

wy = A, . &y =—Re(A,) /A, . wpy = mi‘/l_gi (VI.4.1.5)

W, et Ei sont respectivement les 'fréquences et pourcentages d'amortissement

critique modaux du systéme.

Les valeurs complexes des composantes d’une configuration modale, conduisent
bien slir, en vibration libre, a différents angles de déphasage pour les DDL
du systéme.

Nous rappelons que, les équations (VI.4.1.1) sont. transformées en 2N équations
modalés découplées, qui se manifestent par paires de conjupués, gréce aux

coordonnées modales ¢ obtenues par la transformation suivante:

¥y = @ g avec ¢=[ 61:‘3' "'$2N.]
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La i—éme'équation modale est alors :

A,g, + Bygy = &?g)"{g(t) {(VI.d.1.6)
ou alternativement:
ol:
Ai = $;A$_‘ - : (a)
r; = ®Jg/A, = -&] M x/A, (c)

La solution est bien sire 1’intégrale suivante qui est analogue a 1’équation

(IV.2.5) pour un systéme & amortissement classique.

g; =r; [ & (x) &M e ' (VI.4.1.9)

ot

En combinant les quantités de réponse modale comme dans le cas

classique, nous obtenons:

2N
R(E) =P’x=?: pTé, q; ‘
-1 (VI.4.1.10)

2N ¢
= fS b; [#,(t) M de
=1 0
ol :
b, = pTé,r, (VI.4.1.11)

Rappelons, qu’en raison du fait que les quantités b, et li s€ produisent par

paires de complexes conjugués, la réponse R{t) est toujours réelle.

Il est & noter que b, est en général complexe, cependant si le systéme est

4 amortissement classique, b, est purement imaginaire.
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" En fait, pour un tel systéme (voir chapitre IV) A, s’exprime par:

M,

1

Ai“‘““"“)_—[d’fxﬂ“li‘ﬁﬂ'h]= :;_1
1 ‘1
En substituant 1'équation (Vi.4.1.4) dans 1’expression ci dessus b; sera

donné par:

+21 Wy M, 2@y

T . '
b, (P7®,) (b Mr) _ ¥, (V1.4.1.12)

_H

L.’ équation (VI.4.1.12) donne |’expression de b; dans le cas classique.

Jusqu'ici, 1’analyse n’a été qu’une reprise de ce qui a été exposé dans

les chapitres précédents, traitant du cas déterministe et gque 1°on retrouve
dans la plupart des ouvrages classiques [24]. Toutefois, le traitement de ces
équations a été réalisé différemment par les chercheurs. Ainsi. Singh [44]
utilisa une méthode d’analyse directe. Cette derniére conduit & un ensemble
de quatre équations simultanées, permettant la détermination de la fonction
de densité spectrale (FDS} de la réponse & une excitation aléatoire
stationnaire.
‘Igusa et al. [26] quand & eux. optérent pour [’'intégrale de Duhamel afin
d’éxprimer ces équations. Notré choix s’est Tixé sur cette derniéré technique,
gqui s’avére #&tre ‘trés soﬂple permettant d’obtenir des expressions plus
directes et plus simples de la FDS et des moments spectraux.

En exploitant le fait que b, et A; se manifestent par paires de complexes
conjugués et en posant b, = EZ+N et li=i&*N (ol la barre signifie complexe

conjugué), [’équation (VI.4.1.10) peut s’écrire:

R (v)expl(~§,w;+iwy,) (t-1)) ot +

o

R(tY=Y b, [ %,

= 0 (VI.4.1.13)
t o
[

by [R(v)exp[(-E,0,-i0p) (t-1)] dr )
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ou encore

. N [
-.R(t)’=2;:- { -Im(b)) f;zg(c)e”f"’i“"” sinle,, (t-1)1dr +
+ o 0 (VI.4.1.14)

t .
Re(by) [ 2,(v)e 4 cos oy (e-1)] dr )

Dans 1’expression précédente., les termes Im et Re signifient respectivement
partie réelle et partie imaginaire des quantités considérées.

Dans le cas particulier d’un amortissement classique, il a été signalé que by

est purement. imaginaire, ainsi seul le premier terme d’intégrale apparaissant
dans l’équation (VI.4.1.14) subsiste. ce qui nous raméne & ce gui a été
déterminé dans le chapitre IV (voir équation IV.2.8).
Tandis que dans le cas général d'un amortissement non classique, une seconde
intégrale en termes de cosinus apparait dans 1’équation (V1.4.1.14), qui est
due aux différences de phases existant dans les configurations modales
complexes.

I1 est évident, que la premiére intégrale peut &tre exprimée directement
en fonction de 1’intégrale de Duhame], la seconde intégrale par contr.e,
nécessite 1’utilisation de la dérivée de 1’intégrale de Duhamel comme indiqué

dans 1’équation suivante:

t
A (t) =f 2, (1) O cog e, (E-T) 1dt ~ Ej ik, (£) (V1.4.1.15)
A 7 .

En substituant (VI.4.1.15) dans (V1.4.1.14) nous obtenons:

i N
R(E) = 23 -Im(b,) Lop,h, (£)1+ Re(by) [, (£) +Ej0,0,(0)] )
=1 ' (VI.4.1.16)

N .
= Y {ah () + c /B (L) )

=1

avec:
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a; = —2Re(b;A;) ¢, = 2Re(b,) (V1.4.1.17)

~ Notons, que cette formulation est plus simple que |’expression précédente.
. donnée par 1’équation (V1.4.1.14). Elle peut étre rapidement évaluée dans le

‘domaine temporel, sous l’hypothése d'une excitation déterministe, grace a des

méthodes numériques permettant le calcule de h,(t) et .ﬁi(t) [12}. Par

ailleurs, cette formulation est aussi tres convenable pour une analvse en
vibrations aléatoires, comme il sera démontré ultérieurement.

Rappelons que.dans le cas classique, b; = i¢,/2w,, ainsi ¢;=0 et
a,=y, par conséquent 1’équation (Vi.4.1.16) se réduit & }’équation (IV.2.11

classique)
b: Réponse a4 une excitation sismique dans le domaine

fréguentiel

Notre but étant une étude non déterministe. supposons en premier lieu

que l’excitation ﬂb(t) est spécifiée par sa fonction de densité spectrale
unilatérale G,(w) . Nous nous proposons dans ce qui suit. de déterminer la
fonction d’autocorrélation A, (t) ainsi que la FDS Ggy{w) de la réponse.

En effet, si le mouvement du sol est un processus aléatoire stationmnaire, la
fonction d’autocorrélation de la réponse stationnaire R(t) est donnée par:

Age{t) = E[R(t) .R(t+1)] (VI.4.1.18)

Rappelons que si, Aij(t) = E[ hi(t).hj(t+1) ] représente les

fonctions de cross-corrélation de h;{(t) et hj(t) alors:
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Elh(£) .By(t+1)) = Aly(r) (@)

Al (1) (b)  (VI.4.1.19)

i

Elhy(t) .hy(t+1)]

~A% (1) (c)

h

E[hl(t) .ﬁj(t"'t)]

od (’) signifie différentiation par rapport a t:
La fonction d’autocorrélation se réduit A:
N N .
Ape (1) =;: ; [a;a;4,,(t) +a,c,A1; () ~a,c,A]; (v) —c AL, (1)) (V1.4.1.20)
. =1 1i=1 . !
Afin de définir la FDS de la réponse, les transformées de Fourier des

expressions ci dessus doivent &tre déterminées. La cross-densité spectrale de

h,(t) et hj(t) , notée G_.U(m) est la transformée de Fourier de la fonction

de cross-corrélation Aij(r)‘ , Son expression est donc:

Gy (@) = G, () H (@) H /() | (VI.4.1.21)

ol H;(w) est la fonction de transfert d’un oscillateur de frécjuence w, et
dont le % d’amortissement critique est &,:

1
Hilw) = ——— , (V1.4.1.22)
w; - w0+ 2if,0,0

Les paires de transformées de Fourier (imGij (W) ,Ai-j (t}) .,
(-tozGij'(w) ,Ai’j (t)) découlent des propriétés de base de 1’analyse de
Fourier.

La FDS de la réponse R{t) est obtenue en déterminant la transformée de Fourier

de la fonction d’autocorrélation Ap,(t):
N N

Grr(w) = [ C;; + iwDy; + w?E;; 16, (w) {V1.4.1.23)
=1 j=1 : .
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ol les coefficients Cyy, Dy, E;y sont définis par:

Cyy = ayay, Dy = (acy - ayoy) , Eyy = 40y 0 (VIL4.1.24)

L’équation (VI.4.1.23) représente une généralisation de la FDS d’'un systéme
& amortissement classique. Pour preuve, examinons de prés ces équations
lorsqu’il s’agit d’un systéme a4 amortissement classique,

Tel que démontiré précédemment les coeffiéients Ly dans ce cas particulier
sont purement imaginaires, i1l s’en suit que Cc;=cy=0 et D;;~E;;=0.

Les coefficients restants 653 s’expriment par Cyy; = ¥ ¥, .

Ainsi I’ééuation (Vi.4.1.23) se réduit a ia FDS d’un syvstéme é.amortissement

ciassique [12,36]:

N N .
Gpp{®) = ;‘ ¥; ¥; Gy (o) (VI.4.1.25)
=1 f=1

Notons, que la différence entre 1’expression précédenté et celle donnée par

«

1’équation (V1.4.1.22}, réside dans |’apparition de termes additifs. dis &
1’effet du déphasage entre les réponses modales.

c: Moments spectraux de la réponse

Comme il & été mentionné en introduction, la plubart des mesures
statistiques de la réponse ayant un intérét pratique en engineering, sont

obtenues en fonction des premiers moments spectraux S,, pour m=0,1,2 et 4.
Rappelons que les moments spectraux s’expriment en fonction de la FDSGgg(w)

par 1'expression:

s,,,=fmm Geplw)dw m=0,1,.. (VI.4.1.26)
/ |

Ainsi en substituant ['équation (VI.4.1.23) dans 1’intégrale de 1’équation
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(VI.4.1.26), 1’expression suivante du m-iéme moment spectral est obtenue:

N N '
s, = { Cij Re(Sm'ij) - DijIm(SMLIj) + By Re(sz,l-j)} (V1.4.1.27) _
B = 4 T :
ol:
Sm,ij_= f w" Gij((l)) dw =f(0m GO(Q)HI'(Q) Ej(m)d@ (VI"4'1'28)
0 . 0

qﬁi sont les moments cross-spectraux associés a h,(t) et hj(t).
Par ailleurs, dans le cas classique: D;y=E;4=0, i!{ s’en suit que l’équation

(VI.4.1.27) se réduit a:

N N
s, = ¥, ¥, Re(S, ;) {(vi.4.1.29)
E ;; 7 éi. 3

Qui est la méme formulation que celle dérivée par Der Kfureghién [8].

Par conséqﬁent, les moments d’ordres supérieurs apparus dans 1’équation
(Vi.4.1.27) résultent des déphasages existant dans les vecteurs propres
complexes causés par 1’amortissement non classique.

* Convergence des termes d’ordres supérieurs dans les moments spectraux

Dans ce qui suit, nous allons aborder le probléme de convergence de
1’intégrale apparaissant dans 1'équation (VI.4.1.27}.
Effectivement, dans certains cas, cette intégrale peut ne pas exister, comme
ce]a a été discuté par Der Kiureghian et al. [27]. 5i la fonction de densité

spectrale FDS est abande limitée, end’autres termes, si une fréquence limitew,
existe de telle facon que G,(w} s’annule pour toutes les fréquences au deld
de w,, il est évident que 1’intégrale exprimant les moments cross-spectraux

dans [’équation (VI.4.1.28) converge pour toutes les valeufs positives de m.

Par conséquent, le moment spectral S, peut &tre déterminé pour n’importe quel

ordre.
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Cependant, plusieurs FDS théoriques ne sont pas & bande limitée, or pour les

fréquences élevées, les termes H;(w) et f{“j(w) ont le comportement suivant:

Re(mei(w)E(w)) - ' (a)‘ (VI.4.1.30)
I (o"H;(0)H(w)) - o> = (b)

Dés lors que la quantité a intégrer, doit &tre d’ordre inférieur & w1 {pour
des fréquences élevées) afin d’assurer la convergence. il s'en suit que

1”intégrale de S, ;, converge si G,{w) est d’ordre inférieur & w ™3 quand
W-®,

Afin d’expliciterr ceci, prenons 1'exemple d’un Bruit blanc dont ‘la FDS G, est
évidemment constante. Dans ce cas les termes S, 3 he convergent que pour

m<3.
Par conséquent, pour un tel input, les moments spectraux définis par
1’équation (VI.4.1.27) n’existent que pour m=0.

En revanche, pour les systémes & amortissement classique, les moments S,

existent pour m=0,1,2, en raison du fait que ces derniers ne font intervenir

que les termesVSmJj.

Or, intuitivement, si m=m, est 1’ordre existant le plus élevé pour les;'
moments cross—spectraux f%uij’ alo?s m, doit obligatoirement é€tre l’ofdre le
plus élevé des moments spectrauxS,, aussi bien pour le cas classique que pour

le cas non classique.
Dans le but de prouver ce gqui vient d’étre avancé, reformulons 1’équation

(VI.4.1.27) comme suit:
N N :
Sn = f": { CiyRe(Sy, ;3) — DiyIm(S,,, ;5 ) +
=1 =1 .

- - (VI.4.1.31)
[re (z:;Eﬁmmﬂ’-Gﬁ(m))dm
5 =1 §=1 '
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or si S, 44 existe alors Im(S,, ;4) existe aussi, d’apres les

équations (VI.4.1.30a) et (VI.4.1.30b). Ainsi seul le dernier terme de
I’équation (VI.4.1.31) doit étre modifié afin d’assurer la convergence.

Ce probléme a été traité en détail par Igusa et al. [27].

La solution consiste & introduire une expression modifiée de la FDS Gij(m)

définie par:

G {w) -0 (0) w20 o
Glylw) = 1y (@) o (@) o (V1.4.1.32)
Gyy (@) 0swLw,
ol w, est une fréquence arbitraire positive.
Ce qui conduit a une expression modifiée du moment cross-spectal:
S::n.ij = f " Gi; (@) dw (VI.4.1.33)
/ .

Afin de définir l’expression modifiée de S,, nous devons exprimerSLz,ij

gréace a I’équation (V1.4.1.33).

N

; E;;Re(Spiz,15) + f Re{w™2G, (m);;ﬁ‘lj)dm (VI.4.1.34)

=1

Partant du fait que ; Eij ;: C; =0 (voir [27])

La derniére intégrale dans [’équation (VI.4.1.34) est nulle, ainsi,
l’expression resfante étant convefgente, le moment cross-spectral Sﬁﬂhij est
bien défini.
‘L’expression finale du moment épectral Sp eét'alors:
N N

{ CyRe(S, 1) — DyyIm(S,, ;;) + EjjRe(Spe,yy) | (VIL4.1.35)
=1 J=1
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L’ekpression (VI.4.1.35), existe pour les mémes véleurs de m que celle
relative aux syvstémes A amortissement classique {(Vi.4.1.29),

Notons la similitude des expressions données par }es équations (VI1.4.1.27) et
(V1.4.1.35}.

Dans ce éui va suivre. les expressions précédentes seront utilisées. sachant
que les moments modifiés (dotés d'un prime). ne doivent étfe utilisés que si

les moments non modifiés n’existent pas.

L’évaluation des moments spectraux S,. implique deux problémes
relativement indépendants, d'une part le calcul des coefficientsﬁgj,Lyj,Cyj
et d’autre part la détermination des moments cross—-spectraux Sﬁij.

Le premier probléme relevant de la dynamique, est concerné par les propriétés
du systéme structural.

Le second probléme relevant. du domaine des vibrations aléatoires. est
‘concerné par les propriétés de 1'excitation de méhe que les‘fréquences et les
taux d’amortissement du systéme.

Pour tout processus d’input'stationnaire dont la densité spectrale FDS est

G%((o), les intégrales dans les équations (VI.4.1.33) et (V1.4.1.28) peuvent

étre calculées soit par la méthode des résidus ou les fractions partielles ou
encore par intégration numérique.

d: Réponse & un input bruit blanc

Le bruit blanc (purement aléatoire). caractérisé par une FDS G,

constante et constituant une idéalisation trés intéressante dans 1'étude de
la réponse des systémes linéaires. est étudié dans la plupart des ouvrages de
vibrations-aléatoires [36.38]. Ce bruit a aussi été choisi. comme cas spécial
pour l’évaluation de la réponse structurale par Igusa et al. [27], vu la
simplicité d’interprétation des résultats d’'analyse pour un tel input,

comparés a ceux obtenus pour un input quelconque.
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En utilisant la méthode des résidus et les fractions partielles. les
expressions des moments cross-spectraux nécessaires a4 la détermination des

trois premiers moments spectraux S,,S,,S, relatifs au processus de réponse

ont été déterminés par Igusa et al. [27].

Soulignons que les moments d’ordre plus élevé que S,. n’existent pas pour un

input bruit blanc en raison des démonstrations précédentes.
Les moments cross-spectraux de la réponse & un ihput bruit bianc dont la FDS

est G, ont été brésentés dans la référence [27]. Si les % d’amortissement sont

suffisamment faibles. les expressions relatives aux cross-moments peuvent étre
convenablement approximées,

Ces approximations sont présentées dans ce qui suit

216G, ‘
Re (S, 45) = —¢ ®lw,€; + 0,81 (VI.4.1.36)(a)
i
_2nG, . 1 1, 2 .2 Wy
RG(SLU) = ——K_;;— [ I(m1+m3)2(51+5_7) - —2-—;((0_1_0)]) ].Og—a; l - (b)
2nG —0i+e?d
Im(S = ° — ' c)
(S0 = 2 [—5—) (
2nG, .
‘Re(sz.ij) Kijo [miﬁjﬂo_jfi] W;0; {d)
: 2nG
Im(s, 4;) = % (L -0+ 0f ) (w; + 0, -
' .K}j 4 7 (e)
w6 W, ©
——-—in (0, + w,E;) logw—j}
2%G ' :
Re(ss{.ij) =% 2 | %’ ( '"“’_415; + 2"’3’"’1’51 + 3¢°§f"§(61+51) +

1

(f)

20308, - o PR S PN PP Wy
1 _15_1 J_E_i] e [ O ; (0_1] logwj ] }



PR

Im(S,, ) = X
: ‘ 2RG, W%
Re(Sq i) e it (0§ + 20%0] - 0}) +
K 2 (h)
© ‘
—%Ei (—mj + 2w§w§ + 0} ]

avec Ky = (0j-0))? + 40,0, (0, +0 k) (0E+0,E)
Notons. que les expressions Re(S,,1j), Re(S;,1j) et Re(S, ;) ont été

précédemment fournies par Der Kiureghian [16] pour des systemes a
amortissement classique, du moment que seuls ces moments cross-spectraux sont

nécessaires pour évaluer S,.,8,.,5, pour de tels systémes.
De méme les résultats relatifs a.Re(E%'ii),_Re(Eﬁ,ii) et Re(S, ;;) ont été

utilisés au paravant [16].
Néanmoins. les résultats restants sont exclusivement réservés aux systémes a
amortissement non classique.

Dans !’analyse qui vient d’éfre exposée, |’accent est mis sur les

expressions des moments spectraux §,. relatifs & la réponse stationnaire

R(t), en vertu du fait que la plupart des quantités de réponse avant une
certaine importance en engineering, peuvent étre exprimées en fonction des
premiers moments spectraux (49].

Par exemple 5, et S, sont respectivement les espérances du carré de la réponse

et sa dérivée par rapport au temps [12].
Plusieurs autres quantités de réponse sont exprimées en fonction des moments
spectraux.

Ainsi la fréquence moyenne du processus de réponse est donnée par
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S,.8,,85, décrivent aussi plusieurs propriétés du processus enveloppe [39].

L’étude du processus enveloppe a permis de déduire les expressions relatives
a la distribution du pig de la réponse sur une durée limitée [50], ainsi que

sa moyenne et sa variance [16].

Ces expressions ont aussi €té exploitées pour définir la méthode spectre de
répbnse poﬁr I'étude des systéﬁes A& amortissement non classiQue [27]1 qui sera'
exposée ultérieurement. Avant de décrire 1 *approche spectre de réponse. il
serait "intéressant d’introduire quelques notions de base retatives a la
descriptibn statistique du pic de la .réponse d’une structure Soumise A une

excitation Gaussienne.

Vi.4.2: Statistiques du Pic de la Réponse A& une Excitation

Gaussienne

En vibration aléatoire, si une structure linéaire ést soumise A une
excitation Gaussienne de moyenne nulle, sa réponse sera aussi un processus
Gaussien de movenne nulle {38]. Vanmarcke [50] a exprimé la distribution du
premier passage d’un seuil donné, pour uﬁ tel processus, en fonction de ses
trois ﬁremiers momentslspectraux;

En utilisant la formulation de Vanmarcke. la distribution cumulative du pic
_de la valeur absolue de la réponse sur une durée t défini par:

R, = max|R(¢t) | | (VI.4.2.1)
> |

peut &tre exprimée ainsi:

' 1—exp[;J(n72i6 s]
_F, ={1~ -8%/2) - < , I>0
2 () =[1~- exp(-s?/2)] exp|-vt oxp[(57/2) 1] T20 (vi.4.2.2)



Dans cette expression § = r/o, = r/‘/SO est un seuil normalisé ou une vaieur

réduite du seuil.

Le taux moyen des passages par zéro du processus est défini par:

ve 2 115 (V1.4.2.3)
RO, n\ S5, ,
avec:
2
3 = i1- 51 5 = .2 (Vi.4.2.4)

3 est le facteur de forme de la densité spectrale de la réponse et dont la
valeur varie entre 0 et 1 {(une faible valeur de & marque un processus en

bande étroite).

La movenne et |'écart type de R. sont en général obtenus respectivement par
T

les relations :
ﬁi = po, ' (VI.4.2.5)
“ et

0, = g0 : (Vi.4.1.6)

ol p et g sont les facteurs de pic qui s’expriment en fonction des moments

spectraux sur une durée t par les formules suivantes: .

0.577
P =2 Lo(v,} + - 9-5772 (VI.4.2.7)

¢ J2 Lnlv 1)

: 1.2 5.4
ar-= - (vI.4.2.8)

JZ2 LAV ,T) 13 + (2 Ln(vt))?*?2

ol
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max(2.1,2 dvrt) 0<8<0.1

(1.638°45-0.38)vt 0.1<8<0.69 (y1.472.9)
vt 0.69<b<1

v,T

v,t est le taux “ équivatent des passages par  zZéro  statistiquement
4

indépendants.

Des résultats similaires & ceux mentionnés ci dessus s’appliquent & un

oscillateur simple dont la fréquence w; et l'amortissement £, sont ceux

correspondant au mode i et dont la réponse est S,(t), il suffit alors de

remplacer R par S; et 5, par m, 11 dans chacune des équations (VI.4.2.1)-

(Vvi.4.2.4).

Les paramétres v,8,p, g seront respectivement notés vy, 8,,p; gy pour cet
oscillateur de caractéristiques (w,, §;) dans la suite de 1’analyse.

Des formules simplifiées sont cependant valides pour la réponse d’un
oscillateur simple. soumis & un input de FDS arbitraire pourvu que certaines

conditions soient vérifliées.

Ainsi, il a été démontré par Vanmarcke (501 et Der Kiureghian (16] que le taux

, . =
moyen de passage par zéro v; = 2 E:'ii, de méme que le facteur de forme
0,14

A

s?
6, = Jl———l—'—{f—-—, correspondant a un oscillateur de paramétres {w;,§;)
S,, 1152, 11 ,

 50nt peu sensibles 4 la forme de la FDS de 1’input., pourvu que ce dernier soit
a bande large, et que la fréquence de l’osciliateur soit proche des fréquences .
de 1’input.

Dans ces conditions v, et 8, basés sur un input bruit blanc, constituent une

bonne approximation & celles correspondant & la réponse d’un oscillateur de



mémes caractéristiques {(w,,§,;) et soumis & un input Wide-Band dont la FDS

est de forme arbitraire.

Les résultats fournis pour un input bruit blanc sont:

v, = 2i (V1.4.2.10)
T
: - 1/2
’ 2
§,={1 - 1 1-% tan‘l—L =2 —ii (VI.4.2.11)
1-£3 yi-€i

(La derniére approximation étant valide pour de faibles amortissements).
Ces expressions seront donc utilisées dans les équations (V1.4.2.7)-

(v1.4.2.9), afin d’estimer les facteurs de pic p, et g, correspondént a un

oscillateur simple dont les caractéristiques (§,,®,) sont celles du mode i.

VI.4.3: Méthode Modalo-Spectrale Basée sur le Déplacement du Mode

Dans certaines applications, telles gu’en génie~parasismique, la
spécifiqation de 1’excitation par sa FDS, s’aveére 8tre une méthode peu
convenable. Effectivement, une description plus avantageuse est celle basée
sur le spectre de réponse moyven (spectre de design, spectre de calcul}.

Le spectre de réponse, représen(e les éaractéristiques speqtrales d’un
ensemble de mouvements du sdl, occasionnés par les séismes gqui sont supposés
se produire dans un site donné, et procure pour cela un meilleur "outil de
travailf permettant de définir 1’input de design nécessaire & 1’analyse des
structures.

En pratique, la description de 1'input en termes de spectre de réponse est
préférée lors du calcul dynamique des structures pouf plusieurs raisons. La

raison principalé‘en est peut étre la "tradition"; ainsi la plupart des

spécifications et codes structuraux existants sont basés sur la technique du
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. spectre de réponse, qui est trés appréciée par la communauté des ingénieurs
praticiens.

Une autre raison est qu’il est plus convenable de générer des spectres de
réponse de design, plutét que des densités specfrales 4 partir des données
disponibles.

Enfin, dans le But de déterminer certaines quantités critiques de la réponse
comme la moyenne du pic de la réponse, une formulation basée sur le spectre
de réponse moyen s’avére étre plus simple du point de vue calcul que celle
basée sur la FDS.

| Pour les raisons qui viennent d’étre évoquées, la technique de
superposition modale avec modes complexes a été avantageusement e#ploitée,
afin de déveiopper deé méthodes spectrales appliquées & des systeémes a
amortissement non proportionnel, nous citons entre autres, celles Proposées
.par Singh (44], Igusa et Der Kiureghian [27], Villaverde [51],

Yang et al. [55]. '

Le but de ce paragraphe est donc, d’exposer une méthode de décomposition _
modale bermettant d’évaluer la réponse d’un systéme MDOF & amortissemeni non
classique dont 1’ input (excitation} est un processus Gaussien, stationnaire
a4 bande large et de movenne nulle spécifié par son spectre de réppnse moyen.
La technique proposée est particuliérement utile en génie parasismique, 6& la
description du mouvement du sol est souvent faite gréce a des spectres de
réponse. Pour 1’appliquer, il est nécessaire de vérifier la validité des
suppositions de base de cette méthode relativement aux exbitations sismiques.
11 s’avére impératif, de vérifier d’une part que le mouvement du sol est un
processus Gaussien, s;ationnaire dont la FDS est A bande large et d’autre part
que la réponse de la sfrucﬁure linéaire est aussi un processus stationnaire.
En effet, bien gue les séismes induits par le mouvement du sol soient.
normalement non stationnaires, leur phase forte est souvent caractérisée par

sa quasistationnarité, de plus la réponse pic se manifeste généralement durant

cette phase.
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11 semble donc raisonnable, dans le but de développer une méthode modalo-
spectrale. de supposer que le processus est stationnaire.

Aussi, la supposition d’une excitation Gaussienne est acceptable sur la base
du théoréme.de la limite centrale., du fait que le mouvement sismique résulte
de superposition d’un grand nombre d'impulsions arrivant d’une d’une maniére
aléatoire dans le temps. |

Par ailleurs, les enregistrements des mouvements du sol ont permis de vérifier
la supposition concernént la largeur de bande des mouvements sismiques, qui
s’avére étre le plus souvent acceptable,

Finalement, 1’hypothése de stationnarité de la réponsé a été validée
sous certaines conditions. En effet, en vertu du fait que la réponse d’un
oscillateur, pas trés faiblement amorti} A un input & bande farge atteint la
stationnarité aprés quelqués cycles, on admet que., le processus de réponse est
stationnaire pour des structﬁres dont la période fondamentale est plusieurs
fois plus faible que la durée de la phase forte du mouvement du sol.

Ainsi, Le spectre de réponse étant une description incompléte de
1’input, la méthode développée est nécessairement approximative, raﬁpelons gue
sa précision esf meilleure si |'input -est un brocessus & large bande
' fréquentielle, dont la durée de stationnarité est longue (plusieurs fois plus
longue que celle de la période fondamentale de la structure étudiée) et si de
plus, les modes significatifs de vibration sont contenusrdans la bande
fréquentielle de 1’excitation.

Afin de développer cette approche modalo-spectrale. nous introduisons

les coefficient suivants:

Re (Sp, 1) (V1.4.3.1)

pm, 5 5 R e———
¥ 3m, 113m,jj

Re(Sy, 15)

]

P 13 (V1.4.3.2)

S, 115m, 43
Im{s._ ..)

Np, i) = —— (VI.4.3.3)
m, 115m, 17
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Nous notons que Py 13 P2, 190 Ps, 15 représentent respectivement les coefficients
de corrélation entre les paires suivantes (h;(t),hy;(¢t)) (A (t) ,hy(t)) et

(B, (), By (E)) .

L’introduction de ces coefficients permet de réécrire 1’équation (VI.4.1.3.3)

sous la forme :

N N
Sm = ; { C.ij P, 1y Wm,ij - Dij Nme1, 15 Wm+1,ij + (VI.4.3.4)
=1 =1 .

!
Eiy Pmez2, i mez,ij } VS, 1150, 45

ou:
W 1y = V545,53 : (VI.4.3.5)
\/So,iigo,jj
sl .8 '
Wf..,ij= m, 11“m, 71 (V1.4.3.6)

,V30.11§ 0.75

Deux types d’approximations sont aussi introduites

La premiére approximation, consiste & déterminer des expressions

approchées des coefficients Pm. 17N, 17+ Wi, 15 qui sont fonctions des

paramétrés du systéme et indépendantes de |’excitation.

Selon la procédure développée dans la référence [16], pour de faibles
amortissements et des modes proches, des approximations du ler ordre ont été
utilisées & la place des formules exactes. Ces. expressions sont d’une
précision raisonnable pour des valeurs d’amortissement pouvant aller jusqu’a

§,= 0.20. Bien qu’étant basées sur un input bruit blanc. ces approximations

restent cependant valables pour un input & large bande fréquentielle (exemple:
excitation de type sismique ), & condition que les amortissements modaux
soient faibles el que les fréguences modales soient contenues dans la bande

fréquentielle dominante de 1’excitation.



Ces résultats sont:

Po.1y = Ryy [4§, + Eq04/w,] (a)(VI.4.3.7}
Py,17 = Ryy[4&, - 205/ (win) ] (b)
pzlij " Rij“'ea - fg wg/0,] ‘ ' “{c)

on: w, = (w; +w,)/2 §, = (§ +E&)/2 vod=06; -a; §{;=§; - £j‘

Ry = i JEZ, / l0h + 4w3E7)
Les formules approximatives suivantes qui sont propres & l’amortissement non
classique ont été proposées par Igusa et al [27] et basées sur les résultats

(Vi.4.1.35a)-(V1.4.1.35h)

P3.15 = Riy14, + 0%/ (0in)] _ (a){VI.4.3.8)
/ _ _
Pa, 17 % Po, 1y (b)
Avec:
' w
Nm, i = Z_Rij'a“g (VI.4.3.9)
a
: (mimi)mlz m paif
Wy i3 = s 2E, 25_1 1/2 . {vi.4.3.10)
(0 0,) 1-— 1= m impair

La seconde approximation appliquée & 1’équation (V1.4.3.10) consiste &

estimer les moments spectraux S’O‘U en fonction du spectre de réponse de
1'input.
Supposons que, §:(“°r£) représente la valeur movenne du maximum de la valeur

absolue de la réponse d'un oscillateur sur une durée <t ‘de sa réponse

stationnaire, lorsqu’il est soumis a des excitations stationnaires jtg( t), ou

@ et & sont respectivement la fréquence et le coefficient d’amortissement

de 1'oscillateur.
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La fonction g’,‘(w,ﬁ) dont les variables sont w et £, est définie comme
le spectre de réponse moyen associé a |’input ﬁé(t) sur une durée T.
A partir de la définition du spectre de réponse moyen, il est clair que powrw = W,

et £=51,§r(wi,'£i) ‘est la moyenne du maximum de la valeur absolue de la

réponse S,(t) d’un oscillateur.

Ainsi 1’ordonnée du spectre de réponse moyen peut s’exprimer en fonction du

moment spectrale S, ;; par la relation:

'-g-it =§¢(01;£1)‘=pi SO,.’[.{ ’ . (VI.4.3.11)

ol p; est -le facteur de pic associé au i-éme mode.

En substituant 1’expression précédente dans |’équation (V1.4.3.4) pour m=0.!,2
nous obtenons:

N N :
Sn = E Y UGy Puis Wiy~ Dij Mames, i3 Wown, a5 *

i1 =21 (VI.4.3.12)

. 5. &
E_ij pm+2,1'j Wm+2.ij _E)i_b'iz
De cette maniére, nous pouvons déduire ies moments spectraux du processus de

réponse.,

L’équation (VI.4.3.12), procure donc une régle de superposition modale
relative aux moments spectraﬁx de la réponse, qui s’exprime directement en.
fonction des ordonnées du spectre de réponse. Cette expression nécessite le

calcul des facteurs de pic p,; calculés A partir de 1’équation (VI.4.2.7),
dans laquelle les paramétres (Vi'bi) sont respectivement approchés par les

équations (VI.4.2.10) et (VI.4.2.11}.
Ces moments sont utilisés, pour évaluer la distribution cumulative du pic de
ia réponse, ou les autres propriétés statistiques de la réponse, tel

qu’indiqué antérieurement dans les éguations (vi.4.2.2)-(Vi.4.2.6)
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Il nous est donc possible d'obtenir:

L’écart type de la réponse R(t):

= = 1/2
N KN |
Six g (VI.4.3.13)
0y~ {; ;[ Cy1Po, 15~ DijM,iiM, 15t E;i02,13%. 15 | p... > < }
=% =1 i j

L’écart tvpe de la dérivée de la réponse par rapport au temps R(t):

z: ;: C W. D W, S,.5 1/2

- ’ ’ i . . ) ]
.01&:{ [ iiP2, 152, 15~ DigMa, 13, 15 Eijpd..ijnd,ij] T jt} (VI.4.3.14)
o byPy

La moyenne du pic de la réponse;

R, =D o,
N N )M (vila3as)
E; 1,131 Eijpz 13%2,13 ] S1sS
1 .
L’ écart type du pic de la réponse: -
Op = qu
(Vv1i.4.3.16)

1/2
{; [ Ci3P0,19~ DisMa, 13M1, 13% B13P2, 132, 13 1S1:54: }
1_1.1_ PPy .

Dans les deux derniéres équations., p et g représentent les facteurs de pic
de la réponse et qui sont détefminés 4 partir des équations (V1.4.2.7)
(VI.4.2.8) en fonction des paramétres, taux moyen des passages par ZEéro v
(Vi.4.2.3) et le facteur de forme & (VI.4.2.4) r’elatifs au processus de
réponse.

Une autre quantité d-’ intérét pratique est la fréquence moyenne de la

réponse exprimée par ® et calculée comme suit:

—_ a
W T AV = it (VI.4.3.17)
. _

Comme il a été démontré dans plusieurs travaux [17], les facteurs de pic
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varient faiblement en fonction de la frégquence, de ce fait pour la plupart des

structures dynamiques, les raﬁports_p/;g tendent & se rapprocher de ]’'unité.

La précision des relations précédentes sera donc peu affectée si ces rapports
sont éliminés. Cette simplification conduit & l’expression suivante relative

4 la moyenne du pic de la réponse:

N N 1/2
R = {E; [ CijPo,i5™ DijNa,i3¥1, 15% BijP2, 1M, 15 | Si:55e } o (V14.3.18)

En examinant de prés cette équation, nous pouvons remarquer qu’il s'agit d'une
généralisation de la méthode CQC (complet quadratic combinaison) relative aux

systémes A amortissement classigue introduite dans les références [17,53]

*Comparaison des propriétés statistiques des réponses obtenues pour les
cas classique el non cIaSSique

Aprés avoir passé en revue les propriétés statistiqﬁés de la féponse-
d’un systéme dynamidue caractérisé par un amortissement non c]gssique, il
serait intéressant de comparer ces propriétés avec celles obtenues sous

‘I’hypotheése d’un amortissement classique.
Suite 4 ce qui a été évoqué dans les paragraphes précédents. si le
systéme dynamique considéré est classique {caractérisé par un amortissement

proportionnel ) nous aurons:

D;y=Eyy=0 Cyy = Y10y

En posant que la movenne de la réponse maximale du mode 1 ii:

s’exprime par:

.Er =¥y 5‘}, = wifs—',(wi,éi) : ~ {V1.4.3.19)
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Nous pouvons formuler les caractéristiques statistiques de la réponse comme
suit:

L'écart tyvpe de la réponse:

N N 1 ‘ ( 0
g, = ( Po i: R.o R Vi.4.3.2
X ; ; D; Dy 0.17 v e ‘

L’écart tyﬁe'de la dérivée par rapport au temps de la réponse:

N W0 _ 1/2
= | p ; _1__.1 15 Ris Ry ) ) (vl.4.3.21})
1 Piby Ze )

1a moyenne du pic de la réponse:

o 1/2

_ N N 2 ‘
R, = pog= (Z; ; pf’pj Po. 17 Rie jf) _ (Vll.4.3.22)

I.'approximation Imﬂpi=1 nous permet d’obtenir les expressions simplifiées

suivantes:

La moyenne du pic de la réponse:

R, = (z: ?:po;ijﬁ!i, R, )2  (VI.4.3.23)
- 1=1 F=1

L’écart type du pic de la réponse:
N N : 1/2

_ - a’ = 5
g, = qo, = ( o R,, R;. ) (VI.4.3.24)
Ry R ‘ p Dy pj Po, iy fic i3

La fréquence moyenne de ia réponse est alors:

1/2

Yy E L p2,15 Ris Ry '
= 5 PIP; Fr (VI.4.3.25)

N
| . R, R
;1 ; Dy pj pO..lj it ““js

Toutes ces égquations sont analogues & celles obtenues dans les tiravaux

— o
W =NV = = =
' R

traitant le cas des systémes & amortissement classique [17].
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Une autre simplification peut aussi étre faite dans le cas classique.
En effet, pour des structures dont les fréquences sont trés éloignées, les

termes p, ;; s’annulent. ainsi tous les cross-termes présents dans les

expressions précédentes peuvent étre négligés. Ceci reste vrai lorsque les

fréquences modales vérifient 1'inéquation suivante:

Wy 0.2
—= X {VI1.4.3.26)
Wy (§; + £5 +0.2) »

Ce qui correspoﬁd A Pp,y3 < 0.1 [16]

En particulier la movenne du pic de la réponse se simplifie & [’expression

suivante:

_ N . 1/2
R, = (f\:‘ (R;.)?) : - (VI.4.3.27)
=1 :

Connue_sous ie nom;,régfe de combjnajsoﬁ modale SRSS (square root of sum of
squaresj, qui n'est donc valable que pour des structures a amort issement -
classique dont les fréquences modales sont trés éloignées les unes des gutres.
Il est donc évident, qué dans le cas non classique une telle combinaison
modale conduirait a des résultats erronés.

Les considérations développées ci dessus, étayées par |[’étude
comparative ont permis de mettre en évidencé. dans le cadre d’une énalyse non
déterministe, 1’intérét que revét une étude de superposition modale
généralisée (avec modes complexes), principalement lorsqu’il s’agit d’une
structure dynamigque dont le éaractérc non classique de 1’amortissement est
significatif. En effet, une étude conventionnelle (avec modes- normaux )
entreprise dans ce dernier cas, compromettrait inévitablement la rigueur de

1’analyse.
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Vi.4.4: Méthode de Décomposition Modale Basée sur I’Accélération

du Mode

Afin de compléter 1’étude entreprise, pour 1’anpalyse non déterministe
des systémes & amortissement non classique., les deux paragraphes suivants,
sont consacrés au développement d’une approche aiternative a celle basée sur
le déplacement du mode, inspirée des travaux de Singh et Mc Cown [46]. Il
convient de rappeler pour mémoire, que |’avantage pfincipél de 1’approche
proposée est 1’'élimination de 1’effet "missing mass" provoqué par la

troncature modale (voir § vV.2.4.3).

Pour cela, réécrivons les équations de mouvement d’une structure a N DDL
a amortissement non classique, soumise & une excitation sismique induite par
le mouvement du sol.

Ay +By=gi(t) (VI.4.4.1)

ol A ,B,g .y sont tels que définis dans les paragraphes précédents.

Le probléme aux valeurs propres correspondant étant:

Bd,=-2,4d, j=1,..,2N (VI.4.4.2)

La solution de 1'équation (VI.4.4.2) consiste évidemment en N paires de
valeurs et vecteurs propres complexes. Ces vecteurs propres formant une base
d’un espace & 2N dimension. dans lequel le vecteur d'état peut s’exprimer

comme une combinaison linéaire de ces vecteurs propres:

J=2N

y = ;q,j a; (V1.4.4.3)
=1

Rappelons qu’apreés substitution de 1’équation (VI.4.4.3) dans (VI.4.4.1) et

prémultiplication par ag' ainsi que 1’utilisation des propriétés

"d’orthogonalité des vecteurs propres, nous aboutissons aux 2N équations

découplées suivantes:
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dj - quj =Ij kg(t) j=1,--,2N (VI.4.4-4)
avec:

ry=-éjMzr/ $52 9%, j=1,...2¥ (VI.4.4.5)

En supposant des conditions initiales de repos. la solution de

1’équation (VI.4.4.4) est évidemment de la forme:

q; = frj % (v) M ar (Vi.4.4.6)

o

Considérons une quantité de réponse qui soit une combinaison linéaire des

déplacements modaux:

2N '
R(t) =?:chj (VI.4.4.7)
=1

Cj représentant la réponse modale de la quantité de réponse considérée, Cette

réponse modale est obtenue par simple transformation linéaire du vecteur

propre modal dy.

cj =Pr¢j {(VI.4.4.8)

Dans les analyses précédentes [26.44], 1'équation (VI.4.4.6) a 6été
directement utilisée afin d'obtenir la réponse R(t). d'ol le nom de
_ [’approche "méthode de déplacement du mode". - |
La réponse R(t) peut aussi &étre exprimée en une forme alternative par le

biais de l’équatioﬁ (VI.4.4.4) [46].

2N
R(t) = ;;Cj [-%:’cg(t) + leqj] (V1.4.4.9)

Le terme ¢3 dans 1’éguation (Vvi.4.4.9) inclus aussi bien la vitesse modale

que 1’accélération modale. Le nom "méthode d’accélération du mode " a été
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inspiré du fait qué 1’accélération modaie joue un role plus important que la
vitesse modale.

La réponse de design d'un input stochastique stationnaire, peut évidemment.
gtre obtenue en amplifiant la moyvenne d’'ensemble du carré de'la réponse. le
coefficient d’amplification étant le facteur de pic [501].

Ainsi, notre objectif est de déterminer 1'espérance du carré de lé réponse
considérée R(t).

L’équation (VI.4.4.9) noﬁs permet d’exprimer la fonction d’autocorrélation

" comme suit:

E[R(t )R(£;)] ; E (-’C" {rjrk E[X,(6) X, (£,)] - 1, E[X,(t,) g (t,)

~Iy E[q,-(cl)f(g(cz)] + Eld; (£) g (E)] }
. {(Vi.4.4.10)

Nous devons évaluer chacun des termes de 1’éguation (VI.4.4.10).
En effet, 1’espérance dans le premier terme peut €tre exprimée par le biais

de la fonction de densité spectrale unilatérale de 1’accélération du sol
Gy(w) .

400

El%, (t) %, (t,)] = fGo' (w) ei® 17t ggy (VI.4.4.11)
0

Les valeurs espérées dans les deux termes suivants de |1’éguation (VI.4.4.10),
représentent la cross—-corrélation entre les coordonnées principales et
1’accélération du sol.

En prenant en considération la stationnarité de la réponse, nous aboutissons

a:

E[ jz—g(tgl)qk(tz)] X f'(.l_m%j Gg(w) et - ) gy _ (vi.4.4.12)
[

El ()R, ()] = 14 fTEm_l(——o_)g)" G (w) &% gy (VI.4.4.13)
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Le 4-iéme terme peut s’écrire, aprés quelques simplifications. sous la forme:

(1)?

le(t,-t;) (v1.4.4.l4)'
} (lw-2)) (-ie- lk)G twle o

Elg; (&) g ()] = r,x,

Les équations (VI.4.4.11),(VI.4.4.12),(VI.4.4.13) et (VI.4.4.14)
définissent la fonction d’autocorrélation du processus stationnaire R(&)
dans 1’équation (V1.4.4.10).

L’espérance du carré de la réponse est obtenue en posant t,=t,=t

4o

(VI.4.4.15)

_'iw _ iw w?
X {1 Twtk, ie-i, (io-%,) (-im—lk)} de
ou:
zy={4r;  z =0 r, (VI.4.4.16)

Dans ce qui suit, la réponse est subdivjsée en une paftie pseudo-
statique et une partie dynamique. La partie pseudo-statique est calculée par
une anaiyse statique de lIa structure sous !’action de forces d'inertie
induites-par une accélération unité du sol appliquée statiquement.

La partie.dynémique dépend bien sir des caractéristiques dynamigues de la
structure définies en fonction des caractéristiques modales & valeurs
complexes.

La.corrélation entre les composantes pseudo-statiques et dynamiques est
considérée en particulier.

* Terme pseudo-statique 7}

Le premier terme T, dans 1’équation (VI.4.4.15) ayant une signification

spéciale est explicité, étant. donné que:
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2N 2 -
T, - (5151] Bl 2(6))

Ce terme T, &tre obtenu par une analyse statique simple.

En considérant la solution du probléme statique suivant:

Kx-Mr

(vi.4.4.18)

(VI.4.4.19)

Le terme & droite de 1’éguation (V1.4.4.19) représente les forces d’inertie

dues & une accélération de magnitude unité appliquée dans la direction de

1’excitation.

Suite A certaines manipulations mathématiques {voir [4G])., nous aboutissons

4 ’expression suivante de la réponse pseudo-statique:

2N 2N
- I8y _ Zg
Ry =Y —=F =3}
B T A x Mk

Ainsi:

T, = REELR ()]

* Termes 7; et T,

Afin d'obtenir les termes T, et T, définis par:

2V oz, BT oz (iw) :
T, =y =2 K Gy (w) d
2 g: A, Zk: 'of)'k(_lm+)"k) s (@) dw

T, = ; G, (w)dw
3 ; k ljlk 0 lw_)-j 0

(VI.4.4.20)

(V1.4.4.21)

(VI.4.4.22)

(VI.4.4.23)

Nous devons expliciter les valeurs propres A4, en fonction des fréquencesw,

et des taux d’amortissement §,:
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lk - _Ekmk + iwkll_ei : (VI.4.4.24)

Nous devons aussi définir les termes:

G = Zhy * Zphy . By = Z A2 + ZAL (VI.4.4.25)

ol le symbole "barre” au dessus d’une quantité indique son complexe conjugué.

-

Suite 4 certaines simplifications. nous obtenons:

N+H’

T,+Ty= 25, Ef (02 ( g0} + 2h,0,E,) - 0'g, } H2(0)G, (0)do  (VI.4.4.26)

ou H}(ﬁ)) est la fonction de transfert d’un oscillateur simple de

canactéristiqueé €, et o, définie par:

o |
H(w) = V1.4.4.27
x (wk-0?) +i2§,0,0 ( )

*Terme T,

Le terme T, est défini par:

- +co mz |
; E (iw-1,) (-iw- lx) G, (w) dw (VI.4.4.28)

La double sommation précédente peut &tre écrite sous la forme:

N

N N-1 '
; ; (T Tiey) (VI.4.4.29)
k=9+1
oli: ' :

N .
Z—% n; + w293 ) |H,|? (VI.4.4.30)
1 Wy

Par fractions partielles, nous aboutissons & 1’expression suivante:
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Toe * Ty = 53 [(A;+A,0%) [H;(w) |2 + (A4,+2,0) [H () P ] (vi.4.4.31)
: F¥k

Les coefficients A,,A,,A,, A, relatifs aux fractions parti_elles sont définis

en appendice. .

Enutilisant les équations (VI.4.4.21),(VI.4.4.26),(VI.4.4.29) et (VI.4.4.31)

1’espérance ‘'du carré de la lréponse R(t) peut &tre écrite sous la forme:
. , . . 2
E[R* ()1 =RZE[2(£) ] +2R, Y [0,0,+21,0,8 . T, (0,) ~g, I, (0,) [/ 0}

N
+E (giI, (@) +hiI, (0,) ] /0%
3

) {(V1.4.4.32)
N1 N,
+ -3 (Al (@) +A, T (0,) +A, T, (w,) +A, T,0,) ]
J=1 k= +]._ mj(l)k
olt:
Iz“(wj) = f w?|H () |* G,(w)de
¢ (V1.4.4.33)

I {w;) = f o!|H () | G, (@) dw
0

Les intégrales fréquentielles (I,,I,) sont respectivement les espérances des

carrés de la vitesse relative et de 1'accélération relative de la réponse d’un

oscillateur dont les paramétres sont w, et §, et qui est soumis & un
mouvement du sol caractérisé par la fonction de densité spectrale Gj(w).

L'équation (VI.4.4.32) donne, donc I'expression de |’espérance du carré de la
réponse en fonction de 1’'espérance du carré de 1’accélération du sol. et des

espérances I, (w,),I,(w,) relatives aux réponses modales. _

A cause des caractéristiques particuliéres de ces réponses modales, cette
expression basée 'sur |’accélération du mode est plus efficace qu’une
expression similaire basée sur le déplacement du mode [44].

La raison en est que, pour les modes dont les fréquences sont plus élevées que
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celles de 1’input, les espérances du carré de leurs accélérations relatives
sont suffisamment faibles pour pouvoir &tre négligées sans pour cela affecter
la réponse récherchée d’une maniére significative,'ce qui n'est cependant pas
le cas s’agissant de j’approche basée sur le déplacement. En effet, cette
derniére, tient compte des espérances des déplacements relatifs, qui ne sont
pas assez insignifiants pour pouvoir étre omis, méme pouf des fréquences
élevées.

En conclusion, la réponse structurale peut &tre calculée plus
précisément gréce & l’approché basée sur 1’accélération du mode. Cette
derniére supplaﬁte I’approche conventionneile, en offrant |’avantage
supplémentaire d’utiliser un nombre moindre de modes lors de la superposition
modale.

' Evidemmeﬁt I’expression (V1.4.4.32) peut &tre utilisée pour obtenir Ia
réponse de design " d'une structure, & amortissement non classique, soumise
4 une excitation sismique caractérisée par sa fonction de densité spectrale.
Pour les fonctions de densité spectrale communément utilisées de type Kanai-
Tajimi les intégrales précédentes (VI.4t4.]7),(VI.4.4.33) peuvent étre

déterminées par la méthode des résidus. -

VI.4.5: Approche Modalo-Spectrale Basée sur [’Accélération du

Mode

Le but du présent paragraphe, est le développement d'une approche
modalo-spectrale basée sur [’accélération du mode permettant d’'estimer Ja

réponse de design d’une structure linéaire a4 amortissement non classique,

#* Réponse de design: voir définition § VI.4.5
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Pour cela [’équation {VI.4.4.32) est exploitée. Fn effet, la réponse de design
étant une amplification de 1’espérance du carré de .la réponse. elle est

obtenue comme suit:

R% = E[R?(t)] xp? - (VL.4.5.1)

avec p, représentant le facteur de pic de la réponse considérée,

Les espérances du carré des vitesses et des accélérations relatives modales

(I, (w,) , I, (w,)) peuvent étre obtenues & partir des spectres de vitesse et
d’accélération relatives.

I(w,) = R:(w,) /P2

(VI.4.5.2)
I, (w,) = Ri(w,)/p?

{D,,p,) représentent les facteurs de pic associés respectivement a la

vitesse relative et & 1’accélération relative d’un oscillateur de paramétres
(0., &) .
L’espérance du carré de |’accélération du sol peut aussi étre obtenue en

fonction de 1’accélération maximale du sol A, et de son facteur de pic,pg

ElX2(t)]

Al/pk (VI.4.5.3)

Ainsi 1’expression de la réponse de design devient:

Y 2wig,*4hE,w, R:(w,) g, R, (®,)
Rd“pR{S E Pk lokk vk g Tk Ta k.
Wy Dy Wy Da
N 2 52
R (w,) by Rilw
+ Y= K+ "(2“)] (VI.4.5.4)
k k Da Wy Py
N-1 N ' 2 2 2
B R, B, B, B,
J=1 k=j3+1 W3y Dy D3z DPv pa

L’équation (VI.4.5.4) définit la méthode modalo-spectrale basée sur

1’accélération du mode. Cette approche. exige que }’excitation sismique soit
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définie par ses spectres d’accélération et de vitesse relatives.

1] convient d’observer, que les valeurs des vitesses relatives ainsi que
celles des accélérations relatives fournies par les spectres sont faibles pour
des fréquences modales élevées, il s’en suit que les termes associés aux
frégquences élevées, présents dans |’ express1on précédente, peuvent étre omis
sans pour autant causer d’importantes erreurs sur la réponse, ce qui n’est
cependant pas le cas dans |’approche modalo-spectrale basée sur le déplacement
du mode, qui nécessite 1’utilisation du spectre de déplacement relatif.

Signalons, que la performance de l’apptocﬁe modalo- spectrale a favorisé
son exploitation par bon nombre d’auteurs, dans ]Tanalyée des systémes

composé€s primaires-secondaires (voir [1]1.[7].1281,[451)
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Chapitre VII

EXPERIMENTA TION NUMERIQUE:
EXCITATION DETERMINISTE

VIiI.1 INTRODUCTION

En considérant le fait que. la spéeification de la nature et
1"importance de i’amortissement dans les structures est sujette a de
considérables incertitudes. | hypothése d’un amortissement classique peut &tre
une approximation justifiée dans bon nombre d’applications pratiques.

Il existe cependant certaines situations. ol une analyse plus rigoureuse
s'impose. Rappelons, que deux situations souvent rencontrées font ressortir
le caractéfe non classique pronoﬁcé de 1’amortissent. en [’occurrence ies
systémes d’interaction sol-structure ainsi que les systémes composés primaire-
secondaire (P;S).

Il s’avére, cependant que les méthodes d’analyse classique
antérieurement exposées (chapitre VI), peuvent s’adapter aux deux catégories
de systémes a4 amortissement non proportionnel suscitées. dans certaines
circonstances, et constituent éventuellement une alternative aux méthodes
exactes dites & modes complexes. C’est dans cet esprit que, la présente
expérimentation numérique a été initiée et se veut donc une tentative de mise
en évidence des conditions favorisant 1’acuité du caractére non classique de

1’amortissement, & travers une analyse paramétrique & deux volets.

En effet, il est bien connu qu’une analvse de dvnamique des structures

s’articule principalement autour de deux étapes, aussi importante !’une que
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1'autre. a savoir:
* [’étude aux valeurs propres et

* |'étude de la réponse dynamique (en termes de déplacements ou

d’efforts).

L’analyée paramétrique entreprise. concerne justement les deux étapes
susmentionnées. Le but étant de bien cerner les différences existant entre une
étude classique et une étude non classigue et par la méme occasion, mgttre en
évidence 1’importance de ces différences lorsque certaines caractéristiques
du systéme dynamique varient. Soulignons, que lors de cette analyse dynamique,
les structures sont soumises a des excitations simulées numériqﬁement. pour

cela il s’avére nécessaire de décrire briévement la simulation numérique des

processus stochastiques.

vir.2z: SIMULATION NUMERIQUE DES PROCESSUS  STOCHASTIQUES

STATIONNAIRES

La modélisation du mouvement du sol. a été réalisée selon ja
représentation spectrale présentée par SHINOZUKA et al. [43]. destinée a la
simuiation des processus stochastiques stationnaires.

Selon cette procédure, un processus stochastique stationnaire jb(t).
de movenne nulle peut étre simulé par la série suivante, lorsque N tend vers
1'infini:

N
J?o(,t) = 2; ‘/Sx(wji AW cos(mjt + BJ.) {(VI1.2.1)
=1 N

Y

ol Sx(o)j) est le densité spectrale de I?U(t) évaluée & la fréquencew,
(0y=jAw ; j=1,..,N) o0 aw est |'incrément fréquentiel.

Le nombre N est choisi de manidére a ce que la bome supérieure de fréquencew, = N Aw



{upper cut-off frequency), soit une fréquence limite au dela de laquelle. la

densité spectrale Sx((oj) est subposée étre mulle.

0, sont des angles de déphasage aléatoires indépendants uniformément
7

distribués sur [0,2%].
En vertu du théoréme de la limite centrale. le processus simulé est a

la limite Gaussien, lorsque N devient important.
Signalons que 1’algorithme de la Fast Fourier Transform (FFT), a é&té

adopté afin de générer plus rapidement et plus précisément les fonctions

X,(t) exprimées par la série précédente (VII.2.1).

L’excitation sismique induite par le mouvement du sol. étant en fait non
stationnaire, il est donc impératif d’introduire cette non stationnarité, par
le biais’ d’une fonction a(t). afin d’obtenir une représentation plus

réaliste des accélérogrammes actuels.

L’accélération du sol X}(t) s'exprimera alors par:

X ) = a(t) X (t) : (VI1.2.2)

od &{t) est une fonction enveloppe.

Plusieurs type de fonctions a(t) ont été suggérées dans la
littérature, afin d’introduire la non stationnarité en -amplitude de
1’accélération du soi. Une forme possible est:

a(t)=(t/t,)? pour Ost<t,
a(t)=1 ~ pour t,stst, (VII.2.3)
a(t)=exp[-B(t-t,)] pour ¢t>¢,

t,, t, et P sont sélectionnés de maniére & représenter fidélement la forme

'et Ia durée de I’accélération du sol.

Lorsque -« {t) =1, 1’accélération du sol est un processus aléatoire

stationnaire.
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L’expression finale de }’accélération du sol est:

X (t) = 2a(r) }: V520, aw cos (et + 9) C(VIL.2.4)

i=1

J=1,..,N

Notons que pour un ensembie donné de nombres aléatoires Bj (7 =1,..,N),
1’équation (VII.2.4) représente un échantillon de 1’histoire temporelle de

1’accélération du sol.ﬁ;(t).

VII.3: PRESENTATION DES STRUCTURES ETUDIEES

Lors de cette étude, les structures considérées sont'dé type P-S. La
structure primaire consiste en une structure A deux degrés de liberté (2 DDL),
qupportant une structure secondaire, constituée dans notre cas d’un equ1pement
léger a 1 DDL que nous déSIgHOHS par oscillateur,

-5'agissant du premier type de structure &tudié (illustré:en figure
(VII.A.1.a), dont les carac;éristiques de masse et de rigidité du systeme

primaire sont K,=K,=19379kN/m, m,=m,=30¢t, les études paramétriques seront

initiées en faisant varier aussi bien la distribution de l;amortissement du
systéme primaire que }'amortissent de 1’équipement .
Ainsi donc, pour ce qui est de ce type. deux catégories de structures seront
considérées:

* La premiére, caractérisée par une structure primaire & amortissement
classique.

* La seconde, caractérisée par une structure primaire a amortissement

non classique.

En effet tel qu’il a été spécifié dans le chapitre VI. une condition

nécessaire et suffisante pour qu’une structure donnée soit A& amortissement
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classique, a été fournie par Fawzy [20] sous la formulation:

kmt*tc=cmtk ' (VIT.3.1}

Concerﬁant noﬁre'structuré primaire. cette condition conduit A:
S8 .5
Kll KZ
La proportionnalité de l’amortissemnt du systéme primaire est donc garantie
par une distribution uniforme de l’amortissement sur les deux étages‘de la
structure. Ainsi. la premiére catégorie de structures est caractérisée par une

distribution uniforme de |’amortissement sur toute la structure c’est a dire

C, = C,, & laquelle nous ferons référence par "structure 1".

En revanche; la seconde: catégorie,' est constituée ‘de structures dont
l’amortissemenf est non uniformément distribué.

'Ainsiz en premier lieu tout 1’amortissement du systéme primaire
représenté sur la-figurel(VII.A.l.a) est concentré au niveau de 1’étage

' inférieur, ce qui signifie: C, = 246.8kN/m/sec,C, = 0, ces structures

seront désignées par "structure 2".
En second lieu, 1’amortissement de la structure entiére est concentré
au nivean  de 1’étage supérieur, ce qui impligue:

C, =0, C, =246 .8kN/m/sec, nous nous référerons a ces derniéres par

"structure 3".

-Le second type de structures étudié différe substantiel lement de celui
décrit‘jusque 14, étant donné qu’il s'agit d’un systéme‘combjné Fondation-—
Structure Primaire -Structure Secondaire (voir figure VII.A.l1.b), dont les

caractéristiques sont reportées dans le tableaul.
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-Tableau 1: Caractérisliques physiques

des systémes A base fire

Sous Masse (t] | Rigidité (Kn/m) | Amortissement(Xn/m/sec)
Systénes
Equipement 0.1 variable variable
Structure 200.0 11000.0 1.6
160.0 FI00B0.0 91.6
Fondation 600.0 82100.0 411006

En effet 1a fondation de la stfucture considérée est caractérisée par
un amortissement qui différe coqsidérablement aussi bien de celui de la
structuré primaire'que de celui de la structure secondaire. Par conséquent .
le caractére non classique de 1'amortissement du systéme composé est
significatif.

Rappelons, que les systémes P-S de par leur nature composée, possédent
en plus du caractére non proportionnel de 1'amortissement, des spécificités
qui les difféfencient des systémes ordinaires en [’occurrence:

* 1’ interactionqui est une caractéristique résultant du feed-back entre
les mouvements de la structure S et de la structure P. conséquence de 1a
nature couplée de leurs équations de mouvement.

* le "tuning", qui est un phénoméne résulant de la coincidence des
fréquences naturelles de deux sous-systémes (P-S), provoquant ainsi des
réponses résonnantes du systéme secondaire.

Par conséquent, dans le cas d’une structure secondaire constituée d’un
osci;lateur unique (équipement), le "tuning" se manifeste lorsque ia fréquence
naturelle de ce dernier coincide avec une ou plusieurs fréquences de la

structure primaire.
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- Les travaux antérieurs sur les svstémes P-S. ont montré que |'effet
de 1’amortissement non classique est prépondérant dans des conditions de
tuning. Pour cette raison. lors de nos études paramétriques cet effet de

tuning est investigué en fixant la fréguence de |’oscillateur w, a la

fréquence fondamentale de fa structure primaire. s'agissant du premier type
de structure. Tandis que pour le second typelles deux premiers modes de tuning
sont considérés.

- Par ailleurs, 1’effet d’interaction entre les structures P-S est lié

au rapport de masse RM=m,/m, (masse de 1’oscillateur sur une masse

représentative du ‘systéme primaire). Cette interaction est d’autant plus

importante que ce rtapport est élevé (supérieur & 107%). A cet effet trois

rapports de masses sont suggérés (RM=10"2, RM=10"3, RM=101).

- Enfin, la magnitude -de 1’amortissement de la structure secondaire a
un impact certain sur les caractéristiques propres de la structure composée
P-S, pour cette raison le pourcentage d'amortissement critique de

1’oscillateur €, est varié lors des études paramétriques.

Il est évident que les systémes P-S étudiés sont A amortissement non
proportionnel, il existe cependant. pour une fréquence donnée de
I"oscillateur, une valeur limite {"critique”) du pourcentage d'amortissement

critique de ce dernier notée £, . qui conduit & un systéme composé P-S

caractérisé par un amortissement classique.
Vu 1’intérét de cette valeur "critique" dans !’interprétation des
résultats obtenus, nous présentons dans ce qui suit la démarche i suivre afin

de 1’évaluer pour chaque type de structure.
- ler type de structure:

S’agissant de ce cas, il s’avére nécessaire de considérer chaque

catégorie de structure a part:
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* Ainsi. concernant la lére catéporie de structures, tel gu'il a été
précédemment spécifié, le caractére classique de |’amortissement est garanti

par la vérification de la condition de Fawzy pour la structure globate

KMC=CM 'K, qui nécessite la vérification des égalités —ZF=—2=_2

De ce fait, lorsque la fréquence de l’oscillateur coincide avec la fréquence
fondamentale de la structure primaire., 1’amortissement du systéme composé P-S
est classique si: £, =5%

* Pour la seconde catégorie, nous ne pouvons définir qu’un pourcentage

d’amortissement critique approximatif noté 'Eér, en traitant le systéme

- primaire tel un systéme équivalent & amortissement classique. Un tel systéme
pseudo-classique est obtenu & partir du systéme primaire originel en

négligeant les éléments extra-diagonaux de la matrice d’amortissement
généralisée Q;Cp@p .
oﬁlc;: est la matrice d’amortissement du systeéme pfimaire (P)

Gﬁﬁ est la matrice modale non amortie orthonormalisée du svstéme P.

Ainsi le jéme pourcentage d’amortissement critique modal équivalent du

systéme primaire est obtenu sous la forme suivante:

. :
£/=91 % & | (VI1.3.2)

20, |
ou: ¢§ngj: est le jéme terme diagonal de la matrice d’amortissement

généralisée du systéme primaire.
Wy: est ia jéme frégquence modale non amortie.

Finalement,Ei.r est obtenu & partir du % d’'amortissement critique

équivalent du systéme primaire.
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11 vient donc que pour la structure 2 (C;=246.8kN/m/sec, c,=0, Ei.=7%'}.

S’agissant de la structure 3 (=0, C,=246.8kN/m/sec, EI,._.:'—'Z.S%).

- 2éme type de structure:
L’approche précédente nous permet aussi de déterminer les valeurs

limites Ef_.r associées aux deux premiers modes de tuning du second type de

structure:

Premier mode de tuning me-0.7Hz,£’c,=3%

Second mode de tuning w_ =~1.75Hz, £l ~14.5%

Ke Me
Ce
€ M,| K
. 3 1 R
~u{[]_\\\\
Ke Me T Cy
. M3 K
co [T ] : = L LT
C, : ..
2 M;| K o
: \\\\\\ <, M| K,
C ﬁ —
\ﬂj\ul “ \\\.
/; 7 B
4 g

Fig.VII.A.1: (a) Structure Primaire & deux DDL supportant un equipement A un DDL
(b} Fondation-Structure-Equipement

VII.4: ETUDE PRAMETRIQUE CONCERNANT LES CARACTERISTIQUES PROPRES

DE VIBRATION

Nous nous proposons dans cette section d'examiner la sensibilité des

caractéristiques propres de vibration des structures décrites ci dessus.
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lorsque certaines propriétés phvsiques de la structure secondaire varient.

En reprenant 1’expression des équations de mouvement d'une structure &

N DDL soumise & une excitation sismique X_(t) . nous avons:

mi+c:i:+kx=—mr5i,(t) | (VIT.4.1)

La reformulation de 1’équation précédente en 2N équations du premier ordre

fournit:

Ay +By= gk (t) (VI1.4.2)

Lors de cette premiére analyse paramétrique, nous.nous proposons d’examiner

de prés les solutions du probléme aux valeurs propres suivant:

B, = r,ad, | (VII.4.3)
ol '
;f:; (VI.4.4)
i¥i
avec
Ay = -8, 0, t iw,, (VII.4.5)

Les vecteurs et valeurs propres ¢,, A, se manifestent bien st par paires de
complexes conjugués, nous suggérons de subdiviser les vecteurs propres $, en

leurs composantes réelles et imaginaires comme cela a été fait pour les
valeurs propres, selon |’expression suivante:

b, = Re(dy) + i Im($,) (VII.4.6)

Signalons que les parties réelles et les parties imaginaires des
vecteurs propres sont représentées sur des figures indépendantes.
L'analyse classique, quant a.elle, suppose évidement |’orthogonalité de

la matrice ¢ relativement & la matrice des vecteurs propres déterminée suite
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a la résolution du probléme aux valeurs propres suivant:

m¥ + kx =0 ' (VIT.4.7)
VII.4,1: Interprétation des Résultats

A/ Structure 1:

En premier lieu, nous considérons la structure illustrée
en figure (VII.A.1.a}, avec ¢,=c,=123.4kN/m/sec.
Rappelons que la fréquence. de 1'oscillateur est fixée a la fréquence

fondamentaie non amortie de Ia structure primatre, il s'en suil que Ecr=5%.

a/ Composantes Réelles des Vecteurs Propres

S'agissant de ces composantes, nous remarquons que lorsque RM=1072,

celles-ci sont correctement estimées par 1’approche classique pour <k,

ceci €étant vailable pour les trois modes de vibration illustrés sur la figure

(VIT.A.2).

En revanche, dés que §, dépasse f, , nous assistons a une surestimation

excessive de ces composantes réelles par |’approche classique qui atteint 900%
de la valeur exacte.

En effet, il apparait clairement, que lorsque §_, s’éloigne de £, la

composante réelle diminue sensiblement, réalité qui ne peut &tre mise en
. évidence par [’approximation classique. En effet cette approche basée sur le
fait que 1’amortissement n'influe pas sur les configurations propres, procure

la méme allure quelle que soit la valeur prise par §,.

Notons cependant, la similitude parfaite entre les deux approches, s’'agissant

- 1e_3éme mode de vibration.
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En supposant. cette fois ci que le rapport de masse RM chute a 107°¢.
la figure (VII.A.3) iilustre clairemenl que le caractére non classiyue de ia
structure devient plus significatif, étant donné que contrairement au ler
rapport de.masse, cette fois ci les deux modes infériéurs sont sensiblement

affectés lorsque E, s'éloigne de §_,. aussi bien par valeurs inférieures que

par valeurs supérieures,
En effet, nous remarquons sur cette figure que souvent I’approche

classique surévalue excessivement la partie réelle, qui en réalité diminue au

fur et & mesure que s’éloigne de €. jusqu’a s’annuler.
a or

b/ Composantes Imaginaires des Vecteurs Propres '

Rappelons que 1’approche classique appliéuée a 1’étude d’un systéme é
amortissement non proﬁortionnel, consiste A supposer gue ces vecteurs propres
sont réels. Il s’agit donc, d'observer I’évolution des composantes imaginaires
des vecteurs propres obtenus A partir de.l’éqqation (ViI.4.3), lorsque le %
d’amortissement de 1’oscillateur change et que sa masse varie aussi.

Contraifement aux composantes réelles, les composantes imaginaires, sont
sensibles au caractére non classigue de la structure pour les trois modes de
vibration (voir fig. VII.A.4). ’

Effectivement, ces composantes se démarquent de zéro, pour n’importe quelle

valeur prise par §_,. Notons, cependant que lorsque E, se rapproche de E_, ,

ces composantes imaginaires diminuent jusqu’a s’annuler ce qui justifie

I’approximation classique dans ces conditions (voir £,=4%). Signalons aussi

que toutes ces remarquent sont valables poutr les deux rapports de masse (voir

fig. VII.A.5).
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¢/ Fréquences et pourcentages d’amortissent critique modaux

Cetté partie concerne la comparéison des fréquences propres et des
pourcéntages d’amortissent critique modauk exacts d’une structure &
amortissement non classique avec ceux calculés approximativement.. sous
1’hypothése d’un amortissement proportionnel de la structure.

En effet, une étude classique permet & partir de 1'équation (VII[.4.7) de
déterminer les fréquences propres approxiﬁatives; ainsi-que les pourcentages

d’amortissement critique modaux comme suit:

T
c
4= 4:_1 ¢ (VI1.4.1.1)-
2(¢y méy) o,
ou: ¢U: est le'jéme mode propre de vibration

dg'a’¢3: est le jéme élément de la matrice amortissement généralisée

supposée diagonale.

¢§moj: est le jéme élément de la matrice masse généralisée.

W, est la jéme [réquence propre.

Tandis qu’une analyse exacte permet d’obtenir les fréquences et pourcentages
d’amortissent critiques par le biais des formules suivantes:

Re ()

(VIT.4.1.2)

Il apparait clairement sur la figure (VII.A.6) que les fréguences
modales sont pratiquement insensibles & la variation de [’amortissement de
1’oscillateur notamment pour RM faible. L’approximation des fréquences modales
semble donc justifiée. |

S’agissant des pourcentages d’amortissent critiques modaux, la figure
(VIT.A.7) fait ressortir clairement que les approximations classiques ne sont

valables qu’au voisinage de §_,.
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En effet, notons que contrairement a }'approche classique qui procure des taux
d;amortissement modaux pratiquement confondus {modes { et 2), un calcul exact
réveéle des valeurs sensiblement différentes. S’ajoute a cela, le fait que la
différence des résultats par rapport aux valeurs exactes est d autant plus
importante que le rapport de masse est faibie.

A titre a’exemple, une sous-estimation considérable est observée sur le taux

d’amortissement du mode 2 (37,5% pour £_=0.20), & contrario, une

surestimation excessive est notée pour le mode 1 (atteignant

150% pour £,=0.20).

B/ Fondation-Structure—-Equipement:

Nous enchainons, sur !’analyse du second type de structure (fig.
'VII.A.l.b), pour lequel nous ne considérons que le 2éme mode de tuning.

a/ Composantes Réelles des Vecteurs Propres

Nous ne manquerons pas de signaler, que la composante téelle du ler mode
de‘vibration est correctement estimée par 1’approche classique. contrairement
aux autres modes qui sont trés affectés par |’approximation. En effet.
s’agissant du mode 3, nous remarquons que |’approche classique sur-évaiue

considérablement la composante réelle, qui en réalité est trés faible et a
tendance & s’annuler lorsque £, s’éloigne de Eér. L’approximation classique
peut aussi condu1re 4 une sous-estimation excessive de la composante réelle

(voir 2éme mode fig., VII.A.8)

b/,Composantes.Imaginaires des Vecteurs Propres

La figure suivante (VII.A.9) montre clairement, qu’une approche
classique n’est nullement recommandée lorsque le caractére non classique de

la structure étudiée est important.
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Effectivement, ces illustrations sont révélatrices des erreurs commises par
une analyse approchée qui omet complétement les composantes imaginaires des
vecteurs propres, significatives dansAce cas.

¢/ Fréquences Propres et Pourcantages d’Amortissement

Critiqgque Modaux

Les deux ﬁremiéres courbes sur la figure (VII.A.10)} illustrent la
Justesse de 1’approche classique a évaluer les fréquences relatives aux deux
modes inférieurs. contrairement & celles relatives aux modes supérieurs.r

Les deux derniéres courbes sur cette méme figure (VIT.A.10). confirment
que 1’approche classique peut tantdt sous-estimer., tantot sqrestimer les %

d’amortissement critiques modaux.

VII.5: ETUDE PARAMETRIQUE PORTANT SUR LA REPONSE DYNAMIQUE

DETERMINISTE

Il a été largement explicité dans le chapitre précédent,rqu’il v’a lieu
de distinguer entre deux analyses dynamiques fondamentalement différentes
I’une de 1’autre, cette distinction étant inhérente au mode de définition de
I’excitation dynamique. En effet, rappelons pour mémoire que si-l'évolution
dans le temps du chargement dynamique est connue, une analysg déterministe
s’applique parfaitement. dans le cas contraire, une analyse stochastique
s’impose. Ainsi, vu |[’importance du "mode de définition de [excitation
sismique", il nous a semblé justifié de ﬁener une expérimentation numérigque
portant sur la réponse dynamique de certains systémes 3 amortissement non
proportionnel selon les deux approches suscitées. Les principaux résultats
auxquels a abouti cette expérimentation numérique dans le cadre d’une analyse
déterministe sont repris dans cette section. Le dernier chapitre est en
revanche consacré a la présentation des résultats relatifs a 1’analyse non

déterministe.
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VII.5.1: Descriptfon de 1’Etude Paramétrique

En effet. 1'excitation dynamique est supposée paffaitgment définie, il
s’en suit que les procédures exposées dans le chapitre V peuvent s’appliquer,
nous nous limiterons cependant 4 la méthode de superposition modale basée sur

le déplacement du mode (MDM). Signalons due notre choix s’est porté sur la

formulation de Jfgusa et al. [26]:

N ’ .
R(t) =f\: (a, hy(t) + c; B(t) ) (VII.5.1.1)
=1

Les coefficients a, et ¢, ayant déja été définis par:

a; = -2Re(b; X]), c; = 2Re(by) (V11.5.1.2)

Dans cette équation, h, est |’intégrale de Duhamel, alors que A, (t)
1 1

est sa dérivée par rapport au temps.

Rappelons que:

[ 4
ny(e) = X f_"g(t) et gine, (t-1) dt  (VII.5.1.3)
@p, 0
et
e .
A () = fi'g(t)e't‘““t"') cosw, (t-t)dr - §;0,;h,(t) (VI1.5.1.4)
0 .

Les expressions de h, et'ﬁi(t) sont déterminées par intégration numérique.

Notre but étant, bien siir. de réaliser une étude comparative avec
1’approche classique déterministe, une expression classidue de Ia réponse
s’ impose.

Manifestement, 1’approche classiqﬁe triviale, consisté 4 découpler les

équations de mouvement du second ordre (VII.4.1), grice aux vecteurs propres
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du systéme non amorti, en négligeant ainsi les éléments extra-diagonaux de 'la

matrice ¢TC . de telle maniére que la formulation précédente se simplifie

ainsi:
3 ( )
R{t) = Yy, h;(8) VII.5.1.5
avec:
¢fm.r
¥, =@Td, ——— (VII.5.1.6)
¢im¢1

Il est bien évident, que les méthodes de superposition modale résumées
ci-avant. et qui seront exploitées pour 1’évaluation de' la réponse
structurale, exigent l’analyse de }’histoire temporelle de 1’ exc1tat10n d’on
1’intérét de la simulation numérique, moyen efficace permettant de genérer des
accélérogrammes artificiels,

Ainsi donc, les excitations sismiques auxquelles seront soumises les
structures étudides ont été simulées numériquement selon le'-procédé
succinctement décrit dans le paragraphe (§ VII.2).

La fofme de la densité spectrale choisie est celie de KANAI-TAJIMI modifiée:

14482 (0/0,)? @/ @,

S, (VII.5.1.7)
[1-(@/0 ) 2]+2E2(0/w0) 2 (1-(0/w,)2)2+4E2 (@/w,)? °

Sx(w) =

ol Eg, Wg, Eo, @, sont des paramétres dépendant des caractéristiques et de

["intensité du séisme en un site particulier.

S’agiséant, de la simulation numérigque. nous avons opté pour un nombre de
points d’échantillonnage de 2! = 2048 et pour un incrément de temps
-At=0.013ec, ainsi donc la durée de !’histoire temporelle de |’'excitation
sismique a été fiXée a T=20.48sec. Notons, gue le phénoméne

d’"aliasing" {43] a été évité par ce choix de paramétres, étant donné que la

fréquence critique dite (Nyquist frequency) définie'par f. = 1/2A¢t est dans
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notre cas égale & S50Hz dépassant de trés loin la fréquence dominante de
I’excitation.
Les paramétres définissant la fonction «(t) du modéle ont été choisis tels

que t,=3sec, t,=13sec et f=0.26.

Il s’en suit que les accélérogrammes obtenus représentent des séismes dont la
durée de la phase forte est située entre 3sec et 13sec.

L’étude qui va suiv;e concerne la réponse de la structure secondaire
(qui n’est autre que le déplacement relatif de 1’oscillateur par rapport a son
point d’attache), 4 travers l’analyse de son histoire temporelle ainsi que Son
spectre de plancher (voir plus loin définition), de plué une investigation
portera sur les effets du."tuning", de l’jnteraction ainsi que de la largeur
de bande de I’excitation sur cette réponse.

Manifestement, la largeur de bande de I’excitation a un impact certain
sur la réponse structurale, pour cela nous avons opté pour deux types d’inputs
sismiques, d’une part un input a largerbande fréquentielle (Wide*Bénd) et
d’autre part un input a bandelétroite (Narrow-Band) .

Pour chaque type d’input un accélérqgramme unique a été généré
‘artificiellement selon le procédé décrit plus haut.
Les filtres de la densité spectrale ont été choisis comme suit:

W =2.5*%27 ®,=0.25*%27
£,=0.6 £,=0.6

Pour 1'input WIDE-BAND
et

©,=0.8%2%  ©,=0.08*27

Pour 1’input NARROW-BAND
£,=0.2 £,=0.6 P
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VII.5.1.2: Interprétation Des Résultats

A/ Structure 1I:

* Bxeitation sismigoe & large bLande frégouentielle
Considérons d’abord la structuret soumise & 1'excitation sismique wide
band illustrée en figure (VII.B.1)

a/ Histoire Temporelle

Tout d’abord, nous‘envisageons de suivre |’évolution temporelle de la
réponse de 1'oscillateur sous 1'effet de 1'amplification de son amortissement.
Notons que la fréquence de 1’oscillateur a été fixée a la fréquence

fondamentale de la structure primaire (w_,=2.5H2z). sa masse a aussi €té

maintenue constante (RM=10"%). 11 apparait clairement sur la figure

(Vil1.B.2) que pour Ee<<Ec;, la solution exacte constitue une enveloppe de

la solution approximative (principalement durant la phase de vibration
caractérisée par des amplitudes trés élevées). ceci traduisant une sous
estimation considérable de la réponse par 1’approche classique.

En revanche, nous pouvons nettement voir, que lorsque §_ atteint E.,=5% les

deux courbes ne peuvent &tre distinguées 1’une de }'autre, ceci prouvant
1’exactitude de 1’approche classique au niveau de cette valeur critique.
Notre but, étant en autres d'apprécier 1’'incidence de la masse de

I’oscillateur sur 1’allure de ceé courbes, nous fixons donc le paramétre §,.
La figure (VII.B.3) montre distinctement que plus le rapport de masse diminue,
plus les courbes s’éloignent [’une de 1’autre. Notons que pour RM=10"%, cette
distinction évolue avec le temps. En d’autres termes, 1’approche classique
sous estime de plus en plus la réponse. En effet, alqrs qu’en réalité ia
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réponse de 1’oscillateur s’atténue trés faiblement (1’csciliateur étant tres

peu amort i EG=C).25%). 1'approche classique laisse croire, gue cetie réponse

s'estompe progressivement jusqu’a s'annuler, ce qui constitue une déformation
de la réalité.

Il est indéniable, que 1’entité la plus importante d’un point de vue pratique,
sur cette histoire temporelle est la réponse maximale, 11 semble donc

judicieux, de suivre l’évolution de cette réponse maximale lorsque § varie.

Afin de mieux quantifier la différence entre les résultats fournis par les
deux approches, les erreurs relatives sont systématiquement calculées.
La figure (VII.B.4) montre clairement, 1’incapacité de |’'approche classique

a approcher la réponse structurale maximale pour des valeﬁrs de §_ treés
faibles par rapport a §_,,=5%. Effectivement, le calcul d’erreur révéle une

sous estimation de la réponse atteignant un maximum de 1’ordre de 40%, ces

erreurs s’'atténuent au fur et & mesure que §_, se rapproche de §_., jusqu’d

s'annuler, & ce niveau, pour réaugmenter progressivement au deld de cette
valeur critique.

b/ Contribution de Termes dans I’Evalpatjon de la Réponse

Dans ce qui suit nous allons nous pencher sur un aspect non moins
important, il s’agit d'une comparaison des formulations mathématiques
(VIT.5.1.1}) et (VII.5.1.5). En effet, il est clair d’aprés ces expressions,

que |’approximation classique de la réponse se déduit de la formule exacte

: ¥
par simple omission de la seconde sommation soit ;: C;h; (t) . Ainsi, il serait
=1

E

N
intéressant de comparer la contribution de chacun des termes ? a;h; (t) et? c;h, (t)
- =1 =51
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dans 1’évaluation de la réponse globale R(t), afin de mieux apprécier
'erreur commise lors de ['approximation classique et par la méme occasion
situer le domaine de validité d’une telle approximation.

Les résultats rassemblés 'dans la figure (VII.B.5), révélent nettement

N

la proéminence des termes a;h,(t) lorsque §,_ se rapproche -de €.+ Ce qui
=1 )

justifie l’exactitude de |’approche classique dans c¢e domaine étant donné
1’insignifiance des termes omis. Au dela de cette borne critique, une
situation contraire s’établit. du moment que cette fois ci les termes

N
, ;: C,ﬁi(t) permettent 1’évaluation exacte de la réponse globale, Il est donc
=1

sans contredit qu’ignorer ces termes dans ces conditions, conduirait A une
estimation erronée de la réponse.

¢/ Spectre de Plancher

Aprés avoir analysé !’évoiution de la réponselmaximale de l’oscillateur
pour une fréquence unique (la fréquence du tuning). il ;onvient de considérer
l’iﬁcidence de la variation de la fréquehce delcet oscillateur sur sa réponse
maximale.

Dans cette optique, l’analyse paramétrique qui va suivre, consiste en
une comparaison des "spectrés de plancher” fournis par les deux approphes
exacte el approximative.

Ainsi, une définition succincte de cette notion de "spectre de plancher”
s;impose pouf la présentation de la suite des résultats obtenus. En effet,
pour une structure donnée, soumise A une excitalion & la base. le spectré de
plancher'conventionnel est 1’ensemble des réponses maximales d’un oscillateur
de fréquence et de % d’amortissement variables, attaché & un point donné

{plancher} de la structure.
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Il est a noter, que les spectres de.plancher. sont utiliséé pour la
conception parausismique des équipements, qui sont modélisés tels des
oscillateurs & un DDL avec un point d’attache unique sur la structure
primaire.

Pour mieux voir. considérons une structure linéaire a N DDL (structure
primaire), le spectre de plancher associé au kéme DDL (c-a-d kéme plancher)
est généré par 1’analyse du systéme composé 'd (N+1)} DDL, qui consiste en cette

structure A laquelle est associé un oscillateur simple & 1 DDL de fréquencew,

variable, attaché au kéme DDL.

Pour une sélection donnée de la paire (w,, &_.). le spectre de plancher est

le pic de la réponse de 1’oscillateur (c-a-d le (n+l}-ieme DDL du svstéme
 composé ).

Dans le but de mieux analvser l'effet de 1’amortissement non classique,
sur la réponse dynamique. nous envisageons d’examiner la variation du spectre

de plancher lorsque les caractéristiques de l’oscillateur varient (§_,m,} .

En premier lieu, la masse de |'oscillateur est fixée (RM=107%), comme
illustré dans les figures (VII.R.6.a) et (VII.B.6.b). Une fois encore, les
erreurs | relatives sont systématiquement représentées sur les ‘courbes &
droite.

Nous notons que lorsque §_<<5%, les réponses classiques s’éloignent

distinctement de la solution exacte (remarquer une sous—estimation de 36%

pour(oe=2.5Iﬂz). En revanche une similitude parfaite entre les deux approches
est'observée_pour Ee=5%, au deld de cette valeur une démarcation progressive
se fait sentir (atteignant 85% pour §_=0.20).

Manifestement, 1’augmentation de §, a pour conséquence l’atténuation des

amplitudes des réponses. En effet, nous constatons une réduction de 91% du pic

situé au niveau de la fréquence de tuning. Une autre conséquence est le

déplacement du pic de w,=2.5Hz & »,~0.5Hz.
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Ces faits marquants, ne sont cependant nulilement reflétés par |’approche
classique., En effet, lorsque £, varie de 0 a 1%, le spectre approché est
caractérisé par la prédominance de Ila fréquence W, =2.25Hz. Cette
prédominance‘ se manifestant plus nettement lorsque £, dépasse 10%. De
surcroit, un pié additif fait son apparition au dela de la fréquence de
tuning, tandis que cette derniére constitue un minimum local.

Le sécond aspect & analyser, est 1’effet de la variation de masse de
I’oscillateur sur le spectre de plancher. Afin de mieux visualiser cet effet,
les spectres de plancﬁer déterminés pour trois rapports de masse
(RM1=10"2, RM2=10"% et RM3=10"*), sont représentés sur une figure unique
(Fig VII.B.7). Les courbes de référence montrent clairement, que 1’interaction
(1’augmentation du rapport de masse ), a pour effet de réduire la réponse.

Cette réduction n’est cependant appréciable qu’aux alentours de la fréquence

de tuning. En effet pour Es=0.00, une réduction du pic de 62% est constatée

lorsque RM passe de 1072 4 10°%.

Les deux premiéres courbes sur la figure (VII.B.7) revelent aussi, que les
spectres approchés (courbes discontinues) se distinguent plus nettement des
spectres de référence lorsque le rapport de masse diminue. D’ailleurs, le
calcul d’erreurs, prouve qu’au niveau de ia fréquence de tuning, le % d’erreur
double de valeur lorsquel RM passe de 10724 107%. Ceci démontre que
I’interaction a pour effet de d’atténuer le caractére non classique de
I’amortissement. Cette méme figure, révéle aussi que 1’amplification de
[’amortissement réduit considérablement |’effet d’interaction. Ceci apparait

a travers l’estimation de la réduction du pic lorsque Ee avgmente, En effet,
cette réduction qui est de 62% pourEe=0.00 chute A moins de 8% IorsqueEe

atteint 0.20.

Ceci étant. I’examen des courbes approchées, contredit ces observations,
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principalement, lorsque Ee dépasse‘Ecr. En effet, les spectres approchés
laissent croire que 1’interaction est d’autant plus importante que 1'est £,

ceci a travers l’apparition de deux pics (inexistants en réalité). dont les

amplitudes chutent, respectivemént, de 37% et 31% lorsque RM passe de1072

a 1074,
11 ressort des observations précédentes, |'intérét que joue le %

d’amortissement critique £_,=5% et qui constitue une borne délimitant deux

comportements différents (voir opposés) de la réponse structurale,
Les résultats fournis plus haut, permettent aussi de conclure que les
réponses fournies par 1’approche classique s’écartent de plus en plus de la-

solution exacte lorsque §, s’éloigne de & .

Il est aussi évident. que plus le rapport de masse est faible, plus les

courbes se démarquent des solutions de référence, ce qui prouve que le fait'
~de négliger les termes extradiagonaux de la matrice T cd. influe
significativement sur 1'évaluation de la réponse.

‘Sur toute ces figures, les plages fréquentielles en dessous et au dessus de

w,. illustrent }’évolution de la réponse de |’oscillateur lorsque ce dernier

n'est pas réglé A la fréquence fondamentale de la structure ("detuned
oscillator"). En effet; la similitude dés courbes fournies par les deux
approches prouve que |’amortissement non classique n’est préjudiciable qu’en
cas de tuning. |

* Brelitstion A bunde Fréguentieile Glroite

Cette fois-ci, 1’excitation est supposée 4 faible contenu fréquentiei
(voir illustration en figure VII.B.8}.
Les histoires temporelles illustrées en figures (VII.B.9) et (VII.B.10)

révélent des évolutions qualitativement similaires & celles de 1’ input
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précédent, malgré la chute considérable des amplitudes, qui est une
conséquence de la réduction de largeur de bande de [’excitation.

La démarcation notable des courbes approchées par rapport aux courbes exactes

notamment lorsque &_<<§..,RM=10"*, confirme |’importance de la freéquence

fondamentale. méme étant située en dehors‘de la frange prédominante.

La figure (VII.B.11) montre clairement, que malgré la chute des amplitudes de
la réponse structurale au niveau de la fréquence de tuning, 1’écart entre les
deux approcheé classidue et approximative reste constant. ce qui est
distinctement ﬁrouvé.par te calcul d’erreur qui montre une similitude parfaite
entre les erreurs relatives des deux inputs W-B et N-B.

Une fois encore les spectres de plancher (VII.B.6) sont révélateurs de
1’intérét de la.fréquence de tuning. En effet, notons la concordance parfaite
entre lgs deux approches classique et approximative aux alentours du pic situé
non loin de la fréqﬁence prédominante de |’excitation quelle que soit la

valeur de §,.

B/ Fondation—Struétq;g;ﬁggigggggg:

Nous poursuivons cette analyse déterministe par 1’étude du systéme
composé Fondation-Structure-Equipement (VII.A.1.b).

a/ Histoire temporelle

S’agissant des histoires temporelles, illustrées en figures (VII.B.13),
notre choix s’est porté sur deux fréquences proches des deux modes inférieurs

de vibration. Pour chaque mode de tuning le % Ee a été fixé a une valeur

significative. Ces illustrations font nettement ressortir la surévaluation
. excessive de la réponse par |'approximation classique, particuliérement au

niveau des pics.

Une fois de plus la représentation des réponses maximales en fonction

174



de §, (VII.B.14), réveéle 1’existence d'une borne critique pour chaque mode

de tuning au niveau de lagqueile !’erreur est infime. S'agissant du ler mode
de tuning cette borne critique se situe aux environs de 3%. au dela de-

lagquelle 1’erreur augmente linéairement. Une situation inverse est observée

pour le second mode de tuning, du moment que cette fois ci Eér est proche de

15%, ce qui explique les surestimations excessives par 1’approche classique

pour §, faible. Toutes ces constatations confirment la thése du %

' d’amortissement critique limite équivalent conduisant & un systéme composé
Fondation-Structure-Equipement pseudo-classique (voir chapitre § VII.3).

b/ Spectres de plancher

En observant les spectres de plancﬁer présentés en figures (VII.B.15),
nous constatons la présence d’un pic trés élevé au niveau de la fréquence
fondamentale. Un second pic beaucoup plus faible et plus large est observé aux
environs du second mode de tuning. mettant en évidence une situation de tuning
multiple (multip]e tuning), qui se traduit par un chevauchement des pics
associés aux deux modes supérieurs de la structure primaire & base fixe.

La comparaison des courbes fburnjes par les deux approches confirme. que

selonqu’il s’agisse du ler ou des modes supérieurs de tuning, !'approximation

classique est préconisée au voisinage de la valeur critique Eér du mode

considéré. Au dela ou en dega de cette borne, cependant, les résultats erronés
fournis réaffirment 1’inefficacité de cette approche, en dehors de son domaine

de validité, & évaluer correctement la réponse structurale.

175



7.6

Hauteur{m)}

fer MODE DR VIBRATION: RMwyOE—R

fe inferfeur o for

‘343 olassigue

..... e=0.00
2.5 wipex Co=0.006 |4
oopap ce=0.07
41444 Ce=0.04
0.0 T 1 1
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Partie reelle du veoteur propre
Zema MODE DE VIBRATION: RM=10E—-2
7.5 1 G
P
w
=
> .
/
"E‘ 5.0
B kK olassfgue
..... e=0.00
25 - ki r Fa={. 006
’ aooaoo fe=0.01
+t+t+ Coxd.O4
te inferieur a (or
0.0
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0
Partie recile du veoleur propre
&eme MODE DE VIBRATION: RM={DR-£
7.5
{e inferieur a (or /
£ 5.0 -
] ko d plossi \
_____ a=0.00
2.5 ARk Foe=0, 005
* - Qaopap ¢e=0.01
ettt (e=0.04
e
0.0
—1bo -0 0.0 5.0 10.0

Partie recile du veoteur propre

Tor MODE DE VIBKATIUN: RMZIOL—<-

Hautewr(m)

2.5 1

ity eclassigue
e Ce=0.7T0
whahn fe=0.18
nooap Je=5.20

te superiewr o lor

7.5 4 aw
| I
)
IIl'
i
[
‘£ 5.0 7
E ‘ !
]
3 te superieur a {or ]
-
ixexx elaggigue
2.5 - e=0.10
' wakuk co=0.15
opaao [¢=0.20
Q.0 1 1
1.0 45 0.0 0.5 1.0
Partie reelle du vecleur propre
2emne MODE DR VIBRATION: RN=10E-2
7.5

0.0
-t.0

7.5 4

Hauteur(m)

2.5

-0.5 0.0

T 1
0.5 1.0

Poarite reslle du veoleur propre

3eme HODE DE VIBRATION: RMw{0E-2

L~

~

ikt olassigue
P §e=0. [/]
Aakke Lex=. 15
cpaap Ce=0.20
¢e superieur a {or

0.0

=10

T
=5 0

3 10

Partie reells du vsoleur propre.

Fig VILA.2: Comparoizson des composonies reeles des vecleurs propres evalues

relon ler deur «

oches classigue et non ciarsigus

STRUC K(: RM=105-2

176



r8Y MyLL 7D ViR LLUIY., Il = iuvn ™w

FEY VLD Hdo VAW IAWIT: SuE—FE 7

7.5 - 7.5 1 'S
l
5.0 250 - r
i o
a ¢e superieuwr a {or
by My
taxzr olassigue
2.5 - suspx fo=0,.006 ) 25 e te=0.10
' QnoRo cCe=0.0f anknk La=0.16
+t4+4d (e=0.04 opeoe (e=0,20
0.0 r T 1 6.0 T 1
-1.0 =-0.5 0.0 05 1.0 -1.0 —6.5 0.0 0.5 1.0
Partie reelle du veeclour propre Partie reelle di veoteur propre
Reme MODE DE VIBRATION: RM=108-4 Zeme MODE DE VIBRATION: RM=10R—4
7.5 - 7.5 7 -~
F 5.0 - =50 4
3 £
i
te inferieur a lor le superieur o (ar‘
= thak* plassi e
..... e=0.00 LT oma'i;;
25 ARk k Fe=0,008 - 2.5 _———— 0 s
oopop fex=0.0/ aar Le=0.18
+it++3 Co=0.04 oprgpe fe=0.20
0.0 0.0
-1.0 -0.5 0.0 05 1.0 -10 -5 : 5 10
Partie reelle du veotowr propre Partie recile du veotowr propre
Seme MODR DE VIBRATION: RM={(0E~4 Semae NODE DE VIBRATION: RW={0DE-4
7.5 4 /. 7.3 - /.
T 50 £5.0 4
.
‘E 45 te supericur a for
rer olas
..... e=0.00 12424 plassigue
2.5 - AN Ce=l. 008 2.5 e - te=0.70
Qopap fe=0.07 wxnnr (o=l 15
+t+t+ ce=0.04 cpooo (e=03,20
e infarieur a for
0.0 0.0
-10.0 -50 0.0 5.0 10.0 ~10 -5 b 5 10

Partie reelie du veoteur propre

Partie reeile dw veclsur propre

Rig VII.A 8 Comparaizon des somporantes recles des veofeurs propres svelues
gelon les doux appronhes olassiqtu &t non classigque
STRUU Kf: RM’-fOE

177



Hauteur{m)

fer MODE DE VIBRATION: RM=10E-2

te tnferieur a lor

Kadkx Le=0.00
2.5 4 epepp Le=0.005
ARk Co=0.07
— — 4e=0.04
0.0 T T L) L]
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Portis imaginaire du veeteur propre
2emne MODE DE VIBRATION: RM=10K~-2
759 oA o
TR -~
RN /
T
N .
hLY
Y
A
5.0 o
-
3
§ . ¢e inferisur a lor
& rrex ¥ fe=0.00
25 - 20000 Cp=0.005
ak gk Co=0.07
— — e=0.04
0.0 T y )
-1.0 =05 0.0 0.5 1.0
Partie imaginaire du veoteur prapre
3¢tns MODE DF VIBRATION: RMw{OE-2
759 o
T
Yo
i
.:\
LY
Y
"
\
5.0 1

Hauteur{m)

‘te inferieur a lor

2.5 4 trixs Lg=0.00 ¥
Gopop ¢ce=0.008
angnw Ce=0.07
— — Ce=0.04
0.0 T 1 ]
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Partie imaginaire du vecteur propre

Fig Vll.A.4: Comparaison der composanies imagincires dex vecleurs

Hauteur(m)

fer WODE DE VIBRATION: RN=10B-2

{e superiewr a for

o
——— —

2.5 4 txdey le=0.00
’ eppop Ce=0.10
wegwy Fe=0. 16
— — {e=0.20
0.0 T T 1
~1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Partig imaginaire du veoleur propre
Z2erne MODE DE YIBRATION: RN=(0E-2
T *. q
~ . N \
~N ]
NN
NNy
AN
D
5.0 -
—_
E
g fe superieur a lor
o
h
2.5 4 txxx¥ Le=0.00
ooppp (e=0.10
haAhk Ce=0, f8
— — (e=0.20
0.0 -
-6 -3 0 k) 8
Partie imaginaire du veocleur propre
3eme MODE DE VIBRATION: RNw={0E-2
759 - LR =1
~ - - N ‘\
- AN
"\_. \ A
NN \\
A
\\
5.0 A
«
3 :
E y
g ¢ superisur o (or
]
2.5 A tisid fe=0.00 ¢
00epp ce=0.70
Ankkk ce=0.15
— — ¢e=0.20
0.0
-3.50 -1.75 030 .75 3.50

evaluesr selon ler deur agg;woos:[a ?M’ 2
N = -

STRUCTU.

178

Fartie imoginaire du veetour propre

res
saigue et non olas v of



Yer MUK DY ViORKALIION: KMESTUS—4

5.0 [

—— e .

te inferiour a for

Hauteur(m)

%3 fe=0.00
25 - qooop Ce=0.005 ’
ik Ce=0,07
— — (e=0.04
0.0 T T 1
-126.0 -62.5 0.0 62.5 125.0
Partie tmaginaire du veoteur prepre
_ Zevne MODE DB VIBRATION: RM=108-4
7.5 4 (s '/__.4
f L
S~
I ',/“/
.7
5.0 : ’/
-~ .
3 .
g o inferivur a lor
m taxus fe=D, 00
2.5 4 oepep Ce=0.005 3
Arkhd Co=.0F
- — e=0.04
0.0 T T 1
~-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Parile imaginaire du veoteur propre
Seme NODE DR' VIBRATION: RMwjOE~4
7.5 4 oK.
T
-
.a\\
S
N
hY
5.0

{e inferieur a {or

¥. { cuh.m"( )

2.6 bt n Fo=0.00
T opppp fe=0.008
akrnk Se=0,01¢
—_ — Ce=0.04
0.0
-1.0 . =05 0,0 0.5 1.0

Partie tmoaginaire du vectewr propre

evalwee selon les deux

5.0 4

Hoeuteus(m)

e MU2G S0 VIONRALIUN, RE=TUVS=%

g

{e superisur o {or

2.5 *ikek Le=0.00 ¢
oueep fe=0.10
Aaksxk ce=0.156
— — (e=0.B0
0.0 T |
-1.0 -4 0.0 0.5 1.0
Partie imaginaire du veoleur propye
2ermne MODE DE VIBRATION: RM=10B—-4
7.5 9~ - *. B
b . Al
o . \‘
SN v
RN
SN ‘\
WY
¥
5.0
E‘
e superieuwr o {or
B ‘
2.5 ks te=0.00 ¥
goonp ce=0.10
ARkhr fe=f 15
_ — e=0.20_
-0.0 +
—i0 15 0.0 15 3.0
Partie imaginairs du veoleur propre
Sems MODE DE VIBRATION: RMw{(OB-4
7.5 —-— L3 q
) R \
b ~ ~
~ NN
AR
~a
N
W
i
5.0
—_
§
) {e superisur & {or
L]
25 A tatrd fo=0,00
eepop ce=0. 70
axxax =015
— — (e=0.20
0.0 T + T 1
-3.50 -1.75 0.00 1.75 3.50

Fartie irnaginaire du vecfeur propre

egsgue of non olassgque

Fig VIIA.5: Comparaizon des comporanies 1 naires des vecteurs propras

STRUCTU.

179

1: R¥

ooches 0

10E-4



STRUCTUREf: RM=f0E-2 STRUCTURE1: RM=10E-3

Frequences modales(Hz)

7.50 7.50
\l moded ‘ \n moded
6.25 6.25
-~
3]
3
5.00 8 5.00 -
-g
3.75 1 o 375
v
\) moriel S \l mode?
250 4 P —— e i.:2.50 - = - e -
model Ry mode!
1.25 1 ____ Frequence exacte 1.25 4 Frequence exacte
—_ . Freguence approximative ‘ _ — Freguence approximative
0.00 T T T r T ¥ T 0.00 T T I T Sem—
0.00 0.06 0.10 0.15 0.20 000  0.05 010 0.16 0.20
Poureentege d'amortissement eoritique de Uoseillatewr Pourcentege d’amortissement critiqgue de Uosaillate

STRUCTURE!: RM=10E—~4

7.50
N,
\i model
6.25 -
—_
Ly ]
o
. § 5.00
6 3.75 -
W
§ \\l madel
gz.ﬁo - - -
B mode?
12510 FPregience exacte
- — Prequence approximative
0.00 T T T T F T T
0.00 805 0o a.15 0.20

Pourcentege d'amortisserment oritigue de l'oscillateur

Fig VIILA.6: Cmga.rwison des froguences modales evalures selon
' 5 approches clogsique el non clossigue
Structure! (1sr mode de tuning)

180



STRUCTUREY: RM=10F-2 STRUCTURE!: RM=10F-3

g 0.200 g 0.200

0.176 A ) Ny gll) 176 -
‘% . mode?2 / L
T 0.150 N\ mode3 / £ 0.150 1 ny Tmoded

i /
Eo.fzs— . ST 20125- S Pk
. / - E - - / P
' / - - / - -
0.100 - e 0.100 Vs e
/.-/ - s o
. . 7/41 e N, modef . coLe 7

0.075 - - 0.075 %
': ‘ //— ] ': // =
3 i . N g maodel
3 0.050 - 2o.050 *
E ; T
e &

—— ¢ modal Exact 4 L — ¢ modal Exadt

?0 026 4 . — — ¢ modal Approximalif 1‘5‘0 025 v . — — ¢ modal Approximalif
a, _ a, 1’ /#

0.000 r T r r T T . 0.060 . T —— . T y

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 D.00 0.08 o.10 . 0.15 0.20
Pourcentage d'amortisgernent oritique de lUosoillateur Pourcentage d'amortizsement oritigue de loseillater

STRUCTURE{. RM=10E-4

=
ta
D
=

mode2 N
0. 175

0.150
\l rnoded

Poummtages d'amartisrement mﬁq-zw modaur
: s S
- T~
& o
5] L]
1 1
\\
2
=3

o -
0.075 - - "
. ' P : g maodef
0.050 » - s
y
w " moadal Exact
0.025 / e . ¢ modal Approximatif
0.000 T T T T T
0.00 0‘05 10 0.16 0 20

Pourcentage d’amorttssement oritique de osoillatewur

Fig VILA.7: Comparaison des pourcetages d'amortissement mtique
modowr evaluer selon ler dewxr approches classigue et non classigue

181



fer MODE DE VIBRATION

2eme MODE DE VIBRATION

10.0- 100 = '«\ \ /D - /‘4"
N N - -
~ -~ -
\\ \\ P
\\ \ Pl
Y //
7.5 4 7.5 4
- 3 I
8 5.0 1 g 5.0 4
by
o it classigue / ey elasgique
- te=0.00 e Le=0.00
nkkk Fe=(.02 *rknk Fp=0.02
oanqgo ce=0. 10 ogaan ¢e=0.10
2.5 - +i++4 Fe=0.20 25 - ++++4 Fe=0.20 &
0.0 T * T y 0.0 1 T L T )
-1.0 . =05 D.0 0.5 1.0 -15.0 -7.5 0.0 7.5 15.0
Partie reelle dw veolewr propre Partie reelle du vecteur propre
3eme MODRE DE VIBRATION 4dermma MODE DE VIBRATION
10.0 - ' % 10.0 - od o
. — =
. T / / : = “‘:‘:::b /,/
N
7.5 - 7.5 -
— -~
§ §
g 5.0 1 8 5.0 -
by C
ok cla.sg‘ ('af.e /
e te=0,
Axxix Fe=0.02 /,,.,--""
opoap e=0, 10
25 B (e=0.20 # 2.5 - k¥ olassigue
remm = Ce=0.00
ek Fe=(,08
ogpgo Ce=0.10
b+ fo=0.20
0.0 T Y 7 QO T T |
-1.0 -0.% 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 D.0 0.5 1.0

Portie reelle die vecotevur propre

Fiy Vil.A.8: Comparaison des composentes reelles des veoleurs

Partie reelle dw veolfewr propre

reg

evalues selon les deur approches clossigue et non clossigue
Fondation—Structure-Equipement (Zeme mode de tuning



fer MODE DE VIBRATION

2eme NODE DE VIBRATION

Hauteur(m) |

10.0 R* 1004 Del
1 \ =
\
\\\‘
\}\
%
7.5 \ 7.5 -
. v
-_— -
g \ £
E 5.0 1 \\ :g 5.0 1
- d
8 G
m . b
25 | thtks fe=0.00 25 4 EtE¥k Le=0.00 .
’ ooepp fex=0.02 . \ Loope e=0.02
axxnw fe=0. 10 wakax Fe=(), 10
e=0.20 }1 T~ te=0.20
0.0 T T y 0.0 T » T 1
-1.0 ~0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 ~-0.5 0.0 0.5 1.0
Partie traginasre dis vesleur propye Poartie Pmaginaire du veoteur propre
Sewme MODE DE VIBRATION deme MODE DE VIBRATION
10.0 e  _ =R 10.0 -
.Y
~ \[\‘
)
7.5 1 ) 7.5 5
o,
/ 3
5.0 1 :g 50 +
3
\ m
o5 | BrExx £e=0.00 2.5 o BAEE¥ £e=0.00
QUDDD {e=0.02 \ © | o0DDR fe=0.02
axxir Fe=0.10 angur Fe=0.10
_ . }e=0.20 ll __ de=0.20
0.0 T : y 0.0 T T 1
-11.0 -5.5 0.0 5.5 11.0. -7.00 ~3.50 0.00 3.50 7.00

FPartie ymaginaire du veoleur propre

Mg VII A3 Comparaison des compogantes ima
eualues selon les deur ?proahes o
Fondation—Sitructure -

183

/

Portie imaginaire du vecisur propre

snatres des veelsurs propres
aggique &t non olassigue
quipement (Zeme mode de tuning)



* comparaison des frequences modales

2.0 2.2
Ny rnode? . .
e il — B — O — - e e - — - — — — -

16 2.1 4
ol )
Gl X
b3 . Y \‘N moded
§ :§ 2.0 —m & & BB
E 1.2 g
®» h o 1.9
o @
Sa_s " .\\ maodet S.

ded

g 5.6 1 Tyome
e, 1 -

0.4 Frequence erocts _ Freguence exacte

’ — — Fregquenoce approximative 1.7 - . — — Freguence approximaetive

I
0.0 r ; . 1.6 . r—
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

3 0.200

Pouroentege d'amortissement orviliqgue de Vesciliateur

* Comparaison das pourcantages d'amortissement coritigues modaux

moda

o
-
&0
=
1

—— ¢ modal exact
modal approxtrnatif

3 0.30

Pimruwttogc d'amorfisserment oribigue de osoiliateur

i

0.25

maodal exact .
modal approzimotif

N\, moded

b b
g g 0.20 -
o ®e - -"-"-——"-"""—"—"=""7""7-"®"=""—"'"7"=""—'"/=/'=
L0100 g - B
g -7

k B0.15 _ o
o o moded N P
3 ] J P
Fo.060 s P
£ §0.10 8-
E igf 5: St = £ i)
g, R T

0- 000 1 1] T | T 0.05 1 T T T 1

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Pourcentage d'amortissement eritigue da loscillofeur

Pourcentage d'amortisserment critigur de Uascillateur

Fig VILA.10: Compoaraison des frequences el pourcantiapes d'amortissement
modaux evalues selon les deux approches olassique el approximative
Fondotion—Structure—Equipement (Zeme mods tuning)

184



160
~ ]

[»] .

“€ ]

Q’ -y

Q -

% 120

B . Excitation WIDE BAND
P

£ ]

S B0

3 .

*&_; ]

£ N

§~ .

. ]

+ 40
b \\

@ ] ‘ h '

Q] \

: --_—‘-H—_—a‘—‘-_n—
O IIIIII|IFIIIFI|IlIIIITITTTI'T{TTT.I[IIII]I‘lllllll

] 1 2 3 4 5 £ 7 8 G 10
. Fregquence {(Hz)

Densite spectrale de Uexcitalion WIDE BAND

0.6

Ezxcitation. WIDE BAND

o
'S

o
o

|
o
N

Acceleration o la base (g)

|
o
B

o
j=)

I N N T NN TN TN WO T T YR N 2 S0 NN AN U N WK N W S A A O
T

—0.6 l'lll]!lll]llllIlll[!lll[lill]'llI‘]lllil[lllllillliillr

0 2 4 6 8 10 12 14 15 18 20 22
' : ' Temps(s)

Fig VIL.B.1: Echantillon de lexcitation sismigue wide band simulee



150

of
e . Sobution Fracte {e=0.00,RM=10E—4
g 1 ++ver Sotution Classigue Approzimative
§ 100 -
g ] j !
g 5] ‘ AN AR ?
8 1 . H N NN
- e b . y
. TR A
§ 0‘_‘ vy +
P
= E N : 4 { :
N i
[ ] Exoitation WIDE-BAND :we=2.5Hz
=~ 100+
§
a -t

_150 TTIryeyry LA EREEERE] Trrrrrrry ill;lil!l TrIrrrtrrrjrerrrrriee YT YT Ty T T rrrr Yy rrr TP T I JrTrTrrIrTree e Trrrfryrrey
0 2 3 & & 10 12 14 16 18 20 22
Temps(zee) .

40

Solution Fxocte:le=0.05,RM=10E-4
sheas ._S‘o!uﬁm't Cloapigque Approximative

s
<

dilti

i

o)

RN NN TR F RSN NN
=
+

quﬂuﬁuhvnvﬁvﬁvﬂv“v%”

|
)
o

Exoitation WiDF BAND: we=2.5HZ

Deplacement relabif de Uoscillateur{em)

|
Y
Q

0"[‘]||||é‘llllllll4‘ll|l|||iléllllllli[é][[l‘||la|()‘l|l[llli1i2|'I]]I|‘[1]4][‘]||‘|!]|é|[[l[ilaglliilllé‘di 22
Tamps(eno)

—
(8]

Solution Exoote:le=0.20,RM=10E-4
snass Solution Clossigues Approzximative

AR T

L]

NN EERNNEENE SRR NN ER ANy RN IR ARSI RN NN R

—
e

Deplacement relatif de Uoscillateuwr(cm)

0
"V h ‘z e ) 13 vvv
1 4 {1
i - i H
[T 4 f
4
IR ’ H ] 4t
-6 !
M
Fxcitation WIDE BAND: we=2.5HZ
”12 ‘IllllIlllll'lllll'l‘l'lll‘lll"ll‘ll"l|||ll|IIl|l||llIIllll!|l!llll'lll]‘ll‘il!‘[[llil‘ll‘l|II||IIIII|I|'III!"III
0 2 4 E - 8 10 12 14 16 i8 20 22
: Temps(see)

Fig VII.B.2: Variation de [Uhisloire ternporelle de lo reponse de l'oseillaterr
enn fonection de son amorhszsement (Ter mode de funing
Exoilation WIDE BAND

186



n
o]

'é‘ ] Solution Bxacte: {e=0.0025RM=10E-2
v 4 *e¢r+s Solution Claswigue Approzimative
8 307 A1
3 . L
3 ] ’ '
I | 38 !
o 3 f
~ 104 1 b 3 b
3 3 A 1
5 -10 1 y 1 iy i g i v
- b : | ! H
p \ \
é 3 i ' 'l f
3‘30_: | ' N
§‘ ] Fxoitation WIDE BAND: we=2.5Hz
—So—rvnuulri LU ILLILELELIL LA RU R SRR I O (LI A R N N 0 B A LEG B N [t 2 B B A A e
0 2 ' 6 8 10 12 14 16 18 20 22
Ternpafsee)
110

Solution Exoote:le=0.0026 RM=10E-3
wesss Sobution Clasrigue Approximative

LAl b L1t

n
]

Q

QL;
——
[t
= N
v‘i‘-

e

£+ el

i '
QLA

Exciintion WIDE BAND: we=2.5Mz

1
tn
&}

RIS SN NS SR NS Rl U}

Deplacement relatyy de {osculateur{em)

"'11G 1r1|11l|réllli1ll||||llllllTlé!|||llrlT|||llllll|"[llllllIIITlllllllll|trlil1|||||irlllll|||ll|i1r1||i|illl|rl

12 14 16 t8 20 22
Ternps(sec)
120
g' 3 Sobution Bxacte: ¢e=0.0028,RM=10E~4
1 rress Solution Clossigque Approximoetive
I ]
g ] K .
g 60'_‘__ ! N l.l
g7 [ DEMEIRE
o 3 1
g E ﬁﬁﬂ ﬁﬁﬂﬂ b | o ILP AL
E O—:M 4 ’i:-.‘-i.
R yw w , : H TiEE
4 ] 71 L J
A -
: LD )
—60] N 1Y ) .
3 ; NH
a1 ] Fxcitation WIDE BAND: we=2.5H=x
3 3
“120-"lll"fl['[ll’lll"r]“r’ﬁl'[']r]llll'1'1"'I'|rllrl['l'l[lll”""[l’ll'"rrr‘f||ll'|'|'lrl[lf'||l"]|||‘||
0 2 4 & 8 10 12 14 16 18 20 22
Temps(seo)

Fig VILR.S: Variation de l'histoire temporeile de la reponse de i'oscillafeur
en fonolion de sa masse (fer mode de funing)
Excitatiore FIDE BAND

187



—a -

-

Deplacement maximum de loscillateur(cem)

I

[
]

Pourcentage' d’erreur sur le deplacement

| |

Fig VIIL.B.4: Evolution de la reponse maximale de l'oscillateur
en fonction de son amortissement (fer mode de tuning)

|
—
Q

gt el ledir ey

40
20
51\ === Solution Ezacte we=2.5Hz RM=10E—4
00 7 v+ Solution Classique Approxvimative
80 Excitation WIDE BAND
60
i N
40 )
] S~
] \\-.*_,
20+ \‘W‘:_-—w____:_h___
T
J I
OTIT][II]I[}]I']IIIJIlll_l'lTl'll['l-l'lllllll
0.00 003 005 008 010 0.13 015 018 0.20

wn
<

Pourcentage d'amortissernent critigue de loscillateir

B
]

N
(o]

[ %]
o
s la st bagpalaa g drac)

(@]

s Solution exracte we=2.5Hz, RM={0F~4
* w0 =« Solution Classique Approximative

<

o
o

w B
o L]

ra ~ N,
-

LALASL LIRS S50 MR it (At I I B S B B B Ak e e e At e S B S N N N N S N B B B

0.00 0.03 0.05 o008 010 013 0.15 0.18 0.20

Pourcentage d'amortissermnent criligue de Uoscillafeur

Excitation WIDE BAND

188



Pourcentage par rapport a la reponse maximale

i}

G o8 8 Te'f'mes ath'!(t)
- Termes Ci(h‘i)’(t)

we=2.5Hz RM=10E—4

AN EEEEN

@ o o S e A 5 L e S i B e e |

0.00 0.05 " 0.10 0.15 0.20
Pourcentage d’amortissement critique de lUoscillateur

Fig VILB.5: Contribution de termes dans lUevaluation

de la reponse mazximale (fer mode de tuning)

Excitation WIDE BAND

139



Deplacement marimum de Uoscillateur (cm)

Deplacement maximum d¢ Uoscillateur (om)

-
[4]
L]

Deplacerment maxvmnum de Uoscillatng (om)
2

tesss Solution Bxacie RM=1QE-4 )
11091 Solulion olassigue approzimalive

.
~N
o

-
Q
[

P S T T S T T S I |

754
50
4
;
254
: \\-—-___.___,...
0 L2 0 O LN N AL LA B LU JLELER S A JLER AL 2 B L A
65 1.0 1.5 20 2.5 30 35 40 45 50
Freguenoe de Unesitlatewr (Ke)
Speotre de ploncher ds Ueoscillafeurle=0.00
110 -
q vesse Solution Exacte RM=f0E-4
1 OO—: s1s e Solubion olassigue approzimative
3
90 -}
80
704
60
50 3
403
304
204
107
(o e e I E e e R
0.5 1.0 1.5 20 25 30 35 40D 45 50

Frequenace de t'oscillateur (He)
Speaire de plancher de Uoseilinteur (e=0.005

[v:]
L]

] reres Solulion Exraecte RN=Y0E-4

J r1r1e Solulion olaasigue approcimalive

~J
o
1i

1 4d

/]
Q
1

<h
(=}

L1t a )

(7]
(=]
P

o8]
L]

RN ENEY YW

[+

T TTrTTTTTrT
1.0

S5 20 25 30 35 4.0
Preguence de Vosoillateur (Hz)

Speotre de plancher de l'oacillafeur (e=0.076

5 45 50

o9

40
¥ 1 ___ Sotution Exncte RN=f0E-4,0ex0.00
30 i ki Solution Approximabive
& 207
CHE
§ 104 _//.\ k_/
5 - 3
& |
® _103
g, ]
§ -20
E b
a, 20
—40- TT T T T T T TV T T [ F T Iy T Ty T T Ty FTT Y T r 1y vrot
05 1.0 1.5 20 25 30 35 40 45 50
Freguence de Posoillatewr{Hz)
4n

p
(=)

il od 1Ly

r
(=)

——_ Solution Exucte RM=10E~4,'e=0.005
Lidi¢ Solution Approximative

VAN N

| |
N -
o [} Q

Pourcentage d'srreur sur le deplacement
)
A d g

b
f=)

pa Ly oo sl s diaag

|
-~
o

0.5

LI B S M B LA e e e R Y B

1.0 1.5 20 25 30 35 40 45 50
Froquence de Uosetllateur({He)

L B
< =

]
(=]
N

— Solution EBrocte RM=!/0F-4,le=0.015
L4d4s Solution Approzimative

Pourcentiage d'erreur sur e deplacement

]
ot
[

|
n~ny
o
YRR NN

—40
0.5

LN B

TTY Ty VI TT Y VTP TT [Ty VP T
R . 4.5

3.0 5 40

15 20 25 3 5.
de Uoscillateur{Hs)

Freguenae

1.0 0

th VII.B.6.a: Effet de la variation de U'amortissement de lesoillafevur
. lancher

sur son speotre de
Exoitation WID

190

BAND



Deplacernent marinum de Uoscillateur (om)

Deplacernent masimum de Voscillateur (om)

40 40
tisss Solution Exocte RM=10E—4
v 1 ae Solution olassigus approximative

Seolufion Exacte RN=f0E-4,7e=0.05
tidad Solution Approximative

i
L]

NN

(]
wn

{1

=

na

o
1

Lid

n
o

-

<
L

Ll

I
(=]

sy
o
pag by a2l e g (1l

=
1

]

<o

Pourceninge d'errewy sur le deplacernent
[=
$
P S
L 3
[
[
1
»
[
1

w
|
[
(=]

;
§
%
E
§

0 ML IO 0 e A L LT SN SN LA LA LR —40 L e 0 20 O B R AL LN IR LR B LA
05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 05 1.0 1,5 20 25 310 35 40 45 50
Freguenoe de Uossillatenr (Kx) Frequence de Uoscillafeur(Hz)
Speotre de plancher de Vosoillatewr (e=0.05 )
25.0 50
] vesss Solution Exaote AM=f0E-4 3
3 s a0 e Solution olossigus approvimabtive ]
22.5 3 ‘ , 40
3 ] .
20.0 g 307 :
7.5 3 3 :
b b4 202
1 p
15.0 ] 3 101
] & E B
12.5 4 E 0 ettt i
- -
10.0 3 N —10 V
5 [ 3
7.5 3 207 ‘
3 § 3 Solution Exacte RN=10B-4,0¢=0.15
5.0 —30 A&dds Solution Approzimatbive
5 a
2.5 4 — 404
0.0 -vrl1[l1(l[||||||rr|||lﬁT]tlI';uv1u§|ltu|t|uu —50.‘ll‘ll"!ll]llll'IlIl'[Y"l"l'lllr[llll]llrl'llll
05 10 1.5 20 25 30 35 40 45 50 05 1.0 15 20 25 30 35 4D 45 5.0
Frequence de l'oscillateur (Hs)} Frequence de Voseillateur(He)
Speaire de plancher de Uoscillatever (e=0.18 '
25.0 100
J veses Solution Exacte RN=70E-4 E
225 ] vevve Solution clossigue approzimative E 1
20.0 7 g ]
17.5 ? & gq)
5.0 % ]
12.5 3 g 25
16.0 J L] ] .
] w 0" —
7.5 3 g 7
3 £ ]
5.0 - 1
- §...25_ — Solufion Bxacte RM=!0E-4,{e=0.20
1 a, 4 Al Solufion Appromimative
2.5 7 1
0.0 e T T T T T =50 T T T T T
0% 1.0 15 20 25 30 35 40 45 50 0.5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
. Freguenca de Uoseillalewr (Ns) Freguence de Voseillateur{Hs)

Speotre de plancher de Uascillnlewr (e=0.20

th VIIL.B.6.b: Effet de lo uvoriation de Uemortissement dé lVoscillateur
sur son speotre de plancher
fzoitation WIDE BAND

191



Deplacement marimum de Uoscillatewr {emn)

140 207
"5\130 —— EzacteRM1 o 3
QUooo ]
120 kR RM3 103
g — — ClassiqueRM1 3
110 ooooo RM2 3
TRIRK RM3 .3; 3
? 100 §
= 90 ORI \
3 3
80 § ]
70 E ~104]
80 3 ]
® ]
£ 0 & -207
40 £
%, 30 g ] g.itucte' ;‘a“}'EGM t;o
- -{:E:L-:H- aggigue:
® 20 30 RM2
7 mxr RM3
10 .
) 3
T T T T T = P e e e, — 40 e
05 1.0 1.5 20 25 30 35 40 45 5.0 0.5 to 1.5 20 25 30 38 4.0 45 5.0
Frequence de Uascillateur (Hz) Freguence de loscillateuwr(Hz)
Specire de Plancher de Uosaillateur: le=0.60
22.5 - 100
; ,: .y teRM 1 ]
20.0 k) omoo RMZ | % ]
] Jr“ KEAKF RM3 80
] i \ N Cfasmqmﬁgé ]
: - oopao
1753 Ly e Mg 3
: \ & 60
15.0 { s ]
125 3 ? 407
] E ]
10.0 4 )
; \ w 207
] o ]
7.5 7 ™\ E B
; £ 09
5.0 g ]
E _20_- N g?mate‘ {e;ﬂMZ’D
- B 7.4 e
25 y s e R
] . :u:u:nn RM3
0-0-11r1|l1lT1TllT‘rl‘rTlrl||l|lr||||||r|1l|||||lr —40 Ty T A T [ TP T TP v T P[P AT [T AT P[P P T r rryrrre
05 1.0 1.8 20 25 30 315 40 45 50 05 10 1.5 20 25 30 35 40 45 50
FPrequence de UVoscillateur (He) Frequence de lVoscillateur(He)

Spectre de Plancher de loscillateur: le=0.20

Fig VILB.?: Incidence de lUamnortissement de l'oscillateur
sur l'e I{fﬂ d'interaction
reitation WIDE BAND



. Acceleration a la base (g)

Densite spectrale normalisee (So)

an
Q
a

(4
~J
n

N
(5}
)

—

[

6]
|

Excitation NARROW BAND

e
'Iillll"lfl]]liillIlll!lr_rl'[‘lfl'll"fl||l‘l|llllrlf

00 10 20 30 40 50O 60 70 80 90 100

0.3

!
e e o o
- o = N

|
©
()

-0.3

Frequence (Hz)

Densite specirale de lUexcitation NARROW BAND

Exeitation NARROW BAND

.

I T T T N N N TN T I N B B

wf\vvv V\p/ ‘ vav “"

Loy o e Ly

|T1'r|l|lll'lll]llil!ll'l'lr!lll!'llll]lIlTrTTT‘]lII'I]"rT'

4 B B 10 12 14 16 18 20
Temps(s)

0

Fig VI1.B.8: Echantillon de lexcilation sismique narrow band simulee

22



Deplacement relatif de Uoscillateur{cm)

Deplacement relatif de Uoscillateur(em)

_—
[=-]

-
<

Solution E‘macte le=0.00,ARN=10F—4
« 1100 Solution Clasrigue Approximative

S

o

I
[=]

10 v st v s v g v e sneaa}l v v vl ity

t
5]
(=)

i
‘ ) i
' .
. )
¥
, '-dﬁﬂ
Excitation NARROW-BAND: we=2.5Hz
O'l!llIITIéITIIIlIIl:q'iill!ﬁfllé!lr‘llillfé]‘!lllli-l1|(]ltll|lYTl1'[‘zl'l'l‘llll|114lillllllrllsll'l'ltlll1]8|l||l‘l[112|0lllllllI|22
Tempafseo)

-

L&)

L]

Solution Exacte:le=0.05,RM=10E—4
+ 22 v Solution Classigue Approrimative

-_ppgt—

4

|
o+

|
EN

Deplacernent relatif de Uoscillateur{em)

INERERENI RSERENEE 1IN TUURURUSEENARSNARNNRUREEUIN SNSARUENY

Ezxoitation NARROW BAND: we=R.SHg

I
[s.]

0

T T T Ty T T T T T v v N P T  p P Ty T F v r e T (Y v T T r rr P T Ty T T o T ey v ey e T e ey e g rrrrrrrrt

14 16 18 - 20 22
Temps(eee)

b
in

+s 094 Solutfon Classique Apprormmative

-
n

bt
tn

;
o
tn

.I\'/\ ﬂﬁ iyﬂ 1
VA

¥

.

I
s
(s}

gad gz bpergaaidadlapa raaa g lasaa e valopinserany

Solution Exaote: fe=0.20,RM=108-4

Excitation. NARRDOW BAND: we=2.6Hz»

I
e
w

D

ll!'lilllll|lllIIITVT]'ITIVTP'II[]Tl]l]'ilI!l’i[!l!lilr]llllrlrl‘l!llI'lITI’TT!Y"'IK'II]"II'II'IYlllfli'll'll‘ll.|ITTT‘iIll

12 14 186 18 20
Temps(sec)

Fig VII.B.9: Varialion de Uhistotre temporelle de la reponse de losoillateur
en fonction de son amorlissement (Ter mode de funing
Exoitation NARROW—-BAND

194



§, 6
3
i
. £ 2
3 o]
s
§
s -2
.
3
. g_s
-8
15
§
§ 10
T s
S
R
E\ 4]
3
+
g -5
§
310
oy
Q
-15
20

Py
ur

-
o

aobad gy p g tae e da) i

L
3] (4]

!
-
[4.]

Deplacement relatif de l'oscﬁlate-ur(én)
o

I
]
[=]

.
N AT B AN PR B B S B |

I
—_
o
Lo s a gl e Lot aggads

Solution Exacte :[e=0.0025 RM=10F-2
199+ Sotution Clasmigue Approximative
; :
3! i L]

L i
— i e | 5 N i
q Excitation NARROW BAND: we=2.6Hz
S pAMAMAM MMM S é1'01‘.£141I6 ..... By ot AN

-Taempa(sce)
1. Solution Exacte :le=0.0025 RM=105-3
i 4020 Solution Clasyigue Approrimative
: ﬁ g
y N it H QT
] DERRLE
- ] ahﬁ ﬁﬂ | | | | |
h TLETh R
;w 44
] y ] ! I
| p hq
] Exoitation NARROW BAND: we=2.5Hs

TP P T AT VR FY AN Y PR Y PR TP AN VPRV F TR A PP TR PR E AT RV VRN PP I Y P P TR VP FT VA CY[FTIT AT ARV FFTR AL VLRI FTENT

0 10 12 14 16 18 20 22

Temps(sce) '

Solution Fxaote :(le=0.0025 RM=10FE-4
sress Solution Cluasigque Approrimative

[v

2 4

AARRAAASRANARAARARALEARS RS
. ]

Ezeitation NARROW BAND: we=2.8H=x

8 10 12 14
Ternps(eeo)

16

18

Fig VIIL.B.10: Variation de Uhistoire ternporelle de la reponse
de loscillateur en fonction de sa masse(fer mode de tuning)

Ezcitation NARROW—-BAND

193

20

22



’guo 50
- . 4
1 veees Solution BzxactsRM=10E—4 E 1+~ Solution sxacte RM={0E-4
20 «ss oo Solution Classique Approximative 403 + 2 s+ Solution Classigue Approrimative
5 '%°7 g . 1
.-E & R’ 304
- -
& 100 & ]
£ 1007 & 203 Excitation WIDE-BAND
3 ] Excitation WIDE-BAND: we=2.5Hz k 3
r g 10
£ 80 . 3
3 ] 3
E 1 - E SO — -
- ] ’./ e -
5 60 \E ] ¢ -~
g i w103 T
- ] ® 1/ -
g 404 g -20] /
E B - qf
: : -3
B 20 i g 3
§~ 'J f—:~?_“—::—:_—-_:n:_____. o, - 40
———— Y S U
046 003 003 08 oio 0.13 015 0.18 020 - 000 0.03 0.05 008 010 0.3 0.5 0.18 0.20
Pourcenilage d'amortizsement erilique de l'osecillofeur Pourcentage d'amortissement crifigue
20.0 50

e Solution sracte RM=10F-4

s Solution ExacteRM=10F-4
+ ++ + Solution Classigue Approximative

+ = — Solution Claswigque Approzimative

b

o
N
o

Lo
o

Excitation NARROW-BAND

L
o

Excitation NARROW-BAND: we=2.5Hz

[}
o
gtz s v Loaa s b s deg s dv e b bas i laisay

-
ha
»n

-

o

Pourcentage d’erreur sur le deplocement
=

qulace'ment maxrinum de Voscillateur{em)
=)
o
e be g e s s Lea g b g boes v by larg

-0/ T T~
7.5 ;
-204 7.
5.0 4
_an-Jf
2.5 T -40
00 rrrryrrTrTrrrrreT TTTTr T rrrrryrrrryrryrprrorrT _5(1 rrFrryrrrryryrrrryrryYrrrrryrrrrrr T rres
0.00 003 0.05 008 .10 013 0.5 018 0.20 0.00 003 005 0.08 010 013 015 0.18 0.20
Pouromf-age d’amoriissernent crifigue de Voseullatewr Pouwrcentage d'amortisrernent crifique

Fig VILB.11: Comparaison de la reponse moarimale de loscillateur pour deux
ypes d'excitation WIDE BAND ef NARROW BAND (fer mode de tuning)

196



0.5 1.8 1.5

§1 10 5
100 3
B 1 /) eses Sotution Broots RM=10E-4
% a0 3 i3+ Solution olorsigue appromimative
8 %07
K 70?
60
‘t 507
403
- ju
E o]
. 3 204
3 \
S 10 TN,
3 "X
[s] T Y T T T YT [ T T I T [T F3 P[PV VATV AT v 13117
0.5 1.5 2.0 2.5 3.0 35 4.0
Frequence de losoitlateur (Hr)
Speotre de planohsr de 'pacillateure=0.00
' '5\1 105
~ 003 zerr Solution Exaote RM=10E~4
] +or e Solubion olassigue approvimative
© 80
T 803
3 703
1
60
B 507
40 3
E 304
3 20
g
8 107
0‘7‘1‘[7'!]’1“!']'YYYI!‘T‘[Y'IY"‘YTI’
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
Frequence de Uoscillateur (Ha)
Spectre de plancher de loscillalmrle=0.005
"5\27.5 -
T504 ‘
3 wssss Solution Bxacte RM={0R-4
22.5 21219 Solulion olassique approximalive
: ]
20.0 4
,:'17.5 ':-:_
15.0
125 3
10,0 3
E 7.5 3
4 5.0 3
E 2.5 4
0.0 T R R T T T T T T T

. 25 .0 35
Frequence de Uosoillatewr (Hsz)
Speotre de plancher de UVospilloteur (e=0.20

4.0

Pourcentage d'erreur sur ¢ deplacernent

Pourcentage d'erreur sur le deplacernent

Pourcentage d'srreur sur le deplacernent

30 -
] ____ Solution Ezoocts RM=10E-4.£e=0.00
30_' 4a4ds Solutlon Approzimative
20
10; | ),/.\ M
Od—t—t——s :
-10]
'—2{)-_
-30]
— A0 T T T T T Ty
0.5 1.0 1.5 2. 3.5 4.0
Frequence de Uoscillateur(Hr)
40
] Solution Brocte RM=10E-4.(e=0.005
3] dasds Solufton Approximative
]
4
20+
10
I A
]
4
=104
—20
-304
—40 LA S R i i B i ki e e e i e B A e AR M e e e e e B el ah
.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
Freguence de loscillateur{He)
100
75 _ :
50
i
25
0 ——— v
=951 .. Solution Exacte RM=10F—4,0¢=0.20
4 4hadE Soluton Approadimative
50 L A A N A B (B AN N (N (N SN SN BN (D (R N e S e e e a et B o e
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 20 35 4.0

Freguence de loscillateur{Hs)

Fagy VILB.12: Effet de la variation de Uamortissernent de Uoseillateur
ancher (1er mode de tuning)

sur somn speotre de

11
Kxeitation NARRO#

BAND



P @
o o

N
Q

|
N
a

Deplacement relatif de l‘osciu_atew*;
[
] o

]
)]
Q

Deplacement relatif de loscillateur -
| P |
g2 &8 B o 3 & & 8

3
Co
o

] Fondation—Structure-Equipement
] Ezeoitation WBH |
- ‘\ ! J‘ n
: I\ l‘ f‘ r " f il.l \
i (oo by \ T f
1 I : ! i |
) a0 Loyt Ty v R f
- 1 T ! y r I \
i . |
] AV iy 1 o) NN N
] N ! I l W 1 TR l
a—;\i//?\ ; ! l 11 1 | I Ay ‘ { " 4 | 7 } Pyt ' 1w
] AV A N A U N A R Y 1\7 DAV ERYEY
] 1 Ay ! I VAN W\
y i | W ARV \ RV
4 o | | | 1 | |
- LY vrooy \ IR !
i \ 1 ! p \/ Pl V!
4 ! (' 1 U ] i , it | | i ")
" | 1 1Y v s 1] | {
: | v { l, \
4 / h) , \f |
] \ \
i Solution Exacte :le=0.20, we=0.75Hz
4 - — — Soltution Classique Approximative
‘lllllliIllI'|ll‘l'lIillI‘l'l'l'[rlTll‘lilll|l|llll|’ll||flllll]i]']l]TTl|l|l|lllll!l‘ll'llllll'll!llll.llll']lr"r:"’
¢ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
‘ Temps(sec) :
N Fondation—Structure—~Equipement
4 Ezxecilation WB i
. A
- |
i P I I
\
i v N I !i !
’ RN
] A R I e T LA
] Foon Py g M
i Bb A i L i R R
S J ff IURTLDY
- MR AU AR LU TRIRTAVRIRIR)
N IR Y 1y TR
] e e
; ’HHI'H"P R
) o
] cy o
- oy
] Solution Exacte :le=0.00, we=175Hz
1 — — Solution Classique Approximative
Illlfllll]‘lfrllilrlllIllllllI]iIlIl'lllPl!lllll!l'lll|'III"TTII|II]!]]I|IIIIIFIIT[TP|Ilfl!rlllllllllfllT‘ll‘['T

O 2 4 -6 8 10 12 14 16 18 20 22
— Tempsz(sec)

Fig VII.B.13: Evolution de Uhistoire temporelle de la reponse

del’oscillateur pour deux modes de funing
Fondation—-Structure—Equipement: Excitation Wide-band

198




m{em)
3

n

o
O

N
o

o

vy g b g sy

[#]

o
]
-

Deplacement maxtmum de Uoscillatew
L] B
< o

—
£ 1607
3 = Solution Fracle

E 3+ Solution Classigue Approximative
31407

g ]

i 1203 . .

8 N anda.hon-—.S'tnwture-Ez’uipement
R ] Excitation WB: we=0.76Hz

% 100 '

§ 3

E 807

g 60

- 3

g 40 R
2] - "'-..___‘__‘_“_ .

lg : “"“‘HH
- B 204 —
A ]

o“"(ill[][ lll|!l,rTll’]Tl!llll"l[l!lTT
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

FPourcentage d'amortissement oritigue de i'oxciilateur

e Solution Exaote
3+ s s Solution Classique Approvimative

I A
-

Fondation-Strueture-Equipement
A Erevtation WB: we=f1.75H»

et gy
-~

7
/
/

———— ™~ \ —
e 77 " 1

LSRN I SR A A N B 0 N B U0 A B B B B A N e 2 B e

0
.00 0.05 0.10 0.15

0.2
Pourcentage d'amoriissement critigue de Uoscilloteur

0

w 120 v
] =eees Solution exacte . //
100 * = Solution Classigque Appromrimatwe/
3 o,
& ] ‘ - /
© 80 - Ezxoitaion WB: we=0.75Hz 7
o - 4
~ g /
é ) ’
3 ’
. 60~ ,
3 /
‘ ] /
: § 40 /
o ] /
@ T a
=) 8 o
3 20:, . -
§ .
T -
o, ]
_20'-TIIIII11' flif'l‘lllfllfli’ll‘[‘rlll‘Tlll
0.00 0.05 0.10 0.15 0.2
FPourcentage d'amortissement eritigue
- 350
g ] wes—t Solution exante
g 1,..7  Solution Claesigue Approximative
300 ~ ~
8 4f
< 1 ~
g ] \.
230 ‘. EBxoltaion WB: we=1.76Hz
= 3 5\
% 200+ \
AN \
& ] \
§ 150 \
E . \
B ] N\
= 100 ~
L ] N
g ] N
T 50 N =
§ 77 ~ P
£ ] ~ e
§ o N
a7 v
"50 lll'l!llll[lllllrlIl[lTllll‘ll]lllI'Il'l
0.00 0.05 0.10 0.20

Pourcentage d'umortissement critique

Fig VIIL.B.14: Evolution de lo reponse maximale de l'osoillatewr Jonetion
de son arnorfissement pour deur modes de funin
Fondation-Structure—Equipement: Excitetion WIDE—~BAND



=175 300
E r21s¢ Solution Frocte
S va+ey Solution omﬂqm approximotive

Salution Exccte Je=0.00
ARSI Solution Approximative

~J
o
2

- ]
g :
5125 . Fondation—Strueture—Equipemant . 2007
3 ] ]
100 3150-_
E 75 Emo{
] A o]
b g I \ § E
é 50 1 ; \ 50
3 ] ! \ & ]
25 ! AN : 04
] / . LY ]
‘5‘ ] -"“ﬁ-\\\\\ ] \./J
d e— ]
0 I e ANREEANERNAE SRR RS RRARE RALRY RERRS SLES LR "‘50 IARSEEARSSRRSRERRRdS ARARN SAARERRRENARRANRREAR SRR
0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00
Freguenoce de l'oscillafenr (He) . Frequence de loscillateur(Hz)
Spectre de plansher de lVescillateur:{e=0.00
=160 300
E . Jtisss Solubion Ezoote - 3
s 7+ 13 o Solufion oloarique approrimative .
5 140 1 3 2601
] 3 ]
120 § 2007
S 3 Fondation—Struocture-Equipement 5 ]
- -
3§ 1004 y 150
g 80 E 100
603 T 50
] §' ] v
40_: E 0: & A__’"l/ b
g 3 3 Solution, Fxaote {ew0.026
g' 20.3 & 507 asais Solubion Approzvmotive
- -
]
0 SR AN EEEE e R AR SRR RN RRRRE R RS RS RERRS RAKRE LARE] —'100 SRR AR RSN E R RN R RN R AN
0.50 0.75 1.00°1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2,75 3.00 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00
Frequenos de loscillateur (Hs) Frequenoce de Uosoillatewr(He) '
Speotre de plancher de lorcillateror:te=0.00256
2110 3507
S ] risze Solubion Excaote b
100 3 v 2512 Solution clasrigus approximative 1001
90‘; 250-:l
80 , . -5' 3
S 3 Fondation-Structure—Equipsment 2 2003
3 70 E ]
- -
60 N 150
B 507 n E 1003
p P Y ]
40 3 ron . ]
3 P 504
304 I \ b
3 f \ o
-g. 204 1 Y E E \‘_/4
4 /7 AY [ A E
p - — 50 — Solution Exacle (e=0.07
104 " -.‘\:‘ - b 42223 Solution A;:Dro;vs:mﬁue
L e s iau aaa — 100 TR T T T T
0.50 0.75 1.00 .25 1. 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00
Froguenoce de lVoseillaleur (Hz) . Prequence de Voseillateur(He)
Speotre de plancher de Uosciilateur (e=0.07

Fig VILB.15.a: Effet de la Varition de Uamortissement de Usscillateur
sur son apeclre de ploancher
Fondatwn-— truoture—Lquipement: Excitation NIDE-BAND



Deplacement maximum de Uoscillateur (om)

Deplacemint marimum de Voscillatewr (o)

-— [ (3

Deplacemend marvmum de Uoscillateur (em)

55 300

3 y trave Solubion Fraols .
+20ve Solution classiqus approrimative

/

E 4
40 _ | § 2003
3 Fondalion—Structure—Equipement s h
359 : 150
303 ]
; 3 1007
23 N £ ]
3 a .
203 A « 07
3 i ]
155 \ 0] N o
E \ : \Q\_*__,-JL
105 \ % ] Solution Exacte {e=0.08
; \ & -50d dskas Solution Jppmimaﬂw
5‘: \\-\ o, :
E h‘“"""'w-—-o—-—..- ]
0 LA L L R T I L L I LI R N L NN AL A —-100 LSRN S S RS T BN N A AL A B
C5 0B 10 1.3 15 1.8 20 23 25 28 30 .50 0.75 .00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00
Freguenoe de Uosoillatewr (He) Fregquence de Uoseillateur{Hz)
Spootrs de plancher de Upsvillnfewrle=0.056
45 80
'\ sasss Sobution Braots 203 Solution Exacte (e=0./5
40 ! v2r o0 Solution olaswigue approrimative ] 44843 Solution Approximative

[er}
[=
L

L L]

/
/

2]
pE

i

|
i
!
i

n
[a]
1

-

-

: \  Pondation-Structure—Eguipement ¥ ]
30+ 3 p
. a 40"‘_‘
25 y 303
20 £ 209
] B .
5 -
1 3 03 "/\ : Y
] g 4 3\ 7
0 ] .Y
3 5—1 3 ]
3 q :
5: — 204
] ] ] .
0 A RS N R R R R RS R R RN RN —30 L R R R R R R R RE RS R MR
0.50 0,7% 1,00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00
Frequenoe de loscilloleur (Hs) ) Frequenoce de Uoscillateur{He)

Speotre de ploncher de Vosoiliateur{e=0.15

e
o

[ 1]
[F)]

(¥ ]

45
1 A itese Selublon Eraole - 140 b
1 /1 trree Selution olassigue spprorimative 1
94 § g 120+
i/ § ]
31 < 100
E ) \ .5’ i
1¢ 1 ]
o E . Fondation-Structure-Egquipement 'g 507
5 60
] 3
03 E 407
1 LY ]
I @ ]
§
0 E 0]
5 -~ % _20] Sozuewn Fraste ¢p..o 20
E =~ X ] 4Ards Solulion dpprozmimaotive
0 T T T T T T T = 40T SA—
0.50 G.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2,50 2.75 3.00 0.50 0.75 1.00 1.25 1.501 75 2. 00 2 25 2.50 2.75 3.00
¢ de Uosoillateur (Hz) Freguence de Uosoillateur(He)

Fregquene
Speotre de plancher de Uascillateur (e=0.20

Fig VILB.15.b: Effet de¢ la variation de Uamorfissement de Ussoillateur sur
son speclre de plancher
Fondauon-stnwmrt-ﬁ'qmpemmt. Exottation WIDE BAND



Chapitre VIII

EXPERIMENTATION NUMERIQUE:
EXCITATION NON DETERMINISTE

Dans 1’intention de mettre en pratique certaines approches d’analyse
stochastique des systémes 4 amortissement non proportionnel exposées dans le
chapitre VI. nous enchainons, comme prévu. sur unc ananlyse probabiliste de la

réponse structurale.
En effet en supposant que |’excitation X}(t), a laquelle sont soumises
les structures étudiées dans le chapitre précédent, est un processus aléatoire

stationnaire caractérisé par sa fonction de densité spectrale unilatérale

G, {(w) . la moyenne, !’écart type ainsi que la fréquence moyenne du pic de la
0

réponse ont été exprimés en fonction des trois premiers moments spectraux par
le biais des facteurs de pic (voir chapitre VI). Rappelons que la movenne du

picde la réponse R(t), s'exprime en foncion du moment spectral d ordre 0(5,)

comme suit:

ob p est le facteur de pic du processus de réponse (voir formule V1.4.2.7)

S, est la moyenne du carré de la réponse R(E) :

: N N
=1 "J=1 . .



Les termeé figurant_déns cette équation ont été définis dans le chapitre VI,

Le développement précédent est la base de 1’approche modalo-spectrale
qui peut étre adoptée lorsque l’excitation est spécifiée par son specfre'de
réponse,

En effet, dans ce cas, S, s’exprime ainst:

N N
Sy ;: ;{ Ciy Po,13 Wo, 15 ~ Diz Ny, 45 Wi 4y
1 1

) Su 55

—_ (VII1.3)
it
by Py

+ E;; 02,15 Wp, 15

ou les coefficients p, ;4. My, 14, €L Wy 4y sont définis par les formules

(VI.4.3.1) (Vi.4.3.6).

Eﬂt et p, sont respectivement les ordonnées du spectre de réponse du sol et

les facteurs de pic associés au iéme mode.
Si 1’input est un processus WIDE-BAND et si les modes significatifs de
vibration de la structure étudiée sont contenus dans la frange fréguentielle

dominante de cette excitation, alors les coefficients pg 4, Ny, 13, €L Wy 44

sont approchés par les expressions (VI.4.3.7)-(VI.4.3.10)
La moyenne du pic de la réponse s’exprime alors par:

1/2

- | N 2 ' - —
Rﬁ{;; D [ Ciz Po,ij7 ~ Diy Ma, 15 Wi 15 + Bij P2,15 W2, 15151 Sie }(VIII'4)

Piby

L’expression du pic de la réponse par la méthode de combinaison modale CQC

généralisée est :

N N ‘ 1/2
R, = {;:1 ;; [Ci1 Po,i3 — Piz Na, 13 Wi, 55 * Eij P2,55 Wa,i5 ] Sta Sjt} (VITI.5)



Il est clair que, 1’hypothése de proportionnalité de 1’amortissement

structural, conduit & une simplification des formulations précédentes .

En effet la formuiation de §, devient:

N N

So = ; ;: V; ¥; RelS, ;) _ (VIII.6)
=1 F=1 .

L’identification de |’excitation par son spectre de réponse moyen,

. permet de reformuler S, comme suit:

_ - 5 3 |
So = 3 30 [ Wby Pouy Wz ) —p20 (VIIT.7)
=171 DDy

L.a moyenne du pic de la réponse se simplifie ainsi:

= f\:\” ;:" p? — (VIII.8)
R.'= DPOL= pjpj po,_ij q’j 'le S.h' Sjt )
=1 =1

Ces expressions sont les versions approchées de la méthode modalo-

spectrale:

La méthode de combinaison modale CQC a pour expression:

N N - 1/2 _
R, = {; Po.i; Wi ¥y Six Sy } (VIII.9)
=1 5=1

tandis que la méthode de combinaison modale SRSS est:

N 1/2 ' ‘
R, = (§,5,.)2 8 (VIII.10)

ViIi.1: DESCRIPTION DE L’'ETUDE PARAMETRIQUE

Le but de 1’analyse paramétrique suivante est de comparer les spectres

de plancher, générés selon les différentes méthodes exbosées ci-dessus.
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-La premiére étape consiste donc. & déterminer les coefficients

Egj,Lyj,c;j. suite & la résolution du probléme aux valeurs propres (VI1.4.3).

-L’étape suivante concerne |’évaluation de 1’ordonnée du spectre de

plancher pour une sélection donnée de la paire (w,, €.}, qui consiste en la

moyehne du pic de la réponse de 1’oscillateur (déplacement relatif par rapport
a son point‘d’attache). |
Contrairement aux méthodes dé‘superposition‘modale adoptées Jors de

1’analyse déte;ministe. les méthodes modalo-spectrales qui seront exploitées
ci-aprés, offrent 1’avantage de n’exigér que le spectre de réponse de
I;excitationT

Pour cela 20-accé1érog;ammes artificiéls ont été générés, ainsi que les
spectres de déblacement correspondants.

Enfin, "un spectre de calcul" devant étre représentatif d’un ensemble de
~mouvements du sol supposés se produire dans un site donné, un "spectre moven
de déplacement du sol” a été évalué grice A l’ensemble'de ces spectres. ‘
Un échantillon de ces spectres de déplacement a été reporté en figure

(VIII.1).
VIII.2: INTERPRETATION DES RESULTATS

A/ ler type de structure :

Nous énvisageons en premier -lieu de nous intéresser & la structure 1,
En effet, nous pouvons remarquer sur la figure (VII1.2)}, que la méthode
modalo-spectrale non classique (MS non classique)} approche la solution exacte
avec un % d’erreurs variant de -16% a 26%. En contre partie, la MS classique

sous estime la réponse invariablement. Effectivement, une sous évaluation

considérable de plus de 46% est observée (pour §,=0.00etRM=107%).
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Par ailleurs. la comparaison de la CQC généralisée avec la version classique
de cette derniére assure de meilleurs résultats. En effet, la CQC non
classique surestime la réponse avec un taux presque invariable de |’ordre de
10%. |

a/ Spectres de plancher

S*agissant des spectres de plancher représentés en figure (VIII.3), une
sous—évaluation significative de la réponse par la MS classique est notée,
toujours au niveau fréquence de tuning, (atteignant 46% de la solution
exacte)}. Les mémes remarques peuvent étre réitérées s’agissant de la CQC (voir
figure VIII.4).

La figure suivante (VII1.5) offre une preu#e de 1’incapacité de la
méthode de combinaison modale SRSS, a estimer la.réponse exacte méme lJorsque
le systéme globale est 4 amortissement classique. En effet, remarquer les
surestimations excessives de la réppnse, au niveau de la fréquence de tuning,
dépassant 1000%. Une preuve que le tuning donne naissance & des fréquences
modales trés proches et fortement corrélées, et que de plus ces corrélations
sont de valeurs négatives. Il s’en suit que 1’omission de ces corrélations
inter-modales par la SRSS provoque une surestimation irréaliste de la réponse.

b/ Effet d’Interaction

La figure (VIII.6), réaffirme que le caractére non classique est
favorisé par |’atténuation de |'effet d’interaction. En effet, cette derniére

illustre clairement une amplification du taux d’erreur de 77% lorsque RM passe
de1072 a 1074, Une preuve de plus est fournie par la figure suivante

(VIII.7) relative aux méthodes CQC, qui laisse ressortir une amp}ifitation du

taux de sous estimation de 160%, lorsque le rapport de masse se réduit.
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c/ Contribution de Termes dans l’Evaluation de E[R(t)?]

Par analogie & ce qui a été réalisé lors de }’étude déterministe. il
serait intéressant de se pencher de plus prés sur l’estimation‘de certains
termes qui contribuent A 1’évaluation de la moyenne du carré de la réponse.
du moment que cette entité est indiépensable pour la détermination de la
moyenne du pic de 15 réponse (voir équation VIII.l).-

En effet, 1’expression mathématique de E[R(t)?] (voir équation
VIII.2), réveéle 1'existence de trois séries de termes. En revanche, la formule
classique (VIII.6), ne présente qu’une seule série de termes.

Notre but est donc juétement, d’estimef ia contribution de chacun de ces

termes dans 1’évaluation deS,, afin de mieux apprécier la différence entre
les deux approches classique et non classique. Ces termes sont:

N N N N N N
cij?:?:ne(so,ﬁ) . Dij?:?:rm(sl,ij) . Eij?:;ke(sz,ij)
=L 7=1 L 1I=1 j=1 =1_ =1

En effet, la figure (VIII.8) confirme !’incapacité de 1’approximation
classique & approcher la moyenne du pic de la réponse lorsque le caractére non
classique de 1’amortissement est significatif, ce qui dans notre cas se

traduit par un équipement dont le % d’amortissement critique £, est loin de
§.,=5%. En revanche, un argument de plus est fourni quant & fa justesse d’'une

telle approximation au voisinage de Ecr vu la prédominance des termes en ng.

d/ Effet de la Distribution de [’Amortissement dans Ia

Structure Primaire

" Afin de mieux distinguer 1’effet de la distribution de 1’amortissement

.sur la réponse structurale, nous rassemblons dans les mémes figures,
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les résultats obtenus par les trois structures décrites dans le paragraphe
VII.3. qui ne différent que par le mode de distribution de [’amortissement
dans la structure primﬁire (Structures 1, 2 et 3).

Cﬁmme prévu, les figures (VII1.9) confirment 1’impact significatif du
mode de distribution de l’émortissement sur le caractére non classique.de
1’amortissement. Ces illustrations permettent entre autres d'affirmer que le
second mode de distribution est leprus crifique. Les figures guivantes
',(VIII.IO), illustrant 1’incidence del]a distribution de 1’amortissement sur
les spectres de plancher, confirment 1'acuité du caractére non‘classique de
l’amortiséent de la structure 2.

Tandis qu’une preuve de plus est fournie sur 1"inefficacité de la
méthode SRSS a approcher la solution exacte, particuliérement en cas de tuning

(voir figures (VIIL.9.b) et (VIII.10.b)).

B/ Fondation—Structure—Equipement:‘

Nous enchainons cette analyse non détefministe par |’étude du systéme
composé Fondation-Structure-Equipement,
Les iIlustrations présentées en figures (VIII.11) et (VIII.li) montrent
1’évolution de la moyenne du pic du déplacement relatif de 1’oscillateur,
selon les deux approches classique et non classique.

Notons que la méthode SRSS a été délibérément omise du fait que nous
- estimons que 1’incapacité d’une telle méthode de combinaison modale & analyser
ce genre de structures a été amplement prouvée, |

D’une maniére générale, nous pouvons certifier que, l’abproche_classique

est déconseillée en dehors de son domaine de validité qui dans notre cas est

intimement 1ié au % d’amortissent critique limite ELI relatif au mode de

tuning considéré. En 1’occurrence £,=3% pour le premier mode de tuning et

§.=15% pour le second mode. Ce qui justifie les erreurs considérables
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fournies par les méthodes classiques lorsque Ee>>Ef,r s’agissant du ler mode

et lorsque £e<<E,’:, pour le 2&me mode de tuning.-

Enfin, nous achevons cette analyse paramétrique, en renforcant Ies
..conclusions précédentes par une estimation des termes permettant | ’évaluation
de la moyenne du carré de la réponse. En reffet. les conclusions faites jusque
14 peuvent &tre clairement interprétées par les courbes illustrées en figure

AVITI.13), qui sont révélatrices do 1a prédominance des termes en Eyy lorsque

le caractére non classique de la structure est significacif, dans le cas

contraire les termes en Cij 4 eux seuls assurent |’évolution correcte de la

moyenne du pic de la réponse étant donné que les termes restants sont

insignifiant_s (E.'i_.,,Di_.,) .
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CONCLUSIONS
&
RECOMMANDATIONS FUTURES

Nous n’achéverons pas ce travail avant d’émettre quelques conclusions
dont certaines restent cepéndant particuliéres aux structures étudiées lors
de l’expérimentation numérique., notamment les structures P-S.

En effet, 1'étude entreprise étavée par la modeste investigation

numérique a permis de faire ressortir l’intérét certain que revét une
analyse généralisée (avec modes complexes), principalement dans le cadre
d’'une conception parasismique rigoureuse des structures dynamiques dont le
cayactére non classique de [’amortissement est prononcé.
‘Effe¢tivement, l’expérimentation mumérique a permis de mettre en évidence
l’importance de certains facteurs relatifs a la structure dynamique étudiée
pour délimiter le domaine de validité d’une approche classique, en dehors
duquel wune telle approximation pourrait compromettre sérieusement la
rigueur de [’analyse.

Tout d’abord, ' 1’étude comparative faite sur les caractéristiques
propres - de vibration, aussi modeste soit elle. est d’un intérét -
particulier, étant donné qu’elle nous a - permis de mieux cerner Iles
différences existant entre une élude aux valeurs propres classique et une
étude non classique. |

Effectivement, bien que les fréquences propres semblent étre correctement
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estimées par l’approché classique, cependant. les % d’amortissement modaux
le sont moins. Tantdt, a cause d’une sous estimation., tantdt & cause d’une.
surestimation. 1’approche classique, souvent, n’assure pas une évaluation
‘correcte des % d’amortissement critiques modaux.

S’agissant des vecteurs propres, nous avons pu nous rendre compte,
que plus le caractére non classique de la structure est significatjf plus
les composantes réelles des vecteurs propfes estimées selon |’approche
classique se démarquent de celles évaluées selon i’approche exacte. De
‘plus, contrairement, & ce que 1’on suppose classiquement, les composantes
imaginaires ne sont pas nulles et deviennent de plué en pius importantes &
mesure que le éaractére non classique de 1’amortissement ]’est, ceci se
répercutera‘sahs nul doute sur l’évaluation de la réponse strucfurale.

S’agissant de |’expérimentation numérique portant sur la réponse
dynamique, nous disons que, d’une facon générale, cette aﬁalyse nous a
‘permis, entre autres, de nous familiariser avec le calcul des spectres de
plancher, qui constituent un outil efficace dans le design sismique, et par
la méme occasion de nous intéresser au phénoméne du “tuning”, dont
1’intérét considéfable lorg d’une étude non classique a été prouvé.

11 est sané contredit. que cette investigation a confirmé, que lors
de 1’étude des structures a amortissement non classique, l’entité la plus
importante, A vprendre en considération, est évidemment, le taux

d’'amortissement limite (§,) . qui est le seul % d’amortissement critique de

la structure 'secondaire qui conduit & une structure composée P-S a
amortissement classique ou pseudo-classique. En effet, cette valeﬁr
fournit une borne )imite d’ importance cruciale, au voisinage de laquelle,
il a été amplement prouvé qu’une étude classique est trés préconisée. En
revanche, :loin‘ de cette borne critique, 1’analyse doitA impérativemen£
inclure le caractére non classique de |’amortissement doﬁt 1’effet devient

prépondérant .
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En effet, les études paramétriques réalisées, ont fourni des arguments
probants affirmant. gque dans ces circonstances. une analyse classique est
préjudiciable, du fait qu’elle conduit inéluctablement, & des résultats
erronés. soit en surestimant exagérément la réponse structurale. ou alors
en la sous évaluant considérablement. 11 a été cependant démontré, que
toutes’ ces constatations., restent valables dans des situations de tuning.
Effectivement, en dehors des frégquences de tuning, l’appro;imation
classique est justifiée. |

Nous ne manquerons pas de signater, 1’ 1mpact non moins important. de
1'interaction sur la réponse structurale. En effet. il a été prouvé que
1’interaction entre les structures P et S réduit considérablement la
réponse de la structure secondaire, et par la méme occasion atténue
1’acuité du caractére non classique de l’amoftissement.

Lors de cette investigation numérique, |’'importance de la
distribution de 1’amortissement dans la structure primaire a également été
clairement prouvée, Effeétivement, i{’étude comparative réalisée sur des
structuresr qui ne différaient que par le mode de distribution de
I’amortissement dans la structure primaite a permis d’affirmer que le mode
de distribution influe considérablement sur la réponse structurale,
toujours dans des conditions de tuning.

Toutes ces constatations sont évidement valables indépendamment du
mode de définition de [’excitation {(déterministe -ou non déterministe).
Cependant nous ne manquerons pas de souligner., qu’en offrant la possibilité
de suivre 1’évolution de la réponse structurale sur toute 1’histoire
temporelle, I’étﬁde déterministe permet une meilleuwre visualisation de la
différence entre les deux approches classique et non classique.

De plus., la cﬁnsidération de deux inputs {lors de l’expérimentation
déterministe), se distinguant par.leur contenu fréquentiel, en 1’occurrence

1’input Wide-band et 1’input narrow-band. a permis de constater que malgré
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le changement des amplitudes des réponses causé par la réduction de la
largeur de bande de 1’excitation, l’acuité du caractére non . classique de
1’amortissement structural reste toujours liée aux mémes facteurs a savoir

la fréquence de tuning, l’amortissement critique E., ainsi que le rapport

de masse RM.

Soulignons aussi .que, les méthodes de combinaison modale procurent
des procédés numériquemént efficaces, évifant l1'analyse de 1’histoire
‘temporelle, du fait que ces derﬁiers (procédési.',permettent de générer
entre autres des spectres de plancher, &irectgment en fonction des
propriétés du systéme composé P-S et du spectre de:réponse de 1’excitation
du sol.

D’autre part, les surestimations excessives fburnies. par une méthode
.de .combinaison modale classique telle gque 1la SRSS, affirment sans
équivoque, qu’une telle méthode approchée est ‘déconseillée pour une
analyse rigoureuse de ‘structures A amortissement non classique, et méme
pour l’analyse des structures classiques dont la corrélation inter-modale
est significative.

Nous concluons ce modesfe travail en disant que, 1’étude de Ila
vibration des structures en général, ef de la vibration des structures a
amortissement non ciassique en particulier constitue un domaine
‘d’investigation 4 la fois riche et passionnant, et ce n’est pas ﬁour nous
_ soumettre & une coutume, mais plutdét convaincus par l’intérét que revét ce
type de recherches pour l’ingénieur en génie civil, éue nous terminons sur
ces quelques recommaﬁdations pour des trévaux futurs.

En effet, le travail de recherche que nous avons réalisé, était basé
sur une hypothése stibulant que le mouvement du sol,auquél est soumise.la
structure dynamique est uniforme. En d’autres termes, la méme excitation
sismique est supposée agir simulténément, au niveau de tous les points

d’appuis de cette structure. Il s’avére cependant que cette hypotheése n’est
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point justifiée lorsqu’il s’agit de structures étendues..A cet effet., il
nous semble.trés intéressant. de considérer cette variabilité spatiale du
mouvement sismique lors de 1’analyse des structures a amortissement non
classique.

Rajoutons que, lors de notfe étude paramétrique, nous nous sommes
timités a4 des systémes secondaires & un degré de fiberté, liés a des
systémes primaires par un point d’attache unique. Nous proposons donc par

la méme occasion de se pencher sur 1’analyvse des syStémes primaifes a
»_plﬁsieurg' degrés de liberté, connectés a des systémes secondaires par

plusieurs points d’attaches (multiply supported secéndary systems).
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APPENDICE

Les coefficients A,,A,,A,, A, relatifs aux {ractions partielles,

apparus dans les éguations (V1.4.4.31),(VI.4.4.32) et (v1.4.5.4), sont
obtenus suite & la résolution du systéme d’équations suivant:
Va=FW ‘ (1)

Les éléments de V,a& et W sont définis comme suit:

v(1,1) = v(1,3) Vv(a,2) = V({4,4) =0

v(2,2) = v(3,1) = 20} (28 - 1)
v(2,4) = V(3,3) = 203(2E5 - 1) (2)
V(4,1) = 0} ; V(4,3) = @}
8’={A1,A2.A3,A4} o
Wt =A{w ., w,w, w) ‘ (4)
W, = g; g '

H

WZ = hjhk - gjgk(0j+wk)2 _4£jEkwjmkgjgk - higk = hkgj

&
!

= g,9,050% - hh(oj+el) + 48§,0,0,h b, (5)
+ (hygy—hyg;) (28 ;05-28,0,03)

W, = hh0j0%



