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RESUME

La modélisation des conditions de contact dans certains problemes de linteraction sol-structure et de la
mécartique des roches, constitue une phase intégrante dans 'analyse globale de la structure étudiée d'une part, et
d'autre part, un objectif qui vise 4 refléter au mieux son comportement reel sans quoi, on ne saurait prétendre a
des résultats satisfaisants.

Dans ce cadre, la méthode des éléments de frontiére a été utilisée dans 'étude des problémes de contact
avec frottement ayant des domaines caractérisés par une extension & l'infind. A ce titre, les éléments de frontiére
infinis ont été utilisés dans la formulation des équations intégrales aux frontiéres pour modéliser le
comportement du massif & linfini, en prenant en considération la possibilité d'une plastification sous un certain
niveau de chargement.

Un algorithme de frottement-décollement d'interface couplé avec I'élastoplasticité du muassif est alors

présenté. Les performances du modéle sur les exemples traités sont concluantes.

ABSTRACT

The modelisation of contact conditions in certain soil-structure interaction and rock mebhanjc problems
constitutes an intergrant phasis in the plobal analysis of the studied structure in one hand, and in the other, an *
objective which aims to reflect at best its real behaviour otherwise, we can't intend satisfactory results.

In this context, the boundary element method has been used for the study of contact problems with
fiiction whose domains are characterized by an infinite extension. So, infinite boundary elements has been used
to model the behaviour of the massive at infinite, taking into account the possibility of a plastification under a
certain level of loading.

An algorithm of fiiction-separation of the interface coupled with the elastoplasticity of the massive is
presented. The performances of the mode! over the exemples traited are conclusive.



T ol b ey
BIBLIGTHEQUE — i o endll
Ecole Kationate Polylechnique

Yectooerces

A ma mére, & mon pére auxquels je dois tout,
4 mes seconds parents pour leur générosité exemplaire,

a mon fiancé, mes fréres et socurs,



REMERCIEMENTS | oo st 1y de yaa¥ [
BIBLISTHEQUE — i ol
Ecole Natisnale Polytechnique l

A lissue de ce travail, jexprime mes remerciements 3 Monsieur Tahar MESSAFER
Directeur de thése pour avoir bien voulu proposer le sujet qui a fait I'objet de mon travail de
Magister.

Jexprime aussi ma profonde gratitude et ma reconnaissance a Monsieur Mustapha
DEMIDEM, Chargé de Cours 4 I'Ecole Nationale Polytechnique et co-Directeur de thesc,
pour avoir accepté de me diriger, ainsi que pour son soutien et son aide efficaces et éclairés qui
ont permis la réalisation de ce travail.

Je tiens également 3 remercier vivement et 4 exprimer ma reconnaissance, pour honneur
qu'ils m'ont fait de bien vouloir accepter d'examiner et de juger ce travail, :

Monsieur Abderahim BALI, Professeur 4 I'Ecole Nationale Polytechnique et président du
jury de soutenance.

Monsicur Mounir Khaled BERRAH, Maitre de Conférences & I'Ecole Nationale
Polytechnique.

Monsicur Yacine BELKACEMI, Chargé de Cours i 'Ecole Nationale Polytechnique.

Monsieur Réda MANAA, Chargé de Cours 4 I'Ecole Nationale Polytechnique.

Tadresse également mes remerciements fes plus chaleureux et exprime ma gratitude au
personne! de la bibliothéque, particuliérement 3 Mesdemoiselles Sabina OUAZIA, Hourla
BENRAMDANI, Malika MEZNI et Ghania ALI SAHRAQUI pour limmense service
qu'elles m'ont rendu en me permettant, si gentillement, de consulter toute la documentation
disponible au niveau de la bibliothéque.

Je ne saurai oublier de remercier sincérement et chaleurcusement mes amies pour leur
disponibilité 3 m’aider et pour leur soutien moral, particuliérement 4 Mesdemoiselles Fouzia

DJAALALI, Cherifa CHERFA ¢t Naima LEBIB.

Aussi, je remercic vivement les responsables ct personnel du centre de calcul de 'E.N.P.
pour leur constante serviabilité.

De méme, je remercie Jes post-graduants de la D.E.R. pour I’'ambiance de travail favorable
¢t pour leur disponibilité & me venir en aide.

Dans le souci de n’oublier personne, que tous ceux qui ont contribué de prés ou de loin a la
réalisation de ce travail, trouvent ici I'expression de mes remerciements les plus chaleureux.



Sommaire

Introduction générale . . . . . . . . . . . i i i it e e e e e
Chapitre I: Recherche bibliographique . . . . . . . . . . . . .« ... 4
LI, Imtroduction . . . . . @ . i i i i i e e e e e e e e e e e e e 4

I.2. Etudes rencontrées sur le probléme de contact et sur le
couplage avec les éléments de frontiére infinis . .. . .. 4

I.3. Etudes rencontrées sur le comportement non-linéaire des
MALETTAUX . v o o v v v e e et e e e e e e e e e e e e e e e 7

Chapitre II: Analyse des problémes de contact adhérent par Ia méthode

des équations intégrales aux frontiéres. . . . . .. ... . ... 9
ILL, Introduction . . . . . . i v v i i i i e e e e e e e e e e e e 9
II.2. Formulation théorique de la méthode ... ... .. ... io

II.2.1. Equations Caractéristiques et Conditions aux
Hmites . . . . o o e e e e e e e e e e e e e e 10
I1.2.2. Solution Fondamentale .. ... .. .. ...... 11
I.2.3. Equation Intégrale . . . . . .. ... .. . ... .. 12
11.2.3.1. Méthodes Directes et Indirectes . .. .. 12
I1.2.3.2. Identité de Somighana . .. . ... . ... 13
I1.2.3.3. Equation Intégrale de Frontiére . . . . . 14
I1.3. Traitement Numérique pour un Probléme Homogéne . . . 15
I1.3.1. Discrétisation de la frontiére . ... ... .. .. 15
IT1.3.2. Forme Discrétisée de I'Equation Intégrale de
Fronti€re . . . @ v v v v e e e e e e e e e e e e 17
I11.3.3, Calcul des Intégrales . . . . . . . . .. . .. ... 17
I1.3.3.1. Les Intégrales Réguliéres . .. . .. ... 18
I1.3.3.2. Les Intégrales Singuliéres . . ... ... 18
I1.3.3.3. Déplacement de Corps Rigide . .. .. .. 18
I1.3.4. Construction du Systéme d’Equations ... ... 19
II.3.5. Calcul des Contraintes et des Déplacements aux
Points INEETICUTS . v v v v v v e v e v e e e e e a s 19
II1.3.6. Calcul des Contraintes et des Déplacements sur
les Points de la Frontiére . . . . . . . . . .+ ... 20
II.4. Extension du code uni-zone & la résolution des
problémes multizones avec adhérence parfaite . . . . .. 21
IL4.1. Principe adopté . . . . . .« v« v v v v v v v v v 22
I1.4.2. Organisation du Programme multizone . . .. .. 23
I1.4.2.1. Ecriture de I’équation intégrale de
frontiére par zone . . ... ... .... 23
I1.4.2.2. Prise en compte des conditions imposées
& la frontiére . . ... ... ... .... - 23

I1.4.2.3. Prise en compte des conditions de
continuité et d'éguilibre de I'interface

- Interfagage direct . .. . ... . ... 24

I11.4.2.4. Résolution du syvstéme linéaire . . . . . . 24

II.4.2.5. Calcul aux points intérieurs . .. . ... 24

Il1.4.3. Algorithme du programme multizone . . ... .. 25

Chapitre III: Analyse des problémes de contact non-parfaitement adhérent

par la méthode des éguations intégrales aux frontiéres . . 28

ITL A, Introduction . . . . . . . v i v i i e e e e e i s e et e e s 28

Il1.2. Tvpes d’éléments de contact utilisés . .. .. .. .. .. 28

II1.3. Etude dans le cas de l'interface en contact libre . .. 29
Iir.3.1. La surface de contact dépend du taux de

Charge . . . . e e e e e e e e e e e e e 29

II1.3.2. La surface de contact ne dépend pas du



Sommaire

taux de charge: . .. .. .. ... ..
111.3.3. Algorithmie . . . ... ... ... e e e e
II1.3.3.1. Présentation générale de Ia méthode
I11.3.3.2, Choix d’une hypothése de départ
IT1.3.3.3. Collocation et construction du
svstéme primaire . . . . . .. .. ..

II1.3.32.4. Conditions de contact & Vinterface . . .

II1.3.3.5. Analvse des tensions d’interface

et critéres de convergence . . . . ..
II1.3.3.6, Modification des hyvpothéses . . . ...

Chapitre IV: Formulation de I'élément de frontiére infini pour des
problémes &4 extension non bornée . . ... .

IV.1 Position du probléme ... .. .. ...

IV.2. Etude de la convergence des mtegrales ...... ..

oooooooo

- .

»

IV.2.1. Domaine d’intégration . . . . . . .. C e e e e e e

IV.2.2. Convergence des Iintégrales . . .. .. .. ...

1v.2.3. Comportement des fonctions déplacement et

LRIISION « v v v v e b e e e e e e e e e e e e e e
CIV.3. Traitement NUMEIIGUE . . . . . v v v v v o s o« o o o a s

IV.3.1. Définition des points de contrble et fonctions

de forme . ... ... ... ..., e e e e
Iv.3.1.1. Les segments ﬁms "elassiques’ . . . .

.

.

IV.3.1.2. Les segments semi-infinis . . ... ...

Iv.3.2. Points de collocation .. .. ... ... e e e e

IV.3.3. Intégration .. .. .. ... G e e s
IV.3.3.1. Les segments de -tvpe "classique”

m°1a N2 ) ..
3

I1V.3.3.2. Les segments "extrémes"
(no N;3 N-]- )
IV.3.3.3. Les segments "semi-infinis"

........

Fi ————— e s e e s T B

+

proprement dits . .. .. .. e e e e e

IV.3.4. Déplacement de corps rigide . . ... ... ..
IV.4, Conclusion . . . . . . . « i v v v v v v i o v v v PO

Chapitre V: Formulation de la méthode des égquations intégrales aux
frontiéres pour ’analyse non-linéaire du comportement
matériel . . . . . . . . e i e e e e e e e e

V.1, Introduction . v v v v e e e i e e e e e e e e e e e e e e

V.2, Quelgues modéles Inélastiqgues . . . . . . . . .« .. .. .

V.2.1. Comportement élastique parfaitement plastique

»

4 2 s & e - - » & =

3

V.2.2. Ecrouissage d’up matériau . .. .. .. .. e

V.2.3. Comportement de non-tension . . . ... . ...

V.3. Equations différentielles gouvernantes . .. ... ...

V.4, Formulation intégrale de frontiére . . .. .. ... ...

V.5. Calcul aux points INnternes . . . . . .« « v v v o o o o «

V.6. Formulations 8léments de frontiére alternatives . . ..
v.6.1. Formulation en déformation initiale . .. . ..

V.6.2. Formulation en contrainte initiale . . . . . . ..

V.6.3. Formulation en tractions et en forces de
volume FICEIVES . v v v v v v e a s e e e e e e e e
V.7. Choix et justification de la formu]anon en contrainte
initiale . . . . .. e e e e e e e e e e e e e e e e e e
V.8, Discrétisation des équations intégrales . .. .. .. ..
V.9, Intégrations sur -les celluies internes . ... ... ...

.

.

3

-

-+



WS R POVES [P ST DN
BIBLIGTHEQUE — 1__-c)

: Sommaire £ . .
BT LA — T ummmfﬂﬁﬁhﬁrmo
V.10. Relations contraintes- deformatmns élastoplastiques
EENETAales .« . v v v i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e 59
V.11. Technique itérative incrémentale en contrainte initiale 61
F* AIGOFItRIMIE . . . . o o i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 62
Chapitre VI: Ana]yse du probléme de contact avec prise en compte
: du comportement élastoplastique du massif . . . ... . ... 64
VL1, Introduction . . . . . . v o v v v v v v it v i v e e e 64
VI.2, Probléme de contact couplé avec ['élastoplasticité du
MASSIE « . o s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 64
VI.2. 1. Eguation intégrale aux frontiéres incrémentale
pour un probléme de contact . . . . .. .. ... 65
VI.2.2. Relations incrémentales pour les modes de
CONntact . . . . i e e e e e e e e e e e e e e s 66
VI.2.3. Détermination du pas de charge . .. ... ... 67
VI.3. Processus de résolution itératif incrémental . . .. ... 68
Chapitre VII: Applications . ... .. ... e e e e e e e e e e e e e e 73
VII.1. Exemple 1. Inclusion circulaire dans une plagque
infinie sollicitée en ftraction uniaxiale . . . .. 73
VII.1.1. Validation du modéle . . . . . . . . . .. .. .. 75
VII.1.2. Influence du coefficient de frottement
de linterface . . . . . . . v v i v v v v i s u v 76
VIL. 1.3. Répartition des contraintes périphériques . .. 77

VII.2. Exemple 2: Inclusion circulaire dans une plague

infinie sollicitée en compression uniaxiale .. 78
VIL.2.1. Influence du coefficient de frottement sur
le comportement de lUinterface . ... .. ... 78
VIL2.1.1. Reparntmn des différents états
diinterface . . . . . . . . . e . 81
VIL2.1.2. Contraintes radiales sur l'interface .. &l
Vir.2.1.3 Contraintes périphériques dans la
plaque le Iong de Pinterface . .. ... 81
VII.2, 1.4, Contraintes périphériques dans
Finclusion le long de linterface .. .. 82
" VINL2.2. Influence du rapport des r1g1d1tes '
' plague~inclusion . . . . . . .+ . - . .. 82
ConclusSions . . . v v v v v e e e e e e e e e e s e e e e e e 83

VII.3. Traitement des domaines & extension non-bornée par
éléments de frontiére infinis . . . . . v v v v v v o v o 84
VIL.3.1. Exemple 1: Quart d’un tunnel. Comparaison des
résultats dans le cas du probléeme & contour

ouvert avec ceux du contour ferme .. .. &4

VII.3.1.1. Résultats et interprétations . . . . ... 87

VII.L3.1.2. Tests de convergence . .. . . .. ... 88

VII.3.2. Exemple 2: Charge concentrée sur un sol. . .. 90

' VII.3.2.1. Résultats et interprétations . .. . ... g1
VII.3.2.2. Emplacement de I'élément de

frontiére infini . . . . . . . . .+ ... 92

VIiI.3.2.3. Répartition des contraintes .. . . ... 93

VII.3.3. Exemple 3: Charge répartie sur un sol . . ... 94

VII.3.3.1. Résultats et interprétations . .. .. . . 95

VI[.3.3.2. Tests de convergence . . .. . .. ... g6



Sommaire

VII.3.3.3. Répartition des contraintes . . .. ... [
VII.4. Etude d’un pieu sollicité par une charge horizontale . 9
VII.4.1. Calcul des contraintes et des déplacements dans
le cas élastique linéaire . . .. .. .. ... ... 9.
VIl.4.2. Etude de leffet de forme . . . . . . . . .. ... 10
VII.4.3. Etude de I'effet de Ila plasticité du massif . . 10.
VII.4.3.1. Estimation de la réaction ultime ... . 10:
VII.4.3.2. Effet de la plasticité au voisinage
du pieu . . . . . 0 i e 10.

VII.4.3.3. Influence de la qualité de l'interface . 10

VII.5. Charge concentrée sur une fondation rigide reposant sir
un sol élastoplastique . . . . . . . . . . ... 10

¥ Résultats et Interprétations . . . . . . .. ... 11

VII.6. Charge répartie sur une fondation rigide reposant sur

un sol lastoplastique . . . . v . . o u et i 11

* Résultats et interprétations . . .. .. ... .. 11

Conclusion générale . . . . . . . . o v o i o i i it it st e e e e 11
177 1=7 ¢ -2 A 12
ATIIIEXE 2 v i i e e e e e e e e e e e e e e e s s et e e e e e e e 12
Annexe 3 .. ... e e e e e s P e e e e e e e e e e e e e e e e e s 12

Références bibliographiques . . . . . . « c v v v v o v v o oo s 4o 4 v o naa 12



Bt g
ORI SRR

ol Saaandt ik 1 Lo jal
BIBLIOTHEQUE — 1__: <o)
 Ecela Nationals Poiytechniqus




Introduction générale : 1

La complexité du mécanisme des ouvrageé de Génie Civil provient en
grande partie de la juxtaposition d’'éiéments de construction dont les matériaux
constitutifs sont treés différents les uns des autres. Si le comportement d'une
partie homogéne est de mieux en mieux cerné gridce a des études
expérimentales et des modélisations numériques élaborées, le projecteur se
trouve souvent démuni lorsqu’il doit lier. au stade du calcul de la sécurité,
ces différentes parties entre elles, et il procéde alors & leur étude séparément,

en leur imposant des conditions aux limites peu réalistes.

Si 'on recherche les points faibles de la structure, on constate qu'ils sont
localisés, d'une part au niveau des liaisons entre matériaux, et d’autre part
au voisinage immédiat des singularités de forme, telles que les angles; cavités

ou fissures siéges de forte concentration de contraintes.

La modélisation des conditions de contact dans certains problémes de
I'interaction sol-structure et de la mécanique des roches, constitue donc une
phase intégrante dans l'analyse globale de la structure étudiée d'une part, et
d'autre part, un objectif qui vise & refléter au mieux son comportement réel,

sans gquoi, on ne saurait prétendre & des résultats satisfaisants.

Au cours de ces derniéres décennies, ces problémes ont pu étre résolus
griace a l'apparition des supercalculateurs et a la maitrise des méthodes
numériques. Parmi ces méthodes, on trouve en premier lieu la méthode des
¢léments finis, puis celie des éléments de frontiére.

Cette dernidre consiste a transformer les équations d’état, qui décrivent
le comportement des fonctions inconnues & l'intérieur et sur le contour d'un
domaine, en équation intégrale reliant les inconnues et certaines de leurs
dérivées sur la surface. La résolution de cette équation permet d’obtenir les
déplacements et les tensions sur la frontiére. Une simple intégration sur la
surface permet alors de connaitre les déplacements et les contraintes en tout

point intérieur du domaine.

Un algorithme d‘éléments de frontiére résolvant les problémes de contact
bidimensionnels avec frottement est alors présenté. La procédure de résolution
utilise les fonctions de forme de Pélément afin de distribuer la géométrie, les
tractions et les déplacements sur chaque élément de contact. Les conditions



Introduction générale :

de contact sont appliguées sur chaque noeud de la .zone concernée. Le:
équations, celles qui décrivent la mise en équation d’un probléme traité pa
la méthode des équations intégrales concernant des corps en contact, son
couplées par ’'utilisation des conditions aux limites de type contacf au nivea
de l'interface, sans qu’aucune variable supplémentaire ne soit i:ntroduite dan.

la matrice solution.

Par ailleurs, et en vue d'appliquer l'algorithme établi & la vésolution de
problémes d’interaction sol-structure, les éléments de frontidre infinis son
introduits dans la formulation des équations intégrales aux frontiéres pou
modéliser le comportement du massif lorsque les frontiéres s’étendent a l'infin
On évite ainsi la troncature du maillage éléments de frontiere & une ‘tre

grande distance, et une meilleur précision des résultats est alors obtenue.

Le cas de comportement élastique qui se justifie dans un grand nombr
de .problémgs doit &tre abandonné lorsque le développement de zone
plastiques est important au voisinage d’une singularité. Donc, la mise au poir
d'un algorithme de frottement-décollement d'interface couplé ave

1'élastoplasticité du rnas_sif s’impose.

_Ainsi, I'objet du présent travail est de montrer les possibilités offerte
par la méthode des équations intégrales aux frontiéres dans le cadre ¢
P’étude des problemes de contact avec frottement, avant des domaine
caractérisés per des extensions non bornées. A ce titre, les éléments ¢
frontidre infinis ont été utilisés dans la formulation des éguations intégrals
. aux .frontidres pour simuler le comportement du massif - & I'infini. Ut
éventuelle plastification du massif sous un certain niveau de chargement e

prise en considération.

La présente thése comprend plusieurs chapitres:
Dans le premier chapitre, on fait un tour d’horizon sur les différent
techniques qui ont été utilisées dans ce contexte & travers les divers

références bibliographiques citées.

Dans le deuxiéme chapitre, on présente "l'outil équations intégrales a
frontidres". et on montre le développement du code uni-zone établi pour
résolution des problémes homogénes, en vue de Pétude du probléme de cont:

avec la condition d’adhérence parfaite entre les différentes zones.



Introduction générale 3
Dans le troisidme chapitre, on fait une extension des intégrales aux
frontiéres aux traitements des interfaces non parfaitement adhérentes,

I'interface de contact est alors régie par la loi de frottement de tvpe Coulomb.

Dans le quatriéme chapitre, on présente la formulation des éléments de
frontiére infinis. Ces éléments sont utilisés pour modéliser les extensions non
bornées.

Le cinquiéme chapitre est consacré a la présentation de la formulation

équations intégrales pour l'analyse non linéaire du comportement matériel.

Dans le sixiéme chapitre, on procéde au couplage du probléme de contact
avec ['élastoplasticité du massif. Un processus de résolution itératif

incrémental est alors présenté,

L’ensemble de ces développements trouve un intéressant champ
d’application dans le septiéme chapitre, nous étudions alors le probleme de
contact d'une inclusion dans une plague infinie avec deux cas dlfferents de

chargement: en traction et en compression uniaxiales.

L'introduction des éléments de frontiére infinis dans le code de calcul est
validée par le biais de trois exemples, & savoir: le probléme d’un tunnel soumis
& une pression uniforme; celui d’un sol sollicité par une charge ‘conicentrée;

puis par une charge répartie.

L’efficacité de l'algorithme du contact couplé avec 'élastoplasticité du
massif est montré & travers l'exemple de l'interaction sol-pieu sollicité par une
charge horizontale, ainsi que celui de la fondation rigide sur un sol

¢lastoplastique pour les deux cas de charges: concentrée et répartie.
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Chapitre I: Recherche bibliographique, 4

I.1. Introduction:

La simulation des conditions de contact est un probléme trés intéressant
de la mécanique des sols et de la mécanique des roches. Dans le cas d’un
probléme de contact entre deux ou plusieurs couches différentes de sol
{interface d’un remblai et du sol de fondation) par exemple. on ne peut se
permettre de négliger le décollement et le frottement sur 'interface de
contact. Ainsi, avec 'avénement des grands calculateurs et le développement
des méthodes numériques, plusieurs chercheurs ont mis au point des
algorithmes permettant la résolution des problémes de contact.

L'introduction des éléments de frontiére infinis s'avére indispensable
pour la modélisation des pioblémes a extension infinie tels gque ceux rencontrés
en géotechnique. La difficulté de représenter le domaine & un champ lointain
est ainsi soulevée. .

La méthode des éléments de frontiére a été appliquée & un large champ
de problémes de contact de corps élastiques avec frottement. L’extension aux
matériaux élastoplastigues obéissant a différents critéres de rupture avec leur
régles d’écoulement a été aussi étudiée et discutée par plusieurs auteurs.

On donne ci aprés un apercu sur les principaux travaux rencontrés
dans la littérature,

1.2. Etudes rencontrées sur le probléme de contact et sur le couplage avec les
éléments de frontiére infinis:

Dans les problémes d’interaction sol-structure. sol-sol la charge est
transmise par contact entre les différentes composantes. La connaissance des
contraintes et des déformations développées le long du contact entre ces
composantes s’avére d'une importance pratique considérable.

La méthode des éléments finis a été utilisée intensivement dans la
résolution du probléme de contact.

L’'une de ses premiéres applications a été celle de Goodman et al.’?
(1968): ils ont simulé le contact par un élément de massif spécial de longueur
L et d'épaisseur nulle. Cet élément est muni de deux rigidités normale K, et
de cisaillement K, . ce qui leur permet de mieux simuler les fissures des

roches.
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L K y=0

> X
y=0

i . fl
Figure 1.1: Elément de contact de Goodman et al

On cite aussi le travail de Wilson et parson~? (1970): Ces derniers ont
utilisé une approche élément fini indirecte dans laguelle les conditions de
contact ont été formulées par des équations auxiliaires.

Plus tard. Chan et Tuba?®*' (1971) ont étendu cette méthode aux
problémes de contact avec frottement. Iis ont exposé la théorie et ont fait la
validation de leur ap.pr_oche.

Les travaux de Goodman et al.’? ont été complétés par Goodman et
Dubois®® (1972) par une loi de dilatance qui permet de bien représenter
quelques types de fracture fermées des roches.

Une formulation basée sur les matrices de flexibilité a été étudiée par
‘Francavilla. et 7ienkiewicz?® (1975): Eile permet de résoudre différents
problémes de- contact, néanmoins, elle requiert une connaissance a Priori sur
le type de contact.

Enfin, Goodman et -John?! (1977) ont développé le modele de Goodman et
Dubois?® moyennant la notion de rigidité rotationneile, évaliée en considéran

le moment de rotation quand les noeuds I et J sont fixés et que la force esf

. . appliquée au noeud K ou L.

- Hungr:et Coates®® (1978). en se servant du modele de Goodman et al.31+?¥
(1968,1977), ont étudié les déformations des joints et leurs relations avec 1
tassement des fondations sur du rocher fracturé.

Les plus récentes applications de la méthode des éléments finis au
problémes de contact peuvent Etre classées en trois grandes catégorie
- d’approches:

- La méthode du multiplicateur de Lagrange (Chen et Tsai??).
- La méthode des pénalités (Wriggers et al.>%),
- -~ La méthode mixte ou hybride (Pian et Kubomura*?).

1l a été démontré pour un probléme de contact considéré du point d
vue numérique que le recours & une procédure solution de type frontiere tell
que la méthode des éléments de frontidre (au lieu de celle de type domain
comme la méthode des éléments finis) s’avére plus commode pour l'analyse d
ce type de probléme. Ceci vient du fait gue le contact en lui mé€me se trous

sur la frontidre. Un autre avantage de I'analyse par éléments de frontiére e:
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que les déplacements ainsi que les ‘tractions sont obtenus directement comme
une part de la solution.

Les premieres applications de la méthode des éléments de frontidre aux
problemes de contact ont été I'objet des études de Anderson''2:? (1981,1982).

Plus tard, Paris et Garrido*? (1985) et Karami®® (1987) ont utilisé des
éléments quadratiques continus et discontinus pour la résolution des problémes
de contact,

D'autres formulations de la méthode des équations -intégrales pour les
problemes de contact ont été établies. A ce titre, Yagawa et al.’® {1980) ont
introduit une approche par fonction de pénalité pour l'analyse en mécanigue
de rupture.

Takahashi*® (1991) a utilisé une approche par flexibilité pour résoudre
le probléme du contact élastique par la méthode des éléments de frontiére.

kwak et lee®’ (1988) ont établi une formulation complémentaire du
probléme de contact frictionnel bidimensionnel - par programmation
mathématique.

Paris et Garrido*® (1989) ont présenté une technique élément de
frontiére incrémentale permettant de traiter le probléme de contact en
présence de frottement. Les auteurs ont utilisés des éléments discontinus dans
le but de rendre facile les applications des conditions de frontiére et de
contact. '

Man et al.®® (1993) ont traité le probléme de contact avec frottement en
considérant une modélisation spéciale permettant d’améliorer la précision des
résujtats. Ils ont aussi établi la technique de la charge incrémentale
permettant de résoudre les probiémes de contact frictionnels’?.

Par la suite, Paris et al.%! (1995} ont proposé une procédure
incrémentale itérative permettant de résoudre les probléemes de contact
bidimensionnels sans frottement. L'interface de . contact . nétant pas

nécessairement discrétisée de la méme facon pour les deux corps en contact.

Lorsque les frontiéres du massif s’étendent a P'infini, une nouvelle
approche éléments de frontiére a été établier il s’agit 1a de la notion
d’éléments de frontiére infinis.

Watson>® (1979) a . introduit pour la premiére fois la méthodologie
d’éléments infinis dans la formulation équations intégrales de frontiére en
élastostatique.

Plus tard, Beer et al.!? (1987) ont présenté une méthode d’analvse
efficace de 1’état de contraintes et de déplacements tridimensionnel dans la

roche ou la masse de sol, induit par les opérations de 'tunnelling’. .La méthode
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des éléments de frontiére et le couplage éléments finis éléments de frontieére
ont été utilisés. Des éléments de frblntiér.e' infinis spéciaux leur ont permis de
modéliser les frontiéres a extension .infinie.

Beer® {1983) a examiné l'influence de la troncature du maillage dans les
domaines infinis sur la précision de la solution, il a proposé une méthode plus
économique et plus précise pour l'analvse de tels problémes..

Beer® (1983) a discuté aussi 'efficacité de 'implémentation d’une analyse
combinée éléments finis-éléments de frontiére. Une comparaison des résultats
fournis par la méthode des éléments finis, par la méthode des éléments de
frontiére et par la méthode couplée a été faite.

Beer et Swobodal® (1987) ont discuté l'efficacité de 'implémentation de
la méthode des éléments de frontiére et des méthodes de couplage éléments
finis éléments de frontiére finis et infinis dans les problémes de géotechnique.

Beer et Watson'! (1989) ont proposé un article dans lequel ils- ont donné
le fond théorique et l'implémentation des éléments de frontiére infinis avec
beaucoup plus de détails gu’en référence’®.

Bettess!? (1992) a étudié les éiéments infinis en conjonction avec les
éléments finis pour simuler les frontiéres infinies, -Des idé€es similaires ont

trouvées leurs applications dans la méthode des éléments de frontiére,
I.3. Etudes rencontrées sur le comportement non linéaire des matériaux:

Lorsque le développement de zones plastiques devient important, on ne
peut se permettre de négliger le comportement non linéaire du massif qui
prend naissance généralement au voisinage des singularités. Plusieurs modeles
ont été établis dans ce sens.

Desai et al.2* (1984) ont traité le probléme d’interaction sol-structure par
des éléments solides de faibles épaisseurs en utilisant un modéle constitutif
spécial.

Carol et al.!® (1983) ont établi un nouveau modéle de joint
élastoplastique.

Aubry et al. {(1985) ont traité le probléeme d'interaction sol structure
sous une forme trés générale.

Gens et al?’ (1988), dans leur article, des éléments d’interface
d’épaisseur nulle sont décrits. Une formulation éléments finis isoparamétrigues
est appliquée pour lanalvse bi et tridimensionnelle. Le comportement du
matériau est supposé élastoplastique.

Les mémes auteurs?® (1989) ont présenté un article dans lequel une loi

constitutive pour décrire le comportement mécanique des joints et des
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interfaces a été établie.

Gens et al.?® (1990) ont établi une loi constitutive élastoplastique
permettant de décrire le comportement des. joints rocheux.

Cescetto et Charlier'® (1993) ont établi une approche originale pour la
modélisation du contact unilatéral par la méthode des éléments finis.

Martin et Aliabadi*® (1995) ont présenté une technique élément de
frontiére incrémentale pour les problémes de contact élastoplastiques non
conformes avec frottement movennant une formulation déformation initiale. Le
matériau est supposé obéir au critére de Von-Mises. ,

Qing-Hua Du et Zhen-Han Yao*® (1990) dans leur article ont résumé
briévement la formulation de la méthode. des éléments de frontiére pour
I’analyse des problémes élastiques et élasto-plastiques, ils ont aussi introduit
la méthode de ’subregening’ en éléments de frontiére et les techniques de
couplage éléments de frontiére-éléments finis.

Venturini et Brebbia®!

(1994) ant appligué la méthode des  équations
intégrales de frontiére aux problémes de géotechnique tenant compte de la
non-linéarité du comportement du matériau. Les résultats qu'ils ont obtenus,

ont été comparés aux solutions théorigues et éléments finis. S
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II.1. Introduction:

Au cours des trois dernieres décennies, la méthode des éléments finis
a montré son efficacité pour résoudre les problémes rencontrés par les
ingénieurs dans les disciplines aussi variées que 1'élasticité, la plasticité. la
mécanique des fluides, les vibrations etc...

Néanmoins cette méthode présente un certain nombre d’'inconvénients:

- la préparation et la vérification des données peuvent nécessiter un
travail long et fastidieux.

- un probléme se pose de facon quasi systématique en géotechnigue et
ne recoit pas de réponse tout a4 fait satisfaisante, il s’agit 1a de la
représentation des zones infinies. Le plus souvent l'infini est repoussé
a4 une distance économiguement raisonnable du modéle ol les chargements sont
supposés n’introduire aucune perturbation. De surcroit, il est nécessaire de
procéder & une discrétisation de 'intérieur du domaine,

La méthode des équations intégrales de frontiére nous est parue comme
pouvant répondre & ces limitations, grédce 4 ses différents avantages & savoir:

— la facilité de la conception des maillages, de la saisie des données
géométriques d’un probiéme et des modifications de géométrie, la discrétisation
ne portant que sur la frontiere du domaine, en effet, Putilisation d’une
solution fondamentale, satisfaisant les équations de base a lintérieur du
domaine permet une résolution du probléme sur la frontiére. ce qui rend
possible une définition de la géométrie en ne discrétisant que les frontiéres
des <zones. Ainsi, il est possible de connaitre les contraintes et les
déplacements en un point P intérieur au domaine par simple intégration de
fonction d’influence entre P et les points de la frontiére.

- le nombre d’inconnues mises en jeu est réduit, puisque celles~ci sont
ramenées sur la frontiére uniguement, d’od un gain de temps de calcul et
d’occupation en mémoire,

- la précision des résultats est également meilleur, puisque les erreurs
de discrétisation sont confinées a la frontiére.

- son excellente performance pour des problémes dont les frontiéres sont
a P’infini.

Par ailleurs, la méthode des équations intégrales de frontiéres présente
certains inconvénients:

- ¢lle ne permet pas 1’étude de matériaux dont les propriétés mécaniques
varient de manigre continue dans I'espace, la solution fondamentale n’étant pas
disponible dans ce  cas,

- en phase de mise au point des programmes, le contrdle des résultats
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intermédiaires est plus complexe, en' ralson.de svstémes fortement couplés, se
traduisant par des.matrices pleines. Cette difficulté est moindre en éléments
finis, oll I'on rencontre des matrices bandes. Les techniques de résolution de
systémes diagonaux habituellement utilisées en élémenté finis sont ici
inutilisables, mais cet inmconvénient est compensé par la réduction du nombre

d’inconnues,

- enfin, pour certaines intégrations, on rencontre des singularités qui
sont particulidrement délicates 4 traiter.

I1.2. Formulation théorigue de Ila méthode:

IL.2.1. Equations Caractéristiques et Conditions aux Limites:

En P'absence de forces de volume, ’équilibre d’un élément infiniment

petit du domaine R (figure 2.1) se traduit par la relation suivante:

aw =0 L (2.1)

Figure 2.1: Equation d’équilibre sur un bord.

L'équation d’équilibre, traduite en termes de déplacements n'est autre
que l’éQﬁafion de Navier:

A s w)u, +puy, - 0 (2.2)

od A et p représentent les coefficients de Lamé.
Les conditions aux limites appliquées sur la frontiére I' peuvent &tre de
deux types:

sur L,

"1
-

- déplacement imposé: &, =

sur T,

H
Rl

- tension imposée: L,
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Les composarites du vecteur tension t(tl, t)) s’exercant en un point M de
la surface de normale sortante A s’expriment en fonction du tenseur de
contraintes en ce point par: t,=a,n '

d’oll en fonction des déplacements:

= Ahu,n +uu,n+u n) (2.3)

Tout probléme d’élasticité consiste donc a rechercher les déplacements u,
satisfaisant & la fois 1’éguation de Navier dans £ et les conditions aux limites

sur ' .

I11.2.2. Solution Fondamentale:

Le déplacement en P dG & une force unitaire é(e,, ¢,) agissant en @
{figure 2.2) s’écrit:

u(P) = USP, @) ¢fQ) @)
xzh .
- é
X, Q
/
r
x: P
G
X x& %

Figure 2.2: Influence d'une force concentrée appliquée en un point
sur les déplacements d’un autre point.

expression dans laguelle Uq(P, @) représente le tenseur de Kelvin {ou encore

tenseur de Green):

USP, Q = U,,(o? - 0Q)

.. (2.5)
1 + v/ 3‘_. 4v ,) 6 Ln— gp - xfo)(x}!’ - ij)
41:E’(1 - v) ) rr
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avec: r? = (xiP - xio)

vi=y e E =E en déformation plane

/

et E'=E({ - v®) en contrainte plane

v

I +v

L'expression de la tension f(P) . créée en P sur une facette de normale

extérieure A par la force é(Q) dérive de ’équation (2.3):

t(P) = T(P, Q) ¢Q (2.6)

avec:

TAP, Q) = Tu(o? - 00Q)

P Q
_ 1 [nk(P)xk. - X a - 2v y 6 (x, - x )(xj - xf)
an(l - vhr| r r? (2.7)

x.P - xQ P Q
(1 - 2vh ni(P)—’——r—-j— - n(p)y———

I1.2.3. Equation Intégrale:
11.2.3.1. Méthodes Directes et Indirectes:

Nous cons1dérons maintenant un domaine Q . Le déplacement en un
point peut s’obtenir en intégrant la solution fondamentale, pour des
sollicitations._ apphquees sur la frontiére du domaine. Nous distinguons deux
catégories de méthodes: les méthodes directes et les méthodes indirectes.

Dans les méthodes indirectes, les inconnues 3 la frontiére sont des
sources fictives n'ayvant pas de signification physique, mais dont I
connaissance permet de déduire les contraintes et déplacements dans le
domaine par simple intégration sur _le contour.

Dans les méthodes directes, les inconnues a Ia frontiére sont les
!inconnues physiques du probléme, c’est & dire les tensions et déplacements
C'est ce dernier type de probléme gque nous avons retenu, car il se préte
mieux & 'étude d’interfaces dotées d’un comportement complexe. Pautre part
la méthode directe présente, & nos yeux, l'avantage de faire intervenir de:

inconnues avant une signification physique et donc d’étre plus compréhensible
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I1.2.3.2. Identité de Somigliana:
Si les forces de volume sont nulles, nous écrivons lidentité de

Somigliana'®, exprimant les déplacements en un point intérieur du domaine en

fonction uniquement des déplacements et des tensions & la surface comme suit:
u(P) = f AP, O 1(Q) dQ) - f TP, Q) u(Q) dIQ) (2.8)

Par dérivation de I’équation (2.8) suivant la loi de Hooke, l'obtention
des contraintes en un point intérieur de f1 , en fonctions des déplacements

et tensions & la frontiére jes‘t' immédiate:
o/(P) = [Dy(P, Q) 1,(Q) dIWQ) - [F(P, Q) u(Q) dNQ) (2.9)
r r

avec les tenseurs:

1 CHIEE ) & - x)
D, =—" 1012 3 -8
v 4n(l - vhr [( v { v r * .

r
(2 10)
-8 M } -7 "io)(xf xjo)(xk x&
7k y /3
. -] f - 18
Folh, @ = - =) (@ === [ 20 - 2vh 8, 2
+ 2\” 3 (ij - xjo) + & (x‘P - xj% _8 l(le - xi%(xjp - xjo)(xf - xS)I -
* r & r r
P P : .
+ n‘(Q) Ijo)r:xk ku') + gy ,) Gﬁ] _ ‘(2.11)
P P
+ nj(Q) 2\,1(41‘( xiQ)r;xk xk% (1 - 2\?’)6&]
p — —
+ n(Q) 201 - 2v’;(x‘ . )rz(xf %) - (1 - 4vh %J
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I1.2.3.3. Equation Intégrale de'Frontiére: ‘

Faisons maintenant tendre le point P vers la frontiére I (Figure 2.3).
Les intégrales peuvent &tre décomposées en une partie réguliére et une partie

irréguliére.

Figure 2.3: Point P sur la frontiére du domaine..

ainsi par exemple:

ny(P Q u(Q)r = nmf TP, Q) u(@ dr + [ TP, @ u(@ dI' (2.12)

I-T,

on montre que:
' (2.13)

i}
o]

lim ,f« UyP, Q) Q) dIQ)

lim [ T,(P, Q) u(Q) dIQ)

e«OI.

o, u(P) (2.14)

L est un tenseur prenant en compte Pexistence d'un éventuel angle de
frontidre au .point P . Si la frontiére ne présente pas d’angle en ce poin

. 1 .
o, = - Gy . Pour les autres cas, on trouvera les valeurs explicites LP dans

Banerjee et Butterfield® et Caperaals, on obtient finalement 'équation intégrale

‘de frontiére:

CyP) ufP) = f UP, O Q) dNQ) - f (. @ (@ Q) (2.15)

Le terme CW(P) encore appelé terme libre, prend la valeur +~% 5-;; dans le ca:

d’un probléme intérieur présentant une frontidre réguliére en P .

Les développements précédents restent applicables aux problémes pou
lesquels le domaine £ est extérieur au contour I' . Ceci permet notamment d.
traiter des cavités sous pressions dans un milieu infini, ou des trous dans de

&léments de structure. Une précaution doit étre prise pour le calcul de i
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normale, laquelle doit "sortir” du matériau, et doit donc cette fois &tre dirigée
vers P'intérieur du contour. Les termes oy changent et nous avons pour un

contour régulier: @, = —ﬁu

il suffit donc de retrancher "1" au coefficient du terme libre dans ['équation

intégrale de frontiére.
II.3. Traitement Numérique pour un Probléme Homogéne:

Le calcul des contraintes en tout point d’un solide nécessite au préalable
la connaissance des tensions et des déplacements sur le contour, ce qui suppose
avant tout, la détermination, en tout point de la frontiére, des inconnues qui
peuvent étre:

- un déplacement si la tension correspondante est imposée,
- une tension si le déplacement correspondant est imposé.

11 est donc indispensable de procéder & une discrétisation de la frontiére,

permettant ainsi de poser le probléme sous la forme d’un systéme d’équations

algébriques.

11.3.1. Discrétisation de la frontiére:

Les grandeurs caractéristiques d’un point P de la frontiére, intervenant

dans P’éguation intégrale sont:
- les coordonnées x(P)
- les déplacements ufP)
- les tensions 1{P)

La frontidre peut &tre discrétisée en éléments, chacun d’entre eux
comprenant un ou plusieurs noeuds de contrdle pour lesquels sont définis les
grandeurs Xx; , W, et

Ainsi, par exemple, les coordonnées xf{F) d’un point quelconque d'un
élément peuvent &tre définies en fonction des coordonnées des points de contrdle
au moven de fonctions d’interpolation {Brebbia et al.'*) constante (ordre 0),
linéaire (ordre 1), quadratique (ordre 2), cubique (ordre 3)... On s’intéresse ici
aux éléments & variation quadratique, qui permettent une approche plus fine des
variations continues et donnent donc des résultats d’une meilleure précision.

Sur chaque élément est défini un systéme de coordonnées intrinséques

(E) tel’ que: 0 < E <1 . La figure 2.4 donne la position des noeuds dans
I’'élément.
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. noeud 3 o
nosud 2 ’/*—ME
nosud /1\//”/5’5/ 1
T G dlément e
-

Figure 2.4: Coordonnées intrinséques et noeuds de contrble
d'un élément de [rontiére.

Soit un point P de coordonnées intrinséques § , appartenant a 1élément
¢ . Les pgrandeurs au point P sont interpolées par les mémes
fonctions ¢™ (figure 2.5) de la maniére suivante:

3

x(P) = x/(®) =Y, $E) x" = o7 x" (2.16)
=1
3 . :

w(P) = w8 = Y, ¢ u" =" | (2.17)
n=1 .
3

(P = ) = 3, @) " = T (2.18)

ot x” wu" et t" sont respectivement les coordonnées, déplacements et tractions
au niveau des noeuds.

¢1=2(F.—§)(f.—1)
b, - -4EE -1 (2.19)
- _1
=28 G- )
¢I\
1|y ¢. }s
d 05 - 1 £

Figure 2.5: Fonctions de forme guadratigues.
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v

Les coordonnées et les dépléﬁ:e;inen"ts en tout noeud de contréle 1 ou 3
sont communs aux deux éléments adjacents > e -1 ' et '’ ¢ + 1 . Par contre
pour les tensions, il est possible d’avoir des discontinuités d’un élément a Pautre

comme le montre les exemples suivants ({igure 2.6).

RRRRACKREAR RIRARNNNRRNAN

1 il
dédoublement 1

—

dédoublament en tansion
en tension

LU

Figure 2.6: Discontinuité nécessitant un dédoublement
des noeuds de contrdle de la tension.

Le cas du probléme de discontinuité de la tension au niveau d’un coin est

traité en détails par Wardle et Crotty®? et plusieurs solutions sont proposées.
II.3.2. Forme Discrétisée de I'Equation Intégrale de Frontiére:

Les intégrales sur la frontieére sont décomposées en une somme d’intégrales
sur chacun des p éléments de frontiére, on écrit alors:

»

Ta

i 3 I 4 3
CAPuP) =3 3, GiBy -3 3} H(P (2.20)
e=l n=1 e=1 n=1
avec: .
H(P) = [ TP, Q(E)) "(E) J° (E) dE (2.21)
%
Gy(P) = [ ULP, Q&) $(E) J°(E) dE (2.22)
0
Jé(E) désigne, pour I’élément ' e ’, le jacobien de la transformation des
coordonnées cartésiennes en coordonnées intrinséques: dI' = J*(E) d&

I1.3.3. Calcul des Intégrales:

Les intégrales Hu et Gu n'admettent pas de formes analvtiques exactes.

Nous adoptons donc une technigque d’intégration numérique. Deux cas sont a
distinguer:
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II.3.3.1. Les Intégrales Réguh'éres;'

Si le point P (puint source), pour lequel on écrit I"équation intégrale
de frontiére n’appartient pas & [’élément d'intégration, les intégrales sont

régulidres et nous utiliserons une quadrature de Gauss classique:

fﬂf) dE = E A" RED) (2.23)
i=1
E]' et A" sont respectivement les coordonnées et les fonctions "poids”

associées aux m points de Gauss.
I1.3.3.2. Les Intégrales Singuliéres:

Si le point source P appartient & I'élément d’intégration, certaines
intégrales deviennent infinies au voisinage de P . Deux cas sont a distinguer:
* S8i j #i (point source P ), lintégrande garde une valeur finje, et les
—intégrales Hg(P) et Gﬁ(P) sont calculées suivant la procédure classique décrite
plus haut (quadrature de Gauss).
* 5i j =i (point source P ), pour le calcul de Gq . on utilise la formule
de Stroud et Secrest'™:

fﬂE) Ln(ﬁ) &~ B Gy (2.24)
i=1 ,

Uintégrale H, n'est par contre pas définie. Cette difficulté ainsi que le calcul
y .

du terme libre C‘j sont évités en co_nsidérant un déplacement de corps rigide.
I1.3.3.3. Déplacement de Corps Rigide:

Considérons deux translations successives de la structure sujvant les

deux axes X, et x, . Le sy.stéme d’équations est écrit alors:
{H]J{ul)l={0} (2.25)

Les déplacements de tous les points étant égaux dans une direction donnée,

on peut donc écrire:

( Y. H, ) | (2.26)

J=1

Nous constatons gue pour chaque ligne de la matrice {H], la somme de tous les

'termes est egale ‘A zéro. Connaissons tous les autres termes, nous pouvons
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done facilement en tirer la valeur ‘du terme diagonal: ©.; .
n
H, = - le:Htj (l—ﬁy) o (2.27)

Cette technique résout par la méme occasion le probléme du calcul du terme
libre Cﬁ .

IL.3.4. Construction du Systéme d’Equations:

1t

Le point P pour lequel on écrit 1’équation, encore appelé point de
collocation " occupe successivement tous les points du contour et deux
équations du type (2.19) sont écrites a chaque fois. l'indice j prenant
successivement les valeurs 1 et 2. En associant ces N blocs de deux

g¢quations, on crée ainsi un systéme d’équations linéaire de la forme:
[HYul=1GN¢t} - o (2.28)

Notons gque, en raison d’éventuels dédoublements de noeuds en tension, la

matrice [ G ] n'est pas nécessairement carrée,

+ Prise en compte des conditions aux limites et résolution:

Il reste & faire intervenir tous les termes # et { connus sur la
frontidre, a les multiplier par les coefficients Hu et Gq correspondants et a
sommer ces vecteurs pour créer je "vecteur second membre” du systéme

linéaire. Le systéme a résoudre g'écrit alors:
[el{X}={f} (2.29)

i les conditions aux limites du probléme sont correctement posées, la matrice
[ e ] est carrée et { X} est un vecteur contenant les inconnues du probléme
gui sont, dans le cas général, un "mélange” de déplacements et de tensions.

va résolution du systéme linéaire est effectuée par la méthode de

diagonalisation de Gauss.
I1.3.5. Calcul des Contraintes et des Déplacements aux Points Intérieurs:

Une fois les tensions et les déplacements sur la frontiére sont
déterminés, ceux-ci peuvent facilement se calculer en tout point P intérieur
au domaine, a partir de l'identité de Somigliana (équation 2.8). La technique

d’intégration sur chaque élément est identique & celle qui est exposée plus
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haut (Quadrature de Gauss). Les contraintes se déduisent de la méme maniér

que les déplacements, & partir des tenseurs calculés, on cbtient:

p 3 1 '
Wb =% ¥ [ U, a®) ) I ) dt
e=1 =1 o )
r 3 1 (2.30)
- Yy [ TP, Q&) ¢"(8) J(B) dE
= 0
p 3 1
WP -3 ¥ & [ DyP, Q&) $7E) J* (¥) de
e=; =; 0 1 (231)
E E ul [ Fu(P, QUB)) 7(E) J°E) dE
= 0

I1.3.6. Calcul des Contraintes et des Déplacements sur des Points de Ia

Frontiere:
. Les déplacements et les contraintes peuvent étre connus en tout poin
de bord, par interpolation 4 partir des valeurs connues des déplacements e

des tensions. sur les noeuds.

- Déplacements:

3 .
ufP) = u/(€) = X_:I ") u/ (2.32)

- Contraintes:

Ces derniéres sont exprimées dans un repére local {voir figure 2.7).

Figure 2.7: Coordonnée locale sur la frontiére.

" 1"

Chague grandeur en coordonnée locale sera surmontée d'un symbole ~

- Notons efe,,, €,,) les vecteurs de base locale { § = 1 : vecteur tangent, § =2
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parfaite sur toute Pinterface permet de proposer des zones décollées ass

réalistes, en les assimilant aux parties tendues de l'interface.
111.3.3.3. Collocation et construction du systéme primaire:

Soient deux corps homogénes, isotropes. linéaires et éiastiques (K et
- en contact {figure 3.2).

YI

e
/
K
<
L

7%

L 4

Figure 3.2: Systéme de coordonnées globales.

La déformation peut &tre décrite par deux équations intéérales couplées, 1
pour chaque corps, chacune d’entre elles faisant intervenir des noeuds
contréle de déplacement et de tension qui lui sont propres. Pour la résolut
numérique d'un probléme de contact, chaque frontiére est discréti
séparément en un nombre d’éléments. Ceci produit les deux systér

d’équations suivants:

[HF{u¥X=[GF{t¥
FH P {(uX =[G {t} (3,

Les vecteurs {u } %L et {#}% " représentent respectivement les valeurs
frontidres des déplacements et des tractions. Cette premiére étape conduj
'obtention des matrices [ H] et [ G ] . Dans la zone de contact, les variat
‘aux frontidres du probléme sont communes aux deux svstémes d’'équations.
conséquent, les. équations correspondantes sont coupliées et doivent €
résolues simultanément et ce pour une comblnalson donnee de la cha
extérieure et des conditions de contact. Lorsque les condltions aux limites
probléme sont posées, les équations du systéme sont arrangées de facon 3

que la forme matricielle finale du systéme d’équations glevienne:

-
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telles simplifications s’appliquent & des problémes pour lesquels les deux

solides sont parfaitement en contact avant chargement.

II1.3.3. Algorithmie:
II1.3.3.1. Présentation générale de Ia méthode:

Lorsqu’il v a contact, celui-ci génére une partie de la frontiére du
domaine pour laquelle ni les déplacements, ni les efforts appliqués ne sont
connus. La discrétisation par la méthode des équations intégrales de frontiére
" est alors incapable de résoudre directement les équations. En effet, le nombre
d’inconnues est supérieur au nombre d’équations. Il faut faire recours & un
traitement itératif dont la convergence est conditionnée par un algorithme basé
sur les conditions de contact avec frottement.

- Le traitement itératif nécessite une hypothése de départ concernant la
répartition des zones de contact adhérent, de glissement et de décollement. A
partir de cette hypothése nous effectuons le calcul qui permet de connaitre
les tensions sur l'interface. L'analvse de ces derniéres fait apparaitre des
phénoménes non compatibles avec les caractéristiques du -contact libre
(apparition par exemple, de contraintes de traction dans P’interface). Ceci nous
 conduit & définir de nouvelles hypothéses tendant -& «corriger ces
incompatibilités. Cette étape peut nécessiter une re-définition des points du
maillage. Une telle démarche est répétée jusqu’a Tobtention d’un champ de

contrainte satisfaisant en tout point de l'interface. .
II1.3.3.2. Choix d’une hypothése de départ:

Au stade du fichier de données, il convient de préciser I’état de contact,
pour chaque élément de I'interface. Ainsi un élément peut étre supposé a
priori: - parfaitement adhérent,

' - décollé,
- ou glissant avec frottement.

Dans ce dernier cas. il est en outre nécessaire de préciser le sens relatif du
glissement d’une surface de contact par rapport a 1’autré. Le noeud adjacent
a deux éléments présentant des états de contact différents est obligatoirement
dédoublé en tension.

Le choix d’hvpothéses initiales proches de la réalité repose sur
l’éxpérience‘acquise et peut dans certains cas s’avérer difficile. Pour des cas

non-triviaux, un' premier passage numérique avec condition- d’adhérence
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IIL.3. Etude dans le cas de linterface en contact libre:

Lorsque la zone de contact est connue au départ, un calcul classi
suffit moyennant des conditions de continuité adaptées & l'interface.
Dans le cas général. la surface de contact n’est pas connue.- Il convient

distinguer deux cas selon que cette surface dépend du taux de charge ou-
II1.3.1. La surface de contact dépend du taux de charge:

Dans ce cas, la surface de contact est d'autant plus étendue qu
charge appliguée est importante. L’augmentation de la charge modifie dor
mode de transmission des efforts, ce qui introduit des non linéarités.

Il est toujours fait appel & des techniques jtératives incrémentales, a
bien en éléments finis. qu'en équations intégrales. Partant d’uné hypothes
départ concernant les parties de contours initialement en contact, un |
accroissement de charge est appliqué, de maniére & provogquer lentré
contact des éléments voisins initialement décollés. L'opération est réitérée
prenant comme nouvelle hypothése la nouvelle surface. de contact., et
" jusqu’a l'obtention du taux de charge souhaité.

Les travaux portant sur Papplication des méthodes intégrales &
problénies de contact sont dfis principalement a andersson!'?. On trouve
ces deux articles des exposés trés détaillés de la méthode numérique uti
pour traiter des problémes tenant compte du frottement. La technique qu
retenue est incrémentale et peut se résumer comme suit:

Partant d’un état initial déchargé, pour lequel la répartition des z
de contact est supposée connue, le taux de charge est incrémenté d’un pa
gue l'analyse des déplacements ou tensions sur la frontiére traduise le
qu'un éiément change d’état (par exemple une interpénétration des
domaines sur un élément traduit le passage, pour cet élément la, d’un
décollé & un état de contact glissant). Le calcul ‘est alors réitéré a part
ces nouvelles conditions de contact. Le comportement est bien entendu sug

linéaire & l'intérieur de chaque pas de calcul
[I1.3.2. La surface de contact ne dépend pas du taux de charge:
" “Dans ce cas le probléme est linéaire et la répartition des sur

adhérentes, glissantes et décoliées est .la méme quelque soit l'intensit

- chargement. Un calcul itératif suffit pour déterminer cette répartitios
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IIf. 1. Introduction:

Les développements que nous avons apportés au programme d'équations
intégrales en vue de la prise en compte des conditions de non-adhérence,
nous ont amenés & étudier les problémes de passage, le long de l'interface,
d’une condition de contact & une autre.

Notre objectif majeur est donc de montrer les bases d’un outil
numérigue pouvant prendre en compte les états suivants: contact adhérent,
glissement avec frottement et décollement entre deux matériaux. La difficulté
majeure réside dans le fait que les parties de contour correspondant a
chacune de ces conditions ne sont pas connues a pricri. Elles dépendent en
effet du chargement et de la géométrie du probléme, nous nous attacheré)ns
a établir une extension de la méthode des éguations intégrales de frontiére en

vue de résoudre ce tyvpe de probléme.
IIT.2. Types d’éléments de contact utilisés:

Dans le cas d'un probléme de contact avec interface non-parfaitement
adhérente, on modélise 'interface par des éléments de type spécial appelés

éléments de contact {figure 3.1}.

noeud dinterface P e

Figure 3.1: Elément d’interface.

Quatre noeuds de contréle sont associés a ce point :

* deux noeuds associés aux degrés de liberté (déplacement et traction)
de la zone Z.

* deux noeuds associés aux degrés de liberté (déplacement et traction)
de la zone Z'.

Cette présentation nous permet de traiter trois types de liaisons
possibles et de construire une bibliothéque des éléments:

1) éléments adhérents ol les tensions et les déplacements sont continus.

2) éléments glissants ol T=y Nitg ¢ .

3) éléments décollés ol les tensions sont imposées et nulles.
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Figure 2.8: Organigramme sommaire du programme multizone.
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. I1.4.3. Algorithme du programme multizone:

Les différentes étapes de calcul sont résumées dans l'organigramme
présenté en figure 2.8.

En premier leu, nous procédons a la saisie des données du progbléme
(subroutine DONN)}. pous introduisons ainsi les coordonnées des noeuds de la
frontiére, les propriétés du matériau, les conditions aux limites et enfin les
coordonnées des points intérieurs et de bord par zone.

La deuxiéme étape (subroutine BEM) est la construction des
blocs [H] et [ G] . Nous calculons alors les différents coefficients des
matrices en intégrant sur les contours de la zone considéreée.

La troisiéme étape (subroutine SOLU) est celle de la construction du
systéme linéaire prét a étre résolu. Les conditions aux limites du probléme
sont posées et le second membre du systéme est calculé. Par la suite, nous
faisons un test qui nous permet de trouver les noeuds communs aux
différentes zones, et ainsi définir P’interface de contact. Nous appliquons alors
1a technique d’interfagage direct décrite plus haut. Et enfin. nous procédons
a4 la résolution du systéme d’équations par la méthode de substitution de
Gauss.

La quatridme étape (subroutine PINT) consiste ;en le calcul des
contraintes et des déplacements aux points internes et de bord choisis par
zone. Enfin, les résultats trouvés sur la frontiére et a Uintérieur du domaine

sont imprimés.
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[e/1IX'Y={f} S (2.39)

I1.4.2.3. Prise en compte des conditions de continuité et d’équilibre de

Pinterface - Interfagage direct:

- La continuité entre deux zones peut se. traduire. de deux maniéres
différentes:

Une premiére technique consisterait & écrire des équations:
supplémentaires égalant par exemple les inconnues u,) de la zone (k) et u,m de
la zone (1) de deux points "en regard” des deux zones (k) et (1) en contact
Un tel choix aurait pour inconvénient d’augmenter considérablement la taille
du systéme d’équations. Ainsi la dimension du systéme linéaire serai
guasiment multipliée par deux pour un probléme comportant peu de noeuds di
contours extérieurs. ’

On opte pour une technique gue nous appellerons "interfagage direct”
et qui consiste & réduire le nombre de colonnes de [ e’ ] en déplacant dan:
Ja matrice les coefficients liés & une inconnue déja rencontrée. Ainsi certain:
"blocs" correspondants A l'équation intégrale de frontiére -sur um
zone f}; sont déplacés vers la gauche sur les mémes colonnes que le
‘coefficients de la partie de.la zone 0, adjacente { k> [) . Les inconnues u,'
et £ d'un point d’interface sont ainsi rendues communes aux deux zones. L

systéme d’égquations réduit s’écrit alors:
{el{X}={f} S  (2.40)

ol [ e] est une matrice carrce.
I1.4.2.4. Résolution du systéme linéaire:

Nous utiliserons un algorithme classique, basé sur la méthode d

substitution de Gauss.
I1.4.2.5. Caleu! aux points intérieurs:

L’intégration s’effectue sur I’ensemble des contours délimitants la zon
a laquelie appartient le point de la méme facon que dans un probléme uni-zon

{(paragraphe 11.3.5).
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II.4.2. Organisation du Programme multizone:

Nous avons choisi de rendre indépendante la phase d’écriture de
I’équation intégrale de frontiére et la phase de prise en compte des conditions
de continuité et d’équilibre aux interfaces, Ce choix est justifié comme suit:

- au stade de l'étude du probleme multizone avec adhérence, nous
envisageons déja les extensions futures du programme au traitement de
conditions de ‘contact plus complexes (glissement et décollement). Ce
comportement nécessite un traitement itératif pour lequel on peut étre amené
a faire varier les conditions de contact élément par élément. Découpler le
calcul des intégrales de frontiére de !'interfagage (voir 11.4.2.3) permet de ne
pas répéter inutilement la premiére phase.

- le découplage de ces deux étapes présente également 'avantage de
rendre les algorithmes beaucoup plus compréhensibles.

Les différentes étapes de calcul sont les suivantes:

I1.4.2.1. Ecriture de I'équation intégrale de frontiére par zone: .

Les blocs (de deux lignes) [ H] et [ G ] sont construits, le point de
collocation P occupant successivement les noeuds des différents- contours
délimitant chaque zone. L'équation intégrale de frontiére s’écrit donc, pour un

point P de la frontiére:

P 4
CP) uP) = X Z Gip g - X n§=:1 H (P) u (2.38)

Lors de l'intégration sur un contour I} délimitant une zone, la normale
intervenant dans le calcul de la fonction noyau T, est dirigée vers 'extérieur
du contour si la zone est intérieure a I} (probléme intérieur). Si le point de
collocation appartient & un contour intérieur & la zone {probléme extérieur),
il faut comme dans le cas d'un probléme uni-zone, retrancher une unité aux

coefficients diagonaux de la matrice [ H ]
I1.4.2.2. Prise en combte des conditions imposées & la frontiére:

Les coefficients liés & un déplacement {ou & une tension) connu sur la
frontiére sont multipliés par cette valeur imposée et le produit ainsi obtenu
est ajouté au deuxidme membre. Cette étape conduit a un systeme du type:

ol la matrice [ e’} n'est pas carrée.
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continuité en déplacements et d’équilibre en tensions:
u(k)(P) _ ..M P )
y = i, (P) P appartenant & I}, .
Bpn Ly ' .
PP = - 0P et i=1,2

La notation "(k)" ou "(1)" indiquant que le déplacement ou la tension est
propre & un point de la zone k ou I. Les déplacements et les tensions sur les
interfaces sont évidemment des inconnues.

Le systéme d’équations est construit en écrivant l’équation intégrale de
frontiére pour chague zone. Pour une zone Qj donnée, le point de collocatior
- occupe successivement tous les noeuds du contour I} délimitant la zone.

A chaque collocation sont écrites deux équations nécessitant des intégrations
sur le contour 1} . Bien entendu, la construction de ce systéme doit tenir

compte des telations de continuité et d’équilibre au droit de chaque interface
I1.4.1. Principe adopté:

L’étude des problémes hétérogénes par zone ne présente aucuns
difficulté supplémentaire: il suffit de prendre, pour I’équation intégrale de
chaque zone, les constantes élastiques correspondantes. On trouve assez pet
de publications sur ce sujet. Citons les travaux de Tomlin et Butterfield®® qu
traitent des problémes de sols, comprenant plusieurs couches de propriété:
élastiques différentes. Aussi, Wardle et Crotty’? présentent, en- guise de
validation, "exemple d’une inclusion circulaire, dans un champ de compressior
omnidirectionnelle. Il suit I’exemple d’une excavation souterraine dans un miliet
multizone, en tenant compte de l'existence de contraintes initiales.

Dans toutes les références citées, la prise en compte des équations d:
_continuité et d'équilibre sur Uinterface s’effectue implicitement au stade d
I’écriture de 1’éguation intégrale de {rontiére, pour chaque point d
collocation:
la premiéré fois que le noeud P ést rencontré lors des intégrafioné sur M
contour d’une zone (k), les inconnues u,m et t,(k’ correspondantes apparaissen
explicitement comme telles. Par la suite, dans la phase de Uécriture d
P’équation intégrale de frontidre de la zone (1) d’ordre supérieur & (k), le
coefficients associés aux inconnues du rméme point P sont directement placé
dans les matrices [ H] et [ G] . & la position déja déterminée lors de 1

collocation sur la zone (k).
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vecteur normal sortant}). Leurs composantes se calculent numériquement par:

3

— E ¢"(E) x/

n=1 , : (2.33)

E OB avec v

=1

€y

it

€y

hlla—-

"

Le signe + " dépend du type de probléme intérieur ou extérieur.

™ (2.34)
Si d& §¢’ ( )xi ‘

¢’ : désigne la dérivée des fonctions de forme.

3
5P) = () e, (P) = X ") 1" e,(P)

e o L (2.35)
8,5(P) = 1{P) e)(p) = Y ¢"E) 1 ey(P) -

n=1

La contrainte normale sur une facette perpendiculaire au contour se déduit de

la loi de Hooke: ,
5, =— E_ s @ vom (23
(1 - v’) (1 + v’) .

La deéformation au point P se calculant de la manitre suivante:

d 3
€,(P) = aal R !. Y o) 8 el, | (2.37)
dxl I l n=1

I1.4. Extension du code uni-zone 4 la résolution des problémes multizones avec
adhérence parfaite:

Nous allons maintenant exposer un premier développement apporté au
programme éléments de frontiére, en vue de traiter des problémes présentant
plusieurs domaines constitués de matériaux différents.

Le domaine étudié est maintenant composé de n, zones ayant des
propriétés mécaniques différentes, mais homogénes intérieurement. Chaque
zone L, est délimitée par un contour I, . Une interface est une partie, ou
totalité d’un contour, commune & deux zones, et sera notée avec deux indices
correspondant aux numéros des zones en contact: Iy=1I, nr,

L’adhérence au niveau d’upe interface I}, se traduit par les relations- de
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$X'y =4y (32)

LI |

Les indices "¢" et "n¢" correspondent respectivement & la zone de -contact et

de non contact. On obtient donc un systéme non-carré du type:
(<1{X}={s} (3.3)
I11.3.3.4. Conditions de contact & l'interface:

Considérons un point P appartenant 4 un élément d’interface (figure 3.3)

Zone (k)

Zone (1)
Figure 3.3: Elément d’interface.

A ce point correspond quatre degrés de liberté par zone selon les deux
directions normale et tangentielle:
- deux déplacements
- et deux tensions.

Etudions successivement chacun des trois états de contact possibles:
a} I'élément est en contact adhérent:

Le contact adhérent est caractérisé par la continuité des déplacements

et l'équilibre des tensions. Donec, si M appartient &4 T,

{uten = ulon

. ! “i=1,2 (avec t(M) < p t (M) ) - (3.4)
M)y = —tjM) - .

Nous procédons alors & un interfacage direct: les termes de la matrice [e]
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correspondants aux degrés de liberté des noeuds de la zone (1) sont déplacés

Lk Lk

vers la gauche sous ceux de la zone (k). Les inconnues u,/ et sont donc

rendues communes aux deux zones.
b) Pélément est décollé:

Les tensions sont imposées et nulles. Donc, si M appartient a Iy

tf = tfy =0, i=1,2 (3.5)

Nous faisons donc disparaitre les coefficients de la matrice [ '] liés aux

tensions de ’élément décollé.
c) ’élément est en contact glissant:

Les tensions exercées par un domaine sur l'autre sont inconnues et
réciproques on procéde donc & un interfacage direct en tension, pour ne
garder que deux inconnues communes aux deux zones: t,u , i=1,2
_ _lLes déplacements presentent une d1scont1nu1té au dr01t de 1’ nterface et il est

_necessalre de conserver en inconnues les déplacements assoc1és aux noeuds
des deux zones. o

Done, 4 chaque élément glissant correspondent deux inconnues en
tension et guatre inconnues en déplacement, pour seulement guatre équations
de collocation {deux par zone). Deux équations supplémentaires caractérisant
le glissement avec frottement sont alors écrites:

* Continuité du déplacement normal:

nolw -u1=0 - {3.6)

ol n, est la normale & l'interface,
. désigne le produit scalaire.
* Tension en limite du cdne de glissement:
La loi de Coulomb avec coefficient de f{rottement p =g @ a été

supposée, La tension tangentielle est liée & la tension normale par la relation:

=Y 1, 18¢ (3.7)

avec ¥ = xl suivant le sens du glissement relatif d'une zone par rapport &

Pautre. D'odt ’équation:
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—ny, .t tn L =Y RO N, I, ~(3.8)

Les termes n, caractérisent la direction de la normale auw contour au

point considéré et sont calculés numériquement de la maniére suivante:

3
n, = 8x,/ 8E = ¥ ¢™®)

n=l
3
n, = - 8x, [ 8& = =L ¢™(E) " (3.9)
n=1
Donc, si M appartient & Fgm !

(k) = +u )
HM) = sp (M)

{3.10)

A Un probléme particulier se pose au point de passage d’un élément
adhérent a4 un élément glissant. En fait, nous avons la continuité des
déplacements en ce point; donc seulement deux inconnues en déplacément. Le
noeud étant dédoublé en tension, nous avons donc guatre incohnues en
tension: 1, () relatif & Uélément ¢’ et f, (e + 1) relatifl & Vélément ’et’
(i=1,2) . | o

Les six équations correspondantes sont:

- quatre équations de collocation {deux par zone),

- une équation du type ¢, = Y I, g @ pour le noeud du coté de 1’élément
glissant.

- une équation de continuité de la tension normale au niveau du
dédoublement. '

L'introduction de ces relations auxiliaires permet .de réduire le nombre
d’inconnues & quatre variables indépendantes. en tout point de l'interface de

contact. Le systéme d'équations devient carré, il s’écrit alors comme suit:

[el{X)={f} (3.11)

La figure 3.4 fait la synthése des différentes opérations effectuées lors

" de la prise en compte des conditions & l'interface.
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-~ Chapitre II:

N L 2
N Y A ¢ f?xv";,g" 27 a
%%@mjﬂx 3 e
> -4 o/ o) » o‘ | o . .
AT O G ¢ %0 >‘<40 X¢0>‘?
< | |

contact adhérent l gliasement décollement

. 2ddl en dépl@mem Equations supplémentaires:

& Continulté du déplacement r

A 2 d.d.\. en tension

Interfacage direct N |
£y Egalité des tenslons norma

> ddl n‘apparalssant plus en Inconnue

' ><‘0 d.d.. imposé a zéro

Figure 3.4: Traitement numérique d’'un probléme de contact libre:
conditions aux limites sur linterface.

II1.3.3.5. Analyse des tensions de Pinterface et critéres de convergenc

La solution exacte d’un probléeme de contact libre entre deux mat
présente deux caractéristiques supplémentaires dont nous n’avons pas
compte lors de 'écriture du systéme:

— A la limite entre le glissement et le décollement la tension est

- 11 n’v a pas de discontinuité de la tension tangentielle 4 la
entre adhérence et contact glissant.

Ce sont ces deux conditions qui nous serviront de critéres d’obt
de la solution exacte et qui permettront, aprés chaque itération de d
d’uﬁe évolution rationnelle des hypothéses. Les figures 3.5 et 3.6 résum

sens d’évolution de ces hypotheses en fonction de Panalyse des tensic

interface.
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II1.3.3.6. Modification des hypothéses:

Au stade actuel de I'étude du comportement du modéle, le choix au terme
de chaque itération des nouveaux emplacements des points de changement des
conditions de contact est laissé & I'initiative -de I'utilisateur. Un nouveau
maillage est alors créé, en faisant "glisser" les éléments le long du contour et

la procédure de calcul est relancée.

~ Hypothése initiale :

glissement décoliement

-
-

Ténslon d'irterface : Evolution & adopter:
tensloit normald
A extension de la zone

Twmprgggldn : - —3= de glissement
—>
- i 5
. _ glissement' décollement
tension normale
A
Teompms‘sion : . : restricton de la zone

. . : e de gllssement
\ _ ___> % . 5 . ll
l traction \I e 1 =

glissement ' décollement

'tqn'sloﬁ normale

/ \T compression

"_*\ - : limite correcte de la zone

de glissement
1 N _-oh . .

- Figure 3.5: Choix des sens d’évolution pour 'obtention de
© " Ia limite exacte de la zone de glissement.
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Hypothése initiale :

» {

|

>

i .

Fd

adhérence glissement

T\enslon d'interface : Evolution & adopter:
4 :
f\':__\ , restri%tigghg;oe la zone
<— d' nce
I /,\I/P—MM\\\‘.__/
| —>
< | -
adhérence ' glissement

oxtension de la zone
—s» d'adhérence

- N — -

|- l !
~ adhérence | gllssement
lmite comrecte de la zone

—> d'adhérence

Figure 3.6: Choix des sens d’évolution pour l'obtention de
la limite exacte adhérence-glissement,
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IV.1 Position du probléme:

Les programmes de calcul utilisés jusque 1A ne permettaient de traiter
que le cas des domaines limités par un contour fermé. Or, dans le cadre de
I’étude de l'interaction sol structure par exemple, il sera souvent nécessaire
de modéliser le sol, loin des zones interfaciales étudiées. Pour cela, nous
pouvons envisager deux techniques:

1° La partie "sol lointain" est modélisée par un domaine limité par un
contour fermsé, la fermeture intervient trés loin de la zone étudiée (figure 4.1).
On peut ainsi penser que l'influence des blocages nécessairement appliqués
sur le sol est négligeable sur la zone interfaciale qui nous intéresse.

i } 4 Llll:lnlsl;:sqnc"’“an
LS T T i1 T T L] L] T

L T 1

-+
4+
P
-+
+
-+~

Figure 4.1: Représentation du sol avec contour fermé.

2° La partie "sol lointain” est modélisée par un domiine semi-infini,
limité par un contour ouvert comportant des éléments de fronti¢re infinis
(figure 4.2). La deuxi®me technique présente plusieurs avantages par rapport
& la premiére:

- Le nombre de noeuds étant moins important, on diminue donc le temps
de calcul.

- Diminution du temps de préparation des données.

- Trés nette amélioration de la précision des résultats, sous réserve
d’un choix judicieux du mode d’extrapolation.

L’objet du présent chapitre est donc de mettre & jour les possibilités
du calcul par équations intégrales sur des milieux présentant des frontiéres

a extension infinie, et de montrer les développements apportés au code de
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calcul.

__—Structure

Eléments de frontidre infin

Sol

.

Figure 4.2: Représentation du sol avec contour ouvert.

IV.2. Etude de la corivergence des i’ntégra]es:
IV.2.1. Domaine d’intégration: )

Nous rappelons la forme générale de I'identité de Somigliana donnant le
déplacement en un point P en fonction des déplacements et des tensions sur
1a frontiére I' (jusqu'ici fermée): '

o ulP) = [ULP, Q Q) ds - [T(P, Q) ufQ) ds (4.1)
’ : : r r .

'[:(rel ‘,)v - '; o l;"r' ‘)

-
-
.
L ol

1
T

-

Figure 4.3: Domaine d’intégration.
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Congidérons la région notée §(r_, x) , limitée par la frontitre I' et un
cercle de centre %, et de rayon r, (figure 4.3). x, est un point qui
appartient au domaine étudié, appelé point de référence.

La frontiére du domaine S(r, x) peut s’écrire:

I¢,x)=-r, U e, x) U O, x) R T(r, x)

avec: I', est la partie de la frontigre I" voisine de la zone étudiée (constituée
d’éléments quadratiques de type classique}.

l"f,(rc x) I‘i(ic &, sont les éléments de frontiére infinis.

L(r, x) ést I’arc de cercle de centre x, et de rayon r, .

IV.2.2. Convergence des intégrales:

Nous devons vérifier: : .

- d’une part que les intégrales sur les éléments infinis

[ 4P O1@d et [ TP QufQ ds
Tir, x,) Tlr. x)
tendent vers une limite finie lorsque r, tend vers I'infini.

- d’autre part, ces intégrales sur L' (r, ,x) doivent™ tendre vers une
limite finie et connue lorsque r, tend vers t*infini, sans quoi. nous ne
pourrions nous affranchir de l'intégration numérique sur l'arc de cercle.

Les études de convergence menées en annexe 1, montrent gue ces
intégrales tendent vers une limite finie lorsque r, tend vers linfini, sous
réserve que les conditions suivantes soient vérifiées:
or*Lnr) avec a <0
o(r®) avec o < -1

* pour les déplacements: #

* pour les tensions: t
IVv.2.3. comportement des fonctions déplacement et tension:

Pour savoir dans quelle mesure les intégrales convergent, il est
nécessaire de connaitre la tendance du déplacement # et de la tension t
lorsque le rayon r tend vers l'infini.

watson®? admet que les contraintes varient en -1—2 et les déplacements
r

en l . lorsque r devient infini. Cette hypothése le conduit & adopter un
r

mode d’extrapolation excessivement simple. Dans ce cas, on obtient:
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g = o(—l—

r

) lorsque r ~ o«
u= 0(1

r

Les critéres de convergence des intégrales sont alors satisfaits et le mode
d’extrapolation est trés facile & établir.

IV.3. Traitement numérigue:
Tout comme dans le cags des domaines fermés, le contour est divisé en

éléments quadratiques. Les deux éléments extrémes de ce contour sont

particuliers. Nous les appellerons par la suite "segments semi-infinis".

ORI S) J—
4 3 2 1

Segment seml-Infinl n° II

+c0

Figure 4.4: Discrétisation d’un milieu ayvant
des frontiéres & extension infinie.

IV.3.1. Définition des points de contréle et des fonctions de forme:
IV.3.1.1. Les segments finis "classiques™:

* La géométrie: le segment fini_'c_omprend tro'is'points_' de controle de la
. géométrie. . .

o o5 1 %

M @ (3) (homa)

Figure 4.5: Coordonnée locale.
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Les fonctions d"interpolation de la géométrie sont les fonctions gquadratiques
définies au chapitre II {équation 2,19).

¥ Les tensions et les déplacements:

Ils ont les mémes points de contrdle que la géométrie avec la possibilité
de dédoublement des noeuds dans le cas des discontinuités de tension.
Ils ont aussi les mémes fonctions d’interpolation gue la géométrie,

Donc, en ce qui concerne les segments finis, on retrouve exactement le

'méme mode de traitement que pour les contours fermés.
IV.3.1.2. Les segments semi-infinis:

* Géométrie: le segment semi-infint comprend trois points de contrdle de
la géométrie. Les fonctions d’interpolation sont les mémes que précédemment.
Elles jouent également le rdle de fonctions d’extrapolation au delad du point n*
N {segment II) et en deca du point n° 1 (segment I).

La coordonnée intrinséque £ varie suivant le mode représenté ci-dessous.

L1058 0 - e 1 05 0
@ @ () N) (N-1) (N-2)
(a) ' (b)

Figure 4.6: (a) Segment semi-infini n°I, (b) Segment semi-infini n°II
* Les déplacements et les tensions:

Nous ‘avons un seul point de contrdle des déplacements et des tensions
pour chaque segment semi~infini: e point n° 3 pour le segment I et le point
n° N-2 pour le segment II. Le choix des fonctions d’extrapolation dépend, bien
entendu, de la nature du -piobléme étudié. Ces fonctions doivent suivre au
mieux les variations des tensions et des déplacements lorsqu’on s’éloigne de
la zone de chargement. ‘

Ddns le cas du probléme de sol, les déplacements décroissent en l et

les tensions en 1 lorsqu’on s'éloigne de la zone de chargement.

Ceci nous améne a adof)tér les fonctions d'extrapolation suivantes:
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‘ . r{x, 7)
pour la fonction déplacement: “1(5) = u,’ e
_ rx,, x)

, rix, DY
et pour la fonction tension: t(&) = ol —
rx, x)

ol uf et tf sont respectivement le déplacement et la tension au point de
contrdle (noté z) dans la direction i.
u(€) et t(E) sont le déplacement et la tension au point X du segment semi~
infini de coordonnée intrinséque £ .
x, est un point appartenant & la zone étudiée encore'appelé point de

référence.
IV.3.2. Points de coIIocation:

Chaque point de contrdle (qu’il soit dédoublé ou non) apporte deux
inconnues. Nous devrons donc considérer N-4 points de collbcation, ces points
correspondront aux noeuds géométriques dont le numéro est compris entre 3
et N-2 {inclus). Les segments quadratiques sont numérotés en figure 4.4 par
des chiffres entourés.

IV.3.3. Intégration: , .

IV.3.3.1. Les segments de type "classique™ (n°1 & ié

2
L'intégration sur ces éléments a déja été programmée et ne pose aucun

probléme spécifique aux milieux aux frontiéres s’étendant a [Pinfini.

IV.3.3.2. Les segments "extrémes" (n* —NE—?-, —I%_—l )z

1ls sont constitués de la partie de contour comprise entre les trois
points extrémes: (1, 2, 3) ou (N-2, N-1, N). , .
L'intégration sur ces éléments suit exactement le m&@me algorithme que celle
sur les segments classiques, seul le calcul des fonctions de forme change: on

utilise alors les fonctions d’extrapolation définies plus haut.
I V..?._?'..?. Les segments "semi-infinis" prbprement dits:
ils sont constltués de la partie de contour s1tuée en deca du premier

' noeud ou au deld du N feme noeud géométrique.

Afm de calculer ces 1ntégrales sur les segments sem1—1nf1nls, nous utilisons la
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guadrature de Gauss. Pour ce faire, il est nécessa1re deffectuer un
changement de variable pour se ramener a 1’1nterva11e [0, 1], 1nterva11e sur

leque! les points de Gauss sont définis.

a) Segment n° I:

n 0 - 1
Posons: § = a1 nous vérifions: .
n E T-eo - 0
On écrit donc l'intégrale comme suit:
I 1 ds d
[ U@ o) ds - f U ¢ o) ds = 1 [ UGsEm)) $UsEm) 2 -
: g dn
; 2 5 \2
Le Jacobien est: —‘-is— = _g_x_ + f}’, = JAC avec ___5_ -1
dE di dt dn n>
En appliq‘u&ﬁt la quadrature de -Ga.uss, on obtient:
2 UGt SUSEMN JAC — W (42)
16=1 o 7]10 '
IG : indice du point de Gauss, .

fi; : position sur [0, 1] du point de Gauss IG ,
W-,G . coefficient de Gauss correspondant au point IG .

La méme démarche est suivie pour calculer f T(s) u(s) ds .

so
b) Segment n" II:
n: 0 - 1
Posons: & = uka nous vérifions:
- I-7 Bl - 4w

En suivant la méme démarche que précédemment, nous obtenons:
NGP " 2

" AG = Y UGCEMR) ¢.6EMN JAC ——— W 0 (4.3)

S & TUTTETT ()

Ces termes AG viennent s'ajouter aux termes du bloc GMT correspondant

respectivement aux points de contrdle de la tension n°1 (point géométrique
n °3 ) et n° NNT (point géométrique n® N-2 ).

Le calcul des termes du bloc HMT est 31mllalre avec une difficulté

supplémenta1re concernant le caicul du terme d1agonal En effet, tout comme

B r‘_
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1

dans le cas des milieux finis, les intégrales I 1’(P Q) o) J(E)YdE s
0

singulidres lorsque le point P appartlent a 1’élément dmtégratlon
contourne la difficulté en considérant un déplacement de corps rigide

évite également, de calculer le terme libre Cﬂ ).
IV.3.4. Déplscement de corps rigide:

Afin de calculer les termes diagonaux de la matrice [H] .
considérons pour chaque bloc HMT (correspondant & un point de colloca

un déplacement rigide d’ensemble du domaine.

-a) Considérons un déplfacement de corps rigide dans la direction
u =1 '
u2=0}VQ’ t, =t =90, V@
Ceci conduit a:

HMTU, 2COL-1) = ~{§ (1- I, ICOL)) HMTG, 2-1)
=]

+(1-I1, TCoLy) | [T, (P, @ 1 . d& - [T,(P, @ 6.0 d&
I

+(1-I(NNU, ICOL))

[T2. @ 1.4 - [T, O ¢XP, O di]

o o
4 lim f T, (P, Q(s) ds}
T2 :
avec:
NSEG = _N_;§_ est le nombre de segments comportant des points de collot

KP, ISEG, C) =1 si P est confondu au point de collocation a°C du
segment n°ISEG o
KP, ISEG, C) = 0 dans le cas contralre,

Les intégrales sur les segments semi-infinis. et segments extrémes (not:

et I‘u sont calculées en remplagant la fonctlon d extrapolatmn (b_ pal

r(x, 2)
@ ™ reviendrait & impo
r(xo’_ _x) .

déplacement tendant .ver,s_ zéra lo;sque Pon s’éioi}gune de la zone étudiée,

effet, garder la fonction d’extrapolation ¢, =
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Ffego oo R P
est incompatible avec I'hypothése de déplacement de corps rigide.
Le point de collocation a le numéro JCOL .
NNU est le nombre de noeuds de contréle du déplacement { NNU = N-4 ).

b) Déplacement rigide dans la direction 2: -

Similairement, on trouve:
HMTG,2ICOL) = - {:zwj" (1- Ij, ICOL)) HMTU, %))
al ‘

+(1-I(1, ICOL) |[T(P, @ . 1. dk - [T, (P, Q) &L(E) dE
v r

| : | | (4.5)
+(1-IQNNU, IcoL) |[T(P, @ -1 . d& - [T(P, Q) (P, Q) d&
! o
lim [ TP, Q(s) d‘s‘
UL

On détermine de cette maniére les quatre termes diagonaux du bloc HMT :

[ HMNI1, 2ICOL-1)  HMT(, ﬁcom] (4.6)

HMTQ, 2ICOL-1)  HMT(2, 2ICOL)

A la somme des "autres termes HMT ", on retranche la contribution des
segments infinis (calculée avec fonction d’interpolation (])_ ), on ajoute cette
co_'ntribution avec fonctions d’extrapolation égales & 1, puis on ajoute la limite
lorsque r, tend vers I'infini de 1'intégrale sur l'arc de cercle, encore appelée
"intégrale azimutale". (Le calcul des quatres intégrales azimutales est donné

en Arinexe 2).
IV.5. Conclusion:

Nous avons montré gque ['utilisation d’un contour ouvert pour Ila
résolution, par équations intégrales, d’un probléme d’élasticité plane dans un
milieu pouvant avoir des extensions a l’infini, était possible, & condition

“toutefois de vérifier la décroissance en -l- pour le déplacement et en -}; pour

la tension. Le maillage par contour ouvert est, ici, trés avantageux, en effet,
on a: - simplification de la préparation des données,
- sys}témeé él' résoudre moins lourds,

- trés nette amélioration des résultats.
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V.1l.Introduction:

Dans la théorie de [D’élasticité, le matériau posséde deux caractéres
principaux: la reprise de la configuration non déformée (initiale) lorsgu’on
omet les charges et la non dépendance des déformations de I'histoire du
chargement ou du chemin de contrainte., En plasticité et anélasticité en
général, ces deux caractéres ne sont pas vérifiés.

La plasticité est définie comme une propriété qui permet au matériau de
se déformer continuellement et en permanence sans rupture lorsaque la limite
élastique du matériau est surpassée. Des déformations résiduelles apparaissent
donc lorsqu’on supprime la charge. De surcroit, la déformation finale dépend
de I'histoire du chemin de contrainte suivi.

Le probléme de la formulation des relations physiques décrivant le
comportement d’'un matériau durant la phase de plastification est un probléme
complexe. Cette complexité pfovient de la non-linéarité et de l'irréversibilité

du processus de déformation.
V.2.Quelqiies modéles inélastiques:

Quelgues diagrammes approximés possibles sont - considérés, ils
permettent de représenter le comportement d’un spécimen sollicité en traction
ou en compression simple. '

V.2.1.Comportement élastique parfaitement plastique:

Le cas du matériau élastique parfaitement plastique est montré en figure
5.1. '

ge

‘Figure 5.1: Diagramme contrainte-déformation uniaxiale
d’un matériau élastique parfaitement plastigue.
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Le matériau passe par différentes phéses:

- sur OA, on rencontre des déformations élastiques,

- sur AB, des déformations plastiques apparaissent sous contrainte de
rupture constante, )

- lorsqu’on décharge le spécimen, le point de contrainte va suivre la
ligne BC parallélement & OA, on remarque bien les déformations plastiques qui
prennent naissance.

- En sollicitant le spécimen en compression, on atteint le point C pour
lequel la contrainte égalise celle & la rupture par compression.

- Au deld du point C (chemin CD), le spécimen se déforme sous

- contrainte de rupture constante.
V.2.2.Ecrouissage d’un matériau:

Une situation plus complexe a lieu lorsque les effets d'écrouissage
positif ou négatif {endurcissement ou ramollissement) sont pris en compte. Ceci
peut &tre montré en figure 5.2 ol un écrouissage linéaire simplifié est

représenté, celui-ci est caractérisé par le module constant E, .

B -
a4 Vﬁ
Y
B
3 LY
e
Y
-3
(//

Figure 5.2: Diagramme contrainte déformation uniaxial
de [’écrouissage d’un matériau.

Le matériau _passé par les étapes suivantes:
Lorsqu’on charge le spécimen:
—~ OA phase élastique.
- AB écrouissage positif.
Lorsque le spécimen est déchargé: . .
- Le point de contrainte se déplace sur.la ligne BC . paraliélement & OA
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Chapitre V:

induisant une déformation plastique résiduelle. .
La contrainte de rupture compressive va dépendre de ['histoire des

6,14 comme

déformations précédentes. Ce phénoméne est décrit en littérature
"effet de Baushinger". | .

La déformation totale est.la somme d'une déformation élastique g et
d’une déformation plastique ef , soit:

g
e =g+ e avec ef = —

E

V.2.3.Comportement de non-tension:

Dans plusieurs applications pfatiques, les matériaux tels gue le béton et
la roche peuvent &tre idéalisés comme étant capables de supporter seulement
des contraintes de compression et se déforment sans aucune résistance a la
traction. Une telle idéalisation est désignée communément dans la littérature?®

par un comportement de non-tension.

a A // oA ) P
f/// e
S - élnstique
Ve B
/’/ -
4 Coutbe ds chargement 1 de chargement
Sty AR s
€ T T T e € i
(compresion) (wns?ou] (compresion) / (tensdon)
Courbe
do déchitgement / |B
/ <Ouwbe de déchargement
a | b)

Figure 5.3: a)Comportement de non-tension élastique,
b)comportement de non-tension plastique.

Deux cas sont & envisagés:
(i) Le matériau ne peut supporter aucune tension (figure 5.3.a). Le chargement
et le déchargement pour une tension nulle apparait le long de la ligne droite

“horizontale avec une autre ligne droite caractérisant la “propriété élastique
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linéaire de la compression. Le comportement du matériau est supposé élastique.
(i) 11 se comporte comme un matériau plastique pour la tension nulle. Ceci va

produire un chemin de déchargement différent du premier (figure 5.3.b).
V.3. Equations différentielles gouvernantes:

Dans le contexte de la théorie des faibles déformations, le taux de
déformation totale est représenté par: ’

L] 1 . » *
&y = Uyt = &y + &y (5.1)

ol é:, et é; sont respectivement les parties élastiques et inélastiques du
tenseur de vitesse des déformations totales.

L’application de la loi de Hooke & la partie élastique du tenseur de vitesse des
,déformationsl totales conduit & 'expression des composantes de' vitesse des

contraintes suivante:

2Gv
1-2v

(B - ©) 9, (5.2)

-

dans laquelie é = éf* est la vitesse des déformations de dilatation inélastiques.

L’expression ci dessus peut &tre écrite en terme de contrainte initiale:

. . 2Gv . .
0a=2G EU"'T:E";C& Gy"(’; . | (5.3)

i a X . . aps -
ol o, représente les composantes des "contraintes initiales", on a:

2Gv éd

85 = 2G &) + = e,

(5.4)

La forme étendue de I'équation de Navier et les conditions de frontiére de

traction sont exprimées par les relations suivantes:
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. 1 . a v i b | 7 S
i, + g =2 (8% + é. ) - (5.5)
It Ty B T2 Cut st m g |

3 . ia . v o, . 2Gv |, . . .

B, +2G (dyn + _1__-2-;.2 )=ty + G (b, +d,)n,  (56)

Les expressions ci-dessus peuvent &tre écrites elternativement sous la forme

stivante: 5
1, I (5.7
+ |74 . BE N 4 -
oy W G
et P, - 2Gv b n + G @, +4,)n -{5.8)

1-2v

oll Ej et P, sont respectivement les pseudo-forces de volume et les pseudo-

tractions données par:

A @ v _f _ sa
Bf = b] - 2G (évj + l_zvéj) = b}- Ow ! (5.9) .

v
-2v

P, =P -2G @&y + 5 ém) =P +oyn T (510

avec: & = &5, + &2, en déformation plane et é = &j, + &5, + é3, en contrainte

plane, 1§, J, k=1,2.
V.4. Formulationi intégrale de frontiére:

Pour chaque charge unité ¢, , on peut écrire I'expression de 1'équation

intégrale de frontidre comme suit:

Cy (©) 8, (® + [Py (. ) 1, (0 AU = [uy (€, ) P, () dTG)
r r (5.11)
+ fuy (5 9 b, 9 dA@ + [ep (& 2 3 dOE)

Q o

La dernidre intégrale de 1'équation (5.11) est remplacée par
J:";B (¢, 3) ¢4 dQ() pour la formulation en déformation initiale.
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V.53. Calcul aux points internes:

Pour le calcul des déplacements aux points internes, on utilise |

rejation suivante:
fuv P, dT - va i, dT + fu,, b, dQ + f e 05 d (5.12)

Ces déplacements sont différenciés numériquement pour déterminer le

contraintes, on écrit alors:

di du o, . .

6”=G—‘+—-—1 +£_.J£%_a; (5.13)
6,1:j ox, 1-2v ox,

La dérivation étant faite par rapport aux coordonnées du point_‘chargc

Les trois premieres intégrales de ’équation (5.12) sont différenciées de ]

méme facon que dans le cas élastique, ces différenciations sont appliquée

directement au tenseur de la solution fondamentale.
'v.6. Formulations éléments de frontiére alternatives:

1l existe différentes formulations éléments de frontiére utilisant le
solutions fondamentales de Kelvin:

V.6.1. Formulation en déformation initiale:

La formulation en déformation initiale est écrite:

= fug Bydr - [Py 0+ fu; B da'+ [op 45 da (514
T r 1 a

Les composantes des tenseurs de contrainte et de déformation reliés a |

solution fondamentale sont données en annexe 3.

Dans le cas d’un probléeme de déformation plane, les intégrales de
vitesses des déformations inélastiques doivent prendre en considération |
travail fourni par les contraintes dans la troisiéme direction (o3, ¢33 . Celui-
est facilement introduit en faisant la supposmon particuligre d
I'incompressibilité des déformations 1nélast1ques (e~0) Ceci conduit

I’expression suivante:
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fuv P, dT" - fpt, d, dl' + fuv b, dQ + ja;,, ¢ d (5.15)

dans laquelle:

6" . 2v6ﬁ r (5.16)
= g ¥ —————T .
MM gy

Les vitesses des contraintes internes sont alors calculées par:

8y f"vk":d[' wa'i dl‘*f"w:b dﬂ’ff&;uézdﬂd(,(é:,) (5.17)

avec:

by = oy + ———— [4v 1,1 by - 2088, 1
2n(l-v)r?
(5.18)
G P 63
fv=-m[2 +(14V)8ua]

Pour les problémes en contrainte plane, on utilise les équatmns (5.15)

et (5.17) avec &N = Ujl:! , 6;,, = OUH , v est remplacé par v = lv dans
. +v
tous les tenseurs ( )* et le terme libre est donné par:

G
Y 4(1-v)

-

s 3 » 8
[2&;+2498,]
V.6.2. Formulation en contrainte initiale:
Les formulations en contrainte et en déformation initiale sont

équivalentes, en fait, les expressions (A3.1) et (A3.2) en annexe 3, nous
permettent d’écrire:

[om ¢ d = [C,, ey b dQ (5.19)
0 0
Comme Cp, = C, » et de plus, C,g é}'t = &, , on a donc:
[o5u 5 dQ = e 65 dO (5.20)
0 0

En conclusion, la formulation en contrainte initiale est équivalente & la
formulation en déformation initiale. | ‘ ’
Dans les deux cas (céntrainte et déformation plane), lés cont‘rairytes internes
sont calculées par l'expression suivante: ' - '



Chéapitre V: - . Formulation de la méthode . des -équations intégrales .. .- 54
aux frontiéres pour lanalyse du comportement
non linéaire matériel

&, fu“PJ,dI‘ fpvk 4, dr" + [ug b, dO +fe;,, o5 dO + g, (8) (5.21)
o _ : .

dﬁns laquelle le terme libre est exprimé par:

1
8(1-v)

8y = - [26; + (1-4v) 0y 6,}]

Il est important de noter que pour les déformations planes, les
intégrales des contraintes initiales ne font pas intervenir le travail fourni par
les contraintes dans la troisiéme direction et ne requigrent pas de supposition
'par'ticulliére concernant eg car e;3, = 0 et leffet de 923 est déja inclus dans
les composantes de 6‘; )

Par conséquent, la formulation dans le cas de probléme en contrainte
* plane est identique 2 celle en déformation plane & la seule différence v est
‘remplacé par v , ce qui représente un grand avantage de la formulation en

contrainte initiale par rapport 4 la formulation en déformation initiale.
" V.6.3. Formulation en tractions et en forces de volume fictives:

La formulation en tractions et en forces de volume. fictives est la
- suivante:

'Cuﬁ,éfu dar - fPu J,d]."+fu,,5 aQ- - (5.22)

r

ou les expressions de Bj et Isj sont respectivement données par les équations
{5.9) . et (5.10). ' _

.Donc dans ce cas, la formulation inélastique ressemble & la formulation
.Elastique ‘de la technique. éléments de frontieére, seules les' vitesses des
tractions et des forces de volume sont fictives (dépendent des déformations
inélastiques), les déplacements étant inchangés.

Les contraintes internes sont calculées par l'expression suivante:
fu‘,,, ﬁj dT - wac i, dU' + fuw‘ b,dQ - Cpy by (5.23)

La présente formulation manque de généralité par rapport aux deux
premiéres, en effet, I'interpolation constante ne peut &tre utilisée (I’expression
{5.9) contient des dérivations). Malgré cet inconvénient, la procédure reste
comme méme valide pour des interpolations d’ordre supérieur. ‘
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V.7. Choix et justification de la formulation en contrainte initiale:

Dans le processus de contrainte initiale, les contraintes sont réduites au
niveau correct en introduisant une contrainte initiale % . Tandis que pour le
processus de déformation initiale les déformations sont ajustées par une
correction &2 . Le premier processus (contrainte initiale} est plus avantageux
quand les déformations augmentent rapidement avec [’augmentation des
contraintes, ce cas est rencontré pour les matériaux présentant des
. ramollissements (softening materials}). Le deuxidéme processus {(déformation
initiale) s’adapte particulidrement bien aux matériaux & grand verrouillage
(ldcking materials). En outfé, pour traiter un probléme de déformation: plane
par la formulation déformation initiale, il faut tenir compte du travail fournit
par les contraintes dans la troisiéme direction. Ceci ne peut &tre fait que par
la supposition particulidre de I'incompressibilité des déformations inélastiques,
ce qui représente un grand inconvénient de la formulation en déformation
initiale.

La formulation en tractions et en forces de vofume fictives mangue de
généralité par rapport aux deux premiéres, en fait, son implémentation
numérique ne peut &tre faite pour une interpolation constante.

Enfin, nous pouvons conclure que la formulation en contrainte initiale
est la plus générale et la mieux adaptée pour le modeéle sol étudié, ce qui

justifie le choix de celle-ci dans notre implémentation numérique.

V.8. Discrétisation des équations intégrales:

Pour les intégrales de frontidre, la discrétisation est identique & celle
décrite au chapitre Ii (sections II1.3.1 et I1.3.2). Une attention particuliére est
accordée aux intégrales de domaine du terme inélastique, en effet, la partie du
domaine ot des déformations inélastiques prennent naissance, est discrétisée
en cellules internes. ‘

Les coordonnées cartésiennes x des points localisés a Uintérieur de chaque
cellule ﬂj sont exprimées en fonction des coordonnées x™ des points

définissant la géométrie de celle-ci par:
i = iFr x™ (524)
ot {f représentent les fonctions d’interpolation.

Les vitesses des contraintes inélastiques sont elles aussi interpolées a

I’intérieur de la cellule par la relation suivante:
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g - $r o (5.25)

dans laguelle $ et &% représentent respectivement les fonctions
d’interpolation et les vitesses des contraintes inélastiques aux noeuds internes.

L'équation intégrale sous sa forme discrétisée pour le noeud de
frontiére E, est la suivante:

N : N . M —r
CE) iE) + B | [P ¢7dr |i” = T | fu* ¢7dr |B"+ B | [e* ¢"dO | 6>
L J=t I} ) j=1 P] J=1 QJ

(5.26)

Les intégrales sur les cellules internes sont calculées en utilisant une
quadrature numérique, L’application de ’équation (5.26) & tous les noeuds de

la fronti2re nous permet d’écrire le systéme matriciel suivant:
HU=GP+Qo° (5.27)

Les matrices H et G sont les mémes que celles obtenues en analyse élastique
et Q est la matrice des intégrales des contraintes inélastiques.
Le calcul des vitesses des contraintes aux points inf;érie_ur_s se fait par

L'expression suivante:

N
6(E) = B

| . | _

fu’* ¢7dr [B" - B | [P ¢7dr |u”

AN I Ftl
) . 1 (5.28)

HME ——

+

e §7 dQ] 6% + CIE) 4°(E)
Q

el
il
[

L’équation (5.28) appliquée & tous les points internes conduit au systéme

matriciel suivant: . . .
. 8d=G'P-H U+ (Q+E) & | (5.29)

ot E’ est la matrice des termes libres g, et Q' est la matrice des intégrales
des contraintes inélastiques. Les matrices H et G’ correspondent aux
intégrales de frontiére. . ,

Pour un probléme bien posé, un nombre suffisant de tractions et de
' déplacements est préscrit. Les systémes d'équations (5.27) et (5.29) sont alors
téordonnés pour donner:
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AY=F+Qaét (5.30)
6=-AFV+F +Q s (5.31)
od Q*=Q' +E".

La contribution des valeurs préscrites est incluse dans les vecteurs FetF .

Finalement, on obtient les expressions suivantes:

Y=R&*+ M o (5.32)

-1
i

=84+ N _ (5.33)
ot: R=A1Q, M=A1F
§=Q"-A'R,et N=F -A'M

Remarquons que la soliution éastique du probléme est donnée par les vecteurs M

(sur la frontidre) et N (aux points internes).
V.9. Intégration sur les cellules internes:

Considérons la cellule triangulaire montrée en figure 5.4.

M

©,1)
2

3 1 >
©0 T,

Figure 5.4: Cellule triangulaire - Définition du systéme
de coordonnées intrinséques (1, M,)

Les fonctions d’interpolation utilisées sont linéaires et sont exprimées dans le

systéme de coordonnées homogénes (n,, n,) par:

¢ =1In, In, Inyl (5.34)

ol 9,=1-mn,~-mn, et I estla matrice identité d’ordre 3x3.
La relation entre les coordonnées 1, et les coordonnées dans le systeme



" Chapitre V: - Formulation de la méthode des équations- intégrales... - 58
: aux frontiéres pour. l'analyse du comportement
- _-nion_linéaire matériel :

cartésien (J:l,- x,) est la suivanté:

B X X X
o™ ™ ", (5.35)
xz | 3 .
n n xn .
ME!

Pour le calcul de la matrice Q , chaque cellule va contribuer avec une

osous-matrice d'ordre 2x9 avant la forme suivante:

q = fe' ¢' dQ
G - (5.36)
= f{[ e*n, e'n, €' myl } o

Q,

Les intégrales sur les cellules internes sont calculées en utilisant une
quadrature numérique. Pour les cellules triangulaires, les formules

d’intégration de Hammer “peuvent &tre utilisées:

- X -
ferdTda =2 Wlw (e ¢ ),
a, k=1

ot K est le nombre de points d’intégration, w, est le facteur de pondération
associé et |J| est le jacobien de la transformation au systéme de coordonnées
homogénes (n;, ;) . Pour la cellule triangulaire |J| est égal au double de sa

surface,

Le calcul de la matrice Q' est analogue & celui de la 'matrice Q@.,ala
seule différence que chaque cellule contribue avec des sous-matrices d’ordre

3x9 de la forme:

o, (5.37)
-.=f{[e" n, e"n, e"ﬂa']}dﬂ '
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V.10. Relations contraintes-déformations élastoplastiques générales:

Pour les modéles & déformation élastoplastique, trois conditions doivent
étre posées: '

(a) une relation élastique explicite entre contrainte et déformation avant
naissance de la déformation élastoplastique (pré-rupture),

(b} un critére de rupture indiquant le nivedu de contrainte pour lequel
le flux plastique commence (rupture),

{c) une relation contrainte~déformation pour le comportement post-
Tupture. '

La condition (a) a été discuté dans le chapitre 1I, donc, uniguement (b) ef {c)

sont considérées ici.

Le critére de rupture pour ’écrouissage ‘isotrope®''* s’énonce comme
suit:

Flo,, b =0 (5.38)

ol k est le paramétre du travaal d’ écroulssage

Ce critére donne la position instantanée de la surface de rupture dans
I’espace de rupture A dimensionnel, il est indépendant de l’orlenta_tmn du
systdme de coordonnées utilisé et il peut s’écrire en fonction Ei‘e_s trois
invariants de contrainte: -

Il=°l':k
=155,
2 ) {5.39)
J_,,=?§-sqsf,csju
_ . - . I
avec: sg=0y”0g=0;,-'§5@

Un invariant de contrainte alternatif « est utilisé a la place de J; , celui-ci

. est exprimé par la relation suivante:

J
_r < d = _.!. Siﬂ_’[—gﬁ _3] < % (5.40)

6 3 2 Jgﬂ
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"# Critéres de rupture:

 Différents critéres de rupture sont utilisés, selon le modéle étudig” !
—le critére de Tresca: 2‘/1_2 cos ¢ - 0, = 0 essentiellement appliqué aux métaux,
- le critére de Von-Mises: ‘/3 J,-90,=0 appliqué aux métaux et aux sols,
~ le critére de Mohr-Coulomb généralement appliqué aux sols:
I
—.lsinqa’+\/'.l_, cos o —isinasintp’ - ¢’ cosgp’ =0
3 /3
od ¢’ et ¢/ sont respectivement 'angle de frottement interne et la cohésion
du matériau. - _
" — le critére de Drucker-Prager: af I + \/fz -k =0 appliqué & la mécanique
des roches et des sols,
o / /
- 2 sin ¢ ot k= 6 c' cos @
/3 3 - sing’) /3 (3 - sing’)

Pour plus de pratique, 'équation (5.38) est écrite sous la forme:

!

avec o

FopD=flop-4®=-0 (5.41)

dans laquelle f(oy) est une fonction scalaire de o, et k est le paramétre
-d’écrouvissage qui représente le travail plastique total ( k=wP = fau de';;, ).
i.a relation contrainte-déformation pour le comportement post-rupture,

est d’abord écrite sous la forme incrémentale suivante:

do, = Cyy ( de,, - dey, ) (5.42)

Dans le contexte de la plasticité associé’, le principe de normalité est
décrit par: '
| el - dnE - (5.43)
600
ol dA est un facteur de proportionnalité,
Lorsque la rupture plastique a lieu, les contraintes satisfont le critére

de rupture, qui aprés différenciation donne:

dF = a, do, - 2L dk = 0 N X )
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Moyennant le critére de rupture et le principe de normalité, on obtient la
relation contrainte-déformation incrémentale suivante:

do, = C% dey T (5.49)

dans laquelle:

Con = Cp - ? Ciimn Fun Gop Copit (5.46)

avec

Y = ay Cw- a, + -C;—‘kll oy Gy . (5.47)

Pour 'application des relations ci-dessus & la formulation en contrainte
initisle, la notation suivante est adoptée:

da;, = C{w de,, (5.48)

ol Jo%, sont les composantes des incréments de contraintes élastiques.

t.a relation contrainte déformation est alors écrite sous la forme

1
YI

suivante:

do, = doy - — C,,, a, a, doy (5.49)
Les incréments de contraintes totales sont donc calculés A partir' de leurs
incréments de contraintes élastiques correspondants. De plus, les-incréments

de contraintes initiales sont déterminés par la relation suivante:

‘ ¢ 1 P
do} = doy - do, = ? Cmn Gmn By A0y (5.50)
Donc, sous forme matricielle, I'incrément de contrainte élaétique do® est
caiculé par une expression similaire & I’équation (5.32), it suffit de remplacer

E' par E=FE +1 ( I étant la matrice identité). Ceci donne:

' do* = G'dP - H' dU + Q" do* o - (8.51)
avec: Q' =Q +E
- V.11. Technigue jitérative incrémentale en contrainte initiale:

Dans notre étude, nous avons choisi d’utiliser la méthode des contraintes

initiales pour résoudre le probléme de la non-linéarité matérielle du massif. En

effet, les équations dans la formulation en contrainte initiale sont plus
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générales et ne requiérent pas de supposition supplémentaire. Le processus
itératif incrémental est alors utilisé, Le critére de rupture que nous avons
adopté est le critére de Mohr-Coulomb, celui-ci étant bien adapté au modéle
sol étudié.

La charge & la premidre rupture est calculée en ajustant la solution
élastique. Le processus incrémental commence & ce niveau de charge. Donc,

pour les solutions élastoplastiques, on écrit pour un niveau de sollicitation:

AY = R Ao? + AM ' _ (5.52)

et Ao®* =8 Ao? + AN ‘ 7 (5.53)
avec R=A1Q0, §=0Q"-4'R .

Dans la procédure itérative incrémentale, !'incrément de charge est
appliqué, le probléme est d’abord sﬁpposé élastigque, 'incrément de contrainte
initiale Ao®? est alors calculé et par la suite celui-ci doit étre appliqué au
corps, conduisant & une nouvelle distribution de la contrainte élastique. Cette
opération génére de nouveau un champ de contrainte initiale, qui est utilisé
une autre fois pour déterminer la distribution des contraintes élastiques et
ainsi de suite. : : -

L’itération est stoppée lorsdue la contribution du dernier incrément de
contrainte initiale peut &tre négligée.  Une fois la convergence est atteinte
pour tous les noeuds, la contrainte totale et les incréments de contraintes
initiales sont cumulés. '

' Notons gue les matrices R et § sont calculées une seule fois au début
du processus en entier et ceci représente un gain de temps de calcul
important.

¢+ Algorithmie:
La distribution des contraintes initiales n’est pas connue & priori, elle
doit &tre obtenue par un processus itératif & chaque incrément de charge

comme décrit ci-dessous:

(a) Nous supposons d’abord gque les contraintes initiales sont nulles,

nous calculons alors la solution élastique du probléme.

(b) Ensuite, calcul de F{{o}) pour la contrainte totale atteinte en (a).
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Si F <0, le processus est élastique, donc pas d’'itérations,

si F > 0, la solution est ajustée telle que la cellule la plus contrainte est au
point de rupture (F = Q). -

Les valeurs courantes des contraintes sont stockées en {"1}.- .

{c) Application d’un petit incrément de chargement, et calcul des
incréments de contraintes élastiques dans toutes les cellules par la relation
(5.53) pour la premidre itération et par la relation {Ad®} = [S] {Ao?} ailleurs.
Calcul des valeurs de la contrainte totale équivalente par la relation
o = foi) ¢ 80
Compilation d’une liste de cellules de rupture (pour lesquelles F = 0).
Calcul des incréments de contraintes correctes {Ag} dans les c.ellules
élastoplastiques par la relation {Ae} = {Ac?} - —l—; [Cl{a}{a} {Ac?} .

Y

Calcul des incréments de contraintes initiales engendrées par 1'éguation
{Ac*} = {Ao®} - {Ac} comme premidre approximation. . - 4
Modifier ’histoire de contrainte pour les cellules en . rTupture:

{og} = {o4} + {A?} ,Et faire {o,} = {0y} .

(d) Nous supposons l'incrément de charge nul. .
calcul de {Ac®} = [S] {Ad”} , 00 {Ao"} estlincrément de contrainte initiale issu
de 'étape (c).
calcul des contraintes équivalentes en utilisant Phistoire . de contrainte
o)} = {0} + (A0} .
Compilation d’une liste de cellules de rupture.

Calcul pour les cellules élastoplastiques des contraintes correctes par la
refation {Ao} = {Ac} - L [C1(a}{a}" {a0}

Les contraintes initiales engendrées sont donc {A¢?} = {Ag®} - {Ac} .
Modifier 'histoire de contrainte pour les cellules élastoplastiques

{og} = {0} + {Ao} et faire {o)} = {05} .

(e) Tester les incréments de contraintes initiales s’ils sont inférieurs a

ine norme acceptable. $i oui, retourner & I'étape (c), sinon retourner a 1’étape

(d).
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VI.1: Introduoction:

Dans les problémes d'interaction sol-structure, sol-sol, la charge .est
transmise par contact entre les différentes composantes. Des forces
tangentielles sont développées dans la surface de contact dues & la présence
de frottement. Ainsi, on ne peut se permettre de négliger le décollement et le

glissement sur l'interface de contact.

Donc l'objet de cette partie du travail est, d’'une part une adaptation de
'algorithme dé&ja établi pour le calcul du décollement et du frottement de
meniére & le rendre incrémental & chaque itération, et d’autre part dans le
méme cadre, le couplage avec la plasticité du massif, c’est & dire la prise en
compte des corrections plasfiques dans le massif pendant le calcul du

frottement-décollement.
VI.2. Probléme de contact couplé avec I’élastoplasticité du massif:

Dans le but de tenir compte de la probable plastification pouvant avoir
lieu au niveau des zones de forte concentration de contrainte, nous avons
pensé & introduire le comportement élastoplastique dans le massif. Ce
comportement est régi par la loi d’écoulement de Mohr-Coulomb qui s’énonce

comme-siit:

H i
Jsincp’+\[.f—zoosa——1—sinasinq>’-c’cosq)'=0 (6.1)
3 /3

Tous les points du massif qui vérifient ce critére sont plastifiés. Nous

utiliserons alors l'algorithme incrémental itératif décrit précédemment pour

corriger les contraintes et les déplacements en ces points.

Aussi, il nous a parut intéressant de coupler le probléme du contact a
I'élastoplasticité du massif. Done, les conditions de contact au niveau de
Pinterface sont modifiées au fur et A mesure des itérations jusqu’d converger
vers une solution satisfaisant & la fois les conditions d’interface et le critére

de rupture.
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VI.2.1. Equation intégrale sux frontiéres incrémenta,le pour un probléme d
contact:

Si AP! est un pas de charge incrémental discret apphqué au systém
initialement en équilibre, la réponse du systéme ainsi chargé va se traduir
par de faibles perturbations au niveau des déplacements et des traction:
partout sut la frontiére pour donner un nouvel état d’ éthbre On défini

alors les changements subits par les déplacements u, et les tractions t; par

= u v An et t“r+At‘
La charge extérieure discréte correSpondante est définie par:
| - P'= P4 AP

oti, - AtJf et Au] sont respect1vement les variations 1ncrémenta1es des tractions

et des déplacements dues A I'incrément de charge AP' . L’équation intégrale
incrémentale est alors:

e A+ [T v Auhs - f Ude + Atpas (6.2)
h

D’aprés le principe de superposition, une équation intégrale & variable
A (incrémentales) peut &tre obtenue:

N | R i i
C, Auj + .[T‘,f Ay ds = fUU Aty ds (6.3)
s 5

La discrétisation des frontieres des deux corps en contact K et L , et d’une
partie du domaine L ol les corrections plastiques sont effectuées, donne deux

systémes individuels d’équations en termes incrémentaux, on écrit alors:

[H]"‘{Au}":"[G]‘{At}jlr
[H]"{Au}L-[G]L{AI}L+[Q]"(A0"}L

(6.4)

Les vecteurs { Au Xt e { At Y%L représentent respectivement les valeurs aux
frontiéres incrémentales discrétes des déplacements et des: tractions.

De la mé&me fagon que pour un probléme homogéne, la solution discrate
du probléme de contact est obtenue une fois les conditions aux frontidres &
l’extérieu; de la zone de con‘tact sont appliquées et & 'intérieur de la zone de
contact sont exprimés par les conditions de contact & !'interface.
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V1.2.2. Relations incrémentales pour les modes de contact:

Pour un probléme de contact donné, la formulation est identique & celle
décrite at chapitre III, & la différence que les tractions et les déplacements
sont exprimés sous forme de quantités incrémentales et que le terme
inélastique est rajouté pour le corps régit par un comportement non linéaire.
Les déplacements et les tractions sont inconnus & l'intérieur de la zone de
contact, ils sont donc rassemblés dans le vecteur {AY} .

Les conditions d’équilibre et de compatibilité apportent des équations
additionnelles qui permettent la résolution du probléme. Ces équations sont
écrites en termes de quantités incrémentales (Au, Af) . Donc, 2 la e ité:ration,
ies tractions et les déplacements au niveau de la paire de noeuds (@, b) pour

les différentes conditions de contact sont exprimés par les relations suivantes:
+ Mode d’adhérence:

LA+ @

- Y 4 (t:)i-l]

AGY - AGY = - (G - G

AWd - A@) =g, [ @) - @ =gl (6.5)

AEY + AGY

i

AGH + A@D

# Mode de glissement:

AY + AEY = -L ¢ + gD

AeS + AGY

[ (t:)i-l '+ (t:l)il—l}
A@h - Awdy = g, -[ @ - @ = g
ACY & u A = - €Y+ p DN (6.6)

*+ Mode deé décollement ou . séparation: .

A(t,ll + A(’bf = (t:l)i-l + (t,b)H]
-[ €+ DY
o (9|

_ [(t:)f-I] (5.7)

1t

Ag) + A(t,f’)'
A(i, !

Ay

#
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g, €tant la distance normale initiale entre la paire de noeuds {a, b) .

Le mode de contact (adhérence, glissement ou décollement) est décrit
uniquement pour le pas de charge courant. Ces conditions changent durant le
processus de chargement telle que par exemple une région d’adhérence peut

avoir subit une histoire de glissement et vice versa.
V1.2.3. Détermination du pas de charge:

- A chaque pas de charge, il faut garantir une traction normale nulle au
- niveau du coin de la zone de contact. Si aprés résolution, cette traction est
positive (tension), donc, le pas de charge n’est pas suffisamment grand pour
porter la paire de noeud en contact. Par contre, si cette traction est néga{ive
(compression), cela signifie que la charge appliquée est trop large. Donc, le

pas de charge & appliquer doit &tre prédit en conséquence.

Man et al.’? ont proposé une technique pouf déterminer l'incrément de
charge, cette technigue consiste & appliquer un incrément de charge d’essai
AP, , la valeur ¢, pour la traction normale au niveau du coin de la zone de
contact est alors obtenue. Par la suite, un autre incrément de charge AP, est
appliqué et la valeur -correspondante de la traction au nivean du coin est
maintenant £, .

Pour des incréments d’essais petits, 'le matériau peut étre supposé
linéaire élaé.tique, et donc la courbe traction-chargement est linéaire.l Par
cqnséquent, I'incrément de charge correct.a appliquer pour garantir une
traction nulle sau. niveau du coin est donné par l’expression suivante:
AP, - AP,

61,

APt = AP +1 (6.8)

Cependant, dans le cas plastique, les suppositions ci-dessus ne sont
plus toujours valides durant le pas de charge courant, et I'application de
l'incrément de charge AP? donne une valeur de la traction au coin ;. qui est
en général différente de zéro. Dans le but de corriger cette valeur, le pas de
charge AP* est utilisé seulement comme point de départ pour la détermination
itérative de 'incrément de charge correct  AP? correspondant a une. traction

riulle au niveau du coin de la zone de contact.
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VI.3. Processus de résclution itératif incrémental:

Lorsque le nouveau pas de charge est appliqué, le mode de contact de
la paire de noeuds voisine au coin passe de |’état de contact décollé au
glissement devenant ainsi le nouveau coin de la zone de contact. Par la suite,
le pas de charge AP*® est déterminé par l'application successive des deux
iricréments de charge d’essai AP, et AP, et en faisant usage. de l'équation
(6.8).

Les modes de contact sont déterminés itérativement, et lorsqu’une
violation des conditions de contact est détectée, ceux-ci sont changés. La
vérification de P’état de contact de la paire de noeuds (@, b). est faite gréce

-aux tests montrés aux tableéux 1 et 2.

décision
supposition décollement contact,
décollement | (Au? + Aud) < g'" (Aul + Audy > gt
" contact t:i_l + At; >0 - A t:l + At,: <0

Tahleatt 1: Tests sur les modes de contact.

-

décision ) ,
sipposition | adhérence ' glissement .
adhérence | |# 1 +AL|<|pt +AL)] T A e s AR -
glissement | @ +Ah (Aul+AuD)'>0 ¢ teath (Aut+Aul) <0 -

Tableau 2: Tests sur I'état de contact.

# Test I: Les décisions du tableau 1 sont utilisées pour garantir que les
noeuds séparés ne se chevauchent pas et ne se touchent pas et que les
noeilds en contact sont sollicités par des compressions. Il est & noter que la
" violation des conditions présentées au tableau 'l représente une incompatibilité
géométrique et implique donc un réajustement du pas de charge AP? . si les
conditions du tableau 1 sont vérifiées, on passe aux tests du tableau 2.

# Test 2: Le tableau 2 est utilisé pour examiner tous les noeuds dans
la zone de contact pour des violations possibles des modes d’adhérence et de

glissement. Si les modes de contact d'adhérence et de glissement sont violés,
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ceci implique que la continuité des tractions sur la région de contact n’est pas
satisfaite, par conséguent, une redistribution des tractions est requise en
ajustant la taille des régions d’adhérence et de glissement.

La détermination d’une partition adhérence/glissement optimale constitue
donc un deuxidme processus itératif dans la présente analyse numérique. A
cette étape, si les conditions d’adhérence ou de glissement des paires de
noeuds ne sont pas vérifiées alors, elles doivent &tre rectifiées en posant le
nouveau mode de contact calculé. Ainsi, un mode de glissement violé est
changé & une adhérence et un mode d’adhérence est changé & un glissement,
en faisant attention dans cette situation & poser la force de {rottement dans
le sens opposé du déplacement relatif. Les solutions violées sont toujours
rejetées et le probleéme est résolu pour les états de contact nouveaux et par
la suite réexaminé en utilisant le méme processus qu’avant, d’abord tableau 1,
puis tableau 2. Les solutions du contact correspondant au pas de

charge AP' sont acceptées si toutes les conditions sont satisfaites. .

Une fois que les conditions de contact sont vérifiées et que la traction
normale au niveau du coin est nulle, la solution élastique due au pas de
charge courant est obteriue, Le critéere de rupture est alors calculé pour
toutes les cellules internes. S$i une zone plastique est détettée, la procédure
itérative pour déterminer les incréments des contraintes initiales (décrite
précédemment) est mise en exécution. Ainsi, on détermine la traction au
nouveau coin de la zone de contact (i.e. 't3 ). 8i t, est positive, P'incrément de
charge AP® doit &tre augmenté, sinon t, <0, AP*® doit 8tre diminué, et
dginsi de suite, jusqu'da converger vers une valeur correcte de AP¥ qu
correspond & une traction au coin nulle {¢ = 0) . Les conditions de contact
(6.5), (6.6) et (6.7) sont alors testées. Si une violation des conditions est
détectée, celles-ci sont corrigées. Les quantités_ incrémentales sont calculées

de nouveau, et la traction au coin de la zone de contact est comparée & zéro

‘Une fois la convergence est atteinte pour les conditions de contact el
pour l'algorithme plastique, la solution pour I'incrément de charge courant es!
obtenue et un nouveau pas de charge est permis. Le processus est terminé
quand la zone maximale admissible est atteinte ou la charge maximale es!
appliquée.

‘ L'organigramme définissant " les différentes . é_tafies' suivies par le
progrﬁmme pour converger vers une solution acceptable est décrit en figure
6.1:
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Figure 6.1 Organigramme sommaire de la résolution du probléme
de contact couplé avec Pélastoplasticité du massif.
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VII.l. Exemple 1: Inclusion circulaire dans une plague infinie sollicitée en

traction uniaxiale:

Les performances du modeéle numérique éléments de frontiére que nous
avons proposé pour l'analyse des problémes de contact ont été testées en
étudiant le probléme d’une inclusion circulaire en contact libre avec une
plague infinie sollicitée par une traction uniaxiale uniforme.

Cet exemple représente un cas de probléme de contact conforme pour lequel
on cherche & déterminer les limites entre les différentes zones de contact et
4 mettre en évidence l'influence du frottement sur la répartition des tractions

interfaciales.

ag-1
RN RRERAREI

<~ décollement
—
¢ fissement
N >y W\ g
3
- ° | ‘adhérence
F1y

vi 03 = olissements relatifs

PHLLEL L

Figure 7.1: Maillage de l'interface plagque-inclusion

La plagque est sollicitée par une traction uniforme o;2=1 . Le méme
matériau est supposé pour la plaque et l'inclusion, soit E=1 et v=03 . Le
coefficient de frottement de l'interface est p=l . Les dimensions de la plague

sont choisies telles que: %=2 , E=30 et r=1, avec H et W sont

r
respectivement la hauteur et la largeur de la plaque.

Ces dimensions sont choisies pour représenter une plague infinie telles que
les solutions obtenues puissent &tre comparées aux solutions analytiques dues
& Hussain et Pu®%.

La plague et l'inclusion sont discrétisées par respectivement 28 et 20

éléments de frontiére quadratiques (figure 7.1).
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ot .
Comme hypothése de départ sur le mode cie contact, noOUs sUpPpPOSONS que

'interface présente les zones interfaciales suivantes:

- AB et EF: en contact adhérent,

- BC, DE, FG, et HA: en contact glissant,

- CD et GH: en décollement. ¢

ol o et B' représentent respectivement les angles limites des zones de contact

adhérent et de contact glissant (figure 7.1). RS ~
viI.1.1. Validation du modéle:

La figure 7.2 représente la variation des tensions en fonction de Vangle
de contact, on montre sur cette figure comment a partir d’une hypothése de
départ concernant les angles « et p , nous convergeons en quelgues

itérations vers une solutmn acceptable. t

La figure 7.3 montre la bonne corrélation entre les resultats numénques
de la présente étude et la solution analytique de Hussam et Put. Cette
validation porte sur la répartition des tensions normales et tangentlelles le

long du contour de linclusion.

QUUO0 o, presents ¢
anad &IID:" solufion t’uoriwc
Crr
LESEF O solution theorigque

0.2

8.7 4

p=20.4

0.0 ‘IITIIIUII*IIIIIITVI|'I|I ¥ T rr Ty

10 R
Angle de coninct, ¢

o

Figure %.8: Tengions sur linterface d'une inclusion en contact IKbre.

La contrainte ¢, au point d’interface © = 0) est évaluée avec une erreur
relative de 4,3% . Nous remarquons que cette valeur n’est pratiquement pas

influencée par I'hypothése sur l'angle P , bien que les contraintes en limite
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du décollement soient trés sensibles & cette derniere. -

Nous pouvons conclure que, si le résultat qui nous intéresse est la tension
radiale maximale, il ne sera pas nécessaire d’approcher l'angle P avec une
trés grande précision, ce gui nous permet de. nous affranchir. d’un certain

nombre d'itérations. Les mémes remarques peuvent &tre faites pour l'angle «

VIL.1.2. Influence du coefficient de frottement de 'interface:

Dans le but de mettre en évidence ['influence du coefficient de

frottement sur le comportement de U'interface, nous avons représenté en figure
7.4 la distribution des tensions radiales et tangentielles sur I'interface de
contact plague-inclusion pour différentes valeurs du coefficient de frottement

i . Nous constatons que l'angle de décollement P est voisin de 20° et ne
dépend pratiquement pas du coefficient de frottement. La taille de la zone

d’adhérence diminue avec ce dernier. Pour les valeurs de § communément

rencontrées (inférieures & 1 ), la zone d’adhérence est trés restreinte

© (@ <2,5%) .
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Figure 7.4: Repartition des tensions radiales et tdngsﬂﬁ.cuea
sur Uinterface de Uinclusion pour differentes
valeurs du coefficient ‘de Jro tement L.
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VII.1.3. Répartition des contraintes périphériques %w L

Sur la figure 7.5, nous représentons les répartitions des. contraintes
périphériques oy, obtenues. sur la surface de la. plaque et sur celle de
I'inclusion. Nous constatons une discontinuité des contraintes: périphériques au
droit du noeud de dédoublement de tension situé entre le glissement et le
décollement. Celle-¢i est due aux imprécisions numériques liées 4 un treés

important gradient de contraintes tangentielles ¢, en ce point.

Nous remarquons que le long de la zone de glissement, le gradient des
~contraintes périphérigues est assez important. Prés de la zone de contact
adhérent, %o diminue fortement dans .la plaque, pour prendre une valeur
voisine de 1, Dans la zone d’adhérence, une faible partie: de  l'inclusion
contribue a la reprise de l'effort de traction, en étant entrainée par son
contact frottant avec la plaque:.

La comparaison des contraintes dans la plaque le long de la partie
décollée de Vinterface avec celies correspondant au cas d’un trou dans un

milieu infini fait apparaitre des comportements assez voisins {figure 7.5}.

3.0

ITEEFERNEN

2.0

Cue

1.0

Liditlad b bi bl d btk ekl

0.0 3

ure 7.8: R artitwn des oomramtes eripheriques sur linterface
thd cp la plagque et de ‘imusiopn
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VIL.2. Exemple 2: Inclusion circulaire dans une plaque infinie sollicitée en

compression uniaxiale:

La plagque dans ce cas est sollicitée par une ‘compression uniforme

0;2=—1 . Le maillage utilisé pour représenter la répartition des différents

états sur l'interface est montré en figure 7.6..

O™ -1
PLLELL LU

adhérence

 dlissements relatifs

0
V= 0.1

RARRARNARRARRR

Figure 7.6: Maillage de [l'interface plague-inclusion

Ces hybothéses conduisent aprés recherche itérative des angles « e

p , & des répartitions de tensions d’interface compatibles.

VIL.2.1. Influence du coefficient de frottement sur le comportement d

Pinterface:

Les figures 7.7 et 7.8 montrent l'influence du coefficient de frottemen
sur les contraintes dans la plaque et P'inclusion le long de Vinterface. Dan
le but de faciliter I'interprétation des résultats, nous avons jugé bon d’étudie

séparément chaque type de résultat.
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Pigure 7.7: Repartiion des tensions radiales ot tangenticlics sur interface
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VII.Z.1.1. Répartition des différents états d’interface: *

contact obtenus pour différentes valeurs du coefficient de frottement (figure

Sur le tableau n°1, nous résumons les angles limites des zones de

7.7)
p = 0.05 n =03 p=1
o 31.5° 28~ 17°
B 88" 84° 50°

Tableau n°1: Angles himites de glissement et de décollement.

Ces résultats mettent en évidence les points suivants:

L'étendue des zones de contact adhérent et de glissement dépend
considérablement du coefficient de frottement.

Les zones de contact adhérent sont pratiguement inexistantes pour les faibles
valeurs du coefficient de frottement, cependant, elles peuvent représenter
prés de la moitié de l'interface lorsque p =1 .

Les zones de décollement sont d’autant plus étendues que le coefficient de
frottement est faible. Le comportement de l'interface se rapproche de celui du
glissement parfait. . '

VII.2.1.2. Contraintes radiales et tangentielles sur Dinterface:

Elles sont représentées en figure 7.7, leurs valeurs maximales sont
données dans le tableau n°2, ces valeurs sont toujours obtenues au voisinage
de I'axe de chargement (8 = 90°) . Elles sont plus importantes pour de faibles
valeurs du coefficient de frottement.

b = 005 p =03 ko=l

o -1.25 1.1t -0.99

Tableau n°2: Contraintes radiales maximales sur Pinterface.
VII.2.1.3 Contraintes périphériques dans la plaque le long de Pinterface:
Leur étude est primordiale. car ce sont elles qui donnent lieu aux

concentrations de contraintes maximales (voir figure 7.8)., Dans le tableau n°3,

nous 1regroupons ces VﬂlE‘,UI'S:-_
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p = 005 =203 p =1
compression -2.00 -1.89 -1.59
maximale -
Ts0
traction 0.90° 0.31 ' 0.00
maximale
Tao

Tableau n"3: Contraintes périphérigques au bord du trou.

Nous remarquons que la compression est maximale au niveau des zones
de décoliement. L’amplification des contraintes est d’autant plus importante que
le coefficient de frottement est faible.

Lorsque le coefficient de frottement est faible, une partie de la zone de
glissement est tendue suivant une direction perpendiculaire & celle de la
charge (04 > 0) . Or cette zone est également comprimée parallélement & la
charge. Ce caractére peut étre déterminant pour le comportement a la rupture

du matériau.
VIL.2.1.4. Contraintes périphériques dans I’incluéion le Iong de Ilinterface:

sur la figure 7.8, nous remarquons que lorsque le coefﬁcient de
frottement de l'interface est trés faible, les contraintes og, dans I'inclusion
sont trés voisines des contraintes radiales g, (figure 7.7), ceci tout le long
- de la zone de glissement. Donc, dans cette zomne, l’incl‘usion subit un état de
contraintes similaire & une compression omnidirectionnelle (telle que la pression
hydrostatique). Cette compression est alors maximale prés de laxe de la

charge.
VIL.2.2. Influence du rapport des rigidités plaque-inclusion:

Sur la‘figure 7.9, nous représentons la répartition des contraintes
radiales et tangentielles pour différentes valeurs du rapport des rigidités
plagque-inclusion. Nous remarquons que I'étendue des zones de contact est
fajblement influencée par ce rapport. D’autre part, nous constatons que

Pamplification des contraintes est accrue avec celui-ci.
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Mgure 7.9: charﬁtﬁm des lensions radiales et langentislies sur linterface
dem'ntn valeurs du rapport des rigiditn plu.qm-molum

Conclusions:

Nous poﬁvons conclure qu’en traction le comportement de l'inclusion en
contact libre avec la plague est voisin de celui d’un trou; alors qu’en
compression,' le comportement de linterface dépend considérablement du
coefficient de {rottement et la répartition des zones de contact est trés

faiblement influencée par le rapport des rigidités.

Nous avons étudié le probiéme de contact dont l'interface est régie par
la loi de frottement de Coulomb. Les bonnes performances du modéle ont été
vérifiées & partir de la solution théorique. Les exemples traitées montrent bien

les perturbationé du champ mécanigque sous I'influence du mode de contact.
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VIL.3. Traitement des domaines & extension non bornée par éléments dt
frontiére infinis: | | .

Dans le but d;étudier quelques exemples de problémes d’interaction sol-
structure, qui ne sont en fait que des problémes de contact entre une
structure et un massif de sol semi-infini, nous avons pensé d'abord & bier
simuler le comportement du massif sol & infini. Pour ce faire, nous avons
adapté notre programme élément de frontiére en vue de traiter des problémes
avec extensions non bornées. en utilisant des éléments de frontiére infinis. Les
performances du modéle, aussi appelé modéle & contour ourvert, sont montrée:

i travers les exemples suivants:

VIL.3.1. Exemple 1: Quart d’un tunnel. Comparaison des résultats dans le ca:

du probléme & contour ouvert avec ceux du contour fermé

.Considérons une ouverture circulaire dans un milieu infini. A I'intérieus

de cette ouverture régne une pression uniforme p (figure 7.10).

/
A g > — N
A /] &
')D FD
Va ; ‘ ] Vs | dg\
b E=100 A E =100 N
g - f -
g v=03 v=0.3 o
iy N
gl i N
2 / <
Va
A b N\
- _ N
P-
P=1 !
K |
\
FaY £ F2) & 55777?757755777%
Y d P4
a) b)

Figure 7.10: Schéma mécanique, a)contour ouvert, b)contour fermé.

Cet exemple présente l'avantage d’&tre un des rares cas de milieu
infinis pour lequel 'on connaisse une solution analytique simple. Nous pouvon

exprimer celle-ci de la maniére suivante, en coordonnées polaires:
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9, =="P o B ' uzp(1+v)£i
Contraintes: { Déplacements: T E r

r
2
09=p; u°=0

Ce type de probléme peut étre traité comme un probléme extérieur.
‘Afin de tester les performances du modéle & contour ouvert, nous considérons

seulement un quart d’espace.

Par raison de symétrie, nous prenons comme conditions aux limites sur
les axes:
- contrainte tangentielle nulle,

- déplacement u, nul.

En vue de comparer les résultats, nous considérons deux différents
schémas mécaniques: 'un & contour ouvert (figure 7.10.a) et 'autre a contour
fermé (figure 7.10.b). Pour le modeéle & contour fermé, les déplacements sont

supposés &tre nuls A4 une distance de r=3 du centre de 'ouverture.

Les propriétés mécaniques du matériau sont:
Module de Young: E=100
Coefficient de Poisson: v=0.3

La pression qui agit sur le périmétre de 'ouverture est P=I .

Dans le cas du modéle & contour ouvert, la frontidére est discrétisée en
11 éléments de frontiére quadratiques, 9 étant finis et 2 infinis (23 noeuds)
(figure 7.11.a). D’autre part la frontidre du modéle & contour fermé est
discrétisée en 13 éléments de frontiére quadratiques finis (30 noeuds) (figure
7.11.b).
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Figure 7.11! Discrétisation du quart du tunnel,
alcontour ouvert, b)contour fermé.
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VII.3.1.1. Résultats et interprétations:

Sur les figures 7.12 et 7.13, nous représentons respectivement les
déplacements radiaux u, et les contraintes ¢, en fonction de la distance r du

centre de 'ouverture.

%
0.2 \\
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Figure 7.12: Deplacement roadicl u,
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Figure 7.13: Confrainfe oy

Nous voyons clairement a travers ces figures la bonne concordance des
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résultats dans le cas du schéma & contour ouvert (MEIFCO) avec la solution
analytique. Par ailleurs, dans le cas du schéma & contour fermé (MEIFCF),
I’hypothése du déplacement nul & la distance r=3 est absurde, en fait, le
déplacement calculé & cette distance n’est pas négligeable. Donc, dans ce cas
la précision des résultats est meilleur lorsqu’on éloigne U'étreinte rigide, ce
qui implique une augmentation du nombre d’éléments du contour et donc du

temps de calcul.

Nous. pouvons conclure que les résultats obtenus avec le modéle &
contour ouwvert (MEIFCO) sont trés satisfaisants. L.a comparaison avec un
contour fermé (MEIFCF) donne un trés net avantage au contour ouvert
(MEIFCO).

Les formes de décroissance des déplacements 1 et des tensions L sont
r

égales exactement aux modes d’extrapolation choisis, d'oll la précision accrue
des résultats.

VIi.3.1.2. Tests de convergence:

Nous examinons dans ce qui suit 'influence de l’éloignement de I'étreinte
rlglde (dans le cas du contour fermé) et des éléments de front1ere infinis

(dans le cas du contour ouvert) sur la premsmn des résultats.

Pour |’étude de la convergence, un nombre suffisant d’anal__vse’s utilisant
d’iffé'rents maillages et différentes distances de la frontidre a été fait. Nous
"comparons alors le % d’erreur calculé pour le déplacement radial maximal d'une
analyse avec une autre. A partir de ces résultats, nous tragons la courbe de

variation de l'erreur relative en fonction de 'éloignement de la frontiére.
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Figure 7.14: Variation de Uerreur relative en fonetion
de lo distence nwormoalisee.

La figure 7.14 montre que la convergence est plus rapide dans le cas
d’utilisation d’éléments de frontiére infinis, En effet, nous calculons un %
d'erreur € = 1.6 % avec une étreinte rigide située & une distance égale
.4 20 r , la méme précision est obtenue avec des éléments de frontiére infinis
placés & une distance de 3 r seulement. Ce qui montre 11nteret qu 'apporte
1’1ntroduct10n d’éléments de frontlere infinis dans la modéhsatlon des domaines

avec extensmns infinies.
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VIL.3.2. Exemple 2: Charge concentrée sur un sol.-

Dans cet exemple, nous cohsidéronis un sol de propriétés mécaniqiies
E = 30 MPa et v = 025, soumis & une charge concentrée. P = 1 KN .

Figure 7.15! Charge concentrée sur le sol: Maillage utilisé
dans Ie modeéle & contour cuvert.

Nous_ avons étudié deux modéles éléments de frontiére différents, I'un
& contour ouvert en utilisant des éléments de frontiére infinis (figure 7.15),
et 'autre & contour fermé en utilisant des éléments de frontiére finis (figure
7.16),
LP

4 oottt
LENE B At B o

'y
t

- Figure 7.16: Charge concentrée sur un sol: Maillage utilisé
dans le modéje & contour fermé
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Poiir le modeéle 3 contour ouvert (figure 7.15), la frontiére du domaine
a été discrétisée par 24 éléments de frontidre quadratiques finis encadrés par
2 éléments de frontidre infinis, soit 53 noeuds (MEIFCO(53)).

Polir le modéle & contour fermé (figure 7.16), uniguement la moitié du
domaine & été considérée (vue la symétrie du modale). Nous avons utilisé 29
élémerits de frontiére quadratiques finis, soit 58 noeuds (MEIFCF(58)).

Les résultats de la présente étude ont été comparés & ceux obtenus par
la solution analytique*®.

Vir.3.2.1. Résitltats et interprétations:

Dans le but de montrer la grande souplesse de la méthode des éléments
de frontiére, nous avons représenté les déplacemehts verticaux sur l’axe et en
siirface du sol reépectivement en figure 7.17 et 7.18. Nous avons comparé les
résultats obterus par les différents modéles éléments de frontiére avec ceux
obtenus par la solution analytique®’.

1.0
0.8
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. QuARD NEIPCF agl )
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D 0.6 7
e 3
» 3
E
:f o4 4
023
]
4.9 3
r)

Flgure 7.17: Deplacement vertloal sur Uare.

Nous remarquoris gue les résultas du maillage MEIFCO(53) sont beaucoup
plus satisfaisants que ceux obtenus avec le maillage MEIFCF(58). En effet, avec
le maillage MEIFCO(53), nous avons obtenu une meilleur précision, la solution
est évaluée avec une erreur relative de 1,2 %. Ce qui montre, lintérét
di’apporte i'introdiction des éléments de frontidre infinis dans la modélisation

des domaines & extension infinie.



Chapitre VII: : Applications RO 92

0.8
]
L)
0.8 -
] A @ 4
k \ ouonn KEIFCF Ggr frtiqu
‘F\ ] sokdiw MEFIFCO(83)
o )
ey
4 6.4
E
0.2 4
ﬁ-a S 100 I B B N B B B (O e e ol e o N B N L B B LB N B MO LR B L L I |
[} 8 10 5 20 ] 80

X {(m)

Figure 7.18: Deplavement vertioal en surface,

L'analyse par la méthode des éléments de frontidre avec cbntour fermé,

d riécess:.té de discrétiser la frontiére d’un domaine de dimensions 6x6m pour
obtemr une prémsmn relativement bonne. Par ailleurs, le méme probléme a pu
_ etre résolu avec le malllage éléments de frontidére avec contour ouvert avec
une dlscrét1satlon du deml—plan umquement le maillage ainsi ut1hsé g'étend &
une distance de 6m du chargement et nous permet d’avoir une précision

meilleur.
VIL3.2.2. Emplacement de I’élément de frontiére infini:

Dans le bit de savoir & c_{uelle distance du chargement faut-il placé
I'élément de fronti¢re infini pour avoir une bonne précision des résultats,
nous avons fait plusieurs tests et nous avons calculé le % d’erreur relative
du dépiacement vertical du point situé a une distance de Im de la charge
pour diffé'rents emplacements de !'élément infini. Ceci nous a permis de tracer
la courbe représentée en figure 7.19. Nous voyoné.a travers cette figure
qu'une bonne précision est obtenue avec un élément de frontiére infini placé
4 une distance de 6m du chargement. ,

Nous concluons que le maillage éléments de front1ére finis couplés avec
des éléments de frontidre infinis, nous garantit la précision -et la rapidité de
convergence des résultats.
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VII.3.2.3. Répartition des contraintes:
Sur la figure 7.20, nous représentons ld réﬁartition des contraintes

Vertlcales en profondeur. Le modéle MEIFCO nous donne bonne satlsfactmn, en

effet, une bonne concordance des résultats avec la solut1or1 analythue

obtenue,

1.5

0.8 ]

g

unu MNEIFCO

4.6
a.

- Plguiré 7.20: Repartition de ld contrainte verticale en profondeuir.
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VII.3.3. Exemple 3: Charge répartie sur un sol.

Le probléme considéré dans ce cas est celui d’un sol sollicité en surface
"par une charge distribuée de t KN/ml sur une largeur de 20m. Le module de

Young et le coefficient de Poisson ont pour valeurs respectives 30 MPa et 0.25.

Figiire 7.21: Charge répartie sur le sol: Maillage utilisé
dans le modéle 4 contour cuvert.

Les différents maillages utilisés sont les suivants:
1) MEIFCO{57); 26 éléments de frontidre quadratiques finis et 2 éléments de
frontidre iﬁfinis, soit 57 noeuds (figure 7.21).
2) MEIFCF{60): 30 éléments de frontiére quadratiques finis, soit 60 noeuds
(figure 7.22) |

Figure 7.22: Charge répartie sur le sol: Maillage utilisé
dans le modéle & contour fermé.
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£ogr

VII.3.3.1. Résiultats et mterprétatmns

Pour montrer une autre fois, l'avantage gqu’apporte le couplage des
éléments de frontidre infinis avec les éléments de frontidre finis, nous avons
comparé les résultats obtenus par le maillage MEIFCO(57) avec ceux obtenus
par le maillage MEIFCF(60), ainsi qu'avec ceux donnés par la solution
a‘nalytique‘g. Les déplacements verticaux sur 'axe et en surface sont
représentés respectivement en figures 7.23 et 7.24.

Xy
]
i
0.8 Errrry “ﬁao iig
. ] reees MEIFCOLS
ﬂ
76 - -
- 0-":
&
; 8.4
] T
0.8
8.0 Frrrrrree S — S— S A
[ ] [ 113 [ 20 1 a0
Z (m)
Figuiré 7.23: Deplacerment vertical sur l'axe
X
0 ]
] aRpPD lmrcr co! tytique
] wener MEIFC
- ]
Y s
Ly 0.8
- ]
P
\.E.. 6.4
4. ]
] -Y
. 0.0 Frrrrrerer E— S SN ——— S
¢ & 10 L) E ] 30

Figure 7.24: Deﬁlaoement vertical en surface.
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Nous pouvons noter les points suivants: . P

Le maillage MEIFCF(60) donne une sous-estimation. du déplacement sur
I'axe et en surface. Ce sont les résultats du maillage par contour ouvert qui
sont les plus voisins de la solution analytique. Les résultats donnés par le
maillage MEIFCO(57) sont donc nettement meilleurs, I'erreur relative calculée
n'est que de 1%. Ce qui montre la grande efficacité de la méthode des
équations intégrales aux frontiéres, qui utilise des éléments de frontiére

infinis pour modéliser les extensions infinies.
VI1.3.3.2. Tests de convergence:

Pour définir & quelle distance faut-il placé I'élément de frontiére infini
telle que la précision des résultats soit acceptable, nous avons fait plusieurs
tests, ce qui nous a permis de tracer en figure 7.25, la courbe représentant
le pourcentage d’erreur sur le déplacement vertical maximal au point

(x=0, z=0) en fonction de la distance normalisée (—%) .

30
261
20
:q E
wl-
; Elerments dé frontere
3 infinis (oontour ouvert)
d ]
010
.\" ]
‘-
aa.i' 0.5

Figure 7.26: Erreur rélative en ftmcﬂtm de la distance normalisee
o laguelle est plaoe Uelement de fronbiere infini

Nous voyons & travers cette figure que le pourcentage d’erreur diminue
lorsqu’on éloigne P'élément de frontiére infini. Nous notons une valeur de
e=1% pour % = 6§ . Ce pourcentage devient nul pour % =8 .
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Nous pouvons conclure donc qu’avec un élément de frontiére infini placé
4 une distance de 6 fois la demi largeur de la fondation, le calcul nous donne

une trés bonne précision des résultats.
VIL3.3.3. Répartition des contraintes: . - - - . _
Nous représentons en figure 7.26 la répartition des , contraintes’

verticales en profondeur. Nous remarquons une bonne concordance des

résultats numériques avec la solution analytique“g.

wesir Solutd u]wlvﬁqvu _
argae NEIFCO(87

Ty

68 of o2 03 04 08 o0& 07 08 OF U0

/B _
Figure 7.26: Repartition de la contrainte verticale en profondeur.
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vil.4. Etude d’un pieu sollicité par une charge horizontale:

Nous é&tudions dans cet exemple le probléme d’un pien chargé
horizontalement dans un milieu élastique et élastoplastique. Ce genre de
probléme est tridimensionnel et représente un cas d’étude complexe. En effet,
il s'agit d’un probléme od les mécanismes ‘de sollicitations du sol font

intervenir un nombre important de facteurs.

Le probléme traité est ramené 3 un probléme & deux dimensions, en
considérant uniquement c¢e qui se passe dans une tranche de sol
horizontale (r, 8 et en négligeant P'interaction entre les différents niveaux>.
Les influences de la forme de la section horizontale du pieu, de la
plastification du sol autour du pieu et de I’état de Pinterface de contact sol-

pieu sont ici étudiées (en déformation plane).

ALe modele bidimensionnel du pieu circulaire est représenté en figure

7.27.
4

Sol (B, V) -

v

\' o
D)

Pleu (Epi VP)

Figure 7.27: Modéle bidimensionnel d’un pieu circulaire.

Les données du probléme sont les suivantes:
pour le pieu: j‘?,'p=1106 MPa ; v,=0.33 , r,=0.5m .
pour le sol: E=10° MPa , v=033
P=1MPa est la charge par unité de longueur du pieu ou réaction du sol.

Le maillage é&léments de frontiére utilisé est représenté en figure 7.2¢
- Vue la symétrie du modele, seule la moitié. du domaine sera considérée.
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Figure 7.28: Maillage éléments de frontiére de la section
horizontale du modéle sol-pieu.

viL.4.1. Calciil des contraintes et des déplacements dans le cas élastique
linéaire:

Les figutres 7.29, 7.30 et 7.31 montrent respectivement les distributions
des contraintes radiales o, sur l'axe 0=0 , périphériques o, sur laxe =0 ,

et de cisaillement t, sur l'axe 6=-123

0.7
]
0.4 ] 4bA4é Solrition amtyﬂqm
] ss31¢ Presinte
Q]
\ .28
CI
018 ]
0.14
.7 J EUW————— E TR R i dattai e
1.0 46 20 28 80 38 40 45 50

" Figiiré 7.29: Distribution des contraintes radiales o, (sur Vaxe 8=0)
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Figure 7.30: Distribubion des coniraintes peripheriques o4 (sur l'aze 09=0)

6.00 1

-0.20 : 4hihs Solution enalytique

sssrs Presente ebude

f.0 1.8 Lo 4.0 45 8.0

' S )
/7,

Pigure 7.31: Digtribution dés contrainies de cisaillement 7.4
(sur Uaxe 9= n/. 0}1

3.8

Le déplacement radial sur ’axe 8=0 est représenté en figure 7.32.
A travers ces figures, nous remarquons une bonne concordance entre nos
résultats numériques et la solution analytique donnée par Baguelin et al.®.
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] ‘
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Figure 7.32: Répartiion du deplacement radial i, (sur lUare ¥=0)

Vil.4.2. Etude de 'effet de forme: . .

Dans le but d'étudier Ueffet de forme, nous avons traité le probléme
avec différentes formes de sections: carrée (IJB = 1) , fectangulaire (LB = 2)
avec B = lm , et circulaire (r, = 0.5m) . .
‘L'interface de contact sol-pieu est supposée dans ce cas parfaitement

adhérente.

A
Y
Sol (B, v)
g} R
v P la X
L )
Pien ®, %)

Figure 7.33: Modéle utilisé pour I'étude de !'effet de forme.
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Les résultats obtenus nous ont permis de tracer les courbes de
répartition des contraintes normales o, devant le pieu ou radiales o, suivant
(ox) (figure 7.34), des contraintes tangentielles t, sur le coté du pieu ou
T, suivant (oy) (figure 7.35), et des déplacements normaux g,  ou radiaux

u, suivant (ox) (figure 7.36).

-~ ] aasas Pleu cfreulaire '
8 eases Plewi corre (L/Bmf) _‘
0.8 s+ttt Pleu rectangulaire (L/B=2)

Figure 7.34: Contratnies normales ¢, ou radiales o,
o suivant l'axe (ox). ,

0.00

—0.08

ahsbe Piew circulaire
8 ss42¢ Plou carve (L/B=1)
- g6 ‘ +1s++ Piew reotanguluire’ (L/B=2)
-0.30
FP YT IE—————— 1 TUA S L

30 38 40 48 8.0

/7o

Figure 7.36: Contraintes de cisaillement 7., oU Tw
suivant lUaxe (oy). S

1.0 1.8 20 28
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o
450 4 . _
N beids Pleu olroulaire =
: 1. «ee1s Pieu carre (L/B=1)
EX 7 NN +it+3 Piey rectangulaire (L/B=2)
: N \\ AN . ’
-~ ~
§ $.00
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.60
0.76
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Figure 7.36: Deplacemeﬁf normal u, ou radial w,
L suivant Uaxe (ox) :

A travers les figures 7.34 et 7.35, nous remarquons que les valeurs des
contraintes les plus élevées correspondent au cas du pieu circulaire. Ces
valeurs diminuent lorsque le rapport IJB augmente. Cette.derniére remarque
est aussi valable pour les déplacements (figure 7.36). De plus, nous constatons
que cet effet s’étend & une distance égale & environ deux fois la largeur de
la section du pieu (x = 2B) .

Nous pouvons conclure donc que P'amplification des contraintes est
accrue lorsque le rapport IJB diminue, de surcroit, 'effet de forme reste
limité au voisihage de la section. :

VIL.4.3. Etude de effet de la plasticité du massif:

La résistance latérale limite au seul mouvement horizontal représente un
paramétre irﬁportant ‘de 'analyse des pieux chargés latéralement. Si le sol est
modélisé comme urn matériau cohérent parfaitement plastique, le calcu} de ce
paramétre devient un probléme de déformation plane dans fa théorie de
plasticité, en effet, la charge se calcule sur un long cylindre qui se déplace
latéralement dans un milieu infini. '

Randolph et Hou_lsby”_ ont établi_l'expression” de cette charge selon la
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qualité de l'interface, leur étude a conduit aux résultats suivants:

P =(6+n) CD pour une interface parfaitement lisse,
et P = (4ﬁ+21t) CD pour une interface parfaitement rugueuse,

ou C est la cohésion du sol et D est le diamétre du pieu.

Figure 7.37: Maillage éléments de frontiére utilisé.

Dans le but de tester les performances de notre modéle éléments de
frontiére, nous avons traité le probléme de linteraction sol-pieu non linéaire.
Dans ce cas le sol est supposé avoir les caractéristiques de résistance
suivantes: C=100 KPa et ¢=0° . Lé maillage utilisé est représenté en figure
7.37. '

VII.4.3.1. Estimation de Ia réaction ultime:

Une premiére étape du calcul étant la détermination de la réaction ulime P, .

'sur la figure 7.38, nous représentons la variation du facteur de

charge PJCD en fonction du déplacement latéral u, pour les deux cas

d’'interface de contact parfaitement lisse (u=0) et 'paffditément ' rugueuse
(n=1) . I

A travers la figure 7.38, nous constatons que la résistance limite

ultime P, ainsi que Je déplacement latéral sont plus importants dans le cas

d’une interface parfaitement rugueuse.
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4.00 ’ —— Interface rugueuse
: ’ - = — Interface liase
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Figure 7.88: Variation du facteur dé charge en
' Jonction du deplacement.

Les facteurs de charge calculés sont respectivement 9,87 et 13 pour
I'interface lisse et pour l’interface rugueuse. Ces résultats numériques, nous

donnent bonne satisfaction, en effet, nous approchons les valeurs tl’léoriques47

avec une précision acceptable.

VII.4.3.2. Effet de la plasticité au voisinage du pieu:

Pour mettre en évidence l'influence de la plasticité sur le comportement
du sol au voisinage du pieu, nous avons représenté en figure 7.39 la courbe
de variation du déplacement radial #, en fonction de la distance normalisée

r | r, pour les deux cas de sol élastique et élastoplastique. Nous remarquons
que le déplacement du sol est plus rigide dans le cas élastique.

Notons que l'effet de la plasticité du massif n’est ressenti que sur une
distance d’environ 5 fois le rayon du pieu, au deld, le comportement du sol
devient élastique, ce qui se traduit, sur la figure 7.39, par une. superposition

des deux courbes.
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078 ] TR Rt vl
] resss Sol elast‘ggw

" Figure 7.39: Deplocement radial w,. pour les cas:
= - gol elastiqgue et elastoplastigue.

VIL.4.4. Influence de Ia qualité de linterface:
Les propriétés de Uinterface jouent un 1ble déte‘rminant d’autant |
que cette derniére est la zone ol apparaissent de fortes concentrations

contraintes.

Toute perte d'adhérence sur linterface peut transformer celle-c
‘point faible’ et donc donner lieu 4 des -comportements: largement

défavorables, ceci justifie ce qui va suivre.

La figure 7.40 montre l'influence du coefficient de frottement
l'interface sol-pieu sur la répartition des contraintes radiales ©

tangentielles @, sur Pinterface de contact.

Nous constatons que plus le coefficient de frottement est g1
’étendue de la zone d’adhérence est importante. Par .ailleurs, le décolle
qui apparait & I'arri¢re du pieu est plus favorisé lorsque le frottement de
faible.

L'existence de frottement tend & faire diminuer notablement la pre
radiale en avant du pieu, une partie de la charge étant reprise par les ef

tangentiels.
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Figure 7. 40 -Distribulion des contraintes radiaies et tangentielles sur
: Uinterface -de contact sol-picu pour differentes valeurs de p.

Sur la figure 7.41, on représente la répartition des contraintes
périphériques On - Celles-ci dépendent considérablement du coefficient de
frottement. Nous remarquons gqu'elles sont nulles le long de la zone
d’adhérence, ce qui s’explique par le fait que le sol est en contact parfait
avec un matériau infiniment plus rigide. Dés qu’apparait le glissement, la
traction périphérique croit. Dans tous les cas, elle est maximale. au voisinage
de la limite glissement décollement.
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Pigure 7.41: Distribubion des contrainies peripheriques o4 sur linterface
de contact sol-piew pour d{ffergntes valeu;a de e 4
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VIL.5. Charge concentrée sur une fondation rigidé reposant sur um sol

élastoplastique:
Nous étudions dans cet exemple le probléme d'une fondation rigide

sollicitée par une charge concentrée et reposant sur un demi espace

élastoplastique.

B=1im

Figure 7.42: Fondation rigide sollicitée par une charge concentrée.
Maillage utilisé

Le comportement de la fondation est supposé élastique trés rigide avec:

E, = 3.10° MPa et v, = 0.25 .

Le demi-espace représente un sol élastique parfaitement plastique

obéissant au critére de Mohr-Coulomb avec les caractéristigves mécaniques et

de résistance suivantes:
E=30MPa, v =03

et C=30KPa, ¢ =0°.

LLa symétrie du modéle est ici exploitée, donc seule la moitié de celui-ci

est considérée.
Le maillage utilisé consiste pour la fondation en 18 éléments de frontiére
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guadratiques dont 8 sont des éléments d'interface, et pour le s0l en 24
&léments de frontiere quadratiques finis encadrés par 2 éléments de frontiére
infinis. La partie du sol ou on prévoit des corrections plastiques est

discrétisée en 70 cellules triangulaires linéaires {(figure 7.42).
#* Résultats et interprétations:

Dans le but de montrer Uinfluence du frottement interne du sol sur sa
portance, nous avons traité le probléme en considérant différents coefficients
de frottement du sol, soit ¢ = 0°, 5°; 10° . L'interface de contact est
supposée parfaitement lisse (B = Q) .

Nous représentons sur la figure 7.43, la courbe charge-déplacement pour

les différentes valeurs de ¢ .

L

2.2 3 7 s
2.1 3 4

INE X

- Figure 7.43: Courbe charge deplacement pour
differentes valeurs de ¢. '

Les charges limites obtenues correspondent & des états de charge
stationnaires avec une évolution continue des déplacements. Ce qui permet 1

prédiction de la rupture de maniére évidente,

A travers cette figure, nous pouvons conclure que la capacité portan
du sol varie dans le méme sens que le frottement interne de celui-ci. D'ol
nécessité de la bonne connaissance de ce paramétre pour une prédictic

optimale de la charge a la rupture.
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Nous considérons maintenant Jle cas d’un sol purement cohérent

(¢ =0°) .

En vue de comparer les résultats, nous avons traité le probléme pour
des états d’interface différents: parfaitement lisse (p = 0) , parfaitement
rugueuse {4 = 1) et en liaison parfaite. Les résultats obtenus nous ont
permis de représenter la courbe de variation des déplacements verticaux en

surface et en profondeur sur l'axe (figures 7.44 et 7.45).

0.24
0.20
.esnns Liaigson parfaitc
1 wxxnx fnterface lisse
rs e+ Interface rugueuse
0.18

0.04

2.00 trrrrrrry T T T Y T T Y TPy v

Figure 7.44: Deplacements verficauxr en surface.

Les figures 7.44 et 7.45 montrent que la répartition des déplacements
dépend de 1'état de P’interface de contact. Les déplacements sous la fondation
augmentent avec le coefficient de frottement de l'interface sol-fondation. Ces
deplacements sont sous- -estimés lorsqu'on suppose ja liaison parfaite. Ce qui
montre l’1ntéret de la prtse en compte de l'état de contact de Pinterface.
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Figure 7.45: Deplacements verlicavxr en
profondeur sur Uaxe.
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VII.6. Charge répartie sur une fondation rigfde reposant sur un sol

élastoplastique:

L.e probléme de contact entre différentes structures représente un des
plus importants sujets de la mécanique et du génie civil. L'interaction sol-
structure s'avére donc un exemple intéressant a traiter.

Dans la majorité des cas, des forces tangentielles sont développées sur
Vinterface de contact. Ce gui est du & la présence de frottement. Donc la

qualité de linterface influence le mode de transmission des efforts.

Yy

T

™.

Figure 7.46: Charge répartie sur fondation rigide: Maillage utilisé.

Le probléme de [linteraction sol-fondation est ici traité. Les

caractéristiques des matériaux en contact sont les suivantes:
- pour la fondation, un comportement élastique trés rigide est supposé

avec: Ef = 3.10° MPa et v, = 0.25

- le sol est considéré comme étant un matériau élastique parfaitement

plastique, obéissant au critére de Mohr-Coulomb, avec les caractéristiques
mécaniques E = 30 MPa, v = 0.3 et de résistance C = 30 KPa, ¢ = 0°

Vue la symétrie du probléme, on ne considére que la moitié du modéle.

La fondation est discrétisée en 18 éléments quadratiques, dont 8 sont
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des éléments d'interface, le sol en 27 éléments. de frontiére quadratiques fini
et 2 é&léments de frontidre infinis. Le domaine‘du sol o0 le comportemen
plastique est attendu est discrétisé en 70 cellules t;iangurlaires linéaire
(figure 7.46).

+ Résultats et interprétations:

Sur la figure 7.47 ., nous représentons la courbe charge-déplacemen
vertical pour deux différents états d'interface: parfaitement lisse avec p=0
et parfaitement rugueuse avec p=1 . A travers cette figure, nous remarquon
que la charge limite dans le cas de l'interface parfaitement rugueuse es
supérieure & celle dans le cas de linterface parfaitement lisse. Cett
différence est due & la présence des forces de frottement qui contribuent

augmenter la capacité portante du sol

'YE

59 i
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Figure 7.47: Courbe charge deplacement pour les
deux elals d'intferface.

Pour des sols non pesant, et en prenant 'hypothése du frottement m
au niveau de l'interface sol-fondation, la capacité portante du sol est exprimé
par la relation suivante: A

P=CN_+gq Nq
dans laquelle:

N=eﬂqu2£+i
SEALIvES
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et N, =(N,- 1cige:

Ceteo étant'resgectivement la cohésion et le coefficient de frottement du
sol sous la fondation.

Philipponnat** a donné les valeurs théoriques de la charge limite pour

les deux cas d’interface lisse et rugueuse. Nous avons:

P
et P

5.14 C pour une interface lisse,

1}

5.71 C pour une interface rugueuse.

En comparant nos valeurs numériques avec ces derniéres,.on trouve que
la solution est approximée avec une erreur. relative de 8,9 % dans le cas de
Uinterface lisse et de 10,2 % dans le cas de linterface rugueuse. Ce qui est
acceptable.

'

Sur les figures 7.48 et 7.49 , nous représentons les courbes de variation
du déplacement vertical respectivement en profondeur et en surface pour les
deux états d’interface. Nous remarquons que les déplacement verticaux en
profondeur et en surface sont plus favorisés dans le cas de linterface
rugueuse au voisinage de la fondation. On constate que cet effet s’estampe

lorsgu'on s’éloigne de celle-ci.

Uy .
0.00 0.06 0.10 0.5 020 0.28

AR NN RN NN A b b s a1 1 b sy a3 1

-0.8
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—4.8 3 *x v nterface lisse
3 asass Interface rugueuse

© -8.6]

-0.9

-7.03d

Figure 7.48: Variation du deplacement vertical
en profondeur sur l'are,
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Figure 7.49: Variation du deplacement en surface.

On s'intéresse maintenant & la répartition des contrajntes normales a
Pinterface sol-fondation pour différents états d’interface. Pour cela, nous
représentons' en figure 7.50, la répartition des contraintes normales sous la

fondation pour différentes valeurs du coefficient de frottement W .

(THEN) u:O.f
VY YY) u=0,5
X KKK N M:f

0.00 +rrrrrrrer T T Ty T T
s 0.4 1.0

Figure 7.50: Repartition des contraintes normales
a lUinterface sol—fondation pour
differentes valeurs de ji.
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A travers cette figure, nous remarguons que le coefficient de frotteme
de l'interface n’a pratiquement pas d'influence sur la répartition des pressios
normales. Aussi, on constate une concentration de contraintes au niveau ¢

coin de la fondation.

Pour voir comment évolue le phénoméne de glissement au niveau
l'interface sol-fondation, nous représentons en figures 7.51 et 7.
respectivement la répartition des contraintes tangentielles et des déplacemen

relatifs horizontaux en fonction de la distance x sous la fondation.

1.60

o

S

L~
5

o/ (MPa)

Figure 7.61; Contraintes tangenﬁeues a linterface
gsol-fondation pour differentes valeurs de p.

Ces figures montrent que le coefficient de frottement affecte principaleme
la taille de la zone d’adhérence qui augmente avec Pintensité de celui-ci. I
forces de cisaillement sont aussi trés influencées par ce coefficient, elles sc
maximales pour une interface parfaitement rugueuse. Nous remarquons au:
que les déplacements relatifs sous la fondation sont favorisés pour des faib
valeurs du coefficient de frottement, la taille de la zone d’adhérence est da
ce cas trés réduite. Ils sont maximaux lorsque l'interface est parfaitement lis

{pas de frottement).
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Au terme de P'étude effectuée au cours de ce travail, nous pouvons tirer
les enseignements suivants:

La méthode des équations intégrales aux frontigres, que nous avons
utilisée pour la résolution du probléme de contact [rictionnel, nous a donné
une entiére satisfaction. En effet, elle constitue un outil de résolution & la fois
fiable et convivial pour 'étude de ce genre de probléme. Son essentiel "point
fort" réside dans une souplesse de la définition des géométries par simple
maillage des contours des domaines. Quelques programmes utilitaires de
génération de maillage nous permettent de faire évoluer trés rapidement les
données géométriques des problémes, sans une telle souplesse, le traitement
itératif pour les conditions de cbntact non-parfaitement adhérentes ne pourrait

étre raisonnablement envisagé.

Nous avons montré par le biais des exemples étudiés, que la modélisation
d’une surface de discontinuité selon sa nature et son mode de fonctionnement,
nous permettait de rendre compte de son comportement réel, et que V'existence
du frottement sur Vinterface de contact influencait la répartition des modes
de contact et des contraintes sur celle-ci, ce qui donne lieu & des
perturbations du champ mécanigue. Aussi, nous avons mis en évidence que la
présence de frottement restreignait le mouvement de glissement dans la

direction tangentielle & interface.

Les variables impliquées dans le modéle de frottement apparaissent
explicitement dans la formulation de cetite technigue. A cet effet, nous pensons
que la méthode des égquations intégrales aux frontiéres devrait étre largement

utilisée,

Par ailleurs, et en vue d'une extension pour la résolution des problémes
d’interaction sol-structure, et d’une meilleur simulation des conditions de
frontiére & l'infini, les éléments de frontiére infinis ont été introduits dans la
formulation. Ainsi, la modélisation des extensions non bornées_ par des éléments
de frontiére infinis. nous a permis de nous affranchir de l'application des
conditions de frontiére Tartificielles” qui entraine une troncature du maillage,
et aussi de réduire le nombre d’éléments requis pour une Dbonne
représentation du modéle. A travers les exemples trajtés, l'influence des
nouveiles conditions de frontiére sur ta précision des résultats a été examinée.

Nous avons montré qu’une meilleur précision est alors obtenue, et les efforts
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- déplovés au maillage et & l'introduction des données sont ainsi réduits.

Dans le but -de qualifier d’outil de résolution -général, il nous a parut
essentiel de montrer Vapplicabilité de la méthode des éléments de frontiére aux
probléemes de contact non linéaires. En effet,. souvent les 'non linéarités
apparaissent dans les idéalisations réalistes des problémes pratiques. Comme
les autres méthodes générales telles que la méthode des éléments finis et la
méthode des différences finies, la méthode des éléments de frontidre est
capable de résoudre les équations différentielles non linéaires, tout en
préservant son principal_‘ avantage qui est la réductior de la dimension du
probléeme. En effet, la subdivision d’'une partie du domaine en cellules internes
n‘implique pas une augmentation de 'ordre du svstéme d’équations algébriques
& résoudre. ‘

Nous avons utilisé une procédure itérative incrémentale. La non-linéarité
du probléme due au comportement élastoplastique du massif sol est résolue par
le biais de la formulation en contraintes initiales. Le critére de rupture que
nous avons adopté est celui de Mohr-Coulomb. Ainsi, la prise en compte des
corrections plastiques pendant le calcul du frottement-décollement é&tait
possible. Nous avons montrés l'influence de la qualité de l’interface sur la
capacité portante du sol et sur la distribution des cdntraintes et des
déplacements & l'interface, ainsi que sur la répartition des états de contact
sur celle-ci. Aussi, nous avons examiné 'influence de la plasticité du sol au
voisinage de la structure, les régions non linéaires étant confinées & des

petites subrégions du domaine.

A travers les exemples traités, nous avons démontré les performances de
I'algorithme proposé qui s'avére extrémement utile pour la résolution des
problémes d’interaction sol-structure. Nous avons ainsi mis en lumiére certains
aspects du traitement des comportements non linéaires.

Enfin, les performances des modéles développés sont concluantes.

Perspectives

Il serait intéressant de poursuivre la démarche décrite dans la présente

thése par d’éventuelles extensions. Nous proposons donc:
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RN

- Afin de cumuler les avantages des deux méthodes éléments finis et
éléments de frontiére, il serait intéressant de les coupler dans un modéle
général. La méthode des éléments finis étant bien adaptée pour les matériaux
4 lois de comportement non linéaires et la méthode des éléments de frontiére
pour les zones présentant de fortes singularités. )

~ De généraliser le probiéme au cas de sollicitations dvnamiques.

- De généraliser I'étude aux problémes tridimensionnels.
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Annexe 1:

Ftude de la convergence des intégrales

A) Intégrations sur I'_ :

Considérons le milieu semi-infini représenté ci-dessous:

o M,JQ — '_.d
RN
£ N
B { P-.—:f'f_: J:‘:‘:j.? ________________
X
S r‘(:
SN
\“'\ T T
-3\/,' N

Figure A.l.1: Représentation d’un miliev semi-infini.

Le point Q est trés loin des points de collocation ( Q € ', ). Vis a vis
de Q, on peut alors considérer que le point de référence x, est confondu avec
le point de collocation P.

RN U P L, & o
UyP, @ = 4n E' (1—v’)‘(3 4 Ay Lnr ' ax, axf]
IS U PPV G ) (x,(Q)-x,(P))]
4n E' (1-v) r r?
si izj=1: UP, Q) = _ v gyl cos’O]
dn E' (1-vH r
. . 1+V! 1 2
si isj=2: U/P, Q) = —————-—--—-[(3—4\:’) Ln— + sin ﬂ]
Arn E' (1-v) r
C - 1+v/
si i#j : ULP, Q) = ————— sinf cosO
4n E' (1-v)

Le terme U, est donc de la forme Alnr + B(®) .

Or lintégrale fr“ Lnr dr converge si et seulement sit a« < -1 .

fo

re*t Lor - _1 red

{(primitive:
a+l (ax+1)?

Par conséquent, nous ne pourrons intégrer gue sila tension est une fonction
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en r* avec « < -1 (& l'infini)."
1 [(Mv A {n, L x,(Q)-x,(P)}
4n (1-vH r r r

(x(Q)-x(P)) (x(Q) -x,(l’))] x(Q) —xs(P)]
2 n

TP, Q) = -

2

r r

+ {(1 —ZVI)A&

x(Q@-«x C
N -’————"g-,)— est égal au produit scalaire # . 3‘—)—0[
r r
lorsque Q s’éloigne.

, ce terme tend vers z€ro

T B D

Figure A.1.2.:

. -}-I,—Q'— = @ = t—
, |
o _ 2(Q)- x(P) x (- x(P) i ) ,
si i# , le terme. A, ——i— - n ————— ‘teprésente .{au signe prés)
r r C
la norme du produit vectoriel & A —}ILQ|
r
d2
Ceci est égal & *1.B = ‘i\fl—t:z2 = % 1—(—)
i
— ) d
si isj=1: TP, Q) = ~——2 __(1-2v} + 2 cos’0]
4r (1- V’) r?
si isj=2: TP, Q = -—-———d——————[(l 2vh) + 2 sin?®
4n (1-

si i# 1 TLP, Q) = - n.(l " (1-2v) ,l + 2 sinB cosd d]
-y

Dans le cas i#f , le terme T, est donc de la forme — A | BO) .
Or l'intégrale f é r® Lor dr converge‘si et seulement si €« <0 . Donc, nous

r

Ts

ne pourrons 1ntegrer gue si le déplacement est une fonctlon en r* Lnr avec
¢ <0 (a linfini). ' '
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B) Intégration sur T,

91 T "
/ - _‘_L-\\ \>\'-/J’~€ e
{ TN ) E
\ P \\.. . I‘
"\ - .,
SN /
e ™,
k ‘\\lro f"
\.\\ \__\“ , /
\ N/
. ,/'C;\f'l
“ y -

Figure A.1.3.;

Les expressions de (P @) sont données ci-dessus, il faut seulement
remplacer r par r, . L'intégrale f j(P Q)t ds tend vers une limite finie
T,

c

lorsque r, tend vers I'infini, si et seulement si, tj(Q) est une for{ction, en r%
avec a<-1 (& Uinfini). o

Pour T(P ‘@) . le produit scalaire est toujours égal é‘t 1, car la normale
fi est colinéaire avec le rayon r, (voir figure A.1.3.), le produit vectoriel est

donc nul, d’ol:

si izj=l : TP, Q) [(1 “2vh + 2 cos0)

41t (l-v’) r,
o i 5oy
=j=2 1 TAP, Q) = ————J(1-2v" + 2 sin’0
si -t] i 'Q) Tam (1) rc[( v’ ]
si i%j: - TP, Q) = ~————[ 2 sind cosO ]
4n (1-v) r,

a9 2,
f Q@ ds - [ 2D uiqyr, ao « [ 4®) u(@ b
8, . 8,

[+

Cette intégrale tend vers une limite finie lorsque r, tend vers I'infini si et
seulement si () est une fonction en r* Lnr ,avec a<0 .

Dans les deux cas, cette limite est égale & zéro.
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Annexe 2=

Calcul des intégrales azimutales

. . .
: e T
. / e ,,_,..gj_ \'\\ \‘u\ . 7_‘__,,.-"‘ |
f’ R N S
=0 [y NN ]
. \\'. “.\\ /J“’ 'l
N SN /
. - E--‘ e f
T A
.\l‘e /‘
\\\ 1\\- /
seny NN . y
dintégrations; Ny
“~ Q(x.3)

Figure A.2.1.;

Lorsque r, = « , on peut considérer que tous les points de collocation
sont confondus avec le point de référence x, (vis 4 vis de lintégration sur
le cercle). On intégre systématiquement en suivant le contour dans le sens

trigonométrigue.

l,, = lim- f T,,(x,Q) ds
LI WA

- - 2Ax- 2
lim—-———!-—--— {nlxx,,+n2}’)’o] (1_2v,)+_ff_"£)_] ds
ree] d4m (1-v) r r T

n, = - e
or #
y-y,
-
- Y Y
I, = - ! Gz * O3 [(1-2v% + 2 cos® | {7, dB
re=| 4n (1-v’) r, r:‘,'

1
- A {(1-2v}) + 2 cos’@ | d6
An (1-v) “;Lo)
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, o &
L, = —————{[(1-2vH 8] + [(1+ cos26) d6
" an a-v) [ ]a, ef,
d’on: i 1
I, = - 8,- 0,) - P (5in26, - sin28,) (A.2.1)
i:z et i:z
Ly = lim [ T,(x,Q) ds
: T rc(rc"'o)
i x-x - 2Ay-y.)?
= tim| -———{|n, °+n2yy°](1—2v’)+ O+ g
re=] 4m (1-v)r r r r
Un calcul analogue au précédeﬁt conduit &:
Ly = -~ (0, 8,) + ——— (sin20,- sin26,) (A.2.2)
- 2n Y gr (1-vY LA G
I, = lim f Tyy(x,.Q) ds
T L)
- fim| -} ]2 ¥ ¥, (1-2vh (x-x)0-y,) G-y )x-x) . do
R T A A
Lo | |
U S— f( 2 sin® cosB) do
41T (1'\”) 0,
d’ol: i :
I, =1, = ———— (c0s20, - sin20.) L (A2.3)
12 21 87 (1-\”) 2 1

Dans notre programme, les angles 8, et 8, sont calculés a partir des

coordonnées des. points du N-1 itme ot qu N teme segments.
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Annexe 3:
Tenseurs reliégs a la solution

fondamentale

Les contraintes en un point Q dues & une charge unitaire appliquée au

point E dans la direction i sont les suivantes:

1 {(1—2\:) (r 60.+rj 5y - T 6,1,)

By B) = =
UIH( ) dn(l-v)r (A.B.l)‘

*2rrr )

Les déformations en ce point dues A la méme charge unitaire appliquée

au point E dans la direction i s’expriment comme suit:

L (1-2v) (7, 8, +1r; 8,)

Euls 8 = = = g (A.3.2)

~rg St 2y,

Les dérivées des contraintes et des déformations reliées & la solution

fondamentale s’expriment sous les formes respectives suivantes:

" G .
Oy = ———— 2(1-2v) @, r r; + 8,1, 1)
vH 2.":(1_"),.2 { g oxJ 17
3.3
Byt By Dy Ty v by, (A-3:9)
- 8 r rry + (1-20)(8,8, + 8,3, - (1—4\’)8?6“}
* 1 '
n(l-v)r
(A.3.4)

+2v(6h.rjrk+6jkrlrj+5j,r’,r*)

+26Hr'irj—8r'ir*r',}
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