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Résume

Nous traitons a travers ce mémoire le probleme de la déformation thermoélastique,
linaire et statique. Le milieu élastique ayant une fissure circulaire de rayon R et occupant

une plaque d’épaisseur 2h se déforme sous I’effet d’un champ thermique uniforme.

La fissure est supposée libre de charges alors que les deux frontiéres z+h sont délimitées
par deux plaques rigides, lisses et fixées. Ces derniéres sont considérées comme isolés
thermiquement. Le probléme considéré est découplé en deux parties, 1’une thermique et

I’autre mécanique.

Les équations aux dérivées partielles du modele thermoélastique sont résolues par la
méthode de la transformation de Hankel. Les conditions aux limites mixtes permettent de
ramener le probléeme étudié a deux systemes couplés d’équations intégrales duales.
Moyennant la formule de développement de Gegenbauer, ces dernieres équations se

réduisent a des systemes d’équations algébriques linéaires infinies.




Par suite, la tempeérature est exprimée a 1’aide des coefficients des systémes algébriques
sous forme d’une série appropriée. A 1’aide de la transformée inverse de Hankel, on déduit
I’expression analytique du déplacement, de la contrainte et du facteur d’intensité de
contrainte. Ces expressions sont discutées, représentées et illustrées graphiquement.

Mots clés: Probléeme axisymétrique, déformation thermoélastique, plaque
élastique épaisse, fissure circulaire, transformation de Hankel, équations intégrales duales,

facteur d’intensité de contrainte.

Abstract

This work is to study the thermoelastic deformation problem of a cracked thick layer. The
elastic medium occupying a layer of thickness 2h deforms under the effect of a uniform
thermal field located in the circular crack of radius R. The crack is supposed free of charges
so that the borders are demarcated by two smooth and fixed rigid supports which are

considered as thermal insulators.

The corresponding set of the nonhomogenuous thermoelastic equilibrium differential
equations is solved by the Hankel transforms method. The mixed boundary conditions

reduce the problem to the solution of two pairs of dual integral equations.

The both dual integral equations for the thermal and thermoelastic parts are effectively
reduced, using Gegenbauer’s formulas, to analytical solutions of the infinite system of

simultaneous algebraic equations.

The normal surface displacements of the crack are expressed in appropriate series. We
deduce, by using the inverse integral transform, the analytical expressions of the
temperature, the normal displacement and stress as well as the stress intensity factor at the

edge of the penny-shaped crack.

These quantities of physical interest are given analytically and represented graphically. A
numerical application is considered with some concluding results with discussions.
Key Words: Axisymmetric thermoelastic deformation, elastic layer, penny-shaped

crack, Hankel integral transforms, dual integral equations, stress intensity factor.




SDéAicace

Avec beaucoup de sentiments, pleine de jote_je dédie ce travail a mes lrés
chers parents, mon pére Amer et surlout mille  Jois ma mere FCouria...... Cous les

mols ne sont /)ﬂ ﬂﬁ%ﬂﬁ /)ﬁlll” les remercier.




(Remerciement

Premiérement je remercie DIEU, pour m’avoir aider a réussir dans mes
études, particulierement a la réalisation de ce mémoire de magister.

Wi Je tiens & remercier chaleureusement, du font du cceur : & Kbl

OSBélkacem, le directeur de ce mémoire, pour la disponibilité et la patience

dont il fait preuve durant tout le temps qu’a duré ce travail, et je lui souhaité
plus des succes dans la recherche.

®  Jetiens a remercier egalement tout les enseignants que j’ai eu I’honneur et
le plaisir de rencontrer au cours de ma recherche au sein du laboratoire
Energétique, Mécanique et Ingénierie de la Faculté des Sciences de I'Ingénieur

de I’université de Boumerdes. Spécialement S2r. CFCavhemi CAMadid et .

SBatistron  CHMowrad.  Je les remercie pour leurs conseils, leurs

encouragements ainsi que pour m'avoir fait bénéficier de leurs compétences
scientifiques qui m'ont été d'une aide inestimable pour la réalisation de ce
travail.

Wi Mes remerciements sont aussi adressés a CMr. C8arkane Qdoleimane
pour son aide dans la réalisation des résultats de la partie numérique.

Wi Je tiens & remercier X7 (Rarbi pour m’avoir fait 'honneur de présider
ce jury de soutenance. J’exprime aussi mes sinceres remerciements a

o Rachek et ' Rr O/ chaib pour avoir bien voulu accepter d’examiner ce
travail.

Ainsi qu’a toutes les personnes de 1’école ENP et université de Boumerdes
UMB ayant contribué de prés ou de loin a la concrétisation de ce mémoire de

magister.

COuerrache ~fadila




Nomenelatilie

Notation Signification \
1% formule
f effort [N] (1.1.2)
C contrainte [MPa] (1.1.2)
ds surface [m°] (1.1.1)
ABCD facette de point M
n facettes
X,Y,Z coordonnées cartésiennes[m]

(Cx Cy, Cy) composantes de vecteur de contrainte C (1.1.2)
(nx, Ny, NZ) composantes de vecteur normale n (1.1.2)
0%, 0y, 0, contraintes normales [MPa] (1.1.2)

7,7y, T, contraintes tangentiels [MPa] (1.1.2)
ABC facette de tétraédre
[=] tenseur de contrainte (1.1.3)
u,v,w déplacements[m] (1.1.4)
DB, DC, AB, AC, DA, OA | segments[m] (1.1.4,1.1.51.1.6, 1.1.8)
£, déformations (1.1.6, 1.1.8, 1.1.9)
[E'] tenseur de déformation (1.1.10)
(r,0,2) coordonnées cylindriques [m, rad, m] (1.1.12)
Lo longueur initiale d’une barre[m] (1.1.16)
F force [N] (1.1.17)
Al allongement absolulm] (1.1.16)
So section de barre [m‘] (1.1.17)
L longueur de barre[m] (1.1.18)
E module d’Young ou module d’élasticité [MPa] (1.1.18)
o, limite élastique [MPa] (1.1.20)
Fe force élastique [N] (1. 1.20)
o, limite de rupture [MPa]
£, déformation longitudinale (1.1.21)
£, déformation latérale (1.1.22)
14 coefficient de Poisson (1.1.23)
G module de cisaillement [MPa] (1.1.25)
Oom symbole de Kronecker (1.1.28)
A coefficient de Lamé (1.1.32)
K module de rigidité [MPa] (1.1.33)
P masse volumique [kg/m?] (1.1.35)
K Ky Ky facteur d’intensité de contrainte mode I, 11, 1l [MPa.m"?] (3.101)
a, rayon de la fissure[m] (3.51)
Ke ténacité [MPa.m"?]
T température [T ] (1.111.2)
q densité de flux de chaleur (1.111.3)

\'




Up,Wh

quantité de chaleur [J;
flux de chaleur [W/m?]
conductivité thermique du milieu [W/m.K]

densité volumique d’énergie générée [Wm™]

chaleur massique [J/kg.K]

coefficient de dilatation thermique
constantes réelles

fonction de Bessel de premiére espece
fonction de Bessel de seconde espece
transformation intégrale de Hankel d’ordre n
épaisseur de la couche[m]

température de référence

caractéristique de matériaux isotrope
déplacements

coefficient

coefficient thermique

fonction sinus intégrale

fonction cosinus intégrale

solutions homogenes

solutions particuliéres

contrainte normale [MPa]

contrainte cisaillement [MPa]

coefficient thermoélastique

(1.111.3)
(1.111.3)
(1.111.5)
(1.111.14)
(L.111.11)

(3.1)

(2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 3.55)

(2.1.17)
(2.1.39)
(3.27)
(3.6)

(3.8)
(3.28)
(3.34, 38)
(3.59)
(3.63)
(3.68)
(3.68)
(3.71,3.72)

(3.73, 3.74)
(3.82)

(3.83)
(3.95)

Vi
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Introduction générale

Introduction générale

Ces dernieres années, des efforts considérables ont été consacrés a I’étude des fissures
dans des solides, qui sont produites pour de nombreuses raisons : comme des défauts dans les
matériaux, des insuffisances dans la conception et déficiences dans la construction ou

I’entretien, et a cause a des opérations de chargement ou de I’environnement.

La mécanique linéaire de la rupture peut étre utilisée pour résoudre de nombreux
problémes pratiques de construction mécanique, tels que la ruine (I’effondrement) de la
structure, la sélection des matériaux, la prévision de la durée de vie des structures et la

définition des criteres d’acceptation de défauts.

La défaillance des matériaux a usage industriel est presque toujours un événement
indésirable, et ce, pour plusieurs raisons : elle peut mettre en danger des vies humaines,

entrainer des pertes économiques et entraver la production de biens et de services.

La mécanique linéaire de la rupture, par exemple, est basée sur une procédure analytique
qui relie le champ de contraintes au voisinage de la fissure a la contrainte nominale appliquée
au loin, a la taille de la fissure et son orientation et, finalement aux caractéristiques

mécaniques du matériau.

Diverses méthodes d’analyse permettent d’étudier les champs de déplacements,
déformations et contraintes au voisinage d’une fissure. On regroupe I’ensemble de ces
méthodes sous deux types d’approches ; approches directes : elles font appel a la recherche de
méthodes analytiques. Approches énergétiques : qui sont basées sur I’analyse énergétique du

milieu contenant une fissure. On ne traitera ici que I’approche directe.
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Synthése bibliographique

= Synthese bibliographie

On se propose dans la premiére partie de ce mémoire une revue bibliographique

succincte concernant la déformation élastique :

> Lebedev et Ufliand [1] ont étudié le probleme de déformation axisymétrique
d’une couche élastique ayant une fissure circulaire dans le cas d’un encastrement lisse des
frontieres. Les contraintes et les déplacements sont exprimés a I’aide des fonctions
harmoniques de Neuber-Papkovich. Le probléeme est alors ramené a la résolution d’une

équation intégrale de Fredholm ayant un noyau continu et symétrique.

> Le travail examiné par Makoto Sakamoto [2] traite le probléme axisymétrique
d’une couche isotrope et élastique, contenant une fissure circulaire de rayon 2a et subissant
une pression interne et uniforme. Son étude considére le cas de surfaces libres de charges et
le cas ou les frontiéres du milieu élastique sont délimitées par deux plaques rigides et lisses.
Ces problemes aux conditions mixtes sont ramenés a un systeme des équations intégrales
duales. Contrairement a la méthode classique, ces derniéres équations intégrales sont réduites
a un systeme d’équations algébriques infini. Ce qui a permet d’obtenir des expressions
analytiques pour les déplacements et les contraintes en fonction des coefficients du systeme
algébrique.
Les equations sont données sous forme d’intégrales. Ces derniéres sont décomposeés et
calculées comme suit: la premiere partie est évaluées numériquement par la regle de Simpson

avec 4, =1500alors que dans la seconde intégrale on remplace la fonction par son expression

asymptotique en tenant compte de 1’équivalent a 1’infini de fonction de Bessel.

Les effets de 1’épaisseur de la couche élastique et des conditions aux limites sur le
déplacement, la contrainte normale ainsi que sur le facteur I’intensité de contrainte ont été
examinés.

Les calculs numériques ont été effectués dans les trois cas: h/a=0.7, h/a=1, h/a=1.5 et
a=1. Les résultats obtenus se résument comme suit :

e Pour avoir la convergence du systeme, il suffit de considerer les dix termes de la

série ;
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Synthése bibliographique

e Pour le premier cas I, le déplacement normal normalisé de la fissure augmente avec la
diminution de 1’épaisseur de la couche toutefois pour le second cas, le déplacement
augmente avec 1’épaisseur de la couche ;

e Dans le voisinage du bord de la fissure, la contrainte normale normalisée pour le
premier cas augmente avec 1’épaisseur de la couche ;

e Quand I’épaisseur de la couche devient grande, le facteur d’intensité de contrainte

pour le cas | augmente mais diminue pour le cas Il.

» Une solution analytique est présentée pour le cas d’un probléme de contact
axisymétriqgue d’une couche élastique soumise a une contrainte de traction uniforme
appliquée sur une région circulaire a été proposée par Makoto Sakamoto et koichi Koboyashi
[3].

Les équations intégrales duales correspondantes sont obtenues a 1’aide des conditions
aux limites mixtes du probléme. Par le méme schéma que précédemment, la résolution de
celles-ci se déduisent a partir d’un systéme algébrique infini.

Les effets de I’épaisseur de la couche, le coefficient de Poisson sur la contrainte et les
distributions de déplacement sont discutées.

L’application numérique a été réalisee pour les cas : h/a=0.7, h/fa=1, h/fa=1.5 et h/a=2 ;
v=0,r=0.3etv =0.5. Les remarques correspondantes sont :

e Convergence en se limitant & huit termes du systéeme ;

e le déplacement normalisé normal dans le trou augmente avec 1’augmentation

de 1’épaisseur de la couche et la diminution du coefficient de Poisson du milieu

élastique ;

e Laremarque précédent reste valable pour le cas de la pression de contact ;

e L’augmentation du facteur d’intensit¢ de contrainte normalisé est

proportionnelle a 1’augmentation de [’épaisseur de couche. Il atteint la valeur
2 , . —

k= _T pour le cas d’un demi-espace élastique.
T

» L’¢tude de Sakamoto et Koboyashi [4] est consacrée a la résolution du
probléme de D’action d’un poingon rigide infini sur une couche élastique reposant sur une
base rigide ayant un orifice circulaire. Le probleme a été résolu par le méme principe que

leurs deux travaux antérieurs.
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Synthése bibliographique

Les résultats numériques sont consacrés a I’effet de 1’épaisseur de la couche et du rayon
du trou circulaire sur les champs de contrainte. Les résultats des calculs sont donnés comme
suit :

e La distribution du déplacement de la fissure et de la contrainte en fonction des
variations de h/a (h/a=0.7, h/a=1, h/a=1.5, h/a=2 et h/a=3). Le déplacement de la
fissure augmente en fonction de h/a ;

e la contrainte de contact normalisé a une singularité polaire au bord de I’ orifice;

Il a été constaté que la contrainte dans la zone de contact correspond a une compression.

Celle-ci est proportionnelle au rapport h/a.

Nous relatons dans ce qui suit quelques travaux concernant sur les problemes de la

déformation thermélastique :

> Le travail d’Olesiak et Sneddon [5] examine 1’étude de la distribution
axisymétrique de la contrainte thermique dans un milieu élastique infini contenant une
fissure.
La premiére etape consiste a déterminer la solution du systéeme d’équilibre en
déplacement. Par symétrie des conditions imposees et de la géométrie du domaine, le
probléme a été réduit au cas d’un milieu élastique semi-infini. Deux types de conditions

thermique ont été examinés, le cas constant et le cas d’un développement en série de Fourier

—Bessel du type ZQmJO(jma/ ryou j,...j,sont les zéro positif de la fonction de Bessel Jo(x).

Ils ont considéré la distribution des contraintes engendrées par la prescription de la
température sur la surface de la fissure. Le cas ou la surface de la fissure est maintenue a une
température constante a été discuté. Dans ce dernier cas, plus le rayon de la fissure est grand
plus la distribution de la contrainte thermique est conséquente.

»  Larticle de Mahalanabis [6] donne la solution du probleme de la thermo-
élasticité pour un demi-espace lorsque la température est prescrite sur une zone circulaire. Les
équations intégrales duales du probléme ont été aussi réduites a une équation intégrale de
Fredholm. Celle-ci a été étudiée a l'aide des résultats de Cooke.

Les contraintes et les déplacements ont été exprimés sous forme d’intégrales double

rapidement convergentes.
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»  Le cas d’un solide isotrope, élastique et infini contenant une fissure plane
extérieure a été examiné par Das [7]. Les deux cas suivants ont été considérés: les surfaces
de la fissure ne sont pas chargées ou bien sont soumises a une température donnée.

Le premier cas les équations intégrales duales correspondantes ont été réduites a des
équations intégrales du type Abel. Seconde cas les équations intégrales duales sont

transformées a une équation d’intégrale de Fredholm [8].

»  Le travail de Dhaliwal [9] propose la détermination de 1’état d’équilibre des
contraintes thermiques dans une couche élastique. La surface supérieure non chargée de la
couche est soumise a un flux thermique le long d’une zone circulaire de rayon R sans charge
alors que le reste est supposée étre encastrée lisse.

La distribution de la température dans la couche est réduite a la résolution d’un systéeme
des équations intégrales duales transformé a une seule équation d’intégrale de Fredholm.

Les résultats numériques de distribution de la température dans la couche ont été obtenus
a I’aide d’une intégration numeérique en fonction de la variable radiale r dans I’intervalle [O.
1 ,4] enzdansle cas h=25.

La distribution de la température a été calculée dans la couche ainsi que les surfaces
isochromatiques ont été construites pour des différentes épaisseurs.

» Un probleme similaire a été aussi étudié par Wadhawan [10]. Les expressions
de la température, des déplacements et des contraintes dans la couche élastique ont été
obtenues par l'application de certains opérateurs différentiels en utilisant le théoréme de
Mittage-Leffler.

»  Dans le travail de Lal [11] on s’est intéressé a la répartition des contraintes
thermiques dans une couche élastique avec une face libre de charges et I’autre appuyée sur un
support rigide sans frottements. La surface libre de la couche est soumise a un flux thermique
donné sur une région annulaire alors la surface opposeé est thermiquement isolée.

Les équations intégrales triples correspondantes sont réduites a un systéme d’équations
algebriques linéaires et infinies dont la résolution numérique est effectuée comme suit : le
premier terme de I’équation est intégré numériquement par la régle de Simpson avec

A, =300 avec le pas 0.2; le second terme est calculé en tenant compte de I’expression

approximative de la fonction de Bessel.
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o Par la méthode de la troncation, les choix considérés sont n=15 dans le cas a/b <
0.2 etn=10dans le casa/b >0.2;

o Les distributions radiales de la température et le flux thermique sont presentés et
illustrées graphiquement pour les cas a=1, b=1.5et h=1;

o Les résultats obtenus ont montré que le flux devient important avec

I’augmentation de a/b.

»  Le probleme de déformation thermoélastique d’un solide infini affaibli par une
fissure circulaire a été traité par Abed-Halim et Elfalaky [12]. Le solide homogéne et
isotrope est soumis a des champs de contraintes et a une température uniforme. Un systéme de
coordonnées cylindriques est utilisé dans lequel la fissure est située le plan z=0. En outre, la
fissure, occupant la région z=0, 0 <r < a, est soumise a une température prescrite et telle que
la répartition des contraintes varient avec la distance radiale. Le probleme considéré a éte
aussi resolu en utilisant la méthode de la transformation de Hankel.

Une solution analytique des equations intégrales duales du probléme a été obtenue ainsi
que I’inversion de la transformation integrale.
Les différents graphes de la température, des déplacements et des contraintes ont été
donnés graphiquement avec des conclusions correspondantes.
Il a été constaté que toutes les fonctions sont continues, ce qui montre la non
propagation de la fissure puisque les contraintes imposees ne sont pas conséquentes.

»  Dans un second travail étudiant le cas bidimensionnel, Elfalaky et Abdel-
Halim [13] ont étudié le probleme de déformation thermoélastique du milieu infini en mode
I. Le matériau solide est supposé homogeéne et isotrope alors que la fissure est soumise a des
champs thermique et mécanique. La résolution du probleme a été effectuée a I’aide de la
méthode de la transformation de Fourier. Le systeme des équations intégrales duales a été
résolu analytiquement.

Les données physiques du probléme ont été discutées et représentées graphiguement.

Une conclusion similaire au travail précédant a conclu la résolution du probléme étudié.

= Description du probleme
Les matériaux sont souvent soumis a des chargements thermiques qui ont pour effet de
dilater les structures. Les déformations thermiques sont directement proportionnelles a la

variation de la température VT et au coefficient de dilatation thermique o du milieu élastique.
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Lorsque la structure n’est pas liée mécaniquement a 1’extérieur, alors ce champ de
déformation thermique ne générera pas de contraintes. Dans le cas contraire, ou si la structure
est liee mécaniquement a 1’extérieur (on parle alors de dilatation contrariée), alors des

contraintes seront générées dans le solide.

Dans cette étude, nous considérons une couche élastique isotope et homogéne d’épaisseur
2h affaiblie par une fissure circulaire de rayon R. La déformation du milieu est due a
I’application d’un champ thermique uniforme T, localisée au bord de la fissure. La fissure est
supposée libre de charges alors que les frontiéres de la couche sont délimitées par deux

supports lisses et rigides qui sont considérés comme des isolants thermiques.

Nous déterminons les solutions de 1’équation de conduction thermique et du Systeme
d'équilibre non homogene par I’application de la méthode de la transformation intégrale de
Hankel. Les conditions aux limites mixtes des deux problemes sont données sous forme de
deux systemes couplés d’équations intégrales duales. Une procédure analytique de la

solution se base sur les cas de 1’¢lastostatique traités par Sakamoto [2] - [4].

La solution obtenue est calculée a partir d'un systéeme d'équations algébriques infini on
utilisant la formule de développement de Gegenbauer de la fonction de Bessel. Dans
I'application numérique, nous donnons quelques conclusions sur l'effet de I'épaisseur de la
couche h et le rayon R de la fissure sur la distribution de la température, le déplacement, la

contrainte normale et le facteur d'intensité de contrainte.

=  QOrganisation du memoire

Ce mémoire est structuré en une introduction générale contenant un état de 1’art sur les
travaux relatifs concernant les problemes de déformations élastiques et thermoélastiques ainsi

que trois chapitres et des références bibliographiques.

Le premier chapitre comprend trois parties. Dans la premiere partie, on donne quelques

rappels sur 1’¢élasticité linéaire. Des notions fondamentales sur la mécanique de la
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rupture ont été développées dans la seconde partie. Un apercu sur les transferts de chaleur

dans la troisieme partie a éte résumé.

Un rappel mathématique sur les fonctions de Bessel est décrit dans la premiere partie du
second chapitre. Les principes de transformation de Hankel sont présentés dans la seconde

partie de ce chapitre.

Dans le troisieme chapitre, représentant le noyau du mémoire, on résout le probleme de
déformation thermoélastique d’une couche épaisse fissurée par la méthode de la

transformation de Hankel.

Finalement, se terminons ce mémoire par une conclusion générale qui illustre les
principaux résultats obtenus a travers cette étude et une perspective sur les méthodes de

résolution développées dans le sujet proposé.

Une annexe est jointe a ce mémoire pour décrire les calculs analytiques et les différents

programmes numériques qu’on a appliqué pendant 1’étude de ce probléme.
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Chapitre 1. Rappels Etude theorique
Elasticité linéaire_Mecanique de la rupture_Transfert de chaleur

1. I. Rappel d’élasticité lineaire

Introduction

Un corps ne pouvant résister a la sollicitation appliquée qu’en se déformant, 1’analyse de
la rigidité des structures en terme de force et d’allongement ne permet pas de distinguer la

contribution de la géométrie de celle, intrinseque, du materiau.

Pour ce faire, il faut définir en tout point de la structure un état mécanique local
indépendant de sa géomeétrie. La caractérisation de cet état local en terme de contrainte et de
déformation. La relation entre ces grandeurs et leurs dérivées temporelles définissant la loi de

comportement macroscopique.

L’¢tude du comportement mécanique des matériaux a pour but de connaitre leur
réponse a une sollicitation donnée. Les variables mises en jeu dans ce domaine sont [14]:
> le tenseur des contraintes.
> le tenseur des déformations.

1. 1. 1. Contrainte

1. 1. 1. 1. Définition

Figure 1.1.1.Représentation de vecteur contrainte.

ENP Page 9



Chapitre 1. Rappels Etude theorique
Elasticité linéaire_Mecanique de la rupture_Transfert de chaleur

Considérons une piéce soumise a un chargement quelconque figure 1.1.1. Considérons la
face ABCD de surface dS. Sur cette face il s’exerce un effortdf . Le vecteur contrainte C qui

s’exerce en M sur la facette ABCD est défini de la facon suivante [15]:

C = lim— (1.1.1)

1. 1. 2. Tenseur des contraintes

Il est important de pouvoir disposer d’un outil pour caractériser complétement 1’état des

contraintes existant en un point donné. Cet outil est le tenseur des contraintes.

Considérons une piéce soumise & un chargement complexe et isolons un petit polyédre
comportant n facettes. Si les contraintes sont connues sur (n-1) facettes, en écrivant
I’équilibre de cet ¢lément, il est facile de déterminer la contrainte existant sur la facette

numéro n. Le polyedre comportant le moins de facettes est le tétraédre (n=4).

Pour pouvoir déterminer, en un point, la contrainte sur une facette quelconque il suffit
donc de connaitre les contraintes, en ce point, sur 3 facettes. Pour faciliter les calculs nous
considérerons les trois facettes ayant pour normales X, y, z. Sur ces facettes les composantes

des contraintes ont les valeurs indiquées sur la figure 1.1.2.
£

| s
«

’ o=
M - =] :
I T, [ %
b s
| 13
S 1y | T
X N

I A
-

¥ g,
Figure 1.1.2. Représentation des composantes du tenseur des contraintes.
Pour calculer la contrainte c(c,,c,,c,) relative a la facette ABC qui a pour normale
a(n,,n,,n,) il suffit:
o d’isoler le tétraedre représente sur la figure 1.1.3.

o d’écrire I’équilibre.
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On obtient:
O-X yX X nX CX
Ty Oy, Tyl|lN [=|C, (1.1.2)
T o, |l n C

Oy z-yx T
[Z]=|7, o0, 7, (1.1.3)
Ty Tyz o,

1. 1. 3. Déformation

Sous l'action d'un chargement, tous les corps subissent un changement de forme, de
position et d'orientation entre un état initial avant application de la charge et un état final
consécutif a son application. Les déformations caractérisent le changement de forme local en
tout point du matériau, indépendamment de sa nature et de ses caractéristiques de résistance
[16].

1. 1. 3. 1. Etat local de déformation

La transformation géométrique qui décrit le passage d'un petit élément de matiere de I'état
initial a I'état final se décompose en translation, rotation et déformation, cette derniére étant
seule responsable du changement de forme du petit élément. Translation et rotation sont des
mouvements de corps rigides qui traduisent les changements de position et d'orientation. Du

point de vue de I'état final, rotation et déformation ne sont pas commutatives [17].

ENP Page 11
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Déformation

: 00
Translation ~ O% |
'S A

Rotation

<

Déformation

Figure 1.1.4. Transformation géométrique de passage entre I'état initial et I'état final.

1. 1. 3. 2. Les petites déeformations
La plupart des structures étant constituées de matériaux cristallins peu déformables
travaillant en régime élastique, I'approximation des petites déformations est largement

suffisante. Elle offre de plus lI'avantage du principe de superposition.

Figure 1.1.5. Trajectoire d'une particule et affinité tangente.

Considérons pour simplifier une structure plane qui se déforme dans son plan et
représentons sur la structure initiale deux segments perpendiculaires AB et AC ayant pour

longueurs respectives dx et dy.

¥ Structure Initiale e
o v /Y N
[ A, |
E_. | 'B |I
AR “— —

. Structure Déformee
-

Figure 1.1.6. Déformation de deux vecteurs perpendiculaires.

Sous I’action d’efforts extérieurs cette structure se déforme et les points A, B, C

deviennent les points A, B'etC’. Pour caractériser la déformation de la structure au point A,

il suffit de connaitre I’allongement des segments AB, AC et la variation de I’angle droit BAC .

Si le point A a pour déplacementﬁ(u,v, w), le point B a pour déplacement:
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ﬁ{u+a—udx v+ ax W+@dx} (1.1.4)
OX OX OX
et le point C:
— ou ov ow
DClu+—dy v+—dy W+—dy} (1.1.5)
{ oy oy oy

Ramenons le point A"au point A ce qui revient a éliminer la translation.

Figure 1.1.7. Déformation de AB et AC.

L’allongement relatif d’un vecteur initialement orienté dans la direction x est appelée, .

Il vaut par définition:

AB'
& =—0" 1.1.6
T AB (1.1.6)
En petites déformations on fait I’hypothése suivante:
g DB (1.1.7)
AB  ox
De la méme fagon on fait I’hypothése que:
g a0 _ (L.1.8)
AC oy

La variation de I’angle droit est définie par 2 ¢,
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26 =% _BAc M Y (1.1.9)

Y2 oy  ox
On peut alors définir la matrice E'(1.1.10) et démontrer assez simplement que c’est un

tenseur. E’est appelé le tenseur des déformations [18]:

g, & (1.1.10)

Avec

au 1(ou ov

EE=— | Ey==| —+—
x| Y Z(Gy axJ
ov 1(8u awj

E=— | ég=7| =+t
oy 2\ 0z OX
ow 1(8v 8w]

& =— |, = 7| =t =
oz 2\ oz oy (1.1.11)

1. 1. 4. Equation d’équilibre

o Coordonnées cylindriques
Pour déterminer les équations d’équilibre en coordonnées cylindriques, considérons un
élément infinitésimal autour du voisinage du point M de volume rd@drdz comme indiqué sur

la figure 1.1.8 [19]. Nous supposerons qu’il n’est soumis a aucune force de volume.

Hi

cwlindrigue

Figure 1.1.8. Isolement d’un élément de volume en coordonnées cylindriques.
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Les équations d’équilibre en coordonnées cylindriques s’écrivent :

aGrr _|_1 8O-r6 + ao-rz Oy —Ow

+
or r 00 0z r
00, +1 004 + 00y, + 20, -0 (1.1.12)
or r 00 0z r
ao-rz 1 ao_ﬁz a(jzz Grz
+= + +—"=%=0
or r 00 0z r

=0

o Coordonnées cartésiennes
Les équations d’équilibre dans 1’élément de volume en coordonnées cartésiennes, on

négligeant les forces du volume s’écrivent :

XX + ZX :O
OX oy oz
do,, N do,, N do,, 0 (1.1.13)
OX oy oz

oo,, Ooyz 0o,
+ + =
OX oy oz

Les equations (1.1.13) s’écrivent sous forme indicielle comme suit :
0;;=0 (1.1.14)
Lorsque 1I’on considérera les forces de volume on écrira :

o+ 1 =0 (1.1.15)

1. 1.5. Les modules élastiques

1. 1.5.1. Le module d’élasticité E
Considérons une barre d’acier doux de longueur initiale Lo et dont la section initiale Sy
est constante sur la longueur Lo. Soumettons cette barre a une sollicitation de traction en lui

appliquant a chaque extrémité un effort F [20]:
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:

o LV

Figure 1.1.9. Représentation simplifiée d’une machine d’essai de traction.

On peut enregistrer a 1’aide de comparateurs 1’allongement AL de 1’éprouvette en fonction de
I’intensité de I’effort F. AL est appelé [’allongement absolu. Pour pouvoir comparer les
caracteristiques mécaniques des matériaux, celles-ci doivent étre établies indépendamment
des sections Sy et longueurs Ly des éprouvettes.
Ainsi, on reporte sur un graphique :

*en abscisse : [’allongement relatif

AL

&y
LO

(1.1.16)

€ est sans unité puisque c’est le rapport de deux longueurs, en ordonnée : la contrainte

o est I’effort par unité de surface en N/mmz2, ou MPa.

F
o=— (1.1.17)
SO
On obtient alors la « courbe contrainte - déformation » du matériau de I’essai qui a 1’allure
suivante :
°= 5
L c D
- I e < e
%= % _____ 7 B [—IE;_L—J_E Rupm "
A‘i ‘fi atriction
ooy
o
tan'a= E Ex = _ﬂ/{ .

Figure 1.1.10. Courbe contrainte — déformation.
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Analyse de la courbe contrainte - déformation - Loi de Hooke.

o Partie OA : la déformation est proportionnelle a I’effort exercé (ou que I’allongement
relatif est proportionnel & la contrainte). Dans cette zone, si on décharge 1’éprouvette, elle
revient a sa longueur initiale. On dit que le matériau a, dans cette phase, un comportement
élastique linéaire.

Ceci se traduit par la loi de Hooke :

F_EexAb (1.1.18)
S L

ou
c=Exe (1.1.19)

E est le module d’Young, ou module d’élasticité longitudinal (EX), du matériau et caractérise
la rigidité du matériau est s’exprime en MPa.
Le point A marque la fin de la zone élastique de la courbe. La contrainte correspondante est

appelée la limite élasticité.

o Partie AD : au-dela du point A, on rentre dans le domaine des grandes deformations,
le domaine plastique, ou les allongements ne sont plus proportionnels aux efforts. A ce stade,
si on décharge 1’éprouvette, celle-Ci ne retrouve pas sa longueur initiale, on constate un
allongement résiduel, c'est-a-dire une déformation permanente.

o Entre A et B : I’éprouvette s’allonge alors que l’intensité de la charge ne varie
pratiquement pas, cette partie de la courbe est appelée « palier plastique ».

o Au-dela de B : on observe un allongement important pour une faible augmentation de
la contrainte. La courbe se reléve jusqu’a un maximum C qui correspond a la limite de

rupture o, . A ce stade, on observe une diminution de la section de la barre dans la zone ou va

se produire la rupture, c’est le phénomeéne de striction. Puis la rupture intervient (point D).

1. 1.5.2. Coefficient de Poisson « v »

Lors d’un essai de traction ou de compression sur une poutre, celle-ci subit une

déformation longitudinale &, respectivement un allongement ou un raccourcissement, mais
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aussi une déformation latérale ¢, perpendiculairement a la direction de 1’effort, respectivement

une contraction ou une dilatation [21].

X X
T Poutre avant
A " i,_l déformation
_— — == =f=- /I
I _ E[ IR A
1
e || . L L
1 ! = I ]
3 ! ; | :
| ' | 1
i ' | 1
| ' I i
I ! 1 1
- - ‘ Poutre avant - : :
Y, déformation 1
Y- —
-F -F
(as de la traction Cas de la compression
Allongement longitudinal ; AL = () Rétrécissement longitudinal ; AL <0
Contraction latérale ; Ad<0 Dilatation latérale ; Ad> 0

Figure 1.1.11. Essai de traction ou de compression.

Déformations longitudinale :
AL
&, =—

1.1.21
=L (L1.21)
et transversale :
g, = Ad (1.1.22)
do
Le coefficient de Poisson v est le rapport de ces deux déformations :
y=_fL (1.1.23)
&

X

v est compris entre 0.1 et 0.5 (0.3 pour les métaux et 0.15 pour les bétons).

1. 1.5.3. Module d’élasticité de cisaillement «G »

Pour des matériaux ayant un comportement linéaire il existe par définition une relation

linéaire entre le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations.
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Pour un matériau isotrope on peut montrer qu’il suffit de deux coefficients pour caractériser

cette loi qui s’écrit :

8X :é(O’X —V(O'y +O-Z))
1
g :E(O'y -v(o, +0'Z))
&=~ (0,-v(0,+0,))
E (1.1.24)
l+v
=g
1+v
ww = = Ty
E
1+v

E est appelée le module de Young ou module d’élasticité et v le coefficient de Poisson.

La relation entre les contraintes de cisaillement et la distorsion angulaire est souvent écrite en

utilisant le module de cisaillement G defini de la fagon suivante:

7, =2Gz, (1.1.25)
avec
G-_FE (1.1.26)
2(1+v)

1. 1.6. Les équations de I’élasticité

1. 1.6.1. La loi de Hooke
1. 1.6.1.1. Relation de Young

A partir de la définition de E’ et de v, la relation contrainte déformation s’écrit [22]:

ey 00 ]g 0 0 1 0 0
c=0 0 O=e=[0 &g 0=%o v 0 (1.1.27)
0 00 0 0 & 00 —v
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Elle s’écrit dans un repere quelconque sous la forme de /’équation de Young:
E's; =—v0,6; +(1+Vv)o; (1.1.28)
1.1.6.1.2. Relation de Lamé
S'écrit:
oy = A&y 0; +2Gg; (1.1.29)
1. 1.6.1.3. Relations entre les modules [23]
E

G= premier coefficient de Lamé=Module de Coulomb (2.1.30)
2(1+v)
vE . .. )
A=—————  deuxiéme coefficient de Lamé (1.1.31)
(1+v)(1-2v)
G(3/1+2G) e,
=~ Module d’Young ou module d’élasticité (1.1.32)
A+G
E 2 s . . :
K= =A+—G module de rigidité a la dilatation uniforme (2.1.33)
3(1—2v) 3
A - .
V=——"—— coefficient de Poisson (1.1.34)
2(1+G)

1. 1.6.2. L’équation de Lamé
L’équation de Lamé de 1’élasticité linéaire isotrope en termes de champ de déplacement et o’

est une masse volumique [24]:

dt’
2

(A+G)Rot(Rotd)+(1+2G)Al + p'X :p'iT? (1.1.35)

o

G dt?

(A+G)Grad (Divi)+GAU + p'X = p'

1
1-2v

Grad (Divi)+ Al +2-X =

o

1. 1.7. Techniques de résolution

= Choix du systéme de coordonnées
On peut résoudre les problemes d’¢lasticité dans n’importe quel systeme de
coordonnées. Mais les conditions aux limites peuvent avoir une forme plus ou moins

compliquée suivant ce choix. On est généralement guidé par la forme du corps élastique
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étudié. On choisit de préférence un systeme de coordonnées qui facilite 1’écriture des
conditions aux limites. Pour les problémes axisymétriques, on choisit toujours un systeme de

coordonnées dont 1’une des coordonnees est I’angle 6 autour de I’axe d’axisymétrie [25].

= Choix de la formulation
Dans certains problémes, on peut faire des hypothéses a priori sur la solution
recherchée. Selon que ces hypotheses portent sur les contraintes ou sur les déformations, on

choisit la formulation correspondante.

1. 1.7.1. Techniques de résolution analytique

1. 1.7.1.1. Approche en déplacement

Le processus de résolution avec 1’approche en déplacement est :
o postuler la forme du champ de déplacement ;
o Vérifier les conditions limites en déplacements ;
o Vérifier les équations dites de Lamé-Navier ;
o calculer les déformations, puis les contraintes ;
o Vérifier les conditions limites en contrainte ;
Cette approche en deplacement est utilisée pour résoudre le probléeme du cylindre sous

pression.

1. 1.7.1.2. Approche en contrainte

Le processus de résolution avec 1’approche en contrainte est:
o postuler un champ de contrainte ;
o Veérifier les conditions aux d’équilibre en volume ;
o Vérifier les conditions aux limites en contrainte ;
o Vérifier les equations dites de Beltrami-Michell ;
o calculer les déformations, puis les déplacements a partir des contraintes ;

vérifier les conditions aux limites en déplacement ;

(@]
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1. 1.7.2. Techniques de résolution numériques

Les techniques analytiques sont vite dépassees lorsque le probleme devient un peu
complexe, il faut alors recourir a des approches numériques. On distingue trois grandes

familles d’approches numériques pour la mécanique des milieux continus :

@ |es éléments finis ;
@ les différences finies ;

@ |es éléments de frontiére ;

La premiére approche a le mérite d’étre applicable quelle que soit la géométrie du milieu.
Elle est donc utilisée pour tous les problemes de mécaniques faisant intervenir des géomeétries
complexes (crash voiture, écoulement sanguin, étude vibratoire de fusee, design de puce
¢lectronique contre I’échauffement excessif, ...). Les codes industriels les plus connus sont :

Samcef (le seul européen), Abaqus, Nastran et Ansys.

La méthode des différences finies nécessite des domaines de formes simples. Elle est
particulierement utilisée en météorologie (1’atmospheére a une forme simple) et pour 1’étude

d’écoulement.

Enfin, la méthode des éléments frontieres permet la prise en compte simple d’un milieu

infini ou semi-infini (mais ce milieu doit étre linéaire).
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1. 1l. Mécanique de la rupture

Introduction

La mécanique de la rupture a pour objet I’étude des fissures macroscopiques, la
détermination des champs de contraintes et de déformations correspondants et 1’établissement
des données expérimentales permettant de déterminer la cinétique de propagation des défauts

et leur taille critique au dela de laquelle, pour une sollicitation donnée.

Les mécanismes de rupture locale sont la rupture fragile et la rupture ductile. La rupture
est caractérisée (au moins localement) par la séparation irréversible (généralement les liaisons
chimiques rompues ne se rétablissent pas par suite de la présence inévitable de polluant) d’un
milieu continu de part et d’autre d’une surface génératrice S [26]. La coupure ainsi crée est

appelée fissure figure 1.11.1.

—_—

C’est une surface de discontinuité pour le champ de déplacement. Le saut [ﬁ]z u"—u-

est le déplacement d’ouverture de la fissure.

£ I
P e =
-] o
A T

Figure 1.11.1. Fissure.

On distingue trois modes de rupture :

» Mode | : mode d’ouverture de la fissure, ou les deplacements aux levres de la fissure
sont perpendiculaires a la direction de propagation.
» Mode Il : mode de cisaillement dans le plan, ou les déplacements aux lévres de la

fissure sont paralleles a la direction de propagation.
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» Mode 111 : mode de cisaillement hors du plan, ou les deplacements aux lévres la

fissure sont paralléles au fond de la fissure, cf. figure 1. 11.2.

X
- x Mode IIT:
X .
Mode I: o glissament
. Ouverture perpendiculaire
au plan
1

Mode I
glissement
dans le plan

Figure 1.11.2. Modes de fissuration.

Lors du chargement d’une picce fissurée, on distingue deux phases [27]:

v' La phase d’ouverture pendant laquelle, la fissure immobile s’ouvre, les lévres
s’écartant sans changement géométrique de la surface S. Cette phase se poursuit
jusqu’a un chargement critique autorisant la fissure a se propager en s’agrandissant. A

ce chargement critique correspond la condition d’amorgage.

v La phase de propagation Au dela du chargement critique d’amorcage, la fissure
s’agrandit (avance) soit dans le plan tangent a S soit dans d’autres directions
(branchement), c’est la phase de propagation qui pourra étre contrdlée (propagation
dite stable) ou non (propagation dite instable conduisant a la rupture brutale ou
catastrophique).

Figure 1.11.3. Ouverture et propagation d’une fissure.

1. 11.1. Facteur d’intensité de contrainte

On les appelle facteurs d’intensité de contrainte K, K, et Kj;, respectivement en mode I,
mode Il et mode Il. L’intensité de la singularité du champ des contraintes a la pointe de la
fissure est sont proportionnelles a la discontinuité du déplacement des lévres de la fissure
[28].
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On les appelle aussi les facteurs de discontinuité des déplacements, caractérisent a la
fois la géométrie du détail et de la fissure, et la nature des sollicitations, évaluation du facteur
d’intensité de contrainte K en fonction du rayon du noyau r. K est le produit d’une contrainte

172

par la racine carrée d’une longueur [K]=[ o] [L] /% et se mesure en MPa.m*?ou Nm™/2,

Si I’on connait leurs valeurs, ils permettent de déterminer complément les champs de
contrainte ou déplacement dans la structure fissurée, considérée comme élastique
inversement, si I’on connait les expressions des composantes non nul des contraintes et des

déplacements.

En mode I, L’expression générale de K, est de la forme K, = yo</7za .

Quelques valeurs de K;

L4420 11ttt o
’ P 7
a P P
K 2a, .2

o] b ] i ""'“;"ﬁ'l
K, =1.12a+ma . Poja+x K=g|——
' K, = ' 1|J cos(zaf2b)
q' Ta Ya-=x

Figure 1.11.4. Fissure circulare de rayon a.
1. 11.2. Condition d’amorc¢age

La fissure progresse si I'énergie nécessaire pour faire avancer la fissure [pour rompre les
liaisons atomiques, pour créer de la surface libre (tension superficielle)] est inférieure a
I'énergie élastique de relaxation (I'avancement de la fissure libére de la matiere qui se détend).
Cela correspond en fait a un facteur d'intensité de contrainte critique K. appelé ténacité dont

Iunité de mesure est MPa.m™? [29].

Le critére de rupture, condition d’amorcage de la propagation de la fissure en mode

d’ouverture s’écrit alors sous la forme simple: K = K.
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1. 111. Rappel des transferts de chaleur

Introduction

La thermodynamique permet de prévoir la quantité totale d’énergie qu’un systéme doit
échanger avec I’extérieur pour passer d’un état d’équilibre a un autre. La thermique se
propose de décrire quantitativement (dans I’espace et dans le temps) 1’évolution des grandeurs
caractéristiques du systéme, en particulier la température, entre 1’état d’équilibre initial et

I’¢état d’équilibre final.

1. 111.1. Définitions

1. 111.1.1. Champ de température

Les transferts d’énergie sont déterminés a partir de 1’évolution dans 1’espace et dans le
temps de la température [30]:

T=f(x,y, z, 1) (1.111.1)

La valeur instantanée de la température en tout point de 1’espace est un scalaire appelé champ

de température. Nous distinguerons deux cas :

» champ de température indépendant du temps: le régime est dit permanent ou
stationnaire.
» evolution du champ de température avec le temps : le régime est dit variable ou

instationnaire.

1. 111.1. 2. Gradient de température

Si ’on réunit tous les points de 1’espace qui ont la méme température, on obtient une
surface dit surface isotherme. La variation de température par unité de longueur est maximale
le long de la normale a la surface isotherme. Cette variation est caractérisée par le gradient de
température [31].
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Isotherme Tgq

— — aT
grad {']'1_|= n c

IR

n

Avec : vecteur unitaire de la normale

iy

dérivée de la température le long de la normale.
Figure 1 .111.1. Représentation de gradient de la température.

grad (T)=f— (1.11.2)

1. 111.1.3. Flux de chaleur

La chaleur s’écoule sous I’influence d’un gradient de température par conduction des
hautes vers les basses températures. La quantité de chaleur transmise par unité de temps et par
unité d’aire de la surface isotherme est appelée densité de flux de chaleur :

_1dQ
975

ou S est I’aire de la surface.

(1.111.3)

On appelle flux de chaleur la quantité de chaleur transmise sur la surface S par unité de
temps :

dQ

p=—"

dt

La théorie de la conduction repose sur I’hypothése de Fourier: la densité de flux est

(1.111.4)

proportionnelle au gradient de température :
q=—A'grad(T) (1.111.5)

ou sous forme algébrique figure 1. I11.2 :

¢=—/1’58—T (1.111.6)
OX
avec
¢ flux de chaleur transmis par conduction (W)
A" conductivité thermique du milieu (W/m.K)
X Vvariation d’espace dans la direction du flux (m)
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S aire de la section de passage du flux de chaleur (m?)

L
&1

T = T. T fi|'J=—;'.S_.—
I, =1 1 ax

>

X

Figure 1. 111.2. Conduction thermique.

1. 111.2. Transfert de chaleur par conduction
1. 111.2.1. L’équation de la chaleur
Dans sa forme monodimensionnelle, elle décrit le transfert de chaleur unidirectionnel au

travers d’un mur plan figure 1.111.3.

‘ ......

N et

| —» > L»e

[
lI i i - i .,
u X X +dax £

Figure 1.111.3. Transfert de chaleur unidimensionnel au travail d’un mur plan.

Considérons un systeme d’épaisseur dx dans la direction x et de section d’aire S normalement

a la direction Ox. Le bilan d’énergie sur ce systéme s’écrit :

¢x+¢g :¢x+dx+¢st (1“'7)
a:
oT
=—| A'S— 1.111.8
P ( ax j ( )
¢, = qSdx (L.111.9)
avec q densité volumique d’énergie générée (W/m)
C chaleur massique (J/Kg. K)
p" masse volumique (kg/m?)
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Proox = —(/I'S %) (1.111.10)
X+dx
%Vzpc&m%% (1.111.11)

En reportant dans le bilan d’énergie et en divisant par dx nous obtenons :

%[/1;‘2—1}%(%%}%[4‘2—1}6=pc% (L111.12)
Cette équation peut se simplifier dans un certain nombre de cas :
a) Si le milieu est isotrope :

A=A =2 (1.111.13)
b) S’il n’y a pas de génération d’énergie a I’intérieur du systéme :

q=0 (L111.14)

c) Si le milieu est homogéne, A" n’est fonction que de T ;

Les hypothéses a)+b+c) permettent d’écrire :

2 2 2 ' 2 2 2
A 612'+8'I2'+812' +(Ub (QJ + a +(£J =pC£ (1.111.15)
ox: oy° oz dT [\ ox oy 0z ot

d) Si de plusA’est constant (écart modéré de température), nous obtenons 1’équation de

Poisson :

av’T _ T (1.111.16)
ot

’

Le rapport a = est appelé la diffusivité thermique.

e) En régime permanent, nous obtenons I’équation de Laplace
VT =0 (1.111.17)

Par ailleurs, les hypothéses a),c), et d) permettent d’écrire :

@ équation de la chaleur en coordonnées cylindriques :

T 1T 18T T g 14T

LI NI S L 1.111.18
o> ror r2o0° oz° A aadt ( )
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Dans le cas d’un probléme a symétrie cylindrique ou la température ne dépend que de r et de

t, I’équation (1.111.18) peut s’écrire sous forme simplifiée :

li(ra_T]+ﬂ:1@_T (1.111.19)
ror\ or A a ot
Conclusion

Ce chapitre est consacré a des brefs rappels sur I'élasticité linéaire et les transferts de

chaleur dans le but de bien définir le cadre de I'étude de ce travail.

On s'intéresse a I'état d'équilibre statique d'une couche élastique déformable ou la
déformation est due non seulement aux conditions mécaniques mais également aux élévations

de la température. C’est le phénoméne de la thermoélasticité.

La résolution d’un probléme de la thermoélasticité ne différe d’un probléme d’élasticité
que par la loi de comportement (le champ de température T est supposée connu). Ainsi, toutes

les équations définissant un probléme d’élasticité linéaire isotrope sont & résoudre.

On peut aussi considérer le probleme de déformation thermoélastique comme un
probléme d’élasticité classique avec un chargement d’origine thermique supplémentaire qui

s’exprime par un vecteur contrainte supplémentaire.

La thermoélasticité linéaire est caractérisee par deux constantes de Lamé : A et G
(module de cisaillement), le module d’¢élasticité E, le coefficient de Poisson v ainsi que par

le coefficient de dilatation thermique a.
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2. |. Fonction de Bessel

Introduction

Le laplacien de u noté par V?uapparait souvent dans de nombreuse équation aux dérivées
partielles dans les domaines de la physique et de la technique. Le choix d’un systeme de
coordonnées qui dépend de la nature du probléeme envisagé peut étre important dans la
recherche de la solution.

Les problemes des valeurs aux limites d’écrivent en termes d’équations aux dérivees
partielles peuvent étre résolus par de nombreuse méethodes. Parmi ces méthodes, on utilise les

conditions aux limites la méthode de la fonction de Bessel [32].
2. 1.1. L’équation différentielle de Bessel

Les fonctions de Bessel s’introduisent comme solutions de 1’équation différentielle s’écrit
[33]:

2

2 32 y2 + z%ﬂzz —n?)y =0, n est une constante réelle (2.1.1)
z z

qui est appelée equation différentielle de Bessel.

z

En cherchant une solution de la forme :

y(z)=2"+cz™+.c,2"P +... (2.1.2)
il apparait que 1’équation déterminante s’écrit :

F(r)=r(r-1)+r-n*=r>-n*=0 (2.1.3)
elle admet lesracines : r, =+n, r,=-n

Divers cas peuvent se présenter :

2.1.1.1.1. Supposons n non entier

Il existe manifestement deux solutions de la forme :
V. (2)=2"+c ™ 4, 7P+ (2.1.4)

En portant (2.1.4) dans (2.1.1), on obtient :
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z [in(in 1) """ +¢ (xn+1)(2n) 2" +c (xn+ p-1) 27" + ]

+z[4_rnzi“*1 +¢ (Fn+1) 2" +...+c (xn+ p)zi”*”...]

+(z2 — nz)[zi” +C, 2"+ +c 7 +] =0 (2.1.5)
il en résulte :
c,1£2n)=0 (2.1.6)
et la relation entre coefficients,
cp[(in+ p)>-n® ]=p(px2n)c, =, , (2.1.7)
deux situations peuvent se présenter.
a.2n est non entier
L’équation (2.1.1) admet les deux solutions :
2 4 2p ]
Yo(2)=2"|1-5 Z + . +.(-1)° = : +... (2.1.8)
221(n+1)  2°21(n+)(n+2) 22 pi(n+)(n+2).(n+p) |
2 4 2p ]
Yo (2)=7"1+ . +— : +ot : +... (2.1.9)
2°1(n-1) 2°2(n-1)(n-2) 2 p(n-H(n-2).(n-p)
b. 2n est un entier
L’¢équation (2.1.1) admet les deux solutions :
|4 4 n 2’ (2.1.10)
Z)= 2)=2"|1-————+..+(- +... 1.
Y.n(2) yzk;l( ) (n+1)(n+2) (=) 2P pl(n+1)(n+2)...(n+p)
2601 2 2p (2.1.12)
yon(z)=2z 2 1—Z—+...+(—1)p z +...
221![%+1j 22p p!(¥+1)...(¥+ D)
2. 1.1.1.2. Supposons n entier ou nul
Si n est un entier positif ou nul, il existe manifestement une solution de la forme :
Yo (2)=2"+Cz"™ +Cz" +..+C 2"P +... (2.1.12)

Correspondant a la plus grande des racines, r,=+n, de 1’équation déterminante ; elle s’écrit :

2P

n ZZ p YA
Wa(2)=2 [1_m+'“+(_1) 2P +1)(n+2)..(n+ p)+“1 (21.13)
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Il résulte de cette discussion que 1’équation de Bessel admet les deux solutions particuliéres:

] 7’ ) z2°P

y..(2)=1 [1—m+(—1) 22"p!(n+1)...(n+p)+"} (2.1.14)
" 7° z2°

y.(2)=2 {1+m+"'+22pp!(n—l)...(n—p)+"} (2.1.15)

ou les développements convergent pour tout z, mais il est a noter que la seconde, y., (z) ne

convient pas pour n entier positif. Envisageons la solution (2.1.14), et multiplions la par le

coeff|C|ent2—) ,T(n) étant la fonction eulérienne de seconde espéce ; nous obtenons la

"T(n+1

fonction :

1 (zY'| 1 (zY 1 (2.1.16)
2T (n+1) y*“(z)’(zj [F(n+1) [2) I+ p+1)+'}

dite fonction de Bessel de premiére espece d’ordre n, que 1’on représente par la notation

Jn(X) ; ainsi
» 2p
=( )Z ( j v (2.1.17)
r pIT(n+p+1)
or;
(_1)p (ZJnJr?_p
- 2
)= ——— oI | (2.1.18)
< pIC(n+p+1)
Si n=0, devient:
A z°
Jo(2)= 1—? ﬁ—m+ (2.1.19)

La figure 2.1.1 représente le graphe de Jo(x) et de J1(x).
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1-0
i
A
=N
o4 ‘ff{. \‘i “Ia\ JoflJ _
TN y A RN
T N[/ NI
0 1 zh a3 @ 8/ |8 A7 |8 \J8 |w
i N 1/ \J
A4
.l NS T

Figure 2.1.1. Graphe de Jo(X) et de J1(X).

Si n est un demi entier impair, Jy(x) peut étre exprimé sous la forme de termes en sinus et

cosinus.

Soit maintenant la solution (2.1.15), en la multipliant par ; on obtient :

2l (o) 3 |

Cette fonction est la fonction de Bessel de premiere espece d’ordre (-n) :

1,(2)= (%) :0(—1)p GJZP m (2.1.21)

r(1-n)

2P 1

NN

Notons que cette solution se déduit (2.1.17) en remplacant n en (—n), mais que pour n
entier positif, nous n’avons pu l’obtenir en tant que solution de 1’équation de Bessel
développée en série de puissances de z.

Ceci peut d’ailleurs se justifier en remarquant que pour n entier positif, les fonctions J,(z)

et J.n(2) et ne sont pas indépendantes ; d’une facon plus précise on a, dans cette hypothése,

I, (2)=(-1)"3,(2) (2.1.22)
ainsi que nous allons 1’établir.
Soit :
2Y'&, (2 1
J == -1) | = ———mm 2.1.23
+(2) [2) pz_;)( )(Zj pIC(p—n+1) ( )

ENP Page 34



Chapitre 2. Rappels mathématiques Etude théorique

avec n entier positif.

Nous avons pour p < n-1

J_n(z):(éjn i(g,}% (2.1.24)

p=n

Posons p-n =k entier positif, nous obtenons :

1,(2)= Gj g(gwk ﬁi:u) (2.1.25)

(2] ()
= (Ej é(ij KIT(n+k+1) (2.1.26)

La figure 2.1.2 représente le graphe de Jo (X) et yo (X). Notons que ces fonctions comme toutes
les fonctions y;, (X) ou n>0, ne sont pas bornées en x=0.
Si n est un demi entier impair, y,(x) peut étre exprimé en termes de fonctions

trigonométriques.

0 Jo(‘)
.8
A\
6 X‘__ Yo(x)
LN K
o \ «
A 4 Pa\
\ / / I\ )
5] T 2\ |2 4\ 6|7 [6 7 |8 \l®_ [0
\ / |
| —\ N
/
|

Figure 2.1.2. Graphe de Jo () et yo (X).

2. 1.2. Formule de récurrence pour les fonctions de Bessel de premiére espece
Nous allons établir la relation :
d

E[ZMJM(Z)] =7""J (2) (2.1.27)
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De I’expression générale de J,+1(2), on tire :

0 2n+2+2p
nig =S (<1)° : 2.1.28
VA n+1(z) ;( ) 2n+1+2p p!(n+ p+2) ( )
et il en résulte :
d ) © 2(n+ p+1)22n+l+2p
— z"J = ks 2.1.29
dz [Z “*1(Z)J ;( ) 2" pl(n+ p+2) ( )
o0 b Z2n+1+2p
= -1 2.1.30
;( ) 2n+2p p!(n+ p+1) ( )
De la méme maniére, on établit la relation :
d -n -n
E[z 3,(2)|=-2"3,.(2) (2.1.31)

2. 1.3. Les fonctions de Bessel dont ’indice différe d’un entier de i%

1 . . .
Posons n= piE, ou p est un entier, nous allons montrer que les fonctions de Bessel

dont I’indice est de cette forme se relient aux fonctions trigonométriques.

Considérons la fonction:

A o 27°°
JW(Z)Z(E) :0(—1) m (2'32)

p

soit :

Jy, = /i sinz (2.1.33)
7z

Envisageons maintenant la fonction J_,,,(z) :

zl’le,z(z):%(z“ZJl,z(z)) (2.1.34)

:ii\/zsinzj:\/zcosz (2.1.35)
dz{ '~ Va
Z\ECOSZ (2.1.36)
T
ainsi :

I, (2)= /% CoS (2.1.37)
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2. 1.4. Développements asymptotiques des fonctions de Bessel

Les développements en série qui ont été donnés pour représenter les fonctions de Bessel
de premiere espéce Jn(z), ne permettent pas de connaitre facilement 1’allure de ces fonctions
pour les grandes valeurs de la variable et la méme remarque vaut pour les fonctions de Bessel

de seconde espece y, (2).

Signalons que ’on a pu donner des expressions asymptotiques de ces fonctions pour les

grandes valeursde z;ona:

2 4

Jn(Z)z,/E cos(z—-(2n+1)7) (2.1.38)
2 . T

yn(Z)m/E sinz—(2n+1)7) (2.1.39)

Revenons a I’expression générale des fonctions de Bessel de premiéere espece :

HOSE jz ( jm (2..40)

En utilisant des propriétés classiques de la fonctionI" nous allons montrer que I’on peut

transformer la série représente J,(z) en une intégrale.

n o p 2p %
Ej 3 [ cos? (0)sin" (0)do (2.1.41)

g
7 E o)

(D)=
: F(n+2

Par applications répétées de la formuleI'(z+1) = zI'(z), en définitive :

Jn(z)—m(giwicos“(e)sin“(e)de (2.1.42)

Envisageons maintenant la fonction:

cos(zcos(@)):i(—l)pM (2.1.43)

(2p)!
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ou la série qui intervient est uniformément convergente par rapport a € quelle que soit sa

valeur. Nous pouvons poser:

P _2p 2p )]
z°P cos’? (8)sin*" (0) (2.1.44)

sin®" (0)cos(zcos(6)) = i (=)

et la série qui figure au membre de droite est également uniformément convergente par

rapport aé. Dans ces conditions, il vient

:[sinz"(e)cos(zcos(e))zg %:{cos“(@)sinz”(a)da (2.1.45)
J. (2 2 [z nZcos zcos(6))sin®" (0)do (2.1.46)
) m(m;)(zj Jeos(zeos(0))sin (o)
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2. 11. Transformation de Hankel

2. 11.1. Geénéralité

Cette transformation s’obtient de la transformation de Fourier bidimensionnelle suivante
[34] :

1
2r

O'T_

.[ .[ g(x, y)e " dxdy (2.11.1)

dans l’inverse est :

o0 00

g(xy)== [ [G(o.7)e' ™V dodz (2.11.2)

—00 —00

Par passage aux coordonnées polaires :

X =1rC0S¢p . dx=-rsinpdgp ot o = pcosé . do=—psinfdo
y=rsing dy =rcosede 7= psing dzr = pcosfdo

Les expressions précédentes (2.11.1) et (2.11.2), s’écrivent sous cette forme :

£ 2z
G.(p,0) =$Irdrj 9. (r, @)™ )dg (2.11.3)
0 0
alors que:
1 K 2 irpcos(gp—
0.(rp) = | pdp [ G. (00" "do (2.11.4)
0 0

A) Supposons maintenant que :

g.(r,p)=e"g(r) (2.11.5)
Posons dans la relation (2.11.3), p— 0 = % +1, en tenant compte en suite de la

représentation intégrale de :

J,(2) :i [ertznormage (2.11.6)

-7
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Jn(z):izfcos(ne—zsine)de (2.11.7)

on trouve :
G,(p,0) = %I rdrznff g(r)e e Mgt (2.11.8)
:e_in[%gTrdrg(r)\Jn(rp)dr (2.11.9)
G, (p) = [ra(n3, (rp)dr (2.11.10)
Si: G, (p) :G*(p,H)ein(9+Z] (2.11.11)

B) la relation (2.11.3), s écrit alors comme suit -

o0

9(r) =[G, (p)odp

0 0

ZJ? ei (n(¢767%))+rpcos((pﬂ9)

do (2.11.12)

Effectuons ensuite le méme changement de variable précédent, on aura:
9(r) = [ PG, (P, (rp)dp (2.11.13)
0

2. 11.2. Définition

On appelle transformée de Hankel d’ordre n de la fonction g(r), la fonction Gn(p) donnée

par :

0

Gn(p)zjrg(r)Jn(rp)dr (2.11.14)

0

la fonction g(r) s’obtient de G, (p) a I’aide de la transformée inverse donnée par :

g(r):TpGn(p)Jn(rp)dp (2.11.15)

2. 11.3. Les transformées de Hankel d’ordre n de ;

a)g'(r)
0o (r)+ 1T g(r)
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Rappelons tout d’abord quelques formules de la fonction J;,:

0 n
a‘]n(rp):p‘]n—l(rp)_?‘]n(rp)

3,(rp)=L3,4(rp)+3,.(rp)]

(n2 —ZZ)Jn (z)= z%[z\]r’] (2)]

Par suit on trouve :

a) transformée de g'(r)

Calculons par I’intégrale par partie 1’intégrale suivante :

o0

I ={rg(r)J, (

0

soit :
U=rJ,(rp)=dU=—(n-1)J,(rp)+rpd (rp)

dv =g'(r)=V =g(r)

I :(n—l)]gg(r)Jn (rp)dr—pzrg(r)Jn_l(rp)dr

0

or,

0

g(r)d,(rp) dl’—— Irg (o dr+_[rg

0

ot—38

Finalement la transformée d’ordre n de g'(r) est :
g'(r)= ; (n-1)G,.1(p)=(n+1)G,1(p) ]

b) Transformée de

g'(r) n?
r

g"(r)+ 790

Calculons par I’intégrale par partie I’intégrale suivante :

n+1(rp)dr

(2.11.16)

(2.11.17)

(2.11.18)

(2.11.19)

(2.11.20)

(2.11.21)

(2.11.22)

(2.11.23)

(2.11.24)
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rJn(rp)A%[rJn(rp)]

g”(r) —> g'(r)
ce qui donne en suite :

0 o0

J‘r{g"(r)Jr%g'(r)}]n (rp)dr :—pjrg’(r)\]; (rp)dr (2.11.25)

0 0

a I’aide d’une I’intégrale par partie on trouve, la derniere expression s’écrit comme suit :

00 d ,
I :p.([g(r)E[ern(rp)]dr (2.11.26)
On utilisant la propriété (ii) on trouve:

o q ' - (nz_rzpz)
I :pgg(r)m[rp\]n(rp)]dr:!;g(r)f\]n(rp)dr (2.11.27)

' 2
Finalement la transformée de g"(r)+ @ - :—2 g(r)est:

o0

2

Ir[g”(r) +@—n— @J(r)}ln (rp)dr=—p°G,(p) (2.11.28)

2
0 r

Conclusion

Dans le cas général on aura, grace a des transformations mathématiques, a résoudre
suffisamment de systemes des équations différentielles correspondants a la loi de
comportement d’élasticité. Dans la présente d’étude, la méthode de la transformation de
Hankel a été choisie pour la résolution des équations aux dérivées partielles du systéeme

d’équilibre thermoélastique en coordonnées cylindriques.
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Chapitre 3. Formulation et résolution des equations de la thermoélasticité
Résultats numeriques et discussion

Introduction

On dit qu’un probléme est axisymétrique si la forme du corps élastique admet une
symeétrique autour de 1’axe vertical et si le chargement et les conditions aux limites sont aussi de

symeétrique.

Dans ce cas, la solution est axisymétrique. Si 1’on utilise un systeme de coordonnees

cylindriques ou sphérique autour de I’axe de symétrie axiale, les dérivees des fonctions suivant

I’angle polaire 6 sont nulles. On est donc ramené a un probléme a deux variables(r,z). Pour

résoudre ce type de problemes, on peut utiliser la formulation en contraintes ou la formulation en

déplacements.

Si, a partir d’une température uniforme d’intensité Ty, une variation de température T —T, est

envisagée il y a lieu de tenir compte de la dilatation et de la variation des paramétres d’¢élasticité.
En effet le module d’¢lasticité diminue lorsque la température augmente alors que le coefficient

de Poisson augmente légérement.

La dilatation, pouvant étre souvent considérée comme isotrope, est caractérisée par le
coefficient de dilatation a. Elle joue de maniére identique sur les trois composantes de

déformations. I suffit donc d’ajouter (T —T,)a ces déformations qui deviennent des

déformations thermoélastiques :

g = 14-?1/0_“ —éakkéij +als; (3.1)

On peut également I’exprimer:

E a 6o, (3.2)

o = ﬂgkkdij +ZGgij - (1—21/) i
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3.1. Formulation des équations de la thermoélasticité

3.1.1. Description du probleme

On considere une couche élastique infinie, homogene, isotrope et d’épaisseur 2h contenant
une fissure sous forme circulaire de rayon R subissant un champ thermique uniforme T, La
fissure est supposée libre de charges alors que les frontieres de la couche sont délimitées par
deux supports lisses et rigides qui sont considérés comme des isolants thermiques, cf. figure 3.1.

z
9é> /Supports rigides et lisses
s, AT,

Couche | élastique

T
1h g—)

e T

A\ 4
—

Figure 3.1. Couche élastique contenant une fissure circulaire soumise a un champ

thermique interne. Les frontiéres du milieu sont délimitées par deux supports rigides et lisses.

3.1.2. Conditions aux limites du probleme

Le probleme présente une symétrie par rapport au plan médian, nous pouvons donc limiter
notre étude a la demi-couche supérieure.
Les conditions aux limites élastiques du probléeme de déformation de la couche supérieure

peuvent étre décrites par les équations suivantes :

(oz)z:(,:O’ 0<r<R (3.3)
(w,),, =0, R<r<oo (3.4)
(7),,=0, 0<r<ow (3.5)
(w) =0, 0<r<w (3.6)
(7)., =0, 0<r<w (3.7)
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Les conditions aux limites thermiques imposées sont données :

En: z=0
t=To, r<R (38)

A o, rsR (3.9)
oz

En: z=h

A0, 0<r<co (3.10)

0z

3.1.3. Systeme d’équilibre thermoélastique du probleme

Les notations u et w correspondent aux composantes radiale et verticale du vecteur
déplacement. Le coefficient de Poisson, le module de cisaillement et le coefficient de dilatation

thermique linéaire du milieu élastique sont notés par v, G et a, respectivement.

Pour établir le systéme d’équilibre du probleme mécanique, on utilise les trois systémes

d’équations suivants [35] :

» I'équation de la loi de comportement

o, = Ay 6 +2Gs; — =y a6, (3.11)
» [’équation de cinématique (I’équation de Navier)
1
& = E(Ui'j +uj,i) (3.12)

» [’équation d’équilibre
0;; =0 (3.13)

En injectant la loi de comportement et les équations de déformations dans les équations
d’équilibres, on calcule la divergence du tenseur des contraintes.

On a successivement :

oy = A&, 0 +2Ge; — a5 (3.14)

1-2v
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= M, 5 +G(u; +uj,i)—l_2V ads, (3.15)

O | =/1(Uk,k5ij )'j +Gu; ; +Guy 1o abo; (3.16)
E

=Au; ; +6u; ; +GU; ;- a05; (3.17)

1-2v

Dans le membre de droite de cette derniére relation, le premier terme en facteur de A n’est autre

que le gradient de la divergence (comme le dernier en facture de G). Le second terme en
fonction de G est le Laplace vectoriel.

Onadonc:

dive = (1+G) grad (divu) + GAT - E2 85, (3.18)

—ZV

En tenant compte du fait que :

At = grad (divd) — rotrotd (3.19)
on obtient 1’équation de Navier :

— E
(1+2G)grad (dlvU)—GrotU—1 5 a0, =0 (3.20)
—2v

Ce sont les équations en déplacements auxquelles il faut ajouter les conditions aux limites (sur
ces déplacements ou sur les contraintes).

1 1 1 1 1 a o
(MZG){U‘”Jrru'r_rzu}(msG)rzV'9+(/1+G)[rv’9+w”j+6(r2u"”+u'“)_ EE& (3.21)

1 1 1 1 1 ot
(/1+G)F(uﬂ€+V\I'ZZ)+(/1+3G)r—2uﬂ+(/1+2G)r—2vﬂg+G(vyn+Fvyr—r—2v+vﬂj: Eﬁ@ (3.22)
(/1+G)(uﬂ +%u]Z +%V,9rJ+(/1+2G)W,ZZ +G(W’” +%wr +ri2vvﬂgj =E 1_a2V% (3.23)
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Dans un milieu tridimensionnel (u,,0,u,) le systtme des équations d’équilibre dans le cas

axisymeétrique devient :

2
(1+2G) a”+a—“—i +(a+G) W gl _g_a (3.24)
r ror r? ozor o°z 1-2v or
2
(ﬂ+G)[ ou +1a“j+(;t 2G) fo| W tow) g @ O (3.25)
oroz r oz o’r ror 1-2v oz

En divisant les deux équations (3.24) et (3.25) par (l + G) on aura:

o’u 16u u o%u ow ot
2(1— _ 1—-2 =2(1 —_— 3.26
( V)[Gzr * r or r2}+( v) 0%z +aréz ( +V)aar (3:26)
2 2
(1-2v )[a w1l 6)""}Lz(l— ow, 9 (—a“ +Ej:2(1+v)a—at (3.27)
r or or oz\or r oz

Posons y =3-4v.

Finalement le systéeme des équations d’équilibre thermoélastique s’écrit :

oy 1lou u o%u o*w ot
1+ +-———= |+ (-1+y)—+2 =4(1+ — 3.28
( Z)[arz r or rz} ( 0z° oroz ( V)a (3.28)

o'w 10w o'w | o°u  au
-1 —+=—|+(1 2 — |=4(1 —
( +Z){ +r r}r( )t {azaerraz} (+V)a8r

(3.29)

Le champ de température t, a I'état stationnaire et en I'absence de sources thermiques, Vvérifie
I'équation de Laplace:

2 2
ot la, ot (3.30)
or’ ror oz’
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Par la loi de Hooke, les composants o, et 1, du tenseur des contraintes associées avec le champ

de déplacement sont donnés:

c,= 26 (l—v)a—wﬂ/(a—quE —(1+v)at (3.31)
1-2v 0z or r
et
Tr =GF—U+@} (3.32)
oz or

La transformation intégrale de Hankel d'ordre n [34] est définie comme:

o0

Ho{f(4)} = [AF(4)3,(ar)dA (3.33)

0

J. (g)est la fonction de Bessel de premiere espéce d'ordre n. Nous utilisons la transformation de

Hankel d'ordre 0 et 1 sur les équations (3.28) et (3.29), respectivement [36].

Notons I’intégrale par

[ru(r.z)3,(ar)da=U(2,2) (3.34)
On trouve :

e 2

jreuinz) U(r2); (aryda—u- (3.35)
5 0°z

0 2

I{@ u(r, z) 1 au(r,z) U (r2 Z)}Jo(ﬂr)dﬂz—ﬂzu (3.36)
0 r or r

et

o 2 2

E u(r.z) Qu(r2) |y )= aur (337)
0 ozor ozor

De méme, posons

jrw(r,z)Jl(ﬂr)dﬂ =W (4,2) (3.38)
Il vient que :

e 2

jra W(r 2)), (Ar)dA—w" (3.39)
0
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Tr%%(ﬂr)di — W’ (3.40)
et

= 62w(r z) 10u(r,z) .

{{ o }Jo(lr)dl_ YR (3.41)
Si

[rt(r.2)3,(ar)da=T(4.2) (3.42)

o

Alors on trouve :

r at(arr' 2) 3,(Ar)d A = —AT (4. 2) (3.43)
et
Tra(arz’z);io(ﬂ,r)dz:T'(z,z) (3.44)

Le systeme d'équilibre et I'équation de la conduction thermique sont alors les suivantes:

—A2 (1+ )U +(—1+ x)U" = 2AW' = —4(1+v)aAT (3.45)
2AU" =22 (14 )W +(1+ x )W" =4(1+v) aAT’ (3.46)
et

T"- AT =0 (3.47)
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3.2. Résolution du probléme de la conduction thermique
La solution d'équation (3.47) est du type:

T(Az)=A(1)e " +B(1)e” (3.48)
ou A(1)etB(a) sont des fonctions de paramétre A a étre déterminées a partir des conditions

aux limites du champ de température.

Ainsi, la température t s’écrit:

t(r,z):T [A(/l)e’*Z +Be“]]o(ir)d}t (3.49)

La condition aux limites (3.10) sera satisfaite si I'on prend:

B(A) =e*"A(1) (3.50)

En substituant B dans I'équation (3.42), on obtient :

T(A2)=A(2)[ e +e™"] (3.51)
Ce qui donne:
t(r,z) =TA(/1)[e-“ +eH g (Aryda (3.52)

La vérification des conditions aux limites mixtes conduites a des équations intégrale duales:

T C(AH(A),(ar)dA=T,, r<R (3.53)
[1c(2)3,(ar)d2=0 , r>R (3.54)
avec,
C(4)=A(4)(-1+e*") (3.55)
et
1+e7"
H(j’)_ 1+e 27h (356)
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Dans la résolution des équations duales précédentes nous allons utilisé la formule intégrale
pour les fonctions de Bessel suivante : 6. 522 (11) [37]:

0 £T2n+l(r/R) r<R
[435(2r)3 1(2R/2)J( 1](/1R/2)d/1= ar JRZ-r? ,n=0,1,2..  (357)
° 2 2 0, r>R
ou,
Z,(2)=1 l(ﬂ,R/Z)J( 1j(/m/z) (3.58)
+E - n+E

Par suite, on cherche la solution des équations intégrales duales comme suit :

0

)=>.a,J /IR/Z (lj (AR12) (3.59)

n=0 2

Les coefficients ¢ _inconnus sont a déterminer. La seconde équation (3.53) et (3.54) est
automatique satisfaite.

Utilisons ensuite la formule de Gegenbauer suivante:

i a(A)cosmg, (r=Rsin(4/2)) (3.60)

m=0
ou d,,, désigne le symbole de Kronecker (on dit aussi le delta de Kronecker) défini par :

{1, n=m
5nm=
0, n#m

X, (1) JZ(/;R]

(3.61)
En substituant I'équation (3.59) dans I'équation (3.53), nous obtenons:
> a,2(2-8,,)cosmg[ X, (4)Z, (A)H (2)d2 =1 (3.62)
n=0 n=0 0
et
o
a =—" 3.63
7T, (3.63)
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Les coefficients du terme trigonométrique cosm¢ des deux du coté de I'équation (3.62) sont
égaux. Nous obtenons alors le systeme infini des équations simultanées pour déterminer les

coefficients an:

Sa, [ X, (2)Z, (A)H (2)d2 =6, m=0,1, 2... (3.64)

n=0

O ——y 8

A. Résultats numériques et discussion

Pour déterminer les coefficients inconnus a,, nous devons résoudre le systeme infini de
I'équation simultanée (3.64). A cet effet, nous évaluons les intégrales de I'équation (3.46).
Mettons le coefficient Anm, de (3.64) sur la ligne de m-éme et la colonne n-éme dans la matrice

des coefficients de I'équation (3.64). Ainsi:
Aw = [ X0 (4)Z, (A)H (4)dA (3.65)
0
Amn peut étre décomposé:
2y
A = | Xp(A)Z, (A)H (A)d A+ A, (3.66)
0

ou A est suffisamment grande valeur et A’ est représenté par:
A= [ Xn(A)Z,(A)H (2)d2 (3.67)
%o

L’équation (3.66) est calculée comme suit: la premiere intégrale du c6té droit est évaluée

numériquement par la régle de Simpson avec A, =1500alors que dans la seconde intégrale on

remplace la fonction par son expression asymptotique en tenant compte de 1’équivalent a 1’ infini

de fonction de Bessel (voir I’annexe 4.1.1).

Par l'introduction des fonctions de sinus et cosinus si (x), ci (x) respectivement, la formule

approximative est obtenue :
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S =y 8

—4
X (/I)Zn (’Ud;t - °R2 {

sin 4,R
o

—Rci(4,R)-

ou, si (x) est la fonction sinus intégrale:

et, ci (x) est la fonction cosinus intégrale:

si(x)= I

sint

2

—dt

cost

ci(x)= j—dt

(-1)" {1—c0;02/%R —2Rsi (%R)}}

(3.68)

(3.69)

(3.70)

La convergence des coefficients a, est présentée dans le tableau 3.1. Méme si la convergence

an devient lente lorsque la valeur d’épaisseur de la couche augmente, il a été vérifié que 15

termes de la série sont suffisants pour obtenir le résultat souhaité.

an

n h=0.7 h=1 h=1.5

00 -0.09537735538508 -0.13095350740930 -0.18702738092335

01 -0.01120797505087 -0.00754325220464 -0.00410428034129
02 0.00039135231665 0.00025154849404 0.00009034475220
03 0.00001114957278 -0.00000446057624 -0.00000166908656
04 -0.00000240950535 -0.00000006691904 0.00000012285625
05 0.00000025474438 0.00000019540556 0.00000024941455
06 0.00000032796463 0.00000042255539 0.00000058630484
07 0.00000064674032 0.00000084579790 0.00000117110344
08 0.00000121306541 0.00000158310652 0.00000219104828
09 0.00000209823576 0.00000273712513 0.00000378710884
10 0.00000345702376 0.00000450808404 0.00000623601169
11 0.00000542567392 0.00000707345112 0.00000978303360
12 0.00000821916366 0.00001071314918 0.00001481501292
13 0.00001204323894 0.00001569509606 0.00002170221591
14 0.00000727250231 0.00000947729047 0.00001310421638

Tableau 3.1. Coefficient thermique ap.
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La figure 3.2 montre la variation de la distribution radiale de la température dans le planz=0
pour différentes valeurs de h. D’apres les graphes, il est clair que la distribution de la
température a une valeur maximale a la frontiére de la fissure. Elle augmente aussi avec la

diminution de I'épaisseur de la couche élastique.

125 T T T T T T
12F g

115

[
HN

T(r,0)/TO

-

0.95

09— WWWWW””””””W”W””W””j

05 [ [ [ [ [

Figure 3.2. Distribution radiale de la température t(r.0) pour différentes valeurs de
TO

I’épaisseur de la couche h.

Conclusion

La présence d’un champ thermique uniforme le long de la fissure a tendance a faire propager le

champ thermique par conduction.
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3.3. Résolution du probléeme thermoélastique

La solution du probléme thermoélastique correspondant aux des équations (3.55) et (3.56),
s’obtient sous la forme:

U=U,+U,, W=W,+W,

Un, W, sont la solution générale de d'équations I'homogene (3.55) et (3.56) alors que Up, Wp
sont les solutions particuliéres des équations non-homogeénes (voir I’annexe 4.1.2). Elles sont

données par ;

U,(4.2)= [CO (/1)+Cl(;t)(z —%ﬂe‘“ {Cz (2)+C, (/1)(2 +%ﬂe“ (3.71)
W, (4,2)=[(Cy(4)+C,(4)2) [ ~[(C, (2)+Cy(4)2) e (3.72)
et

U,(4,2)=0 (3.73)
W, (4,2) :—2(1+v)%[A(/1)e”“ ~B(4)e* ] (3.74)

La solution finale des équations d'équilibre thermoélastique (3.55) et (3.56) sont alors du type:
U(4,2) = [co (2) +C1(/1)(z —%H g —[CZ (2) +C3(/1)(z +%ﬂe“ (3.75)
W(4,2)= [CO (1) +C,(1)z —% A(/’t)}e” {cz(z) +C,(A)z +% B(A)}e“ (3.76)

ol @, =2(1+v)a. Les fonctions inconnuesC,(1),C,(4), C,(4) et C,(4) doivent étre

déterminées a partir des conditions aux limites mixtes (3.4), (3.5), (3.7) et (3.50).

Remarquons que:

4C,(2) [1— v(1+h)+(-1+v)e*" ] + aoA(/I)(—e“‘ e )
22(—e"+e ")

Cy(4)= (3.77)
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C,(2)=C,(2)e™" (3.78)

_ —4C, (/1)(1—‘/ +/1h)e/1h +|:4C3 (2)(1—1/)—050A(/1)] e~/ +050A(/1)e_3/1h
= Zﬂ(eﬁh_e%h)

(3.79)

En substituant ces fonctions dans I'équation (3.75) et (3.76), en tenant compte de I'équation
(3.48), la solution de I'équation (3.55) et (3.56) devient :

m{—zp—zwz(z—2h)]ez<z+h>+[ZCS(ﬂ)(l_ZVMZ)WOA(ﬂ)]ewh)

U(4,2)=
~aA(4)] € e N |4 [2C, (2) (- 2v + A(-2+ 20)) + apA(4) Je
+2C, (A)[-1+2v+2z]}  (3.80)

1

W(i,z)zm

{2C3(i)[(—2+2v+/1(z_gh))ez(zm) +(2_2V+lz)e—/1(z—3h):|

+[2C,(A)(2-2v - Az)+ a,A(2) | + aOA(/l)[—ei(z’%) + e*W*“)}

+[2C,(2)(-2+2v+ A(-2+2n))—a,A(2) [e ] (3.81)

Appliquons ensuite la transformée de Hankel d'ordre 0 a I'équation (3.31) et de l'ordre de 1 a

(3.32) et posons :
5(/1,2)=T/10(r,z)J0(/1r)d/1 (3.82)
;(i,z):Tﬂr(r,z)Jl(M)di (3.83)

0

La transformé de contrainte normale et cisaillement a été donnée en terme de U, W et T par les

expressions:

2G
—-2v

o(4,2)= : [(A-v)W'+vAU —(1+v)aT | (3.84)
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7(4,2)=G(U'-AW) (3.85)

Les trois équations (3.80), (3.51) et (3.48) donnent alors :

o(42)= 26

2 +elh){2[c3 (ﬂ)[1+ﬂ(z - 2h)(_%+vj_ aoi(/i)ﬂewh) _%PCS (ﬂ)(_%wj

(—(—1+ A(z-2h))e* ™ + (<14 Az)e** ™ + (1+ Az)e ) +a,A(1) ((—eﬂ(z‘ah) + e‘l(“h))

PV (_elh Lo )(e—/lh _g2h )}} (3.86)
et

i (2260, (1) ~(z=20)e (e e ) (z-2m)e |} (38)

Les transformées inverses de Hankel sont :

0

a(r,z)=£zc_;(/1,z)Jo(zr)dz

(3.88)

0

w(r,z)= [ AW (2,2)3,(Ar)dA (3.89)

La fonction inconnue C, (1) peut étre déterminée par la substitution o, etw, dans les conditions

aux limites mixtes (3.3) et (3.4), ce qui donne les équations intégrales duales suivantes :

(02222-0 =0:>I/1p(/1)¢(/1).]0(/1r)d1: £(r), r<R (3.90)
(W), o = [o(29,(4r)d2 =0, r>R (3.91)
g
avec
(1) e (3.92)
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o A(2)

p(Ar)=2C,(A)(-1+v)(1-e"")- > (1-e*") (3.93)
et
f(r)=2¢, (1_V)IzA(z)(1_em)L(ﬁ)v)_(_1+2V)1(1_em) L(Ndi  (3.94)

Les équations intégrales duales sont généralement transformées a des équations intégrales
de Fredholm. Dans cette étude, une technique différente est utilisée. Le déplacement sur la

surface de la fissure est exprimé en série de fonctions Tchebychev par :

(WZ )2:0 =

S s (%) 0<r<R (3.95)
n=0

oufn(n=0,1,2..)sont des coefficients inconnus et U,+2(r/R) représente la fonction de
Tchebychev de seconde espece.

Introduisons maintenant une nouvelle fonction.
Si nous écrivons:

F(2)=2[Z,(2)-Z,a(4)] (3.96)

de la relation intégrale (3.57) nous constatons que:

iU (Lj r>R
F.(2)J,(Ar)da={zRr "\ R)’ (3.97)
0, r<R

O t—38

Par I"utilisation de I'¢quation (3.97), nous constatons que I'inversion de I'équation de Hankel de
(3.91) et (3.95) donne:

#(2)=> A.F.(2) (3.98)

En substituant I'équation (3.98) dans I'équation (3.90) et en utilisant la formule de Gegenbauer,

on obtient:
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(24 cos(mp) 3 [ (1 (1)X, (£)02= £ (1) @)

m=0

Remarquons l'apparition des coefficients cos(m¢) dans les des deux cotés de I'équation

(3.99). En prenant la différence entre le m-ieme et les équations (m+2)-eme dans l'équation
(3.99),

i )c08(M)D” Bu [ AP(A)F, (A)] X (2) = X, Jd2 =1(r) (3.100)

m=0 0 0

on obtient le systeme infini d'équations algébriques suivant pour obtenir le coefficient By:

S B.Bun = A(A) (3.101)
avec
B = [ P(A)F, (A, (2)d2 (3.102)
© o )Z (l) (ezzh_e—zﬂh +4ﬂh) (1—6_2%)

q(2)=2a,T, (-1+v)[ Y3, - 1+e4”“)(1 T e e Jo(Ar)d  (3.103)

Y, (4)=A[X,(2)-X,.,(4)], m=0, 1, 2... (3.104)

Si la valeur de A est suffisamment grande, les limites des deux fonctions p (A) et AF, (1) sont les

suivantes:

NOES! (3.105)

et

AF () > -2 oo iR (3.106)
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Par conséquent, la contrainte normale (JZ) sur la surfacel < r <oode la fissure pour peut étre

z=0

exprimée comme suit:

:o 0
+2a,T, (~1+v i T P(A) 1 Jo(Ar)dA. (3.107)
e 4(-1+v) (1—2v)(—1+ e“h)
car0<r <o, lacontrainte (o,)  sur lasurface plane est donné par:
\ (-1 R (1+/1h)e”“ +Ah—1)
(O-Z )z:h :(O-Z) ZZO .l. 3/'Lh 2e +e ) Fn (//ll)‘]o(/lr)dﬂo

ragTy (- 1+V)Za j( Az,(4) {(1—e”“)((1+zbh)euh +ah-1)

1+e?)(—e™ +e ") (—1+v)(1-e*")

(1_ g2/ 4 o _

—3Ah)
_ = Jo(Ar)dA. (3.108)

La contrainte (O-z) L, 0N 0<r<ow s’obtient:

=

(—1+ v)

(G:)z:h/Z - (GZ )z:hlz T =

o5, 2 L(A)] e % AZ,(4)

Z ,([ 3/1h 28 +e/1h)Fn (ﬂ)JO(;Lr)dﬂO+a0 1+V nz_(;a"_(‘)-(_l+e2/1h)(_e&h+elh)
( . )[L(;L)]+e et e y2e2 g2 g2 35(Ar)dA. (3.100)
( )(1 e”“) (-1+2v)
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avec

3ih /1h —h
L(1) = (1+%hje +(1+3L2hje2 +(—1+3L2hJ (1 /1—;) 2 (3.110)

Le facteur d'intensité de contrainte correspondant au mode | du probléme fissuré est défini
par:

K, —JII’QJZE(F—R)(GZ)ZZO (3.111)

Remarquons aussi que la température radiale dans le plan z=0 si t’écrit sous la forme :

{(r.0)= 2a(]]:+v) T"'(’I)JO (4r)dA (3.112)
B 1+V ““TJM (My) . (“7) (3.113)

or,

R e e R Ce T O

Ce qui implique la convergence uniforme de I’intégrale. D’ou sa continuité suivant r puisque la
fonction sous le signe intégrale est continue suivantr et .
Ainsi :

lim(~r =R )t(r,0)=0 (3.115)

r-R

dou,

t(R,0)=0 (3.116)

En substituant I'équation (3.107) dans I'équation (3.111), on obtient une expression simple

comme suit:

- K, (—1+V) . 8 *
K = s = RzJﬂ_Rzﬂ” (1+n) (3.117)

n=0
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B. Résultats numeriques et discussion

Pour déterminer les coefficients Bn, nous devons évaluer les intégrales B, de I'équation

(3.102). Nous utilisons la décomposition suivante avec une valeur grande de Ao.

B =

mn

O3

[{p(2)-1} ¥, (D)F, (i)di+TYm (A)F,(2)dA+ TYm (A)F,(2)d2 (3.118)

Ensuite, la fonction p (A) peut étre évalué égal a un et Y, (A) Fy (L) peut étre asymptotiquement

calculée comme suit:

128(-1)" (1+m)(1+n)cos® AR
R A

En substituant I'expression (3.119) dans la derniére intégrale de I'équation (3.118), on obtient:

Y.(2)F,(2)—> (3.119)

“ _128(—1)”‘(1+m)(1+n)x cos’ ,R .
iYm(l)Fn(i)di— e { R +S|(220R)} (3.120)

Le premier terme du c6té droit de la relation (3.118) est intégré numériquement par la regle de
Simpson. Nous choisissons ici 1o = 1500. La convergence des coefficients B, est présentée dans
le tableau 3.3.

Nous avons choisi comme application I’acier dont les parametres sont indiqués dans le
tableau 3.2. Mé&me si la convergence des coefficients B, devient lente lorsque la valeur de la
hauteur h augmente, 15 termes de la série sont suffisants pour le calcul du facteur d'intensité de

contrainte.

Température Coefficient de dilatation thermique  Coefficient de Poisson
T(°C) (K v

100 18.8x10°° 0.29

Tableau 3.2. Paramétres thermiques et élastiques d’acier moyen.
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indiquée sur la figure 3.3 pour 0 < r <1 en fonction de h. Il est & noter que la valeur du

ﬁn

n h=0.7 h=1 h=1.5

00 -0.60332541355660 -0.88031405929416 -1.25458098292781
01 -0.03039486076910 -0.01496555449005 -0.00394391668468
02 0.00169376973158 0.00087015047446 0.00037135150038
03 0.00008186198150 0.00010317141502 0.00017168827738
04 0.00007565176845 0.00010611751204 0.00014625914763
05 0.00006482186690 0.00008377572724 0.00011573235796
06 0.00005715213315 0.00007446842430 0.00010291029969
07 0.00004733851750 0.00006165513869 0.00008519767024
08 0.00004315343895 0.00005627887173 0.00007777755626
09 0.00003638698716 0.00004747148222 0.00006560786435
10 0.00003349364641 0.00004379736415 0.00006054294901
11 0.00002839808792 0.00003720677646 0.00005144270641
12 0.00002630467649 0.00003460750682 0.00004786855564
13 0.00002248393914 0.00002972951873 0.00004114288470
14 0.00002127713367 0.00002833457680 0.00003924090363

Tableau 3.3. Coefficient thermoélastique £, pour R=1et h=0.7, 1, 1.1, 5.

La distribution radiale du déplacement normal sur le long de la surface de la fissure est

déplacement (Wz) 0devient croissante avec le I'épaisseur de la couche h.
7=
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35 [ [ [ [ [ [ [ [ [

0 [ [ [ [ I [ [ [ [
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

r

Figure 3.3. Distribution radiale de déplacement normal (WZ )Z:O.

La figure 3.4 montre la distribution radiale de la contrainte normale dans la région extérieure de
la fissure pour 1 <r. On remarque que la contrainte (aZ )Z:0 devient infinie dans le bord de la

fissure. Elle diminue avec I’augmentation de h sur tout le plan de la fissure.

x10°
35 [ [ [ [ I [ [ [ [

251~ i

05|

05 [ [ [ [ [ [ [ [ [
11 12 13 14 15 16 17 18 19 2

r

Figure 3.4. Distribution radiale de la contrainte normale(c,) .
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La variation de la distribution radiale de la contrainte normale (Uz) _ pour différentes

=

valeurs de h est indiquée sur la figure 3.5.

La distribution obtient sa valeur maximale au centre de la fissure. Le méme comportement est

remarqué pour le cas z = h/2 comme indiqué sur la figure 3.6.

x10°

h=0.7

*
z)z=h

(o

h/2

(c),

Figure 3.6. Distribution radiale de la contrainte normale(a:)z_hlz.
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Les valeurs des coefficients fpavec R =1 et h=2.5, 5, 10, sont données dans le tableau 3.4.

La variation du facteur d'intensité de contrainte en fonction de h est indiquée dans le tableau 3.5

ainsi que graphiquement sur la figure 3.7. On note, 1’augmentation de contrainte lorsque

I’épaisseur de la couche devient grande.

ﬂn

n h=2.5 h=5 h=10

00 -1.76528194837721 -2.52088383538833 -3.27703119310757
01 0.00074377851390 0.00330305010810 0.00818553859180
02 0.00074796332216 0.00249833150088 0.00544911526409
03 0.00051995628661 0.00157724440503 0.00377960010088
04 0.00043486391673 0.00139875364086 0.00270393772816
05 0.00033539840239 0.00091376450855 0.00158535347275
06 0.00029023131219 0.00075965437952 0.00065956263204
07 0.00022445700293 0.00037480752896 -0.00012260723864
08 0.00018801895268 0.00021770949828 -0.00037486408605
09 0.00013386085675 -0.00005767733543 -0.00020691342528
10 0.00010029640428 -0.00009020153565 0.00015363770223
11 0.00005535336137 -0.00014599464924 0.00014590094354
12 0.00003051649324 0.00000015313554 -0.00005817787444
13 0.00000281119695 0.00004664944757 -0.00001967543213
14 -0.00000211996167 0.00012304647446 0.00012244811206

Tableau 3.4. Coefficients thermoélastiques g, pour R=1et h=2.5, 5, 10.

0.7 1

1.5 2.5

5 10

K,

2.95x10*  4.07x10™

5.65x10™

7.88x10™

11.18x10™

14.46x10™

Tableau 3.5. Valeurs de facteur d’intensité de contrainte K, avec R=1 et h=0.7, 1, 1.5, 2.5, 5,

10.
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Figure 3.7. Valeurs du facteur d’intensité de contrainte K,” avec R=1 et h=0.7, 1, 1.5, 2.5, 5,
10.

Conclusion

Dans ce préesent travail, nous avons présenté une étude correspondante a la déformation
thermoélastique d’un milieu tridimensionnel élastique, isotrope et homogéne. Les champs de

contraintes et de déplacements sont déterminés analytiquement.

L’évolution thermoélastique du solide est alors décrite par des équations mécaniques
(équilibre, lois de comportement) et les équations thermiques en Vérifiant les conditions aux
limites du probléeme. La solution analytique est basée sur I’utilisation de la méthode de la

transformation intégrale de Hankel.

Les résultats de I’¢tude ont révélé les effets de 1’épaisseur de la couche et du rayon de la
fissure sur la distribution de la température, les déplacements, la contrainte normale et le facteur
d’intensité de contrainte. Ces résultats sont en bon accord avec ceux de la littérature [12] et
[13].
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Conclusion générale et perspective

Nous avons étudié un probléme de déformation thermoélastique d'une plaque épaisse
fissurée. La résolution basée sur une procedure analytique sur I’utilisation de la méthode de
la transformation intégrale de Hankel ont été développées et utilisées quelle que soit la valeur
de la couche.

La présence d'une fissure dans une plaque produit une concentration de la contrainte
localisée au bord du trou. La fissure est soumise & un champ thermique uniforme qui
permettre de comprendre comment les matériaux réagissent aux conditions et aux variations
de température, en plus de connaitre les propriétés thermiques d’un large éventail de

matériaux.

La solution analytique a été obtenue a I’aide des coefficients d’un systeme algébrique
infini. La convergence du systeme infini est réalisée a partir desl5 premiers termes de la

série.

Les résultats du mémoire se résument comme suit :

o La convergence des coefficients thermiques a, et thermoélastiques B, est plus rapide
lorsque 1’épaisseur de la couche est petite. Ces coefficients interviennent dans le
calcul du facteur d'intensité de contrainte.

o La convergence des coefficients thermoélastiques P, est plus rapide que celle des

coefficients thermiques a.

L’analyse des graphes obtenus est résumée comme suit:
e Ladistribution radiale de la température atteint sa valeur maximale au bord de fissure
alors que la température diminue lorsque I'épaisseur de couche diminue.
e Le déplacement normal le long de la surface de fissure devient croissant lorsque

I’épaisseur de la couche est grande.
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e La contrainte normale dans le plan z = 0 a une valeur infinie a sur la frontiére de la
fissure. Elle décroit lorsque I'épaisseur de la couche augmente.

e Ladistribution radiale de la contrainte normale dans la couche de surface pour le cas z
= h, h/2 atteint ses valeurs maximum au centre de la fissure. Elle diminue lorsque
I'épaisseur de la couche augmente.

e Le facteur d'intensité de contrainte augmente proportionnellement avec I’épaisseur de

la couche.

Perspective du travail réalisé

La méthode analytique développée dans ce mémoire peut étre appliquée pour la
résolution d’une classe intéressante des problémes de recherche. Nous envisageons d’étudier
des probléemes de déformation thermoélastique dans le cas des conditions limites doublement
mixtes. Ces problémes peuvent étre aussi traités pour le cas de matériau transversalement
isotrope.

A titre d’indication, 1’un des problémes a résoudre par la méthode utilisée et le suivant :
« Déformation thermoélastique par un poincon rigide d’une couche reposant sur un appui

ayant un orifice circulaire ».
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Annexe 1
Le module d’élasticité de cisaillement se déduit donc facilement du module d’élasticité

de traction E et du coefficient de Poisson tableau A.1.1.

matérian température module d"Young  cocfficiont
(degrd ) (GFa) de Poisson
Alliagro 20 T2 .32
d’aluminium ATT40 200 fifi (0.325
500 50 0.35
Allare de titane 20 315 (.34
Ti 4A1 4Mn 200 115 0_34
Acier XC10 20 216 JRET)
200 25 0_30
G0 170 (. 315
Fonte orise 20 1000 {0,240
Acier mmoxydable 20 196 .3
anstémtiqe 316 200 170
T 131
Aluminium (AS) 20 [ifa] (.33
Bronse 20 130 0.34
180 Gl
Plexiglass 20 2.9 0.4
Araldite 20 3 0.4
Caoutchouc 20 0, (k2 .5
verre-epoxy (s=ens long) 20 149 (.3
carbone-epoxy (=ens long) 20 B7.6 (.32
Béton 20 a0 0,2
Gramit 20 fill 027
Pin svlvestre (sens long) 20 17 (.45
Pin svlvestre (sens trans.) 20 1

Tableau A.1.1. Caractéristiques d’élasticité des matériaux usuels.
On trouvera dans le tableau A.1.2. Les valeurs de la conductivité thermique A de certains

matériaux parmi les plus courants.

Maténau LW e Maténau LW m'eCh
Argent 419 Plétre 0,48
Cunvre ER Amiante 0,16
Aluminium 204 Coton 0,059
Acier doux 43 Liege 0,044.0.049
Acier mox 15 Laine de roche 00380041
(dace | &8 Laine de verre 00350051
Béton 14 Polystyréne expanse 0.036-0.047
Bois (fewllu-résineux) 0,124023 Folvuréthane (mousse) 00300045
Brigue terre cuite 1] Polvstyréne extrudé 0,027
Verre 0,78 Air 0,026

Tableau A.1.2. Valeurs de la conduction thermique J.
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Annexe 2

Ténacité Kc en MPa.mY2a I’ambiante tableau A.2.1.

C'éramigues MIataux Polymeéres Clomposites
AW
Metaux purs
ductiles
Arciers pour
réservolr
10D SOUS pression
Acier doux
Aoiers durs
Alliages de Ti
0 o : wafibre Werres
ClErs a teneu Polym éres
tn oY ENNE wrforcés
en carbone fhbreBore
) : Jibre Verre
silliages il g e,
p) | |
! Metaux #«Cerm etss
10 i clivables ! Eois
@ubique centrié 1 auz fibres
‘et Hex agonal Citn ent
oY oves )5 Y=Yk renforceé fibres
5 abasse
L Si3N4 [ LE Y LT
T Aal,Os
- o ABS-PE -
Az Polypropvléne
2 | + HMylen
haute densite)
Polystyréne
Bochas aivdtinile ne
11 Polycarbonate LSS
] (basse densite)
- Phibdd
wr
Q5 B Verre sodique DElEitEE
2

Tableau A.2.1. Ténacité Kc en MPa.mY? 4 ’ambiante.
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Annexe 3

Tableau A.3.1 des valeurs de Jo(x) et J1(x).

T Jolz). Jy(x).
0 ‘ +1 0 |
1 -+ 7652 -+ +4401
2 }- 2239 + 5767
2:405 0 <4 -5191
3 — 2601 + 3391
3-%32 — 4028 | 0
4 — -3971 — 0660
i) — 1770 — 3276
5520 0 — 3403
6 - 1506 - 2767
7 + 3001 — 0047
7016 4- 3001 0
8 + 1717 + 2346
8654 0 - 2715 |
9 — 0903 + -2453
|10 — -2459 + -0435
10:173 — 2497 0
11 — 1712 | — 1768
11-792 0 | — 2325
12 <+ 0477 — 2234
13 -+ 2069 — 0703
13-324 + 2184 0
14 + 1711 4+ +1334
14-931 0 4 2065

Tableau A.3.1. Les valeurs de Jo(x) et Ji(X).

Le tableau suivant donne la liste des quelques premiére racines positives de Jo(x)=0.

Les racines de valeur élevée différent, approximativement de 7=3.145....

Jo=0- Jl-o. J]‘“On J;"O- J|=o. J;——UA

2-405 3-832 5136 6-380 7-588 8771
5520 7-016 8-417 9761 | 11-065 | 12-339
8-654 | 10-173 | 11-620 | 13-015 | 14-373 | 15700
11-792 | 13-324 | 14-796 | 16-223 | 17-616 | 18-980
14-931 | 16-471 | 17-960 | 19-409 | 20-827 | 22-218

| ) | |

Tableau A.3.2. Zéros des fonctions de Bessel.

Cr o WO D =~
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Annexe 4

I. Calculs analytiques

1. Expression asymptotique de X (/1)2n (1) en tenant compte de I’équivalent a Uinfini de

fonction de Bessel.

Ona:
=32(#R7) (A4.1.1.1)
Si
T (AR/2) L /J {COS[( Fy)_”_”_ﬁﬂ (A4.1.1.2)
Donc

32 (AR/2) [ AV]{COS ((”7)‘%”’%)}

(A.4.1.1.3)
Alors on trouve :
2 .
J?(AR/2 :(—j 1+sin(AR-nzx
S (AR/2) =| —— [[1+sin( )] (A4.1.1.4)
Il vient que :
2 m .
J?(AR/2 _{—j 1+(-1) sin(4AR
L (4R[2) | o [ 1+(-1)"sin(4R) (A4.115)
D’autre part,
Z (/1) =J. .10 (ﬂ%) J ) (i%) (A.4.1.1.6)

On suit les mémes étapes que précédemment. On obtient 1’expression asymptotique de Z,

suivante :

2 .
Zn (ﬁ,) —> %SIH(ZR)
(A41.17)

La fonction X, (4)Z, (1) peut étre asymptotiquement calculée comme suit :
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X, (4)Zy (1) > — z{sin(}tR)+(;)m

(7AR)

(1cos(2/1R))]

(A4.1.1.8)

Intégration _[ Xn(24)Z,(2)dA par l'introduction des fonctions de sinus et cosinus si (x), ci (x)
%

respectivement, la formule approximative est obtenue :

[%,(2)2, (23 =—— {S‘”%R-Rci(zﬂR)-(‘l)m “O;’OUOR-sti(zAOR)}

R | 4 2
K (A4.1.1.9)
2. Résolution de systéeme d’équilibre thermoélastique du probléeme
Ny (1+ ;{)U + (—l+ ;()U "—2AW' = —4(1+ v)aﬂT (A4.1.2.1)
200" - A2 (—1+ )()W +(1+ ;()W "= 4(1+ v)aﬂT' (A4.1.2.2)

A. On cherche la solution homogéne des équations (A.4.1.2.1) et (A.4.1.2.2) en utilisant

les étapes suivantes :

En dérivant 1’équation (A.4.1.2.2), on aura :

200" = 2% (=1+ 7 )W'+(1+ x)W" =0 (A4.1.2.3)

La dérivée seconde de I’équation (A.4.1.2.2) donne :

o (7). = (s "+ (1+ "=
22 N A [(—1%) (-1 Z)}W (1+ 7)W" =0 (A4.1.2.4)

On obtient la dérivée de I’équation (A.4.1.2.4) :

o3 1+ 7) uwz{

(—1+ ;()

1+ 2) —(—1+Z)}W"+(1+ Z)W" =0 (A.4.1.2.5)

ENP Page 77



Annexe. Calculs analytiques_ Programmes numeériques

En éliminant 1’expression deU’ d’équation (A.4.1.2.2) on aura :

(1+ ;()

vy

[ 22 (L4 )W - (1+ Z)W"]m{ ~(~1+ ;()}W”+(l+ Z)WY =0 (A4.1.2.6)

(—1+ ;()
On remarque que I’équation (A.4.1.2.5) s’écrit sous la forme :
WY —21W"+1'W =0 (A.4.1.2.7)

L’équation (A.4.1.2.5) s’obtient de 1’équation caractéristique p*—21°W"+ AW =0. Cette

équation admet deux solutions doubles ainsi:
W, (4,2)=[(Co(4)+C,(2)2) [e 7 +[(C, (2)+Cs(4)2) (A.4.1.2.8)

Les dérives de la fonction W sont :

W'=(-AC,+C,-AC,z)e™* +(AC, +C, + AC,z)e" (A.4.1.2.9)
W' =(4°C,-24C, + A°C,z)e ™ +(A°C; +24C, + A°C,z)e” (A.4.1.2.10)
W" =(=2C, +34°C, = 2°C,z)e " +(4°C, +34°C, + 1°C,z)e” (A4.1.2.11)

En injectant les expressions W et W" dans (A.4.1.2.4), on trouve la valeur Uy :

U,(4.2)= {CO (/1)+C1(/1)(z —%ﬂe-ﬂ +[c:2 (2)+C, (/1)(2 +%ﬂe“ (A4.1.2.12)

(A.4.1.2.13)

C
—
b
N
SN—"

I
1
O

o
—~
N
N
_|_
ie)
—~
N
N
7N\
N
|
>R
N—
I
@D
&
+
1
o
—~
N
SN~—"
_|_
O
w
—~
N
N
7N\
N
+
I
N
| I
méa

W, (4,2)=[(C,(2)+C,(4)2) Je ™ +[(C, (4)+Cy(4)2) [e* (A.4.1.2.14)
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B. Cherchons la solution particuliére du systéme d’équilibre thermoélasticque

On suit les mémes étapes que précédemment. On obtient la solution particuliere du systéeme

d’équilibre thermoélastique Ssuivante :

U,(2,2)=0 (A.4.1.2.15)

W, (2,2)=-2(1+ v)%[A(l)e’“ ~B(4)e”] (A4.1.2.16)

Il. Programmes numériques

*Waple 12 - C\Documents and Settings)Administrateur EureauGuerrache.miws - [Server 4] ol
Fichier Edit ‘iew Insert Format Tools  ‘Window  Help

DB2BSE SR S¢ TP EE€ «=2 NI OHe & B ¢ B

| Favorites il : Unititled (1 € S R :
Math Drawing Plot Animation Hide

_ ([ C Mepletnpt ¥ ) ( Momospaced v)(2>v) [B]I U == Ml =i

P> Expression > —2%lambda”2*(1-nu) *U(z) +(1-2*nu) *Diff{U{z),z527) -lambda*Diff ~

I Uniits (ST} | (W{z),z)+alphaO*lambda*T(z): i

— B {1-2*nu) *lambda” 2 *&{z) +2* {1-nu) *Diff (W({z) ,z%2) +Llambda*Diff _

(U{z) ,z)-alphaO0*Diff(T({z),z):
P Comman Symbols

P Matric > U = z->(C0- (kappaflambda) *C1+C1*z) *exp(-lambda*z) - (C2+
=1L (kappa,"lamhda) *CI+C3*z) Yexp(lambdatz) :

LS I _> W = z->{C0- (alphaﬁflamhda} *A+C1*z) Yexp (-lambda*z) +{C2+

P Greek | (alpha0/lambda) *B+C3*z) *exp(lambda*z) :

P> &rrows => T:= z->A%exp(-lambda*z) +B*exp(lambda*z) :

b Relational => kappa:=3-4*nu:

Vérification du Syst. Diff Ordinaire.
> -2%lambda”2*%{1-nu) *U{z) +{1-2*nu) *di ££(U({z) ,252) -Lambda *diff

[ Relational Round

l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l

e e e e e e e Ee e e e e e e e e

P> Megated (W(z) ;z)+alpha0*lambda*T (=) : simplify (%) ;
0 ey
[ Large Operators L
[ ]* - (1-2%nu) *Lambda"2*W(z) +2* (1-nu) *diff (W{z) ,z%2) +lambda*diff
Rrea: (U(z) ,z)-alphaO*difE(T(z) ,z) :simplify (%) ;
[ Open Face 0 @)
| [» Frakfur - (4 »
# Ready Memory: 0.43M Time: 0,045 Text Mode

f: S0 6 ”"T}L. rE.:F—*|
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> restart:

Thermoelastic Layer (Axisymmetric Case):

> =-2*lambda”2* (1-nu) *U(z)+ (1-

2*nu) *Diff (U(z) ,z$2) lambda*Diff (W(z) ,bz)+alpha[0] *1lambda*T (z) :
> -(1-2*nu) *lambda”2*W(z)+2* (1-

nu) *Diff (W(z) ,z$2)+1lambda*Diff (U(z) ,z)-alpha[0]*Diff (T (z),z):

> U := z->(CO0- (kappa/lambda) *C1+Cl*z) *exp (-lambda*z) -
(C2+ (kappa/lambda) *C3+C3*z) *exp (lambda*z) :

> W := z->(C0-(alpha[0]/lambda) *A+Cl*z) *exp (-
lambda*z)+ (C2+ (alpha[0] /lambda) *B+C3*z) *exp (lambda*z) :
> T:= z->A*exp (-lambda*z)+B*exp (lambda*z) :

> kappa:=3-4*nu:

Vérification du Syst. Diff. Ordinaire:

> -2*lambda”2* (1-nu) *U(z)+(1-2*nu) *diff (U(z) ,z$2) -
lambda*diff (W(z),z)+alpha[0] *1lambda*T (z) : simplify (%) ;
0
> -(1-2*nu) *lambda”2*W(z)+2* (1-
nu) *diff (W(z) ,z$2)+lambda*diff (U(z) ,z) -
alpha[0]*diff (T (z) ,z) :simplify (%) ;
0

Résolution du Systéme Algébrique (Penny-Shaped Crack):

> B:=A*exp (-2*lambda*h) :

> eqnl := W(h)=0:

> eqn2 := diff(U(h) ,h)-lambda*W(h)=0:

> egn3 := diff(U(z) ,z)-lambda*W(z)=0:z:=0:

> s := solve ({egnl, eqn2, egn3}, {CO0,Cl,C2}):
> assign(s):

> CO;
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_ L [8 Mooz 116 (M) czv— 8 (e

Ah
" )

2
Cc3 v

—2v (ex}’)zoc de M (e_

2 2
0 )

ocOA

2 ve o de M 2 M e Mg 4

e—zkh
0 0

Ah A

—4e™"e h(x0A+4e_}”h

oy Avet" — 83 (1)

e—khekh —Ahx Ah

2
+a4(e™) o 4—3 C3hA+8e het 3y

0

teManrto ae M

0 —4(e_7”h)2ocoAv

2
+2(M) o ae M — 16 M c3 v

+ 8exhe_}“hC3v2j/((exh—e_xh—vekh

+ e_}‘hv) e_}“hk)

A

-e hOLOA + eM’OLOA e 2

M43 14 o3y
-Ah

1
4 (-14+v)e

> C2;

% (—Ze“aOA e 2 _g Moz —16e M3y
— SeMC3v2+2veMl0¢0A 6727‘}'—2\/ efMOLOA eth

+8e M c3vi+ 16t C3v—ahe M o 4

-2Mh -Ah 2N h
(S (&

+8xhe“c3v+xhe“a0/1

—gc3ett 4 8e‘“’c3)/(x(e“—e‘“—ve“

+ e_Mv))

+2e ocOA

> C00 := simplify( CO, 'symbolic' ):C000 := simplify( COO,
'size' ) ;simplify (C000-CO) ;

C000 =+ ! ((4c3(-14v)e

2 K(—e)“the')‘h)

+e Mo A+ (<4v—4nh+4) C3— oy 4) )

2Ah

0
> C1l1 := simplify( C1l,'symbolic' ):Cl1l1l := simplify( C1l1,
'size' ) ;simplify(C111-C1);
cli1 =c3 Mt
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0

> C22 := simplify( C2,'symbolic' ):C222 := simplify( C22,
'size' ) ;simplify(C222-C2);

Cc222 = L

R Tena(( .

-4v +4) C3 —(on) e

+e M a—acst (1-v+an))

> unassign('z'):
> Ul := simplify( U(z), 'symbolic' ):U2 := simplify( Ul, 'size'
)

_1 1 _ _
v2:=~ e (((@4h—22)2—4v+2)C3
+opd)e T 403 (2v — 14 z) e M
+((2hz+2—4v) €3 + oy 4) H T
— M g g — e g g2 ((2h ) A+
—2v) " cs)
> Wl := simplify( W(z), 'symbolic' ):W2 := simplify( W1, 'size'

)

w2 .= I

1
2 e

)e—k(-h-FZ

(((4h—22)n+4v—4)cs

-3h+z)

— o4 ' +203(-2v+rz+2)e !

+ ((-4v+4—21z) C3 +aya) et (T

A(-3h+z

—e )ocOA—i-e_MthZ

Yoa A +2((-2h+2) -2

h+z

+2v) et cs)

> sigma:=(2*G)/(1-2 *nu)*[ (1-nu)*diff (W2, z)+nu*lambda*U2-
1/2*alpha[0]*T];
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22037 T —((4h—22) A+ 4v—4) C3

— oy d) e T Lo i PITI _o 03 (—2v

+hz+2) he T ozt T 4 ((—av 44

——Zkz)CB-%QOA)xelPh+zy_kexv3h+n(%A

_}\‘e—)»(h-‘rz h+z

Yo a2 T s ((m2h ) a2

+2v)aet "t csl) + % ﬁ(v (((an
(S — €

—22)h—4v+2) G +ogd)e T pocs (2v -1

+az) e M 4 (2hz 42— 4v) €3

o d—e Ty 4

A(-h+z)  A(-3h+2z)
—i—ocOA)e e 5 A

—2((-2h+2) A+ 1-2v) T cs)) —%%TD

> sigmal := simplify( sigma, 'symbolic' ):sigma2 := simplify (
sigmal, 'size' );
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ﬂ(z((—zh +2)C3 (—%
—C

o A] e—x(—h+z))

+0€0AJ MhHz) _ A (-3h+2)
—4(-14+(2h+z)1) C3 (——+v]e“”+z) +o 7
_Mh +_e—kh)j])

> sigma3 := simplify( sigmaZ2, 'symbolic' ):sigma4d := simplify (
sigma3, 'size' );

o4 =

1 1

R 2 Yy [2[(1+ (-2h+2z) 1) [

1 1 “A(-h+2z)
-— + ——o. A
5 vj C3 1 o, je )

1

1
2 _exh + e-xh

+v)e‘“'3”+z) + (4(—1+xz) (—%+vj C3

(4(xz+ 1) C3 (—%

+ocOA) M htz) _ M (3h+z) ocOA—e_MHZ) 0 4

—4(-14(-2h+2)1%) C3 (—%—i—v)e““z)—i-ocoT(

—M g e_)”h)” G]

> T:=A* (exp (-lambda*z) -exp (-2*1lambda*h)) :
> sigma4;
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|, 1
-1+2v _e}"h_l_

1 A (-h+z)
+V)C3—40L0Aje ]

— [2[(1+ (-2h+z) 1)) [—%
[§

— (4(xz+ 1) C3 (—%

1 !
2 —e“’+e

+v)e‘“‘3”+z) + (4(—1+xz) (—%JFVJ 3

o d—e Ty 4

AM(-h+z) _ A(-3h+2)
+0LOA)e e 0 0

—4(-1+ (2h+z)1) C3 (—%+Vjek(h+z)

+ay 4 (e—xz_e—zm) (—eXh-i-e_)”h)j]G)

> taul[r,z] :=G*(diff (U2, z)-lambda*W2) ;

—22) h—4v+2) C3+ o d)re H I

-3h+z A(-3h+2z)

+203ne M ' 203 (2v—1+421rz)re

+2003 M 4 (2rz+2-4v) 3

h+z)0€ A

) =M (
(X0A+7\.e 0

+0LOA)7\.6}L(_h+Z) _kek(—3h+z

—oa T 3 o ((m2h 42+ 1

1

T (4

A(h+z i
2 ekh

—2v) ke )c3) —

Y ro203(-2v

—2z)h+4v—4) C3 o d)e T

+hz+2) e PITI p ((—av+4—-222) €3

X(-h+z)_e7u(—3h+z (h+z)0LA

) -A
+0c0A)e o,4+e 0

+2((-2h+z)h—2+2v) e hFD) 03))
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> taul := simplify( tau[r,z],'symbolic' ):tau2 := simplify(
taul, 'size' );

_ 1 B -A(-h+2)
2= -————(rc ((-2h +2)e
- +e
_e—k(—3h+z)z+e?\.(—h-i-z)z_e)»(h'f‘z) (-2 h +Z))G)
> z:=0
> W2
L ! (((4nn+4av—14)c3— o a)e
2 Ah Ak 0
X(e —e )
+203 (-2v+2) &M 4 ((~4v+4) G5+ o 4) e
—e Mo are M a a2 (-20h—2+2v) o)
> W3 := C3*2*((-

1+nu) *exp (3*lambda*h) + (alpha[0] *A*1/4*1/C3) *exp (-
3*lambda*h) +exp (-lambda*h) * ( (-1+nu) —alpha[0] *A*1/C3*1/2) -
2*exp (lambda*h) * (nu-1-alpha[0] *A*1/C3*1/8) ) / (lambda* (-
exp (lambda*h) +exp (-lambda*h))) ;

W3 = Ml — [2c3[(—1+v)e3“
k(—e + )
3Nk
1 %pde “Ah 1 %4 Ah
+ 4 3 +e 1+v > 3 2e %

1 O(.OA
TR o

> simplify (W3-W2) ;

0
> sigma4;
2f(1—2am) [-L+v)czs—La 4l
1 5 2 40
-1+2v —e}”h—i-e_)”h
—%ﬁ[4c3(—%+v)e“h+(—4(
-~ +e

1 -Ah -3Ah -Ah
—7+VJC3+ocoAje —e o d—e "oy d—4(

“1—24h) €3 (—i +v) Moy (11— 2M) (M

)
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> sigma5:=simplify(sigma4) ;

o) =

— 1 2
1+2v[

+C3hk—203xhv—ia0/1]e“j

1 C3
%h(z(— + C3v

Y 2

4

+;[—2c3 (—i +v)e3“+ (—C3+2C3V
VY 2
-e +e

1 Ak 1 -3an I -an
*70(0/1]6 +7€ OLOA+7€ OLOA+2(*1

1 Ah 1 -2\ h Ah
—Zkh)C3[—?+vje —?ocOA(l—ez ) (-e
~|-C_M')]]G)

> simplify (sigmad4-sigmab) ;

0
> sigma6:=-2*C3*[ (-1+2*nu) / (exp (lambda*h) -exp (-
lambda*h) ) *exp (3*1lambda*h) + (-1/2*exp (-
3*lambda*h) *alpha[0] *A*1/C3+ (1-2*nu) *exp (-lambda*h) + (-
4*lambda*h+8*lambda*nu*h+alpha[0] *A/2*1/C3) *exp (lambda*h) -
1/2*alpha[0]*1/C3*A* (1-exp (-2*1lambda*h) ) * (exp (lambda*h) -exp (-

lambda*h)) ) / (exp (lambda*h) -~exp (-lambda*h) ) ] *G/ (-1+2*nu) ;
>

(-1+2v) " N 1 [
Ah -Ah Ah -Ah
€ — € € — €

1 07" _ “Ah _
5 o3 +(1—2v)e +[4xh+8xhv

oy A (1= 2M0) (Mot N

1
2 C3

> sigma7:= -2*[ (-C3*exp (3*lambda*h)+2*C3*exp (3*1lambda*h) *nu-
4*exp (lambda*h) *C3*h*lambda+8*exp (lambda*h) *1ambda*C3*nu*h-
exp (-3*lambda*h) *alpha[0] *A+exp (-lambda*h) *C3-2*exp (-
lambda*h) *C3*nu+exp (-lambda*h) *alpha[0] *A) / (exp (lambda*h) -
exp (-lambda*h) ) ] *G/ (-1+2*nu) ;
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Y E— 2 I (—C3e3“+zc3e3“v
_1+2V e)\h_e—lh
—4e“’cshx+87Lhe“C3v—e'3“oc0A+e'“c3

—2e M3y +e‘“oc0A)]G)

> sigma8:= -2*C3*G*[ ((-1+2*nu) *exp (3*lambda*h)+4*lambda*h* (-
1+2*nu) * (exp (lambda*h) ) ~exp (-3*1lambda*h) *alpha[0] *A*1/C3-exp (-
lambda*h) * (-1+2*nu-alpha[0] *A*1/C3) ) / (exp (lambda*h) —exp (-

lambda*h)) ]/ (-1+2*nu) ;

o8 = - I 2C3G I
-14+2v et —
-30 A
o Ae
A 0
4R (-1+2 —
+ ( + v)e 3
_m]
C3
>z:=h:
> W2,

;((-2%h-4v +4)Cc3-2C3(2+1rh-2v)e?"

(22.h)

~2C3e " (-Ah+2v-2)) /(1 (-

>W3 := C3*2*%((-

7 =Y {(—1 +2v)e

Ah —%h
( )+e( )

3Nh

—e M [—1 +2v

" (4v+21h-4)C3

))

1+nu) *exp (3*lambda*h) + (alpha[0] *A*1/4%*1/C3) *exp (-
3*lambda*h) +exp (-lambda*h) * ( (-1+nu) -alpha [0] *A*1/C3*1/2) -
2*exp (lambda*h) * (nu-1-alpha[0] *A*1/C3*1/8) )/ (lambda* (-

exp (lambda*h) +exp (-lambda*h))) ;
(=3h)

1a,Ae _ 1 0,A
W3::2C3((—1+v)e(3m+ 0 5 +el “‘)(—1”—2 C°3j
IPRC PR e /(" ey
8 C3
> simplify (W3-W2),;
1 _ _ _
S(ae e —ae MV ezyv e a arae M c3 -4 3y
(-2 h) (Ah) (A h) (Ah) (Ah) (-2 h)
+2e  ajgA+8e "C3v-8C3e —e ogA)/(A(e T —e )
>z:=h/2:
> W2,
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. 3L h+4v-4)C3 A (%hj 4C3 1 A (STMJ
2 (( +4v-4)C3-a,A)e - (v— —4je

%) _ ) L

+((-4v+4-1h)C3+a,A)e -e a,A+e a, A
31h (%) (Ah)  (=Ah)
+403(— A +v—lje J/(x(e —e ")
>W3 = C3*2*((-

1+nu) *exp (3*lambda*h) + (alpha[0] *A*1/4%*1/C3) *exp (-
3*lambda*h) +exp (-lambda*h) * ( (-1+nu) -alpha[0] *A*1/C3*1/2) -
2*exp (lambda*h) * (nu-1-alpha[0] *A*1/C3*1/8) )/ (lambda* (-

exp (lambda*h) +exp (-lambda*h))) ;
(=3h) o A
- 1
+e( M])(—1+v 0 J

_ @any 10 A€
W3.—2C3((—1+v)e R 5 &

(xh) 1 0 A (xh) (=2 h)
—2e [v—1—8 C3J]/(x(—e +e )

> simplify (W3-W2), Ah Ah
_% (4 e Mgy 2N o, A+ e(zj oy A -4 e(Zj
7)
2

c3ha—ae™

(32.h)

C3v+4e C3v

(*7) %)
v+ac3e 2 7+8c3e™_ge"™c3vie 0 A

) °

3iny  (_5th
C3-e C3hk—4C3e(2]—e( Z)OLOA
(%)
3 5 ih th 52
—3C3e[ ’ jkh—4C3e[ ’ jv+4e(2)C3v—e[2]aoA+CB e( ’ )m]
/(7» (e(xh)_e(—xh)))

+4C3e

+3 e[kzhj "

(-31h)

Ah
—4e®M 34T Ave" o A-de c3+4e( 2]ca
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Annexe 5

5.1. Programme de calculs les coefficients thermiques ap.

function [X]=Xm(c,m,x)
X=(besselj(m,x.*c/2))."2;

function [Z]=Zn(R,n,x)
Z=besselj(n+0.5,x.*R/2).*besselj(-n-0.5,x.*R/2);

%cette fonction calcule la partie infinie de l'intégrale Amn (2 éme
Y%partie)-estimation asymptotique du bessel function-

function [I]J=AmnP2f(m,Ib0,R)
I=(4/((pi*R)"2))*((sin(Ib0*R))/Ib0-R*cosint(Ib0*R)-(((-1)"*m)/2)*((1-cos(2*1b0*R))/IbO-
2*R*mfun(’'Ssi’,2*Ib0*R)));

%cette fonction calcule la partie infinie de I'intégrale Amn (2 éme
Y%partie)-estimation asymptotique du bessel function-

2 C\Documents and SettingshAdministrateurBureauti. Fadila\resol2f,m* (=&
File Edit Text Window Help

D S ® « # fr x|

N=inputi'donner n');
R=1:
h=input('dommez h'j);
N=N:
A=zerosz(N):
for i=1:N

far j=1:M

L M= S I ot e

q T=cuadgk (@ () uyfunf (x,9,1,R, k) ,0.00001,1500, 'AksTal',1.e-12, 'RelTol', 0] ;
10 A(j,i) =I-AmnP2f(j,1500,R) ;

i end

12| end

13| b=zeros(1,H):

158/ bili=1;

16| for i=2:N
17 biij=0;
18| end

20 ®x=A\b';%rezsolution du system A.x=h'

22| dispix):

| N

< BT s
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5.2. Programme de calculs les coefficients thermiques 4.

function y=ff1(x,m,n,R)
y=x.*((besselj(m,x*R/2))."2-(besselj(m+2,x*R/2))."2).*x.*(besselj(n+0.5,x.*R/2).*besselj(-
n-0.5,x.*R/2)-besselj(n+3/2,x.*R/2).*besselj(-n-3/2,x.*R/2));

function y=myfun2f(x,m,n,R,h)
y=((exp(2*x*h)-exp(-2*x*h)+4*x*h)./(exp(2*x*h)+exp(-2*x*h)-
2)).*x.*((besselj(m,x.*R/2))."2-
(besselj(m+2,x.*R/2))."2).*x.*(besselj(n+0.5,x.*R/2).*besselj(-n-0.5,x.*R/2)-
besselj(n+3/2,x.*R/2).*besselj(-n-3/2,X.*R/2));

%cette fonction calcule la partie infinie de l'intégrale Amn (2 éme
Y%partie)-estimation asymptotique du bessel function-

function [I]J=BmnP2(m,n,lb0,R)
1=((2128*(-1)"m*(m+1)*(n+1))/(pi*"2*R"3))*((1+cos(2*Ib0*R))/(2*1b0*R)+sinint(2*Ib0*R)-
pi/2);

3 C\Documents and SettingsiAdministratewrBureaulM Fadiairesol_ter_elas.m =l
File Edit Text Window Help

D & iz # fr x|

N=input|'donner n'):
H=N:
h=input|'donner h');

A=zeros(N);
for i=1:N

for j=1:M

[Il,e] = gquadek(@ix)£ELl (x,3-1,i-1,1),20,1500, '&hsTal’ ,1.e-12, 'RelTol',0);

q Iz=cuadgk (@ (x)onyEunzf(x,3-1,i-1,1,h),0,20, 'AbsTol' ,1.e-12, 'RelTal' ,0);
10 A(3,1) =I1+I2+BunPz{j-1,i-1,1500,1);
11 end
12| end
13| b=zeroz(1,N):

L e B I o e el

18 for j=1:N
16 bi{j)=BM(]);
17| end

19] x=a\b' ;%resolution du aysten A.x=h'

21| disp(x):

| Ol

fil.m I ryfun2im ‘ BrmnPzZ.m resol_ter_elas.m
[ IlF\D il

w ML O N | C.| <B@ T o
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