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Résumé : 
          Le travail présenté dans ce mémoire concerne la synthèse de commandes adaptatives 
par apprentissage itératif pour les systèmes non linéaires. On montre,  en se basant sur la 
théorie de Lyapunov,  que si pour un  système non linéaire donné, une commande adaptative 
pourra être synthétisée, il est alors possible d’étendre cette loi de commande adaptative aux 
systèmes répétitifs. Ceci est valable si certaines conditions sur la fonction de Lyapunov sont 
satisfaites. En premier lieu et sur la base  de la littérature spécialisée, nous avons présenté une 
commande pour ces systèmes où ses états sont supposées accessibles. En s’inspirant de cette 
technique, nous avons proposé une autre méthode dédiée à ces systèmes où cette fois-ci  les 
états sont supposées inaccessibles. Ceci est obtenu en combinant la commande adaptative 
avec un observateur d’état adaptative. Une seconde technique a été également développée 
pour les robots manipulateurs et validée par simulation dans le cas du robot PUMA560 
exécutant une tâche répétitive.  
 
Mots clé : commandes adaptatives par apprentissage itératif, systèmes non linéaires, 
technique de Lyapunov, commande adaptative, robots manipulateurs. 
 
Abstract  

        This work deals with the adaptive iterative learning control design for uncertain 
nonlinear systems. It is shown that, for a given nonlinear system, if a Lyapunov based 
adaptive control law is available, and the Lyapunov function satisfies certain conditions, it is 
straightforward to extend the adaptive controller to handle repetitive systems operating over a 
finite time interval. In fact, an approach which considers the states available is presented. 
Based on this technique, we propose an other method based on adaptive observer for the 
systems where the states are not available. A second technique has been developed for 
repetitive control of uncertain robot manipulator and applied by simulation in the case of the 
robot PUMA 560 executing a repetitive task. 
 
Key words: adaptive iterative learning control, nonlinear systems, Lyapunov technique, 
adaptive control, robot manipulator. 
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Introduction Générale 
 

     

 

      L'automaticien dispose à l'heure actuelle d'une palette d'outils assez large pour lui permettre 

de résoudre de façon satisfaisante la plupart des problèmes simples de commande qu'il peut être 

amené à rencontrer. Cependant, des difficultés demeurent lorsqu'il s'agit de systèmes complexes, 

dont les paramètres variant dans le  temps et qui comportent bien souvent des non linéarités. Pour 

ce type de système, une modélisation précise est difficile à obtenir et la loi de commande 

synthétisée peut conduire à un niveau de performance insuffisant.  

    Dans le cas de processus à fonctionnement répétitif, l'utilisation d'un contrôleur par 

apprentissage permet d'améliorer considérablement le niveau de performances globales car celui-

ci apprend en permanence. Il parvient à compenser efficacement l'erreur de suivi de trajectoire et 

les effets des perturbations répétitives.  

    Après plus de deux décennies de recherche intensive,  la commande par apprentissage  itérative 

(CAI) est maintenant  une  technique de commande bien établie  qui s’adapte aux  systèmes qui 

sont  répétitif par  nature. En général, l’objectif de cette technique est de générer, de  façon 

itérative, des entrées de commande conduisant à la poursuite  parfaite pendant un intervalle de 

temps fini  (voir, par exemple, Arimoto et  Miyazaki, 1984 ; Arimoto, 1996 ; Bien et Xu, 1998 ; 

Chen et Wen, 1999 ; Qu et Xu, 2002 ; Tayebi, 2004). 

            

          Dans les années 90, une nouvelle approche da la CAI, appellée  CAI adaptative, basé sur la 

théorie de Lyapunov, a été introduite pour surmonter certaines limitations de l’approche initial 

(Chien et Yao, 2004 ; French et Rogers, 2000 ; Ham, Qu et Kaloust, 1995 ; Ham, Qu et Johnson, 
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 2001 ; Moore, 1999). Cette nouvelle méthodologie de synthèse fournit des outils puissants  pour 

manipuler  les systèmes complexes qui étaient difficiles à commander en utilisant  les approches 

classiques. En fait, parmi les avantages de cette approche, on peut citer la relaxation de la 

condition de rajustement et la condition de Lipschitz et la capacité de traiter  les  systèmes avec 

degré relatif élevé. L'ajustement des  paramètres de commandes peut être exécuté en fonction des 

itérations  (Xu, 2002), en fonction du temps (French et Rogers, 2000), ou en combinant les deux 

(Qu et Xu, 2002). 

 

         Dans ce travail, nous présentons la formulation de CAI adaptative pour les systèmes non 

linéaires incertains introduite par (Tayebi et al 2007), et basé sur cette formulation nous avons  

introduit une formulation similaire mais dans notre cas les états de systèmes sont estimés par un 

observateur d’état. En fait, nous présentons une procédure  systématique pour la synthèse  de la 

CAI adaptative pour les systèmes  non linéaires incertains basés sur l’existence d'une fonction de 

Lyapunov.  La loi d'adaptation paramétrique est tout à fait générale dans le sens qu'elle dépend 

d'une certaine grandeur scalaire �  permettant de choisir le type désiré parmi les trois types 

d'adaptation discutés ci-dessous : une adaptation dans le domaine de temps  pour  � � 0, une 

adaptation dans le domaine des itérations pour  � � 1, et une combinaison des deux pour 

� � �0, 1	.  

 

Le mémoire est organisé en  quatre chapitres qui peuvent être résumé comme suit : 

 

          Le premier chapitre est dédié à la présentation de l’état de l’art  de la commande par 

apprentissage itératif, les outils de l’analyse et de la synthèse. 

 

          Le deuxième chapitre  concerne  l’étude de la commande adaptative par apprentissage 

itératif, basé sur la technique  de Lyapunov. La méthode présentée dans ce chapitre est plus 

générale que l’approche  classique, dans le sens  où elle permet de traiter une large classe de  

systèmes non linéaires en relaxant certaines conditions nécessaires à l’approche classique. 
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          Dans le troisième chapitre, nous avons étendu la méthode, traitant les systèmes à états 

accessibles,  au cas de systèmes à états  supposés inaccessibles. Ceci est obtenu  en synthétisant 

une commande avec un observateur.  

 

         Le chapitre quatrième est consacré à l’étude de la commande adaptative par apprentissage 

itératif appliquée en robotique. Dans ce chapitre, nous avons proposé une loi de commande 

adaptative par apprentissage itératif pour les robots exécutants des taches répétitives. 

L’application de cette loi au robot PUMA 560 est effectuée par simulation.  

 

         Enfin, nous terminerons par une conclusion générale englobant les perspectives et les 

investigations futures à poursuivre. 
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                                Chapitre 1 

 

Motivation et position du problème 

 
1.1.  Introduction 

          On se propose de synthétiser  une commande afin d’assurer une poursuite de la  

trajectoire de référence, dans le cas d’un système à tâche répétitive. Une caractéristique 

commune de cette classe de problèmes de commande réside dans le fait que, la tâche doit être 

exécutée sur  une période finie. Après un certain nombre d’itérations, Il faut que la trajectoire 

de référence soit suivie d’une façon parfaite, sachant que les itérations sont effectuées dans les 

mêmes conditions. 

          La plupart des méthodes de commandes existantes,  y compris la commande adaptative 

ou la commande robuste, sont inappropriées pour cette  classe de systèmes pour deux raisons. 

La première est que, ces méthodes de commandes sont caractérisées par la convergence 

asymptotique, ainsi on ne peut pas atteindre la poursuite idéale en un temps fini. La seconde 

raison, qui est la plus importante, cette classe de méthodes ne tient pas  compte des 

informations issues des exécutions précédentes. Car pour ces méthodes conventionnelles, les 

performances ne peuvent pas être améliorées en fonction de la répétition  des tâches. En effet,  

la commande par apprentissage itératif est apparue comme une alternative  afin d’améliorer les 

performances du système au cours de la répétition de la tâche. Cette commande est caractérisée 

par l’utilisation de l’information issue des cycles précédents. 

         Dans ce chapitre, nous allons donner quelques définitions et notion de base sur la 

commande à apprentissage itératif, ainsi qu’une synthèse sur l’ensemble des méthodes et 

approches rencontrées dans la littérature.  
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1.2. Définitions : 

1.2.1. Commande par apprentissage itératif en boucle ouverte 

Une loi de commande par apprentissage itératif en boucle ouverte est donnée par 

 

������� � 	������, �����, ��,       
 � 1,2,3, …                                (1.1) 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Fig. 1.1 schéma de la  CAI en boucle ouverte 

 

1.2.2. Commande par apprentissage itératif en boucle fermée 

Une loi de commande par apprentissage itérative en boucle fermée  est donnée par 

 

                      ���� � 	���, ����, ��,      
 � 1,2,3, …                                  (1.2) 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.2 schéma de la CAI en boucle fermée 
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1.3. Premières lois de la commande par apprentissage itératif 

   Les toutes premières lois d'apprentissage formant les bases  théoriques sont issues des 

travaux émanant du domaine de la robotique. A l'époque des premières publications (Arimoto 

et al, 1984), l'objectif était de résoudre un problème spécifique à cette classe de systèmes non 

linéaires. À savoir l'amélioration de la précision du suivi de trajectoires des robots 

manipulateurs. Ainsi les deux premières lois développées sont   

������� � ����� � �� �
�� �����                                          (1.3) 

������� � ����� � �������                                              (1.4) 

 

    La première loi d'apprentissage donnée par l’équation (1.3) exploite la dérivée de 

l'erreur, d'où son appellation de Type-D. Elle est à l'origine de nombreux articles, et a été 

déclinée en différentes variantes, comme les lois de type PD ou PID.  

    La deuxième loi (1.4) génère une loi de commande proportionnelle à l'erreur e(t), d'où 

son appellation de Type-P. Mais son utilisation est moins générale que la précédente car elle est 

plus restrictive sur le système.  

    Ces deux lois d'apprentissage sont simples et faciles à implémenter dans un calculateur 

dès lors que les gains �� et �� sont constants.  

 
1.4. Commande par apprentissage itératif  linéaire  pour les systèmes non linéaires : 

On considère le système dynamique  suivant : 

����� �  ������, ����, ��,       ��0� �  ��,    ���� �  	�����, ����, ��                (1.5) 

Où � � �0,  ! ��   étant la durée d’un cycle de l’exécution de la tache. ���� � "#, ���� � ",
���� � ", � vecteur des fonctions linéaires, et 	 est une fonction non linéaires. L’objectif de la 

commande par apprentissage est de synthétiser  une séquence de commande  appropriée ����� 

telle que la sortie du système ����� s’approche à la trajectoire de référence  �����, $ � � �0,  !.  
Dans le premier article en CAI  (Arimoto et al, 1984), est proposée la plus simple commande 

par apprentissage itératif, de type linéaire de premier ordre :  

                      ������� �  ����� �  ������                                             (1.6) 
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Où  �� �  �� &  ��, et � est un gain constant d’apprentissage. La commande initiale �����, � �
�0,  ! est mise à zéro ou initialisée par certain  mécanisme de commande approprié. La 

condition de convergence est déterminée par la relation  suivante : 

 

                      '����'(  )  '1 &  �	*''��'(,   '1 &  �	*' �  + , 1                        (1.7) 

Avec  '-'( �  max����,1! �2(� '-',  et  	* � �3
�* . La condition de commandabilité est que le 

gain du système    	* � �4�, 4�!. Avec choix  propre du gain d’apprentissage, la condition de 

convergence (1.7) peut être vérifiée si l’intervalle �4�, 4�! est connu a priori. 

 Il  existe deux conditions indispensables dans la CAI de type linéaire :  

1)  ������, ����, ��  et 	�����, ����, ��  satisfont les conditions de continuité globale de 

Lipchitz  par rapport à � et �.   
2) Les conditions initiales sont identiques ���0� �  ���0�.  

          Mathématiquement, il est  connu que  les conditions de continuité globale de Lipchitz 

garantissent l’existence et l’unicité de l’équation différentielle (1.5) pour n’importe quelle 

valeur initiale. Dans la théorie de la CAI, les conditions de continuité globale de Lipchitz sont 

d’une grande importance  car elles conduisent au fait que si l'entrée d’un système est finie alors 

celui-ci ne peut diverger en un temps fini.   

          La condition de l’initialisation identique de la trajectoire réelle et de la trajectoire de 

référence, constitue une hypothèse fondamentale dans le développement des lois de CAI. Cette 

condition a été critiquée par les spécialistes dans le domaine  car elle doit être vérifie, si la 

poursuite souhaitée devrait être parfaite.  

 

1.4.1. Synthèse optimale robuste :    

          La commande    56 est une  synthèse systématique optimale robuste.  Dans la synthèse 

robuste, la stabilité est favorisée au détriment des performances. Une synthèse optimale pure 

peut être sensible aux incertitudes du système, pour la CAI, nous avons besoin d’une synthèse 

optimale robuste. La tâche la plus délicate est de pouvoir  synthétiser une CAI optimale robuste 

pour les systèmes  non linéaires de la forme (1.5) Dans la plupart des développements 

théoriques des lois de commande non linéaires, il est fortement souhaité d’aboutir à une loi de 
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commande dont les coefficients de réglages  et la synthèse peuvent être déterminés d’une 

manière systématique. Ceci constitue un problème difficile à résoudre pour les systèmes non 

linéaires. La tâche est fortement liée au choix de l'indice de performance (ou la fonction de 

coût) et le type d'incertitudes du système. Ici, le but est de synthétiser  une CAI optimale 

robuste pour le système (1.5) afin de maximiser la vitesse de convergence sous une incertitude 

d'intervalle. La synthèse de la CAI peut être formulée en un problème d'optimisation min-max 

pour une solution systématique.  L'opération maximum pour maximiser l'influence de 

l'incertitude du système, et l'opération minimum doit réduire au minimum le facteur 

d’apprentissage qui détermine la vitesse de convergence. 

 
La vitesse de convergence est déterminée par la relation suivante : 

 
                      '����'( ) +'��'(                                                  (1.8) 

 

La plus lente est donnée  par   '����'( � +'��'(.  

Définissons une équation caractéristique  dans le domaine d'itération qui indique la vitesse de 

convergence  

                      7 & + � 7 & 81 &  � �3
�*8 � 0                                            (1.9) 

 
Plus + est  petit, plus la vitesse de convergence est rapide. Cependant la valeur de  + dépend du 

gain inconnu du système  
�3
�*  qui peut être non linéaire, incertain et variant dans l'intervalle 

  9 � �4�,   4�!.  Le gain d'apprentissage   � devrait être choisi  de telle manière à  rendre  + le 

plus petit en présence de l’incertitude d’intervalle.  

 
Ce problème peut être formulé mathématiquement comme le problème min-max 

  
                            : � min=�" max3>�9'1 & �	*' ,         9 � �4�,   4�!                              �1.10� 

 
Notons que l'opération min-max permet une synthèse  robuste optimale, car l'opération 

minimum réalise   une vitesse de convergence rapide en réduisant  +, et l'opération maximum 

considère le mauvais cas de la convergence d’apprentissage  par maximisation de son influence 

à partir de 	*.  
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Pour généraliser  la discussion à différents schémas de la CAI, le problème d'optimisation 

robuste, incluant (1.10) comme un cas particulier, est formulé comme suit: 

 
                            : � min=�" max3>�9'? & �	*' ,         ? � "                                         �1.11� 

 
Le facteur de convergence  de l’apprentissage  ci-dessus '? & �	*'  correspond au schéma 

d’apprentissage itératif suivant :  

 
                      ���� � ?����� � ������                                           (1.12) 

 
Où  ? est en général un facteur de pondération, qui peut être considéré aussi comme  un facteur 

d’oubli quand ? � !0, 1�. La solution de (1.11) est donnée dans la proposition suivante. 

 

Proposition (Xu et Tan, 2002) 

Quand  � � �@
AB�AC , : � min=�" max3>�9'1 & �	*' atteint son minimum pour +- donnée 

par :  

                            +- � |?| 4� & 4�
4� � 4�

                                                   �1.13� 

 
+- assure la plus rapide convergence de  la réponse de la CAI. Pour accomplir  l'apprentissage  

parfait, il est nécessaire que ? � 1.  

 

1.4.2. Analyse des performances : 

          La CAI  permet d’atteindre  la poursuite  parfaite dans un intervalle de temps  �0,  !, 
donc atteindre les performances souhaitées  dans le domaine temporel. Donc, elle peut avoir un 

autre comportement selon l'axe des itérations. Il est bien connu qu’une séquence convergente 

peut produire une réponse inacceptable.  

 

           Dans la commande classique, les performances sont évaluées en terme de temps de 

stabilisation, dépassement, réponse oscillante, etc. Dans le domaine d’itération il est nécessaire 

de mesurer les performances  d'une manière semblable. On doit évaluer un procédé d'itération 

en terme de la vitesse de convergence, erreur de poursuite maximum, et l’intervalle maximum 

de convergence monotonique. D'une manière générale, il est très difficile d'évaluer le 
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comportement d'un processus non linéaire, et il est encore plus dur pour la CAI où l’on doit 

évaluer les performances par rapport à l’axe  du temps et par rapport à celui des itérations. 

 

           Le problème de la  vitesse de convergence a été partiellement résolu en introduisant  un 

nouveau facteur  E (Xu et Tan, 2002). Celui-ci a été, à l'origine  utilisé pour évaluer 

l’algorithme des itérations  dans l’analyse numérique. Au moyen du facteur E et de la synthèse  

robuste optimale, nous pouvons quantifier la vitesse de convergence de l'apprentissage  de 

divers schémas de la CAI. Nous exposons ci-dessous les résultats liés au facteur E.   

 

          Dans un premier lieu, on se pose la question suivante : un schéma de CAI d'ordre 

supérieur peut-il l’emporter sur un CAI d’ordre inférieur? Depuis les premiers travaux 

concernant la CAI d'ordre supérieur (Bien et Huh, 1989), il était connu qu'une CAI d'ordre 

supérieur peut améliorer la vitesse d'apprentissage. Intuitivement, une CAI d'ordre supérieur, 

utilisant les informations sur la  commande précédente et sur plus d’une itération,  pourrait 

améliorer les performances de  l’apprentissage du fait que  plus d’informations sur la 

commande précédente est  utilisée. Une simple combinaison linéaire de l’information sur la 

commande précédente ne peut produire aucune nouvelle information. Le plus important, pour 

une séquence convergente de la CAI, est que les dernières itérations soient  plus précises. Une 

combinaison linéaire des itérations  moins  précises dégrade les performances. 

 

           Récemment, il a été montré qu’il n’existe pas de solution pour une  CAI du 2ieme ordre  

discuté dans (Bien et Huh, 1989). La situation n’était pas claire jusqu'à ce que le concept du 

facteur E et de la synthèse  min-max aient été proposées. La conclusion (Xu et Tan, 2002) était 

que, la vitesse de convergence de la CAI d'ordre inférieure  est toujours  plus rapide que celle 

de l’ordre supérieur en termes de la norme pondérée. 

 

          Dans un second lieu, le résultat concerne les trois algorithmes de la CAI linéaire, de 

types Sécante et de Newton. L’évaluation quantifiée  par  le facteur  E nous indique cela, en 

introduisant  un gain non-linéaire tel que la CAI de type  Sécante ou Newton, la convergence de 

l'apprentissage peut être considérablement accéléré  (Xu et Tan, 2003). 

 

           Récemment, l’influence dynamique du domaine de temps sur le processus d’itération a 

été exploité (Xu et Tan, 2002). Dans une telle circonstance, une dynamique divergente peut être 
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supprimée par la norme pondérée  avec un facteur d'atténuation  �2(� suivant l’axe du temps, si  

F est suffisamment grand. 

 

          Quelques questions se posent naturellement. La première est que le facteur F   n’est un 

paramètre du système ni un paramètre de synthèse mais, la convergence d’apprentissage en   

dépend. La seconde, que peut-il se produire si un faible F  est considéré pour la norme 

pondérée, ou en d'autres termes, quand l'influence de la dynamique n'est pas ignorée? La 

troisième, quel est l’influence maximale de la dynamique sur la convergence d'apprentissage et 

peut-on vraiment l'ignorer? La plupart des travaux sur la CAI ont terminé par la supposition 

que F est suffisamment grand. Afin de faire le lien entre  F et le comportement dynamique du 

système, quelques travaux ont été réalisés  pour quantifier F, ce qui mène à plusieurs résultats 

intéressants (Xu et Tan, 2003). 

 

          Si nous employons  '-'(  (avec F suffisamment grand)  comme norme pour mesurer 

l'apprentissage, la convergence monotonique est garantie sur l’intervalle du temps �0,  !, 
cependant, si un petit F est utilisé, la CAI peut  seulement  garantir la convergence 

monotonique sur �0,  �! G �0,  !, selon la norme  '-'(. Un  petit  F indique que l'évaluation 

des performances  du système est plus restrictive. Il est possible de calculer le minimum de 

F  exigé pour produire la convergence monotonique sur  �0,  ! évaluée par  '-'( . D'autre part, 

on peut considérer le cas extrême F H 0, qui mène à la norme suprême. On peut estimer 

l'intervalle maximum  �0,  �! sur lequel l'apprentissage converge monotoniquement selon la 

norme suprême '-'. 
 

          Etant donné la relation entre les norme '-'( et '-', et le minimum F, la limite maximum 

de d'erreur de poursuite peut être estimé par  '-' ) '-'(�(1 

 

 

1.4.3. Anciens problèmes et nouvelles solutions 

         La condition  de continuité globale de Lipchitz et la condition  de l’initialisation identique 

sont deux postulats fondamentaux qui créent la base de la CAI. Ces deux conditions limitent 

considérablement l'applicabilité de la CAI et encourent souvent des critiques. Pouvons-nous 

nous dispenser de ces deux conditions? La réponse est non pour la CAI classique. La condition  

de continuité globale de Lipchitz empêche le système de commande de diverger, et la condition  
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de l'initialisation identique assure que la convergence de l’apprentissage  peut être réaliser  à 

partir du meilleur  départ.  

 

          La CAI classique n'utilise pas la connaissance dynamique du système tel 

que ������, ����, ��, comme par exemple  le schéma de la CAI de  type linéaire (1.6). La seule 

connaissance utilisée du système est  	* � 9, indépendamment de la non-linéarité, non-affine 

et la dynamique incertaine. Elle se concentre également sur une des tâches de commande les 

plus difficiles :  la poursuite parfaite pendant l'intervalle de temps �0,  !  en utilisant seulement 

la commande de sortie statique. Ainsi, nous ne pouvons pas être plus  exigeant avec moins 

d'informations sur le système.  

 

         La seule manière de remédier à ces deux postulats est d'incorporer plus de  connaissances 

sur le système dans la synthèse  de la CAI. Comparativement, la condition  de continuité 

globale de Lipchitz est plus facile à généralisée, et la condition  de l'initialisation identique est 

liée à la répétitivité du système qui est plus fondamentale. Dans la prochaine section, nous 

démontrons comment synthétiser une CAI non linéaire en utilisant entièrement  la connaissance 

dynamique du système. 

 

1.5. Commande par apprentissage itératif non Linéaire pour  les systèmes non linéaires  

On considère le système dynamique non linéaire suivant :  

 

                      �� �  I�� �  �,   ��0� �  ��                                           (1.14) 

Avec   I � J�0,  ! 
Soit la trajectoire de référence  �����,  la loi de commande itérative non linéaire est donnée par  

 

                      ����� �  &IK������� & 
�� � ������                                     (1.15) 

 

Et la loi d’apprentissage paramétrique  non linéaire est la suivante : 

 



Chapitre 1                                                                                     Motivation et position du problème 

 

13 

 

                       IK����  �  IK�2���� � ������                                           (1.16) 

 

Pour l’analyse de la convergence de l’apprentissage, la fonction de Lyapunov suivante est 

utilisée.  

                            L� �  1
2 ��� �  1

2 M N��
1

�
�O�PO                                            �1.17� 

 

Où N� �  I &  IK�,   ��  �� �  �� &  ��. On peut prouver que  ��  tend vers zero  lorsque  


 H  ∞ 

Ce type de la CAI basé sur la technique de Lyapunov est appelé aussi commande adaptative par 

apprentissage itératif. 

 

1.5.1. Commande par apprentissage itératif Quasi optimal   

          Afin d'équilibrer  les performances de la commande par rapport à l'effort de la 

commande, la commande optimale non linéaire a été le sujet actif des travaux de recherches 

considérables pendant ces dernières décennies. Par l’application de  la programmation 

dynamique standard, la commande optimale peut être convertie en un problème de résolution 

de l'équation partielle connue sous le nom d'équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB).  

Cependant, il y a deux obstacles dans la  réalisation de la CAI optimale. Le premier est qu’il est 

difficile de trouver la commande optimale pour les systèmes non-linéaires généraux en raison 

de la difficulté de résoudre l'équation partielle non linéaire de HJB. En second lieu, la CAI par 

défaut est proposée pour manipuler les systèmes incertains. 

 

           Pour éviter le premier obstacle, une stratégie de commande sous-optimale a été 

proposée. Elle est basée sur la commande par la fonction de Lyapunov et la formule de Sontag 

(Primbs et al 1999) , qui fournit les performances sous-optimale aussi bien que la stabilité selon 

l'horizon du temps pour une large classe de systèmes dynamiques non linéaires. Concernant le 

deuxième obstacle, nous supposons que la dynamique du système peut être séparée en deux 

parties,  une partie nominale et une partie incertaine comme  suit : 

      

                      ��� � �� � I������ � ��                                              (1.18) 
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Avec �� � ����, �� est une fonction connue considérée la comme partie nominale. La loi de 

commande sous-optimale sera synthétisée sur la  base de la partie nominale du système  

 
                      ��� � �� � ��                                                         (1.19) 

 
La CAI et ainsi que le  mécanisme d'adaptation sont utilisés afin de redresser  la partie 

incertaine  I������. 

 

          Il convient de noter que  ��  peut être facilement éliminé par l’incorporation d’un terme 

 &��  dans l'entrée du système  ��. L’annulation  est néanmoins d’une manière passive tandis 

que la synthèse  optimale est d’une manière active, en utilisant  la connaissance du système ��. 

Par exemple, si  �� � S��, nous pouvons construire en conséquence un contrôleur linéaire 

optimal quadratique. De plus, dans beaucoup de systèmes pratiques la partie nominale se 

compose d’un  terme d’amortissement qui est,  soit linéaire ou non linéaire, et qui a un effet 

stabilisant, si ��   est beaucoup plus petite que I������,  l'effet de l'optimalité peut être mineur. 

En effet, si le système est prédominé par la partie incertaine, d'autres méthodes de contrôle 

telles que la commande robuste, la commande adaptative ou la CAI devraient être employées 

au lieu de la commande optimale. Par contre, si la partie nominale est dominante, l'effet de 

l'optimalité devient évident. Souvent, dans la pratique on ne sait pas laquelle des deux parties 

est dominante, ce qui veut dire qu’il n’y a aucun mal de laisser coexister la CAI et la 

commande optimale. 

          Considérons un cas particulier   �� � &��T ce qui est un amortissement non linéaire. 

L’erreur dynamique à l’itération k est donnée comme suit. 

   
                      ��� � ��� � ��T & I������ & ��                                        (1.20) 

 
          La partie nominale de l’erreur dynamique est   �U� � ��� � ��T. La fonction objective de la 

commande optimale est : 

                            : � inf*W
M �X���� � ���!P�                                              �1.21�

1

�
 

 

S’il est possible de résoudre  l’équation de HJB suivante :  

 

                            X���� & 1
4 �ZL-

Z��
�� � ZL-

Z��
�U� � 0                                         �1.22� 
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Pour trouver la valeur de la fonction  L-, la commande optimale est donnée comme suit : 

 

�- � & 1
2

ZL-
Z��

 

 
Cependant, il n'est pas facile de résoudre l'équation de HJB. Par conséquent, la formule du 

Sontag est introduite pour fournir une solution sous-optimale au système non linéaire (1.20) 

comme suit :   

 

                            �[@,� � �U� � \��U�� � X����  ]^	_ ` ZL
Z��

a                                 �1.23� 

 

Avec ]^	_�-�  est la fonction signum, et  L est une fonction arbitraire de Lyapunov (en général 

fonction de  Lyapunov de commande). On peut voir que l'idée de la commande sous-optimale, 

par la formule de Sontag, consiste à utiliser  une fonction de Lyapunov L remplaçant la valeur 

de la fonction   L- � inf*W b �X���� � ���!P�1
�  qui est difficile à résoudre à partir  de l'équation 

de HJB. Il est également important de  noter comment la partie nominale non linéaire �U� est 

incorporée dans la loi de commande sous-optimale (1.23), qui n'est pas naturellement une 

simple élimination. 

 

          La CAI quasi optimale est simplement réalisée  par une combinaison de  la commande 

sous-optimale et la CAI sous une forme additive 

   
�� � �[@,� � �c,�, �c,� � 
�� & IK�������, IK���� � IK�2���� & �����        �1.24� 

 
Où    �c,�  est la partie d’apprentissage  avec adaptation paramétrique. 

 

         Les performances dépendront du choix de la fonction de pondération X����. Un 

grand  X���� implique plus de pénalité sur l'erreur de poursuite, ce qui conduit à un compromis 

entre la vitesse de convergence et les efforts  de commande. Il offre dans la  synthèse un degré 

de liberté supplémentaire, dans un sens comme le LQR, bien que le problème de commande 

soit plus difficile (Xu et Tan, 2001).  
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1.5.2. Relaxation de la condition d’initialisation identique : 
            Maintenant, nous revenons au problème le plus difficile, pouvons-nous enlever la 

condition de l'initialisation identique ? A partir de la théorie des équations différentielles, la 

condition initiale déterminera la trajectoire de la solution d’un système dynamique non linéaire. 

Une petite variation  sur les  conditions initiales peut conduire à  une   solution complètement 

différente. Un réajustement initial parfait exige que le système de commande soit équipé d'un 

mécanisme de réajustement  précis, ce qui n’est pas toujours possible pour beaucoup de 

systèmes pratiques.     

               

         Notons que dans la CAI  classique, l'objectif de la commande est la poursuite de la sortie  

et les variables d'états ne sont pas prises en considération. Dans  la CAI non-linéaire, nous 

utilisons toutes les connaissances du système particulièrement concernant  la dynamique des 

états. Ceci ouvre une nouvelle perspective, où la condition de l’initialisation  identique est 

remplacée par une condition initiale moins restrictive (condition d’alignement). La condition  

d'alignement est simplement, l'état final de l’itération précédente devient l'état initial de 

l'itération actuelle.   

 

          Habituellement, la condition  de l'initialisation identique  implique le réajustement spatial 

et le réajustement temporel. Tandis que le réajustement du temps est naturel  pour une tâche 

finie et répétée sur une période finie. Le rajustement spatial n’est pas un travail facile. Ce qui 

rajoute une difficulté supplémentaire dans l’implémentation.  

 

          Considérons une trajectoire de référence ����� � J��0,  !, qui forme un chemin spatial 

continu. Quand avons-nous besoin du rajustement spatial ? Il est nécessaire seulement quand le 

chemin spatial de la trajectoire de référence  n'est pas complètement fermé, c.-à-d.   ���0� d
��� �. Par exemple   �� � �, � � �0, 1!. Dans une telle circonstance, une poursuite parfaite 

conduit à ��� � � ��� � d ���0�. Par conséquent, un mécanisme indépendant de la 

commande doit travailler convenablement entre les itérations consécutives afin de ramener  

l'état du système à la position initiale.  
   

           Pour n'importe quelle trajectoire fermée dans l'espace c.-à-d.  ���0� � ��� �, nous 

pouvons employer la condition d'alignement et enlever la condition de réajustement spatiale.  
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1.8. Conclusion 

           Les méthodes de la CAI offrent deux  degrés de liberté, l’un dans le domaine du temps 

et l’autre dans le domaine des itérations. Un CAI, évoluant seulement dans le domaine des 

itérations, évite la synthèse par rétroaction et les analyses de stabilité dans le domaine du 

temps. Mais la CAI résultante peut perdre la  robustesse dans le domaine du temps. En 

incorporant la rétroaction dans la CAI, l'apprentissage est plus robuste dans le domaine du 

temps, mais  il n’y a aucune garantie que les performances  dans le domaine des itérations 

soient également améliorées par cette rétroaction.  

 

            Comme d'autres méthodologies de commande, il y a aussi de nombreux problèmes 

ouverts dans le domaine de la CAI. Certains problèmes concernant les propriétés géométriques 

du système tel que le degré relatif,  la commande du système telle que l'optimalité dans le 

domaine du temps et le domaine d'itération. D’autre problèmes sont relatifs à l'implémentation, 

telle que le bruit de mesure, la saturation d’entrée, la zone morte, etc. 

 

            La CAI est un domaine de recherche relativement nouveau, et peut facilement s’intégrer 

à d’autres méthodes de commande sous la répétitivité du système comme le backstepping, 

commande optimale,  commande adaptative, etc.  

 

  

 

          

 

 

 

 



18 

 

                                              Chapitre 2 

 

Commande adaptative par 

apprentissage itératif 

 

 
2.1.  Introduction  

 

          La commande par apprentissage  itératif est maintenant  une  technique de commande 

bien adaptée aux  systèmes qui sont  répétitifs par  nature. En général, l’objectif de cette 

technique est d’utiliser les informations des cycles précédents en vue d’améliorer les 

performances du système au prochain cycle  d’exécution de la tâche.  

          La synthèse de la commande adaptative par apprentissage  itératif pour les systèmes 

non-linéaires incertains est étudiée dans ce chapitre. En effet, si une loi de commande 

adaptative basée sur la technique de Lyapunov est disponible pour le système considéré et la 

fonction de Lyapunov satisfait certaines conditions, il est alors possible d’étendre la 

commande  adaptative pour manipuler les systèmes répétitifs fonctionnant sur  un intervalle 

de temps fini. Les erreurs de poursuite initiales à chaque itération sont, soit mises à zéro soit 

prises  égales à l’erreur obtenue à la fin de l’itération précédente. Ensuite, nous appliquons  

cette technique sur une classe de systèmes commandés par la technique du backstepping. 
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2.2. Synthèses de la commande adaptative  par apprentissage itératif 

Soit le système non linéaire suivant : 

                          ������  � 	������, �����, �, ��,                                          (2.1) 

Où 

 �� 
 ��    Le vecteur des états (représente généralement la dynamique de l’erreur). �� 
 ��    Le Vecteur de  commande. � 
 ��       Le Vecteur de constantes inconnues. 

 � 
 �0, ��   Le temps.   

 � 
 ��       L’indice des itérations.  	  �   �� �  �� � ��  � �0, �� � �� : Fonction non linéaire bornée sur  �0, ��, lorsque ����� �� ����� sont bornées sur  �0, ��.  
Supposons qu’on peut synthétiser une loi de commande  sous la forme : �����   �   �������, ������, �� 

                          �������   � �������, ��                                                         (2.2) 

Et  qu’il existe une fonction définie positive de la forme :  

                                                          Φ���, � �� � !���� "  #�� ��                                            (2.3) 

Où  !et # sont deux fonctions différentiables définies positives, satisfaisant                                   Φ� ���, � �� �   $%!� " $&#�  ' ()����                                   (2.4) 

Avec )�x+� une fonction définie positive, � � �  ��� ( �  représente l’erreur d’estimation 

paramétrique,  $%! , -.-/0  	 et $&# , -1-230 � 

Supposons que �������, �� est bornée sur �0, �� pourvu que ����� soit bornée, et #�� ��  

satisfait les propriétés suivantes : 

P1) 

    

                                 45#�� ��5� � 46   '  5#�� ��5� � � �                                                �2.5� 

P2) 

                               #:� �; (  #:� �<=;  '  (Ω��>� � " 5#�� ��5� � �>�                             �2.6� 

Où  Ω��>� �  est une fonction semi définie positive, et  �>� � ���(���<= 
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Dans ce qui suit, nous utilisons la norme   @�A définie comme suit :  

 

  B����B�A C
DEF
EGHI B��J�B�KJL

M N=�             OP    Q 
 �1,∞�supMVWVLB��J�B             OP    Q � ∞ X 
 

Où la norme de � est noter B�B et � est le temps fini appartenant  à   �0, ��. On dit que � 
 @�Aquant B�B�A existe. Nous avons le résultat suivant : 

 

Théorème 1: (Tayebi (2007)) considérons le système (2.1) en boucle fermée avec la 

commande adaptative par apprentissage itératif suivante :   

                               �����   �   �������, ������, ��                        �1 ( Y��������  �   (Y������ "  Y���<=��� " �������, ��                                    (2.7) 

 

Avec  Y 
 �0,1�, ��<=��� �  0. 
Pour  Y 
 �0,1�,  on pose  ����0� �  ���<=���. Supposons que ���0� � 0 ou  ���0� � ��<=���,  Z� 
 ��,   Alors : 

 

                   P�  Pour  Y 
 �0,1�,  �����, � ����, ����� 
 @[A ,  Z� 
 �� et Z� 
 �0, ��, et         

                         \P]��[ ����� � 0 , Z� 
 �0, �� 
 

                  PP�   Pour  Y  �   1,  �����   
    @[A ,    � ����, �����   
 @6A   Z� 
 �� et 

                         Z� 
 �0, ��, et  \P]��[ ^ )����J��LM KJ � 0. De plus, avec ���0� � 0,  
                        \P]��[ ����� � 0 , Z� 
 �0, �� 
 

          

 

Preuve  

Premièrement, on démontre  �P�.  
Considérons la fonction définie positive suivante :                                                                                                                               

                          Ψ:��, � �; �  !���� "  �1 ( Y�#�� ��                                    (2.8) 
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Dans ce que suit, les notations suivantes seront utilisées : 

Ψ+���  , Ψ:�����, � ����;,              !���� , !��������,               #���� , #��� �� 

La dérivation de (2.8) par rapport au temps compte tenu de (2.1)-(2.5), est donnée comme suit                              Ψ� �  �   $%!� " �1 ( Y� 5#�5� � ���� 

                     �  $%!� " $&#� " 5#�5� � �(Y��� " Y���<=� 

                     '  ()���� " 5#�5� � �(Y��� " Y���<=� 

                    '  5#�5� � :(Y� � " Y� �<=; �  (Y 5#�5� � :� � ( � �<=;                                                 �2.9� 

Par l’utilisation de la propriété P1, et une version simplifie de l’inégalité de Yong c-à-d.  

                                 5#�5� � � �<=  '  45#�5� � 46 " 14 a� �<=a6                                    �2.10� 

Compte tenu de (2.10), l’inégalité (2.9) devient: 

           Ψ� �  '  (Y 5#�5� �  � � " Y 45#�5� � 46 " Y4 a� �<=a6                  �2.11b� 

Compte tenu de (2.5)  

            Ψ� � '  cd a� �<=a6
                                               (2.11b) 

Puisque  ��<=��� � 0 et  ��M�0� � ��<=���, il est clair que  ΨM��� est bornée. Par conséquent  �M���  et � M��� sont bornés Z� 
 �0, ��  
Maintenant, on utilise la fonction définie positive suivante :  

                                Ψe:��, � �, �; �  Ψ:��, � �; " Y I # f� ��J�g KJL
M                                �2.12� 

La différance entre Ψe� et Ψe�<=peut être évaluée comme suit :  

∆Ψe����    �    Ψe���� – Ψe�<=��� 

                   �    Ψ� ( Ψ�<= " Y I �#�L
M �J� ( #�J��<=�J��KJ                                              �2.13b� 

 



Chapitre 2                                                        Commande adaptative par apprentissage itératif  
 

22 

 

La substitution de (2.8) dans (2.13a) nous donne   

∆Ψe���� �   !���� ( !�<=��� "  �1 ( Y�:#���� (  #�<=���; 

                "    Y I �#�L
M �J� ( #�J��<=�J��KJ                                                                           �2.13j� 

 

Après l’écriture de   !���� " �1 ( Y�:#����; sous forme d’une intégrale dans (2.13b) nous 

avons trouvé 

∆Ψe���� �  (   !�<=��� (  �1 ( Y�#�<= " !��0�  " �1 ( Y�#��0�  
               "   Y I �#�L

M �J� ( #�J��<=�J��KJ " I k$%!� "  �1 ( Y� 5#�5� � �����J�lL
M KJ    �2.13c� 

   

La substitution de (2.7) dans (2.13c) donne  

∆Ψe���� �   (!�<=��� (  �1 ( Y�#�<= " !��0�  " �1 ( Y�#��0�                              

                "   Y I �#�L
M �J� ( #�J��<=�J� ( 5#�5� � �>��J��KJ " I :$%!� " $&#�;L

M KJ     �2.13d� 

          

D’après (2.6),  (2.13d) devient 

 ∆Ψe���� '   ( I ):���J�;KJ (  Y I Ω��>�L
M

L
M �KJ " !��0� (  !�<=��� 

              "   �1 ( Y��#��0� (  #�<=����                                                                         (2.13e) 

 

Du fait que   !��0� � 0  �o�  !��0� � !�<=���  et #��0� �  #�<=����, l’inégalité (2.13e) 

devient : 

                              pqe���� '  ( I ):���J�;KJ (  Y I Ω��>�r
M

r
M �KJ ' 0                        �2.14� 
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D’où, qe����  est bornée Z� 
 �� puisque   qeM��� est bornée à cause de la bornitude de  

ΨM���  sur �0, ��, ce qui implique que Ψ����  et  ^ Ω��>s�J��KJrM   sont bornées  Z� 
 ��, ce 

qui implique  ̂ a� �a6rM KJ est bornée  Z� 
 ��  puisque  # est une fonction définie positive.  

A partir de (2.11), dans le cas où !��0� � !�<=���, on a : 

I Ψ� ��J�KJ '     I Y4 a� �<=�J�a6L
M

L
M KJ 

       Ψ����     '     Ψ��0� "  I Y4 a� �<=�J�a6L
M KJ   '    Ψ�<=��� "     I Y4 a� �<=a6r

M KJ   �2.15� 

Et dans le cas où  !��0� � 0,  on a  

                        Ψ����   '   �1 ( Y�# f� ��0�g " I Y4L
M a� �<=�J�a6KJ 

                         Ψ����   '   �1 ( Y�# f� �<=���g "  I Y4r
M a� �<=�J�a6KJ                               �2.16� 

Ce qui implique que  Ψ����    est borné  Z� 
 �� et  Z� 
 �0, ��. Par conséquent  �����, � ����, ����� sont borées   Z� 
 �� et  Z� 
 �0, ��, 
A partir  de (2.14), il est facile de montre que  

Ψe���� �  ΨeM��� " t∆

�
su= Ψes���  '  ΨeM��� ( t I )��s�J��r

M
�

su= KJ ( Y t I Ω��>s�J��KJr
M

�
su= �2.17� 

 

         t I )��s�J��r
M

�
su= KJ "  Y t I Ω f�>s�J�g KJ '  r

M
�

su= ΨeM��� (  Ψe���� ' ΨeM���            �2.18� 

Puisque ΨeM���    est bornée Z� 
 ��, à partir de (2.18) on peut  conclure que 

                                 \P]L�∞ I )����J��L
M KJ � 0.                                                �2.19� 

Et dans le cas où Y y 0, 
                                lim��∞I Ω f�>��J�gL

M KJ  �  0                                             �2.20� 
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Puisque   �����, � ����, ����� 
 @[A , et  ������ 
 @[A ce qui implique   \P]L�[ ����� � 0, Z� 
 �0, ��, 
 

Maintenant,  on commence la  démonstration  de  PP�. 
Considérons la fonction définie  positive  suivant :  

                                Ψe:��, � � , �; �  !���� " I #�� ��J��KJL
M                                      �2.21� 

Sa dérivé par rapport au temps peut être évalue comme suit :            Ψe� ����   �    !����� "  #����   �    $% !� "  #���� – #�<=��� "  #�<=���               (2.22a) 

D’après (2.6), (2.22a) devient  

          Ψe� ���� '     $% !� "  (Ω��>� � " 5#:� �;5� � �>� "  #�<=���                                            �2.22j� 

La substitution de (2.7) pour Y � 1dans (2.22b) nous donne   

         Ψe� ���� �     $% !� "  $&#� (  Ω��>� � "  #�<=���                                                     (2.22c) 

D’âpres (2.4), (2.22c) devient  

                        �  (Υ ����  (  Ω��>� � " #�<=���    '   #�<=���                                       (2.22d)                                

Puisque  ��<= � 0, il est clair que  ��M �   ���M���, �� . Puisque  �M��� est bornée, il est clair 

que ��M��� est bornée. Donc, à partir de  (2.22c),  ΨeM��� est bornée Z� 
 �0, ��.  
La différence entre  Ψe���� et  Ψe�<=��� peut être évaluée comme suit :             ΔΨe����    �   Ψe���� – Ψe�<=���   �   !���� ( !�<=��� " I :#��J� (  #�<=�J�;L

M KJ    �2.23b� 

 

Après l’écriture de   !���� sous forme d’un intégrale dans (2.23a) nous avons trouvé       

ΔΨe����   �   ( !�<=��� "  !��0� "  I $% !����KJ "  I �#��J� ( #�<=�J��L
M

L
M KJ         �2.23j� 

D’après (2.4)  et  (2.6), �2.23j� devient             

ΔΨe����   '    ( I Υ:���J�;KJ (  I Ω��>�L
M

L
M �KJ (   !�<=��� "  !��0�                               �2.23�� 
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Par  l’utilisation du fait que !��0� � 0  :o�  !��0� � !�<=���;, l’inégalité (2.23c) devient  

                                ΔΨe����    '    ( I Υ:���J�;KJ (  I Ω��>�r
M

r
M �KJ  ' 0                            �2.24� 

Ce qui implique  que Ψe���� est borné  Z� 
 �� puisque  ΨeM��� est bornée  

 

Soit  

                                 ����� �   I #:� ��J�;L
M KJ                                             �2.25� 

Il est clair que, Z � 
 �0, ��,  
                                                           �����  '  �����  '  � '  ∞                                       (2.26) 

Donc 

                                                 Ψe���� �  !���� " ����� '  !���� "  �                                  (2.27) 

Ainsi 

                                Ψe�<=���  '  !�<=��� "  �                                             (2.28) 

D’une  autre façon :  

 

         ΔΨe����  �    Ψe����  (  Ψe�<=���                

                          '    ( I Υ:���J�;KJ (  Y I Ω��>�L
M

L
M �KJ " !�<=��   � "  !��0�  

                          '   !��0� (    !�<=���                                                                                   (2.29) 

 

A partir de (2.28)  et  (2.29), on conclut que 

                          Ψe����   '    !��0�  "  �                                             (2.30) 

• Cas 1 :  !��0� � !�<=��� 

Puisque Ψ���� est bornée  Z� 
 �� , il est clair que !����  est bornée Z� 
 ��. D’où, 

à partir  de (2.30) on peut conclure que Ψe���� est bornée  Z� 
 ��, et  Z� 
 �0, ��, 
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• Cas 2 :  !��0� � 0   
Il est clair que Ψe���� est bornée  Z� 
 ��, et  Z� 
 �0, ��, par conséquent,�����  
  @[A,  � ����, ����� 
  @6A  Z� 
 ��, et  Z� 
 �0, ��, 

Nous avons  aussi  

t I Υ:���J�;KJ " r
M

�
su= t I Ω��>�J��r

M
�

su= KJ   '     ΨeM���  (   Ψe����              �2.31� 

Ce qui implique    

                                 lim��[ I Υ:���J�;L
M KJ  �    0                                             �2.32� 

Et  

                                 lim��[ I Ω f�>��J�gL
M KJ  �    0                                            �2.33� 

Maintenant, on va montrer  que  lim��[ �� ���  � 0, Z� 
 �0, ��, dans le cas où ���0� � 0,  Z� 
 ��, 
Dans ce cas (2.23) devient 

ΔΨe����     '    (!�<=��� – I Υ:���J�;KJ (  I Ω��>�
L

M

L

M
�KJ  ' 0                �2.34� 

Ce qui implique  

t !s<=
�

su=
��� " t I Υ f�s�J�g KJ "

L

M

�

su=
t I Ω��>s�J��

L

M

�

su=
KJ '  ΨeM��� ( Ψe����  '  ΨeM���   �2.35� 

Puisque   Ψe���� est bornée  Z� 
 ��,  et Z� 
 �0, ��, il est clair que  limL�[ !� ��� � 0,  ce 

qui implique  que  lim��[ �� ���  � 0,   Z� 
 �0, ��, 
 

2.3. Remarques  

Remarque 1 

          La loi d’adaptation paramétrique donnée par (2.7), est un mécanisme d’adaptation 

hydride  combinant le domaine de temps avec le demain des itérations   pour  Y 
  �0, 1�.  
Dans le cas où Y � 0, la loi d’adaptation devient  une adaptation purement dans le domaine du 

temps, et dans le cas où  Y � 1 la loi d’adaptation devient une adaptation purement dans le 

domaine des itérations. Avec Y 
  �0, 1� on a garantie la bornitude de la norme infini de 
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l’erreur de poursuite  et de l’entrée de commande et aussi la convergence de la norme infini de 

l’erreur de poursuite  vers zéro. Avec Y � 1, on a  garanti  la bornitude   de la norme deux  de 

l’entrée de commande, la convergence de la norme deux de l’erreur de poursuite  vers zéro si 

la condition de l’alignement  est satisfaite, et la convergence de l’erreur de poursuite  vers 

zéro si la condition de resetting est satisfaite. Il est important de noter que dans le cas où une 

borne supérieure de paramètre  �  est connue i.e., B�B ' ��   on peut garantir la bornitude de 

la norme infini de l’entrée de commande, avec  Y � 1,  par utilisation d’un mécanisme de 

projection dans la loi d’adaptation.  

 

Remarque 2 

        Pour  Y � 1 la propriété  P1  n’a pas été utilisée pour démontrer le théorème 1, de plus  le 

vecteur des paramètres  � dans le système  (2.1)  peut être variant dans le temps. Pour Y � 0, 

les deux propriétés  P1  et  P2  n’ont  été pas utilisées  pour montrer le résultat du théorème 1.  

 

Remarque 3 

          Dans le cas où Y 
  �0, 1�  il est possible de garantir la convergence de l’estimation 

paramétrique  vers zéro quand  k  tend vers l’infini, pour � 
 �0, ��, si la loi de commande  

(2.2) garanti une  certaine forme de l’excitation persistante  (PE). Par contre, dans le cas où  Y � 1  on ne peut pas garantir  la convergence de l’erreur d’estimation paramétrique  vers 

zéro quand � tend vers l’infini Z� 
 �0, ��.  
 

Remarque 4 

          Il est bien connu dans la commande adaptative dans la majorité des cas  les paramètres 

sont déviés à cause de bruit  et  des perturbations. Ce problème peut apparaitre  dans 

l’application pratique  si Y � 0. Plusieurs techniques sont   proposées dans la littérature pour 

remédier à ce problème  (e.g. zone mort, �-modification, projection), la loi d’adaptation 

paramétrique (2.7), dans le cas où   Y 
  �0, 1� contient un terme de �-modification 
cc<= ��� ce 

que va aider à éliminer la déviation des paramètres dans une application pratique (Ioannou et 

al 1996).  
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Remarque 5 

          L’utilisation de l’adaptation purement dans le domaine des itérations   (Y � 1), est 

avantageux  pour l’application en temps réel, par ce que l’utilisation d’une intégration 

numérique  approximative pour calculer �3� est évitée.  

 

Remarque 6 

          Il est important de noter qu’avec Y � 0,  nous avons besoin d’enregistrer   seulement ������  dans la mémoire au lieu  de mémoriser ������, � 
 �0, ��. Cela contribue  

considérablement d’économiser l’espace mémoire utilisé dans les applications réelles. 

 

Remarque 7 

          Dans le cas où  Y 
  �0, 1�, � permet la dépendance de  ���(t), c.-à-d.  �:�����, ������, �;. 
Dans le cas où Y � 1, � peut également permettre la dépendance de ���(t) si nous supposons la 

loi d’adaptation suivante : ������ � ���<=��� " �:�����, ������, �; 

Avoir une solution unique ���(t)  bornée sur �0, �� si  ���<=(t) et  ����� sont bornées. 

 

2.4. Application sur une Classe de systèmes non linéaires  

On considère la classe des systèmes non linéaires de la forme suivant  

                           ���� � ���= " 	���=, … , ��� " ��r��=, … , ������� � � " 	���=, … , ��� " ��r��=, … , ���� X                                 (2.36) 

Où � 
 �� sont les états, � 
 � est la sortie mesurée, � 
 � est la commande, et � 
 �� le 

vecteur de paramètres inconnus. ����=, … , ��� 
 ��  sont des fonctions non linéaires. On 

désire faire suivre la sortie  � � �= , le signal de référence  ��, où ���=�, … , �����sont supposées 

connues et uniformément bornées. 

 

2.4.1. Conception de la commande par la technique du backstepping  

En se basant  sur la procédure du backstepping, on définit 

                                        �= � � ( ��                                                                                  (2.37) 

                           �s � �s ( ���s<=� ( �s<=,    � � 2, … , �                                       (2.38)   
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Etape 1. L’équation de l’erreur de poursuite �= obtenue à partir de (2.37) est donnée sous la 
forme suivante :  

          ��= � �� ( ���  
               �  �6 " 	=��=� " �=r��=�� ( ��� 

               �  �6 ( ��� " 	=��=� " �=r��=��� ( �=r��=��                                                        (2.39) 

Par substitution de (2.53) pour � � 2 dans (3.39) on trouve  

                             ��= � �6 " �= " 	=��=� " �=r��=��� ( �=r��=��                                  �2.40� 

Si on choisit  la fonction stabilisante sous la forme suivante :  

                             �= � (�=�= ( 	=��=� ( �=r��=���                                          �2.41� 

Alors, l’équation (2.40) devient sous la forme suivant : 

                             ��= � �6 ( �=�= ( �=r��=��                                              (2.42)                                    

Le terme (�=r��=��   détermine la première fonction de réglage  

                             J= � Γ�=�=                                                         (2.43) 

    Etape 2. À partir de (2.38) pour � � 2 

          ��6 �   ��6 ( ���6� ( 5�=5�� ���=� ( 5�=5�� ��� ( 5�=5�= ��= 

               �   �� " �6 " 	6��=, �6� " �6r��=, �6��� ( 5�=5�� ���=� ( 5�=5�� ���  
               ( 5�=5�= :�6 " 	=��=� " �=r��=���; ( ��6r��=, �6� ( �=r��=� 5�=5�=� �                         �2.44� 

Si on choisit la fonction stabilisante sous la forme suivante :   

�6 � (�6�6 ( �= ( 	6��=, �6� ( k�6r��=, �6� ( 5�=5�= �=r��=�l �� " 5�=5�= :�6 " 	=��=�;
" 5�=5�� ���=� " 5�=5�� J6 
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Alors, l’équation (2.44) devient sous la forme suivante : 

         ��6 � �� ( �6�6 ( �= ( ��6r��=, �6� ( �=r��=� 5�=5�=� �                               �2.45� 

Le terme (��6r��=, �6� " �=r��=� ����/���   détermine la deuxième fonction de réglage  

                                J6 �   J= " ��6r��=, �6� ( �=r��=� 5�=5�=� z6                                  �2.46� 

  

Etape j. à partir de (2.38)  pour � � 3, … , � 

           ��s �   ��s ( ���s� ( t 5�s<=5����<=�
s<=
�u= ����� ( 5�s<=5�� ��� ( t 5�s<=5���

s<=
�u= ��� 

                �   �s�= " �s " 	s:�=, … , �s; " �sr��=, … , �s��� ( t 5�s<=5����<=�
s<=
�u= ����� ( 5�s<=5�� ���  

               (  t 5�s<=5��
s<=
 �u= :���= " 	���=, … , ��� " ��r��=, … , �����; 

               (  ��sr:�=, … , �s; ( t 5�s<=5���
s<=
�u= ��r��=, … , ���� �                                                      �2.47� 

Si on choisit la ��é�A fonction stabilisant sous la forme suivante :   

          �s �   (�s�s ( �s<= ( 	s:�=, … , �s; ( ��sr:�=, … , �s; ( t 5�s<=5���
s<=
�u= ��r��=, … , ���� �� 

               "   t H5�s<=5��� :���= " 	���=, … , ���; ( 5�s<=5����<=� �����Ns<=
�u=  

               "  �5�s<=5�� Γ ��sr:�=, … , �s; ( t 5�s<=5���
s<=
�u= ��r��=, … , ���� �s�                              �2.48� 
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Alors, l’équation (2.47) devient sous la forme suivant : 

��s �   �s�= ( �s�s ( �s<= ( ��sr:�=, … , �s; ( t 5�s<=5���
s<=
�u= ��r��=, … , ���� �             �2.49� 

Le terme ( f�sr:�=, … , �s; " ∑ ��� ��/�¡s<=�u= ��r��=, … , ���g �  détermine la jieme fonction de 

réglage  

              Js �   Js<= " ��sr:�=, … , �s; ( t 5�s<=5���
s<=
�u= ��r��=, … , ���� �s                    �2.50� 

La commande u, qui permet d’atteindre les objectifs du synthétisée  pour le système global, 

est donnée sous la forme suivante : � � �� " ����� 
                                                                ��� � Γτ£                                                               (2.51) 

La fonction candidate de Lyapunov pour le système et la commande synthétisée 

précédemment  est donnée sous la forme suivante :  

                                Φ:�, ��; � 12 �r� " 12 :�� ( �;rΓ:�� ( �;                                     �2.52� 

Sa dérivé par rapport au temps satisfait   

                                Φ� � ( t �s�s6
�

su=                                                          �2.53� 

          La fonction de Lyapunov Φ satisfait (2.4), et ainsi 
=6 :� ( ��;rΓ:� ( ��; satisfait les 

propriétés (2.5) et (2.6). Donc selon le théorème 1 on peut appliquer la commande adaptative 

par apprentissage itératif sur cette classe de systèmes non linéaires si le système en exécution 

d’une tache répétitive en un temps fini. Les conditions initiales à chaque itération doivent 

satisfaire   

���0� � 0        o�          ��<=��� � ���0� 
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        Selon le théorème 1. La commande adaptative par apprentissage itératif prend la forme 

suivant :                                 

�����   �   ��������, ������, �� " ����� 
                                 �1 ( Y��������  �   (Y������ "  Y���<=��� " ¥J�������, ��                (2.50) 

 

2.4.2. Exemple illustratif  

          Pour montrer l’efficacité de la loi  de commande présentée, on considère  le  système 
non linéaire suivant, 

                                ¦ ��= � �6��6 � � " cos��=� " �1 ( �= sin��=���6 " �6�=6 X                            �2.51�                                

Où � � � �= , �6�r est un vecteur constant inconnu de dimension 2 et   �= � 0 , 	= � 0,  �6 � �sin��=� �6 , �=6�, et 	6 � cos��=� " �6 sont des fonctions non linéaires.  

Soit  ����� la trajectoire de référence bornée deux fois différentiable. 

En se basant sur la procédure du backstepping on définie                                                                       �= �  �= (  �-. �6 � �6 ( ���=� ( �= 

Selon le schéma de commande présenté précédemment les fonctions stabilisantes sont :  

                                        �= � (�=�= �6 � (�6�6 ( �= ( �6r�� ( 	6 – �=�6 " �=��� 

La loi d’adaptation paramétrique  

��� � Γ�6�6 

La commande adaptative  

� � �6 " �©� 

La commande par apprentissage itérative adaptative  

 

                                                    �� � �6,� " �©� 

�1 ( Y��������  �   (Y������ "  Y���<=��� " Γ�6,��6,� 
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2.4.3. Résultats de la simulation  

         Nous avons simulé l’exemple précédent sur l’intervalle de temps �0, 1� avec les données 

suivantes : ����� � 3sin �2ª��, �= � 1, �6 � 3,   �= � 10, �6 � 25 et Γ � KPb��1,1�. Les 

figures ci-dessous  montrent l’évolution de la sup-norme  de l’erreur de poursuite et la norme 

RMS de l’erreur d’estimation paramétrique en fonction des  itérations. 

 

� Pour ­ � ®  
 

 

Fig. 2. (a) Erreur de poursuite supL
�M,=� ��  (b) Norme RMS de l’erreur d’estimation 

parametrique  

 

 

 

� Pour ­ � ®. ¯  
 

 

Fig. 2.3 (a) Erreur de poursuite supL
�M,=� ��  (b) Norme RMS de l’erreur d’estimation 

parametrique 
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� Pour ­ � °  
 

 

Fig. 2.4. (a) Erreur de poursuite supL
�M,=� ��  (b) Norme RMS de l’erreur d’estimation 

parametrique  

 

±²³´� µ  �   ¶=r ^ a� a6K�rM    

 

            De la simulation,  il apparaît clairement qu’à travers les itérations le comportement du 

système  en poursuite s’améliore du fait que les erreurs de poursuite convergent vers zéro 

pour plus de 5 cycles. De plus,  les paramètres estimés convergent vers les vrais paramètres 

sauf dans le cas où ­ � ° , les estimés des paramètres ne convergent pas. 

 

2.5. Conclusion 

 

          Dans ce chapitre, nous avons présenté une stratégie de synthèse de lois de commande 

adaptative par apprentissage itératif, pour les systèmes non linéaires incertains basés sur 

l’existence d’une fonction de Lyapunov pour le système en considération. En effet, si la loi de 

commande adaptative basée sur la technique de Lyapunov pourra être synthétisée et la 

fonction de  Lyapunov satisfait certaines conditions, il est possible d’étendre la loi de 

commande adaptative standard à la loi de commande adaptative par apprentissage itératif.         

La loi d'adaptation paramétrique est tout à fait générale dans le sens qu'elle dépend d'une 

certaine grandeur scalaire permettant de choisir le type désiré parmi les trois types 

d'adaptation discutés ci-dessus, une adaptation dans le domaine de temps  pour  Y � 0, une 

adaptation dans le domaine des itérations pour  Y � 1, et une combinaison des deux pour Y 
 �0, 1�.  
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                                              Chapitre 3 

 

Commande adaptative par 

apprentissage itératif à base  

d’observateur 

 
3.1. Introduction: 
         La commande par apprentissage itératif linéaire n’utilise pas le modèle dynamique du 

système. Par contre,  dans la synthèse de la commande par apprentissage itératif non linéaire, 

nous utilisons le modèle dynamique du système, particulièrement la dynamique des états. 

Malheureusement, dans beaucoup de systèmes les états ne sont pas mesurables.            

          Afin de  résoudre le problème de la non disponibilité du vecteur d’états, nous 

présentons la loi de commande adaptative par apprentissage itératif présentée  dans le chapitre 

précédent, mais cette fois-ci, nous supposons que les états ne sont pas disponibles, d’où 

l’utilisation d’un observateur d’états pour les estimer. En utilisant la théorie de Lyapunov, la 

stabilité asymptotique du système en boucle fermée avec observateur sera démontrée. 

          Ensuite, nous appliquerons cette méthode sur une classe de systèmes non linéaires. En 

se basant sur les états estimés  par un observateur adaptatif, nous synthétiserons la loi de 

commande par la procédure  du backstepping. 
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3.2. Synthèse de commande adaptative par apprentissage itératif à base d’observateur :  

Soit le système non linéaire suivant : 

������  � 	
������, �����, 
�, 
                                                    �����  � ��������,                                                           (3.1)                                               

Avec 

�� � ��   Le vecteur d’état. 

�� � ��  Le vecteur de  commande. 


 � ��     Le vecteur de constantes inconnues. 

�� � ��   Le vecteur des sorties   

� � �0, ��  Le temps. 

� � ��      L’indice des itérations.  

	
   �   �� �  �� � ��  � �0, ��  �� est une Fonction non linéaire bornée sur �0, ��, lorsque 

����� !� ����� sont bornés sur �0, ��.  
 

Si les états du système (3.1) sont observables, par conséquent ceux-ci peuvent êtres estimés, 

en considérant l’observateur défini tel que: 

�"�����  � 	#��"����,  �����, �����, 
$����, 
                                       �"����  � ���"�����                                                        (3.2)  

Avec 

�"� � ��  Le vecteur des états estimés. 

�� � �� Le vecteur de  commande. 


$� � ��  Le vecteur des estimés par la loi d’adaptation des constantes inconnues. 

�"� � ��  Le vecteur des sorties estimées.  

� � �0, �� Le  temps. 

� � ��    L’indice des itérations.  

	#   �   �� �  �� � ��  � �0, ��  �� est une Fonction non linéaire bornée sur �0, ��, lorsque 

�"���� !� ����� sont bornées sur �0, ��.  
 

La dynamique de l’erreur de poursuite est donnée par   

                         �%����� �  &
��%����, �����, 
, ��,                                            (3.3)                                              
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La dynamique de l’erreur d’observation est donnée par                                  

�'����� �  &#��'����, �%����, �����, �����, 
$���, ��,                              (3.4) 

Où �%���� � ����� ( �)���  et  �'���� � �"���� ( �����  sont respectivement l’erreur de 

poursuite  et l’erreur d’observation.  

 Supposons qu’on peut synthétiser une loi de commande  et une loi d’adaptation des 

paramètres sous la forme : 

�����   �   *��"����, 
$����, �� 

                         
$�����   � +��"����, ��                                                         (3.5)  

et  qu’il existe une fonction définie positive de la forme :  

                                        Φ��%�, �'�, 
,�� � -
��%�� . -#��'�� .  /�
,��                                     (3.6) 

Où  
,� �  
$� ( 
  représente l’erreur d’estimation paramétrique  et les fonctions -
, -#, et 

/ sont différentiables définies positives, satisfaisant :   

                         Φ� ��%�, �'�, 
,�� �   CD
-
 . CD#-# . CE/�  F (G
��%�� ( G#��'��                 (3.7)                      

Avec G
��%��  et  G#��'��  deux fonctions définies positives.  

Supposons que +��"����, �� est bornée sur �0, �� et pour qu’il le soit il suffit que ����� soit 

bornée sur �0, ��, et  /�
,��  satisfait les  propriétés suivantes :   

P1)    

                HI/�
,��I
,� H#   F  I/�
,��I
,� 
,�                                                   �3.8� 

P2) 

                /�
,�� (  /�
,�M
�  F  (Ω�
'� � . I/�
,��I
,� 
'�                                  �3.9� 

 Où  Ω�
'� � est une fonction semi définie positive et  
'� � 
$�(
$�M
. 
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Dans ce qui suit, nous utilisons  la norme O�Pdéfinie comme suit :  

 

 Q����Q�P R
STU
TVWX Q��Y�Q�ZY[

\ ]

�             ^_    ` � �1,∞�

sup\bcb[Q��Y�Q             ^_    ` � ∞
d 

 

Où la norme de � est notée Q�Q et � le temps fini appartenant  à l’intervalle  �0, ��. On dit que 

� � O�P quand Q�Q�P existe. Nous avons le résultat suivant : 

 

Théorème 2 

        Considérons le système  (3.1) et supposons que les états du système sont estimés par 

l’observateur (3.2), en boucle fermée avec la commande adaptative  par apprentissage itératif 

suivante : 

�����   �   *��"����, 
$����, �� 

                �1 ( e�
$�����  �   (e
$���� .  e
$�M
��� . +��"����, ��              (3.10) 

Avec  e � �0,1� et  
$M
��� �  0. 
 Pour  e � �0,1�,  on pose 
$��0� �  
$�M
���, f� � ��. Supposons  que �%��0� � 0 ou 

�%��0� � �%�M
���  et �'��0� � 0 ou �'��0� � �'�M
���, f� � ��.  Alors : 

 

           _�  Si e � �0,1�,  �����, �"����, 
,���� !�  ����� � OgP , f� � ��  et  f� � �0, ��, de plus                           

                 lim� g �%� ���  � 0  !� lim� g �'� ���  � 0  f� � �0, ��    
                                                        

          __�   Si e  �   1,   �%����, �'����  �   OgP  et   
,����, �����   � O#P   f� � ��  et  

                 f� � �0, �� et h_i� g j G
��%��Y��[\ ZY � 0, !� h_i� g j G#��'��Y��[\ ZY � 0.                                                                                                     

                 de plus, avec �%��0� � 0 et �'��0� � 0,   
                 lim� g �%� ���  � 0  !� lim� g �'� ���  � 0  f� � �0, �� 

 
 

Preuve  

D’abord, nous allons  prouver �_�. 
Considérons la fonction définie positive suivante :                                                                                                                             

Ψ��%�, �'�, 
,�� �  -
��%�� . -#��'�� .  �1 ( e�/�
,��                          (3.11) 
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Dans ce que suit, les notations suivantes seront utilisées  

Ψk���  l Ψ��%�, �'� , 
,��,    -
,���� l -
��%��, -#,���� l -#��'��,    /���� l /��
,�� 

La dérivée de (3.11) par rapport au temps, compte tenu de (3.1)-(3.8), conduit à:   

         Ψ� k   �    CDm-
,� . CDn-#,�  . �1 ( e� I/�I
,� 
$�� 

                  �    CDm-
,� . CDn-#,� . CE/�  . I/�I
,� �(e
$� . e
$�M
� 

                  F    (G
��%�� ( G#��'�� . I/�I
,� �(e
$� . e
$�M
� 

    F    I/�I
,� �(e
,� . e
,�M
� �  (e I/�I
,� �
,� ( 
,�M
�                                             �3.12� 

 
Par l’utilisation de la propriété P1 et une version simplifiée de l’inégalité de Yong suivante : 

                   

                                        I/�I
,� 
,�M
  F  HI/�I
,� H# . 14 q
,�M
q#                                         �3.13�  
                                                          

Alors, l’inégalité (3.12) est modifiée telle que: 

           Ψ� �  F  (e I/�I
,�  
,� . e HI/�I
,� H# . e4 q
,�M
q#                        �3.14r� 

Compte tenu de (2.5), il vient que 

          Ψ� � F  st q
,�M
q#
                                            (3.14b) 

Puisque  
$M
��� � 0 et 
$\�0� � 
$M
���, il est clair que Ψ\��� est bornée. Par 

conséquent  �%\���,  �'\��� et 
,\��� sont bornées f� � �0, ��  
 

Maintenant, on utilise la fonction définie positive suivante :  

                        Ψv��%�, �'�, 
,� �� �  Ψ��%�, �'�, 
,�� . e X / w
,��Y�x ZY                       �3.15�[
\  

 

La différence entre Ψv� et Ψv�M
peut être évaluée comme suit :  
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ΔΨv����    �   Ψv���� – Ψv�M
��� 

                 �  Ψ���� ( Ψ�M
��� . e X �/�
[

\ �Y� ( /�Y��M
�Y��ZY                                       �3.16r� 

La substitution de (3.11) dans (3.16a) donne   

 ΔΨv���� �   -
,���� ( -
,�M
��� .    -#,���� ( -#,�M
��� .  �1 ( e��/���� (  /�M
���� 

                .   e X �/�
[

\ �Y� ( /�Y��M
�Y��ZY                                                                            �3.16}� 

Dans l’expression (3.16b),  l’écriture du terme   -
,����. -#,���� . �1 ( e��/�����  sous 

forme d’intégrale  conduit à :  

  ΔΨv���� �  (-
,�M
��� ( -#,�M
���  ( �1 ( e�/�M
 . -
,��0�  . -#,��0� . �1 ( e�/��0�  

                 .  e X �/�
[

\ �Y� ( /�Y��M
�Y��ZY . X �CDm-
,� . CDn-#,� .  �1 ( e� I/�I
,� 
$���Y��[
\ ZY 

(3.16c) 

La substitution de (3.10) dans (2.16c) donne  

ΔΨv���� �  (-
,�M
��� ( -#,�M
���  ( �1 ( e�/�M
 . -
,��0�  . -#,��0� . �1 ( e�/��0� 

               .  e X �/�
[

\ �Y� ( /�Y��M
�Y� ( I/�I
,� 
'� �Y��ZY . X �CDm-
,� . CDn-#,� .  CE/��[
\ ZY 

(3.16d) 

 D’après (3.9),  (3.16d) devient  

  ΔΨv����  F  ( X Υ
 wx���τ�x�
\ dτ ( X Υ# wx���τ�x�

\ dτ ( e X Ω�
'��ZY[
\  

               .  -
,��0�  ( -
,�M
��� . -#,��0� ( -�M
��� . �1 ( e��/��0� ( /�M
����. �3.16!� 

Du fait que    -
,��0� �   -#,��0� � 0  ���  -
,��0� � -
,�M
���, -#,��0� � -#�M
���� et 

/��0� �  /�M
���, l’inégalité  (3.16) devient 

��v���� F   ( X Υ
 wx���τ�x�
\ dτ ( X Υ# wx���τ�x�

\ dτ ( e X Ω�
'��ZY�
\ F 0                          �3.17� 
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D’où, �v����  est bornée f� � �� puisque  �v\��� est bornée à cause de la bornitude de  

Ψ\���  sur �0, ��. ce qui implique que Ψ����  et  j Ω�
'��Y��ZY�\   sont bornées  f� � ��, ce 

qui implique  j q
,�q#�\ ZY est bornée f� � ��  puisque / est une fonction définie positive. 

A partir  de (3.14), dans le cas où   -
,��0� � -
,�M
���, -#,��0� � -#�M
��� nous avons 

X Ψ� ��Y�ZY F     X e4 q
,�M
q#[
\

[
\  

       Ψ����     F     Ψ��0� .  X e4 q
,�M
q#[
\ ZY   F    Ψ�M
��� .    X e4 q
,�M
q#[

\ ZY          �3.18� 

Et dans le cas où  -
,��0� �   -#,��0� � 0    nous avons   

Ψ����   F   �1 ( e�/ w
,��0�x .  X e4
[

\ q
,�M
q#ZY 

Ψ����   F   �1 ( e�/ w
,�M
���x .  X e4
�

\ q
,�M
q#ZY                                                              �3.19� 

Ce qui implique que  Ψ����    est borné f� � �� et f� � �0, ��. Par conséquent 

�%����, �'����, 
,���� !� ����� sont bornés  f� � �� et f� � �0, ��, 
A partir de (3.17), il est facile de montrer que  

 

Ψv����  �   Ψv\��� .  � Δ�
��


Ψv����  

Ψv����  F    Ψv\��� (  � X �Υ
 wx% ��τ�x . Υ# wx���τ�x��
\

�
��


ZY (  e � X Ω�
'��Y��ZY�
\

�
��


        �3.20� 

 

� X Υ
 wx% ��τ�x�
\

�
��


ZY . � X Υ# wx���τ�x�
\ dτ�

��

.  e � X Ω w
'��Y�x ZY   �

\
�

��

 

                                        F   Ψv\��� (  Ψv����   F   Ψv\���                                                              (3.21)                                                                                                                             

Puisque Ψv\���    est borné f� � ��, à partir de (3.21) on peut conclure que 
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                         h_i[ g X Υ
�x%k�τ���
\ ZY � lim[ g X Υ#�x�k�τ��ZY�

\ � 0.                                   �3.22� 

Et dans le cas où e � 0, 
                            h_i� g X � w
'��Y�x[

\ ZY  �    0                                              �3.23� 

Puisque   �%����, �'����, 
,����!� �����  � OgP  et  �%�����, �'����� � OgP  

Par conséquence   lim� g �%� ���  � 0, !� lim� g �'� ���  � 0  f� � �0, ��. 
 

Maintenant,  nous allons commencer la  démonstration  de  __�. 
Considérons la fonction définie positive  suivante : 

  

                       Ψv��%�, �'�, 
,� , �� �  -
��%�� . -#��'�� . X / w
,��Y�x ZY[
\                         �3.24� 

 

Sa dérivée par rapport au temps peut être évaluée comme suit :  

    Ψv� ����   �    -�
,���� . -�#,���� .  /����   
                  �    CDm-
,� . CDn-#,� .  /���� – /�M
��� .  /�M
���                                     (3.25a) 

 

D’après (3.9) et (3.25a) il vient  

                  �v� ���� F     CDm-
,� . CDn-#,�  ( Ω�
'� � . ����������� 
'� .  /�M
���                      �3.25}�  

 

La substitution de (3.10) pour e � 1 dans (3.25b) donne   

                �     CDm-
,� . CDn-#,� .  CE/� (  Ω�
'� � .  /�M
���                                       (3.25c) 

 

D’âpres (3.7), (3.25c) devient  

                  F     (Υ
�x%k� ( Υ#�x�k�  (  Ω�
'� � .  /�M
���    F   /�M
���                          (3.25d) 

Puisque   
$M
 � 0, il est clair que 
$\ �   +��"\���, ��. Puisque  �"\��� est bornée, il est clair que 


$\��� est bornée. Donc, à partir de  (3.25d), il est clair que  Ψv\��� est bornée f� � �0, ��,   
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La différence entre Ψv� et Ψv�M
peut être évaluée comme suit :  

ΔΨv����   �   Ψv���� – Ψv�M
��� 

ΔΨv����   �   -
,���� ( -
,�M
��� .  -#,���� ( -#,�M
��� . X �/��Y� (  /�M
�Y��[
\ ZY  �3.26a� 

 

Après l’écriture de  -
,���� .  -#,���� sous forme d’une intégrale dans (3.26a) il vient :       

ΔΨv����   �  (-
,�M
��� ( -#,�M
���  . -
,��0�  . -#,��0� 

                 . X �CDm-
� . CDn-#��ZY .  X �/��Y� (  /�M
�Y��[
\

[
\ ZY                                    �3.26b� 

 

En exploitant (3.6)  et  (23.9), la relation �3.26}� devient             

ΔΨv����   F   ( X Υ
�x%k�τ��ZY ( X Υ
�x�k�τ��[
\ ( X Ω�
'�[

\
[

\ �ZY  
                 (   -
,�M
��� ( -#,�M
���  . -
,��0�  . -#,��0�                                          (3.26c) 

          

Du fait que   -
,��0� � -#,��0� � 0  ou  -
,��0� � -
,�M
���, -#,��0� � -#,�M
���  aussi,               

ΔΨv����    F    ( X Υ
�x%k�τ��ZY ( X Υ#�x�k�τ���
\ ( X Ω�
'��

\
�

\ �ZY F 0                              �3.27� 

Ceci implique que Ψv���� est borné pour tout  � � �� puisque  Ψv\��� est bornée.  

 

Soit                            

                            ����� �   X /�
,��Y��[
\ ZY                                                �3.28� 

 

Il est clair que, f � � �0, ��, 
 

                       �����  F  �����  F  � F  ∞                                            (3.29) 
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Donc 

 

                       Ψv���� �  -
,���� . -#,���� . ����� F  -
,���� . -#,���� .  �                  (3.30) 

Ainsi 

 

                       Ψv�M
��� F  -
,�M
��� . -#,�M
��� . �                                     (3.31) 

D’une  autre façon : 

         ΔΨv����    �    Ψv����  (   Ψv�M
���             

                            F    ( X Υ
�x%k�τ��ZY ( X Υ#�x�k�τ��[
\ ( X Ω�
'�[

\
[

\ �ZY  
                            (      -
,�M
��� ( -#,�M
���  . -
,��0�  . -#,��0� 
                            F     -
,��0� ( -
,�M
��� . -#,��0� (  -#,�M
���                                         (3.32) 

A partir de (3.31)  et  (3.32), on peut conclure que 

                        Ψv����   F    -
,��0� . -#,��0� .  �                                   (3.33) 

• Cas 1 :    -
,��0� � -
,�M
��� !�  -#,��0� � -#,�M
��� 

Puisque Ψ���� est bornée  f� � �� , il est clair que  -
,����  et -#,���� sont bornée 

f� � ��. D’où, à partir de  (3.33) on peut conclure que Ψv���� est bornée  f� � �� et  

f� � �0, ��, 
• Cas 2 :    -
,��0� � -#,��0� � 0     

Il est clair que Ψv���� est bornée  f� � ��, et  f� � �0, ��. 
 

Par conséquent,  �%����, �'����  �   OgP,  
,����, ����� �  O#P  f� � ��, et  f� � �0, ��. 
Nous avons  aussi  

� X G
 w�%��Y�x�
\

�
��


ZY . � X G# w�'��Y�x�
\ ZY�

��

.  � X ��
'�Y���

\
�

��

ZY   

                              F     Ψv\���  (   Ψv����                                                                                    �3.34� 

Ce qui implique    

              h_i� g X G
��%��Y���
\ ZY � h_i� g X G#��'��Y���

\ � 0                              �3.35� 
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et  

 

              lim� g X Ω w
'��Y�x[
\ ZY  �    0                                            �3.36�  

 

Maintenant, Nous allons  montrer que    lim� g �%� ���  � 0, !� lim� g �'� ���  � 0  f� �
�0, ��, dans le cas où  �%��0� � 0 et �'��0� � 0,  f� � ��.   En effet, dans ce cas (3.26) conduit 

à 

 

          ��v����  F (-
,�M
��� (  -#,�M
���– X G
 w�%��Y�x�
\ ZY ( X G# w�'��Y�x�

\ ZY 

                          ( � X Ω�
'�Y��[
\

�
��
 ZY                                                                                                �3.37� 

 

Ce qui conduit à  

 

� -
,�M
����
��
 . � X G
 w�%��Y�x�

\
�

��
 ZY . � -#,�M
����
��
 . � X G# w�'��Y�x�

\ ZY�
��
  

.  � X Ω�
'��Y��[
\

�
��
 ZY F   Ψv\���  (   Ψv����  F   Ψv\���                                  �3.38� 

                                                                             

Puisque  Ψv���� est bornée  f� � �� et f� � �0, ��, il est clair que  lim[ g -
,� ��� � lim[ g -#,� ��� � 0,  ce qui implique   lim� g �%� ��� �  lim� g �'� ���  � 0,   f� � �0, ��. 
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3.3. Application sur une classe de systèmes non linéaires  

On considère la classe de systèmes non linéaires suivant  (Yunfeng et al, 2005): 

     ��
 �  �# . �\,
 . � ��,
���
�
�
�  

    ��# �  �� . �\,# . � ��,#���
�
�
�  

          � 
���M
 �  �� . �\,�M
 . � ��,�M
���
�

�
�                                                                                        �3.39� 

    ��� �  ���
 . �\,� . � ��,����
�
�
� . }� ���� 

         � 
  ��� �  �\,� . � ��,����
�

�
� . }\ ���� 

     � � �
 

Où � � �� sont les états, � � � est la sortie mesurée, � � � est la commande,   ��� et  ��,����, 0 F _ F `, 1 F ¡ F ¢  sont des fonctions non linéaires, 

, … , 
�  et  }\, … , }�  

sont les paramètres constants inconnus. L’objectif  de la commande est de faire suivre au 
signal de sortie y(t) la référence donnée par �¤���. 

3.3.1. Hypothèses 

H1 : le signe de }� est connu et aussi une constant positive }�¥ est connu tel que 

                                                |}�| § }�¥ § 0  

H2 :    ��� � 0  f� � � 

H3 :   le signal de référence �¤��� et ses premières ¨ � ¢ ( i  dérivés  sont connus et bornés  

3.3.2. Synthèse de l’observateur adaptatif  

L’équation (3.37) peut être réécrite sous la forme 

                               �� � ©� . �\ . � �����
�
�

��
 . } ����                                                         �3.40� 

                              � � ª��                                                                                                                 �3.41� 
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Avec          

   © �
«¬¬
¬­0 1 0 … 00 0 1 … 0�  �  �  ®  �0 0 0 … 10 0 0 … 0°̄°°

± , } �
«¬¬
¬­0��M
��
}��}
}\ °̄°°

± , ª �
«¬¬
¬­10�00°̄°°

±                                     �3.42� 

                                ����� � ²��,
  ��,#  …  ��,�M
  ��,�³�                                        �3.43� 

Maintenant on représente un observateur adaptatif pour le système (3.39)-(3.43), identifie les 
paramètres inconnus et estimé les états non mesurées. L’observateur adaptatif est donné par  

�"� � ©�" . ��� ( �"� . �\ . � �����
$�
�
� . }$ ���� . � ´�

�
��
 
$�� . � µ�

�
��
 }$��         �3.44� 

�" �  ª��"                                                                                                                               �3.45� 

Où  ´� � ²´
,� … ´�,� ³� � ��  et   µ� � ²µ
,�  …  µ�,�³� � ��  sont définies par les filtres 

suivants : 

                            �́� �  ©\´� . �����,     1 F _ F `                                     (3.46) 

                           µ�� �  ©\µ� . !�M� ����,    0 F _ F i                                (3.47) 

Où  ©\ � © ( �ª�. Le vecteur des gains � est choisit  tel que ©\ est Hurwitz.  

Le filtrage de �����  et !�M� ���� dans (3.46) et (3.47) est introduit pour assurer la stabilité 
de l’observateur 

A partir de (3.40) et (3.44), la dynamique de l’erreur des états �% � � ( �" est donnée par  

�%� �  ©\�% . � �����
,�
�

��
 . }, ���� ( � ´�
$���
��
 ( � µ�}$���

��
                        �3.48� 

Noter que 
,�� � (
$��  et },� � � (}$��, on multiplie les deux membres de l’équation (4.46) et 

l’équation (4.47) par 
,� et },� respectivement, on obtient  

                               � ´���
��
 
,� �  ©\ � ´�

�
��
 
,� . � ������

��
 
,�                                        �3.49� 

                               � µ���
��\ },� �  ©\ � µ�

�
��\ },� . � !�M� �����

��\ },�                                �3.50� 
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On définit 

 ¶̃ � �% ( � ´�
�

��
 
,� ( � µ�
�

��\ },�                                           �3.51r� 

 Sa dérivé de (3.51a) est donnée comme suit :  

¶̃� � �%� . ��´�
�

��
 
$�� ( �́�
,�� . ��}$��µ�
�

��\ ( µ��},��                         �3.51}�  
Par substitution de (3.48), (3.49) et (3.50) dans (3.51b), on trouve  

                            ¶̃� � ©\¶̃                                                      (3.52) 

L’erreur de l’observation de la sortie est donnée par  

� ( �" � !\��� � ª��% � ª�¶̃ ( ª� � ´�
�

��
 
,� ( ª� � µ�
�

��\ },�                      �3.53� 

3.3.3. Synthèse de la commande par la technique du backstepping  

En se basant sur la procédure du backstepping, on définit 

                ̧
 � � ( �¤                                                                              (3.54) 

                           �̧ � �"� ( �¤��M
� ( ¹�M
, ¡ � 2, … , ¨                                      (3.55)     

Etape 1. L’équation de l’erreur de poursuite ¸
 obtenue à partir de (3.54) est : 

          �̧
 �    �� ( ��¤ 

               �    �# . �\,
 . � ��,
���
�
�
� ( ��¤ 

               �    �"# . �\,
 . � ��,
���
$�
�

��
 ( �¤�
� . �%# . � ��,
���
,�
�

��
                                    �3.56� 

 

A partir de (3.51), nous avons  

                               �%# � ¶#̃ . � ´�,#
�

��
 
,� . � µ�,#
�

��\ },�                                         �3.57� 

La substitution de (3.55) pour ¡ � 2 et (3.57) dans (3.56), nous donne  
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�̧
 � ¸# . ¹
 . �\,
 . � ��,
���
$�
�

��
 . ��´�,# . ��,
����
,�
�

��
 . � µ�,#
�

��\ },� . ¶#̃                �3.58� 

 

Si on choisit la  1ère fonction stabilisante sous la forme suivante : 

¹
 � (ª
¸
 ( Z
¸
 ( �\,
 ( � ��,
���
$�
�

��
                               �3.59� 

Alors  

                             �̧
 � ¸# ( ª
¸
 ( Z
¸
 . º                                           (3.60) 

Où  

º � ��´�,# . ��,
����
,�
�

��
 . � µ�,#
�

��\ },� . ¶#̃ 

L’errer paramétrique qui apparait dans le système de l’erreur d’observation (3.48) détermine  
la fonction de réglage initial   Y\ et »\ 

                           Y�,\ � (¼�´��ª!\ � (¼�´�,
!\,      _ � 1, … , `                            (3.61) 

                           »�,\ � (½�µ��ª!\ � (½�µ�,
!\,     _ � 0, … , i                           (3.62) 

Pour la sélection de la première fonction de réglage, nous utilisons la fonction de réglage 
(3.61) (3.62)  par l’augmentation avec un terme à partir de (3.58)  

                            Y�,
 � Y�,\ . ��¸
,      _ � 1, … , `                                         (3.63) 

»�,
 � »�,\ . µ�,#¸
,     _ � 0, … , i                                       (3.64) 

Avec  �� � ´�,# . ��,
��� 

   Etape 2.  A partir de (3.55), pour ¡ � 2 

�̧# �   �"�# ( �¤�#� ( � I¹
I
$�
�

��
 
$�� ( I¹
I�¤ �¤�
� ( I¹
I� ��  
      �   �"� . �\,# . � ��,#���
$�

�
��
 . �#!\ ( �¤�#� . ��´�,# . I¹
I
$�

�
��
 �
$�� . � µ�,#}$���

��\ ( I¹
I�¤ �¤�
� 

      (  I¹
I� ��"# . �\,
 . � ��,
���
$�
�

��
 . º� 
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      �   ¸� . ¹# . �\,# . � ��,#���
$�
�

��
 . �#!\ . ��´�,# . I¹
I
$�
�

��
 �¼�Y�,# . � µ�,#½�»�,#
�

��\  

       (  I¹
I�¤ �¤�
� ( I¹
I� ¾�"# . �\,
 . � ��,
���
$�
�
� ¿ . ��´�,# . I¹
I
$�

�
��
 ��
$�� ( ¼�Y�,#� 

       . � µ�,#�}$�� ( ½�»�,#��
��\ . I¹
I� º                                                                                              �3.65� 

Le terme ( �Àm�Á �∑ �����
 
,� . ∑ µ�,#���\ },�� détermine la deuxième fonction de réglage 

                                Y�,# � Y�,
 ( I¹
I� ��¸#,                _ � 1, … , `                                  �3.66� 

                               »�,# � »�,
 . I¹
I� µ�,#¸#,              _ � 0, … , i                                 �3.67� 

Si on choisit la  2ième fonction stabilisante sous la forme suivante : 

¹# � (ª#¸# ( ¸
 ( �\,# ( � ��,#���
$�
�

��
 ( �#!\ ( Z#¸# �I¹
I� �# . I¹
I�¤ �¤�
� 

      . I¹
I� ¾�"# . �\,
 . � ��,
���
$�
�

��
 ¿ ( ��´�,# . I¹
I
$�
�

��
 �¼�Y�,# ( � µ�,#½�»�,#
�

��\           �3.68� 

Alors  

�̧# �   ¸� ( ª#¸# ( ¸
 ( Z#¸# �I¹
I� �# ( I¹
I� º . ��´�,# . I¹
I
$�
�

��
 ��
$�� ( ¼�Y�,#� 

      .  � µ�,#�}$�� ( ½�»�,#��
��\                                                                                                               �3.69� 

  Etape j.  À partir de (3.55)  ¡ � 3, … , ¨ 

          �̧� � �"�� ( �¤��� ( � I¹�M
I�¤�¥M
�
�M

¥�
 �¤�¥� ( � I¹�M
I
$� 
$���

��
 ( I¹�M
I� �� ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 �"�¥ 

               ( � � I¹�M
I´�,¥
�M

¥�
 �́�,¥ ( � � I¹�M
Iµ�,¥

�M

¥�


�
��\

�
��
 µ��,¥ 
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               � �"��
 . �\,� . � ��,����
$�
�

��
 . ��!\ . � ´�,�
�

��
 
$�� . � µ�,�}$���
��\ . ½�,� ���� ( �¤��� 

               ( � I¹�M
I�¤�¥M
�
�M

¥�
 �¤�¥� ( � I¹�M
I
$� 
$���

��
 ( I¹�M
I� ¾�"# . �\,
 . � ��,
���
$�
�
� . º¿ 

                ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 ��"¥�
 . �\,¥ . � ��,¥���
$�

�
��
 . �¥!\ . � ´�,¥

�
��
 
$�� . � µ�,¥}$���

��\ � 

                ( � � I¹�M
I´�,¥
�M

¥�
 �(�¥´�,
 . ´�,¥�
 . ��,¥� ( � � I¹�M
Iµ�,¥

�M

¥�


�
��\

�
��
 �(�#µ�,
 . µ�,¥�
� 

                � �̧�
 . ¹� . �\,� . � ��,����
$�
�

��
 . Ã�� ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 �¥Ä !\ ( � I¹�M
I�¤�¥M
�

�M

¥�
 �¤�¥� 

                ( I¹�M
I� ¾�"# . �\,
 . � ��,
���
$�
�

��
 ¿ ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 ��"¥�
 . �\,¥ � ��,¥���
$�

�
��
 � 

                ( � � I¹�M
I´�,¥
�M

¥�
 �(�¥´�,
 . ´�,¥�
 . ��,¥� ( � � I¹�M
Iµ�,¥

�M

¥�


�
��\

�
��
 �(�#µ�,
 . µ�,¥�
� 

                . � Ã´�,� ( I¹�M
I
$� ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 ´�,¥Ä�

� ¼�Y�,� . � Ãµ�,� ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 µ�,¥Ä�

��\ ½�»�,� 

                 ( I¹�M
I� º . � Ã´�,� ( I¹�M
I
$� ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 ´�,¥Ä�

��
 w
$�� ( ¼�Y�,�x 

                . � Ãµ�,� ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 µ�,¥Ä�

��\ w}$�� ( ½�»�,�x                                                                 �3.70� 

Avec ½�,� � 1 pour ¡ � ¨  et ½�,� � 0 pour ¡ � ¨. 
Le terme ( �ÀÅÆm�Á �∑ �����
 
,� . ∑ µ�,#���\ },�� détermine la jième fonction de réglage pour ¡ � 2, … , ¨ 

                               Y�,� � Y�,�M
 ( �ÀÅÆm�Á �� �̧ ,                _ � 1, … , `                               �3.71�                             

                           »�,� � »�,�M
 . �ÀÅÆm�Á µ�,# �̧,              _ � 0, … , i                              �3.72� 
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La  loi d’adaptation est donné come suit  
$�� � ¼�Y�,�,    _ � 1, … , `  et   }$�� � ½�»�,�,    _ �0, … , i 

En tenant compte de (3.71) et (3.72) 

Ã´�,� ( I¹�M
I
$� ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 ´�,¥Ä w
$�� ( ¼�Y�,�x 

                                  � Ã´�,� ( I¹�M
I
$� ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 ´�,¥Ä ¼��Y�,� ( Y�,�� 

                                  �  ( � ÇÃ´�,� ( I¹�M
I
$� ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 ´�,¥Ä ¼� I¹ÈM
I� �� ¸ÉÊ�

É���
           �3.73� 

Ãµ�,� ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 µ�,¥Ä w}$�� ( ½�»�,�x 

                                  �  ( � ÇÃµ�,� ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 µ�,¥Ä ½� I¹ÈM
I� µ�,#¸ÉÊ�

É���
                           �3.74� 

Pour ¡ � 3, … , ¨,  on définit 

� e#,É
�

É���
 ¸É �  ( � Ë� Ã´�,� ( I¹�M
I
$� ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 ´�,¥Ä ¼���  �

��

�

É���

. � Ãµ�,� ( � I¹�M
I�"¥

�M

¥�
 µ�,¥Ä ½�

�
��\ µ�,#Ì I¹ÉM
I� ¸É                                              �3.75� 

Pour ¡ � 2, en compte tenu (3.69), on définit 

� e#,É
�

É�� ¸É �  ( � Í� W´�,# ( I¹
I
$� ] ¼��� .�
��
  � µ�,#½�

�
��\ µ�,#Î�

É��
I¹ÉM
I� ¸É                              �3.76� 

Si on choisit la  jième fonction stabilisante ¹� comme suit 

¹� � (ª� �̧ ( �̧M
 ( �\,���� ( � ��,����
$�
�

��
 ( Ã�� ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 �¥Ä !\ 
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          (Z� �̧ WI¹�M
I� ]# . � I¹�M
I�¤�¥M
�
�M

¥�
 �¤�¥� . I¹�M
I� ¾�"# . �\,
��� . � ��,
���
$�

�
��
 ¿ 

          . � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 ��"¥�
 . �\,¥��� . � ��,¥���
$�

�
��
 � 

          . � � I¹�M
I´�,¥
�M

¥�
 �(�¥´�,
 . ´�,¥�
 . ��,¥���� . � � I¹�M
Iµ�,¥

�M

¥�


�
��\

�
��
 �(�#µ�,
 . µ�,¥�
� 

         ( ��´�,� ( I¹�M
I
$� ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 ´�,¥��

��
 ¼�Y�,� ( ��µ�,� ( � I¹�M
I�"¥
�M

¥�
 µ�,¥��

��\ ½�»�,� 

          . � Ë� Ã´�,É ( I¹ÉM
I
$� ( � I¹ÉM
I�"¥
�M

¥�
 ´�,¥Ä ¼��� .�

��
 � Ãµ�,É ( � I¹ÉM
I�"¥
�M

¥�
 µ�,¥Ä ½�

�
��\ µ�,#Ì�

É��
I¹�M
I� ¸É 

         . Í� W´�,# ( I¹
I
$� ] ¼��� .�
��
  � µ�,#½�

�
��\ µ�,#Î I¹ÉM
I� ¸#                                                      �3.77� 

Pour l’étape final, on définit ̧��
 � 0   et  ¹� � }$� ���� . �"��
 ( �¤���. La dernière 

fonction stabilisante   ¹�  est utilisée dans la loi de commande actuelle 

                                 � � 1}$� ��� w ¹� ( �"��
 . �¤���x                                          �3.78� 

Pour éviter la division par }$���� qui peut prendre la valeur zéro,  on modifie la loi 
d’adaptation en prennent 

                            }$�� � ½i���»i,¨                                                          (3.79) 

Où  

 ½���� � Ï½�Ð         ^_    0 Ñ }�¥ Ñ Ò}$�Ò    �Ó    Ô�Ò}$�Ò � }�¥�Õ r¢Z Ô»i,¨ § 0Õ 0       ^_     r_hh!�Ó^                                                                                 d          (3.80) 

Où ½�Ð  est une constante positive et supposons que  0 Ñ }�¥ Ñ |}�|, cette loi d’adaptation 

garantie que }$�  ne s’annule plus.  

La dernière fonction de réglage est utilisée dans la loi d’adaptation  


$�� � ¼�Y�,� � ¼� Ã��¸� ( � I¹�M
I�
�

��# �� �̧ ( ´�,
!\Ä ,     `��Ó     _ � 1, … , `                        �3.81� 
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}$�� � ½�»�,� � ½� Ãµ�,#¸
 ( � I¹�M
I�
�

��# µ�,# �̧ ( µ�,
!\Ä ,    `��Ó    _ � 0, … , i                     �3.82� 

Par substitution (3.77) et (3.75) dans (3.70), le système d’erreur devient  

                                   �̧ � ©Ö�¸, ��¸ . / Ã¶#̃ . � �_
`

_�1 
�_ . � µ_,2
i

_�0 }�_Ä                                  �3.83� 

Où la matrice système   ©Ö�¸, ��  possède  une forme antisymétrique, pour _ � ¡ donnée 
comme suit  

  ©Ö�¸, �� �  
«¬¬
¬¬¬
­ ×(10��0

     
1×(1 ( e23(e24�(e2¨

     
01 . e23®®®…

    
Øe24®®®Ø

     
…Ø®®®(1 ( e¨(1,¨

     
0e2¨�e¨(2,¨1 . e¨(1,¨×

 
°̄°°
°°±
            (3.84) 

et 

 ©Ö . ©Ö� � (2Z_r* Ùª
 . Z
     ª# . Z# w�Àm�Á x#   …    ª� . Z� w�ÀÚÆm�Á x#Û       �3.85� 

La matrice / est donnée par  

                                /� � Ü1     ( I¹
I�      …     ( I¹�M
I� Ý                                     �3.86� 

La fonction candidate de Lyapunov pour le système (3.83), (3.79), et (3.81-3.82) et (3.52) est  

Φ�¸, 
$, ¶� �  12 ¸�¸ . � 12¼� 
,�#
�

��
 . � 12½�
�

��\ },�# . Ã� 18Z�
�

��
 . 18Ä ¶̃�Þ¶̃          �3.87� 

Par considération de (3.85), (3.86), et puisque ©\est stable, il existe  une matrice définie 
positive Þ tel que   ©\Þ . Þ©\� � (2ß. La dérivé de (3.87) par rapport au temps est : 

Φ� F ( � ª� �̧#
�

��
  

La fonction de Lyapunov Φ satisfait (3.5), et ainsi 

# �
 ( 
$��

Γ�
 ( 
$� satisfait les propriétés 

(3.6) et (3.7), donc selon le théorème 2 on peut appliquer la commande adaptative par 
apprentissage itératif sur cette classe de systèmes non linéaires si le système est en exécution 
d’une tache répétitive en un temps fini. Les conditions initiales à chaque itération doivent être 
satisfaites   
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¸��0� � 0        !�          ¸�M
��� � ¸��0�         et              ´��0� � 0      et              µ��0� � 0       

 

Selon le théorème 2. La commande adaptative par apprentissage itératif est donnée par                                 

                �� � 1}$�,� ���� w ¹�,� ( �"��
,� . �¤���x                                        �3.88� 

Avec les lois d’adaptations 

             �1 ( e�
$��,� � (e
$�,���� .  e
$�,�M
��� . ¼�Y�,�,�                               (3.89) 

             �1 ( e�}$��,� � (e
$�,���� .  e
$�,�M
��� . ½�»�,�,�                               (3.90) 

 

3.3.4 Exemple illustratif 

         Pour montrer l’efficacité de la loi  commande proposée par simulation, nous considérons  
le  système non linéaire suivant : 

                                à��
 � �# . � . 

 cos�����# � � . cos��� . 
#�# d                                               �3.91� 

                                                                     � � �
 

Selon le schéma de l’observateur présenté nous définissons l’observateur suivant pour ce 

système  

 

                                Ï�"�
 � �"# . � . 
$
 cos��� . ´
,

$�
 . ´#,

$�# . �
!\�"�# � � . cos��� . 
$#�# . ´
,#
$�
 . ´#,

$�# . �#!\ d                           �3.92�  

Et le filtre 

                            �́
 �  ©\´
 . �cos���   0�� ,                                           (3.93) 

                            �́# �  ©\´# . �0   �
#�� ,                                                  (3.94) 

 

Comme dans (3.54) et (3.55) on définie 

                                                              ̧ 
 � � ( �¤                                                                                               

                                                              ̧ # � �"# ( �¤�
� ( ¹
,                                                   
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Selon le schéma de commande présenté les fonctions stabilisantes pour le système (3.91) sont 

données comme suit : 

 

     ¹
 � (ª
¸
 ( Z
¸
 ( � ( 
$
cos ��� 

     ¹# � (ª#¸# ( ¸
 ( cos��� ( �#
$# ( �#!\ ( Z#¸#�(ª
 ( Z
 ( 1 . 
$
 sin����#
 

              .�ª
 . Z
���¤ . �(ª
 ( Z
 ( 1 . 
$
 sin������"# . � . 
$
 cos���� 

              (�´
,# . cos ����¼

$�
 ( ´
,#¼#
$�# 

 

La loi d’adaptation paramétrique  

     
$�
 � η
 w�´
,# . cos����¸
 ( �(ª
 ( Z
 ( 1 . 
$
 sin�����´
,# . cos����¸# ( ´
,
!\x 

     
$�# � η#�´#,#¸
 ( �(ª
 ( Z
 ( 1 . 
$
 sin����´#,#¸# ( ´#,
!\� 

 
La commande adaptative  
                             � � ¹# . �á¤ 

 

          Si le système (3.91) est en exécution d’une tache répétitive nous appliquons la 

commande adaptative par apprentissage itératif suivant : 

 �� � ¹#,� . �á¤ 
$�
,� � (e
$
,���� .  e
$
,�M
��� . η
 w�´
,#,� . cos�����¸
,� ( �(ª
 ( Z
 ( 1 (             
$
,� sin������´
,#,� . cos�����¸#,� (  ´
,
!\,�x  


$�#,� � (e
$
,���� .  e
$#,�M
��� . η# w�´#,#,��¸
,�         ( �(ª
 ( Z
 ( 1 (  
$
,� sin������´#,#,��¸#,� ( ´
,
!\,�x 

3.3.5.  Résultats  de simulation  

         Nous avons simulé l’exemple avec 

 � 1, 
# � 3, !� �¤��� � 3sin �2â�� sur 

l’intervalle de temps �0, 1�  et ª
 � 1, ª# � 10, Z
 � 10, Z# � 10, �
 � 145, �# � 175. et 

avec les conditions initiales �
,\�0� � �#,\�0� � 0, �"
,��0� � �
,��0�, �"#,��0� � �#,��0�. Les 

figures suivantes  montrent l’évolution de la sup-norme  de l’erreur de poursuite et celle de 

l’erreur d’observation ainsi que  la norme RMS de l’erreur d’estimation paramétrique en 

fonction des  itérations. 
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� Pour ã � ä    avec  �
 � 5, �# � 5. 
 

 

 

 

Fig. 3.1. (a) Erreur de poursuite sup[��\,
� !�  (b) Norme RMS de l’erreur d’estimation 

parametrique  (c) Erreur d’estimation sup[��\,
� !� 

 

 

� Pour ã � ä. å    avec  �
 � 5, �# � 5. 
 

 

 

 

Fig. 3.2. (a) Erreur de poursuite sup[��\,
� !�  (b) Norme RMS de l’erreur d’estimation 

parametrique   (c) Erreur d’estimation sup[��\,
� !� 
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� Pour ã � æ    avec  �
 � 0.001, �# � 0.05. 
 

 

Fig. 3.3. (a) Erreur de poursuite sup[��\,
� !�   (b) Norme RMS de l’erreur d’estimation 

parametrique  (c) Erreur d’estimation sup[��\,
� !� 

 

 

          Les résultats présentés ci-dessus, sont ceux de la commande adaptative par 

apprentissage itératif avec observateur d’état. Selon les résultats de  la simulation,  il apparaît 

clairement qu’à travers les itérations le comportement du système  en poursuite s’améliore, et 

les erreurs de poursuite sont bien moins importantes et aussi les estimations des paramètres 

converges vers les vraies valeurs des  paramètres sauf dans le cas où ã � æ les estimés des 

paramètres ne convergent pas. 

 

 

3.4. Conclusion  

 

          Dans ce chapitre, nous avons synthétisé la loi de CAI adaptative du chapitre précédent 

pour les systèmes non  linéaires  dont  les variables d’états ne sont pas disponibles. Pour 

résoudre ce problème, nous avons ajouté un observateur d’états, dont le rôle est de fournir les 

états estimées. Utilisant la théorie de Lyapunov, nous avons démontré  la stabilité  du système 

global en boucle fermée, ainsi que  la convergence de l’erreur de poursuite et l’erreur 

d’observation. 

 

0 5 10 15 20 25
0.2

0.22

0.24

0.26

0.28

0.3

0.32
a

iteration number

su
p|

y-
yd

|

0 5 10 15 20 25
0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4
b

iteration number

R
M

S
 e

st
im

at
io

n 
er

ro
r

0 5 10 15 20 25
0.06

0.065

0.07

0.075

0.08

0.085

0.09
c

iteration number

es
tim

at
io

n 
er

ro
r



59 

 

 

Chapitre 4 

 

Commande adaptative par 

apprentissage itératif des robots 

manipulateurs 

 
4.1. Introduction 

 

         Habituellement, les robots manipulateurs sont utilisés pour exécuter des tâches 

répétitives. Dans ce cas, la trajectoire de référence est répétée sur un intervalle de temps 

donné. Donc, il devient intéressant de concevoir un régulateur capable d’utiliser les 

informations des cycles précédents en vue d’améliorer les  performances du système à la 

prochaine exécution de la tâche.           

 

        Dans ce chapitre, nous présentons une loi de CAI adaptative pour la commande en 

poursuite de trajectoires des robots manipulateurs rigides en deux cas, avec mesures des 

vitesses articulaires, et sans mesures des vitesses articulaires. Utilisant les théorèmes de 

stabilité au sens de Lyapunov, est démontrée la stabilité du système en boucle fermée pour les 

deux cas. L’implémentation de cette loi est effectuée pour le cas du robot PUMA 560. 
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4.2. Robot manipulateur modèle et propriétés   

L’équation dynamique des robots manipulateurs est en générale de la forme suivante : 

 ���������	���� 
  �������, ������������� 
  �������� 
 ������� � �����          (4.1) 

Avec 

�����                                            Le vecteur des positions articulaires. 

������                                            Le vecteur des vitesses articulaires. 

�	����                                            Le vecteur des accélérations articulaires. 

�������� �  ����                      Matrice d’inertie. 

�������, �������������  �  ��       Le vecteur des forces ou couples de Coriolis et   

                                                      Centrifuge. 

��������  �  ��                           Le vecteur des forces ou couples dus aux forces   

                                                      Gravitationnelles.                                             

� �  ����                                    Matrice des coefficients de friction, constante,  

                                                       Diagonale  et définie positive 

����  �   ��                                   Le vecteur des forces ou couples de commande.  

� � ��                                            Nombre d’itération. 

� � �0, ��                                       Le  temps.  

          Pour la synthèse de la loi  de la commande, nous avons besoin des propriétés suivantes, 

qui sont communes pour les robots manipulateurs  (Arteaga, 2003): 

Propriété  1  

La matrice d’inertie �������� est symétrique, définie positive, et satisfait l’inégalité suivante: 

                     �� ! "  #   !$��������! # �% ! ",   & ��, ! � ��,                      (4.2) 
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Avec   0 ' �� ' �% ' ∞, &� � �0, ��,  et  � � ��. 

Propriété  2  

La matrice d’inertie �������� est symétrique, définie positive, et bornée : 

                     0 ' )*+� # �������� # )"+� ,                                       (4.3) 

Pour tout �� � ��, et  )" , )* , 0. 

Propriété  3  

La matrice d’inertie, celle des forces centrifuges et la matrice des forces de Coriolis vérifient 

la relation d’antisymétrique : 

                     !$ -*
" �� ���� .  ����, ����/ ! � 0,   & ! � ��,                               (4.4) 

où  �� ���� est la dérivée par rapport au temps de la matrice d’inertie. 

Propriété  4  

L’équation dynamique des robots manipulateurs (4.1) peut être réécrite comme suit : 

               ������	� 
  ����, ������� 
  ����� 
 ���� � �� � 0���, ���, �	��1                   (4.5) 

Où  0���, �	�, �	�� � ���2 est le regresseur  et 1 � �2 est le vecteur constant des paramètres. 

Propriété  5  

La matrice des forces centrifuges et de Coriolis et le vecteur des  forces gravitationnelles 

vérifient : 

                      ����, ���� # �3 ���                                                 (4.6) 

Avec  0 ' �4 ' ∞,   &��� � ��, &� � �0, ��,  et  � � �� 

et  

                                                                               ����� # �5                                                (4.7) 

Avec, 0 ' �5 ' ∞, &� � �0, ��,  et  � � ��. 
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Propriété  6  

Le vecteur des forces centrifuges et de Coriolis satisfait :  

                     ����, !�7 �  ����, 7�!                                             (4.8) 

Pour tout !, 7 � �� 

 

Ainsi,  on a  (Tayebi, 2007) 

Hypothèse  1  

Les trajectoires de référence sont réalisables pour le robot manipulateur considéré.   

Hypothèse2  

Les trajectoires désirées �8���, ��8���,  et �	8���, sont bornées  &� � �0, ��,  et  � � ��. 
Hypothèse 3 

Les  conditions initiales doivent être satisfaites ��8�0� . ����0� � �8�0� . ���0� � 0. 
          Pour faciliter ultérieurement l’analyse et la synthèse de la commande, on définit le 

vecteur des fonctions Tanh �=� � �� et Cos �=� �  ���� comme suit  (Zhang et al, 2000): 

                     �ABC�D� � �tanh�D*� , … , tanh �D���$                                     (4.9) 

et  

                     �GHC�D� � IJAKLcosh�D*� , … , cosh �D��N                                 (4.10) 

Avec, D � �D*, … , D��$ � ��, et IJAKL=N noté que la matrice est diagonale. 

En se basent sur la définition (4.9), on peut montrer les inégalités suivantes :                      
              

                                                  
*
" �ABC"� D � # ln �PGHC� D � 

                                                                                    # Q ln �cosh �zS��
T

SU*
#  z " 

 

                      �ABC"� D � #  �ABC�D� " # �ABC�D�$�ABC�D�                        (4.11) 
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Hypothèse 4  (Zhang et al, 2000) 

On suppose,  pour tout D, V �  ��, qu’existent les constantes positives ��, �4 , et �W telles que  

 ��D� . ��V� # �� �ABC�D . V� . 
                                                   ��D� . ��V� # �W �ABC�D . V� . 

                      ��D, ���� .  ��V, ���� # �4 ���  �ABC�D . V� .                (4.12) 

4.3. Synthèse de la commande  

          L’objectif est de synthétiser  une loi de commande adaptative par apprentissage itératif 

�����, affin d’assurer la bornitude de �����, ������,  et �	����, &� � �0, �� et  � � �� et la 

convergence de ����� vers la trajectoire de référence �8���,  &� � �0, ��  et � tend vers l’infini 

dans les deux cas, avec mesure des vitesses articulaires, et sans mesure des vitesses 

articulaires. 

On définit l’erreur de poursuite de position X�et l’erreur paramétrique  1Y�comme suit : 

                     X� � �8 . ��                                                   (4.13) 

                      1Y� � 1Z� . 1                                                     (4.14) 

Où 1Y� � �2 représente l’erreur d’estimation paramétrique et 1Z� � �2 représente une 

estimation de 1 définie en (4.5).   

4.3.1. Synthèse  de la commande adaptative par apprentissage itératif  

          La loi de commande est composée d’une loi d’adaptation de compensation désirée 

(DCAL) (Horowitz, 1990) en feedforward pour compenser l’effet des paramètres incertains et 

un terme non linéaire en feedback couplée avec un filtre dynamique non linéaire pour 

compenser  le manque de mesures des vitesses articulaires et la différence entre la dynamique 

du système réel et le modèle estimé introduit comme un terme en feedforward. 

  

          Pour faciliter la synthèse de la commande, on introduit l’erreur de poursuite filtrée 

[� � �� définie telle que: 

                      [� �  X�� 
 �ABC�X�� 
 �ABC�X\,��,                                    (4.15) 
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Où X� et tanh �=� sont exprimés par (4.13) et (4.9) respectivement et,  X\� � �� est une 

variable auxiliaire à laquelle on impose la dynamique ci-dessous : 

                      X�\� �  . �ABC�X\,�� 
 �ABC�X�� . ]�GHC"�X\,��[�,   X\��0� � 0,         (4.16) 

Où le scalaire  positif ] est un gain de commande et cosh �=� est exprimé par (4.10).   

En se basant sur le système d’erreur développée ultérieurement et l’analyse de stabilité 

correspondante, on obtient, pour le système (4.1), la commande adaptative par apprentissage 

itératif exprimée par : 

                      ����� � 0��8, ��8 , �	8�1Z� . ]�GHC"�X\,�� Tanh�X�� 
 Tanh�X��              (4.17) 

Où, ] est le même gain de commande définie en (4.16) et, 1Z� est le vecteur des paramètres 

estimés généré par la loi d’adaptation suivante : 

                      �1 . _�1Z����� �  ._1Z���� 
 _1Z�`*��� 
 a0$��8, ��8 , �	8�[�                  (4.18) 

Où  a est une matrice constante définie positive et _ � �0.1� 
    Les  valeurs  initiales  du vecteur des paramètres doivent satisfaire 1Z��0� � 1Z�`*���, &� �
�� et, le vecteur des paramètres initiaux pour � � 0 est choisi  1Zb��� � 1c�c, &� � �0, ��,  où 

1c�c est un vecteur constant. En général, la loi d’adaptation (4.18) devient une loi d’adaptation  

purement dans le domaine de temps si _ � 0,  une loi d’adaptation purement dans le domaine 

des itérations si _ � 1, et la combinaison des deux si _ � �0, 1�. La figure  suivante représente 

le schéma de la CAI adaptative pour les robots manipulateurs avec 1Z�`*  représenté par  

1Z�`*��� X�  � � �0, �� dans le cas où  _ � �0.1�, et par  1Z�`*���  dans le cas où _ � 0. 
 

 

 

 

 

 

Fig. 4.1 schéma de la commande adaptative par apprentissage iteratif 

����� 

 

Loi 

d’adaptation 
defgh 

Compensation 

non linéaire  
  Robot         �8��8 

1Z�  

�8��8�	8  

- 

1Z�`* 
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4.3.2.  Erreur du système  

          On commence le développement par le calcule de l’erreur de poursuite filtrée en boucle 

ouverte. Pour cela, on dérive par rapport au temps (1.13), puis on multipliée les deux 

membres de l’équation par �� et ensuite on remplace (4.1) par ���� dans l’expression 

résultante, ce qui donne :  

�����[��    �   ������	8 
 ����, ������� 
 ����� 
 ���� . � 

                                               
   ������GHC`"�X��X�� 

                                            
   ������GHC`"�X\��X�\�                                                     (4.19) 

Après l’addition et la soustraction de 081 selon (4.5) au membre gauche de (4.19), on peut 

alors utiliser (4.13), (4.15), et (4.16) pour réécrire l’erreur dynamique en boucle ouverte pour 

[� sous la forme suivante : 

                     �����[�� �  .����, ����[� . ]�����[� 
 081 
 i 
 0Y . �                  (4.20) 

Avec, i�X�, X\,�, [�, ��, 0Y�X�, X\,�, [� , �� � ��, sont définies comme suit : 

           i �   ������GHC"�X���[ . Tanh�X\�� 
 Tanh�X��� 

              
  ������GHC"�X\,���. Tanh�X\,�� 
 Tanh�X��� 

              
  ����, ��8 
 Tanh�X\,�� 
 Tanh�X����Tanh�X\,�� 
 Tanh�X��� 

              
  ����, ��8��Tanh�X\,�� 
 Tanh�X��� 

              .  ����, [�����8 
 Tanh�X\,�� 
 Tanh�X���                                                        (4.21) 

et 

                      0Y � ������	8 
 ����, ��8���8 
 ����� 
 ���� . 01                         (4.22) 

Par substitution de  (4.17) dans (4.20), l’erreur dynamique  en boucle fermée pour [� peut 

prendre la forme suivante: 

�����[��    �    .����, ����[� . ]�����[� . 081Y� 
 0Y 
 i 

                                        
    ��GHC"�X\,�� Tanh�X\�� . Tanh �X��                            (4.23)  
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Par l’exploitation du  fait que, les trajectoires désirées sont bornées (propriétés 1 et 4) et les 

propriétés des fonctions hyperboliques, notons que i�X�, X\�, [� , ��,  de (4.21) peut être 

limitée  comme suit : 

                       i # j* !                                                        (4.24) 

Où j* est une constante positive dépendant des paramètres mécaniques et des trajectoires 

désirée et ! � �k� est défini par 

                      ! �    lTanh �X��$   Tanh �X\,��$   [$m$
                                 (4.25) 

Du fait que les trajectoires désirées sont bornées et vue la propriété 1, on peut montrer que 

0Y�X�, X\�, [� , �� exprimée par  (4.22) peut être limitée comme suit : 

                      n0Yn # j" !                                                 (4.26) 

où j" est une  constante positive dépendant des paramètres mécaniques et des trajectoires 

désirées. 

4.3.3. Analyse de  stabilité  

       Dans cette section, nous allons donner les conditions de stabilité du système à 

commander. Pour cela nous annonçons le théorème suivant : 

Théorème 3 Considérons la dynamique du robot (4.1) en boucle fermée avec la commande 

adaptative par apprentissage itératif (4.17) et (4.18), nous avons :     

         J�  Si _ � �0,1� alors,  X����, X�����, 1Y����, ����� � opq ,  pour � � �� et pour  

              � � �0, ��, et   rJ)�sp X���� �  rJ)�sp X����� � 0 , &� � �0, �� 
        JJ�  Si _  �   1 alors,  X����, X�����   �    opq ,    1Y����, �����   � o"q   &� � ��                 

              et   &� � �0, ��. de plus, avec X��0� � X���0� � 0, nous avons  

              rJ)�sp X���� �  rJ)�sp X����� � 0 , &� � �0, �� 
A condition que le gain  ] soit choisi comme suit :  

                           ] � 1
)*

�1 
 ���j* 
 j"�"�                                                                                �4.27� 

Où  )*, j*, et j" sont des constantes positives dépendant des paramètres mécaniques et des 

trajectoires désirées avec  

                        �� , 1                                                                                                         (4.28)                                                                                          
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Preuve  
 

1. Nous allons  montrer  �J�,   

Nous définissons tout d’abord la fonction de Lyapunov suivante : 

                           w�X�, X\�, [�, 1Y�� �   Q ln�Cosh�Xc,��� 
 Q ln��GHC�X\,c,���
�

cU*

�

cU*
 

  

                                                            
  12 [������[� 
 1 . _
2 1Y�$Γ`*1Y�                                   �4.29� 

Où  Xc,� et X\,c,� sont les  Jiemes éléments des vecteurs X�  et  X\,� définis en (4.15) et (4.16), 

respectivement.  

La dérivée de (4.29) par rapport au temps conduit à l’expression de w� �X�, X\,�, [� , 1Y��  donnée 

par : 

                      w� �X�, X\�, [� , 1Y��  �  �ABC�X��$ X�� 
 �ABC�X\,��$ X�\� 
 [�$�����[�� 

                                                     
 *
" [�$�� ����[� 
 �1 . _�1Y�$ a`*1Z��                              (4.30) 

On peut utiliser (4.15), (4.16), et (4.23) pour simplifier l’expression (4.30) de 

w� �X�, X\,�, [�, 1Y��,  d’où :  

                      w� �X�, X\,�, [�, 1Y��  �   . �ABC�X��$ �ABC�X�� . �ABC�X\,��$ �ABC�X\,�� 

                                                     
   [�$�0Y 
 i� 
 �[������[� .  [�$081Y� 

                                                      
  �1 . _�1Y�$ a`*1Z��                                                      (4.31) 

Tenant compte de (4.4), et après l’application de (4.24), (4.26), (4.2) et (4.27) pour réduire 

(4.31), nous pouvons alors écrire la  borne supérieur de  w� �X�, X\�, [�, 1Y�� comme suit :  

w� �X�, X\�, [� , 1Y�� #   . Tanh�X�� " . nTanh�X\��n" .  [� " 

                                                             
   ��j* 
 j"� !  [� . ���j* 
 j"�" [� "�             

                                                              .   [�$081Y� 
 �1 . γ�θY|} Γ`*θZ� |                                    (4.32) 
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Par l’application de l’argument de la nonlinear damping (Kokotovic, 1992) pour le terme 

entre crochets de la relation (4.32), la borne supérieure de  w� �X�, X\,�, [�, 1Y�� devient:  

         w� �X�, X\,�, [�, 1Y�� # .~!�$!� 
 *
��

!�$!� .  [�$081Y� 
 �1 . γ�θY|} Γ`*θZ� |          (4.33) 

Pour  �� , 1, la relation (4.33) peut être réécrite sous la forme suivante : 

          w� �X�, X\,�, [�, 1Y�� #  .~!�$!� .  [�$081Y� 
 �1 . _�1Y�$ a`*1Z��               (4.34)  

L’utilisation de  la loi d’adaptation  (4.18) et le fait que  ._1Z� 
 _1Z�`* � ._1Y� 
 _1Y� nous 

permet de modifier l’inégalité  (4.34) comme suit :                

w� �X�, X\,�, [� , 1Y�� �   .~!�$!� . 1Y�$08$[� 
 θY|}Γ`*�._1Z� 
 γθZ|`* 
 Γ0$��8, ��8 , �	8�[�� 

                                      �   .~!�$!� . _1Y�$Γ`*1Y� 
 _1Y�$Γ`*1Y�`* 

                                  �   .~!�$!� 
 �
� 1Y�`*$  Γ`*1Y�`* . �1Y� . *

" 1Y�`*�$ Γ`*�1Y� . *
" 1Y�`*� 

                                  #    �
� 1Y�`*$  Γ`*1Y�`*                                                                            (4.35)   

Maintenant, on considère la première itération  � � 0. Puisque  1Z`*��� dans la loi 

d’adaptation (4.18) est égal à zéro, nous avons 

       wb�0�     �    Q ln�Cosh�Xcb�0��� 
  Q ln ��GHC �X\cb�0���
�

cU*

�

cU*
 

                                          
   *
" [b�0����*�[b�0� 
 �*`��

" 1Yb$�0� Γ`*1Yb�0�  
                                          �     �*`��

" 1$Γ`*1                                                                      (4.36)   

 Ceci implique que  wb�0�  est bornée selon l’hypothèse 2. La fonction de Lyapunov (4.29) à 

l’itération  initiale  satisfait  

 

w� �Xb, X\,b, [b, 1Yb�     #    �
� 1$Γ`*1                                     (4.37) 

 

Il est facile de conclure  que wb���,  Xb���,  X�b���,  1Yb���,  �b��� � �pq�0, ��.   
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 En se basant sur ce résultat, nous allons  prouver que la commande adaptative par 

apprentissage itératif (4.17) et (4.18)  assure la bornitude de 

 X����, X�����, 1Z����,  � !�$!�I�$
b ,  et � 1Y�$Γ`*1Y�I�$

b   &� � ��. et   lim�sp X���� �
lim�sp X����� � lim�sp � !�$!�I�$

b � 0 

 

On considère la fonction définie positive suivante : 

                          ����� �  � _1Y�$ Γ`* 1Y�I� 
 1 . _
2 1Y�$���Γ`*1Y����

$

b
                    �4.38� 

 La  différence  entre  �����  et  ��`*���  peut être  déterminée par l’utilisation de 

l’intégrale  par  partie  en sachant que  1Y��0� � 1Y����   

 Δ����� �     ����� . ��`*���  

                 �    � _
2 l1Y�$ Γ`*1Y� . 1Y�`*$ Γ`*1Y�`*m

$

b

 1 . _

2 1Y�$���Γ`*1Y���� 

                 .   1 . _
2 1Y�`*$ ���Γ`*1Y�`*��� 

                 � � _
2 l1Y�$ Γ`*1Y� . 1Y�`*$ Γ`*1Y�`*m

$

b

 1 . _

2 � 1Y�$
$

b
 Γ`*1Y��I� 

                 
 1 . _
2 1Y�$�0�Γ`*1Y��0�  . 1 . _

2 1Y�`*$ ���Γ`*1Y�`*��� 

                 �   � _
2 l1Y�$ Γ`*1Y� . 1Y�`*$ Γ`*1Y�`*m

$

b

 � 1Y�$Γ`*

$

b
�._1Z��t� 
 γθZ|`*�t� 
 Γ08$[��I� 

                 �   � . _
2 �1Y� . 1Y�`*�$Γ`*�1Y� . 1Y�`*�

$

b
I� 
 � 1Y�$

$

b
08$[�I�                              �4.39� 

Maintenant, on introduit une autre fonction définie positive ��  exprimée par : 

��X�, X\�, [�� � Q ln�cosh�Xc��� 
  Q ln�PGHC�X\c��� 
 1
2

�

cU*

�

cU*
[������[�       �4.40� 

i.e.,  w�X�, X\,�, [�, 1Y�� �  ��X�, X\,�, [�� 
  �1 . _�1Y�$Γ`*1Y�.  

La dérivée de �� par rapport au temps satisfait l’inégalité 



Chapitre 4                 Commande adaptative par apprentissage itératif des robots manipulateurs 

70 

 

                     �� �X�, X\,�, [��  #  .~!�$!� .  1Y�$08$[�                                (4.41) 

Selon le résultat trouvé en (4.34), l’intégration de (4.41) de  0 à �  conduit à  

                      ����� . ���0� # . � ~!�$!�I�
$

b
. � 1Y�$08$[�I�

$

b
                          �4.42� 

Ce qui implique 

                           � 1Y�$08$[�I�
$

b
 #  .����� . � ~!�$!�I�

$

b
                              �4.43� 

 La substitution de  (4.43) dans  (4.39) donne : 

Δ����� �  ����� . ��`*���   

                 # .����� . � ~!�$!�I�
$

b
. � _

2~ �1Y� . 1Y�`*�$Γ`*�1Y� . 1Y�`*�
$

b
I�                

                 # .����� . � ~!�$!�I�
$

b
# 0                                                                                     �4.44� 

La bornitude de  �����, � 1Y�$Γ`*1Y�I�$
b  et  1Y�$���Γ`*  1Y����  est garantie  &� � ��, si 

  �b��� est bornée. De plus, l’équation (4.44)  implique  

                          ����� 
 � ~!�$!�I�
$

b
 #  ��`*��� . �����  #  �b���                 �4.45�  

Ce qui assure la bornitude de   �����, !����,  et  � !�$!�I�$
b   &� � ��.   

Notons que l’équation (4.44) donne aussi 

                                            ����� � �b��� 
 Q ∆

�

�U"
����� 

                           ����� # �b��� . Q �����
�

�U"
. Q � ~!�$!�I�

$

b

�

�U"
                         �4.46� 

 

Ou par équivalence  
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                            Q ��
�

�U"
��� 
 Q � ~!�$!�I�

$

b

�

�U"
#  �b��� . ����� #  �b���                �4.47� 

A partir de (4.44),  (4.45)  et  (4.47)  on peut conclure que    X����, X�����,
1Z����,  � !�$!�I�$

b ,  et � 1Y�$Γ`*1Y�I�$
b   sont bornés  &� � ��.  De plus  

                           lim�sp ����� �  lim�sp X���� � lim�sp X����� � lim�sp � !�$!�I�
$

b
� 0                 �4.48� 

          Dans la partie précédente de la démonstration, nous avons  montré que tous les signaux 

internes de la première itération sont bornés, et que    X����, X�����, 1Z����, ou par 

équivalence    X��0�, X���0� X� 1Z��0� sont bornés  &� � ��.     

        Dans ce qui suit, nous allons démontrer la bornitude de tous les 

signaux internes à chaque itération ainsi que la convergence de 

   X���� X�  X����� .  
         On considère la fonction de Lyapunov w����  exprimée par (4.29), sa 

dérivée par rapport au temps satisfait (4.36). L’intégration de (4.36)  de 0 à 

� pour  � � �0, ��, donne  

 w���� # w��0� 
 � _
4

�

b
1Y�`*$ ���Γ`*1Y�`*���I� 

                                                         # w��0� 
 � _
4

$

b
1Y�`*$ ���Γ`*1Y�`*���I�.                              �4.49� 

 w��0� � *`�
" 1Y�$�0�Γ`*1Y��0� � *`�

" 1Y�`*$ ���Γ`*1Y�`*��� et � 1Y�`*$ ���Γ`*1Y�`*���I� $
b  sont 

bornées  &� � �� comme montré précédemment. La bornitude  de w� ���  !����,  1Z����,  et 

 �����   est  garantie  par  (4.49) &� � �0, ��  et  � � ��.  Maintenant, nous avons  !���� �
�2q�0, �� et 

                  lim�sp � !�$!�I�
$

b
� 0                                               �4.50� 

Par conséquent,  lim�sp !�= 0, &� � �0, ��. 
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Finalement, à partir de la définition donnée dans (4.25)  on peut voir que  

lim�sp tanh �X�� � 0.  Donc, avec les propriétés des fonctions hyperboliques et les 

définitions données en (4.15) et (4.16),  on peut conclure que  lim�sp X� � lim�sp X�� � 0. 

 

2.  montrons  �JJ�,   

Soit la fonction définie positive  suivante :  

                 Ψ�X�, X\,�, [� , 1Y�� � w��X�, X\,�, [�� 
 1
2 � 1Y�$���Γ`*1Y����I�

�

b
                �4.51� 

Le terme w��X�, X\,�, [��  dans (4.51)  est choisi selon : 

w��X�, X\,�, [�� �  Q ln�Cosh�Xc,��� 
  Q ln��GHC�X\,c,��� 
 1
2

�

cU*

�

cU*
[������[�       �4.52� 

 La différence entre Ψ| et Ψ|`*  est telle que : 

                          ΔΨ� �   Ψ� . Ψ�`*  

                                    �  w� . w�`* 
 1
2 � �1Y�$Γ`*1Y� 
 1Y�`*$ Γ`*1Y�`*�

�

b
I� 

                                    �  w� . w�`* . 1
2 � �1��$Γ`*1�� . 21��$Γ`*1Y��I�

$

b
                                �4.53� 

Avec  1�� � 1Y� . 1Y�`*. 

 On peut réécrire w� sous la forme suivante : 

w��X�, X\,�, [��  �  w� �X��0�, X\,��0�, [��0�� 

                        
 � �. �ABC�X��$ �ABC�X�� . �ABC�X\,��$ �ABC�X\,��
�

b

  [�$�0Y 
 i� 

                           
  �[������[� . [�$081Y��I� 

                               #  w� �X��0�, X\,��0�, [��0�� . � �~!�$!� 
  [�$081Y��
�

b
I�                      �4.54� 
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L’utilisation de (4.18), (4.54) et l’hypothèse 3, nous permet de réduire la relation  (4.53) sous 

la forme suivante :  

                           ΔΨ� � .w�`* . 1
2 � �[�$08Γ08$[� 
 2~!�$!��I�

$

b
 # 0                        �4.55� 

Ceci montre que  Ψ� est une séquence décroissante.  Donc, la bornitude de  Ψb implique celle 

de  Ψ�.  

          Dans le reste de la démonstration, nous allons montrer que  Ψb��� est borné  &� �
�0, ��. Ce qui implique la bornitude de  !� et  � 1Y�$���Γ`*1Y����I��

b   &� � ��  et t &� � �0, ��. 
Ensuite, nous  montrons aussi la convergence de  X���� et  X�����. 
           Considérons (4.51) avec  � � 0, la dérivée par rapport au temps de   Ψb��� vérifie 

l’inégalité suivante :  

                      Ψ� b # .�~!b$!b 
  [b$081Yb� 
 *
" 1Yb$Γ`*1Yb                               (4. 56) 

Puisque   1Z`* � 0, nous avons   1Zb��� � a08$[b 

                      Ψ� b # .~!b$!b . *
" 1Yb$Γ`*1Yb . 1$Γ`*1Yb                                 (4. 57) 

Nous avons aussi     1Yb$Γ`*1 # �n1Yb$Γ`*n" 
 *
��  1 "   avec  � , 0 

Aussi,  Ψ� b # .~ !b " . �n1Ybn" . *
��  1 " # 0   ceci implique que Ψb���  est bornée 

sur �0, ��. 
           Concernant la convergence de   X���� et  X�����, On utilise la fonction  Ψ� qui peut être 

réécrite sous la forme  Ψ� � Ψb 
 ∑ ΔΨ���U* . Donc, l’utilisation de (4.55), donne 

Ψ� # Ψb . Q w�`*
�

�U*
 

   # Ψb . Q Q ln�Cosh�Xc,�`*�� .  Q Q ln��GHC�X\,c,�`*�� . 1
2

�

cU*

�

�U*

�

cU*
Q [�`*����`*�[�`*

�

�U*

�

�U*
 

Ce qui implique 
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Q Q ln�Cosh�Xc,�`*�� .  Q Q ln��GHC�X\,c,�`*�� . 1
2

�

cU*

�

�U*

�

cU*
Q [�`*����`*�[�`*

�

�U*

�

�U*
# Ψb . Ψ� 

                                            # Ψb 

Donc,  lim�sp X� , � lim�sp X\,� � lim�sp [� � 0,   &� � �0, ��, si  Ψ� est bornée. Selon les 

définitions données  par (4.15) et (4.16) on peut déduire  que  

 rJ)�sp X���� �  rJ)�sp X����� � 0 , &� � ��, &� � �0, ��. 
 

4.3.4. Loi de commande sans la mesure des vitesses articulaires  

          La plupart des schémas de la CAI adaptative  proposés  pour les robots manipulateurs 

supposent que les mesures de vitesses articulaires  sont disponibles.  Bien qu'il soit possible 

de mesurer les vitesses par l'utilisation des tachymètres ceci augmente les coûts et les signaux 

fournis peuvent être bruités. De plus, les encodeurs donnent des valeurs pour les positions 

articulaires suffisamment précises.  Cependant, il est préférable d’estimer les vitesses 

articulaires par un observateur. 

 

          Dans ce qui suit, nous allons  illustrer  comment la loi de commande proposée dans la 

section précédente peut être modifiée pour la ramener  dans  une forme équivalente n’utilisant 

que la mesure des positions articulaires. Pour arriver à cet objectif,  on définit la  relation 

suivante : 

                      7c � l�ABC�X\,��mc � �ABC�X\,�,c�                                     (4.59) 

Selon l’identité hyperbolique standard : 

                      

                         PGHC"�X\,�,c� � 1
1 . �ABC"�X\,�,c� � 1

1 . 7"                                  �4.60� 

 Avec 7c est le Jcq�q élément de 7 �  �� 

 

          Maintenant, nous allons montrer que 7c peut être calculé sans mesurer les vitesses 

articulaires. Premièrement, notons que le filtre donné par (4.16) peut être réécrit en fonction 

des termes de la   Jcq�q composante comme suit:  
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X��c � .�ABC�X\,�,c� 
 �ABC�X�,c� . ]PGHC"�X\,�,c�[�,c 

                     X\,�,c�0� � �0�                                                                                                (4.61) 

Avec [�c   est le Jcq�q élément du vecteur  [� défini en (4.16).  

La substitution (4.61) et (4.60) dans l’expression résultante de la dérivée de (4.59)  donne :  

                   7��,c � PGHC�X\,�,c�"X�\�c 

                          � .�1 . 7"� �7�,c . �ABC�X�,c��  . ]�X�� 
 �ABC�X�,c� 
 7�,c�,          (4.62) 

             7�,c�0� � 0                                                                       

On  utilise directement (4.62) pour construire le filtre suivant, et ainsi calculer 7�c : 

            ���,c � . �1 . �1 . ]X�,c�"� ���,c . ]X�,c�ABC�X�,c�� . ]��ABC�X�,c� 
 ��,c . X�,c� 

       ��c�0� � ]X�c�0� 

            7�,c � ��,c . ]X�,c                                                                                                   (4.63) 

où ��,c est une variable auxiliaire  permettant de calculer 7�,c  sans mesurer les vitesses 

articulaires. 

        Maintenant, nous  illustrons comment les entrées de commande données par (4.17) et la 

loi d’adaptation donnée par (4.18), peuvent être calculées sans la mesure des vitesses 

articulaires. 

       Concernant la loi d’adaptation, on substitue [�  donnée par (4.15) dans  (4.18) puis, par 

l’utilisation  de l’intégrale par partie, on peut formuler une expression équivalente à (4.18)  

comme suit :   

�1 . _�1Z���� �  ._ � 1Z����I�
�

b

 _ � 1Z�`*���I�

�

b

 Γ08$���X���� 
 Γ � 08$�����ABC�X��

�

b
 

                          
  7�����I� . Γ � 0�8$
�

b
���X����I�                                                                 �4.64� 

Pour la loi de commande, la substitution de (4.59) et (4.60) dans (4.17) donne la  Jcq�q 

composante des entrées de commande sous la forme suivante :               
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                   ��,c � �081Z��,c . ] 7�,c
1 . 7�,c" 
 �ABC�X�,c�                                    �4.65� 

où ��,c et �081Z��,c sont les Jcq�q� éléments des vecteurs  �� et 081Z� respectivement, 1Z�est 

calculée à partir de  (4.64) et,  7�,c est calculée  à partir de  (4.63). 

 

4.5. Remarques  

Remarque 1  

       Il est clair qu’à partir de (4.59) et (4.65) que 7�c doit être bornée comme suit  �7�,c����  '
 1 &� � �0, ��. On peut montrer que cette condition est toujours vérifiée. Premièrement, 

puisque  X\,��0� � 0, on déduit à partir de (4.59) que  7�,c�0� � 0. Deuxièmement,  à partir de 

la démonstration du théorème 3,  nous avons  X\,�,c��� � �pq . Donc, on peut utiliser la 

définition donnée en (4.59)  et les propriétés des fonctions hyperboliques pour montrer que   

�7�,c����  '  1 &� � �0, �� 
Remarque 2  

      À partir de la démonstration de théorème 3, on sait que 1Z����  � opq  et  X���� � opq. De 

plus, il est facile de voir que tout les signaux intervenant dans le schéma de commande donné 

par (4.63), (4.64) et (4.65) restent bornées (i.e.,  ��,c���, ���,c���, 1Z�,c���, ��,c���� � �pq ). 

4.6. Résultats de simulation  

          Dans cette partie, nous allons présenter les résultats de simulation de la commande par 

apprentissage itératif appliquée au robot manipulateur PUMA 560 en considérant  les trois 

premières articulations. 

 

Les valeurs des gains de synthèse  ] et Γ sont donnés dans le tableau suivant : 

Valeur de _ Avec   mesures  des  vitesses Sans     mesures  des   vitesses 

Pour _ � 0.0 ] � 225 Γ � 30275+**�** ] � 100 Γ � 16275+**�** 

Pour _ � 0.5 ] � 225 Γ � 15275+**�** ] � 100 Γ � 06275+**�** 

Pour _ � 1.0 ] � 050 Γ � 00132+**�** ] � 170 Γ � 0065+**�** 
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Fig. 4.2 Implementation  de la commande adaptative par apprentissage iteratif 
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La trajectoire de référence dans l’espace opérationnel est une ellipse inscrite dans le plan, elle 

est définie telle que : ! � 0.2 sin�2���    �)�        D � 0.25 cos�2���  �)�        7 � 0.5    �)�          

� � �0, 9� �H�.           

          Les résultats des simulations sont donnés par les figures 4.3 à 4.25. Celles-ci montrent  

les normes supérieures des erreurs de poursuite en position des trois premières articulations du 

robot PUMA 560,  les commandes appliqués, et les erreurs de poursuite après 1ière itération et 

50ième itération. Les performances obtenues sont nettement supérieures à ceux obtenu après la 

1ier itération. 

         Nous remarquons qu’à travers les itérations le comportement du robot en poursuite 

s’améliore, et les erreurs de poursuite sont bien moins importantes. Ceci montre l’efficacité de 

la commande adaptative par apprentissage itératif, avec mesure des vitesses articulaires et 

sans mesure des vitesses articulaires dans les cas où  _ � 0, 0.5 et 1.  

       Nous constatons qu’à après la 50ième itération la poursuite  est satisfaisante du fait que les 

erreurs de poursuite deviennent très faibles. 

       Concernant la comparaison des performances entre le cas où   les vitesses articulaires sont 

disponibles, et le cas où les vitesses articulaires ne sont pas disponibles, on peut dire que cette 

loi de commande conduit à des erreurs de poursuite faibles dans les deux cas. 

 

4.6.1 Résultats de simulation avec mesure des vitesses articulaires 

� Pour � �  

 

Fig. 4.3. Positions dans l’espace operationelle (a) à l’iteration 1. (b) à l’iteration 50 
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            Fig. 4.4. Erreurs de poursuite (a) sup���b,¥� X*,�. (b) sup���b,¥� X",� (c) sup���b,¥� Xk,� 

 

Fig. 4.5. Couples articulaires. (a-b-c) à l’iteration 1, (e-f-g) à l’iteration 50 

 

 

Fig. 4.6. Erreures de poursuite,  (a-b-c) à l’iteration 1, (d-e-f) à l’iteration 50 
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� Pour � �  . ¦ 

 

 

Fig. 4.7. Positions dans l’espace operationelle (a) à l’iteration 1. (b) à l’iteration 50 

 

 

         Fig. 4.8. Erreurs de poursuite (a) sup���b,¥� X*,�. (b) sup���b,¥� X",� (c) sup���b,¥� Xk,� 

 

 

Fig. 4.9. Couples articulaires. (a-b-c) à l’iteration 1, (e-f-g) à l’iteration 50 
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Fig. 4.10. Erreurs de poursuit. (a-b-c) à l’iteration 1, (d-e-f) à l’iteration 50 

 

 

� Pour � � § 

 

Fig. 4.11. Positions dans l’espace operationelle (a) à l’iteration 1. (b) à l’iteration 50 

 

 

Fig. 4.12. Erreurs de poursuite (a) sup���b,¥� X*,�. (b) sup���b,¥� X",� (c) sup���b,¥� Xk,� 
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Fig. 4.13. Couples articulaires. (a-b-c) à l’iteration 1, (e-f-g) à l’iteration 50 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.14. Erreurs de poursuite. (a-b-c) à l’iteration 1, (d-e-f) à l’iteration 50 
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4.6.2  Résultats de simulation sans mesure des vitesses articulaires 

� Pour � �   

 

Fig. 4.15. Positions dans l’espace operationelle (a) à l’iteration 1. (b) à l’iteration 50 

  

Fig. 4.16. Erreurs de poursuite (a) sup���b,¥� X*,�. (b) sup���b,¥� X",�.  (c) sup���b,¥� Xk,� 

 

 

Fig. 4.17. Couples articulaires. (a-b-c) à l’iteration 1, (e-f-g) à l’iteration 50 
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Fig. 4.18. Erreurs de poursuite, (a-b-c) à l’iteration 1, (d-e-f) à l’iteration 50 
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Fig. 4.19. Positions dans l’espace operationelle (a) à l’iteration 1. (b) à l’iteration 50 

 

 

 

         Fig. 4.20. Erreurs de poursuite (a) sup���b,¥� X*,�. (b) sup���b,¥� X",�.  (c) sup���b,¥� Xk,� 
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     Fig. 4.21. Couples articulaires. (a-b-c) à l’iteration 1, (e-f-g) à l’iteration 50 

 

 

 

   Fig. 4.22. Erreurs de poursuite, (a-b-c) à l’iteration 1, (d-e-f) à l’iteration 50 
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Fig. 4.23. Positions dans l’espace operationelle (a) à l’iteration 1. (b) à l’iteration 50 
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Fig. 4.24. Erreurs de poursuite (a) sup���b,¥� X*,�. (b) sup���b,¥� X",�.  (c) sup���b,� Xk,� 

 

 

 

Fig. 4.25. Couples articulaires. (a-b-c) à l’iteration 1, (e-f-g) à l’iteration 50 

 

 

 

Fig. 4.26. Erreurs de poursuite. (a-b-c) à l’iteration 1, (d-e-f) à l’iteration 50 
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4.7. Conclusion  

         Dans ce chapitre, nous avons donné le modèle dynamique des robots manipulateurs et 

leurs propriétés structurelles. Ensuite, nous avons résolu le problème de poursuite de 

trajectoires des robots manipulateurs exécutant des tâches répétitives pour deux cas : avec la 

mesure des vitesses articulaires et, sans la mesure des vitesses articulaires. Ceci est obtenu en 

développant un schéma de commande adaptative par apprentissage itératif. Ce schéma  est 

composé d’un terme en feedforward basé sur les trajectoires désirées pour compenser l’effet 

des paramètres incertains et, d’un terme en feedback couplé avec un filtre dynamique non 

linéaire pour compenser  le manque de la mesure des vitesses articulaires et la différence entre 

la dynamique du système réel et le terme en feedforward basé sur les trajectoires désirées. La 

loi d’adaptation est basée sur les trajectoires désirées et dépend d’un paramètre permettant de 

choisir le type d’adaptation désirée. En utilisant les théorèmes de stabilité au sens de  

Lyapunov, nous avons monté  la stabilité du système en boucle fermée et la convergence de 

l’erreur de poursuite. 
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Conclusion Générale 
 

       
         L’objectif de ce travail était de synthétiser des lois de commande adaptative par 

apprentissage itératif pour les systèmes non linéaires itératifs ainsi bien lorsque les états du 

système sont accessibles ou non. Cette méthode de commande consiste à trouver un 

mécanisme itératif adéquat permettant d’apprendre les informations des cycles précédents et 

exécutes progressivement le nouveau cycle, et par la suite améliorer la poursuite à travers les 

itérations.  

          Nous présentons une procédure  systématique pour la synthèse  de la CAI adaptative 

pour les systèmes  non linéaires incertains basés sur l’existence d’une fonction de  Lyapunov 

pour le système en question.  En effet, si une loi de commande adaptative peut être 

synthétisée à l’aide de la technique de Lyapunov et si la fonction de Lyapunov satisfait 

certaines propriétés, nous avons montré que l’extension de la commande adaptative à la CAI 

adaptative est possible.  La loi d’adaptation paramétrique résultante est tout à fait générale 

dans le sens où elle dépend d'une certaine grandeur scalaire � permettant de choisir le type 

d'adaptation. En effet on distingue trois types d'adaptation. : adaptation dans le domaine du 

temps  pour  � � 0, adaptation dans le domaine des itérations pour  � � 1 et,  une 

combinaison des deux pour � � �0, 1	.    

 

          Deux schémas de la commande adaptative  par apprentissage itératif ont été présentés  

pour les systèmes non linéaires incertains basés sur la technique de Lyapunov.  Le premier est 

dédié aux systèmes ayant les états disponibles. Afin de résoudre le problème de la non 

disponibilité du vecteur d’état,  nous avons inclus un observateur d’états  au premier schéma. 

Les lois de commande présentées assurent la bornitude des signaux internes et la convergence 

vers zéro de l’erreur de poursuite. Les résultats de simulation ont montré l’efficacité de ces 
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lois de commande et l’amélioration des performances du système en fonction du nombre de 

cycles d’exécution de la tâche. 

          La commande par apprentissage itératif a été étendue au cas des robots manipulateurs.  

Une loi de commande adaptative par apprentissage itératif est proposée pour résoudre le 

problème de poursuite de trajectoires des robots manipulateurs rigides. L’application de cette 

loi a été effectuée sur le modèle du robot  PUMA 560.   

 

        A l’issue de ces travaux, ce mémoire ouvre de nouvelles perspectives de recherche parmi 

lesquelles nous citons : 

• Mise en ouvre expérimentale des lois de commande développées sur un robot 

manipulateur 

• Généralisation de  l’étude des lois de commande proposées pour le cas discret.  

• Généralisation de l’étude des lois de commande proposées au de la commande flou-

adaptative et la commande neuro-adaptative. 
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Annexe 
A.1. Présentation du robot PUMA 560 : 

          Dans cette étude, nous avons utilisé un robot de type PUMA 560 en considérant  

uniquement les trois premières articulations rotoïdes  ��,   ��  et  ��.   

 

 

A.2. Modèle dynamique du robot manipulateur PUMA 560 : 

          Le modèle dynamique des robots manipulateurs est généralement donné par une 

équation générale  de la forme suivante : 

���	
��
��	
�� �  ���	
��, ��	
��
��	
�� �  ���	
��
 � �	
��                    (A.1) 

 



 
 

Dans notre cas 

�
�� � ��� � ������ � ����� � ������� ����� � ���� ���������� � ���� �� � ���� �� � 0.5��������� �� � 0.5���� �! " 
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�, �� ��
�

#$$
$%&�2
������ � ��������� � ��
����� � ������
������ & 
2�������� � ���������������
���� � ���������� � 2����������� � ���������������� � �������� � 0.5��
����� � ������
���� & ���������� & 0.5��������
�������� � 0.5������������ � 0.5�������� ())

)*
 

 

�
�� � + 0��,�� � ������������ - 
Avec 

�� � �..� � �//� � �//� � 0�1�� � 0�
1� & 1��� � �2� � 034�� 

�� � �..� & �//� � 0���� � 034�� 

�� � �..� & �//� � 0�4�� � 0���� � 034�� 

�� � 20�4��� � 2034�4� 

�� � 0���
1� & 1�� � 034�4� 

�� � 0���1� � 0�4�
1� & 1�� � 034�4� 

�� � �55� � �55� � 0���� � 0�
4�� � ���� � �2� � 03
4�� � 4��� 

�� � ��55� � 0���� � 034�� 

�! � �� � �2� 

��, � 
0�4� � 0����6 

��� � 0���6 



 
 

Masse des différentes liaisons 

0� � 17.40 :6      0� � 5.04 :6       0� � 0.82 :6    
0� � 0.35 :6        0� � 0.09 :6        03 � 0� � 0� � 0� � 1.26 :6 

Paramètres géométriques 

?� � 0.4318 0       ?� � 0.0203 0       1� � 0.2435 0    
1� � 0.0934 0        1� � 0.4331 0       4@ �  0.05625 0 

Couple maximal  

L1:    97.6   N-m 

L1:   186.4  N-m 

L3:    89.4   N-m 

Paramètres d’inertie 

La liaison �//  A:60�B �..  A:60�B �55  A:60�B �2C  A:60�B 
1 -  - 1.14 

2 0.130 0.524 0.539 4.71 

3 0.192 0.0154 0.212 0.83 

4 1.30 10-3 1.80 10-3 1.80 10-3 0.200 

5 0.30 10-3 0.30 10-3 0.40 10-3 0.179 

6 0.04 10-3 0.15 10-3 0.15 10-3 0.193 

4+5+4 1.64 10-3 2.25 10-3 2.35 10-3  

 

A.3. Modèle géométrique et cinématique du robot PUMA 560 

0
T1� D����00     &����00      0010      0001E           

1
T2� D ��0&��0     &��0&��0     0100    01�01 E                

2
T3 � D����00     &����00     0010    ?�01�1 E 

3
T4�  D��0��0     &��0 ��0     0&100     ?�&1�01 E      

4
 T5  �  D ��0&��0     &��0&��0     0110    0011E           

5
T6 � D��0��0     &��1��0     0&110     0001E                



 
 

 
6
TE� D1000    0100    0010    00F@1 E 

Avec,  i-1Ti  est la transformation homogène qui transforme le repère i −1 vers le repère i 

 

En utilisant les propriétés des transformations homogènes, on obtient : 

A.3.1. Modèle géométrique direct (MGD) 

Le modèle géométrique directe exprime les positions  opérationnelles en fonction des 

positions articulaires  

0TE = 0T1  
1
T2 

2
T3 

3
T4 

4
 T5  

5
T6   

6
TE = �G��G��G��0    G��G��G��0    G��G��G��0    H/H.H51 "                                                                (A.2) 

Si la position d’un point arbitraire sur la liaison FC est exprimée dans le repère  IC & JCKCLC par M
C� �  
H/
C� , H.
C�, H5
C�, 1�N. Cette position peut être exprimée dans le repère I, & J,K,L, 

par:  

M
,� �   
H/
,� , H.
,�, H5
,�, 1�N  �   0T1  
1T2 … i-1Ti M
C�   =    OCM
C�                                  (A.3) 

A.3.2. Modèle géométrique inverse  (MGI) 

Le modèle géométrique inverse exprime les positions articulaires en fonction des positions 

opérationnelles 

�� � P�?Q2 R1� � 1� , SH/� � H.� � 
1� � 1���T � P�?Q2�H., H/
 

: � H/� � H.� � H5� � ?�� � ?�� � 
1� � 4@�� � 
1� � 1���/
2?�� 

�� � P�?Q2 V:, S?�� � 
1� � 4@�� & :�W & P�?Q2
?�, 1� � 4@� 

:� � 
?� � ?����H5 � ���H/ � ��H.

?��� � 1� � 4@�/
H5� � 
H��� � H������ 
:� � 
?��� � 1� � 4@�H5 � 
?� � ?�������H/ � ��H.
/
H5� � 
H��� � H������ 
�� � P�?Q2
:�, :�� & �� 



 
 

A.3.3. Modèle cinématique direct  (MCD) 

Le modèle cinématique directe exprime les vitesses  opérationnelles en fonction des vitesses 

articulaires  

X
,� � 11� M
,� �  Y 1OC1�Z ��ZM
C�C
Z[�  

X
,� � \��  
 

A.3.4. Modèle cinématique inverse (MCI) 

Le modèle cinématique inverse exprime les vitesses  articulaires en fonction des vitesses 

opérationnelles 

�� � \]�X
,� 
 

A.3.5. Modèle cinématique direct  2 (MCD2) 

Le modèle cinématique directe exprime les accélérations opérationnelles en fonction des 

accélérations articulaires  

?
,� � \��� � \��  
A.3.6. Modèle  cinématique inverse  2 (MCI2) 

Le modèle cinématique inverse exprime les accélérations articulaires en fonction des 

accélérations opérationnelles  

�� �  \]��?
,� & \��� 
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