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 ملخص
. مواز سريع و دقيق آليإن الهدف الذي ترمي إليه هذه الأطروحة هو اقتراح قانون تحكم قوي من أجل تحسين أداء 

صمم عن  ،المقترح ∞Hالتحكم  .من الحريةدرجات  3 لدى المحركك مباشرة دلتا الآليفتم تطوير تطبيق على 
 T.و الحساسية المتكاملة   S كل من مصفوفات  الحساسية الاعتباربعين حيث يأخذ  ،الحساسية المختلطةطريق نهج 

نموذج ديناميكي معاكس يعتمد فقط على المتغيرات  تطوير ،البدايةفي :  خطواتيتطلب تنفيذ هذا التحكم ثلاث 
وفي  ،لآليل  للنموذج حول نقطة تشغيل ذات موقع جيد في مساحة العمل المماسيةثم إنشاء الخطية  ،لآليالمفصلية ل

هذا التحكم سوف . مناسب لمصفوفات الترجيح وبإختيارتصميم التحكم القوي على أساس النموذج الخطي  ،الأخير
رباعي وكذلك مع التحكم الكلاسيكي المثالي الخطي ال لةالآ علميقارن إلى تحكمات كلاسيكية أخرى مستخدمة في 

عزم ( لآليل مع وبدون دمج النمودج الديناميكي المعاكس: سوف نعتبر مخططين للتحكم).  HR2Rأو LQG(الغوسي 
ولقد عرضت نتائج المحاكاة . أختبرت مسارات معقدة للإلتقاط والوضع بديناميكيات مختلفة). الدوران البديهي

  .والتجريبية
 .المماسيةالخطية  ،القويالتحكم  ،الموازية الأليات : البحث كلمات

Abstract 
The aim of this work is to propose a linear robust control law, to improve the 
performances of a fast and accurate parallel robot. An application is performed on the 
3DOF direct drive parallel Delta robot. The proposed H∞ controller is designed by the 
mixed sensitivity approach in which the sensitivity function matrix S and the 
complementary sensitivity function matrix T are taken into account. Its implementation 
requires three important steps; first, the development of an inverse dynamic model 
depending only on the joint parameters of the robot, then, a tangential linearization of 
this model around an operating point well located in the workspace of the robot, and 
finally the design of robust controller based on the linear model and a suitable choice of 
frequency weighting matrices. This controller is compared to other decentralized 
controllers conventionally used in robotics and to the classical optimal Linear Quadratic 
Gaussian controller (LQG or HR2R). Two control schemes are considered; with and 
without the incorporation the inverse dynamic model of the robot (a priori torque). 
Complex trajectories of pick and place are tested with different dynamics. Simulation 
and experimental results are illustrated. 
Keywords: Parallel robots, Robust control, tangential linearization 
Résumé 
Le but de ce travail est de proposer une loi de commande robuste linéaire, en vue 
d’améliorer les performances d’un robot parallèle rapide et précis. Une application est 
développée sur le robot Delta à actionnement direct à 3ddl. Le contrôleur H∞ proposé 
est synthétisé par l'approche de sensibilité mixte où les matrices de sensibilité S et de 
sensibilité complémentaires T sont prises en compte. Sa mise en œuvre exige trois 
étapes importantes; d’abord, le développement d’un modèle dynamique inverse 
dépendant uniquement des paramètres articulaires du robot, ensuite, une linéarisation 
tangentielle de ce modèle autour d’un point de fonctionnement bien situé dans l’espace 
de travail du robot, et enfin la synthèse du contrôleur robuste sur la base de ce modèle 
linéaire et par un choix convenable des matrices de pondérations. Ce contrôleur est 
comparé à d’autres commandes décentralisées classiquement utilisées en robotique et à 
la commande Linéaire Quadratique Gaussienne (LQG ou HR2R). Deux schémas de 
commandes sont envisagés; avec et sans l’incorporation du modèle dynamique inverse 
du robot (couple a priori). Des trajectoires complexes de prise et dépose sont testées à 
différentes dynamiques. Des résultats de simulation et expérimentaux sont présentés. 

Mots clés: Robots parallèles, commande robuste, linéarisation tangentielle.  
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A : Matrice (nxn) d’inertie du robot. 
AT : transposé de la matrice A. 
A* : transposé conjugué de A. 
A-1 : inverse de A. 
‖𝐀‖∞ : norme H∞ de A. 
‖𝐀‖2 : norme H2 de A. 
BIBO : entrée bornée, sortie bornée. 
C : ensemble des nombres complexes. 
CD : Commande Dynamique. 
ddl. : degrés de liberté. 
MDD : Modèle dynamique direct.  
MGD : Modèle géométrique direct. 
MGI : Modèle géométrique inverse. 
MDI : Modèle dynamique inverse. 
MIMO : système à entrée et sortie multiples. 
m : dimension de l’espace opérationnel (m ≤ 6 et m ≤ n). 
n   : nombre de degré de liberté du robot qui représente également la  
 dimension de l’espace  articulaire. 
PID : Proportionnel, Intégral, Dérivé. 
PD : Proportionnel, Dérivé. 
𝒒,𝒒,̇ �̈� : vecteurs (n) des positions, vitesses et accélérations généralisées  
   dans l’espace articulaire. 
R : ensemble des nombres réels. 
RP : Robots parallèles. 
S : matrice de sensibilité. 



viii 
 

T : matrice de sensibilité complémentaire. 
sup : valeur supérieure. 
𝑿,𝑿,̇ �̈� : vecteurs (dimensions m= n) des positions, vitesses et accélérations 
   généralisées (translations) dans l’espace opérationnel pour le cas du 
   robot Delta. 
𝜶,𝜶,̇ �̈� : coordonnées articulaires en rotation (cas du robot Delta). 
Γ : vecteur (n) des forces généralisées (couple) dans l’espace 
   Articulaire 
Γa : couple a priori 
λ(A) : valeurs propres de A. 
ρ(A) : rayon spectral de A. 
σ (A) : vecteur des valeurs singulières de A. 
𝜎(𝐀) : la plus grande valeur singulière de A. 
𝜎(𝐀) : la plus petite valeur singulière de A. 
σi(A) : la ième valeur singulière de A. 
γ(G) : le nombre de conditionnement d’un procédé linéaire G. 
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Généralités  
 Depuis le début des années 1990, les robots parallèles ont été largement utilisés 
dans l'industrie et plus particulièrement en industrie agro-alimentaire pour l'emballage. 
La rigidité mécanique élevée de ces structures a également intéressé les fabricants de 
machines-outils. Plusieurs travaux de recherche et applications ont été développés dans 
ce domaine au cours des deux dernières décennies. En effet, ces robots combinent une 
grande rigidité, vitesse et  précision par rapport aux robots anthropomorphes sériels. 

 Le robot Delta est considéré dans ce travail. A cause de sa simplicité, il est l’un 
des plus importants robots parallèles industrialisés. Jusqu’à ce jour, plus de 6000 robots 
Delta sont commercialisés autour du monde par différentes compagnies bien établies 
(Bosch Packaging Technology Switzerland, ABB, Fanuc, Force dimension, Asyril, 
CIPOSA…).  

 Ce concept a été développé par Reymond Clavel de l’EPFL (Ecole 
Polytechnique Fédérale de Lausanne) en 1985 [Cla1] pour une application industrielle 
de prise et dépose (pick and place) à dynamique très élevée. Il réussit à développer le 
premier robot parallèle Delta à quatre degrés de liberté. L’élimination des engrenages 
entre les actionneurs et les bras a permis d’engendrer le robot Delta à actionnement 
direct [Cod1]. Il est moins bruyant, plus rigide et sa structure contient moins de 
composants.  

 La commande des structures à entraînement direct est plus complexe, car 
l’élimination de l’étage de réduction  rend les actionneurs directement sensibles aux 
variations de l'inertie de la structure et le couplage entre les axes. 
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 La plupart des contrôleurs industriels utilisent uniquement les contrôleurs PID 
décentralisés avec des gains constants, estimant que le modèle dynamique du robot est 
linéaire et découplé. Le dimensionnement de ces gains de régulation est réalisé par 
expérimentation. Ces méthodes offrent la facilité de mise en œuvre et la réduction des 
coûts.  

D’un autre côté, en utilisant de simples contrôleurs mono-axes (contrôleurs 
décentralisés), les performances de poursuite sont limitées, en particulier pour les fortes 
accélérations ou quand il ya un changement dans la charge transportée (correspondant à 
une perturbation paramétrique). Dans ce cas, des contrôleurs plus avancés sont 
nécessaires. 

La commande robuste H∞ linéaire est devenue, dans la dernière décennie, une 
méthode très efficace pour contrôler les processus non linéaires où la robustesse et les 
performances sont exigées en même temps. Contrairement à la commande classique 
Linéaire Quadratique Gaussienne (LQG ou H2), cette technique  ne considère pas 
uniquement les perturbations additives, mais elle considère que le système peut lui-
même être soumis à des incertitudes, ce qui lui a permis de traiter aussi bien les systèmes 
non linéaires ou des systèmes linéaires soumis à des incertitudes non linéaires.    

Dans différents travaux précédents [Sag1] [Sag2] [Axe], des robots industriels 
sériels ont été considérés, les modèles dynamiques non linéaires de ces robots sont 
linéarisés et les contrôleurs sont conçus sur la base de ces modèles linéaires. Les non-
linéarités négligées sont considérées comme des incertitudes non structurées ou des 
perturbations. Les contrôleurs H∞ synthétisés par l’approche de sensibilité mixte ou par 
la méthode de «Loop Shaping » [Zho1][Zho2] ont abouti à des performances très 
satisfaisantes par rapports aux contrôleurs conventionnels classiques (PID ou PD). 

 Dans la littérature, peu de travaux ont envisagé ces techniques de contrôle 
avancées pour commander les robots parallèles. Dans [Dou1], une méthode 
d'identification linéaire a été proposée pour déterminer un modèle linéaire pour stabiliser 
une plate forme à 2 ddl. Un contrôleur H∞ par la méthode de « loop shaping » est 
synthétisé sur la base de ce modèle linéaire. Il a été montré par expérimentation et 
simulations que les performances et la robustesse du contrôleur sont satisfaisantes. 

Objectifs de la thèse 
 S’inscrivant dans cette recherche globale sur l’amélioration constante de la 
précision et de l’exploitation au mieux la dynamique des robots parallèles, notre travail 
porte sur la modélisation dynamique et la commande de ces structures parallèles. Ainsi 
le but de ce travail est de proposer quelques contributions pour la commande et 
l’amélioration des  performances des robots parallèles.    

 Une application est développée sur le robot Delta à actionnement direct à 3ddl du 
Laboratoire de systèmes robotiques (LSRO) à l'EPFL (Figure A). Il s’agit d’un robot 
capable de positionner un objet dans un espace à trois dimensions. Ces trois degrés de 
liberté répondent aux exigences pour des applications industrielles complexes de prise et 
dépose.  

 Le contrôleur H∞ proposé est conçu par l'approche de sensibilité mixte développé 
par H. Kawakernaak [Kwa1] [Kwa2]. C’est un régulateur de position centralisé, il prend 
en considération les effets de couplage entre les axes du robot et permet d’obtenir un bon 
compromis Robustesse/Performance par un choix convenable des fonctions de 
pondération fréquentielles.  
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Figure A Le robot Delta à actionnement direct à 3 ddl 

  Il est défini dans l’espace articulaire du robot et sa mise en œuvre exige trois étapes 
importantes: 

- La détermination d’un modèle dynamique inverse  dépendant uniquement des 
paramètres articulaires du robot, 

- La linéarisation tangentielle de ce modèle par rapport à un point de fonctionnement 
bien situé dans l’espace de travail du robot, 

- La synthèse du contrôleur robuste sur la base de ce modèle linéaire et par un choix 
convenable des matrices de pondérations fréquentielles afin  de réaliser les 
spécifications de robustesse et de performance.      

 Ce contrôleur est comparé à d’autres contrôleurs de position décentralisés 
classiquement utilisés en robotique. Parmi ces contrôleurs, on peut citer le PID classique 
sans le couple a priori, le PD avec couple a priori et la commande par découplage non 
linéaire (commande dynamique). Il est important de noter que pour ces méthodes 
classiques proposées, les gains des contrôleurs sont obtenus par des algorithmes bien 
appropriés basés sur le modèle dynamique du robot Delta, ils vont être ajustés par la 
suite lors de  la phase de simulation ou d’expérimentation [Kel][Kha].   

 Afin de distinguer l’efficacité de cette technique de synthèse par rapport à la 
commande optimale classique LQG ou H2, un contrôleur H2 est aussi synthétisé sur la 
base du modèle linéaire développé pour le robot Delta. 

Contributions 
 Les contributions essentielles de cette recherche peuvent être résumées en six 
points: 

- Développement d’un modèle dynamique inverse pour le robot Delta qui ne 
dépend que des variables articulaires [Rac1]. Ce modèle permet d’implémenter 
les techniques de commandes classiques utilisées pour les robots sériels (PD, 
PID, Commande dynamique…). En effet, le modèle dynamique inverse de 
Codourey [Cod1] a la particularité de dépendre non seulement des variables 
articulaires, mais aussi de la cinématique de l’organe terminal. 
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- Le développement d'une méthode systématique et analytique pour la linéarisation 
tangentielle du modèle dynamique du robot Delta: cela ouvre l’opportunité 
d'utiliser les lois existantes de contrôle robuste linéaire [Rac5]. 

- Une analyse du comportement dynamique du robot Delta dans tout son espace de 
travail grâce à la détermination de plusieurs modèles linéaires tangents à des 
points de fonctionnement répartis uniformément dans cet espace.  

- Implémentation de plusieurs lois de commandes classiques très utilisées en 
robotique pour les robots sériels et qui ne sont pas encore utilisées pour le robot 
Delta [Rac3][Rac4].  

- Proposition d’une méthode pour la sélection des paramètres des pondérations 
fréquentielles, basée sur une analyse fréquentielle de la bande passante du 
système en boucle fermée [Rac3].     

- Et enfin, l’implémentation du contrôleur multi-variable H∞ en hardware sur le 
robot Delta à 3ddl. Le contrôleur est synthétisé sur la base du modèle linéaire 
[Rac5]. 

La contribution essentielle de ce travail réside surtout sur le fait d’avoir adapté une 
théorie de commande robuste sur un processus industriel réel et de l’avoir rendu 
systématique et pratique. 

Organisation de la thèse 
 Cette thèse est organisée en cinq chapitres et une conclusion: 

 Dans le premier chapitre,  nous allons présenter un état de l’art sur les robots 
parallèles. Dans une première partie, nous définissons ce que c’est un mécanisme 
parallèle, l’historique de l’apparition des différentes structures parallèles jusqu’à la 
naissance du premier robot rapide Delta dédié pour les opérations industrielles de prise et 
dépose. Nous verrons aussi les différentes variantes de cette structure, son évolution et 
ses multitudes applications dans le domaine industriel, nous exposerons aussi les 
avantages et inconvénients des mécanismes parallèles par rapport à leurs homologues; 
les robots sériels. Dans la seconde partie, nous citerons les travaux de recherche 
rencontrés dans la littérature concernant les différentes méthodes utilisées pour la 
modélisation dynamique des robots parallèles. Un tour d’horizon sur les différentes 
méthodes d’asservissement des mécanismes parallèles est exposé dans la troisième partie 
et enfin, nous terminerons le chapitre par une conclusion. 

 Dans le second chapitre, nous allons faire une présentation et une description du 
robot Delta, à 3 ddl et à entrainement direct, utilisé dans ce travail de thèse pour 
implémenter les différentes lois de commande proposées. Une modélisation dynamique 
du modèle non linéaire est effectuée par la méthode de Newton-Euler et suivie par une 
linéarisation tangentielle autour d’un point de fonctionnement. Une analyse dynamique 
est proposée dans tout l’espace de travail  du robot, elle a permis d’aboutir au modèle 
linéaire qui permettra de faire la synthèse d’une loi de commande robuste linéaire.  Ce 
modèle est validé avec le modèle non linéaire du robot Delta représenté sous 
SimMechanics.  

 Ce chapitre présente les concepts de base de la commande robuste linéaire H∞. 
L’analyse de la stabilité et de la robustesse d’un système, soumis à des incertitudes, est 
exposée et le théorème des petits gains sur lequel repose le problème de commande H∞ 
est défini. En choisissant des pondérations fréquentielles bien appropriées, les 
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problèmes de performance et de robustesse d’un système asservi sont ramenés à un  
unique problème qui est le problème ″H∞ standard″. Les pondérations fréquentielles 
permettent de réaliser aussi ce qu’on appelle la conformation de boucle ″ loop 
shaping″.  Le problème de sensibilité mixte de Kwakernaak est étudié, c’est un cas 
particulier du problème H∞ standard. Il permet de minimiser en même temps la matrice 
de sensibilité S et de sensibilité complémentaire T du système bouclé. Pour la résolution 
du problème H∞ standard, une version simplifiée de l’algorithme de Glover-Doyle est 
présentée. A titre comparatif, nous présenterons aussi, la résolution du modèle standard 
par la commande linéaire non robuste H2 (LQG).  

  Le chapitre quatre présente la synthèse et l’implémentation de la commande 
robuste H∞ pour le robot Delta à trois degrés de liberté. Les performances obtenues par 
ce contrôleur sont comparées à celles des autres contrôleurs classiques utilisés en 
robotique  [Rac1], [Rac2], [Rac3], [Rac4]. Le contrôleur H∞ est synthétisé par 
l’approche de sensibilité mixte où la matrice de sensibilité S et la matrice de sensibilité 
complémentaire T sont prises en compte. Le modèle linéaire du robot Delta obtenu par 
linéarisation tangentielle autour d’un point de fonctionnement, développé au chapitre 2, 
est augmenté par les matrices de pondération fréquentielle. Les paramètres de ces 
dernières sont graduellement ajustés dans le but d’élargir le maximum possible la bande 
passante du système bouclé; c'est-à-dire pour avoir les meilleures performances tout en 
préservant la stabilité robuste du système en boucle fermée. Le contrôleur H∞ est 
synthétisé sur la base de l’algorithme de Glover-Doyle. Le contrôleur synthétisé H∞, 
élargissant le maximum possible la bande passante est implémenté dans le schéma de 
commande du robot Delta représenté par son modèle sous SimMechanics. Deux 
schémas de commande sont envisagés; sans et avec l’incorporation du modèle 
dynamique inverse du robot (couple a priori). Pour le premier cas, les résultats de 
simulation obtenus sont comparés à ceux d’un autre contrôleur linéaire non robuste H2 
et à un contrôleur classique PID.  Dans le second cas, le contrôleur H∞ utilisé avec le 
couple a priori est comparé a deux autres stratégies, classiquement utilisées en robotique 
et qui incorporent le MDI dans leurs schémas de commande, il s’agit de la commande 
PD avec couple a priori et la commande par découplage non linéaire (Commande 
dynamique).  

 Le but principal du chapitre cinq est l’implémentation expérimentale du 
contrôleur H∞ sur le robot Delta à 3ddl, disponible au laboratoire LSRO de l’EPFL 
[Rac5]. Le contrôleur  utilisé sans le couple a priori est comparé au contrôleur classique 
PID. Les différents tests expérimentaux effectués ont permis d’évaluer les performances 
et la robustesse de ce contrôleur.    
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Etat de l’art 
 

 

 

 

 Dans ce chapitre, nous allons présenter un état de l’art sur les robots parallèles. 
Dans une première partie, nous définissons ce que c’est un mécanisme parallèle, 
l’historique de l’apparition des différentes structures parallèles jusqu’à la naissance du 
premier robot rapide Delta dédié pour les opérations industrielles de prise et dépose. 
Nous verrons aussi les différentes variantes de cette structure, son évolution et ses 
multitudes applications dans le domaine industriel, nous exposerons aussi les avantages 
et inconvénients des mécanismes parallèles par rapport à leurs homologues; les robots 
sériels. Dans la deuxième partie, nous citerons les travaux de recherche rencontrés dans 
la littérature concernant les différentes méthodes utilisées pour la modélisation 
dynamique des robots parallèles. Un tour d’horizon sur les différentes méthodes 
d’asservissement des mécanismes parallèles est exposé dans la troisième partie et enfin, 
nous terminerons le chapitre par une conclusion.  
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1.1 Généralités sur les robots parallèles  

1.1.1 Définition 
 Un robot parallèle (RP) (appelé manipulateur parallèle, ou machine à cinématique 
parallèle quand il est utilisé en tant que machine-outil) est un mécanisme de chaîne 
cinématique fermée dont l’organe terminal est relié à la base par l'intermédiaire de 
plusieurs chaines cinématiques indépendantes parallèles [Kha][Jin]. Cette définition 
générale permet de le différentier d’un manipulateur sériel qui est composé d’une seule 
chaîne cinématique entre la base et l’organe terminal. L’association de ces deux types 
de structure permet de construire des structures dites hybrides (Figure 1.1). L’organe 
terminal fait référence à l’interface permettant au manipulateur d’interagir avec son 
environnement (pince, outil, torche à souder…). Pour les robots parallèles, l’élément du 
robot sur lequel est fixé l’organe terminal est généralement appelé plate-forme mobile 
ou nacelle. Ce dernier terme sera utilisé dans la suite de notre travail [Cor]. 
 

    
 
(a) Architecture sérielle  (b) Architecture parallèle  (c) Architecture hybride 

 
Figure 1.1 - Architectures de robots [Kha] 

 
 
1..1.2 Historique 
 Les travaux théoriques sur les mécanismes parallèles remontent à plusieurs siècles 
quand les géomètres français et anglais étaient particulièrement intéressés par les 
polyèdres [Mer1][Mer2][Mer3][Mer4].  Cependant, un des premiers robots parallèles a 
été conçu par James E. Gwinnett, un agriculteur aux États-Unis, pour lequel il a déposé 
un brevet en 1928 [Gwi]. Son invention était une plate-forme à mouvement sphérique à 
3 degrés de liberté (ddl) pour une utilisation dans les salles de cinéma (Figure 1.2). 
 
 En 1934, Willard L. G. Pollard a déposé un brevet pour une machine de 
pulvérisation de peinture [Pol]. L'invention comporte un système de commande et un 
manipulateur. Le système de commande se compose de films perforés, et le 
manipulateur est essentiellement un robot à cinq barres (Figure 1.3). 
 
 En 1947 Gough [Gou] a établi les principes de base d'un mécanisme cinématique 
avec une structure en boucle fermée (Figure 1.4) qui permet le positionnement et 
l'orientation d'une plate-forme mobile afin de tester l'usure des pneus. 
 
 En 1965, Stewart [Ste] a suggéré l'utilisation d'une telle structure pour les 
simulateurs de vol et le mécanisme Gough est parfois appelé plate-forme de Stewart 
(Figure 1.5).  
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Figure 1.2. Un des premiers robots parallèles, inventé en 1928 [Gwi] 

 

 
Figure 1. 3. Un robot parallèle à cinq barres inventé en 1934 [Pol]. 

 
Sur la base de la structure de la plate-forme de Stewart, Hexcel Corporation a 

développé les robots de la série R (Figure 1.6a) pour des applications biomédicales et 
les robots de la série P (Figure 1.6b) pour des applications industrielles, telles que le 
soudage, l'ébavurage et le fraisage [Jin]. 
 

L’autre événement majeur de la robotique parallèle est l’invention du premier 
robot parallèle léger, le robot Delta, par le professeur Clavel en 1985 à l’EPFL (Ecole 
Polytechnique Fédérale de Lausanne) [Cla1]. L’objectif recherché est le déplacement de 
pièces légères à cadence élevée; les applications visées sont dans les domaines du 
conditionnement dans le secteur alimentaire, la dépalettisation et la palettisation au 
début ou à la fin d’une chaîne d’assemblage, le montage de composants mécaniques ou 
électriques sur des platines ou des circuits imprimés [Cla2]. Le premier robot Delta 
développé est à quatre degrés de liberté (Figure 1.7), avec une structure mobile 
comportant les originalités suivantes: 

- Les trois premiers degrés de liberté forment un parallélogramme de l’espace 
à structure parallèle, 



Chapitre 1: Etat de l’art 

9 
 

- Le maintien des orientations de l’élément mobile (la nacelle) est assuré de 
façon totalement passive par la disposition cinématique (sans nécessiter de 
capteur, de contrôleur, ni d’apport d’énergie), 

- Tous les moteurs sont fixés sur le bâti, 
- L’inertie totale est très faible.   
 

 

 
Figure 1.4. Plate forme de Gough [Mer4] 

 

                                                    
  

Figure 1.5 Plate forme de Steward [Jin] 
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Figure 1.6 Les applications de la plateforme de Stewart par Hexcel Corporation (a) série R (b) série P 
[Jin] 

  
L'idée de base derrière la conception du robot Delta est l'utilisation des 

parallélogrammes. Un parallélogramme permet une articulation de sortie à rester dans 
une orientation fixe par rapport à une articulation d'entrée. L'utilisation de ces trois 
parallélogrammes restreint complètement l'orientation de la plate-forme mobile qui reste 
uniquement en translation  selon les trois degrés de liberté. Les liaisons d'entrée des 
trois parallélogrammes sont montées en rotation sur des leviers par des articulations 
rotoïdes. Les liaisons pivots des leviers rotatifs sont actionnées de deux manières 
différentes: avec rotation (DC ou AC servo) avec des moteurs ou des actionneurs 
linéaires. Enfin, une quatrième jambe est utilisée pour transmettre un mouvement rotatif 
de la base à un effecteur  monté sur la plate-forme mobile (Figure 1.8). 
 
 

 
 

Figure 1.7 Le premier robot Delta développé à base d’engrenage [Cla3] 
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Figure 1.8 Schéma du robot Delta [Cla3] 

  Pour améliorer la précision et la vitesse du robot Delta, Alain Codourey 
[Cod1][Cod2]  a réalisé un robot Delta à 3ddl et à entraînement direct, c'est-à-dire, sans 
engrenages entre les actionneurs et les bras. Les avantages de cette construction sont 
principalement l'élimination du jeu et l'absence de frottement, il a moins de composants 
et il est moins bruyant (Figure 1.9).   

 
Figure 1.9 Schéma du robot Delta à 3ddl à entraînement direct  

 
 L'utilisation d'actionneurs montés à la base et des articulations de faibles masses 
permettent à la nacelle de réaliser des accélérations jusqu'à 50G (G: force de gravité, 
elle est égale à 9.8m/s2) dans les environnements expérimentaux et 12G dans les 
applications industrielles. Cela rend le robot Delta un candidat idéal pour les opérations 
de prise et dépose des objets légers (de 10 gr à 1 kg) (Figure 1.10). 

Le Delta linéaire est une autre version du robot Delta pour lequel les actionneurs rotatifs 
sont remplacés par des actionneurs linéaires [Cla1] (Figure 1.11). Il est parfois appelé 
Linapod ou Triaglide. L’Orthoglide fait aussi partie des robots Delta à actionneurs 
linéaires [Cha].  
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Figure 1.10 FlexPicker de chez ABB (version industrielle du robot Delta) [Cor] 

 
  

 
Figure 1.11 Le Delta linéaire 

En se basant sur la même architecture du robot Delta de Clavel, une famille de 
robots parallèles à 4 degrés de liberté est développée par LIRMM1. Il s’agit du H4 [Pie], 
I4L [Kru1], le I4R [Kru2] et Par 4 [Nab] (Figure 1.12). L'architecture de ces robots 
diffère seulement au niveau de la nacelle et au niveau de l'actionnement des bras (le 
premier élément de la chaîne cinématique lié à la base). Le H4, le I4R et le Par4 sont à 
actionneurs rotatifs. Le I4L est à actionneurs linéaires [Dal].    

Aujourd’hui, le robot Delta est utilisé dans plusieurs applications telles que: 

• prise et dépose (pick and place) dans l’industrie alimentaire et l’industrie 
pharmaceutique (Figure 1.13), 

• environnement médical (Figure 1.14), 
• les systèmes de mesure (mesure de précision de quelques nanomètres pour le 

Delta Cube développé par le laboratoire de robotique de l’EPFL), 
• les systèmes de micro positionnement. 

 
                                                           
1 Laboratoire d'Informatique, de Robotique et de Micro-électronique de Montpellier, France 
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(a) (b) 

                     
(b) (d)   

Figure 1.12 Les robots parallèles développés par LIRMM.  (a): Le H4; (b): Le I4L; (c): Le I4R; (d): Le 
Par4.    

  
 

 
 

Figure 1.13 Les robots Adept Quattro pour la prise et dépose des chocolats (Adept) [Bri] 
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Figure 1.14 Le SurgiScope, un robot Delta portant un microscope de 70 Kg  (Isis 

France) [Bri] 

1.1.3 Avantages et inconvénients des robots parallèles 
1.1.3.1 Avantages 
 Comparé à un robot sériel, chaque membre d'un RP a tendance à être plus simple 
et plus court, donc plus rigide, et les moteurs sont montés intentionnellement près de la 
base afin de réduire la masse en mouvement. Par conséquent, les RP présentent les 
avantages suivants: 

- Une rigidité élevée parce que la charge externe est partagée par plusieurs jambes, 
- Accélération et vitesse élevées en raison du faible moment d'inertie de la structure 

mobile, 
- Une plus grande précision puisque la fabrication des articulations et les erreurs 

d’assemblage ne seront jamais accumulées sur l’extrémité de l’effecteur, 
- Des capacités de force élevées, vu que la force de sortie est apportée par plusieurs 

actionneurs fonctionnant en parallèle. 

1.1.3.2 Inconvénients 
 Les inconvénients d'un RP résident dans son volume d'espace de travail limité en 
raison de l'architecture parallèle et il y a souvent des singularités. De plus, du fait de la 
fermeture des chaînes cinématiques, un mouvement d'une jambe entraîne le mouvement 
des autres. Par conséquent, un fort couplage existe entre les mouvements des chaînes 
cinématiques.  Par contre, la succession des chaînes cinématiques, dans le cas d'un robot 
sériel, lui offre un bon espace de travail.  Cependant, les recherches actuelles s’orientent 
vers l’exploitation des avantages des robots parallèles qui sont en plein essor dans le 
monde industriel [Dal].  

1.2 Modélisation dynamique des robots parallèles 
 Un état de l’art sur les différents travaux de recherche effectués pour la 
modélisation des RP est détaillé dans le livre de S. Briot et W. Khalil [Bri]. Dans ce qui 
suit, nous ne citerons que quelques références qui ont traité le sujet. 

Les travaux sur la modélisation dynamique des RP ont commencé avec l’analyse 
dynamique de la plate forme de Stewart [Fis][Hof]. Ces études traitaient principalement 
soit  les problèmes d’oscillation ou les problèmes de la dynamique inverse dans des 
formalismes très simples. Plus tard, d’autres travaux ont présenté des analyses plus 
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élaborées pour résoudre le problème de la modélisation dynamique des RP, en utilisant 
des formalismes mécaniques différents.  Lee et Shah [Lee], Geng et al. [Gen], 
Bhattacharya et al. [Bha], Abdellatif et Heimann [Abd] et Miller [Mil] utilisent le 
formalisme Lagrange-Euler.  Le principe des travaux virtuels a été utilisé par Codourey 
et Burdet [Cod3] et Tsai [Tsa]. D’un autre coté, les équations de Newton-Euler ont été 
utilisées par Sugimoto [Sug], Gosselin [Gos], Dasgupta et Choudhury [Das].  

1.3 Commande des robots parallèles 
 Ces deux dernières décennies, les robots parallèles ont attiré l'attention à la fois 
des  académiciens et des industriels, en raison de leurs performances lors de la 
manipulation à grande vitesse et de leurs hautes précisions. Ces performances 
proviennent de leur structure parallèle, composée par plusieurs chaînes cinématiques. 
Cependant, sa complexité présente quelques inconvénients, comme un espace de travail 
réduit, présence de singularités ou des cinématiques et des dynamiques très couplées. 

  Afin de réduire l'effet de ces inconvénients, une conception mécanique 
optimisée, une sélection d’actionneur adéquate et une loi de commande propre qui 
permet d’exploiter toutes les capacités du système mécatronique sont exigées [Zub][Li-
Q]. Vu la similitude de la structure des équations cinématiques et dynamiques entre les 
robots sériels et parallèles, la plupart des lois de commandes classiques développées 
pour les robots à chaînes sériels s’appliquent également pour les mécanismes parallèles. 
Dans le domaine industriel, la commande la plus utilisée pour les robots parallèles est la 
commande classique type PID (ou  PD)  décentralisée c'est-à-dire le modèle du robot est 
considéré comme linéaire et découplé [Mer 3]. L’avantage principal de cette méthode 
est l’implémentation facile et le faible coût en calcul. Les paramètres du contrôleur sont 
réglés expérimentalement en minimisant au maximum l’erreur de suivi de trajectoire. 
L’inconvénient majeur de cette méthode est la présence de pics dans la réponse 
temporelle du robot et la dégradation des performances dans les mouvements rapides.  
 Afin d’éviter ce problème, l’incorporation du modèle dynamique inverse dans les 
schémas de commande du robot est devenue nécessaire. Ce dernier a pour rôle de 
calculer le couple a priori nécessaire pour chaque articulation. D’où l’apparition des 
schémas de commande PID ou PD avec couple a priori, la commande par découplage 
non linéaire et les commandes prédictives. Ces méthodes ont permis d’améliorer d’une 
manière considérable le suivi de trajectoire des robots, même dans le cas des 
dynamiques élevées. Leurs seuls inconvénients, est que le modèle dynamique utilisé 
doit être assez précis et les paramètres du modèle ne doivent pas être soumis à des 
incertitudes. 
 Dans le domaine de la recherche, des techniques de commande avancées utilisées 
pour les robots sériels sont aussi testées sur les robots parallèles et plusieurs travaux de 
recherche sont publiés dans ce domaine.     
 Dans cette section, nous ferons un rapide tour d’horizon des différentes 
commandes existantes dans la littérature. La liste présentée n’est pas complète, étant 
donné que les travaux de recherche sur la commande des robots parallèles sont en pleine 
expansion. Nous n’allons pas présenter les détails techniques concernant ces méthodes, 
car certaines d’entre elles vont êtres explicitées dans le chapitre 4 portant sur la 
commande du robot Delta.  

 Dans la littérature, nous avons retrouvé différents types de commandes utilisés 
pour le contrôle des structures parallèles.   

- Commandes classiques  PD ou PID 
- Commandes basées sur le modèle dynamique du robot : 
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• Commande PID et PD avec couple a priori 
• Commande par découplage non linéaire ou Commande Dynamique 
• Commande prédictive fonctionnelle 

- Commande adaptative 
- Commande robuste H∞ 
- Autres méthodes de commande 

 Toutes les méthodes mentionnées ci-dessus peuvent être implémentées dans 
l’espace articulaire ou dans l’espace opérationnel. Dans ce dernier cas, les modèles 
géométriques et différentiels (et leurs dérivées) interviennent dans les schémas de 
commande [Rey-L]. 

 En plus de notre contribution, voici quelques références de la littérature 
concernant ces différents types de commande. 

1.3.1 Commandes classiques  PD ou PID 
 Dans une commande classique, qui est celle de presque tous les robots industriels 
actuels, le modèle du robot  est considéré  comme constitué de n axes linéaires 
découplés. Chaque axe est alors contrôlé par un régulateur PID propre (ou PD) 
[Cod1][Ste-B1] [Ste-B2][Sto]. On parle de contrôleur décentralisé. 
 Dans Manic et al. [Man], un contrôleur PID classique décentralisé a été synthétisé 
pour le robot parallèle Isoglid3. 
 Dans Quyang et al. [Quy], une version non linéaire du contrôleur PD a été utilisée 
pour commander un robot manipulateur à 2 ddl. 
 Dans le but d’améliorer les performances du suivi de trajectoire d’un robot 
parallèle redondant à 2ddl, Li et al. [Li-Y] propose un PID à base de réseau de neurones. 
Les résultats de simulation obtenus sont comparés à ceux d’un contrôleur classique PD.   

1.3.2 Commandes basées sur le modèle dynamique du robot 
 Lorsque l’application exige des évolutions rapides du robot, une grande précision 
lors du mouvement, il est nécessaire de concevoir un système de commande plus 
sophistiqué qui prenne en compte tout ou partie des forces d’interaction dynamiques 
[Cod1]. 
 L’idée d’incorporer le modèle dynamique inverse du robot (couple a priori) dans 
le schéma de commande [Kho] permet de calculer les couples nécessaires à chaque 
articulation pour suivre la trajectoire désirée. En appliquant le couple calculé à chaque 
articulation,  la trajectoire va être suivie sans erreur si le modèle du robot est exact et s’il 
n’y a pas de perturbation extérieure. Une boucle de contre réaction est introduite car le 
modèle n’est jamais parfait.   

1.3.2.1 Commande PD ou PID avec couple a priori 
 La commande PD (ou PID) avec couple a priori, appelée aussi commande PD 
augmentée, est un système de contrôle qui utilise le modèle dynamique inverse du robot 
(couple a priori) pour renforcer le contrôleur PD. Une analyse de cette approche montre 
que le terme de commande a priori a pour rôle de déplacer le point de fonctionnement 
du régulateur, de façon non-linéaire, et de considérer le système comme linéaire et 
découplé [Cod1]. 
 Cette approche a été introduite initialement pour les robots sériels.  Une analyse 
de la stabilité en boucle fermée a été développée par Kelly et al. [Kel]  et Reyes et al. 
[Rey-F]. Cette méthode a été par la suite largement utilisée pour les robots parallèles. 
Dans la thèse de Codourey [Cod1], cette commande est appliquée pour le robot Delta à 
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entraînement direct à 3 ddl. Les résultats expérimentaux obtenus sont comparés à ceux; 
d’un régulateur PD simple, un régulateur PD avec commande a priori d’accélération et 
enfin à un régulateur PD avec commande a priori anticipée du couple.  
 Dans [Che], des résultats expérimentaux ont été présentés pour une comparaison 
entre un régulateur PD avec une compensation de gravité désirée, un PD avec couple a 
priori et un régulateur PD avec commande a priori anticipée du couple.  
 M. Bennehar et al. [Ben] ont proposé un contrôleur PD avec commande a priori 
anticipée du couple pour surmonter le phénomène des forces internes d’un robot 
parallèle redondant à 3ddl. Les couples de commande résultants ont été projetés en 
utilisant une matrice jacobienne pour réduire les forces internes qui peuvent nuire à la 
structure mécanique du robot. Des résultats expérimentaux satisfaisants ont été obtenus. 

1.3.2.2 Commande par découplage non linéaire (Commande Dynamique)  
 La commande par découplage non linéaire, appélée aussi “Commande 
Dynamique ” est une méthode basée sur le modèle dynamique du système. Le modèle 
dynamique inverse est incorporé dans la boucle de rétroaction afin d'obtenir en même 
temps la linéarisation et le découplage [Pau][He-F]. Il a été montré que cette technique 
présente de meilleures performances que les approches de rétroaction locales si le 
modèle est suffisamment précis. Cependant, il est difficile d'y parvenir, si le système est 
en présence d'incertitudes paramétriques. Une comparaison entre la commande par 
découplage non linéaire et la commande PD avec couple a priori est présenté dans [Yan] 
et [Par].    

1.3.2.3 Commande prédictive fonctionnelle 
La commande prédictive fonctionnelle est basée sur la prédiction du 

comportement futur du système à partir du modèle interne. Les propriétés de cette 
stratégie en font une excellente candidate pour les systèmes à dynamique rapide dès lors 
que l'on est capable d'en donner un modèle linéaire représentant son comportement 
dynamique [Viv1]. Dans [Viv2], Vivas et Poignet appliquent cette commande sur le 
robot parallèle à 4 dll (Par4). Les résultats expérimentaux obtenus sont comparés à ceux 
d’une commande classique PID et à la commande par découplage non linéaire.  

1.3.3 Commande adaptative    
 Dans Castañeda et al. [Cas], un contrôleur adaptatif a été mis en œuvre pour 
résoudre le problème de suivi de trajectoire pour le robot Delta. Le contrôleur est testé 
expérimentalement en temps réel et en simulation numérique. La commande adaptative 
a été conçue en utilisant une variante de la structure de rejet de perturbation active. Le 
régulateur adaptatif a été complété par l’algorithme d'identification non paramétrique, le 
moindre carré moyen, pour estimer la perturbation. Les résultats de simulation et 
expérimentaux étaient obtenu lorsque le contrôleur est implémenté en temps réel. Au 
moins deux trajectoires de référence différentes ont été proposées et ils ont été suivis 
avec succès par les angles d'articulation du robot réel. Les expériences étaient 
suffisantes pour montrer les performances supérieures du contrôleur proposé par rapport 
à celles du contrôleur classique PID (avec couple a priori). 

Dans Cazalilla et al. [Caz], un schéma de commande adaptatif est implémenté 
pour un manipulateur parallèle à 3 ddl.  Le contrôleur repose sur un modèle dynamique 
avec un nouveau paramètre pertinent permettant d'étudier les cas où les incertitudes 
affectent: (1) les paramètres du corps rigide, (2) les paramètres de frottement, (3) les 
dynamiques de l'actionneur, et (4) la combinaison de ses derniers. Les simulations et les 
expériences  vérifient les performances du contrôleur proposé. Le système de contrôle 
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est implémenté sur l'environnement de programmation modulaire “Open Software 
Robot Control (OROCOS) ”. Enfin, un dispositif expérimental évalue la performance du 
contrôleur lorsque le robot manipule une charge utile. 

1.3.4 Commande robuste H∞ 
 Les travaux de recherche concernant l’application de la commande robuste H∞ 
sur les robots parallèles sont malheureusement pas très nombreux.  Les publications les 
plus importantes  rencontrées dans la littérature sont:   
 Dans Iqbal et al. [Iqb], une méthode d’identification linéaire est proposée pour 
établir un modèle linéaire pour la plate forme stabilisée à 2ddl. Un contrôleur H∞ est 
synthétisé par la méthode de « Loop-shaping » sur la base de ce modèle linéaire. Des 
résultats de simulation et expérimentaux ont montré que les performances et la 
robustesse du contrôleur sont satisfaisants. 

 Dans Douat et al. [Dou1], Pour minimiser les vibrations indésirables du robot 
parallèle Par 2 aux positions d’arrêts, un contrôleur réduit est synthétisé par la technique 
de H∞ loop-shaping. Le modèle linéaire est obtenu par une procédure d’identification.   

 Dans la thèse de Douat [Dou2], Deux contrôleurs robustes H∞ sont synthétisés et 
comparés pour minimiser les vibrations indésirables du Par2, il s’agit du: H∞ à 
sensibilité mixte et H∞ « Loop Shaping ». La robustesse des contrôleurs est ensuite 
testée pour différentes trajectoires et conditions de charge. Des résultats de simulations 
et expérimentaux sont présentés pour comparer l'efficacité des contrôleurs.  

1.3.5 Autres méthodes de commande 
 Ces dernières années, d’autres méthodes de commande ont été développées pour 
les robots parallèles, que ça soit dans le domaine opérationnel ou articulaire. Parmi ces 
méthodes on peut citer: la commande par mode glissant [Qu-S] [Guo], la commande par 
réseaux de neurones [Jia], la commande par logique floue [Zha] et la commande 
neuronale floue [Tol]. 

1.4 Conclusion   
 Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques généralités sur les robots 
parallèles; une définition, un bref historique qui nous a permis de remonter jusqu’au 
robot Delta à entraînement direct, objet de notre travail de recherche. Nous avons 
présenté les avantages et les inconvénients des structures parallèles afin d’expliciter leurs 
complexités lors de la modélisation et la commande. Et enfin, nous avons présenté un 
état de l’art sur les différentes méthodes de modélisation dynamique et commande des 
robots parallèles. Dans le prochain chapitre, une modélisation dynamique du robot Delta 
à entraînement direct à 3ddl sera présentée par la méthode de Newton-Euler. Le modèle 
dynamique inverse obtenu va subir une linéarisation tangentielle autour d’un point de 
fonctionnement pour pouvoir implémenter les lois de commande linéaires. Une analyse 
dynamique des modèles linéaires tangents sera proposée suivie d’une validation du 
modèle linéaire sélectionné pour la synthèse de la loi de commande robuste H∞.    
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Modélisation et linéarisation 
tangentielle du modèle 

dynamique du robot  Delta  
 

 

 

 

 Dans ce chapitre, nous allons faire une présentation et une description du robot 
Delta, à 3 ddl et à entrainement direct, utilisé dans ce travail de thèse pour implémenter 
les différentes lois de commande proposées. Une modélisation dynamique du modèle 
non linéaire est effectuée par la méthode de Newton-Euler et suivie par une linéarisation 
tangentielle autour d’un point de fonctionnement. Une analyse dynamique est proposée 
dans tout l’espace de travail  du robot, elle a permis d’aboutir au modèle linéaire.  Ce 
dernier est validé par le modèle non linéaire du robot Delta représenté sous 
SimMechanics1.  
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1 Toolbox de Matlab pour la modélisation des structures mécaniques. 
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2.1 Introduction 
La modélisation d’un système est une phase très importante pour la synthèse 

d’une loi de commande. Il est donc important de sélectionner la méthode de 
modélisation qui permet de réaliser le modèle le plus efficace pour une implémentation 
en temps réel.  

Pour le robot parallèle Delta, A cause de l’interdépendance des variables 
articulaires, le problème est beaucoup plus complexe. Le modèle numérique présenté 
par Clavel [Cla2] basé sur la méthode de d’Alembert n’est pas optimal pour une 
utilisation en temps réel en raison de son temps de calcul élevé. Une formulation 
mathématique simplifiée a été développée par Codourey [Cod1] basée sur la méthode de 
Newton-Euler. 

Dans ce chapitre, nous allons commencer par présenter les caractéristiques 
géométriques du robot parallèle Delta à entrainement direct, objet de notre travail de 
thèse. La méthode utilisée pour la modélisation dynamique du robot est celle de Newton 
Euler, développée par Codourey dans [Cod1]. Le modèle dynamique inverse obtenu se 
distingue des modèles traditionnels par une formulation dépendant non seulement des 
variables articulaires, mais aussi de la cinématique de l’organe terminal. Afin de pouvoir 
appliquer les lois de commandes classiques utilisées en robotique, nous allons 
développer à partir du  modèle de Codourey, un modèle dynamique inverse qui ne sera 
fonction que des variables articulaires du robot. Pour implémenter les lois de commande 
linéaires; commande robuste H∞ et commande Linéaire Quadratique Gaussiènne (LQG 
ou H2), un modèle dynamique direct du robot Delta sera développé dans l’espace d’état 
puis une linéarisation tangentielle autour d’un point de fonctionnement sera effectuée 
sur ce dernier. Nous terminerons ce chapitre par une analyse dynamique des modèles 
linéaires tangents obtenus par linéarisation tangentielle autour de différents points de 
fonctionnements  répartis uniformément dans tout l’espace de travail du robot. Cette 
étude nous permettra de sélectionner le modèle linéaire le plus approprié pour la 
synthèse d’une loi de commande robuste pour le robot Delta. Ce modèle sera validé par 
le modèle non-linéaire du robot représenté sous SimMechanics.           

 2.2 Description du robot Delta à entraînement direct  
  Figure 2.1 montre la cinématique du robot parallèle Delta à entraînement direct. 
Ce robot à trois degrés de liberté consiste essentiellement à trois chaînes cinématiques 
identiques (une série d’un bras (1) et d’un avant bras (2)). L’avant bras est composé lui-
même par deux barres parallèles. Les chaînes cinématiques agencées en un 120° sont 
toutes fermées sur la base (5) à travers la plate forme mobile (3), appelée aussi 
“nacelle“. Les moteurs (4) sont fixes sur la base. 
 Une des choses les plus importantes dans ce robot est que la combinaison de ces 
trois mouvements génère trois mouvements de translation de la plate forme mobile. 
Tableau 2.1 résume les paramètres du robot de l’EPFL utilisé dans notre travail et nos 
expériences. Des solutions pour le modèle géométrique direct et inverse sont présentées 
dans l’annexe A. 

 L’espace de travail du robot est la portion de l'espace qui peut être atteinte par son 
effecteur  (l'effecteur de l'outil). Il est déterminé par l’intersection des volumes réalisés 
par les trois chaînes cinématiques constituant le Delta, obtenus de façon indépendante. 
En prenant en considération les limitations mécaniques des articulations sphériques au 
niveau du coude et de l'effecteur et en évitant aussi les singularités du Delta [Cla1],  
l'espace de travail obtenu peut être réduit à un cylindre d’axe z ayant les dimensions 
indiquées sur Figure 2.2. 
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Tableau 2.1Les paramètres du robot  

Paramètres Notation Valeurs Unités 

Longeur du Bras LA 240 mm 
Longeur de l’Avant-Bras LB 480 mm 
Diamètre de la Base DB 180 mm 
Diamètre de la Nacelle Dn 30 mm 
Couple Nominal du Moteur Γn 10 N.m 
Couple Maximal du Moteur Γmax 20 N.m 
Masse de la Nacelle mn 0.3815 Kg 
Masse du Bras mbs 0.1093 Kg 
Masse de la Rotule mr 0.0163 Kg 
Masse du parallélogramme mab 0.085 Kg 
Masse totale du Bras mb 0.2209 Kg 
Inertie du Moteur Im 18.10-4 Kg.m2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.1 Le robot Delta 

  Les paramètres du cylindre sont fonction des paramètres géométriques du 
prototype utilisé [Cla2]. 

• Diamètre du cylindre: D = 617 mm. 
• Hauteur du cylindre: H = 214.5 mm. 
• Limite supérieur de l’espace de travail: Zh =-297.4 mm. 
• Limite inférieure de l’espace de travail: Zb = -511.9 mm. 



Chapitre 2: Modélisation et linéarisation tangentielle du modèle dynamique du robot Delta  

22 
 

 
Figure 2.2: Espace de travail du robot Delta 

2.3 Modèle dynamique du robot Delta à entraînement direct 
2.3.1 Introduction 
 Un robot est un système physique en mouvement, il est caractérisé par deux types 
de modèles dynamiques: le modèle dynamique direct (MDD) et le modèle dynamique 
inverse (MDI).  

 Le MDD, permet de déterminer le mouvement de l’organe terminal lorsqu’on 
applique un certain couple sur les articulations. Il est utilisé dans les schémas de 
commande pour simuler le comportement dynamique du robot.   

 Le MDI, par opposition, exprime le couple (ou force) Γ que chaque actionneur 
doit fournir pour obtenir le déplacement désiré de l’organe terminal du robot. 
L’expression de ces couples est non-linéaire et dépend des positions q, vitesses �̇� et 
accélérations �̈� de chacune des articulations du robot, soit: 

 Γ = f(q, �̇�, �̈�) (2.1) 

   La connaissance du modèle dynamique inverse est très intéressante en pratique. 
En effet, comme ce dernier permet de déterminer les couples nécessaires pour un 
mouvement désiré, il permet d’une part de dimensionner les actionneurs au plus près de 
la réalité, mais surtout peut être utilisé par le système d’asservissement pour améliorer 
les performances lors du suivi d’une trajectoire. Dans ce cas, une formulation 
permettant son évaluation en temps réel doit être développée. 

 Le modèle dynamique d’un robot est directement dépendant des lois de la 
mécanique classique. Plusieurs méthodes existent pour l’établir. Les plus connues : 

- Méthode de Newton – Euler: Elle décrit le comportement d’un système en 
termes de forces et de moments. Ce formalisme est basé sur les lois de la 
dynamique appliquée à chaque solide du système séparément. 

- Méthode de Lagrange: Elle décrit le comportement d’un système en termes de 
travail et d’énergie. Ce formalisme est basé sur une conservation énergétique du 
système au cours du mouvement et se calcule dans l’espace des paramètres. 

zh 

     D 

zb 

H 
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- Méthode de d’Alembert: Elle est basée sur la notion de travail virtuel. Cette 
méthode a été utilisée par Clavel [Cla2] pour la modélisation du robot Delta. 

2.3.2 Méthode de Newton-Euler 
 Chaque composant d’un robot peut être considéré comme un corps rigide. Son 
mouvement peut être décomposé en un mouvement de translation et de rotation autour 
de son centre de masse. La méthode consiste à: 

1- Ecrire les équations définissant les vitesses et accélérations angulaires et 
linéaires de chaque segment. 

2- Ecrire les équations décrivant les forces et les moments de force exercés sur les 
segments successifs. 

 Les équations de Newton-Euler permettent donc de décrire la dynamique 
combinée de translation et de rotation d’un corps rigide. Si on prend un repère dont 
l’origine coïncide avec le centre de masse du corps : 

- L’équation de Newton nous donne: 

 ∑ 𝐹𝑖 = 𝑚.𝑎𝑐𝑖  (2.2) 

Avec : Fi : Forces agissant sur la structure, 

m : Masse du corps, 

ac : accélération de son centre de masse. 

L’équation d’Euler est utilisée pour obtenir l’accélération angulaire, soit : 

 ∑ 𝑀𝑖 =  𝐼𝑐�̇�𝑐 + 𝜔𝑐𝑖 ∧ (𝐼𝑐.𝜔𝑐) (2.3) 

Avec Mi : Couples agissant sur le centre de masse 

Ic : tenseur d’inertie du corps lié à un repère solidaire du centre de masse, 

ωc : vitesse angulaire du corps rigide, 

 �̇�𝑐: accélération angulaire du corps rigide. 

 Le premier terme de l’équation (2.3) correspond à l’effet de l’accélération 
angulaire alors que le deuxième résulte des variations de direction du vecteur vitesse. Ce 
dernier terme est généralement connu sous le nom de « couple gyroscopique ». 

 La méthode de Newton-Euler doit être appliquée sur chaque solide composant le 
système. Cela est fait par l’isolation du solide et la prise en compte des efforts de liaison 
ce qui permet de garder au final la validité du système complet.  

2.3.3 Modélisation dynamique 
L’utilisation de  la méthode de Newton-Euler pour la détermination du modèle 

dynamique du robot Delta exige l’isolation de chaque solide qui compose le système. 
Cela se fait en introduisant les forces de liaisons nécessaires entre les solides.  

2.3.3.1 Paramétrisation du système et référentiels  
En raison de la symétrie ternaire du robot Delta,  il sera possible par la suite de 

traiter chaque chaine cinématique i indépendamment en attribuant à chacune un 
référentiel Ri (Oi, xi, yi, zi) (Figure 2.3). Le référentiel de base R(O,x,y,z) est placé au 
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centre de la base fixe du robot, son axe z est vertical et son axe x est dans le plan de l’un 
des bras. Les référentiels Ri sont disposés de la même manière, pour chacun des bras i. 
Ils sont séparés du référentiel de base R d’un angle θi autour de l’axe z et ont même 
origine (Oi =O). La matrice de passage du référentiel de base R à chacun des 
référentiels Ri est alors donnée par l’équation (2.4):             
 

 𝐏𝐢 = �
cos 𝜃𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 0
− sin 𝜃𝑖 cos 𝜃𝑖 0

0 0 1
� (2.4) 

 
Figure 2.3: Vue du dessus de la base du Delta 

2.3.3.2 Paramètre géométriques 
Dans chacun des référentiels Ri, on peut alors représenter le bras i selon la 

Figure 2.4. Les paramètres de la structure sont : 

RA : distance entre le centre de la base (Oi =O) et l’axe de rotation du bras 
RB : distance entre le centre de la nacelle (Pi) et l’axe de liaison inférieur du 

Parallélogramme (Bi) 
LA : longeur du bras 
LB : longeur de l’avant-bras 
R = RA– RB. Ceci permettra, par la suite, de simplifier la représentation  

géométrique. 
αi : angle entre le bras i et l’axe du référentiel Ri. Par convention, il est défini  

positif   lorsque le bras se situe du coté de la nacelle. 
βi : angle entre le plan du parallélogramme et le plan horizontal, mesuré dans un 

plan  vertical  
γi : angle entre le plan vertical πi et une tige du parallélogramme i. 

2.3.3.3 Hypothèses simplificatrices 
 Les hypothèses simplificatrices pour l’établissement du modèle sont donc : 

- La masse de l’avant bras mab (barres parallèles) est répartie à ses deux 
extrémités selon la proportion suivante (0 < r <1) [Cod1] : 

• r.mab sur sa partie supérieure (coude) 
• (1-r).mab sur sa partie inférieure (nacelle) 
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- Le moment d’inertie des avant-bras est négligé 
- Les frottements sont négligés 

 
Figure 2-4 : Paramètres géométriques du robot Delta [Cod2] 

 2.3.3.4 Modèle dynamique simplifié du robot Delta 
En tenant compte des hypothèses simplificatrices ci-dessus, le modèle 

dynamique du robot Delta est établi d’une façon simple. Chaque parallélogramme peut 
être remplacé par une tige sans masse comme représenté dans la Figure 2.5. 

- Vecteur directeur du bras: 

 𝑨𝒊𝑪𝒊��������⃗ = �
𝐿𝐴. 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑖

0
−𝐿𝐴. 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑖

� (2.5) 

- Vecteur directeur de l’avant bras: 

 𝑩𝒊𝑪𝒊���������⃗ =  𝑩𝒊𝑶𝒊���������⃗ + 𝑶𝒊𝑨𝒊���������⃗ + 𝑨𝒊𝑪𝒊��������⃗  (2.6) 

 𝑩𝒊𝑪𝒊���������⃗ = − �
𝑥𝑖
𝑦𝑖
𝑧𝑖
� + �

𝑅
0
0
� + �

𝐿𝐴. 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑖
0

−𝐿𝐴. 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑖
� (2.7) 

Où ( xi yi zi )
T est le vecteur exprimant les coordonnées de la nacelle dans le repère Ri. 

 



Chapitre 2: Modélisation et linéarisation tangentielle du modèle dynamique du robot Delta  

26 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2-5 : Chaine cinématique dans le repère Ri 

soit:  

 

 �
𝑥𝑖
𝑦𝑖
𝑧𝑖
� = �

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 0
−𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 0

0 0 1
��

𝑥
𝑦
𝑧
� (2.8) 

On obtient donc pour le vecteur 𝑩𝒊𝑪𝒊���������⃗  dans le repère Ri: 

 𝑹𝒊𝑩𝒊𝑪𝒊���������⃗ =  �
−𝑥. cos 𝜃𝑖 − 𝑦. sin𝜃𝑖 + 𝑅 + 𝐿𝐴. 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖

𝑥. 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑖 − 𝑦. cos 𝜃𝑖
− 𝑧 −  𝐿𝐴. sin𝛼𝑖

� (2.9) 

Vecteur directeur des avant-bras dans le repère R: 
Dans le repère R, le vecteur directeur de chacun des avant-bras est donné par: 

 𝑹𝑩𝒊𝑪𝒊���������⃗ =  �
(𝐿𝐴. cos𝛼𝑖 + 𝑅). cos 𝜃𝑖 − 𝑥
(𝐿𝐴. cos𝛼𝑖 + 𝑅). sin 𝜃𝑖 − 𝑦

− 𝐿𝐴. sin𝛼𝑖 − 𝑧
� (2 .10) 

Application de la loi de Newton sur les avant-bras 
L’isolation de l’avant bras dont on considère la masse et l’inertie nulle nous donne alors 
la Figure 2.6. 

 𝑭��⃗ 𝒊 + 𝑭��⃗ 𝒉𝒊 =  𝟎��⃗   (2.11) 

Les deux forces 𝑭��⃗ 𝒊 et 𝑭��⃗ 𝒉𝒊 sont donc de sens opposées et dans la direction BiCi de 
l’avant-bras. 

𝑭��⃗ 𝒊 = 𝐹𝑖.
𝑩𝒊𝑪𝒊���������⃗

|𝐵𝑖𝐶𝑖|
  ou 𝑭��⃗ 𝒊 = 𝐹𝑖 .

𝑩𝒊𝑪𝒊���������⃗

𝐿𝐵
= 𝐹𝑖

𝑹𝑩𝒊𝑪𝒊����������⃗

𝐿𝐵
= 𝐹𝑖𝒗𝑭𝒊�����⃗   

αi 

zi 

xi 

R 
LA 

Ci 

Bi 

||BiCi||=LB 

Ai 
Oi 
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 𝒗𝑭𝒊�����⃗ =
𝑹𝑩𝒊𝑪𝒊����������⃗

𝐿𝐵
= �

𝑣𝑥𝑖
𝑣𝑦𝑖
𝑣𝑧𝑖

� =

⎝

⎜
⎛

1
𝐿𝐵

[(𝐿𝐴. cos𝛼𝑖 + 𝑅). 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 − 𝑥]
1
𝐿𝐵

[(𝐿𝐴. cos𝛼𝑖 + 𝑅). 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 − 𝑦]
1
𝐿𝐵

[−𝐿𝐴. sin𝛼𝑖 − 𝑧] ⎠

⎟
⎞

 (2.12) 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2.6 : Isolation d’un avant-bras 

Donc l’expression de la force 𝑭��⃗ 𝑖 est: 

 𝑭��⃗ 𝒊 = 𝐹𝑖 �
𝑣𝑥𝑖
𝑣𝑦𝑖
𝑣𝑧𝑖

� (2.13) 

Application de la loi de Newton sur la nacelle 
On isole la nacelle et on ajoute les forces de liaison Fi (Figure 2.7). De part la 

conception du robot Delta (système de barres parallèles), la nacelle ne peut faire que des 
mouvements de translation dans l’espace opérationnel. Les équations de Newton-Euler 
se réduisent donc aux équations de la dynamique de translation (équations de Newton). 
Dans le référentiel R, on obtient alors: 
 −  ∑ 𝑭��⃗ 𝒊3

i=1 + 𝒈��⃗ 𝒏 = mn. �̈���⃗   (2.14) 
Avec : 

- 𝑭��⃗ 𝒊 R : Forces de liaison entre la nacelle et les avant-bras, exprimés dans le 
référentiel R. 

- 𝒈��⃗ 𝒏 = �
0
0

−𝑚𝑛𝑔
� : Force de gravité agissant sur la nacelle. 

- mn : masse totale de la nacelle, y compris la masse transportée et la masse des 
avant-bras rapportée sur la nacelle. 

- g : Accélération terrestre, 

F�⃗ hi 

F�⃗ i  
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- �̈���⃗ = �
�̈�
�̈�
�̈�
� : accélération de la nacelle exprimée dans le repère R. 

  
 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.7: Isolation de la nacelle 

En remplaçant l’expression (2.13) dans (2.14), on obtient: 

 𝐹1 �
𝑣𝑥1
𝑣𝑦1
𝑣𝑧1

� + 𝐹2 �
𝑣𝑥2
𝑣𝑦2
𝑣𝑧2

� + 𝐹3 �
𝑣𝑥3
𝑣𝑦3
𝑣𝑧3

� = �
−𝑚𝑛. �̈�
−𝑚𝑛. �̈�

𝑚𝑛[−𝑔 − �̈�]
� (2.15) 

L’équation (2.15) peut être exprimée selon l’expression de l’équation (2.16) 

 𝑉 �
𝐹1
𝐹2
𝐹3
� = �

𝐴𝑥
𝐴𝑦
𝐴𝑍
� (2.16) 

avec: 

 �
𝐴𝑥
𝐴𝑦
𝐴𝑍
� = �

−𝑚𝑛. �̈�
−𝑚𝑛. �̈�

𝑚𝑛[−𝑔 − �̈�]
�  (2.17) 

et       

 𝑉 = �
𝑣𝑥1 𝑣𝑥2 𝑣𝑥3
𝑣𝑦1 𝑣𝑦2 𝑣𝑦3
𝑣𝑧1 𝑣𝑧2 𝑣𝑧3

�  (2.18) 

On obtient alors : 

 �
𝐹1
𝐹2
𝐹3
� = 𝑉−1 �

𝐴𝑥
𝐴𝑦
𝐴𝑧
� = 𝑄.𝑀.�

𝐴𝑥
𝐴𝑦
𝐴𝑧
� (2.19) 

avec : 

-�⃗�𝟏 
-�⃗�𝟐 -𝑭��⃗ 𝟑 

g�⃗ n 
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 𝑄 = 1
−𝑣𝑥3𝑣𝑦2𝑣𝑧1+𝑣𝑥2𝑣𝑦3𝑣𝑧1+𝑣𝑥3𝑣𝑦1𝑣𝑧2−𝑣𝑥1𝑣𝑦3𝑣𝑧2−𝑣𝑥2𝑣𝑦1𝑣𝑧3+𝑣𝑥1𝑣𝑦2𝑣𝑧3

 (2.20) 

et 

 𝐌 = �
𝑣𝑦2𝑣𝑧3 − 𝑣𝑦3𝑣𝑧2 −𝑣𝑥2𝑣𝑧3 + 𝑣𝑥3𝑣𝑧2 −𝑣𝑥2𝑣𝑧3 + 𝑣𝑥3𝑣𝑧2
−𝑣𝑦1𝑣𝑧3 + 𝑣𝑦3𝑣𝑧1 𝑣𝑥1𝑣𝑧3 − 𝑣𝑥3𝑣𝑧1 −𝑣𝑥1𝑣𝑦3 + 𝑣𝑥3𝑣𝑦1
𝑣𝑦1𝑣𝑧2 − 𝑣𝑦2𝑣𝑧1 −𝑣𝑥1𝑣𝑧2 + 𝑣𝑥2𝑣𝑧1 𝑣𝑥1𝑣𝑦2 − 𝑣𝑥2𝑣𝑦1

� (2.21) 

En remplaçant l’équation (2.17) dans (2.19), on obtient l’équation (2.22): 

 𝑭 = 𝐊𝐦�̈� −  𝑮𝒏 (2.22) 

avec:   

 Km = -mn.Q.M (2.23) 

et       

 𝑮𝒏 = 𝑚𝑛.𝑄.𝐌.�
0
0
𝑔
� (2.24) 

Application de la loi d’Euler sur chacun des bras  

La Figure (2.8) montre l’isolation du bras rattaché à l’arbre de l’actionneur. 

 
Figure 2.8 Isolation d’un des trois bras du robot Delta 

En se plaçant maintenant dans le référentiel Ri lié à chacun des bras, on peut calculer le 
couple moteur en utilisant l’équation d’Euler: 

zi 

xi 
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 𝑨𝒊𝑪𝒊��������⃗ ∧ 𝑭𝒊���⃗ + 𝒓𝑨𝒊𝑮𝒃𝒊�����������⃗ ∧ 𝑮𝒃𝒊������⃗ + 𝜞𝒊���⃗ = 𝑰𝒃𝒊. �̈�𝒊����⃗    (2.25) 

avec: 

𝒓𝑨𝒊𝑮𝒃𝒊�����������⃗ :  vecteur exprimant la position du centre de gravité du bras i. 

𝑮𝒃𝒊������⃗ = �
0
0

−𝑚𝑏𝑔
� : forces de gravité du bras i exprimée dans le référentiel Ri. 

mb : masse totale du bras, y compris la masse des avant-bras rapportée 

𝜞𝒊���⃗  : couple autour du point Ai. 

𝐈𝐛𝐢 : Inertie du bras autour du point Ai. 

�̈�𝒊����⃗ : accélération angulaire du bras i. 

 Le vecteur vitesse de rotation du bras est toujours dans la même direction donc le 
terme de couple gyroscopique est nul et il n’intervient pas dans l’équation (2 .25).  

𝑨𝒊𝑪𝒊��������⃗ = �
𝐿𝐴. cos𝛼𝑖

0
−𝐿𝐴. sin𝛼𝑖

�        et         𝒓𝑨𝒊𝑮𝒃𝒊�����������⃗ = �
𝑟𝐺𝑏 . cos𝛼𝑖

0
−𝑟𝐺𝑏 . sin𝛼𝑖

� 

avec, 

𝑟𝐺𝑏 : distance entre le point Ai et le centre de gravité du bras i 

Dans le repère Ri, l’expression de la force 𝑭𝒊���⃗  devient : 

 𝑭𝒊���⃗ = 𝐹𝑖

⎝

⎜
⎛

1
𝐿𝐵

[𝐿𝐴. cos𝛼𝑖 + 𝑅 − 𝑥𝑖]

− 𝑦𝑖
𝐿𝐵

1
𝐿𝐵

[𝐿𝐴. sin𝛼𝑖 + 𝑧𝑖] ⎠

⎟
⎞

 (2.26) 

 Alors, on obtient les expressions suivantes pour les produits vectoriels 𝑨𝒊𝑪𝒊��������⃗ ∧ 𝑭𝒊���⃗  et      

𝒓𝑨𝒊𝑮𝒃𝒊�����������⃗ ∧ 𝑮𝒃𝒊������⃗  

 𝑨𝒊𝑪𝒊��������⃗ ∧ 𝑭𝒊���⃗ =

⎝

⎜
⎛

− 𝐿𝐴
𝐿𝐵

. sin𝛼𝑖.𝐹𝑖 .𝑦𝑖
𝐿𝐴
𝐿𝐵
𝐹𝑖. [𝑧𝑖 . cos𝛼𝑖 − (𝑅 − 𝑥𝑖) . sin𝛼𝑖]

− 𝐿𝐴
𝐿𝐵

cos𝛼𝑖.𝐹𝑖 .𝑦𝑖 ⎠

⎟
⎞

 (2.27) 

 𝒓𝑨𝒊𝑮𝒃𝒊�����������⃗ ∧ 𝑮𝒃𝒊������⃗ = �
0

𝑟𝐺𝑏 .𝑚𝑏 .𝑔. cos𝛼𝑖
0

� (2.28) 
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De l’équation (2.25), seul le couple autour de l’axe y nous intéresse, puisqu’il s’agit du 
couple moteur. Donc l’équation (2.25) devient: 

 𝛤𝑦𝑖 = 𝐼𝑏𝑦𝑖. �̈�𝑖 − 𝐹𝑖.
𝐿𝐴
𝐿𝐵

[𝑧𝑖. cos𝛼𝑖 − (𝑅 − 𝑥𝑖). 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖] − 𝑟𝐺𝑏 .𝑚𝑏 .𝑔. cos𝛼𝑖  (2.29) 

Où le couple 𝛤𝑦𝑖 est défini positif selon la règle du tire-bouchon avec : 

𝐼𝑏𝑦𝑖: inertie du bras i autour du point Ai 

xi, zi : coordonnées de la nacelle exprimées dans le repère Ri 

 En mettant l’équation (2.29) sous forme vectorielle, on obtient : 

 𝜞 = 𝐈𝐛�̈� − 𝐊.𝐅 −  𝑮𝒃   (2.30) 

avec : 𝜞 = �
𝛤𝑦1
𝛤𝑦2
𝛤𝑦3

�, �̈� =  �
�̈�1
�̈�2
�̈�3
�, 𝑭 = �

𝐹1
𝐹2
𝐹3
� 

 𝐈𝐛 = �
𝐼𝑏1 0 0
0 𝐼𝑏2 0
0 0 𝐼𝑏3

� (2.31) 

 𝐊 =  𝐿𝐴
𝐿𝐵

.�
𝐾1 0 0
0 𝐾2 0
0 0 𝐾3

�  (2.32) 

avec: 

  𝐾𝑖 = 𝑧𝑖. cos𝛼𝑖 − (𝑅 − 𝑥𝑖). 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 ,   i = 1, 2, 3  (2.33) 

 𝐆𝐛 = �
𝑟𝐺𝑏𝑚𝑏𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛼1
𝑟𝐺𝑏𝑚𝑏𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛼2
𝑟𝐺𝑏𝑚𝑏𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛼3

� (2.34) 

En remplaçant l’équation (2.22) dans (2.30), on obtient: 

 𝜞 = 𝐈𝐛�̈� − 𝐊.𝐊𝐦�̈� + 𝐊.𝑮𝒏 −  𝑮𝒃 (2.35) 

2.4 Modèle dynamique inverse dépendant des variables articulaires 
 L’équation (2.35) représente le modèle dynamique inverse du robot Delta, cette 
équation est une fonction de l’accélération articulaire de chacun des bras, mais aussi de 
l’accélération de la nacelle. Elle ne pourra pas être utilisée par les algorithmes de 
commande classiques (la commande par découplage non linéaire ou la commande PD 
avec a priori du couple). Donc, il est nécessaire de développer un modèle dynamique 
inverse qui ne sera fonction que des variables articulaires du robot. 

 Pour cela, il faut déterminer la relation entre �̈� et �̈�. Cette dernière peut être 
obtenue à partir du MGD (Annexe A) : X = f (α). 
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  La dérivée par rapport au temps de l’équation du MGD conduit au modèle 
cinématique du robot: 

 �̇� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝑓𝑥
𝜕𝛼1

𝜕𝑓𝑥
𝜕𝛼2

𝜕𝑓𝑥
𝜕𝛼3

𝜕𝑓𝑦
𝜕𝛼1

𝜕𝑓𝑦
𝜕𝛼2

𝜕𝑓𝑦
𝜕𝛼3

𝜕𝑓𝑧
𝜕𝛼1

𝜕𝑓𝑧
𝜕𝛼2

𝜕𝑓𝑧
𝜕𝛼3⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

�̇� = 𝐉(𝜶)�̇� (2.36) 

J: est le Jacobien du robot.  
Une seconde dérivée par rapport au temps de l’équation (2.36) donne : 

 �̈� = 𝐉�̈� + 𝐃�̇�𝒊2 + 𝐄�̇�𝑖𝑗    (2.37) 

avec: �̇�𝑖2 = [�̇�12 �̇�22 �̇�32]𝑇 et �̇�𝑖𝑗 = [�̇�1�̇�2 �̇�1�̇�3 �̇�2�̇�3]𝑇 

 𝐃 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕
𝜕𝛼1

�𝜕𝑓𝑥
𝜕𝛼1

� 𝜕
𝜕𝛼2

�𝜕𝑓𝑥
𝜕𝛼2

� 𝜕
𝜕𝛼3

�𝜕𝑓𝑥
𝜕𝛼3

�
𝜕
𝜕𝛼1

�𝜕𝑓𝑦
𝜕𝛼1

� 𝜕
𝜕𝛼2

�𝜕𝑓𝑦
𝜕𝛼2

� 𝜕
𝜕𝛼3

�𝜕𝑓𝑦
𝜕𝛼3

�
𝜕
𝜕𝛼1

�𝜕𝑓𝑧
𝜕𝛼1

� 𝜕
𝜕𝛼2

�𝜕𝑓𝑧
𝜕𝛼2

� 𝜕
𝜕𝛼3

�𝜕𝑓𝑧
𝜕𝛼3

�⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

  (2.38) 

𝐄 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕
𝜕𝛼1

�𝜕𝑓𝑥
𝜕𝛼2

� + 𝜕
𝜕𝛼2

�𝜕𝑓𝑥
𝜕𝛼1

� 𝜕
𝜕𝛼3

�𝜕𝑓𝑥
𝜕𝛼1

� + 𝜕
𝜕𝛼1

�𝜕𝑓𝑥
𝜕𝛼3

� 𝜕
𝜕𝛼2

�𝜕𝑓𝑥
𝜕𝛼3

� + 𝜕
𝜕𝛼3

�𝜕𝑓𝑥
𝜕𝛼2

�
𝜕
𝜕𝛼1

�𝜕𝑓𝑦
𝜕𝛼2

� + 𝜕
𝜕𝛼2

�𝜕𝑓𝑦
𝜕𝛼1

� 𝜕
𝜕𝛼3

�𝜕𝑓𝑦
𝜕𝛼1

� + 𝜕
𝜕𝛼1

�𝜕𝑓𝑦
𝜕𝛼3

� 𝜕
𝜕𝛼2

�𝜕𝑓𝑦
𝜕𝛼3

�+ 𝜕
𝜕𝛼3

�𝜕𝑓𝑦
𝜕𝛼2

�
𝜕
𝜕𝛼1

�𝜕𝑓𝑧
𝜕𝛼2

� + 𝜕
𝜕𝛼2

�𝜕𝑓𝑧
𝜕𝛼1

� 𝜕
𝜕𝛼3

�𝜕𝑓𝑧
𝜕𝛼1

� + 𝜕
𝜕𝛼1

�𝜕𝑓𝑧
𝜕𝛼3

� 𝜕
𝜕𝛼2

�𝜕𝑓𝑧
𝜕𝛼3

� + 𝜕
𝜕𝛼3

�𝜕𝑓𝑧
𝜕𝛼2

�⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 (2.39) 

 
Remplaçant  l’équation (2.37) dans l’équation (2.35), nous obtenons: 

 
 𝜞 = (𝐈b − 𝐊𝐊m𝐉)�̈� − 𝐊𝐊m𝐃�̇�i2 − 𝐊𝐊m𝐄�̇�𝒊𝒋 + 𝐊𝐆n − 𝑮b (2.40) 

 
  Le terme (𝐈b − 𝐊𝐊m𝐉) est la matrice d’inertie du robot Delta. Les termes 
𝐊𝐊m𝐃�̇�i2 et 𝐊𝐊m𝐄�̇�𝒊𝒋 sont respectivement les effets des forces centrifuges et de 
Coriolis. 

  L’équation (2.40), est le modèle dynamique inverse du robot Delta, elle est 
fonction uniquement des variables articulaires du robot. 
 
2.5 Linéarisation tangentielle du modèle dynamique du robot Delta 
  Dans cette section, nous allons développer à partir de l’équation (2.40), un 
modèle dynamique direct non linéaire forme espace d’état, en effectuant un choix 
convenable des variables d’état. Une linéarisation tangentielle de ce modèle autour d’un 
point de fonctionnement permet d’obtenir le modèle dynamique linéaire du robot Delta.    
  
2.5.1 Détermination du modèle dynamique non linéaire forme espace d’état 

A partir de l’équation (2.40), nous pouvons écrire: 

 �̈� = 𝐀−1�𝐊𝐊𝑚�𝐃�̇�𝑖2 + 𝐄�̇�𝑖𝑗� − 𝐊𝐆𝑛 + 𝑮𝑏 + 𝜞� (2.41) 
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avec, A = (𝐈b − 𝐊𝐊m𝐉) 

Les variables d’état du système sont choisies comme suit: xs1  = α1 ; xs2 = α2 ; 

xs3 = α3 ;  

xs4 = 1α ; xs5 = 2α  ; xs6 = 3α . 

Soit xs, le vecteur d’état du système et u le vecteur de commande:  

xs =[xs1  x2  xs3  xs4  xs5  xs6]T , u = Г = [Г1 Г 2 Г 3]T 

Equation (2.41) devient: 

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
�̇�𝑠1
�̇�𝑠2
�̇�𝑠3
�̇�𝑠4
�̇�𝑠5
�̇�𝑠6⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑥𝑠4
𝑥𝑠5
𝑥𝑠6
0
0
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0
0

𝑓4(𝒙𝑠,𝒖)
𝑓5(𝑥𝑠,𝒖)
𝑓6(𝒙𝒔,𝒖)⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑥𝑠4
𝑥𝑠5
𝑥𝑠6

𝑓4(𝑥𝑠,𝒖)
𝑓5(𝑥𝑠,𝒖)
𝑓6(𝑥𝑠,𝒖)⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 𝒇𝒔(𝑥𝑠,𝒖) (2.42) 

avec, 

 �
𝑓4(𝑥𝑠,𝒖)
𝑓5(𝒙𝒔,𝒖)
𝑓6(𝒙𝒔,𝒖)

� = 𝐀−1�𝐊𝐊𝑚�𝐃�̇�𝑠𝑖2 + 𝐄�̇�𝑠𝑖𝑗� − 𝐊𝐺𝑛 + 𝐺𝑏 + 𝒖� (2.43) 

�̇�𝑠𝑖2 = [�̇�𝑠12 �̇�𝑠22 �̇�𝑠32]𝑇  et �̇�𝑠𝑖𝑗 = [�̇�𝑠1�̇�𝑠2 �̇�𝑠1�̇�𝑠3 �̇�𝑠2�̇�𝑠3]𝑇 

Le modèle dynamique du robot Delta dans l’espace d’état est donc : 

 ��̇�𝑠 = 𝒇𝑠(𝒙𝒔,𝒖)
𝑦𝑠 = 𝐂𝒙𝒔

� (2.44) 
















=

000100
000010
000001

C , est la matrice d’observation du système. 

2.5.2 Linéarisation du modèle autour d’un point de fonctionnement 
  L’équation (2.44) est la représentation du modèle dynamique direct du robot 
Delta dans l’espace d’état. Cette équation est non linéaire, l’objectif est de la linéariser 
autour d’un point de fonctionnement. En effet, pour synthétiser une loi de commande 
robuste H∞ par l’approche de sensibilité mixte, le modèle dynamique du système doit 
être linéaire et représenté dans l’espace d’état par ses matrices (A, B et C). Pour cette 
raison là, nous devons déterminer un modèle linéaire par une linéarisation tangentielle 
du système représenté par l’équation (2.44), autour d’un point de fonctionnement  
(𝒙�𝑠,𝒖�).    

La linéarisation de l’équation (2.44) autour d’un point (𝒙�𝑠,𝒖�), nous donne: 
  

 ��̇�𝑠 = 𝒇𝑠(𝒙�𝑠,𝒖�) + 𝐀(𝒙𝑠 − 𝒙�𝑠) + 𝐁(𝒖 − 𝑢�)
𝑦𝑠 = 𝐂𝒙𝒔

� (2.45) 
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avec,  �
𝐀 = 𝜕𝒇𝑠(𝒙�𝑠,𝒖�)

𝜕𝒙𝒔

𝐁 = 𝜕𝒇𝑠(𝒙�𝑠,𝒖�)
𝜕𝒖

�  

Le point de fonctionnement  (𝒙�𝑠,𝒖�) correspond à la condition d’équilibre: 𝒇𝑠(𝒙�𝑠,𝒖�) =
0. Donc, ceci conduit au système dynamique suivant: 
 

 ��̇�𝑠 = 𝐀(𝒙𝑠 − 𝒙�𝑠) + 𝐁(𝒖 − 𝑢�)
𝑦𝑠 = 𝑦�𝑠 + 𝐂(𝒙𝐬 − 𝒙�𝒔)

� (2.46) 

Posons:  𝒖� = 𝒖 − 𝒖�,𝒙� = 𝒙𝒔 − 𝒙�𝑠 𝑒𝑡 𝒚� = 𝑦𝑠 − 𝒚�𝑠 

 �𝒙�̇ = 𝐀𝒙� + 𝐁𝒖�
𝒚� = 𝐂𝒙�

� (2.47) 

Les matrices A et B de ce système linéarisé autour du point de fonctionnement (𝒙�𝑠,𝒖�) 
sont: 
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 (2.48) 
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 (2.49) 

Pour  𝒙𝒔 = 𝒙�𝑠 𝑒𝑡 𝒖 = 𝒖 � , l’équation (2.47) implique: 

 �̇��𝑠 = 0 (2.50) 

donc: 

 �
�̅̇�𝑠1  = �̅�𝑠4 = 0
�̅̇�𝑠2  = �̅�𝑠5 = 0
�̅̇�𝑠3  = �̅�𝑠6 = 0

� (2.51) 
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et,  𝒙�𝑠 = [�̅�𝑠1 �̅�𝑠2 �̅�𝑠3   0    0   0]𝑇 

Pour avoir:  𝒇𝑠(𝒙�𝑠,𝒖�) = 0, il suffit que: 

 𝐀�−1 �𝐊�𝐊�𝑚 �𝐃��̇��𝑠𝑖
2 + 𝐄��̇��𝑠𝑖𝑗� − 𝐊�𝐆�𝑛 + 𝑮�𝑏 + 𝒖�� = 0 (2.52) 

𝐊� ,𝐆�𝑛,𝑮�𝑏 ,𝐊�𝑚,𝐃�  𝑒𝑡 𝐄�: sont respectivement les matrices K, Gn, Gb, Km, D et E 
calculées pour le point�̅�𝑠. 
A cause de l’équation (2.51), 𝐊�𝐊�𝑚 �𝐃��̇��𝑠𝑖

2 + 𝐄��̇��𝑠𝑖𝑗� = 0. L’équation (2.52) devient: 

 𝒖� − 𝐊�𝐆�𝑛 + 𝑮�𝑏 = 0 (2.53) 

Le vecteur point de fonctionnement est donc donné par: 

 (𝒙�s,𝒖�)  = ([�̅�s1 �̅�s2 �̅�s3   0    0   0]𝑇 ,𝐊�𝐆�𝑛 − 𝑮�𝑏) (2.54) 

 
2.6 Analyse dynamique des modèles linéaires tangents et validation 
2.6.1 Introduction 
 Il est important de remarquer que le modèle linéaire utilisé pour le calcul de la loi 
de commande linéaire est fonction du choix du point de fonctionnement dans l’espace 
de travail du robot et l’objectif qu’on voudrait atteindre est de synthétiser une 
commande robuste, performante et qui permet un bon suivi de trajectoire quelle que soit 
l’emplacement de l’outil du robot dans l’espace de travail, c'est-à-dire quel que soit son 
éloignement par rapport au point de fonctionnement.  

 Le but de cette section, est de choisir le point de fonctionnement le plus approprié 
pour réaliser les objectifs cités précédemment. On propose alors la méthode suivante:   

- Etudier le comportement dynamique du robot Delta dans son espace de travail 
total, en faisant une analyse dynamique de plusieurs modèles linéaires tangents à 
des points de fonctionnement répartis uniformément dans la totalité de l’espace 
de travail du robot. 

- Relever les caractéristiques des différents modèles linéaires en faisant le tracé de 
leurs valeurs singulières maximales et minimales respectives puis on calculera le 
nombre de conditionnement [Sko1]. En effet, ce nombre permet de mesurer 
l'écart entre la valeur singulière maximale et minimale du modèle. Plus cet  écart 
est élevé (plus grand que 1)  plus le système est difficile à commander, ce qui 
signifie que le gain du procédé est fortement dépendant de la direction des 
entrées.   

- Cette étude est complétée par le calcul des valeurs propres des différents 
modèles linéaires. Ceci nous permettra d'observer la nature des pôles et de 
distinguer le type d'instabilité de chaque modèle linéaire par rapport à la position 
de son point de fonctionnement dans l'espace de travail du robot.  

2.6.2 Définition du nombre de conditionnement [Sko1] 
 Le nombre de conditionnement d’un système MIMO est le rapport entre la valeur 
singulière maximale et minimale: 

 𝛾�𝐺(𝑗𝜔)� = 𝜎�(𝐺(𝑗𝜔))
𝜎(𝐺(𝑗𝜔))

 (2.55) 
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𝜎�(𝐺) et 𝜎(𝐺) représentent respectivement la valeur singulière maximale et minimale du 
procédé. 

Plus ce nombre est élevé (plus grand que 1), plus le système est difficile à commander: 
on dit qu’il est mal conditionné, ce qui signifie que le gain du procédé est fortement 
dépendant de la direction des entrées. La difficulté de commander les systèmes ayant un 
nombre de conditionnement élevé est due à la présence des incertitudes dans le modèle 
du procédé. Ces incertitudes ont plusieurs origines:  

- les dynamiques négligées lors de la linéarisation,  
- la variation des paramètres du modèle linéaire, due aux non linéarités ou aux 

changements des conditions de fonctionnement,  
- et enfin à l'augmentation de l'effet de couplage. 

2.6.3 Analyse dynamique des modèles linéaires tangents 
 Pour faire l’analyse dynamique des différents modèles linéaires tangents obtenus 
par linéarisation tangentielles autour de plusieurs points de fonctionnement répartis 
d’une manière uniforme dans tout l’espace de travail du robot Delta, nous avons 
considérés trois sections horizontales  du cylindre représentant le volume de travail du 
robot. Ces dernières sont situées à différentes hauteurs; en haut du cylindre (z = -
347.4mm), au milieu du cylindre (z = -395.5 mm) et enfin en bas du cylindre (z = -
511.9mm).   Pour chaque section, nous avons considéré cinq points sur l’axe x. Deux 
points sur la frontière de l’espace de travail (E et F), un point au centre du cercle  (M) 
sur l’axe z, et deux autres points (P et D) situés de part et d’autre de M à une distance de 
125mm. Ceci est explicité dans  Figure 2.9. A cause de la symétrie ternaire du robot, les 
points sur l’axe y ne sont pas considérés car ils conduisent aux mêmes résultats que 
ceux de l’axe x. 

 
Figure 2.9. Une section de l’espace de travail du robot 

 Dans ce qui suit, nous allons donner ces différentes notations pour les différents 
points considérés dans l’espace de travail du robot: 

- Eh, Ph, Mh, Dh et Fh sont les points qui appartiennent à la section située en haut 
de l’espace de travail du robot à une hauteur z = -347.4 mm, 

-  Em, Pm, Mm, Dm et Fm sont les points qui appartiennent à la section située au 
milieu de l’espace de travail du robot à une hauteur z = -395.5 mm, 

- Eb, Pb, Mb, Db et Fb sont les points qui appartiennent à la section située en bas 
de l’espace de travail du robot à une hauteur z = -511.9 mm. 
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 Les figures ci-dessous représentent le tracé des valeurs singulières (maximale et 
minimale) des différents modèles linéaires tangents obtenus. 

 
Figure 2.10 Tracé des valeurs singulières des modèles linéaires tangents aux points : Mh, Mm et Mb 

 
Figure 2.11. Tracé des valeurs singulières des modèles linéaires tangents aux points : Ph, Pm et Pb 

 
Figure 2.12 Tracé des valeurs singulières des modèles linéaires tangents aux points : Dh, Dm et Db 

Fréquences (rad/sec) 

Fréquences (rad/sec) 

Fréquences (rad/sec) 
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Figure 2.13. Tracé des valeurs singulières des modèles linéaires tangents aux points : Eh, Em et Eb 

 
Figure 2.14. Tracé des valeurs singulières des modèles linéaires tangents aux points : Fh, Fm et Fb 

Le Tableau 2.2 résume les caractéristiques dynamiques de chaque modèle linéaire 
tangent.  

2.6.4 Interprétations    
 Considérant les modèles linéaires tangents aux points de fonctionnement situés 
sur l’axe z; Mh, Mm et Mb, le tracé des valeurs singulières maximales et minimales de 
leurs modèles linéaires tangents respectifs est représenté par Figure 2.10. 

 On remarque que le nombre de conditionnement devient de plus en plus important 
en descendant vers le bas du cylindre. En effet, le nombre de conditionnement du 
modèle linéaire tangent à un point de fonctionnement situé sur l’axe z à une hauteur de -
0.5119m (Mb), est relativement beaucoup plus élevé (γ(G) =17.57) que ceux des 
modèles linéaires tangents  à des points de fonctionnement situés respectivement sur 
l’axe z à des hauteurs de -0.3474 m (Mh) et -0.3955m(Mm). Ceci est aussi vérifié pour 
tous les modèles linéaires tangents à des points de fonctionnement situés en bas du 
cylindre représentant l’espace de travail du robot (Pb, Db, Eb et Fb). Donc il est 
nécessaire d’éviter de choisir des points de fonctionnement situés en bas de l’espace de 
travail du robot. 

Fréquences (rad/sec) 

Fréquences (rad/sec) 
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 Pour les sections situées au milieu et en haut du cylindre, on peut constater que 
plus le point de fonctionnement est distant de l’axe z, plus l’écart entre les valeurs 
singulières maximale et minimale augmente. Ceci est vérifié par le nombre de 
conditionnement (Voir  Tableau 2.2). Ceci peut être expliqué par le fait que plus on 
s’éloigne de l’axe z du cylindre représentant l’espace du travail du robot Delta plus 
l’effet de couplage entre les trois axes du robot devient important.   

 On peut noter aussi, que plus on s’éloigne de l’axe z, plus l’instabilité du modèle 
linéaire devient oscillatoire. Les valeurs propres des modèles linéaires  tangents à des 
points de fonctionnement situés sur la frontière de l’espace de travail ont des parties 
imaginaires très élevées, ce qui rend le système plus difficile à commander (Eh, Em, Eb, 
Fh, Fm, Fb).     

 Donc d’après les résultats obtenus précédemment, on peut noter qu’il est 
important d’éviter de prendre des points de fonctionnement situés en bas du cylindre de 
l’espace de travail du robot, car l’écart entre les valeurs singulières maximale et 
minimale est très important ce qui implique que les modèles linéaires tangents à ces 
points sont mal conditionnés et donc difficiles à commander. Aussi, on évitera de 
choisir un point de fonctionnement très distant de l’axe z, car plus en s’éloigne de cet 
axe, plus l’instabilité du modèle linéaire tangent devient oscillatoire ce qui est aussi 
déconseillé.  

  Pour une trajectoire de prise et dépose le long de l’axe x, il est judicieux de choisir 
un point de fonctionnement situé sur l’axe z au milieu du cylindre représentant l’espace 
de travail du robot. Nous avons opté pour un point de fonctionnement situé sur l’axe z à 
une hauteur h = - 0.3955m (Mm). Pour ce point, on peut remarquer que l’écart entre les 
valeurs singulières maximale et minimale est relativement petit (γ(G) =2.42)   et il 
présente une instabilité apériodique.  

 

Tableau 2.2 Caractéristiques dynamiques des modèles linéaires tangents  

Points de fonctionnement γ(G) Valeurs propres Type d’instabilité 

z = -0.3474m 
 

Mh : x = 0 1.55 ± 4.30; ± 5.13; ±5.13 Instabilité apériodique  

Ph :  x = -0.125m 2.33 ± 4.16; ± 4.94;± 4.72 Instabilité apériodique 

Dh:  x = 0.125 m 2.68 ± 4.20 ± 0.38i;± 5.24 Instabilité oscillatoire 

Eh : x = -0.3085m 4.83 ± 4.12 ± 0.97i;± 4.20 Instabilité oscillatoire 

Fh :  x = 0.3085m 7.68 ± 3.14 ± 1.22i;± 4.24 Instabilité oscillatoire 

z = -0.3955m Mm: x = 0 2.42 ± 3.46; ± 4.9; ± 4.9 Instabilité apériodique 

Pm : x = -0.125m 3.0 ± 5.01, ± 3.75;± 4.10 Instabilité apériodique 

Dm : x = 0.125m 3.45 ± 3.64; ± 4.22; ± 4.9 Instabilité apériodique 

Em : x = -0.3085m 5.5 ± 3.91± 1.78i; ± 4.24 Instabilité oscillatoire 

Fm : x = 0.3085m 3.64 ± 3.78 ±1.18i; ± 3.81 Instabilité oscillatoire 

z = -0. 5119m  Mb : x = 0 17.57 ± 1.34; ±4.94; ±4.94 Instabilité apériodique 

Pb :  x = -0.125m 8.29 ± 3.03 ± 0.23i;± 4.05 Instabilité oscillatoire 

Db : x = 0.125m 9.86 ± 3.89; 2.07; ± 3.99 Instabilité apériodique 

Eb : x = -0.3085m 5 ±4.54±189i; ± 4.17 Instabilité oscillatoire 

Fb : x = 0.3085m 12.55 ±4.76±0.55i; ±0.80 Instabilité oscillatoire 

2.6.5 Modèle linéaire du robot Delta  
  Le programme qui détermine le modèle linéaire du robot Delta dans l’espace 
d’état a été développé sous Matlab (m-file script): “linear_Delta.m”. Il utilise comme 
variables d’entrées les trois positions articulaires (c'est-à-dire le vecteur 𝒙�), et comme 
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variables de sortie les matrices (A, B et C) de la représentation d’état. Le vecteur  𝒖� est 
calculé par l’équation (2.54).        
  Le point de fonctionnement M est donc sélectionné sur l’axe z à une hauteur (z=-
395.5mm), approximativement à la mi-hauteur du cylindre représentant l’espace de 
travail du robot Delta. Pour ce point, les paramètres du modèle correspondant sont 
comme suit: 

𝒖�= [0.85  0.85 0.85]T 



























−−
−−
−−

=

000019.2044
0004019.204
00044019.20
100000
010000
001000

A
  et 



























=

84.5313.1513.15
13.1584.5313.15
13.1513.1584.53

000
000
000

B
 

 

2.6.6 Validation du modèle linéaire 
 Pour valider le modèle linéaire établi précédemment, une comparaison autour du 
point de fonctionnement est effectuée entre le modèle linéaire et le modèle non linéaire 
du robot Delta. Pour cela, un modèle mécanique multi-corps du robot Delta sous 
SimMechanics est utilisé pour simuler son  comportement cinématique et dynamique, il 
utilise les paramètres réels du robot et prend en considération les capteurs et les 
actionneurs en terme de résolution, discrétisation et les capacités de puissance des 
actionneurs. 

 Des échelons variant de 10% autour du point de fonctionnement ont été 
appliquées aux entrées des deux modèles pour un temps de simulation de 10 ms. Ceci 
est illustré par Figure 2.15 [Cho]. Figure 2.16 compare l’évolution temporelle des 
positions articulaires du modèle linéaire avec celles du robot. 

 D’après cette figure, on voit bien que le comportement dynamique du modèle  
linéaire suit correctement celui du modèle non linéaire pour une variation du signal 
d’entrée. L’erreur statique entre les deux modèles peut être réduite en modifiant 
légèrement la valeur du couple u . 
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Figure 2.15 Validation du modèle linéaire 

 
Figure 2.16 Evolutions temporelles des positions articulaires du modèle linéaire et du robot (Axes : 1,2 et 3) 

2.7 Conclusion 
 Dans ce chapitre, nous avons présenté les caractéristiques géométriques du robot 
Delta à entrainement direct qui sera utilisé pour valider nos résultats de simulation et 
expérimentaux. Puis une modélisation dynamique a été effectuée selon la méthode de 
Newton Euler. Le modèle dynamique inverse obtenu est celui de Codourey [Cod1], sa 
formulation mathématique est simple et il se caractérise par le fait qu’il dépend non 
seulement des variables articulaires mais aussi de la cinématique de l’organe terminal. 
Sur la base de ce modèle, nous avons développé un modèle dynamique inverse du robot 
Delta qui ne dépend que des variables articulaires. En effet, ce modèle sera utile pour 
implémenter les algorithmes de commande classiques très utilisés en robotique, tels que 
la commande par découplage non linéaire, commande PD avec a priori du couple etc…  

 Dans le but d’appliquer la loi de commande robuste linéaire sur le robot Delta, 
nous avons développé un modèle dynamique direct dans l’espace d’état en effectuant un 
choix convenable des variables d’état. Sur ce modèle, nous avons effectué une 
linéarisation tangentielle autour d’un point de fonctionnement.  Nous avons obtenu un 
modèle linéaire représenté dans l’espace d’état. Une étude dynamique a été effectuée 
sur un ensemble de points de fonctionnement répartis sur la totalité de l’espace de 
travail du robot Delta. Elle a abouti à un choix d’un modèle linéaire tangent à un point 
de fonctionnement M se trouvant au milieu de l’axe z du cylindre représentant l’espace 
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de travail du robot. Ce modèle a été validé avec le modèle du robot Delta sous 
SimMechanics. Sur la base de ce modèle linéaire des contrôleurs H∞ et H2 seront 
synthétisés, mais avant d’arriver à cette phase, il est important de présenter les principes 
de base de la commande robuste, ce qui fera l’objet du prochain chapitre. 
 

 

 
 



Chapitre 3 
 

 

Concepts de base de la 
commande Robuste H∞ 

 

 

   

 Ce chapitre présente les concepts de base de la commande robuste linéaire H∞. 
L’analyse de la stabilité et de la robustesse d’un système, soumis à des incertitudes, est 
exposée et le théorème des petits gains sur lequel repose le problème de commande H∞ 
est défini. En choisissant des pondérations fréquentielles bien appropriées, les 
problèmes de performance et de robustesse d’un système asservi sont ramenés à un  
unique problème qui est le problème ″H∞ standard″. Les pondérations fréquentielles 
permettent de réaliser aussi ce qu’on appelle la conformation de boucle ″ loop 
shaping″.  Le problème de sensibilité mixte de Kwakernaak est étudié, c’est un cas 
particulier du problème H∞ standard. Il permet de minimiser en même temps la matrice 
de sensibilité S et de sensibilité complémentaire T du système bouclé. Pour la résolution 
du problème H∞ standard, une version simplifiée de l’algorithme de Glover-Doyle est 
présentée. A titre comparatif, nous présenterons aussi, la résolution du modèle standard 
par la commande linéaire non robuste H2 (LQG).  
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3.1 Etat de l’art 
3.1.1 Introduction 

 Dans la plupart des problèmes de commande, l’objectif central est d’atteindre et 
de maintenir la stabilité et certaines performances malgré les perturbations ou 
incertitudes souvent pénalisantes du système à commander. Une commande est dite 
robuste quant elle présente de bonnes marges de stabilité, c'est-à-dire une faible 
sensibilité à des incertitudes, ou à des variations du processus par rapport à son modèle 
nominal. 

 Dans un contexte théorique plus strict, on ne saurait parler de robustesse sans 
avoir défini d’une part un critère d’évaluation des propriétés dont on souhaite la 
robustesse (parmi lesquelles, au premier rang, la stabilité) et d’autre part la classe des 
incertitudes ou variations possibles. La théorie de la robustesse est donc quantitative et 
déductive [Lar] à partir de données quantifiées sur les domaines d’incertitudes et les 
performances souhaitées, on doit pouvoir effectuer la synthèse de lois de commande 
satisfaisant les spécifications souhaitées. 

 L’approche classique qui était utilisée vers les années 1960 était la théorie linéaire 
quadratique gaussienne LQG, ou théorie H2 [Fri][Ber]. Dans cette approche, les 
incertitudes étaient des perturbations additives modélisées comme des bruits blancs 
gaussiens possédant des covariances fixes. 

 Le contrôleur LQG garantissait la stabilité en boucle fermée et des performances 
satisfaisantes en présence de ces perturbations. Le problème majeur de cette approche 
est le manque de traitement des incertitudes dans le procédé lui-même. En admettant 
que les bruits additifs, la théorie stochastique ignore cette importante issue pratique: les 
incertitudes dans le procédé lui-même sont particulièrement critiques dans les 
problèmes de commande. C’est dans ce contexte que se situe la commande robuste H∞. 

 Rappelons que la norme H∞ d’une matrice de transfert d’un système, correspond 
au pire cas de l’amplification des signaux d’entrée, c'est-à-dire le cas où l’amplification 
est maximale.  

 Dans un système de commande, la norme H∞ se présente comme un moyen très 
approprié pour évaluer aussi bien le niveau des incertitudes que le gain des entrées de 
perturbations vers les erreurs de sortie. Elle est donc appliquée principalement quant le 
système est soumis à des signaux de perturbations et à des incertitudes propres à lui.      

 Cette théorie a été introduite pour la première fois par Zames en 1981 
[Zam1][Zam2]. Il a considéré le problème de minimisation de la norme H∞ de la 
fonction de sensibilité d’un système SISO. Il a montré aussi que les incertitudes du 
procédé réduisent la capacité de la contre réaction pour minimiser la sensibilité. Ce 
travail a été développé par la suite par Francis et Zames en 1984 dans [Fra1] et [Fra2], 
ils ont montré que cette théorie permet de traiter le problème de robustesse d’une 
manière plus directe que les autres méthodes d’optimisation. Elle a été étendue alors à 
d’autres problèmes de commande.  

3.1.2 Le problème de commande optimale H∞ et H2 « Standard » 

 Ce problème concerne le bloc de diagramme suivant: 
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Figure 3.1 Modèle standard 

 Où ″w″ représente les perturbations externes, ″y″ est la mesure accessible pour le 
contrôleur, ″u″ est la sortie du contrôleur et ″z″ est le signal d’erreur qu’on souhaiterait 
garder petit. La matrice des fonctions de transfert P ne représente pas seulement le 
procédé conventionnel mais aussi les fonctions poids, incluses pour spécifier les 
performances souhaitées. 

 Le problème de commande optimale H∞ est donc: la synthèse d’un contrôleur 
stabilisant K, de sorte que la matrice de transfert de ″w″  vers ″z″ (Tzω(P,K))  est stable 
intérieurement  et sa norme infinie est plus petite ou égale à 1.  

‖𝐓𝒛𝒘‖∞ ≤ 1 

avec, 

‖𝐓𝒛𝒘‖∞ = 𝑠𝑢𝑝𝜔𝜎(𝐓𝒛𝒘(𝑗𝜔)) 

où,  𝜎 représente la valeur singulière maximale de 𝐓𝒛𝒘 

 Le contrôleur H∞ minimise donc, le maximum du gain d’énergie (‖𝐓𝒛𝒘‖∞), alors 
que le contrôleur H2 minimise la valeur moyenne du gain (‖𝐓𝒛𝒘‖2), à travers toutes les 
fréquences ω. 

(‖𝐓𝒛𝒘‖2 = �� 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐓𝑧𝑤∗ (𝑗𝜔)𝐓𝑧𝑤(𝑗𝜔))𝑑𝜔
∞

−∞
�
1/2

 

 La propriété importante de la commande H∞ vient de l’application du théorème 
des petits gains, qui fait que lorsque ‖𝐓𝒛𝒘‖∞ ≤ 1, le système avec le bloc de diagramme 
de la Figure 3.2 reste stable pour toute incertitude Δ stable, respectant la condition de 
norme suivante:   

‖∆‖∞ < 1 

Ces types d’incertitudes sont appelés ″incertitudes non structurées″, elles sont dues 
aux dynamiques non modélisées en hautes fréquences, les non linéarités négligées, 
etc… 

Ce résultat de stabilité robuste représente la principale motivation du développement 
des différentes méthodes H∞. 
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Figure 3.2 Modèle standard avec perturbation Δ 

3.1.3 Résolution du problème de commande H∞ standard 
 Le problème de résolution H∞ standard est un problème mathématique bien 
défini, il a fait l’objet de plusieurs travaux de recherche. Initialement, les recherches ont 
été effectuées dans le domaine fréquentiel, utilisant les fonctions analytiques et les 
méthodes de la théorie des opérateurs. Parmi ces approches on peut citer, la théorie 
″Modèle Matching″[Fra3], la théorie de l’interpolation [Fra4] la théorie polynomiale 
[Tsy][Kwa1] et enfin la théorie de la factorisation ″J- spectrale″ [Gre1][Gre2]. 
Malheureusement, les approches fréquentielles standards pour H∞, dans le cas des 
systèmes MIMO, ont rencontré des obstacles mathématiques et computationnels plus 
significatifs que pour la théorie LQG (H2). 

 La difficulté de la méthodologie du domaine fréquentiel a conduit les 
investigateurs dans le domaine de la commande optimale H∞, à s’intéresser au domaine 
temporel et à l’utilisation des résultats de la théorie de commande optimale classique. 
L’avantage de cette approche, est qu’elle permet des techniques de synthèse simples. 

 La résolution du problème H∞ standard général a progressé d’une manière très 
importante en 1988 avec l’algorithme de Glover Doyle [Glo1][Glo2] [Glo3] qui donne 
une solution très proche de la commande LQG (H2). Elle se base sur la résolution des 
équations de Riccati.     

 Une autre approche pour la résolution du problème H∞ standard est apparue plus 
récemment. C’est la méthode par inégalité matricielle affine (LMI). Cette méthode a 
l’avantage de faire une relaxation de certaines hypothèses nécessaires à la résolution par 
les équations de Riccati au prix d’une complexité algorithmique accrue [Iwa][Gah]. 

 Les détails de la méthodologie de la commande H∞ peuvent être trouvés dans les 
livres de Zhou [Zho1][Zhou2], de Skogested et Postlethwaite [Sko2], de Duc et Font 
[Duc] ou encore dans les références suivantes : [Yed], [[Tsa-M] et [Hal].  

3.2 Notions élémentaires sur la robustesse  
3.2.1 Introduction 
 Lors de la modélisation d’un processus physique, des approximations 
mathématiques sont toujours considérées pour pouvoir le mettre sous forme d’équations 
mathématiques. Aussi, la plus part des méthodes de synthèse de commande exigent à ce 
que le modèle du procédé considéré soit simplifié; linéarisation du modèle par rapport à 
un point de fonctionnement, négliger les dynamiques du système en hautes fréquences, 
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celles des capteurs ou actionneurs…etc. Ainsi, on peut dire que les paramètres du 
modèle considéré sont toujours soumis à des incertitudes.  
 Une commande est dite robuste lorsqu’elle assure la stabilité et un bon niveau de 
performance malgré la présence des incertitudes dans le système lui-même. Dans ce qui 
suit, on s’intéresse particulièrement à la stabilité robuste des systèmes soumis à des 
incertitudes. Ces dernières sont classées selon deux types: 
 

- Les incertitudes non structurées qui provoquent des changements importants 
dans la dynamique du système (dynamiques non modélisées en hautes 
fréquences, les non linéarités négligées, idéalisation des éléments de 
commande…etc.). Elles sont caractérisées par une certaine condition de gain. 

- Les incertitudes structurées qui affectent la connaissance de certains 
paramètres physiques généralement bien localisés (masses, inerties, centre de 
gravité…etc.). Elles sont dotées d’une certaine structure.  

 
 Dans la suite de notre travail, nous verrons les différentes présentations des 
incertitudes d’un procédé. Nous expliciterons la notion de stabilité interne d’un système 
soumis à des incertitudes non structurées puis nous donnerons la définition du théorème 
des petits gains sur lequel est fondée la théorie de la commande robuste H∞. 
 
3.2.2 Incertitudes d’un système 
3.2.2.1 Le principal modèle de perturbation 
La Figure 3.3 montre le bloc de diagramme du principal modèle de perturbation. 

 
Figure 3.3 Le principal modèle de perturbation 

 
- Le bloc ″H″ est le système dont on veut étudier la robustesse. 
- Le bloc ″ΔH″représente une perturbation de la dynamique du système. 

 
Le gain en boucle ouverte L d’un système est soumis à deux types de perturbation 
 
3.2.2.2 Le modèle de perturbation additive:  
Il est représenté par Figure 3.4a. Le gain de boucle est perturbé de L à L + ΔL. 
On a : 
 𝐇 = −(𝐈 + 𝐋)−𝟏 = −𝐒   (3.1) 

 ΔH = ΔL  (3.2) 

S: représente la fonction de sensibilité. 

3.2.2.3 Le modèle de perturbation multiplicative: 
Il est représenté par Figure 3.4b. Le gain de boucle est perturbé de L à (I + ΔL).L 
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On a: 
 𝐇 = −(𝐈 + 𝐋)−1.𝐋 = −𝐓  (3.3) 

 ΔH = ΔL  (3.4) 

T: représente la fonction de sensibilité complémentaire. 

 
 (a): Perturbation additive  (b): Perturbation multiplicative 

Figure 3.4 Les différentes présentations des incertitudes d’un système bouclé 

3.2.3 Stabilités d’un système 

3.2.3.1 Stabilité BIBO (Bound Input, Bound Output) 
 Considérons le système MIMO de la Figure 3.5 avec la fonction de transfert 
linéaire Φ. Le système est stable en sens BIBO, si pour toute entrée bornée u, on obtient 
une sortie bornée y (entrée bornée- sortie bornée).  

 
 

 
 
 
 

Fig. 3.5 Système MIMO avec entrée-sortie 
 
3.2.3.2 Stabilité Interne 
 Pour les systèmes constitués d’interconnexion de plusieurs sous-systèmes, on dit 
que le système est stable intérieurement si chaque sous système de l’interconnexion 
est stable au sens BIBO [Mor]. 

 Considérons la boucle de contre réaction de la Figure 3.6a qui n’a pas d’entrée 
sortie externe. L’ajout d’une entrée interne v et une sortie correspondante ω, aboutit au 
diagramme de la Figure 3.6b. 

 Par définition, le système est dit stable intérieurement si le système d’entrée v et 
de sortie ω est stable au sens BIBO. Une autre définition de la stabilité interne est 
donnée par le théorème des petits gains et qui représente le résultat fondamental de la 
stabilité robuste: 

Φ 
  u  y 
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Figure 3.6a Boucle de Contre réaction  Figure 3.6b Boucle de contre réaction avec l’ajout 
 d’une entrée et d’une sortie interne. 

- Théorème des petits gains: [Mor][Kwa3] 
  Dans la boucle de contre réaction de la Figure 3.6a, L est supposé stable au sens 
BIBO. La condition suffisante pour que la boucle de contre réaction soit stable 
intérieurement est que: 

 ‖𝐋‖∞ < 1 (3.5) 

Le théorème des petits gains est une condition suffisante pour la stabilité interne. 

3.2.3.3 Stabilité robuste du principal modèle de perturbation  
 Soit à étudier la stabilité interne du principal modèle de perturbation de la Figure 
3.3  Le système est supposé stable à l’état nominal, c'est-à-dire qu’il est intérieurement 
stable si ΔH = 0. La perturbation ΔH est supposée stable au sens BIBO. L’introduction 
des entrées et des sorties internes conduit à la Figure 3.7. 

 
Figure 3.7 Le principal modèle de perturbation avec rajout des entrées-sorties 

D’après la Figure 3.7, on peut écrire: 

 𝝎𝟏 = ∆𝐇𝐇𝝎𝟏 + 𝒗𝟏 + ∆𝐇𝒗𝟐 (3.6) 

 𝝎2 = 𝐇∆𝐇𝝎2 + 𝐇𝒗1 + 𝒗𝟐 (3.7) 

D’après le théorème des petits gains, les équations (3.6) et (3.7) ont des solutions ω1 
et ω2 bornées pour toutes entrées v1 et v2 bornées si et seulement si les deux inégalités 
suivantes sont vérifiées: 

 ‖∆𝐇𝐇‖∞ < 1  (3.8) 

 ‖𝐇∆𝐇‖∞ < 1  (3.9) 

Or, 
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 ‖∆𝐇𝐇‖∞ = 𝑠𝑢𝑝𝜔𝜎�(𝐇(𝑗𝜔)∆𝐇(𝑗𝜔)) (3.10) 

et, 

 𝜎�(𝐇(𝑗𝜔)∆𝐇(𝑗𝜔)) ≤ 𝜎�(𝐇(𝑗𝜔).𝜎�(∆𝐇(𝑗𝜔)) (3.11) 

donc, 

 𝜎��∆𝐇(𝑗𝜔)� < 1
𝜎��𝐇(𝑗𝜔)�

        ∀ 𝜔𝜖𝑹   (3.12) 

 L’inégalité (3.12) est une condition suffisante pour la stabilité interne du système 
perturbé. 

 Une autre façon pour reformuler les conditions (3.8) et (3.9), est de les remplacer 
par la condition suffisante: 

 ‖∆𝐇‖∞‖𝐇‖∞ < 1  (3.13) 

 La condition (3.13) est rendue nécessaire et suffisante si les perturbations satisfont 
l’inégalité suivante: 

 ‖∆𝐇‖∞ ≤ 1  (3.14) 

 Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour la stabilité robuste est:  

 ‖𝐇‖∞ < 1  (3.15) 

 Cette condition nécessaire et suffisante, représente le résultat fondamental de la 
stabilité robuste des systèmes soumis à des perturbations non structurées vérifiant la 
condition de norme (3.14). 

3.2.3.4 Stabilité du principal modèle de perturbation avec contrôleur K (Problème 
H∞ standard) 
 La Figure 3.8, représente le schéma du principal modèle de perturbation  avec 
contrôleur K. L’application du théorème des petits gains sur ce schéma de commande 
revient à: 

Déterminer le contrôleur K qui stabilise intérieurement le transfert  𝐓𝑦1𝑢1 de u1 
vers y1 (noté H précédemment) et réalise la condition de norme:�𝐓𝒚𝟏𝒖𝟏�∞ < 1, pour 
toutes incertitudes Δ respectant la condition de norme suivante: 

‖∆‖∞ ≤ 1. 

 Ce problème de stabilité robuste est nommé : « Problème H∞ standard », il est 
fondé sur le théorème des petits gains.  
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Figure 3.8 Le principal modèle de perturbation avec contrôleur K (Problème Standard) 

3.3 Etude de la robustesse et des performances d’un système asservi 
 Dans ce qui suit, nous allons définir les différents transferts d’un système de 
commande, puis nous allons montrer que les problèmes de performance d’un système 
asservi peuvent être traités de la même manière que le problème de stabilité robuste. 
Donc le problème d’optimisation H∞ standard prend en charge aussi bien les problèmes 
de robustesse que les problèmes de performance. Considérons le schéma de régulation 
multi-variable de la Figure 3.9. 

 

Figure 3.9 Schéma de régulation 

avec; 

 r: signal de référence,  

 du: perturbation de la commande, 

 y: signal de sortie,  

 dy: perturbation de la sortie, 

 b: bruit de mesure, 

 u : signal de commande, 

 ε: erreur de suivi. 

On suppose que les différents signaux considérés ont la même dimension n. 

 D’après la Figure 3.9, on peut écrire:  

P 

Δ 

K 

u1 y1 
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 𝒚 = 𝐓(𝒓 − 𝒃) + 𝐒𝐆𝒅𝒖 + 𝐒𝒅𝒚  (3.16) 

 𝜺 = 𝐒(𝒓 − 𝒅𝒚 − 𝒃) − 𝐒𝐆𝒅𝒖  (3.17) 

 𝒖 = 𝐊𝐒(𝒓 − 𝒅𝒚 − 𝒃) − 𝐓𝑒𝒅𝒖  (3.18) 
avec; 

𝐒 = (𝐈 + 𝐋)−1 :              Fonction de sensibilité, 

𝐓 = 𝐋(𝐈+ 𝐋)−1 :            Fonction de sensibilité complémentaire, 

𝐓𝐞 = 𝐊𝐆(𝐈 + 𝐊𝐆)−1 :    Fonction de sensibilité complémentaire en entrée, 

L = GK :                         Gain de boucle en sortie, 

I :                                    Matrice d’identité. 

 Les deux fonctions S et T vérifient la relation suivante:    

 S + T = I (3.19) 

3.3.1 Robustesse vis à vis des dynamiques négligées 
 Pour simplifier l’étude, nous allons négliger les perturbations additives et nous 
allons envisager le cas d’une erreur multiplicative sur le modèle G de sorte qu’on ait:  

 𝐆� = (𝐈 + 𝐄)𝐆  (3.20) 

On suppose que 𝐆� a le même nombre de pôles instables que G. 
E est l’erreur multiplicative, elle est supposée stable. On suppose qu’il existe une 
matrice de fonction W1 stable tel que: 

 E = Δ W1 (3.21)   

avec,  

 ||Δ||∞ <1  (3.22) 

Le schéma de régulation de la Figure 3.9 se met alors sous la forme de la Figure 3.10. 
Ce schéma peut se mettre sous la forme standard indiquée par la Figure 3.11. Le 
système P ci-dessous, est appelé le système augmenté, il contient le système G et la 
matrice de fonction de pondération W1. Sa matrice de transfert pour le cas étudié: 
 

 
 

 

 

 

Figure 3.10 Schéma de régulation avec erreur de modèle en sortie 

  u1 

Δ W1 

  + 

  y1 

  y2   u2 
K(s) G(s) 

  + 

   - 
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 𝐏 = � 0 𝐆
−𝐖𝟏𝐈 −𝐏� (3.23) 

 
 
 
 
  
 
 
 
 

 
Figure 3.11 Schéma standard 

 
 Soit 𝐓𝒚𝟏𝒖𝟏(𝐏,𝐊), la transformation linéaire fractionnaire basse de P et K et 
𝐓𝒚𝟐𝒖𝟐(𝐏,∆) la transformation linéaire fractionnaire haute de P et Δ. 

 𝐓𝒚𝟏𝒖𝟏(𝐏,𝐊) = −𝐆𝐊(𝐈 + 𝐆𝐊)−1𝐖1 = −𝐖1𝐓 (3.24) 

 𝐓𝒚𝟐𝒖𝟐(𝐏,∆) = −(𝐖1∆ + 𝐈)𝐆 = −𝐆� (3.25) 
 

Appliquons le théorème des petits gains sur le problème standard représenté par Figure 
3.11 [Bou]: On suppose que K stabilise 𝐓𝒚𝟐𝒖𝟐(𝐏,𝟎), alors K stabilise 𝑻𝒚𝟐𝒖𝟐(𝐏,∆) pour 
toutes incertitudes Δ  vérifiant la condition de norme (3.22), ssi :�𝐓𝒚𝟏𝒖𝟏�∞ < 1. 

C'est-à-dire; 

 ‖𝐖𝟏𝐓‖∞ < 1 (3.26) 

La condition (3.26), représente la condition de stabilité robuste. 

3.3.2 Performances 
3.3.2.1Rejet des perturbations en sortie  
 Atténuer les perturbations en sortie revient à minimiser la matrice de sensibilité S. 
On suppose l’existence d’une matrice de fonction de pondération W2 telle que 
l’atténuation des perturbations est correctement effectuée si: 

 
  ‖𝐖𝟐𝐒‖∞ < 1 (3.27) 

 
3.3.2.2Poursuite du signal de référence:  
 La poursuite idéale de la référence r par la sortie y, revient à minimiser la matrice 
de sensibilité S. Cette condition rejoint donc celle du rejet des perturbations en sortie. 
 
3.3.2.3 Atténuation de l’effet de ″du″ sur y 
 La perturbation ″du″ n’affecte pas très gravement y, si la norme H∞ de la matrice 
de transfert GS est faible aux fréquences où agit cette perturbation. On définit, une 
matrice de transfert stable  W3, telle que l’effet de ″du″ sur y soit suffisamment atténué 
si: 
 
 ‖𝐖𝟑𝐒𝐆‖∞ < 1 (3.28) 

P 

Δ 

K 

u1 

u2 

y1 

y2 



Chapitre 3: Concepts de base de la commande robuste H∞ 

54 
 

3.3.2.4 Atténuation de l’effet de b sur u 
 Pour éviter la fatigue des actionneurs, le bruit de mesure b ne doit pas provoquer 
des agitations excessives de la commande u. Donc, il est nécessaire de réduire la norme 
de la matrice KS aux fréquences où agit le bruit de mesure b. Il faut définir une nouvelle 
matrice W4, telle que l’effet du bruit de mesure b sur u soit convenablement atténué, 
d’où: 

 ‖𝐖𝟒𝐊𝐒‖∞ < 1 (3.29) 

3.3.3 Bilan obtenu et ″Loop shaping″ 
 Pour assurer une bonne robustesse vis-à-vis des dynamiques négligées, la 
condition (3.26) doit être assurée. En choisissant le même poids sur chaque composante:  

 𝐖1(𝑠) = 𝑊11(𝑠)𝐈 (3.30) 

La condition (3.26) est vérifiée si: 

 𝜎�(𝐓(𝑠)) < 1
|𝑊11(𝑠)| (3.31) 

 
Où |𝑊11(𝑠)|est un majorant de l’erreur multiplicative du modèle. 
 
En hautes fréquences, nous avons; T(s) ≈ L(s), donc la condition (3.31) devient: 
 
 𝜎�(𝐋(𝑠)) < 1

|𝑊11(𝑠)| (3.32) 
 
Pour assurer un bon rejet de perturbation en sortie et un bon suivi de trajectoire de 
référence, la condition (3.27) doit être assurée. En choisissant le même poids sur chaque 
composante: 𝐖2(𝑠) = 𝑊22(𝑠)𝐈, la condition (3.27) est vérifiée si: 

 𝜎�(𝐒(𝑠)) < 1
|𝑊22(𝑠)| (3.33) 

 
En basse fréquences, nous avons: S(s) ≈ L-1(s), c'est-à-dire: 

 𝜎(𝐋(𝑠) ≈ 1
𝜎�(𝐒(𝑠))

  (3.34) 
 

Alors la condition (3.33) est équivalente à: 
 
 𝜎(𝐿(𝑠) > |𝑊22(𝑠)| (3.35) 

 
Les deux inégalités (3.32) et (3.35) traduisent le ″Loop shaping″ multivariable 
représenté par la Figure 3.12. Cette dernière illustre le compromis 
Robustesse/Performance qui doit être pris en considération  lors de la synthèse de la loi 
de commande: toute augmentation des valeurs singulières améliore les performances en 
basses fréquences mais peut entraîner l’instabilité. Le meilleur compromis implique 
qu’au voisinage de la fréquence de coupure, les valeurs singulières 𝜎�(𝐿(𝑠)) et  𝜎(𝐿(𝑠) 
soient assez proches l’une de l’autre. 
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Figure 3.12 Loop shaping multivariable 

  Il est à noter que ce ″Loop shaping″ est nécessaire, mais non suffisant car il reste 
à vérifier les conditions (3.28) et (3.29). 

 La condition (3.28) impose à réaliser un ″Loop shaping″ dépendant de G. En 
effet, si le gain de G présente un pic de résonnance, l’absence de simplification du pôle 
correspondant impose que le gain de L ait le même pic de résonnance. 

Aux fréquences hautes, la condition (3.29) impose à ce que:   
 

 𝜎�(𝐊(𝑠)) < 1
|𝑊44(𝑠)| (3.36) 

avec, W4 = W44I  
 

Elle se traduit donc par une limitation du gain du régulateur dans les hautes fréquences. 

  La synthèse d’un contrôleur H∞ par la méthode du ″Loop shaping″ développée 
par McFarlène et Glover [Mcf], fondée sur la factorisation copremière de la matrice G 
est une méthode très intéressante car elle permet de réaliser un ″Loop shaping″ 
multivariable respectant la condition de non simplification des pôles oscillants peu 
amortis de G par les zéros de K, ainsi que la condition de limitation du gain de K dans 
les hautes fréquences.  

 

 

Bande de 
Robustesse 

dB 

 

𝜎�(𝐿(𝑠)) 

𝜎(𝐿(𝑠)) 

|𝑊22(𝑠)| 

1
|𝑊11(𝑠)| 

ω(log) 

Bande de 
Performance 
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3.3.4 Synthèse H∞ par sensibilité mixte  

 L’étude faite précédemment sur la stabilité robuste et les performances d’un 
système asservi a abouti aux quatre inégalités suivantes: 

 
‖𝐖𝟏𝐓‖∞ < 1 ; ‖𝐖𝟐𝐒‖∞ < 1 ; ‖𝐖𝟑𝐒𝐆‖∞ < 1 et ‖𝐖𝟒𝐊𝐒‖∞ < 1 
 
Il est possible de les regrouper en un unique problème, représenté par la condition de 
norme suivante:  

 �𝐓𝑦1𝑢1�∞ = �

𝐖𝟏𝐓
𝐖𝟐𝐒
𝐖𝟑𝐒𝐆
𝐖𝟒𝐊𝐒

�

∞

< 1 (3.37) 

 Ce problème est appelé : le problème de sensibilité mixte car il englobe en 
même temps le problème de stabilité robuste et les problèmes de performance. Le 
schéma de la  Figure 3.7 peut être ramené à un schéma standard et l’objectif serait de 
déterminer le contrôleur K stabilisant intérieurement le transfert 𝐓𝑦1𝑢1 et assurant 
l’inégalité (3.37).    

 Pour simplifier l’étude, on va considérer dans la suite de notre travail, le problème 
de sensibilité mixte de Kwakernaak [Kwa2][Kwa3][Kwa4] qui considère uniquement le 
problème de minimisation des matrices de sensibilité et de sensibilité complémentaire S 
et T. Ceci sera réalisé en effectuant un choix convenable des matrices de pondération 
fréquentielle placées dans des endroits particuliers sur le schéma de commande. Ce 
schéma a l’avantage d’être à la fois simple tout en permettant de résoudre la majeure 
partie des problèmes rencontrés en commande. C’est cette méthode qui sera utilisée 
dans la suite de notre travail pour faire la synthèse d’un contrôleur robuste pour le 
Robot Delta.  

3.4 Problème de sensibilité mixte de Kwakernaak 
3.4.1 Principe 

 Considérant le système multi-variable en boucle fermée de la Figure 3.13. 
 
 

 

 

 

 

Figure 3.13 Bloc de diagramme d’un système de commande multi-variable 

 Pour prendre en considération les spécifications de performance, la contrainte 
(3.38) est imposée à la matrice de sensibilité S (représentant le transfert de r vers e). 

 
 𝜎��𝐒(𝑗𝜔)� < �𝐖1

−1(𝑗𝜔)� (3.38) 

r           e                          u                                     y   G(s) 

 

  K (s) 

 

 

 

 

 W1 

 

 

 W3 

« contrôleur »    « procédé » 
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�𝐖1
−1(𝑗𝜔)� est la contrainte pour le suivi de consigne. Une matrice de sensibilité 

faible implique une erreur de suivi de trajectoire petite; donc de meilleures 
performances.   

 Pour garantir la stabilité robuste du système en présence des incertitudes 
multiplicatives du modèle, la contrainte suivante est imposée. 

 𝜎��𝐓(𝑗𝜔)� < �𝐖3
−1(𝑗𝜔)� (3.39) 

𝐓(𝑠) = 𝐈 − 𝐒, représente la matrice de sensibilité complémentaire (transfert de r vers y) 
et �𝐖3

−1(𝑗𝜔)� représente une mesure anticipative de la plus grande incertitude du 
système. 

 Pour la stabilité robuste la matrice de sensibilité complémentaire T doit être mise 
petite dans la zone de fréquence où le modèle d’incertitude est large. A cause de la 
complémentarité de S et T, (S + T = I), ces matrices  ne peuvent pas être mises petites 
aux mêmes fréquences. Donc, l’objectif est de synthétiser un contrôleur avec un large 
gain aux basses fréquences (de 0 vers une bande passante B) ce qui permet d’avoir S 
faible dans cette région, et un gain faible en dehors de cette zone ce qui conduit à un T 
petit en hautes fréquences.  

 Donc on peut dire que le compromis Robustesse/Performance est obtenu par un 
choix convenable des matrices de fonction de pondération W1 and W3.       

3.4.2 Augmentation du procédé 
Les contraintes (3.38) et (3.39) peuvent être réduites à une spécification unique de norme 
infinie: 

 �𝐓𝒚1𝒖1�∞ ≤ 1 (3.40) 

Où,  

 𝐓𝒚1𝒖1 = �𝐖1𝐒
𝐖3𝐓

�   (3.41) 

 Notons que la condition (3.40), appelée le problème de sensibilité mixte, 
implique automatiquement les conditions (3.38) et (3.39). Le problème peut être ainsi 
reformulé sous la forme standard représentée par Figure 3.14 et Figure 3.15. P est le 
système augmenté, il contient le procédé G et les matrices poids  Wi. . Ce formalisme 
sert à étudier le transfert entre u1, les entrées exogènes (ici c’est le signal de consigne r) 
et y1 (les sorties à contrôler).  

Le problème H∞ standard est défini comme suit : Pour un système augmenté P ; il faut 
déterminer un contrôleur stabilisant K de façon à ce que la fonction de transfert en 
boucle fermée Ty1u1 soit stable intérieurement et sa norme infinie inférieure ou égale à 1 
(�𝐓𝒚1𝒖1�∞ ≤ 1). 



Chapitre 3: Concepts de base de la commande robuste H∞ 

58 
 

 

Figure 3.14 Problème pondéré de sensibilité et de sensibilité complémentaire  

 

Figure 3.15 Problème standard 

3.5 Résolution du problème H∞ standard par l’algorithme de « Glover-Doyle » 
 Il existe plusieurs méthodes de résolution du problème H∞  standard.  Celle 
proposé par Glover-Doyle [Glo2], fondée sur une approche variable d’état, semble être 
une des mieux adaptées numériquement à la résolution de problème de grande taille. 

 Afin de mettre en évidence le principe de base de la méthode de résolution du 
problème H∞ standard de Glover Doyle, nous allons présenter une version simplifiée de 
l’algorithme.  La version complète est donnée dans l’annexe D.   

 Le problème H∞ standard est de trouver une famille de régulateurs K stabilisant le 
système augmenté P, et tel que: 

   �𝐓𝒚1𝒖1�∞ ≤ 1 (3.42) 

Le système augmenté de la Figure 3.15 s’écrit: 

 𝐏 = �
𝐀 𝐁𝟏 𝐁𝟐
𝐂𝟏
𝐂𝟐

𝐃𝟏𝟏 𝐃𝟏𝟐
𝐃𝟐𝟏 𝐃𝟐𝟐

� = �𝑃𝑎11 𝑃𝑎12
𝑃𝑎21 𝑃𝑎22

� (3.43) 

Notations: 
- m1 le nombre d’entrées exogènes 

- p1 le nombe de sortie régulées 

- m2 le nombre de commandes 

u1                                                             y1 

u2                                                             y2 

 

P(s) 

   K(s) 
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- p2 le nombre de mesures 
 

Hypothèses : 
 La résolution du problème, par la méthode de Glover-Doyle n’est possible que 
sous les cinq hypothèses suivantes: 

- H1 : (A,B1) et (A,B2) sont stabilisables, 

- H2 : (C1,A) et (C2, A) sont détectables, 

- H3 : D12
T[C1  D12] = [0    I ] 

- H4 : � 𝐁1𝐃21
� 𝐃21

𝑇 = �01�, 

- H5 :  D11=0, D22 =0. 
 

Remarque : 
Pour D11 et D22 différent de zéro, l’algorithme est donné dans l’annexe D. 

 Le calcul de régulateur à retour de sortie nécessite la résolution des 2 équations de 
Riccati suivantes : 

(𝐀 − 𝐁𝟐𝐃𝟏𝟐𝐓𝐂𝟏)T𝐗+ 𝑿�𝐀 − 𝐁2𝐃12T𝐂1� + 𝐗�𝐁𝟏𝐁𝟏𝐓 − 𝐁𝟐𝐁𝟐T�𝐗+ 𝐂�𝟏
𝐓𝐂�𝟏 = 𝟎  (3.44) 

�𝐀 − 𝐁𝟏𝐃𝟐𝟏𝐓𝐂𝟏�𝐘+ 𝐘(𝐀− 𝐁𝟏𝐃𝟐𝟏𝐓𝐂𝟐)𝐓 + 𝐘(𝐂𝟏
𝐓𝐂𝟏 − 𝐂𝟐𝐓𝐂𝟐)𝐘+ 𝐁�𝟏𝐁�𝟏

𝐓 = 𝟎  (3.45) 

 𝐁�𝟏 = 𝐁𝟏(𝐈 − 𝐃𝟐𝟏
𝐓𝐃𝟐𝟏) (3.46) 

 𝐂�𝟏 = (𝐈 − 𝐃𝟏𝟐𝐃𝟏𝟐
𝐓)𝐂𝟏 (3.47) 

 Sous les hypothèses « H1-H5 » précédemment énoncées, il existe un correcteur 
K(s) qui stabilise le système de manière interne et assure l’inégalité (3.42), si et 
seulement si: 

• 𝐗 ≥ 0,𝐘 ≥ 0 

• Le rayon spectral : 𝜌(𝐗𝐘) < 1 

La famille de contrôleurs K est donnée par: 

  𝐊 = 𝑇(𝐉,𝐐)  (3.48) 

pour un Q arbitraire, stable, propre et vérifiant la condition de norme suivante: 

  ‖𝐐‖∞ < 1 (3.49) 

T(𝐉,𝐐), transformation linéaire fractionnaire basse de J et Q, avec: 

 𝐉 = �
𝐀 + 𝐁𝟐𝐅 + 𝐁𝟏𝐁𝟏𝐓𝐗 + 𝐙𝐇(𝐂𝟐 + 𝐃𝟏𝟐𝐁𝟏𝐓𝐗) −𝐙𝐇 𝐙(𝐁𝟐 + 𝐘𝐂𝟏𝐓𝐃𝟏𝟐)

𝐅 𝟎 𝐈
−(𝐂𝟐 + 𝐃𝟐𝟏𝐁𝟏𝐓𝐗) 𝐈 𝟎

� (3.50) 



Chapitre 3: Concepts de base de la commande robuste H∞ 

60 
 

 𝐅 = −(𝐁𝟐𝐓𝐗 + 𝐃𝟏𝟐
𝐓𝐂𝟏) (3.51) 

 𝐇 = −(𝐘𝐂𝟐𝐓 + 𝐁𝟏𝐃𝟐𝟏
𝐓 (3.52) 

 𝐙 = (𝐈 − 𝐘𝐗)−𝟏 (3.53) 

3.6 Résolution du problème standard par la commande H2 (LQG) 
 Soit le schéma standard de la Figure 3.13, le problème du contrôle optimal H2 est 
défini comme suit: Chercher un contrôleur stabilisant K pour le système augmenté P de 
sorte que la norme H2 de la fonction de transfert de la boucle fermée Ty1u1 soit 
minimisée:  

 𝑚𝑖𝑛𝐾�𝐓𝒚𝟏𝒖𝟏�2 = 𝑚𝑖𝑛𝐊 �
1
𝜋 ∫ 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒�𝐓𝒚𝟏𝒖𝟏∗ (𝑗𝜔)𝐓𝒚𝟏𝒖𝟏(𝑗𝜔)�𝑑𝜔∞

0 �
1/2

 (3.54) 

Ce problème est équivalent à celui de la commande Linéaire Quadratique Gaussienne 
(LQG), avec un indice de performance [Chi][Fri]:  

𝐉𝐿𝑄𝐺 = 𝑙𝑖𝑚𝑇→∞𝑬�� 𝒚𝟏𝑻𝒚𝟏𝑑𝑡
𝑇

0
� 

 = 𝑙𝑖𝑚𝑇→∞𝐸 �∫ [𝒙𝑻 𝒖𝟏𝑻] � 𝐐 𝐒
𝐒𝐓 𝐑

� �
𝒙
𝒖𝟏� 𝑑𝑡

𝑇
0 � (3.55) 

𝑙𝑖𝑚𝑇→∞𝑬�� [𝒙𝑻 𝒖𝟏𝑻]
𝑇

0
�
𝐂𝟏𝐓

𝐃𝟏𝟐
𝐓 � [𝐂𝟏 𝐃𝟏𝟐] �

𝐱
𝐮𝟏� 𝑑𝑡� 

et des bruits blancs v et w corrélés, entrant le système via le canal [B1 D21]T et ayant 
la jointe fonction de corrélation: 

𝑬 ��
𝒗(𝑡)
𝒘(𝑡)� [𝒗(𝑡) 𝒘(𝑡)]𝑇� = 

.  

 � 𝐕 𝐗
𝐗𝐓 𝐖�𝜹(𝒕 − 𝝉) = �

𝐁𝟏𝐁𝟏𝐓 𝐁𝟏𝐃𝟐𝟏
𝐓

𝐃𝟐𝟏𝐁𝟏𝐓 𝐈
� 𝜹(𝒕 − 𝝉) (3.56) 

 Le contrôleur optimal K(s) de H2 est donc réalisable à la manière LQG, avec les 
matrices gains de contrôle et de d’observation respectives :𝐆 et 𝐊. 

  𝐆 = 𝐑−1�𝐁𝟐𝐓𝐌 + 𝐒� = (𝐁𝟐𝐓𝐌 + 𝐃𝟏𝟐
𝐓 𝐂𝟏) (3.57) 

où 𝐌 = 𝐌
𝐓

 et satisfait l’équation de algébrique de Riccati: 

 𝐌𝐀 + 𝐀T𝐌 − �𝐌𝐁𝟐 + 𝐒�𝐑−𝟏�𝐁𝟐𝐓𝐌 + 𝐒𝐓� + 𝐐 = 𝟎 (3..58) 

 𝐊 = (𝐏𝐂𝟐𝐓 + 𝐁𝟏𝐃𝟐𝟏
𝐓 ) (3.59) 

où 𝐏 = 𝐏
𝐓
 et satisfait l’équation algébrique de Riccati: 

 𝐀𝐏 + 𝐏𝐀𝐓 − �𝐏𝐂𝟐𝐓 + 𝐗�𝐖−𝟏�𝐂𝟐𝐏 + 𝐗𝐓� + 𝐕 = 𝟎 (3.60) 
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 Le contrôleur optimal final H2 a donc la forme familière suivante: 

 𝐊(𝑠) = �𝐀 − 𝐊𝐂2 − 𝐁2𝐆 + 𝐊𝐃22𝐆 𝐊
𝐆 𝟎

� (3.61) 

Limitations: 
1) D11 doit être égal à zéro, sinon le problème de la commande optimale est mal 

posé. 

2) D12 et D12
T doivent avoir des rangs égaux aux nombres de leurs colonnes 

respectives. 

3.7 Conclusion 
 Dans ce chapitre, nous avons commencé par un état de l’art sur la commande 
robuste H∞. Il nous a permis  d’expliciter les objectifs de cette stratégie de commande, 
de la comparer à la méthodologie de commande optimale classique LQG ou H2  et enfin 
de citer les différents travaux de recherche entrepris pour la résolution du problème H∞ 
standard. Dans la deuxième partie, nous nous sommes intéressés à l’analyse de la 
stabilité et de la robustesse d’un système, nous avons défini les différents types 
d’incertitudes d’un système, nous avons rappelé quelques notions élémentaires de la 
stabilité et de la robustesse et présenté le théorème de la stabilité interne « Théorème 
des petits gains » sur lequel repose la commande robuste H∞. Quelques matrices de 
transferts qui permettent d’analyser la robustesse et les performances d’un système 
asservi sont définies. Nous avons montré que toutes les spécifications de robustesse et 
de performance d’un système asservi peuvent être assurées par un choix convenable des 
gabarits fréquentiels qui permettant de réaliser ce qu’on appelle la conformation de 
boucle le « loop shaping ». Les problèmes de robustesse et de performance sont alors 
ramenés à  un unique problème appelé: le problème H∞ standard. Le problème de 
sensibilité mixte de Kwakernaak est un cas particulier du problème standard car il 
permet de simplifier le problème et de minimiser  uniquement les matrices de sensibilité 
S et T et il réalise ce qu’on appelle le meilleur Compromis Robustesse/Performances. 
La résolution du problème standard par la méthode de Glover- Doyle est exposée. Sous 
certaines hypothèses citées précédemment, l’algorithme donne une solution dans 
l’espace d’état très proche de celle de la commande Linéaire Quadratique Gaussienne 
(LQG) ou contrôleur H2. De ce fait, à titre comparatif, nous avons présenté une 
résolution du problème standard par la commande H2.  
 Dans le prochain chapitre, nous allons appliquer cette stratégie de commande 
linéaire sur le robot Delta à entraînement direct. Son modèle dynamique étant fortement 
non linéaire, peut constituer un très bon exemple pour mettre en évidence la robustesse 
de cette commande pour traiter aussi bien les systèmes non linéaires que  les systèmes 
linéaires.  A titre comparatif, nous allons la comparer à la commande classique linéaire 
quadratique H2 et à d’autres commandes classiques largement utilisées en robotique.   



Chapitre 4 
 

 

 

Commande robuste du robot 
Delta  

 Ce chapitre présente la synthèse et l’implémentation de la commande robuste H∞ 
pour le robot Delta à trois degrés de liberté. Les performances obtenues par ce 
contrôleur sont comparées à celles des autres contrôleurs classiques utilisés en robotique  
[Rac1], [Rac2], [Rac3], [Rac4]. Le contrôleur H∞ est synthétisé par l’approche de 
sensibilité mixte où la matrice de sensibilité S et la matrice de sensibilité 
complémentaire T sont prises en compte. Le modèle linéaire du robot Delta obtenu par 
linéarisation tangentielle autour d’un point de fonctionnement, développé au chapitre 2, 
est augmenté par les matrices de pondération fréquentielle. Les paramètres de ces 
dernières sont graduellement ajustés dans le but d’élargir le maximum possible la bande 
passante du système bouclé; c'est-à-dire pour avoir les meilleures performances tout en 
préservant la stabilité robuste du système en boucle fermée.  
Le contrôleur H∞ est synthétisé sur la base de l’algorithme de Glover-Doyle. Le 
contrôleur synthétisé H∞, élargissant le maximum possible la bande passante est 
implémenté dans le schéma de commande du robot Delta représenté par son modèle 
sous SimMechanics. Deux schémas de commande sont envisagés; sans et avec 
l’incorporation du modèle dynamique inverse du robot (couple a priori). Pour le premier 
cas, les résultats de simulations obtenus sont comparés à ceux d’un autre contrôleur 
linéaire non robuste H2 et à un contrôleur classique PID.  Dans le second cas, le 
contrôleur H∞ utilisé avec le couple a priori est comparé a deux autre stratégies, 
classiquement utilisées en robotique et qui incorporent le MDI dans leurs schémas de 
commande, il s’agit de la commande PD avec couple a priori et la commande par 
découplage non linéaire (Commande dynamique).  
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4.1 Introduction 
  Dans le but de synthétiser un contrôleur H∞ pour le robot Delta par l’approche 
de sensibilité mixte, un modèle dynamique linéaire tangent autour d’un point de 
fonctionnement a été développé dans le chapitre 2. Le point de fonctionnent a été choisi 
sur l’axe z,  à une hauteur (z = -0.395m), c'est-à-dire au milieu du cylindre représentant 
l’espace de travail du robot. En effet, l’analyse dynamique présentée précédemment a 
montré que les non linéarités et l’effet de couplage dans cette zone sont moins 
importants.  

  La synthèse d’un contrôleur H∞ par l’approche de sensibilité mixte, présenté au 
chapitre 3, nécessite un choix judicieux des matrices de pondération fréquentielle, car 
ces dernières permettent de réaliser le meilleur compromis entre les spécifications de 
robustesse et de performance. 

  Dans ce chapitre, un contrôleur H∞ est synthétisé et implémenté dans le schéma 
de commande du robot Delta représenté par son modèle sous Simmechanics. Les 
différentes étapes de synthèse sont explicitées et nous présenterons notre approche pour 
sélectionner les paramètres de synthèse du contrôleur en se basant sur une analyse 
fréquentielle des matrices de pondération.     

  Dans le but d’analyser les performances et la robustesse de la commande H∞ sur 
le robot Delta, nous allons la comparer aux différentes méthodes classiques utilisées en 
robotique [Rac1][Rac2][Rac3][Rac4]. 

  Tout d’abord, les deux commandes linéaires robustes H∞ et H2 sont comparées 
à la commande classique décentralisée PID largement utilisée dans le domaine 
industriel. Le but, est de comparer les performances de ces différentes lois de 
commandes de position qui n’incorporent pas le modèle dynamique inverse du robot 
dans leurs schémas de commande. Pour cela, deux trajectoires de référence définies 
dans l’espace opérationnel du robot sont utilisées pour la prise et dépose; une trajectoire 
rectangulaire point à point avec une vitesse de transition nulle aux points de transition et 
une demi-ellipse avec un profil de position parabolique et les différentes trajectoires 
sont utilisées à différentes dynamiques. 

  Dans une seconde phase, et dans le but d’améliorer les performances du 
contrôleur H∞, il est utilisé en association avec l’a priori du couple, c'est-à-dire, on 
incorpore dans le schéma de commande H∞, le modèle dynamique inverse du robot 
Delta. En effet, cette méthode a déjà été utilisée par J. De Cuyper et al. dans 
[Cuy1][Cuy2] pour améliorer les performances de poursuite d’un banc d’essai 
d’automobile. L’analyse de la stabilité et de la convergence en boucle fermée a été 
démontrée.  

  Les performances et la robustesse du contrôleur H∞, utilisé en association avec 
le couple a priori, sont comparées à celles des deux contrôleurs classiques basés 
modèles; la commande par découplage non linéaire (commande dynamique) et le 
contrôleur PD avec couple a priori. Une demi-ellipse à différentes cadences est utilisée 
comme trajectoire de référence dans l’espace opérationnel.  

4.2 Synthèse d’une commande PID  
 Les commandes de type PID sont implantées dans tous les contrôleurs de robots 
industriels actuels. Le système est considéré comme un système linéaire et chacune de 
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ses articulations est asservie par une commande décentralisée de type PID à gains 
constants [Viv1][Viv2]. Le schéma de commande est représenté par la Figure 4.1. 

 𝒖(𝑡) = 𝐊𝐩(𝜶𝒅 − 𝜶) + 𝐊𝐯(�̇�𝑑 − �̇�) + 𝐊∫(𝜶𝒅 − 𝜶)𝑑𝜏    (4.1) 

où 𝜶 et �̇� représentent les positions et vitesses courantes dans l'espace articulaire, 𝜶𝒅 et 
�̇�𝑑 les positions et vitesses désirées et Kp , Kv et Ki sont des matrices diagonales 
définies positives, de dimension (n x n), représentant les gains proportionnels Kpi , 
dérivés Kvi et intégraux Kii de chaque articulation i. 
 

 

 

 

 

Figure 4.1 Contrôleur PID 

 La solution la plus courante en robotique consiste à choisir les gains de façon à 
obtenir un pôle triple réel négatif, ce qui donne une réponse la plus rapide possible sans 
oscillations. On en déduit alors les valeurs de gains de l'articulation i [Kha]: 

Kpi = 3aii ωi
2; Kvi = 3aii ωi; Kii = aii ωii

3,     i = 1..3. 

ωi : une pulsation choisie inférieure à la fréquence de résonnance  ωri 

aii =Aiimax  désigne la valeur maximale de l'élément Aii de la matrice d'inertie du robot. 

4.3 Synthèse d’une commande PD avec incorporation du MDI du robot (Couple a 
priori: Γa)  
 Pour le cas du robot Delta, les mouvements sont très rapides et précis, il est donc 
nécessaire de concevoir un contrôleur plus complexe prenant en considération les forces 
d’interaction dynamiques.  L’idée est d’utiliser le modèle dynamique complet du robot 
comme commande à priori [Kel] [Rey-F][Cod1]. Le modèle dynamique inverse permet 
de calculer les couples nécessaires à chaque articulation pour suivre la trajectoire désirée. 
Le modèle dynamique inverse est utilisé en association avec une boucle de contre 
réaction constituée de n régulateurs Proportionnels Dérivés (PD) indépendants. Le 
schéma de commande est illustré par la Figure 4.2.  

 

 

 

 

 

 

Figure 4.2 Commande PD avec couple a priori. 
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 D’après la Figure 4.2, la commande u appliquée au robot est donnée par 
l’expression suivante: 

 𝒖 = 𝐊𝐩(𝜶𝒅 − 𝜶) + 𝐊𝐝(�̇�𝒅 − �̇�) + 𝜞𝒂  (4.2) 

Où Kp et Kv sont les matrices diagonales des gains de contre-réaction et 𝜞𝒂 est le couple 
a priori (modèle dynamique inverse du robot).  

 Dans le chapitre 2, nous avons développé un modèle dynamique inverse du robot 
Delta qui ne dépend que des variables articulaires, il est déterminé par l’expression 
suivante:  

 𝜞 = (𝐈b − 𝐊𝐊m𝐉)�̈� − 𝐊𝐊m𝐃�̇�i2 − 𝐊𝐊m𝐄�̇�𝒊𝒋 + 𝐊𝐆n − 𝑮b   (4.3) 

Afin de pouvoir synthétiser un contrôleur PD avec couple a priori, selon la 
méthode de Kelly et al. [Kel]  et Reyes et al. [Rey-F], l’équation (4.3) doit être mise sous 
la forme suivante: 

 𝜞 = 𝐀(𝜶)�̈� + 𝐂(𝜶, �̇�)�̇� + 𝒈(𝜶)   (4.4) 

avec, 

 𝐀(𝜶) = 𝐈b − 𝐊𝐊m𝐉 (4.5) 

 𝐂(𝜶, �̇�) = −𝐊𝐊m𝐃�
�̇�1 0 0
0 �̇�2 0
0 0 �̇�3

� − 𝐊𝐊m𝐄 �
�̇�2 0 0
�̇�3 0 0
0 0 �̇�2

� (4.6) 

 𝐠(𝜶) = 𝐊𝐆n − 𝑮b (4.7) 
 Le couple a priori Γa est calculé en fonction du mouvement désiré dans le domaine 
articulaire. A partir de l’équation (4.4), on peut écrire: 

 𝜞𝒂 = 𝐀(𝜶𝒅)�̈�𝒅 + 𝐂(𝜶𝒅, �̇�𝒅)�̇�𝒅 + 𝒈(𝜶𝒅) (4.8) 

où, 𝜶𝒅, �̇�𝒅 et �̈�𝑑 sont respectivement les positions, vitesses et accélérations désirées 
dans l’espace articulaire. 

L’équation (4.2) devient alors: 

 𝒖 = 𝐊𝐩(𝜶𝒅 − 𝜶) + 𝐊𝐝(�̇�𝒅 − �̇�) + 𝐀(𝜶𝒅)�̈�𝒅 + 𝐂(𝜶𝒅, �̇�𝒅)�̇�𝒅 + 𝒈(𝜶𝒅)  (4.9) 

 L’analyse de la stabilité de l’équation (4.9) a été illustrée dans [Kel]. En résumé, 
sous la condition que le modèle dynamique du robot est exact, et si les matrices 
symétriques définies positives Kp et Kd sont sélectionnées de sorte que: 

 𝜆𝑀�𝐾𝑝� > 𝑐1 = 𝑘𝐴‖�̈�𝑑‖𝑀 + 𝑘𝑐2‖�̇�𝑑‖𝑀
2 + 𝑘𝑔 (4.10) 

 𝜆𝑚{𝐾𝑑} >
�𝑐1+2�𝑘𝑐1‖�̇�𝑑‖𝑀��

2

4�𝜆𝑚�𝐾𝑝�−𝑐1�
+ 𝜆𝑀{𝐴} (4.11) 

alors l’erreur de position (𝒆(𝒕) = 𝜶𝒅 − 𝜶) s’annule asymptotiquement dans un sens 
local, c'est-à-dire, 𝑙𝑖𝑚𝑡→∞𝑒(𝑡) = 0, au moins pour des erreurs de position et de vitesse 
initiales suffisamment petites. 

avec, 

- λm(A) et  λM(A): représentent respectivement la plus petite et la plus grande 
valeur propre d’une matrice symétrique définie positive bornée A(x), pour tout x 
Є Rn. La norme d’un vecteur x est définie comme : ‖𝑥‖ = √𝑥𝑇𝑥.  



Chapitre 4: Commande robuste du robot Delta 

66 
 

 𝑘𝐴 ≥ 𝑛2(𝑚𝑎𝑥𝑖,𝑗,𝑘,𝛼 �
𝜕𝐴𝑖𝑗(𝛼)

𝜕𝛼𝑘
�),    (4.12) 

 𝑘𝑐1 ≥ 𝑛2(𝑚𝑎𝑥𝑖,𝑗,𝑘,𝛼�𝐶𝑘𝑖𝑗(𝛼)�),  (4.13) 

 𝑘𝑐2 ≥ 𝑛3(𝑚𝑎𝑥𝑖,𝑗,𝑘,,𝑙,𝛼 �
𝜕𝐶𝑘𝑖𝑗(𝛼)
𝜕𝛼𝑙

�,  (4.14) 

 𝑘𝑔 ≥ 𝑛(𝑚𝑎𝑥𝑖,𝑗,𝛼 �
𝜕𝑔𝑖(𝛼)
𝜕𝛼𝑗

�  (4.15) 

- n :étant le nombre de degré de liberté du robot.  

- Aij(α) est l’élément-ij de la matrice A(α), Ckij(α) est le symbole ijk de Christoffel 
et gi(α) est l’élément i du vecteur g(α). 

4.4 Synthèse d’une Commande par découplage non linéaire (Commande 
Dynamique)  

 La commande par découplage non linéaire connue aussi sous le nom de 
commande dynamique est basée  sur l’utilisation du modèle dynamique inverse du robot 
de façon à prendre en compte les forces d'interaction dynamique du mécanisme, ce qui 
fait de cette stratégie une méthodologie intéressante pour les applications en robotique 
où la précision et la rapidité sont des caractéristiques importantes à respecter.  Elle 
assure le découplage et la linéarisation des équations du modèle ayant pour effet une 
réponse uniforme quelle que soit la configuration du robot.  

L’implémentation de cette méthode exige le calcul du modèle dynamique en 
ligne ce qui nécessite un temps de calcul important pour la commande. 

Cette approche est basée sur la transformation par retour d’état du problème de 
commande d’un système non linéaire en un problème de commande d’un système 
linéaire. Dans le cas de robots manipulateurs rigides, l’élaboration d’une loi de 
commande qui linéarise et découple les équations est simplifiée par le fait que le 
nombre d’actionneurs est en général égal au nombre de variables articulaires et que le 
modèle dont on dispose est un modèle inverse qui exprime l’entrée  𝛤 du système en 
fonction du vecteur d’état (𝜶, �̇�) et de �̈�. 

A partir de l’équation (4.3), les équations dynamiques non linéaires du robot peuvent 
être exprimées comme suit :  

 𝚪 = 𝐀(𝜶)�̈�+ 𝐇(𝜶, �̇�)   (4.16) 
 

 A(α) = (𝐈b − 𝐊𝐊m𝐉) ; est la matrice d’inertie du robot Delta et, 

 𝑯(𝜶, �̇�) = −𝐊𝐊m𝐃�̇�i2 − 𝐊𝐊m𝐄�̇�𝒊𝒋 + 𝐊𝐆n − 𝑮b (4.17) 

 Soit 𝐀�   et 𝑯� , les estimations respectives de A et H, si on choisit une commande tel que 
𝑢: 

 𝒖 = 𝐀�(𝜶)𝒘(𝑡) + 𝑯� (𝜶, �̇�) (4.18) 

Si modèle est supposé parfait, le système est commandé par l’équation: 

 �̈� = 𝒘(𝑡) (4.19) 
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où, w est le nouveau vecteur d’entré de commande. Le problème se réduit donc au 
schéma de commande classique de la dynamique inverse de n systèmes linéaires, 
invariants, découplé et de second ordre  (double intégrateurs). 

 Si le mouvement désiré est complètement spécifié, le vecteur w(t) est calculé 
selon l’équation suivante:  

 𝒘(𝑡) = �̈�𝑑 + 𝐊𝐝(�̇�𝑑 − �̇�) + 𝐊𝐩(𝜶𝒅 − 𝜶)  (4.20) 

où, 𝜶𝒅, �̇�𝒅 et �̈�𝑑 sont respectivement les positions, vitesse et accélération désirées dans 
l’espace articulaire et Kp et Kd sont des matrices diagonales définies positives de 
dimension (nxn). 

 Figure 4.3 montre le schéma de commande de la commande dynamique dans le 
cas d’un mouvement complètement spécifié.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.3: Commande dynamique pour un mouvement complètement spécifié 

- Xd: représente les coordonnées de la trajectoire désirée dans l’espace cartésien. 
Le modèle géométrique inverse donne les coordonnées de la trajectoire désirée 
dans l’espace articulaire. 

- Les gains Kpi et Kdi sont choisis pour imposer à l’erreur de l’axe i la dynamique 
désirée d’amortissement ζi (choisi généralement égal à 1 pour avoir une réponse 
sans dépassement) et de pulsation ωi quelle que soit la configuration du robot, 
selon les équations [Kha]: 

 Kpi = ωi
2 ; Kdi = 2 ζi ωi   ,     i = 1..3.   

4.5 Synthèse des contrôleurs linéaires centralisés: Commande robuste H∞ et 
commande H2  
4.5.1 Contrôleur robuste H∞ 
 Pour synthétiser un contrôleur H∞ pour le robot Delta, par la méthode de 
sensibilité mixte, nous procédons comme suit:   

• Le modèle linéaire tangent (A, B, C, D), développé dans le chapitre 2, est 
augmenté par les matrices poids W1 et W3 sélectionnés de façon à obtenir les 
meilleures performances et robustesse.  

• Un programme (Hinf_synt_Delta.m) est développé dans Matlab pour synthétiser 
le contrôleur H∞, il utilise l’algorithme de Glover-Doyle général présenté dans 
l’annexe C.  
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• Le contrôleur H∞ synthétisé (Ac, Bc, Cc, Dc) est implémenté dans le schéma de 
commande du robot Delta représenté par son modèle sous SimMechanics.  

 
4.5.1.1 Choix des matrices de pondération 
 La synthèse du contrôleur H∞ est basée sur le modèle linéaire du procédé, 
utilisant le principe de sensibilité mixte où les matrices de sensibilité S et de sensibilité 
complémentaires T sont prises en compte. Les amplitudes de �𝐖1

−1(𝑗𝜔)�et �𝐖3
−1(𝑗𝜔)� 

représentent les bornes limites supérieures désirées des valeurs singulières maximales 
de S et T. Donc, le compromis robustesse/performance est réalisé par un choix 
judicieux de  W1 et W3.        

 Pour que l’erreur de suivi de trajectoire soit basse, S doit être mis petit aux basses 
fréquences, ce qui veut dire que chaque composante de W1(s) doit être un filtre passe-
bas [Jau]. En choisissant le même poids sur chaque composante: 𝐖1(𝑠) = 𝑊11(𝑠)𝐈, 
avec: 
 
 𝑊11(𝑠) = 𝑠+𝑎

𝐾(𝑠+𝑏)
 (4.21) 

tel que: (a > b) et (K > √2). Cette fonction a un gain de -3dB à la pulsation:  

 𝜔𝑐 = �2𝑎2−𝐾2𝑏2

𝐾2−2
 (4.22) 

Il faut noter que plus a est plus grand que b et K petit, plus la bande passante est large.  
Avec : �𝐓𝒚1𝒖1�∞ ≤ 1 , nous avons donc:  

 𝜎�(𝐒(𝑗𝜔)) ≤ 1
|𝑊11(𝑗𝜔)| (4.23) 

Le choix de cette fonction poids est crucial pour notre synthèse car il est directement lié 
aux choix des performances suivantes :  

• Marge de module de M = (1/K),  

• Erreur statique de ε = (Kb /a)  

•  Bande passante:  

 𝐵 > 𝜔𝑐 (4.24) 

 Dans le but d’obtenir une large bande passante B en boucle fermée (c'est-à-dire un 
meilleur temps de réponse), ωc doit être fixée aussi large que possible. 

 La matrice de fonction W3(s) exige au gain de transfert T de décroitre en hautes 
fréquences avec une certaine pente (roll off). En effet, dans cette zone de fréquence le 
modèle d’incertitude est large. Une descente rapide du gain en hautes fréquences (-
40dB/decade au moins) assure une certaine robustesse vis-à-vis des dynamiques 
négligées.   

En choisissant, le même poids à chaque composante: W3(s) = W33(s)I et:    

 𝑊33(𝑠) = 𝑠2

𝑘
  (4.25) 

Le gain de transfert de T décroit en hautes fréquences avec un roll off de (-40dB/decade). 
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La fonction (1/W33) a un gain de -3 dB à la pulsation  𝜔𝑇 = �𝑘√2 . Il est à noter que 
plus k est grand plus large est la bande passante. Avec:�𝐓𝒚1𝒖1�∞ ≤ 1, nous avons alors: 

 𝜎��𝐓(𝑗𝜔)� ≤ 1
|𝑊33(𝑗𝜔)| = � 𝑘

𝑠2
� (4.26) 

A cause de l’inégalité (4.26), la bande passante B du gain de transfert de T doit satisfaire 
cette condition: 

 𝐵 < ωT = �𝑘√2 (4.27) 

A cause de la complémentarité de S et T (S+T=I), la bande passante B du système en 
boucle fermée doit satisfaire les deux inégalités (4.24) et (4.27) et ceci conduit à:    

 𝜔𝑐 = �2𝑎2−𝐾2𝑏2

𝐾2−2
< 𝐵 < 𝜔𝑇 = �𝑘√2 (4.28) 

  Comme nous l’avons noté précédemment, ωc et ωT doivent être aussi larges que 
possible. Donc, durant la synthèse du contrôleur H∞, nous devons agir sur les paramètres 
a, b, K et k des fonctions poids W11 et W33 pour élargir le maximum possible la bande 
passante du système en boucle fermée tout en préservant la stabilité robuste. Pour des 
raisons de sécurité, la synthèse du contrôleur commence avec des performances 
modérées, ce qui évite une réaction forte du robotErreur ! Source du renvoi introuvable.. Par 
la suite, les performances seront progressivement serrées en élargissant graduellement la 
bande passante de la boucle fermée.  
4.5.1.2 Schéma de commande H∞ centralisé sans incorporation du couple a priori 
  A partir du modèle linéaire tangent (A, B, C) du robot Delta et des matrices 
poids W1 et W3, nous développons, un programme Matlab (Hinf_synt_Delta.m) qui 
calcule les paramètres (Ac, Bc, Cc, Dc) du contrôleur KH∞ synthétisé dans l’espace 
d’état. Le programme vérifie la stabilité du contrôleur et du système en boucle fermée 
en calculant leurs valeurs propres. Le tracé des valeurs singulières de S et T avec leurs 
fonctions poids respectives 1/W11 et 1/W33 montrent si les spécifications de robustesse 
et de performance sont réalisées. Le contrôleur synthétisé KH∞ obtenu est implémenté 
dans le schéma de commande centralisé représenté par la Figure 4.4.  

 

Figure 4.4: Schéma de commande H∞ centralisée 

Xd: représente la trajectoire désirée dans l’espace opérationnel. Le modèle géométrique 
inverse (IGM) donne les coordonnées articulaires désirées correspondantes 

4.5.1.2 Schéma de commande H∞ avec couple a priori Γa 
  Pour le schéma de commande H∞ avec l’a priori du couple, on remplace 𝑢 par le 
couple a priori Γa, le schéma de commande obtenu est représenté par la Figure 4.5:   
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Figure 4.5 Schéma de commande H∞ avec couple à priori Γa 

La commande totale est  

 u = ũ + Γa (4.29) 
ũ: représente la sortie du contrôleur H∞. 

4.5.2 Synthèse du contrôleur centralisé H2 
  Les étapes de synthèse du contrôleur H2 pour le robot Delta sont identiques à 
celles de la commande H∞. Seulement, pour la résolution du problème standard, on 
utilise l’algorithme H2 (LQG), présenté au chapitre 3. Le schéma de commande est le 
même que celui de H∞, représenté par la Figure 4.4, on remplace KH∞ par KH2.       

4.6 Implémentation des lois de commande et simulation 
4.6.1 Introduction 
 Dans le but d’analyser les performances et la robustesse de la commande robuste 
H∞ sur le robot rapide parallèle Delta à entraînement direct disponible au Laboratoire 
de Robotique de l’EPFL, elle a été comparée aux différentes lois de commande 
classiques, présentées précédemment. Cette évaluation a été effectuée avec des 
trajectoires cartésiennes complexes très utilisées en industrie pour la prise et dépose, 
telles que la demi-ellipse et la trajectoire rectangulaire.     

  Dans un premier temps, nous avons considéré les schémas de commande qui 
n’incorporent pas le modèle dynamique inverse du robot, c'est-à-dire sans l’a priori du 
couple. Donc, le contrôleur H∞ a été comparé uniquement au contrôleur classique PID 
sans l’a priori du couple et au contrôleur linéaire H2.   

 Dans une seconde phase, on incorpore le modèle dynamique inverse dans le 
schéma de commande du robot Delta. Le but recherché est d’améliorer les performances 
du contrôleur robuste H∞. Dans cette étape, la commande H∞ utilisée avec l’a priori du 
couple est comparée à la commande PD avec couple a priori et à la commande par 
découplage non linéaire (commande dynamique), car ces deux dernières incorporent le 
modèle dynamique inverse du robot (couple a priori) dans leurs schémas de commande. 
Nous n’avons pas considérée dans cette étape, un contrôleur H2 avec couple a priori car 
les performances obtenues par ce dernier sont très inferieures à celles du H∞. 

 Les valeurs de paramètres des contrôleurs ont été réglées selon les formules 
présentées précédemment. Les lois de commande ont été testées en simulation dans 
l'environnement Matlab/Simulink. Ces essais en simulation ont permis de déterminer 
une première approximation du réglage des différents paramètres des contrôleurs. 
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4.6.2 Comparaison des performances des contrôleurs utilisés sans le couple a priori 
Les performances de H∞, H2 et PID sont comparées successivement sur une 

trajectoire de prise et dépose rectangulaire constituée de trois segments de droite puis 
sur une demi-ellipse avec un profil de position parabolique. 

4.6.2.1 Réglage du PID 
 La fréquence de résonnance est évaluée à environ (60rad/sec), ω i est choisie à 
(50rad/sec). Aussi am = 0.03 N.m/s2. Les valeurs des gains du  PID obtenus sont ajustées dans 
un premier temps lors de la phase de simulation puis un deuxième réglage est effectué pendant 
les essais expérimentaux. On trouve alors:  

Kpi = 3am ωi
2= 225; 

 Kvi = 3am ωi = 4.5;  
∀𝑖 ∈ 1. .3 

Kii = am ωii
3 = 3750. 

4.6.2.2 Réglage du contrôleur H∞  
  Les fonctions de pondération utilisées pour la synthèse du contrôleur H∞ sont 
celles qui conduisent à la plus petite erreur de suivi de trajectoire tout en préservant la 
stabilité robuste  du système en boucle fermée. Elles ont été obtenues par simulation puis 
ajustées lors des tests réels (expérimentaux). Cette partie sera détaillée dans le prochain 
chapitre qui présente les résultats expérimentaux.   
  Les fonctions de pondérations utilisées pour la synthèse du contrôleur H∞ sont 
donc: 

𝑊11(𝑠) =
7

1000
�
𝑠 + 104

𝑠 + 10−4
� 

𝑊33(𝑠) =
0.0005𝑠3 + 𝑠2

800000
 

  En effet, ces fonctions de pondération  permettent d’élargir la bande passante de 
la boucle fermée jusqu’à  390rad/sec. On ne peut aller au-delà de cette bande car on 
risque une réaction brusque du  robot [Rac5]. 
4.6.2.3 Réglage du contrôleur H2 
  Les meilleures performances du contrôleur H2 ont été obtenues avec les mêmes 
fonctions de pondération que celles de la commande H∞.  

4.6.2.4 Trajectoire rectangulaire 
Deux dynamiques de mouvement sont considérées:    

• Une trajectoire avec un temps de parcours de 0.5s; 
• Une trajectoire avec un temps de parcours 0.28s. 

a) Trajectoire rectangulaire à 0.5s 
 Pour la trajectoire avec un temps de parcours de 0.5s. Les résultats de simulation 
sont représentés de la Figure 4.6 à la Figure 4. 8.  
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Figure 4.6 Suivi de trajectoire pour les trois commandes (Temps de parcours=0.5s) 

 

Figure 4.7 Erreurs de poursuite pour les trois commandes (Temps de parcours =0.5s) 

 

 (a)  (b) 
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(c) 

Figure 4.8 Entrées de commande  (a): Commande H2 ; (b): Commande PID ; (c): Commande H∞  
(Temps de parcours=0.5s) 

b) Trajectoire rectangulaire à 0.28s 
 On augmente la dynamique du mouvement jusqu’à ce qu’on atteigne un temps de 
parcours de 0.28s, on obtient les résultats de simulation suivants: 

   
Figure 4.9 Suivi de trajectoire pour les trois commandes (Temps de parcours=0.28s) 

 
Figure 4.10 Erreurs de poursuite pour les trois commandes (Temps de parcours=0.28s) 
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 (a)  (b) 

 
(c) 

Figure 4.11 Entrées de commande  (a): Commande H2 ; (b): Commande PID ; (c): Commande H∞ 
(Temps de parcours=0.28s) 

  D’après les résultats de simulation obtenus, nous pouvons remarquer que l’erreur 
de suivi de la trajectoire pour la commande H∞ est nettement plus petite que celles des 
deux autres commandes; H2 et PID. On peut constater aussi que les couples de 
commande sollicités pour la commande H∞ sont moins importants que ceux des deux 
autres. Pour la commande H2, on remarque que la commande entre 0.3s et 0.5s est 
bruitée et très oscillatoire ce qui peut être très néfaste pour les actionneurs. 

 Pour les trois commandes, on peut aussi remarquer une dégradation importante 
des performances quand la dynamique du mouvement est augmentée [Rac1]. Les 
couples sollicités atteignent la saturation (20N.m) et l’erreur de poursuite augmente 
considérablement. Sachant que les opérations de prise et dépose nécessitent des 
dynamiques élevées tout en préservant la précision, on peut dire que la trajectoire 
rectangulaire point à point n’est pas très adaptée pour les opérations de prise et dépose.  

4.6.2.5 Trajectoire demi-ellipse  
 Pour pallier au problème précédent, nous allons tester un autre type de trajectoire 
très utilisée en robotique pour la prise et dépose; il s’agit d’une demi-ellipse avec un 
profil de position parabolique.  On considère deux dynamiques de mouvement: 

• Une trajectoire avec une accélération de 5G et une vitesse de 0.65m/s ce qui 
correspond à un temps de parcours de 0.5s; 
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• Une trajectoire avec une accélération de 12G et une vitesse de 1m/s ce qui 
correspond à un temps de parcours de 0.28s; 

Les résultats de simulation sont représentés de la Figure 4.12 à la Figure 4.17. 

a) Demi-ellipse à 5G et 0.65m/s 

 

Figure 4.12 Suivi de trajectoire pour les trois commandes (Acc.= 5G, vitesse = 0.65m/s) 

 
Figure 4.13 Erreurs de poursuite pour les trois commandes (Acc.= 5G, vitesse = 0.65m/s) 

 (a) (b) 
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(c) 

Fig. 4.14 Entrées de commande  (a): Commande H2 ; (b): Commande PID ; (c): Commande H∞  

(Acc. =5G, vitesse = 0.65m/s) 

b) Demi-ellipse à 12G et 1m/s 

 
Figure 4.15 Suivi de trajectoire pour les trois commandes (Acc.= 12G, vitesse = 1 m/s) 

 

Figure 4.16 Erreurs de poursuite pour les trois commandes (Acc.= 12G, vitesse = 1m/s) 



Chapitre 4: Commande robuste du robot Delta 

77 
 

 
(a) (b) 

 
(c) 

Figure 4.17 Entrées de commande  (a): Commande H2 ; (b): Commande PID ; (c): Commande H∞ 
(Acc. =12G, vitesse = 1m/s) 

4.6.2.6 Analyse quantitative des résultats 
 Pour la trajectoire demi-ellipse et pour les deux dynamiques de mouvements 
utilisés, on peut constater une amélioration importante des performances des trois 
commandes  par rapport aux performances obtenues pour une trajectoire rectangulaire. 
L’erreur de suivi de trajectoire est plus petite et les couples de commandes sont moins 
importants. Ceci est évident car la distance du trajet pour la demi-ellipse est plus courte.   

 On peut aussi remarquer que les performances de H∞ restent supérieures à celles 
des deux autres commandes. Les résultats de simulation obtenus dans cette section sont 
résumés dans le Tableau 4.1. 

 Le tableau ci-dessous montre bien que l’erreur max et l’erreur de fin de 
positionnement de H∞ sont nettement plus petites que celles des deux autres 
commandes. L’erreur de poursuite maximale et l’erreur de fin de positionnement de H∞ 
sont plus petites que celles de H2 et de PID, dans tous les cas de figures présentés. Et on 
sait que dans les opérations de prise et dépose en robotique, ces erreurs doivent être 
minimisées au maximum pour obtenir la précision désirée. On peut par contre noter que 
le RMS de PID pour la trajectoire demi-ellipse de 12G et à la vitesse 1m/s est plus petit 
que celui de H∞. 

 



Chapitre 4: Commande robuste du robot Delta 

78 
 

Tableau 4.1: Comparaison des performances des commandes H∞, H2 et PID sans l’à priori du couple  

Commandes  H∞ H2          PID 

Performances Err. 
Max 
(mm) 

Err. Pos. 
(mm) 

RMS 
(mm) 

Err. 
Max 
(mm) 

Err. 
Pos. 
(mm) 

RMS 
(mm) 

Err. 
Max 
(mm) 

Err. 
Pos. 
(mm) 

RMS 
(mm) 

5G 
0.65m/

s 

Traj. Rect. 2.1 0.5 1.15 3.23 0.62 1.81 3.78 3.03 1.17 

Traj. Demi-
ellipse 

1.33 0.5 0.88 2.1 0.74 1.38 2.42 0.74 0.7 

12G 
1m/s 

Traj. Rect. 5.78 1.78 2.64 8.07 2.42 3.8 9.69 4 3.6 

Traj. Demi-
ellipse 

2.09 1.29 1.58 3.77 1.91 3.03 3.87 1.62 1.38 

 Pour la commande H2 les résultats de simulation sont beaucoup moins 
satisfaisants que ceux de H∞ [Rac2]. L’erreur maximale et le RMS sont très importants. 
Ce résultat est prévisible, car n’oublions pas que cette commande est conçue 
principalement pour minimiser l’erreur moyenne des entrées de perturbation du système 
vers les sorties à contrôler et ne prend pas en considération les variations des paramètres 
du système. 

 On peut constater aussi que les résultats de simulation obtenus pour la trajectoire 
rectangulaire point à point sont moins satisfaisants que ceux de la demi-ellipse, pour les 
trois commandes considérées. Les couples d’entrée sont plus importants et atteignent la 
saturation pour une la trajectoire avec un temps de parcours de 0.28s. Ceci se comprend 
aisément, car le trajet est plus long et les accélérations obtenues sont plus grandes que 
celles de la trajectoire de demi-ellipse. Ceci explique pourquoi les trajectoires  demi-
ellipse sont plus intéressantes pour les opérations de prise et dépose; elles sont 
exécutées en un temps plus petit et produisent des erreurs dynamiques  plus petites 
[Rac1].    

4.6.2.7 Conclusion 
 Les résultats de simulation présentés dans cette section montrent que la 
commande H∞, implémenté sur le robot Delta sans l’incorporation du modèle 
dynamique inverse, présente de meilleures performances que la commande classique 
décentralisée PID, très utilisée dans les robots industriels. Aussi, comme c’était prévu, 
lors de la synthèse de la commande H2, les résultats de simulation de cette dernière sont 
beaucoup moins satisfaisants que ceux de H∞, vu les simplifications considérées sur le 
modèle augmenté et le critère de minimisation utilisé.  

 L’augmentation de la dynamique du mouvement a montré une dégradation des 
performances de la commande H∞, utilisé sans l’incorporation du MDI du robot. Au 
delà d’une accélération de 12 G et une vitesse de 1m/s, l’erreur maximale de suivi de 
trajectoire et l’erreur de fin de positionnement deviennent très importantes, ce qui n’est 
pas toléré pour les opérations de prise et dépose. Donc l’incorporation du MDI dans le 
schéma de commande du robot devient nécessaire, car il permet de calculer les couples 
nécessaires à chaque articulation pour suivre la trajectoire désirée. 

4.6.3 Synthèse des lois de commande avec l’a priori du couple Γa 
4.6.3.1 Introduction   
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  Dans le but d’améliorer les performances de la commande H∞, implémenté sur 
le robot Delta, il est nécessaire d’incorporer le MDI, c'est-à-dire le couple a priori Γa, 
dans son schéma de commande. En effet, ce dernier a pour rôle de déplacer le point de 
fonctionnement du contrôleur, de façon non linéaire, et de considérer localement le 
système comme linéaire et découplé [Cod1]. 

  Le contrôleur ainsi obtenu est comparé aux deux contrôleurs classiques basés 
modèles présentés précédemment: le contrôleur PD avec couple a priori et le contrôleur 
par découplage non linéaire [Rac3][Rac4]. 

  La trajectoire de référence utilisée est la demi-ellipse puisque elle donne de 
meilleures performances que la trajectoire rectangulaire. 

  L’objectif visé est d’atteindre des dynamiques très élevées, jusqu’à trois allés 
retour de la nacelle par seconde ce qui revient à un temps de parcours de 0.153s tout en 
préservant des performances satisfaisantes.  

4.6.3.2 Réglage du contrôleur PD avec couple a priori 
  Pour calculer les paramètres du contrôleur PD avec a priori du couple, nous 
suivons la procédure de synthèse indiquée dans le paragraphe 4.3.  

1-  Calculons les paramètres de synthèse: 𝑘𝐴, 𝑘𝑐1, 𝑘𝑐2 et 𝑘𝑔 en utilisant les équations 
(4.12) à (4.15) du paragraphe 4.3. 

  En utilisant les valeurs numériques du Tableau 2.1 du chapitre 2, on trouve: 

kA = 0.06:            kC1 = 0.36 
kC2 = 1.08:          kg = 1.8 

λM (A) = 0.025 

2-  Utilisons les deux équations (4.10) et (4.11) pour calculer les paramètres du 
contrôleur Kp et Kd:   

Pour la trajectoire de référence désirée, 

‖�̇�𝑑‖𝑀 = 6.25𝑟𝑎𝑑/𝑠 et ‖�̈�𝑑‖𝑀 = 645 𝑟𝑎𝑑/𝑠2. 
  On trouve finalement: 

𝜆𝑀�𝐾𝑝� > 𝑐1 = 82 
𝜆𝑚{𝐾𝑑} > 2.45 

3-  Les paramètres du contrôleur sont ajustés par simulation et deviennent:  

Kp = diag{500, 500 , 500} 
Kd = diag{4.4, 4.4, 4.4}. 

4.6.3.3 Réglage du contrôleur par découplage non linéaire  
  La procédure de synthèse et le schéma de commande sont indiqués dans le 
paragraphe 4.4. Les valeurs à choisir pour régler la commande par découplage non 
linéaire sont la pulsation ωj et le facteur d'amortissement ξj. Pour ωj = 50 rad/s et le 
facteur ξj égal à 1 pour éviter des dépassements et selon les deux équations suivantes: 

Kpi = ωi
2 

Kdi = 2 ζi ωi 
Les valeurs du contrôleur sont fixés après avoir été ajustés par simulation à: 
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Kpi = 10000 
Kdi =100. 

4.6.3.4 Performances 
 Les performances de H∞ en association avec le couple a priori (CA), du 
contrôleur PD avec CA et de la commande dynamique (CD) sont comparées sur une 
trajectoire de référence demi-ellipse. La dynamique du mouvement est augmentée 
graduellement jusqu’à atteindre une accélération de 15G et une vitesse de 2.05m/s, ce 
qui équivaut à un temps de parcours de 0.153s, c’est à dire cela revient à trois aller-
retour de la nacelle par seconde.  

Les Figures 4.18, 4.21 et 4.24 montrent les réponses obtenues avec un zoom sur 
un secteur de la trajectoire, les Figures 4.19, 4.22 et 4.25 montrent les erreurs de 
poursuite pour chaque dynamique et les courbes 4.20, 4.23 et 4.26 montrent les couples 
de commande appliqués au robot. 

 Les résultats de simulation obtenus pour les trois dynamiques de mouvement sont 
résumés dans le Tableau 4.2. 

a) Demi-ellipse à 5G et 0.65m/s  

 
Figure 4.18 Suivi de trajectoire pour les trois commandes (Acc.= 5G, vitesse = 0.65m/s) 

 

Figure 4.19 Erreurs de poursuite pour les trois commandes (Acc.= 5G, vitesse = 0.65m/s) 
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 (a) (b) 

 
(c) 

Figure 4.20 Entrées de commande  (a): Commande Dynamique ; (b): Commande PD avec CA;  
(c): Commande H∞ avec CA.  (Acc. =5G, vitesse = 0.65m/s) 

b) Demi-ellipse à 12G et 1m/s 

 

Figure 4.21 Suivi de trajectoire pour les trois commandes (Acc.= 12G, vitesse = 1m/s) 
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Figure 4.22 Erreurs de poursuite pour les trois commandes (Acc.= 12G, vitesse = 1m/s) 

 
 (a) (b) 

 
(c) 

Figure 4.23 Entrées de commande  (a): Commande Dynamique ; (b): Commande PD avec CA;  
(c): Commande H∞ avec CA. (Acc. =12G, vitesse = 1m/s) 

c) Demi-ellipse à 15G et 2.05m/s 
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Figure 4.24 Suivi de trajectoire pour les trois commandes (Acc.= 15G, vitesse = 2.05m/s) 

 

 
Figure 4.25 Erreurs de poursuite pour les trois commandes (Acc.= 15G, vitesse = 2.05m/s) 

 
 (a) (b) 



Chapitre 4: Commande robuste du robot Delta 

84 
 

 
(c) 

Figure 4.26 Entrées de commande  (a): Commande Dynamique ; (b): Commande PD avec CA;  
(c): Commande H∞ avec CA. (Acc. =15G, vitesse = 2.05m/s) 

 Tableau 4.2: Comparaison des performances des commandes CD, H∞ et PD avec couple a priori  

Commande
s 

 H∞ avec 
CA 

Commande 
Dynamique 

         PD avec CA 

Performances Err. 
Max 
(mm) 

Err. 
Pos. 
(mm) 

RMS 
(mm) 

Err. 
Max 
(mm) 

Err. 
Pos. 
(mm) 

RMS 
(mm) 

Err. 
Max 
(mm) 

Err. 
Pos. 
(mm) 

RMS 
(mm) 

5G - 0.65m/s 0.64 0.2 0.4 0.73 0.38 0.2 0.66 0.16 0.4 

12G – 1m/s 0.8 0.22 0.51 1.54 0.38 0.57 1.18 0.25 0.64 

15G – 2.05m/s  1.41 0.41 0.82 2.72 1.41 1.42 1.92 0.46 1.14 

 En comparant les résultats de simulation de H∞ à ceux du PD et du CD, on peut 
voir que pour une accélération de 5G et 0.65m/s, les performances des trois commandes 
sont très proches. L’erreur maximale de H∞ est respectivement de 97% et 87% que 
celles du PD et du CD. L’erreur de fin de positionnement du PD est meilleure que celles 
des deux autres commandes et représente respectivement 80% et 42% que celles du H∞ 
et du CD. Par contre, le RMS du CD est de 50% que celui du H∞ et du PD. On peut 
constater aussi, que les couples de commande du CD sont d’amplitudes plus élevées que 
ceux des deux autres commandes. Mais en augmentant la dynamique du mouvement, 
les performances de H∞ deviennent  meilleures que celles du PD et du CD. L’erreur 
maximale de H∞ est respectivement de 68% et 52% que celles du PD et du CD, son 
erreur de fin de positionnement est respectivement de 88% et 58% que celles du PD et 
du CD et enfin son RMS est respectivement de 80% et 90% que ceux du PD et du CD. 
Les couples de commande du CD deviennent de plus en plus oscillatoires et 
d’amplitudes plus élevées que ceux des deux autres commandes. Les performances de 
H∞ sont toujours meilleures que celles des deux autres, quand la dynamique du 
mouvement augmente jusqu’à une accélération de 15G et  une vitesse de 2.05m/s. 
L’erreur maximale de H∞ représente respectivement de 73% et 52% que celles du PD et 
du CD, l’erreur de fin de positionnement  est respectivement de 90% et 30% que celles 
du PD et du CD et le RMS de H∞ est respectivement de 72% et 58% que ceux du PD et 
du CD.  Les couples de commande du CD sont de plus en plus oscillatoires et 
d’amplitudes plus élevées que celles des deux autres commandes.      
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4.6.3.5 Robustesse 
 Pour les tests de robustesse, des perturbations paramétriques sont introduites par des 
masses additionnelles sur la nacelle du robot Delta. Deux masses de 100g et 200g sont testées 
successivement. La demi-ellipse utilisée comme trajectoire de référence est à une accélération 
de 15G et à une vitesse de 2.05 m/s.   

a) Perturbation paramétrique de 100g 
 La Figure 4.27 montre les erreurs de poursuite en présence d’une perturbation 
paramétrique de 100g et la Figure 4.28 montre les couples de commandes appliqués au 
robot. 

 
Figure 4.27 Erreurs de poursuite en présence d’une perturbation paramétrique de 100g  (Acc.= 15G, vitesse = 

2.05m/s) 

 
 (a) (b) 

 
(c) 

Figure 4.28 Entrées de commande en présence d’une perturbation paramétrique de 100g. (a): Commande 
Dynamique ; (b): Commande PD avec CA; (c): Commande H∞ avec CA. (Acc. =15G, vitesse = 2.05m/s). 
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b) Perturbation paramétrique de 200g 
 La Figure 4.29 montre les erreurs de poursuite en présence d’une perturbation 
paramétrique de 200g et la Figure 4.30 montre les couples de commandes appliqués au 
robot. 

 
Figure 4.29 Erreurs de poursuite en présence d’une perturbation paramétrique de 200g  (Acc.= 15G, vitesse = 

2.05m/s) 

 (a) (b) 

 
(c) 

Figure 4.30 Entrées de commande en présence d’une perturbation paramétrique de 200g. (a): Commande 
Dynamique ; (b): Commande PD avec CA; (c): Commande H∞ avec CA. (Acc. =15G, vitesse = 2.05m/s) 

 



Chapitre 4: Commande robuste du robot Delta 

87 
 

Le Tableau 4.3 résume les performances obtenues par H∞, CD et PD en présence des 
perturbations paramétriques. 

Tableau 4.3: Comparaison des performances des commandes CD, H∞ et PD avec couple a priori et 
masses additionnelles 

Commandes  H∞ avec 
CA 

Commande 
Dynamique (CD) 

         PD avec CA 

Performances Err. 
Max 
(mm) 

Err. 
Pos. 
(mm) 

RMS 
(mm) 

Err. 
Max 
(mm) 

Err. 
Pos. 
(mm) 

RMS 
(mm) 

Err. 
Max 
(mm) 

Err. 
Pos. 
(mm) 

RMS 
(mm) 

100g 1.58 0.45 1.06 3.23 2.33 1.65 2.11 0.47 1.19 

200g 1.83 0.46 1.2 3.69 2.75 1.85 2.2 0.51 1.27 

 Les résultats de simulation obtenus ci-dessus montre qu’en présence des 
perturbations paramétriques,  les performances du contrôleur H∞ sont nettement 
meilleures que celles du CD et du PD. Pour une masse de 100g, l’erreur de poursuite 
maximale est respectivement de 75% et 49% que celles du PD et du CD. L’erreur de fin 
de positionnement de H∞ est respectivement de 95% et 19% que celles du PD et du CD 
et le RMS de H∞ est respectivement de 89% et 64% que celui du PD et du CD. Les 
couples de commande de H∞ sont d’amplitudes plus faibles et moins oscillatoires que 
celles des deux autres.  
 Pour une masse de 200g, l’erreur de poursuite maximale de H∞ est 
respectivement de 83% et 49% que celles du PD et du CD. L’erreur de fin de 
positionnement de H∞ est respectivement de 90% et 17% que celles du PD et du CD et 
le RMS de H∞ est respectivement de 94%% et 65% que celui du PD et du CD. Les 
couples de commande du PD et du CD deviennent de plus en plus oscillatoires et 
d’amplitudes plus élevées que celles du H∞. Ils atteignent la saturation pour la 
commande CD.  

4.6.3.6 Conclusion 
  Les résultats de simulation ont prouvé que la commande H∞ utilisée en 
association avec l’a priori du couple présente les meilleures performances par rapport à 
la commande PD avec couple a priori et le contrôleur CD. L’analyse quantitative 
montre que le suivi de trajectoire pour H∞ est plus précis et plus robuste que celui des 
deux autres commandes pour  tout les cas de figures. 

4.7 Conclusion 
  Dans ce chapitre nous avons synthétisé un contrôleur robuste H∞ pour le robot 
Delta par l’approche de sensibilité mixte. Cette méthode impose un choix judicieux des 
matrices de fonction de pondération afin d’obtenir un meilleur compromis Robustesse 
/Performance. La méthode utilisée  était d’agir sur les paramètres de  ces fonction afin 
d’élargir le maximum possible la bande passante du système en boucle fermée tout en 
préservant la stabilité robuste en boucle fermée.  

  Dans un premier temps, ce contrôleur à été implémenté dans le schéma de 
commande du robot Delta, représenté par son modèle sous SimMechanics, sans 
l’incorporation du modèle dynamique inverse du robot. Deux trajectoires complexes de 
prise et dépose ont été testées; une trajectoire rectangulaire point à point et une demi 
ellipse avec un profil de position parabolique. Les résultats de simulation obtenus ont 
été comparés à un contrôleur classique PID largement utilisé en industrie et à un 
contrôleur H2 synthétisé aussi par l’approche de sensibilité mixte.   Les performances 
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du contrôleur H∞ sont plus intéressantes que celles des deux autres commandes. Aussi, 
on peut dire que pour un même temps de parcours, les performances obtenues par la 
trajectoire demi ellipse sont meilleures que celles de la trajectoire rectangulaire. Les 
couples de commandes obtenus par la trajectoire rectangulaire atteignent la saturation, 
ce qui est néfaste pour les actionneurs du robot.  

  Afin d’améliorer les performances du contrôleur H∞, nous avons incorporé dans 
le schéma de commande, le modèle dynamique inverse non linéaire du robot Delta, 
c'est-à-dire le couple à priori. Nous avons utilisé la demi-ellipse comme trajectoire de 
référence, car elle est mieux adaptée pour les opérations de prise et dépose. Pour évaluer 
les performances du contrôleur obtenu, nous l’avons comparé à deux contrôleurs basés 
modèles très utilisés en robotique; il s’agit du contrôleur PD avec couple a priori et le 
contrôleur par découplage non linéaire ou le contrôleur dynamique (CD). Les résultats 
de simulation obtenus et l’analyse quantitative présenté ont montré que le contrôleur 
H∞ était beaucoup plus performant et robuste que les deux autres contrôleurs.  

 

 

 

 

      
 

 

 

 



Chapitre 5 

 

 

 

Implémentation expérimentale 

du contrôleur H∞ sur le robot 

Delta  

  
 
 Le but principal de ce chapitre est l’implémentation expérimentale du contrôleur 
H∞ sur le robot Delta à 3ddl, disponible au laboratoire LSRO de l’EPFL [Rac5]. Le 
contrôleur  utilisé sans le couple a priori est comparé au contrôleur classique PID. Les 
différents tests expérimentaux effectués ont permis d’évaluer les performances et la 
robustesse de ce contrôleur.    
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5.1 Introduction 
 Ce chapitre présente les résultats expérimentaux de la commande robuste H∞ 
implémentée sur le robot Delta Heureka à actionnement direct. Ce robot est disponible 
au Laboratoire des Systèmes Robotiques (LSRO) de l’Ecole Polytechnique Fédérale de 
Lausanne (EPFL). La commande H∞ est implémentée sur le robot Delta, sans 
l’incorporation du modèle dynamique inverse, et comparée à la commande classique 
PID [Rac5]. 

 Le système de commande est implémenté sur un PC (Core Duo 2,1 Ghz) qui est 
exécuté sous Windows XP et une extension en temps réel (RTX de Interval Zero Inc.) 
[Bou1][Bou2]. 

Les expériences ont été menées à ces fins: 

• Déterminer le contrôleur H∞ qui donne les meilleures performances (erreur de 
poursuite minimale) tout en préservant une bonne marge de stabilité. Ceci est 
réalisé en élargissant graduellement la bande passante de la boucle fermée.  

• Comparer les performances du contrôleur H∞ obtenu dans le premier test à celles 
du contrôleur conventionnel PID en augmentant la dynamique du mouvement 
(accélération). 

• Etudier les limites de performance du contrôleur pour des trajectoires verticales 
distantes du point de fonctionnement M.  

• Evaluer la robustesse du contrôleur en ajoutant une charge supplémentaire à la 
nacelle du robot. 

Dans chaque cas, la nacelle du robot doit se déplacer d’une certaine position cartésienne 
initiale (xdi, ydi, zdi), vers une position cartésienne finale désirée (xdf, ydf, zdf) et retourne 
à la position initiale (xdi,ydi,zdi) après un temps de pause, concluant le cycle. 

5.2 Expérimentation en temps réel pour la détermination du contrôleur H∞ avec les 
meilleures performances 

 Dans nos expériences, nous avons utilisé une trajectoire de 100 mm, le long de 
l’axe z. Elle démarre d’une position initiale (0, 0, -350 mm) jusqu’à une position finale 
(0, 0, -450mm) et retourne à la position initiale après un temps de pause de 500 ms. Le 
point de fonctionnement M (0, 0, -395.5mm) est situé au milieu de cette trajectoire. Ce 
cycle est répété cinq fois avec une accélération de 5G et un temps d’échantillonnage de 1 
ms. Ceci est illustré dans la Figure 5.1. 

 A cet effet, trois contrôleurs H∞ ont été synthétisés successivement et implémentés 
dans le système de commande en temps réel. La bande passante du système en boucle 
fermée est augmentée graduellement de 110rad/s jusqu’à 390 rad/s. Les paramètres 
utilisés pour les trois contrôleurs synthétisés sont donnés dans le Tableau 5.1 et les tracés 
correspondants des valeurs singulières des matrices S et T avec leurs respectives 
fonctions de pondération sont illustrés dans la Figure 5.2.     
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(a) 

 

(b) 

Fig. 5.1 Trajectoire désirée expérimentale, (a): Espace cartésien, (b): Espace articulaire. 

 
 (a) (b) 
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(c) 

Figure 5.2 Tracé des valeurs singulières de S et T pour le contrôleur H∞, (a): B = 110 rad/s, (b): B = 208 

rad/s, (c) : B=390 rad/s.   

Tableau 5.1 Les caractéristiques des trois contrôleurs synthétisés  
 

  
 Les résultats expérimentaux obtenus pour les trois contrôleurs sont représentés 
dans Figure 5.3 et Figure 5.4. 

 

 W11 W33 Bande passante 

Contrôleur 1 
𝑊11(𝑠) =

1
1000�

𝑠 + 104

𝑠 + 10−4�
 

𝑊33(𝑠) =
0.0005𝑠3 + 𝑠2

100000
 

 

110 rad/sec 

Contrôleur 2 
𝑊11(𝑠) =

1
1000�

𝑠 + 104

𝑠 + 10−4�
 

𝑊33(𝑠) =
0.0005𝑠3 + 𝑠2

800000
 

 

208 rad/sec 

Contrôleur 3 
𝑊11(𝑠) =

7
1000�

𝑠 + 104

𝑠 + 10−4�
 

𝑊33(𝑠) =
0.0005𝑠3 + 𝑠2

800000
 

 

390 rad/sec 
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Figure 5.3 Trajectoires de poursuite expérimentales obtenues par les contrôleurs H∞ synthétisés en 
élargissant la bande passante (Acc =5G). 

 

 

Figure 5.4 Erreurs de poursuite expérimentales obtenues par les contrôleurs H∞ synthétisés en élargissant 
la bande passante (Acc. =5G). 
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 Les résultats expérimentaux montrent clairement que les meilleures performances 
sont obtenues évidemment par le troisième contrôleur H∞ correspondant à la plus large 
bande passante de  390 rad/sec.    

 En effet, nous remarquons dans Figure 5.2 c que les valeurs singulières des 
matrices de fonction S et T de ce contrôleur sont respectivement très proches à leurs 
spécifications respectives 1/W11 et 1 /W33 que celles des deux premiers contrôleurs. 

 Pour préserver la stabilité robuste, les performances ne peuvent pas être encore 
augmentées. Donc, dans ce qui suit le troisième contrôleur correspondant à la bande 
passante de 390 rad/sec est sélectionné pour les autres tests. 

5.3 Evaluation des performances du contrôleur en augmentant la dynamique du 
mouvement. 

 Le contrôleur correspondant à la bande passante de 390 rad/s est implémenté dans 
le système de commande. L’accélération du mouvement est augmenté jusqu’à 12G. Les 
résultats expérimentaux obtenus pour le contrôleur H∞ sont comparés à ceux du 
contrôleur PID. Nous utilisons la même trajectoire que celle du premier test.  
 Les résultats expérimentaux représentés de Figure 5.5 à Figure 5.7 ont été obtenus 
respectivement avec les accélérations 1G, 5G et 12G.  

 

 
Figure 5.5. Erreurs de poursuite expérimentales pour une accélération de 1G 
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Figure 5.6. Erreurs de poursuite expérimentales pour une accélération de 5G 
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Figure 5.7. Erreurs de poursuite expérimentales pour une accélération de 12G 

 Les trajectoires de poursuite de la pire articulation (articulation 1) à différentes 
accélérations (1G, 5G et 12G) de la position initiale à la position finale sont illustrées 
par Figure 5.8. 

  
(a) 

 

 

(b) 
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(c) 

 
Figure 5.8 Suivi de trajectoire de la position initiale à la position finale pour la pire articulation 

(articulation 1); (a): Acc. =1G ; (b): Acc.=5G; (c): Acc.=12G.   

 Tableau 5.2 résume les performances obtenues par les deux contrôleurs pour la 
pire articulation (Articulation 1). 

Tableau 5.2 Comparaison des performances des contrôleurs H∞ et PID pour différentes accélérations 
(Articultion 1) 

 En comparant les résultats expérimentaux du contrôleur H∞ avec ceux du PID, 
nous pouvons constater que pour une accélération de 1G, les performances du PID sont 
meilleures que celles du H∞. L’erreur de poursuite maximale et l’erreur de fin de 
positionnement du PID sont respectivement 53% et 57% de celles du H∞. Mais, en 
augmentant les accélérations, les performances du H∞ deviennent meilleures que celles 
du PID. A 5G, l’erreur de poursuite maximale et l’erreur de fin de positionnement du 
H∞ deviennent respectivement 92% et 61% de celles du PID. Les performances du H∞ 
sont plus intéressantes que celles du PID à 12G, car ses erreurs de poursuite maximale 
et de fin de positionnement sont respectivement 80% et 68% de celles du PID.  

5.4 Les limites de performance du contrôleur 
 Dans cette section, nous allons tester les limites de performance du contrôleur H∞ 
quand on s’éloigne graduellement du point de fonctionnement M (x = 0, y = 0, z =-
395.5mm). 

 Considérons la section horizontale de l’espace de travail du robot Delta contenant 
le point M, située à une hauteur z = -395.5 mm (le milieu du cylindre représentant 
l’espace de travail du robot Delta). La trajectoire verticale de 10 G utilisée 
précédemment va être graduellement éloignée du point de fonctionnement M,  en 
passant successivement à travers les points situés sur l’axe x ou y comme le montre la 
Figure 5.9. Pour des raisons de sécurité et pour éviter une réaction forte du robot, le test 

Performances Contrôleur H∞  Contrôleur PID  
1Ge 5Ge 12Ge 1Ge 5Ge 12Ge 

Max |e1| 0.34° 0.46° 0.5° 0.18° 0.5° 0.625° 
Erreurs de fin de positionnement 
(Articulation 1) 

0.19° 0.28° 0.34° 0.11° 0.46° 0.50° 
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expérimental est effectué uniquement pour les trajectoires qui passent par les points 
représentés dans le Figure 5.10, c'est-à-dire, les trajectoires n’iront pas jusqu’à la limite 
de l’espace de travail du robot. 

 Pour comparer les performances des différentes trajectoires, nous commençons le 
test avec la trajectoire passant par le point de fonctionnement M (le long de l’axe z). 
Dans chaque cas, les performances du contrôleur H∞ sont comparées à celles du PID.  
                                             
 
                                                                                 Axe Z           

 
 

Figure 5.9: Trajectoires expérimentales désirées de 10 G distantes du point M 

   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

           

 

 
Figure 5.10 Vue de dessus des points du test dans l’espace de travail  

Les résultats expérimentaux donnent les erreurs de poursuite suivantes:   

Axe Y 
Axe X 

Limite de l’espace de travail 

x (mm) M    

  y(mm) 

      P2   P1       P3  P4     

P5 
P6 

P8
P7 
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Figure 5.11 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point de 

fonctionnement M (x=y= 0; z = -395.5mm) 

 

 
Figure 5.12 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P1 (x= 

- 125 mm, y = 0, z = -395.5 mm) 
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Figure 5.13 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P2 (x= 

- 150 mm, y=0, z = - 395.5 mm)   

 

 
Figure 5.14  Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P3 

(x= 125 mm, y=0, z = -395.5 mm) 
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Figure 5.15 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P4 (x= 

150 mm, y=0, z = -395.5 mm) 

 

 
Figure 5.16 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P5 (x 

= 0 mm, y = -125mm, z = -395.5 mm) 
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Figure 5.17 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P6 (x 

= 0 mm, y = -150 mm, z = - 395.5 mm) 

 

 
Figure 5.18 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P7 (x 

= 0 mm, y = 125 mm, z = - 395.5 mm) 
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Figure 5.19 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P8 (x 

= 0 mm, y = 150 mm, z = - 395.5 mm) 

Les résultats expérimentaux obtenus sont résumés dans le Tableau 5.3  
 
Table 5.3: Comparaison des performances des contrôleurs H∞ et PID pour différentes  trajectoires 

verticales de 10G distantes du point M. 

Points 
de Test  

Contrôleur H∞  Contrôleur PID  

Err. Max. 
(Art1) 

Err. Max. 
(Art2)  

Err. Max. 
(Art3) 

Err. Max. 
(Art1) 

Err. Max. (Art2) Err. Max. (Art3) 

M [-0,37°,0.4°] [-0.3°,0.37°] [-0.3°,0.3°] [-0.6°,0.6°] [-0 .6°,0.6°] [-0.55°,0.55°] 
P1 [-0.25°,0.27°] [-0.6°,0.62°] [-0.6°,0.6°] [-0.3°,0.3°] [0.72°,0.72°] [0.62°,0.62°] 
P2 [-0.2°,0.25°] [-0.75°,0.72°] [-0.62°,0.62°] [-0.25°,0.3°] [-0.72°,0.72°] [-0.68°,0.625°] 
P3 [-0.75°,0.75°] [-0.35°,0.28°] [-0.4°,0.29°] [-0.82°,0.82°] [-0.35°,0.4°] [-0.4°,0.4°] 
P4 [-0.9°,0.87°] [-0.37°,0.28°] [-0.42°,0.3°] [-0.9°,1°] [-0.37°,0.4°] [-0.42°,0.42°] 
P5 [-0.6°,0.625°] [-0.2°,0.25°] [-0.75°,0.7°] [-0.6°,0.6°] [-0.3°,0.3°] [-0.75°,0.75°] 
P6 [-0.58°,0.6°] [-0.15°,0.25°] [-0.75°,0.65°] [-0.625°,0.68°] [-0.25°,0.3°] [-0.87°,0.85°] 
P7 [-0.6°,0.6°] [-0.6°,0.6°] [-0.25°,0.3°] [-0.58°,0.625°] [-0.55°,0.55°] [-0.28°,0.3°] 
P8 [-0.6°,0.62°] [-0.87°,0.87°] [-0.2°,0.27°] [-0.625°,0.7°] [-1°,1°] [-0.28°,0.35°] 

 
 Pour les différents tests envisagés, on peut voir que lorsque la trajectoire se 
déplace loin du point de fonctionnement M, les erreurs de poursuite du contrôleur H∞ 
restent inférieures à celles du PID. Cependant, on peut observer la convergence rapide 
des erreurs de poursuite vers la valeur 0°, pour le contrôleur PID grâce à son action 
intégrale.   

Pour les deux contrôleurs étudiés et pour la trajectoire utilisée, nous ne pouvons pas 
continuer le test jusqu’à la limite de l’espace de travail du robot Delta, car la 
dégradation des performances devient plus importante et on risque de provoquer des 
mouvements brusques du robot. En effet, les effets de couplage entre les axes et les 
nonlinéarités du modèle dynamique deviennent plus importants quand on s’éloigne de 
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l’axe z du robot. Ceci a été explicité au chapitre 2, lors de l’analyse dynamique du robot 
Delta dans tout son espace de travail.    

5.5 Tests de robustesse 
 Pour évaluer la robustesse des contrôleurs H∞ et PID, une perturbation 
paramétrique est introduite par une masse additionnelle de 150 g sur la nacelle du robot 
Delta. Ce test est illustré par la Figure 5.20. 
 

 

 

 
Figure 5.20 La nacelle du robot Delta avec une masse additionnelle de 150g 

 
 Deux tests expérimentaux sont considérés: 

• Nous utilisons la même trajectoire que ci-dessus avec une accélération de 12G. 
Les résultats expérimentaux sont représentés dans Figure 5.21 et 5.22. 

• La rigidité du positionnement est testé en mode de régulation autour d’une 
position donnée du régime permanent. Figure 5.23 et Figure 5.24 montrent les 
erreurs du régime permanent pour les trois actionneurs et les couples de 
commande pour chaque contrôleur. 

 Pour le premier test, en présence de la perturbation paramétrique, l’erreur de 
poursuite maximale et l’erreur de fin de positionnement pour la pire articulation 
(Articulation 1) du contrôleur H∞ sont respectivement 85% et 65%  de celles du PID. 
Les couples de commande du PID sont plus bruités mais légèrement plus petits en 
amplitude que ceux du H∞. 
 Pour le second test, en présence de la perturbation paramétrique, Figure 5.23 
montre que les erreurs du régime permanent des trois actionneurs du PID présentent des 
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oscillations plus élevées comparées à celles du H∞. Figure 5.24 montre que les couples 
de commande du PID sont plus bruités que ceux du H∞. Le Tableau 5.4 résume les 
performances des deux contrôleurs en présence de la perturbation paramétrique en 
calculant le RMS des erreurs du régime permanent.    
Tableau 5.4 Comparaison des performances des contrôleurs H∞ et PID en présence d’une perturbation 
paramétrique 

Comme nous pouvons le constater, le RMS de l’erreur du H∞ est beaucoup plus 
petit que celui du PID. Pour la pire articulation, il ne dépasse pas les 60% du PID.  

 

 

Figure 5.21. Erreurs de poursuite expérimentales en présence d’une perturbation paramétrique 
(Accélération 12G). 

Performances Contrôleur H∞  Contrôleur PID  
Art. 1 Art. 2 Art. 3 Art. 1 Art. 2 Art. 3 

Erreurs RMS  0.002° 0.003° 0.001° 0.006° 0.005° 0.005° 
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 (a) (b) 

Figure 5.22. Couples de commandes expérimentaux en présence d’une perturbation  paramétrique pour 
une accélération de 12G; (a): contrôleur H∞ ; (b): Contrôleur PID 

 

 (a) (b) 
Figure 5.23 Erreurs expérimentales du régime permanent  en présence d’une perturbation paramétrique  

(a) Contrôleur H∞ ; (b) Contrôleur PID. 

 
 (a) (b) 

Figure 5.24  Couples de commande expérimentaux en présence d’une perturbation paramétrique; (a): 
contrôleur H∞ ; (b): contrôleur PID. 
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5.6 Conclusion 
 Les résultats expérimentaux prouvent la faisabilité de l’implémentation du 
contrôleur H∞ en Hardware. Les meilleures performances sont obtenues avec le 
contrôleur correspondant à la plus grande bande passante de 390 rad/s. Les 
performances de suivi de trajectoire expérimentales montrent que les performances du 
PID comparées à celles du H∞ diminuent quand la dynamique du mouvement 
augmente. En effet, à 12G, l’erreur de poursuite maximale et l’erreur de fin de 
positionnement du contrôleur H∞ deviennent respectivement 80% et 60% du PID. Les 
erreurs de poursuite maximales pour le contrôleur H∞ augmentent pour des trajectoires 
expérimentales verticales distantes du point de fonctionnement, mais elles restent plus 
petites que celles du PID. En présence d’une perturbation paramétrique, les tests de 
robustesse expérimentaux prouvent que le contrôleur H∞ est plus robuste que le PID. Le 
RMS de l’erreur du régime permanent de H∞ ne dépasse pas 60% de celui du PID.      
 
 
 
 
 



 
 

Conclusion générale 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Conclusion 

 Dans ce manuscrit de thèse, nous avons présenté les travaux de recherche réalisés 
dans le contexte de la modélisation et la commande robuste d’un robot parallèle et plus 
précisément nous nous somme intéressés au robot Delta à 3 ddl. Outre la synthèse d’une 
loi de commande robuste H∞, nous avons étudié, à titre comparatif, d’autres approches 
de commande classiques utilisées pour les robots sériels et nous les avons adaptées au 
robot parallèle Delta.  

 Nos contributions concernant ce travail de recherche peuvent être résumées en 
ces points: 

 Pour la modélisation du robot Delta, un modèle dynamique inverse a été 
développé à partir du modèle dynamique inverse de Codourey [Cod1], il a la 
particularité d’être fonction que des paramètres articulaires du robot [Rac1][Rac5]. Ce 
modèle a permis aussi de déterminer un modèle dynamique direct non linéaire dans 
l’espace d’état en effectuant un choix convenable des variables d’état. La linéarisation 
tangentielle de ce dernier par rapport à un point de fonctionnement a généré les 
expressions analytiques d’un modèle dynamique direct linéaire  qui est fonction de la 
position du point de repos dans l’espace de travail du robot. Le modèle linéaire a été 
validé par simulation et par expérimentation. Les différentes formes de modèle 
dynamique développées dans cette thèse ouvrent une opportunité pour l’application de 
nouvelles stratégies de commande pour le robot Delta.  

 La linéarisation tangentielle a permis de faire aussi une analyse dynamique du 
comportement du Delta dans tout son espace de travail. Cette analyse est très 
intéressante pour le choix du point de fonctionnement, de type de commande et de 
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l’emplacement de la trajectoire de déplacement de la nacelle dans l’espace de travail du 
robot.     

   Une commande H∞ par l’approche de sensibilité mixte est synthétisée sur la base 
du modèle linéaire du Delta. Nos contributions par rapport à cette  approche est 
l’analyse fréquentielle que nous avons développé et qui a permis de limiter  la bande 
passante du système en boucle fermée entre deux fréquences qui sont fonctions des 
paramètres des fonctions de pondération [Rac3][Rac5]. Ces limites imposées sur la 
bande passante  permettent de sélectionner les paramètres des pondérations 
fréquentielles qui élargissent le maximum possible cette bande c'est-à-dire pour avoir 
les meilleures performances tout en préservant la stabilité robuste du système en boucle 
fermée.  Grâce à cette analyse,  nous avons pu déterminer expérimentalement le 
contrôleur H∞ qui donne les meilleures performances pour le robot Delta. 

 Dans ce travail de thèse, nous avons envisagé, pour la partie simulation, deux 
schémas de commande H∞; avec et sans le couple a priori. Pour le premier cas, nous 
avons effectué une comparaison des performances de H∞ avec des contrôleurs qui 
n’incorporent pas le MDI dans leurs schémas de commande. On a choisi le PID qui est 
très utilisé dans les robots industriels mais ses performances étaient inférieures à celles 
de H∞ et un autre  contrôleur linéaire H2 (LQG) dont les étapes de synthèse sont les 
mêmes que celles de H∞ mais lors de la résolution du problème standard, il minimise 
l’énergie moyenne (norme H2) de la matrice de gain des entrées de perturbation vers les 
erreurs de sortie à travers toutes les fréquences. Le contrôleur H∞, en minimisant 
l’amplification maximale des signaux d’entrée (le pire cas) a donné des performances 
beaucoup plus intéressantes que celles de H2 en termes de suivi de trajectoire [Rac2]. 
Par contre, nous avons constaté une dégradation importante des performances du H∞ 
lors de l’augmentation de  la dynamique du mouvement, d’où l’idée d’utiliser le H∞ en 
association avec le couple a priori. Le contrôleur obtenu est comparé à deux autres 
contrôleurs très utilisés en robotique et qui incorporent le MDI dans leurs schémas de 
commande; il s’agit de la commande par découplage non linéaire [Rac4] et la 
commande PD avec couple a priori. Les résultats de simulation obtenus ont montré 
d’une manière générale que le contrôleur H∞ en association avec la couple a priori était 
plus performant et plus robuste que les deux autres contrôleurs classiques.      

 En dernière partie de cette thèse, une implémentation hardware du contrôleur H∞ 
sur le robot Delta de l’EPFL a été effectuée [Rac5]. Nous nous sommes limités au cas 
du contrôleur H∞ sans l’association du couple a priori. Nos objectifs étaient d’évaluer 
ses performances expérimentalement et les comparer à celles du contrôleur classique 
PID en termes de performance et de robustesse. Les résultats expérimentaux ont 
confirmé que le contrôleur H∞ présentait un grand potentiel par rapport au PID, surtout 
lorsque la dynamique du mouvement est élevée et lorsque le système est en présence 
d’incertitudes paramétriques. 

Perspectives   

 Les perspectives que l’on peut envisager à moyen terme pour compléter les 
travaux entrepris dans cette thèse, concernent en premier lieu la partie expérimentale, 
elles peuvent être résumées en ces points: 

- Envisager des trajectoires de prise et dépose plus complexes, telle que la 
trajectoire demi-ellipse utilisée en simulation. 
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- Associer le couple a priori avec le contrôleur H∞ pour améliorer ses 
performances surtout lorsqu’on s’éloigne du point de fonctionnement. 
 

- A titre comparatif, implémenter expérimentalement les contrôleurs non linéaires 
basés modèles, c'est-à-dire la commande par découplage non linéaire et la 
commande PD avec couple a priori.  

Concernant la commande H∞,  

- Il est important de développer une méthode de réglage automatique des 
paramètres des fonctions de pondération qui permettra l’implémentation 
systématique du contrôleur dans n’importe quel robot industriel parallèle. 
 

- Envisager un contrôleur robuste H∞ multi-modèles, multi-objectifs pour 
améliorer la fin de positionnement du contrôleur et aussi surtout pour avoir la 
possibilité d’effectuer des trajectoires qui peuvent aller jusqu’à la limite de 
l’espace de travail du robot [Sen]. 
 

- Envisager la méthodologie de commande H∞ nonlinéaire pour le robot Delta. En 
effet, dans A. Siqueira et al. [Siq], on montre que cette technique garantie une 
atténuation des perturbations des couples sur les positions articulaires. Deux 
approches fondamentales de cette  commande sont considérées ; la première est 
basée sur la théorie des jeux et la seconde est basée sur les techniques des 
systèmes linéaires à paramètres variables (LPV).     
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Modèle géométrique direct et 
inverse du robot Delta 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Les modèles géométriques direct et inverse que nous allons présenter sont ceux de 
Codourey et Clavel [Cod1][Cla1].  

A.1 Modèle géométrique inverse [Cod1] 

 Le but du modèle géométrique inverse est de calculer les angles (α1, α2, α3) en 
connaissant la position (x0, y0, z0) de la nacelle. En travaillant dans les repères Ri, on 
peut calculer chacun des angles α indépendamment. Dans le repère Ri, la position de la 
nacelle est donnée par la relation:   

�
𝑥0
𝑦0
𝑧0
�
𝑖

= �
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 0
−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0

0 0 1
��

𝑥0
𝑦0
𝑧0
� 
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 Les avant-bras décrivent depuis la position Bi = (x0, y0, z0) de la nacelle dans le 
repère Ri une sphère de rayon LB, ce qui nous donne l’équation (A.1). Le bras, centré en 
(R, 0, 0) décrit un cercle de rayon LA (équation (A.2)). Le point d’intersection entre la 
sphère (A.1) et le cercle (A.2) se trouve dans le plan y = 0 (équation (A.3)).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure A.1 Bras et avant-bras dans le repère Ri 

 On obtient ainsi un système de 3 équations à 3 inconnues permettant de calculer 
les coordonnées du point Ci (Figure A.1):  

 (x - x0)2 + (y – y0)2 + (z – z0)2 = LB
2 (A.1) 

 (x – R)2 + z2 = LA
2 (A.2) 

 y = 0  (A.3) 

 On peut résoudre ce système d’équation en remplaçant (A.3) dans (A.1), puis en 
effectuant la soustraction de cette nouvelle équation avec (A.2). Ceci nous donne: 

 x(2x0 – 2R) + 2z0z = LA
2 – LB

2 – R2 + x0
2 + y0

2 + z0
2 (A.4) 

En posant: A = LA
2 – LB

2 – R2 + x0
2 + y0

2 + z0
2 

et    B = 2x0 – 2R 

on trouve: 

 𝑧 = 𝐴−𝐵𝑥
2𝑧0

  (A.5) 

En remplaçant dans (A.2), on trouve, après quelques opérations: 

 𝑥 = 𝑏±√𝑏2−𝑎𝑐
𝑎

   (A.6) 

 

αi 

zi 

xi 

R 
LA 

Ci 

Bi 

||BiCi||=LB 

Ai 
Oi 
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avec: a = 4z0
2 + B2 

 b = 4Rz0
2 + AB 

 c = A2 + 4R2z0
2 – 4z0

2LA
2 

 On vérifie que a ne passe jamais par zéro. Et si on veut rester dans le volume de 
travail, z0 n’est jamais égal à zéro, et ainsi, a est toujours positif. 

 Les équations (A.6) et (A.5) nous donnent le point d’intersection de la sphère avec 
le cercle, c'est-à-dire la position du coude Ci dans le repère Ri. Dans l’équation (A.6), 
seule la solution avec le signe positif est retenue, car elle seule donne un résultat 
compris dans le volume de travail du robot. 

 Ainsi, on trouve pour α (défini positif vers le bas):  

 𝛼𝑖 = −arcsin ( 𝑧
𝐿𝐴

)  (A.7) 

A.2 Modèle géométrique direct [Cla1] 
 Le modèle géométrique direct est celui de Clavel [Cla1] et a été repris par 
Codourey [Cod1]. 

En  posant: 

Di = -LB
2 + LA

2 + R2 + 2RLAcos αi 

Ei = 2(R + LAcosαi) cos θi 

Fi = 2LAsin αi 

H1 = E1G2 – E1G3 – E2G1 + E2G3 + E3G1 – E3G2 

H2 = -E1F2 + E1F3 + E2F1 – E2F3 – E3F1 + E3F2 

H3 = -E1D2 + E1D3 + E2D1 – E2D3 – E3D1 + E3D2 

H4 = F1D2 – F1D3 – F2D1 + F2D3 + F3D1 – F3D2 

H5 = - F1G2 + F1G3 + F2G1 – F2G3 – F3G1 + F3G2 

alors: 

 𝑥 = 𝑧 𝐻5
𝐻2

+ 𝐻4
𝐻2

  (A.8) 

 𝑦 = 𝑧 𝐻1
𝐻2

+ 𝐻3
𝐻2

  (A.9) 

et: 

 𝑧 = −𝑀±�𝑀2−4𝐿𝑄
2𝐿

 (A.10) 
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avec: 

 𝐿 = 𝐻52+𝐻12

𝐻22
+ 1 (A.11) 

 𝑀 = 2 𝐻5𝐻4+𝐻1𝐻3
𝐻22

− 𝐻5𝐸1+𝐻1𝐹1
𝐻2

− 𝐺1  (A.12) 

 𝑄 = 𝐻42+𝐻32

𝐻22
− 𝐻4𝐸1+𝐻3𝐹1

𝐻2
− 𝐺1 (A.13) 

 On choisit la solution avec le signe moins pour l’équation (A.10). 
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Valeurs singulières, norme H2 et 
norme H∞ 

   
 

 

 

B.1 Valeurs singulières 

 Les valeurs singulières σi d’une matrice A Є Cmxn, de rang r, sont les racines 
carrées des valeurs propres de A*A, ordonnées de sorte que σ1 ≥ σ2 ≥ …….≥σn : 

 𝜎𝑖[𝐴] = �𝜆𝑖(𝐴∗𝐴)  (B.1) 

 où: [ . ]* est le transposé conjugué. 

Si r < n, alors, il ya n-r valeurs singulières réelles, c.a.d: σr+1 =  σr+2 = ………. σn. 

 Il existe deux matrices unitaires U Є Cmxm, V Є Cnxn et une matrice Σ Є Rmxn tel 
que: 

 𝐴 = 𝑈Σ V∗ = U �Σ r 0
0 0�V∗  (B.2) 

où Σr = diag (σ1, σ2, ………σn). Ceci est appelé la décomposition en valeurs singulières 
(SVD) de la matrice A. La plus grande valeur singulière σ1 est noté généralement: 
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 𝜎(𝐴) = 𝜎1 (B.3) 

Si A est une matrice carré nxn, alors la nème valeur singulière (c.à.d., la plus petite valeur 
singulière) est noté: 

 𝜎(𝐴) = 𝜎𝑛   (B.4) 

Quelques propriétés utiles des valeurs singulières 

a)  𝜎(𝐴) ≤ |𝜆𝑖(𝐴)| ≤ 𝜎(𝐴) 

b) si A-1 existe,  𝜎(𝐴) = 1
𝜎(𝐴−1)

 

c) si A-1 existe, 𝜎(𝐴) = 1
𝜎(𝐴−1)

 

d) 𝜎(𝛼𝐴) = |𝛼|𝜎(𝐴) 

e) 𝜎(𝐴 + 𝐵) ≤ 𝜎(𝐴) + 𝜎(𝐵) 

f) 𝜎(𝐴𝐵) ≤ 𝜎(𝐴)𝜎(𝐵) 

g) 𝜎(𝐴) − 𝜎(𝐸) ≤ 𝜎(𝐴 + 𝐸) ≤ 𝜎(𝐴) + 𝜎(𝐸) 

h) 𝑚𝑎𝑥{𝜎(𝐴),𝜎(𝐵)} ≤ 𝜎([𝐴   𝐵]) ≤ √2 𝑚𝑎𝑥{𝜎(𝐴),𝜎(𝐵)} 

i) 𝑚𝑎𝑥𝑖,𝑗�𝑎𝑖,𝑗� ≤ 𝜎(𝐴) ≤ 𝑛𝑚𝑎𝑥𝑖,𝑗�𝑎𝑖,𝑗� 

j) ∑ 𝜎𝑖2 = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴𝐴∗)𝑛
𝑖  

B.2 Normes H2 et norme H∞ 

 Pour une fonction de transfert G(s) Є Cmxn, stable, la norme H2 et la norme H∞ en 
termes de valeurs singulières σi(jω) de G(jω) dépendent de la fréquence:   

Norme H2: 

 ‖𝐆‖2 = �∫ ∑ (𝜎𝑖(𝑗𝜔))2𝑑𝜔𝑛
𝑖=1

+∞
−∞ �

1/2
  (B.5) 

 

Norme H∞: 

 ‖𝐆‖∞ = 𝑠𝑢𝑝𝜔𝜎�G(𝑗𝜔)�  (B.6) 
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Résolution du problème H∞ standard   

 

 

 

 

 

 

 

 

C –1 Formulation du problème: 
 Soit le système linéaire décrit par l’équation d’état suivante: 

 
 �̇�(𝑡) = 𝐀𝒙(𝑡) + 𝐁𝟏𝒖1(𝑡) + 𝐁𝟐𝒖2(𝑡) (C.1) 
 𝒚𝟏(𝑡) = 𝐂1𝒙(𝑡) + 𝐃11𝒖𝟏(𝑡) + 𝐃12𝒖2(𝑡) (C.2) 
 𝒚2(𝑡) = 𝐂2𝒙(𝑡) + 𝐃21𝒖1(𝑡) + 𝐃𝟐𝟐𝒖𝟐(𝑡) (C.3) 

 
avec; 

u1(t) Є Rm1 : est le vecteur des entrées de perturbation, 
u2(t) Є Rm2 : est le vecteur des entrées de commande, 
y1(t) Є Rp1 : est le vecteur des erreurs, 
y2(t) Є Rp2 : est le vecteur des observations, 
x(t) Є Rn     : est le vecteur d’état. 
 

La fonction de transfert est définie comme suit 
 

 

𝐏(𝑠) = �𝐏11 𝐏12
𝐏21 𝐏22

� =  
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= �𝐃11 𝐃12
𝐃21 𝐃22

� + �𝐂1𝐂2
� (𝑠𝐈 − 𝐀)−1[𝐁1 𝐁2] = 

 �
𝐀 𝐁1 𝐁2
𝐂1 𝐃11 𝐃12
𝐂2 𝐃21 𝐃22

� = �𝐀 𝐁
𝐂 𝐃� (C.4) 

 
Hypothèses : 
La résolution du problème, par la méthode de Glover-Doyle [Glo2] n’est possible que 
sous les cinq hypothèses suivantes : 

- H1 : (A,B2) est stabilisable, (C2, A) et  (C1, A) sont détectables 

- H2 : rang(D12) = m2 et rang (D21) = p2, (p1 ≥ m2, D12 = P12(∞), m1≥p2, D21 = 
P21(∞)). 

- H3 : 𝑟𝑎𝑛𝑔 �
𝐀 − 𝑖𝜔𝐈 𝐁2
𝐂1 𝐃12

� = 𝑛 + 𝑚2,       ∀𝜔 ∈  𝐑 

- H4 : 𝑟𝑎𝑛𝑔 �𝐀 − 𝑖𝜔𝐈 𝐁1
𝐂2 𝐃21

� = 𝑛 + 𝑝2,       ∀𝜔 ∈  

- H5 : 𝐃11 =  �𝐃1111 𝐃1112
𝐃1121 𝐃1122

� 

 

  Pour un contrôleur linéaire avec la fonction de transfert K(s) connecté de y2 à 
u2, la fonction de transfert de u1 vers y1 est la transformation fractionnaire basse 𝑻𝒚𝟏𝒖𝟏: 
 𝐓𝒚𝟏𝒖𝟏 = 𝐏11 + 𝐏1𝟐𝐊(𝐈 − 𝐏22𝐊)−1𝑷21 (C.5) 

 L’algorithme de Glover-Doyle donne une paramétrisation dans l’espace d’état de 
tous les contrôleurs stabilisants K vérifiant la condition de norme suivante: 

 �𝐓𝒚1𝒖1�∞ ≤ γ  (C.6) 

pour un γ préspécifié.   

C -2 Caractérisation de toutes les solutions:  
 Dans cette section, on donne une caractérisation dans l’espace d’état de tous les 
contrôleurs stabilisants K(s) vérifiant la condition de norme (C.6). 

 Définissons: 

 𝐑 = 𝐃1.
∗ 𝐃1. − �𝛾

2𝐈𝑚1 0
0 0

�  (C.7) 

où, D1.= [D11 D12] 

 𝐑� = 𝐃.1𝐃.1
∗ − �𝛾

2𝐈𝑝1 0
0 0

�  (C.8) 

p1-m2 

m2 

m1-p2 p2 
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où, 𝐃.1 = �𝐃11𝐃21
� 

Soit, X∞ et Y∞ les solutions des équations de Riccati suivantes: 

 𝐗∞ = 𝑅𝑖𝑐 �� 𝐀 0
−𝐂1∗𝐂1 −𝐀∗� − � 𝐁

−𝐂1∗𝐃1
�𝐑−1[𝐃1.

∗ 𝐂1 𝐁∗]� (C.10) 

 𝐘∞ = 𝑅𝑖𝑐 �� 𝐀∗ 0
−𝐁1𝐁1∗ −𝐀� − � 𝐂∗

−𝐁1𝐃.1
∗ �𝐑�−1[𝐃.1𝐁1∗ 𝐂]� (C.11) 

Définissons alors: 

 𝐅 =
(𝑚1 − 𝑝2)

𝑝2
𝑚2

      �
𝐅11
𝐅12
𝐅2
� = −𝐑−1[𝐃1.

∗ 𝐂1 𝐁∗𝐗∞]  (C.12) 

 𝐇 = [𝐇11 𝐇12 𝐇2] = −[𝐁1𝐃1.
∗    𝐘∞𝐂∗]𝐑�−1 (C.13) 

  

Théorème C.1 

 Pour que le système décrit par (C.1)à (C.3) et satisfaisant les hypothèses (H1) à 
(H5): 

a) Il existe un contrôleur K stabilisant le système intérieurement de sorte que (C.6) 
soit vérifiée ssi: 
(i) 𝛾 > 𝑀𝑎𝑥(𝜎[𝐷1121,𝐷1112],𝜎[𝐷1121∗ ,𝐷1121∗ ]) et 
(ii) Il existe 𝐗∞ ≥ 0 𝑒𝑡 𝐘∞ ≥ 0 satisfaisant respectivement (C.10) et (C.11) 

et tel que: 𝜌(𝐗∞ 𝐘∞) < 𝛾2. 
 

b) Si toutes les conditions de (a) sont vérifiées, alors les contrôleurs K stables 
intérieurement et satisfaisants la condition (C.6) sont donnés par:  
 
 K = T(J,Q) (C.14) 

 
T étant la transformation fractionnaire basse entre J et Q. Pour  un Q Є RH∞ 
arbitraire et tel que: 
 

 ‖𝑸‖∞ < 𝛾  (C.15) 
et, 

 𝐽 = �
𝐀� 𝐁�1 𝐁�2
𝐂�1 𝐃�11 𝐃�12
𝐂�2 𝐃�21 0

� (C.16) 

 
 𝐃�11 = −𝐃1121𝐃1111∗ (𝛾2𝐈 − 𝐃1111𝐃1111∗ )−1𝐃1112 − 𝐃1122 (C.17) 

 
𝐃�12 Є Rm2 x m2 et 𝐃�21 Rp2 x p2 sont des matrices tels que: 
 

 𝐃�12𝐃�12∗ = 𝐈 − 𝐃1121(𝛾2𝐈 − 𝐃1111∗ 𝐃1111)−1𝐃1121∗  (C.18) 
 

(p1-m2)   C1   C1 
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 𝐃�21𝐃�21∗ = 𝐈 − 𝐃1111∗ (𝛾2𝐈 − 𝐃1111𝐃1111∗ )−1𝐃1112 (C.19) 
et, 
 𝐁�2 = (𝐁2 + 𝐇12)𝐃�𝟏𝟐 (C.20) 

 
 𝐂�2 = −𝐃�21(𝐂2 + 𝐅12)𝐙 (C.21) 

 
 𝐁�1 = −𝐇2 + 𝐁�2𝐃�21−1𝐃�11 (C.22) 

 
 𝐂�1 = 𝐅2𝐙 + 𝐃�11𝐃�21−1𝐂�2 (C.23) 

 
 𝐀� = 𝐀 + 𝐇𝐂 + 𝐁�2𝐃�12−1𝐂�1 (C.24) 
où, 

 𝐙 = (𝐈 − 𝛾2𝐘∞𝐗∞)  (C.25) 
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Modèle géométrique direct et inverse du robot Delta

















	Les modèles géométriques direct et inverse que nous allons présenter sont ceux de Codourey et Clavel [Cod1][Cla1]. 

A.1 Modèle géométrique inverse [Cod1]

	Le but du modèle géométrique inverse est de calculer les angles (α1, α2, α3) en connaissant la position (x0, y0, z0) de la nacelle. En travaillant dans les repères Ri, on peut calculer chacun des angles α indépendamment. Dans le repère Ri, la position de la nacelle est donnée par la relation:  



	Les avant-bras décrivent depuis la position Bi = (x0, y0, z0) de la nacelle dans le repère Ri une sphère de rayon LB, ce qui nous donne l’équation (A.1). Le bras, centré en (R, 0, 0) décrit un cercle de rayon LA (équation (A.2)). Le point d’intersection entre la sphère (A.1) et le cercle (A.2) se trouve dans le plan y = 0 (équation (A.3)). 

 (
α
i
z
i
x
i
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C
i
B
i
||
B
i
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i
||=L
B
A
i
O
i
)

















Figure A.1 Bras et avant-bras dans le repère Ri

	On obtient ainsi un système de 3 équations à 3 inconnues permettant de calculer les coordonnées du point Ci (Figure A.1): 

	(x - x0)2 + (y – y0)2 + (z – z0)2 = LB2	(A.1)

	(x – R)2 + z2 = LA2	(A.2)

	y = 0 	(A.3)

	On peut résoudre ce système d’équation en remplaçant (A.3) dans (A.1), puis en effectuant la soustraction de cette nouvelle équation avec (A.2). Ceci nous donne:

	x(2x0 – 2R) + 2z0z = LA2 – LB2 – R2 + x02 + y02 + z02	(A.4)

En posant: A = LA2 – LB2 – R2 + x02 + y02 + z02

et 	  B = 2x0 – 2R

on trouve:

			(A.5)

En remplaçant dans (A.2), on trouve, après quelques opérations:

	 		(A.6)



avec: a = 4z02 + B2

	b = 4Rz02 + AB

	c = A2 + 4R2z02 – 4z02LA2

	On vérifie que a ne passe jamais par zéro. Et si on veut rester dans le volume de travail, z0 n’est jamais égal à zéro, et ainsi, a est toujours positif.

	Les équations (A.6) et (A.5) nous donnent le point d’intersection de la sphère avec le cercle, c'est-à-dire la position du coude Ci dans le repère Ri. Dans l’équation (A.6), seule la solution avec le signe positif est retenue, car elle seule donne un résultat compris dans le volume de travail du robot.

	Ainsi, on trouve pour α (défini positif vers le bas): 

			(A.7)

A.2 Modèle géométrique direct [Cla1]

	Le modèle géométrique direct est celui de Clavel [Cla1] et a été repris par Codourey [Cod1].

En  posant:

Di = -LB2 + LA2 + R2 + 2RLAcos αi

Ei = 2(R + LAcosαi) cos θi

Fi = 2LAsin αi

H1 = E1G2 – E1G3 – E2G1 + E2G3 + E3G1 – E3G2

H2 = -E1F2 + E1F3 + E2F1 – E2F3 – E3F1 + E3F2

H3 = -E1D2 + E1D3 + E2D1 – E2D3 – E3D1 + E3D2

H4 = F1D2 – F1D3 – F2D1 + F2D3 + F3D1 – F3D2

H5 = - F1G2 + F1G3 + F2G1 – F2G3 – F3G1 + F3G2

alors:

			(A.8)

			(A.9)

et:

		(A.10)



avec:

		(A.11)

			(A.12)

		(A.13)

	On choisit la solution avec le signe moins pour l’équation (A.10).
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Valeurs singulières, norme H2 et norme H∞

		







B.1 Valeurs singulières

	Les valeurs singulières σi d’une matrice A Є Cmxn, de rang r, sont les racines carrées des valeurs propres de A*A, ordonnées de sorte que σ1 ≥ σ2 ≥ …….≥σn :

			(B.1)

 où: [ . ]* est le transposé conjugué.

Si r < n, alors, il ya n-r valeurs singulières réelles, c.a.d: σr+1 =  σr+2 = ………. σn.

	Il existe deux matrices unitaires U Є Cmxm, V Є Cnxn et une matrice Σ Є Rmxn tel que:

			(B.2)

où Σr = diag (σ1, σ2, ………σn). Ceci est appelé la décomposition en valeurs singulières (SVD) de la matrice A. La plus grande valeur singulière σ1 est noté généralement:

		(B.3)

Si A est une matrice carré nxn, alors la nème valeur singulière (c.à.d., la plus petite valeur singulière) est noté:

	 		(B.4)

Quelques propriétés utiles des valeurs singulières

a)  

b) si A-1 existe,  

c) si A-1 existe, 

d) 

e) 

f) 

g) 

h) 

i) 

j) 

B.2 Normes H2 et norme H∞

	Pour une fonction de transfert G(s) Є Cmxn, stable, la norme H2 et la norme H∞ en termes de valeurs singulières σi(jω) de G(jω) dépendent de la fréquence: 	

Norme H2:

			(B.5)



Norme H∞:

			(B.6)
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Résolution du problème H∞ standard  

















C –1 Formulation du problème:

	Soit le système linéaire décrit par l’équation d’état suivante:



		(C.1)

		(C.2)

		(C.3)



avec;

u1(t) Є Rm1 : est le vecteur des entrées de perturbation,

u2(t) Є Rm2 : est le vecteur des entrées de commande,

y1(t) Є Rp1 : est le vecteur des erreurs,

y2(t) Є Rp2 : est le vecteur des observations,

x(t) Є Rn     : est le vecteur d’état.



La fonction de transfert est définie comme suit





 





		(C.4)



Hypothèses :

La résolution du problème, par la méthode de Glover-Doyle [Glo2] n’est possible que sous les cinq hypothèses suivantes :

· H1 : (A,B2) est stabilisable, (C2, A) et  (C1, A) sont détectables

· H2 : rang(D12) = m2 et rang (D21) = p2, (p1 ≥ m2, D12 = P12(∞), m1≥p2, D21 = P21(∞)).

· H3 : 

·  (
p
1
-m
2
)H4 : 

·  (
p
2
) (
m
1
-p
2
) (
m
2
)H5 : 



		Pour un contrôleur linéaire avec la fonction de transfert K(s) connecté de y2 à u2, la fonction de transfert de u1 vers y1 est la transformation fractionnaire basse :

		(C.5)

	L’algorithme de Glover-Doyle donne une paramétrisation dans l’espace d’état de tous les contrôleurs stabilisants K vérifiant la condition de norme suivante:

			(C.6)

pour un γ préspécifié.  

C -2 Caractérisation de toutes les solutions: 

	Dans cette section, on donne une caractérisation dans l’espace d’état de tous les contrôleurs stabilisants K(s) vérifiant la condition de norme (C.6).

	Définissons:

			(C.7)

où, D1.= [D11 D12]

			(C.8)

où, 

Soit, X∞ et Y∞ les solutions des équations de Riccati suivantes:

		(C.10)

		(C.11)

Définissons alors:

			(C.12)

		(C.13)

 (
  C
1
) (
  C
1
) (
(p
1
-m
2
)
)	

Théorème C.1

	Pour que le système décrit par (C.1)à (C.3) et satisfaisant les hypothèses (H1) à (H5):

a) Il existe un contrôleur K stabilisant le système intérieurement de sorte que (C.6) soit vérifiée ssi:

(i)  et

(ii) Il existe  satisfaisant respectivement (C.10) et (C.11) et tel que: .



b) Si toutes les conditions de (a) sont vérifiées, alors les contrôleurs K stables intérieurement et satisfaisants la condition (C.6) sont donnés par: 



	K = T(J,Q)	(C.14)



T étant la transformation fractionnaire basse entre J et Q. Pour  un Q Є RH∞ arbitraire et tel que:



	 	(C.15)

et,

		(C.16)



		(C.17)



 Є Rm2 x m2 et  Rp2 x p2 sont des matrices tels que:



		(C.18)



		(C.19)

et,

		(C.20)



		(C.21)



		(C.22)



		(C.23)



		(C.24)

où,

			(C.25)
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Chapitre 4

Chapitre 4: Commande robuste du robot Delta

Chapitre 4







Commande robuste du robot Delta 

	Ce chapitre présente la synthèse et l’implémentation de la commande robuste H∞ pour le robot Delta à trois degrés de liberté. Les performances obtenues par ce contrôleur sont comparées à celles des autres contrôleurs classiques utilisés en robotique  [Rac1], [Rac2], [Rac3], [Rac4]. Le contrôleur H∞ est synthétisé par l’approche de sensibilité mixte où la matrice de sensibilité S et la matrice de sensibilité complémentaire T sont prises en compte. Le modèle linéaire du robot Delta obtenu par linéarisation tangentielle autour d’un point de fonctionnement, développé au chapitre 2, est augmenté par les matrices de pondération fréquentielle. Les paramètres de ces dernières sont graduellement ajustés dans le but d’élargir le maximum possible la bande passante du système bouclé; c'est-à-dire pour avoir les meilleures performances tout en préservant la stabilité robuste du système en boucle fermée. 

Le contrôleur H∞ est synthétisé sur la base de l’algorithme de Glover-Doyle. Le contrôleur synthétisé H∞, élargissant le maximum possible la bande passante est implémenté dans le schéma de commande du robot Delta représenté par son modèle sous SimMechanics. Deux schémas de commande sont envisagés; sans et avec l’incorporation du modèle dynamique inverse du robot (couple a priori). Pour le premier cas, les résultats de simulations obtenus sont comparés à ceux d’un autre contrôleur linéaire non robuste H2 et à un contrôleur classique PID.  Dans le second cas, le contrôleur H∞ utilisé avec le couple a priori est comparé a deux autre stratégies, classiquement utilisées en robotique et qui incorporent le MDI dans leurs schémas de commande, il s’agit de la commande PD avec couple a priori et la commande par découplage non linéaire (Commande dynamique). 

  

Sommaire       

4.1 Introduction

4.2 Synthèse d’une commande PID

4.3 Synthèse d’une commande PD avec incorporation du MDI du robot (Couple a priori: Γa) 

4.4 Synthèse d’une commande par découplage non linéaire (Commande Dynamique)

4.5 Synthèse des contrôleurs linéaires centralisés: Commande robuste H∞ et commande H2

4.6 Implémentation des lois de commande et simulation

4.7 Conclusion

4.1 Introduction

		Dans le but de synthétiser un contrôleur H∞ pour le robot Delta par l’approche de sensibilité mixte, un modèle dynamique linéaire tangent autour d’un point de fonctionnement a été développé dans le chapitre 2. Le point de fonctionnent a été choisi sur l’axe z,  à une hauteur (z = -0.395m), c'est-à-dire au milieu du cylindre représentant l’espace de travail du robot. En effet, l’analyse dynamique présentée précédemment a montré que les non linéarités et l’effet de couplage dans cette zone sont moins importants. 

		La synthèse d’un contrôleur H∞ par l’approche de sensibilité mixte, présenté au chapitre 3, nécessite un choix judicieux des matrices de pondération fréquentielle, car ces dernières permettent de réaliser le meilleur compromis entre les spécifications de robustesse et de performance.

		Dans ce chapitre, un contrôleur H∞ est synthétisé et implémenté dans le schéma de commande du robot Delta représenté par son modèle sous Simmechanics. Les différentes étapes de synthèse sont explicitées et nous présenterons notre approche pour sélectionner les paramètres de synthèse du contrôleur en se basant sur une analyse fréquentielle des matrices de pondération.    

		Dans le but d’analyser les performances et la robustesse de la commande H∞ sur le robot Delta, nous allons la comparer aux différentes méthodes classiques utilisées en robotique [Rac1][Rac2][Rac3][Rac4].

		Tout d’abord, les deux commandes linéaires robustes H∞ et H2 sont comparées à la commande classique décentralisée PID largement utilisée dans le domaine industriel. Le but, est de comparer les performances de ces différentes lois de commandes de position qui n’incorporent pas le modèle dynamique inverse du robot dans leurs schémas de commande. Pour cela, deux trajectoires de référence définies dans l’espace opérationnel du robot sont utilisées pour la prise et dépose; une trajectoire rectangulaire point à point avec une vitesse de transition nulle aux points de transition et une demi-ellipse avec un profil de position parabolique et les différentes trajectoires sont utilisées à différentes dynamiques.

		Dans une seconde phase, et dans le but d’améliorer les performances du contrôleur H∞, il est utilisé en association avec l’a priori du couple, c'est-à-dire, on incorpore dans le schéma de commande H∞, le modèle dynamique inverse du robot Delta. En effet, cette méthode a déjà été utilisée par J. De Cuyper et al. dans [Cuy1][Cuy2] pour améliorer les performances de poursuite d’un banc d’essai d’automobile. L’analyse de la stabilité et de la convergence en boucle fermée a été démontrée. 

		Les performances et la robustesse du contrôleur H∞, utilisé en association avec le couple a priori, sont comparées à celles des deux contrôleurs classiques basés modèles; la commande par découplage non linéaire (commande dynamique) et le contrôleur PD avec couple a priori. Une demi-ellipse à différentes cadences est utilisée comme trajectoire de référence dans l’espace opérationnel. 

4.2 Synthèse d’une commande PID 

	Les commandes de type PID sont implantées dans tous les contrôleurs de robots industriels actuels. Le système est considéré comme un système linéaire et chacune de ses articulations est asservie par une commande décentralisée de type PID à gains constants [Viv1][Viv2]. Le schéma de commande est représenté par la Figure 4.1.

	  		(4.1)

où  et  représentent les positions et vitesses courantes dans l'espace articulaire,  et  les positions et vitesses désirées et Kp , Kv et Ki sont des matrices diagonales définies positives, de dimension (n x n), représentant les gains proportionnels Kpi , dérivés Kvi et intégraux Kii de chaque articulation i.
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Figure 4.1 Contrôleur PID

	La solution la plus courante en robotique consiste à choisir les gains de façon à obtenir un pôle triple réel négatif, ce qui donne une réponse la plus rapide possible sans oscillations. On en déduit alors les valeurs de gains de l'articulation i [Kha]:

Kpi = 3aii ωi2; Kvi = 3aii ωi; Kii = aii ωii3,     i = 1..3.

ωi : une pulsation choisie inférieure à la fréquence de résonnance  ωri

aii =Aiimax  désigne la valeur maximale de l'élément Aii de la matrice d'inertie du robot.

4.3 Synthèse d’une commande PD avec incorporation du MDI du robot (Couple a priori: Γa) 

	Pour le cas du robot Delta, les mouvements sont très rapides et précis, il est donc nécessaire de concevoir un contrôleur plus complexe prenant en considération les forces d’interaction dynamiques.  L’idée est d’utiliser le modèle dynamique complet du robot comme commande à priori [Kel] [Rey-F][Cod1]. Le modèle dynamique inverse permet de calculer les couples nécessaires à chaque articulation pour suivre la trajectoire désirée. Le modèle dynamique inverse est utilisé en association avec une boucle de contre réaction constituée de n régulateurs Proportionnels Dérivés (PD) indépendants. Le schéma de commande est illustré par la Figure 4.2. 
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Figure 4.2 Commande PD avec couple a priori.

	D’après la Figure 4.2, la commande u appliquée au robot est donnée par l’expression suivante:

			(4.2)

Où Kp et Kv sont les matrices diagonales des gains de contre-réaction et  est le couple a priori (modèle dynamique inverse du robot). 

	Dans le chapitre 2, nous avons développé un modèle dynamique inverse du robot Delta qui ne dépend que des variables articulaires, il est déterminé par l’expression suivante: 

	 		(4.3)

Afin de pouvoir synthétiser un contrôleur PD avec couple a priori, selon la méthode de Kelly et al. [Kel]  et Reyes et al. [Rey-F], l’équation (4.3) doit être mise sous la forme suivante:

	  	(4.4)

avec,

		(4.5)

		(4.6)

		(4.7)

	Le couple a priori Γa est calculé en fonction du mouvement désiré dans le domaine articulaire. A partir de l’équation (4.4), on peut écrire:

		(4.8)

où, ,  et  sont respectivement les positions, vitesses et accélérations désirées dans l’espace articulaire.

L’équation (4.2) devient alors:

	 	(4.9)

	L’analyse de la stabilité de l’équation (4.9) a été illustrée dans [Kel]. En résumé, sous la condition que le modèle dynamique du robot est exact, et si les matrices symétriques définies positives Kp et Kd sont sélectionnées de sorte que:

		(4.10)

		(4.11)

alors l’erreur de position () s’annule asymptotiquement dans un sens local, c'est-à-dire, , au moins pour des erreurs de position et de vitesse initiales suffisamment petites.

avec,

· λm(A) et  λM(A): représentent respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre d’une matrice symétrique définie positive bornée A(x), pour tout x Є Rn. La norme d’un vecteur x est définie comme : . 

	,   	(4.12)

	, 	(4.13)

	, 	(4.14)

			(4.15)

· n :étant le nombre de degré de liberté du robot. 

· Aij(α) est l’élément-ij de la matrice A(α), Ckij(α) est le symbole ijk de Christoffel et gi(α) est l’élément i du vecteur g(α).

4.4 Synthèse d’une Commande par découplage non linéaire (Commande Dynamique) 

	La commande par découplage non linéaire connue aussi sous le nom de commande dynamique est basée  sur l’utilisation du modèle dynamique inverse du robot de façon à prendre en compte les forces d'interaction dynamique du mécanisme, ce qui fait de cette stratégie une méthodologie intéressante pour les applications en robotique où la précision et la rapidité sont des caractéristiques importantes à respecter.  Elle assure le découplage et la linéarisation des équations du modèle ayant pour effet une réponse uniforme quelle que soit la configuration du robot. 

L’implémentation de cette méthode exige le calcul du modèle dynamique en ligne ce qui nécessite un temps de calcul important pour la commande.

Cette approche est basée sur la transformation par retour d’état du problème de commande d’un système non linéaire en un problème de commande d’un système linéaire. Dans le cas de robots manipulateurs rigides, l’élaboration d’une loi de commande qui linéarise et découple les équations est simplifiée par le fait que le nombre d’actionneurs est en général égal au nombre de variables articulaires et que le modèle dont on dispose est un modèle inverse qui exprime l’entrée   du système en fonction du vecteur d’état ( ) et de .

A partir de l’équation (4.3), les équations dynamiques non linéaires du robot peuvent être exprimées comme suit : 

	 		(4.16)



 A(α) =  ; est la matrice d’inertie du robot Delta et,

		(4.17)

 Soit   et , les estimations respectives de A et H, si on choisit une commande tel que :

		(4.18)

Si modèle est supposé parfait, le système est commandé par l’équation:

		(4.19)

	où, w est le nouveau vecteur d’entré de commande. Le problème se réduit donc au schéma de commande classique de la dynamique inverse de n systèmes linéaires, invariants, découplé et de second ordre  (double intégrateurs).

	Si le mouvement désiré est complètement spécifié, le vecteur w(t) est calculé selon l’équation suivante: 

	 	(4.20)

où, ,  et  sont respectivement les positions, vitesse et accélération désirées dans l’espace articulaire et Kp et Kd sont des matrices diagonales définies positives de dimension (nxn).

	Figure 4.3 montre le schéma de commande de la commande dynamique dans le cas d’un mouvement complètement spécifié. 
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Figure 4.3: Commande dynamique pour un mouvement complètement spécifié

· Xd: représente les coordonnées de la trajectoire désirée dans l’espace cartésien. Le modèle géométrique inverse donne les coordonnées de la trajectoire désirée dans l’espace articulaire.

· Les gains Kpi et Kdi sont choisis pour imposer à l’erreur de l’axe i la dynamique désirée d’amortissement ζi (choisi généralement égal à 1 pour avoir une réponse sans dépassement) et de pulsation ωi quelle que soit la configuration du robot, selon les équations [Kha]:

 Kpi = ωi2 ; Kdi = 2 ζi ωi   ,     i = 1..3.  

4.5 Synthèse des contrôleurs linéaires centralisés: Commande robuste H∞ et commande H2 

4.5.1 Contrôleur robuste H∞

	Pour synthétiser un contrôleur H∞ pour le robot Delta, par la méthode de sensibilité mixte, nous procédons comme suit:  

· Le modèle linéaire tangent (A, B, C, D), développé dans le chapitre 2, est augmenté par les matrices poids W1 et W3 sélectionnés de façon à obtenir les meilleures performances et robustesse. 

· Un programme (Hinf_synt_Delta.m) est développé dans Matlab pour synthétiser le contrôleur H∞, il utilise l’algorithme de Glover-Doyle général présenté dans l’annexe C. 

· Le contrôleur H∞ synthétisé (Ac, Bc, Cc, Dc) est implémenté dans le schéma de commande du robot Delta représenté par son modèle sous SimMechanics. 



4.5.1.1 Choix des matrices de pondération

	La synthèse du contrôleur H∞ est basée sur le modèle linéaire du procédé, utilisant le principe de sensibilité mixte où les matrices de sensibilité S et de sensibilité complémentaires T sont prises en compte. Les amplitudes de et  représentent les bornes limites supérieures désirées des valeurs singulières maximales de S et T. Donc, le compromis robustesse/performance est réalisé par un choix judicieux de  W1 et W3.       

	Pour que l’erreur de suivi de trajectoire soit basse, S doit être mis petit aux basses fréquences, ce qui veut dire que chaque composante de W1(s) doit être un filtre passe-bas [Jau]. En choisissant le même poids sur chaque composante: , avec:



		(4.21)

tel que: (a > b) et (K > ). Cette fonction a un gain de -3dB à la pulsation: 

		(4.22)

Il faut noter que plus a est plus grand que b et K petit, plus la bande passante est large. 

Avec :  , nous avons donc:	

		(4.23)

Le choix de cette fonction poids est crucial pour notre synthèse car il est directement lié aux choix des performances suivantes : 

Marge de module de M = (1/K), 

Erreur statique de ε = (Kb /a) 

 Bande passante: 

		(4.24)

	Dans le but d’obtenir une large bande passante B en boucle fermée (c'est-à-dire un meilleur temps de réponse), ωc doit être fixée aussi large que possible.

	La matrice de fonction W3(s) exige au gain de transfert T de décroitre en hautes fréquences avec une certaine pente (roll off). En effet, dans cette zone de fréquence le modèle d’incertitude est large. Une descente rapide du gain en hautes fréquences (-40dB/decade au moins) assure une certaine robustesse vis-à-vis des dynamiques négligées.  

En choisissant, le même poids à chaque composante: W3(s) = W33(s)I et:   

	 	(4.25)

Le gain de transfert de T décroit en hautes fréquences avec un roll off de (-40dB/decade).

La fonction (1/W33) a un gain de -3 dB à la pulsation   . Il est à noter que plus k est grand plus large est la bande passante. Avec:, nous avons alors:

		(4.26)

A cause de l’inégalité (4.26), la bande passante B du gain de transfert de T doit satisfaire cette condition:

		(4.27)

A cause de la complémentarité de S et T (S+T=I), la bande passante B du système en boucle fermée doit satisfaire les deux inégalités (4.24) et (4.27) et ceci conduit à:   

		(4.28)

		Comme nous l’avons noté précédemment, ωc et ωT doivent être aussi larges que possible. Donc, durant la synthèse du contrôleur H∞, nous devons agir sur les paramètres a, b, K et k des fonctions poids W11 et W33 pour élargir le maximum possible la bande passante du système en boucle fermée tout en préservant la stabilité robuste. Pour des raisons de sécurité, la synthèse du contrôleur commence avec des performances modérées, ce qui évite une réaction forte du robotErreur ! Source du renvoi introuvable.. Par la suite, les performances seront progressivement serrées en élargissant graduellement la bande passante de la boucle fermée. 

	4.5.1.2 Schéma de commande H∞ centralisé sans incorporation du couple a priori

		A partir du modèle linéaire tangent (A, B, C) du robot Delta et des matrices poids W1 et W3, nous développons, un programme Matlab (Hinf_synt_Delta.m) qui calcule les paramètres (Ac, Bc, Cc, Dc) du contrôleur KH∞ synthétisé dans l’espace d’état. Le programme vérifie la stabilité du contrôleur et du système en boucle fermée en calculant leurs valeurs propres. Le tracé des valeurs singulières de S et T avec leurs fonctions poids respectives 1/W11 et 1/W33 montrent si les spécifications de robustesse et de performance sont réalisées. Le contrôleur synthétisé KH∞ obtenu est implémenté dans le schéma de commande centralisé représenté par la Figure 4.4. 

[image: ]

Figure 4.4: Schéma de commande H∞ centralisée

Xd: représente la trajectoire désirée dans l’espace opérationnel. Le modèle géométrique inverse (IGM) donne les coordonnées articulaires désirées correspondantes

4.5.1.2 Schéma de commande H∞ avec couple a priori Γa

		Pour le schéma de commande H∞ avec l’a priori du couple, on remplace  par le couple a priori Γa, le schéma de commande obtenu est représenté par la Figure 4.5:  

[image: ]

Figure 4.5 Schéma de commande H∞ avec couple à priori Γa

La commande totale est 

	u = ũ + Γa	(4.29)

ũ: représente la sortie du contrôleur H∞.

4.5.2 Synthèse du contrôleur centralisé H2

		Les étapes de synthèse du contrôleur H2 pour le robot Delta sont identiques à celles de la commande H∞. Seulement, pour la résolution du problème standard, on utilise l’algorithme H2 (LQG), présenté au chapitre 3. Le schéma de commande est le même que celui de H∞, représenté par la Figure 4.4, on remplace KH∞ par KH2.      

4.6 Implémentation des lois de commande et simulation

4.6.1 Introduction

	Dans le but d’analyser les performances et la robustesse de la commande robuste H∞ sur le robot rapide parallèle Delta à entraînement direct disponible au Laboratoire de Robotique de l’EPFL, elle a été comparée aux différentes lois de commande classiques, présentées précédemment. Cette évaluation a été effectuée avec des trajectoires cartésiennes complexes très utilisées en industrie pour la prise et dépose, telles que la demi-ellipse et la trajectoire rectangulaire.    

 	Dans un premier temps, nous avons considéré les schémas de commande qui n’incorporent pas le modèle dynamique inverse du robot, c'est-à-dire sans l’a priori du couple. Donc, le contrôleur H∞ a été comparé uniquement au contrôleur classique PID sans l’a priori du couple et au contrôleur linéaire H2.  

	Dans une seconde phase, on incorpore le modèle dynamique inverse dans le schéma de commande du robot Delta. Le but recherché est d’améliorer les performances du contrôleur robuste H∞. Dans cette étape, la commande H∞ utilisée avec l’a priori du couple est comparée à la commande PD avec couple a priori et à la commande par découplage non linéaire (commande dynamique), car ces deux dernières incorporent le modèle dynamique inverse du robot (couple a priori) dans leurs schémas de commande. Nous n’avons pas considérée dans cette étape, un contrôleur H2 avec couple a priori car les performances obtenues par ce dernier sont très inferieures à celles du H∞.

	Les valeurs de paramètres des contrôleurs ont été réglées selon les formules présentées précédemment. Les lois de commande ont été testées en simulation dans l'environnement Matlab/Simulink. Ces essais en simulation ont permis de déterminer une première approximation du réglage des différents paramètres des contrôleurs.







4.6.2 Comparaison des performances des contrôleurs utilisés sans le couple a priori

Les performances de H∞, H2 et PID sont comparées successivement sur une trajectoire de prise et dépose rectangulaire constituée de trois segments de droite puis sur une demi-ellipse avec un profil de position parabolique.

4.6.2.1 Réglage du PID

	La fréquence de résonnance est évaluée à environ (60rad/sec), ωi est choisie à (50rad/sec). Aussi am = 0.03 N.m/s2. Les valeurs des gains du  PID obtenus sont ajustées dans un premier temps lors de la phase de simulation puis un deuxième réglage est effectué pendant les essais expérimentaux. On trouve alors: 

Kpi = 3am ωi2= 225;

	Kvi = 3am ωi = 4.5;	 

Kii = am ωii3 = 3750.

4.6.2.2 Réglage du contrôleur H∞	

		Les fonctions de pondération utilisées pour la synthèse du contrôleur H∞ sont celles qui conduisent à la plus petite erreur de suivi de trajectoire tout en préservant la stabilité robuste  du système en boucle fermée. Elles ont été obtenues par simulation puis ajustées lors des tests réels (expérimentaux). Cette partie sera détaillée dans le prochain chapitre qui présente les résultats expérimentaux.  

		Les fonctions de pondérations utilisées pour la synthèse du contrôleur H sont donc:





		En effet, ces fonctions de pondération  permettent d’élargir la bande passante de la boucle fermée jusqu’à  390rad/sec. On ne peut aller au-delà de cette bande car on risque une réaction brusque du  robot [Rac5].

4.6.2.3 Réglage du contrôleur H2

		Les meilleures performances du contrôleur H2 ont été obtenues avec les mêmes fonctions de pondération que celles de la commande H∞. 

4.6.2.4 Trajectoire rectangulaire

Deux dynamiques de mouvement sont considérées:   

· Une trajectoire avec un temps de parcours de 0.5s;

· Une trajectoire avec un temps de parcours 0.28s.

a) Trajectoire rectangulaire à 0.5s

	Pour la trajectoire avec un temps de parcours de 0.5s. Les résultats de simulation sont représentés de la Figure 4.6 à la Figure 4. 8. 





Figure 4.6 Suivi de trajectoire pour les trois commandes (Temps de parcours=0.5s)





Figure 4.7 Erreurs de poursuite pour les trois commandes (Temps de parcours =0.5s)





	(a)		(b)





(c)

Figure 4.8 Entrées de commande  (a): Commande H2 ; (b): Commande PID ; (c): Commande H∞ 

(Temps de parcours=0.5s)

b) Trajectoire rectangulaire à 0.28s

	On augmente la dynamique du mouvement jusqu’à ce qu’on atteigne un temps de parcours de 0.28s, on obtient les résultats de simulation suivants:





  

Figure 4.9 Suivi de trajectoire pour les trois commandes (Temps de parcours=0.28s)





Figure 4.10 Erreurs de poursuite pour les trois commandes (Temps de parcours=0.28s)





 

	(a)		(b)





(c)

Figure 4.11 Entrées de commande  (a): Commande H2 ; (b): Commande PID ; (c): Commande H∞

(Temps de parcours=0.28s)

 	D’après les résultats de simulation obtenus, nous pouvons remarquer que l’erreur de suivi de la trajectoire pour la commande H∞ est nettement plus petite que celles des deux autres commandes; H2 et PID. On peut constater aussi que les couples de commande sollicités pour la commande H∞ sont moins importants que ceux des deux autres. Pour la commande H2, on remarque que la commande entre 0.3s et 0.5s est bruitée et très oscillatoire ce qui peut être très néfaste pour les actionneurs.

	Pour les trois commandes, on peut aussi remarquer une dégradation importante des performances quand la dynamique du mouvement est augmentée [Rac1]. Les couples sollicités atteignent la saturation (20N.m) et l’erreur de poursuite augmente considérablement. Sachant que les opérations de prise et dépose nécessitent des dynamiques élevées tout en préservant la précision, on peut dire que la trajectoire rectangulaire point à point n’est pas très adaptée pour les opérations de prise et dépose. 

4.6.2.5 Trajectoire demi-ellipse 

	Pour pallier au problème précédent, nous allons tester un autre type de trajectoire très utilisée en robotique pour la prise et dépose; il s’agit d’une demi-ellipse avec un profil de position parabolique.  On considère deux dynamiques de mouvement:

· Une trajectoire avec une accélération de 5G et une vitesse de 0.65m/s ce qui correspond à un temps de parcours de 0.5s;

· Une trajectoire avec une accélération de 12G et une vitesse de 1m/s ce qui correspond à un temps de parcours de 0.28s;

Les résultats de simulation sont représentés de la Figure 4.12 à la Figure 4.17.

a) Demi-ellipse à 5G et 0.65m/s







Figure 4.12 Suivi de trajectoire pour les trois commandes (Acc.= 5G, vitesse = 0.65m/s)





Figure 4.13 Erreurs de poursuite pour les trois commandes (Acc.= 5G, vitesse = 0.65m/s)





	(a)	(b)





(c)

Fig. 4.14 Entrées de commande  (a): Commande H2 ; (b): Commande PID ; (c): Commande H∞ 

(Acc. =5G, vitesse = 0.65m/s)

b) Demi-ellipse à 12G et 1m/s







Figure 4.15 Suivi de trajectoire pour les trois commandes (Acc.= 12G, vitesse = 1 m/s)





Figure 4.16 Erreurs de poursuite pour les trois commandes (Acc.= 12G, vitesse = 1m/s)







(a) (b)





(c)

Figure 4.17 Entrées de commande  (a): Commande H2 ; (b): Commande PID ; (c): Commande H∞

(Acc. =12G, vitesse = 1m/s)

4.6.2.6 Analyse quantitative des résultats

	Pour la trajectoire demi-ellipse et pour les deux dynamiques de mouvements utilisés, on peut constater une amélioration importante des performances des trois commandes  par rapport aux performances obtenues pour une trajectoire rectangulaire. L’erreur de suivi de trajectoire est plus petite et les couples de commandes sont moins importants. Ceci est évident car la distance du trajet pour la demi-ellipse est plus courte.  

	On peut aussi remarquer que les performances de H∞ restent supérieures à celles des deux autres commandes. Les résultats de simulation obtenus dans cette section sont résumés dans le Tableau 4.1.

	Le tableau ci-dessous montre bien que l’erreur max et l’erreur de fin de positionnement de H∞ sont nettement plus petites que celles des deux autres commandes. L’erreur de poursuite maximale et l’erreur de fin de positionnement de H∞ sont plus petites que celles de H2 et de PID, dans tous les cas de figures présentés. Et on sait que dans les opérations de prise et dépose en robotique, ces erreurs doivent être minimisées au maximum pour obtenir la précision désirée. On peut par contre noter que le RMS de PID pour la trajectoire demi-ellipse de 12G et à la vitesse 1m/s est plus petit que celui de H∞.



Tableau 4.1: Comparaison des performances des commandes H∞, H2 et PID sans l’à priori du couple 

		Commandes

		

		H∞

		H2

		         PID



		Performances

		Err. Max

(mm)

		Err. Pos.

(mm)

		RMS

(mm)

		Err. Max

(mm)

		Err. Pos.

(mm)

		RMS

(mm)

		Err. Max

(mm)

		Err. Pos.

(mm)

		RMS

(mm)



		5G

0.65m/s

		Traj. Rect.

		2.1

		0.5

		1.15

		3.23

		0.62

		1.81

		3.78

		3.03

		1.17



		

		Traj. Demi-ellipse

		1.33

		0.5

		0.88

		2.1

		0.74

		1.38

		2.42

		0.74

		0.7



		12G

1m/s

		Traj. Rect.

		5.78

		1.78

		2.64

		8.07

		2.42

		3.8

		9.69

		4

		3.6



		

		Traj. Demi-ellipse

		2.09

		1.29

		1.58

		3.77

		1.91

		3.03

		3.87

		1.62

		1.38





	Pour la commande H2 les résultats de simulation sont beaucoup moins satisfaisants que ceux de H∞ [Rac2]. L’erreur maximale et le RMS sont très importants. Ce résultat est prévisible, car n’oublions pas que cette commande est conçue principalement pour minimiser l’erreur moyenne des entrées de perturbation du système vers les sorties à contrôler et ne prend pas en considération les variations des paramètres du système.

	On peut constater aussi que les résultats de simulation obtenus pour la trajectoire rectangulaire point à point sont moins satisfaisants que ceux de la demi-ellipse, pour les trois commandes considérées. Les couples d’entrée sont plus importants et atteignent la saturation pour une la trajectoire avec un temps de parcours de 0.28s. Ceci se comprend aisément, car le trajet est plus long et les accélérations obtenues sont plus grandes que celles de la trajectoire de demi-ellipse. Ceci explique pourquoi les trajectoires  demi-ellipse sont plus intéressantes pour les opérations de prise et dépose; elles sont exécutées en un temps plus petit et produisent des erreurs dynamiques  plus petites [Rac1].   

4.6.2.7 Conclusion

	Les résultats de simulation présentés dans cette section montrent que la commande H∞, implémenté sur le robot Delta sans l’incorporation du modèle dynamique inverse, présente de meilleures performances que la commande classique décentralisée PID, très utilisée dans les robots industriels. Aussi, comme c’était prévu, lors de la synthèse de la commande H2, les résultats de simulation de cette dernière sont beaucoup moins satisfaisants que ceux de H∞, vu les simplifications considérées sur le modèle augmenté et le critère de minimisation utilisé. 

	L’augmentation de la dynamique du mouvement a montré une dégradation des performances de la commande H∞, utilisé sans l’incorporation du MDI du robot. Au delà d’une accélération de 12 G et une vitesse de 1m/s, l’erreur maximale de suivi de trajectoire et l’erreur de fin de positionnement deviennent très importantes, ce qui n’est pas toléré pour les opérations de prise et dépose. Donc l’incorporation du MDI dans le schéma de commande du robot devient nécessaire, car il permet de calculer les couples nécessaires à chaque articulation pour suivre la trajectoire désirée.

4.6.3 Synthèse des lois de commande avec l’a priori du couple Γa

4.6.3.1 Introduction		

		Dans le but d’améliorer les performances de la commande H∞, implémenté sur le robot Delta, il est nécessaire d’incorporer le MDI, c'est-à-dire le couple a priori Γa, dans son schéma de commande. En effet, ce dernier a pour rôle de déplacer le point de fonctionnement du contrôleur, de façon non linéaire, et de considérer localement le système comme linéaire et découplé [Cod1].

		Le contrôleur ainsi obtenu est comparé aux deux contrôleurs classiques basés modèles présentés précédemment: le contrôleur PD avec couple a priori et le contrôleur par découplage non linéaire [Rac3][Rac4].

		La trajectoire de référence utilisée est la demi-ellipse puisque elle donne de meilleures performances que la trajectoire rectangulaire.

		L’objectif visé est d’atteindre des dynamiques très élevées, jusqu’à trois allés retour de la nacelle par seconde ce qui revient à un temps de parcours de 0.153s tout en préservant des performances satisfaisantes. 

4.6.3.2 Réglage du contrôleur PD avec couple a priori

		Pour calculer les paramètres du contrôleur PD avec a priori du couple, nous suivons la procédure de synthèse indiquée dans le paragraphe 4.3. 

1-  Calculons les paramètres de synthèse: , ,  et  en utilisant les équations (4.12) à (4.15) du paragraphe 4.3.

		En utilisant les valeurs numériques du Tableau 2.1 du chapitre 2, on trouve:

kA = 0.06:            kC1 = 0.36

kC2 = 1.08:          kg = 1.8

λM (A) = 0.025

2-  Utilisons les deux équations (4.10) et (4.11) pour calculer les paramètres du contrôleur Kp et Kd:  

Pour la trajectoire de référence désirée,

et .

		On trouve finalement:





3-  Les paramètres du contrôleur sont ajustés par simulation et deviennent: 

Kp = diag{500, 500 , 500}

Kd = diag{4.4, 4.4, 4.4}.

	4.6.3.3 Réglage du contrôleur par découplage non linéaire 

		La procédure de synthèse et le schéma de commande sont indiqués dans le paragraphe 4.4. Les valeurs à choisir pour régler la commande par découplage non linéaire sont la pulsation ωj et le facteur d'amortissement ξj. Pour ωj = 50 rad/s et le facteur ξj égal à 1 pour éviter des dépassements et selon les deux équations suivantes:

Kpi = ωi2

Kdi = 2 ζi ωi

Les valeurs du contrôleur sont fixés après avoir été ajustés par simulation à:

Kpi = 10000

Kdi =100.

4.6.3.4 Performances

	Les performances de H∞ en association avec le couple a priori (CA), du contrôleur PD avec CA et de la commande dynamique (CD) sont comparées sur une trajectoire de référence demi-ellipse. La dynamique du mouvement est augmentée graduellement jusqu’à atteindre une accélération de 15G et une vitesse de 2.05m/s, ce qui équivaut à un temps de parcours de 0.153s, c’est à dire cela revient à trois aller-retour de la nacelle par seconde. 

Les Figures 4.18, 4.21 et 4.24 montrent les réponses obtenues avec un zoom sur un secteur de la trajectoire, les Figures 4.19, 4.22 et 4.25 montrent les erreurs de poursuite pour chaque dynamique et les courbes 4.20, 4.23 et 4.26 montrent les couples de commande appliqués au robot.

	Les résultats de simulation obtenus pour les trois dynamiques de mouvement sont résumés dans le Tableau 4.2.

a) Demi-ellipse à 5G et 0.65m/s 







Figure 4.18 Suivi de trajectoire pour les trois commandes (Acc.= 5G, vitesse = 0.65m/s)





Figure 4.19 Erreurs de poursuite pour les trois commandes (Acc.= 5G, vitesse = 0.65m/s)







	(a)	(b)





(c)

Figure 4.20 Entrées de commande  (a): Commande Dynamique ; (b): Commande PD avec CA; 

(c): Commande H∞ avec CA.  (Acc. =5G, vitesse = 0.65m/s)

b) Demi-ellipse à 12G et 1m/s







Figure 4.21 Suivi de trajectoire pour les trois commandes (Acc.= 12G, vitesse = 1m/s)





Figure 4.22 Erreurs de poursuite pour les trois commandes (Acc.= 12G, vitesse = 1m/s)







	(a)	(b)





(c)

Figure 4.23 Entrées de commande  (a): Commande Dynamique ; (b): Commande PD avec CA; 

(c): Commande H∞ avec CA. (Acc. =12G, vitesse = 1m/s)

c) Demi-ellipse à 15G et 2.05m/s







Figure 4.24 Suivi de trajectoire pour les trois commandes (Acc.= 15G, vitesse = 2.05m/s)




Figure 4.25 Erreurs de poursuite pour les trois commandes (Acc.= 15G, vitesse = 2.05m/s)







	(a)	(b)





(c)

Figure 4.26 Entrées de commande  (a): Commande Dynamique ; (b): Commande PD avec CA; 

(c): Commande H∞ avec CA. (Acc. =15G, vitesse = 2.05m/s)

	Tableau 4.2: Comparaison des performances des commandes CD, H∞ et PD avec couple a priori 

		Commandes

		

		H∞ avec CA

		Commande Dynamique

		         PD avec CA



		Performances

		Err. Max

(mm)

		Err. Pos.

(mm)

		RMS

(mm)

		Err. Max

(mm)

		Err. Pos.

(mm)

		RMS

(mm)

		Err. Max

(mm)

		Err. Pos.

(mm)

		RMS

(mm)



		5G - 0.65m/s

		0.64

		0.2

		0.4

		0.73

		0.38

		0.2

		0.66

		0.16

		0.4



		12G – 1m/s

		0.8

		0.22

		0.51

		1.54

		0.38

		0.57

		1.18

		0.25

		0.64



		15G – 2.05m/s 

		1.41

		0.41

		0.82

		2.72

		1.41

		1.42

		1.92

		0.46

		1.14





	En comparant les résultats de simulation de H∞ à ceux du PD et du CD, on peut voir que pour une accélération de 5G et 0.65m/s, les performances des trois commandes sont très proches. L’erreur maximale de H∞ est respectivement de 97% et 87% que celles du PD et du CD. L’erreur de fin de positionnement du PD est meilleure que celles des deux autres commandes et représente respectivement 80% et 42% que celles du H∞ et du CD. Par contre, le RMS du CD est de 50% que celui du H∞ et du PD. On peut constater aussi, que les couples de commande du CD sont d’amplitudes plus élevées que ceux des deux autres commandes. Mais en augmentant la dynamique du mouvement, les performances de H∞ deviennent  meilleures que celles du PD et du CD. L’erreur maximale de H∞ est respectivement de 68% et 52% que celles du PD et du CD, son erreur de fin de positionnement est respectivement de 88% et 58% que celles du PD et du CD et enfin son RMS est respectivement de 80% et 90% que ceux du PD et du CD. Les couples de commande du CD deviennent de plus en plus oscillatoires et d’amplitudes plus élevées que ceux des deux autres commandes. Les performances de H∞ sont toujours meilleures que celles des deux autres, quand la dynamique du mouvement augmente jusqu’à une accélération de 15G et  une vitesse de 2.05m/s. L’erreur maximale de H∞ représente respectivement de 73% et 52% que celles du PD et du CD, l’erreur de fin de positionnement  est respectivement de 90% et 30% que celles du PD et du CD et le RMS de H∞ est respectivement de 72% et 58% que ceux du PD et du CD.  Les couples de commande du CD sont de plus en plus oscillatoires et d’amplitudes plus élevées que celles des deux autres commandes.     





4.6.3.5 Robustesse

	Pour les tests de robustesse, des perturbations paramétriques sont introduites par des masses additionnelles sur la nacelle du robot Delta. Deux masses de 100g et 200g sont testées successivement. La demi-ellipse utilisée comme trajectoire de référence est à une accélération de 15G et à une vitesse de 2.05 m/s.  

a) Perturbation paramétrique de 100g

	La Figure 4.27 montre les erreurs de poursuite en présence d’une perturbation paramétrique de 100g et la Figure 4.28 montre les couples de commandes appliqués au robot.





Figure 4.27 Erreurs de poursuite en présence d’une perturbation paramétrique de 100g  (Acc.= 15G, vitesse = 2.05m/s)







	(a)	(b)





(c)

Figure 4.28 Entrées de commande en présence d’une perturbation paramétrique de 100g. (a): Commande Dynamique ; (b): Commande PD avec CA; (c): Commande H∞ avec CA. (Acc. =15G, vitesse = 2.05m/s).

b) Perturbation paramétrique de 200g

	La Figure 4.29 montre les erreurs de poursuite en présence d’une perturbation paramétrique de 200g et la Figure 4.30 montre les couples de commandes appliqués au robot.





Figure 4.29 Erreurs de poursuite en présence d’une perturbation paramétrique de 200g  (Acc.= 15G, vitesse = 2.05m/s)





	(a)	(b)





(c)

Figure 4.30 Entrées de commande en présence d’une perturbation paramétrique de 200g. (a): Commande Dynamique ; (b): Commande PD avec CA; (c): Commande H∞ avec CA. (Acc. =15G, vitesse = 2.05m/s)



Le Tableau 4.3 résume les performances obtenues par H∞, CD et PD en présence des perturbations paramétriques.

Tableau 4.3: Comparaison des performances des commandes CD, H∞ et PD avec couple a priori et masses additionnelles

		Commandes

		

		H∞ avec CA

		Commande Dynamique (CD)

		         PD avec CA



		Performances

		Err. Max

(mm)

		Err. Pos.

(mm)

		RMS

(mm)

		Err. Max

(mm)

		Err. Pos.

(mm)

		RMS

(mm)

		Err. Max

(mm)

		Err. Pos.

(mm)

		RMS

(mm)



		100g

		1.58

		0.45

		1.06

		3.23

		2.33

		1.65

		2.11

		0.47

		1.19



		200g

		1.83

		0.46

		1.2

		3.69

		2.75

		1.85

		2.2

		0.51

		1.27





	Les résultats de simulation obtenus ci-dessus montre qu’en présence des perturbations paramétriques,  les performances du contrôleur H∞ sont nettement meilleures que celles du CD et du PD. Pour une masse de 100g, l’erreur de poursuite maximale est respectivement de 75% et 49% que celles du PD et du CD. L’erreur de fin de positionnement de H∞ est respectivement de 95% et 19% que celles du PD et du CD et le RMS de H∞ est respectivement de 89% et 64% que celui du PD et du CD. Les couples de commande de H∞ sont d’amplitudes plus faibles et moins oscillatoires que celles des deux autres. 

	Pour une masse de 200g, l’erreur de poursuite maximale de H∞ est respectivement de 83% et 49% que celles du PD et du CD. L’erreur de fin de positionnement de H∞ est respectivement de 90% et 17% que celles du PD et du CD et le RMS de H∞ est respectivement de 94%% et 65% que celui du PD et du CD. Les couples de commande du PD et du CD deviennent de plus en plus oscillatoires et d’amplitudes plus élevées que celles du H∞. Ils atteignent la saturation pour la commande CD. 

4.6.3.6 Conclusion

		Les résultats de simulation ont prouvé que la commande H∞ utilisée en association avec l’a priori du couple présente les meilleures performances par rapport à la commande PD avec couple a priori et le contrôleur CD. L’analyse quantitative montre que le suivi de trajectoire pour H∞ est plus précis et plus robuste que celui des deux autres commandes pour  tout les cas de figures.

4.7 Conclusion

		Dans ce chapitre nous avons synthétisé un contrôleur robuste H∞ pour le robot Delta par l’approche de sensibilité mixte. Cette méthode impose un choix judicieux des matrices de fonction de pondération afin d’obtenir un meilleur compromis Robustesse /Performance. La méthode utilisée  était d’agir sur les paramètres de  ces fonction afin d’élargir le maximum possible la bande passante du système en boucle fermée tout en préservant la stabilité robuste en boucle fermée. 

		Dans un premier temps, ce contrôleur à été implémenté dans le schéma de commande du robot Delta, représenté par son modèle sous SimMechanics, sans l’incorporation du modèle dynamique inverse du robot. Deux trajectoires complexes de prise et dépose ont été testées; une trajectoire rectangulaire point à point et une demi ellipse avec un profil de position parabolique. Les résultats de simulation obtenus ont été comparés à un contrôleur classique PID largement utilisé en industrie et à un contrôleur H2 synthétisé aussi par l’approche de sensibilité mixte.   Les performances du contrôleur H∞ sont plus intéressantes que celles des deux autres commandes. Aussi, on peut dire que pour un même temps de parcours, les performances obtenues par la trajectoire demi ellipse sont meilleures que celles de la trajectoire rectangulaire. Les couples de commandes obtenus par la trajectoire rectangulaire atteignent la saturation, ce qui est néfaste pour les actionneurs du robot. 

		Afin d’améliorer les performances du contrôleur H∞, nous avons incorporé dans le schéma de commande, le modèle dynamique inverse non linéaire du robot Delta, c'est-à-dire le couple à priori. Nous avons utilisé la demi-ellipse comme trajectoire de référence, car elle est mieux adaptée pour les opérations de prise et dépose. Pour évaluer les performances du contrôleur obtenu, nous l’avons comparé à deux contrôleurs basés modèles très utilisés en robotique; il s’agit du contrôleur PD avec couple a priori et le contrôleur par découplage non linéaire ou le contrôleur dynamique (CD). Les résultats de simulation obtenus et l’analyse quantitative présenté ont montré que le contrôleur H∞ était beaucoup plus performant et robuste que les deux autres contrôleurs. 
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Chapitre 2

Chapitre 2: Modélisation et linéarisation tangentielle du modèle dynamique du robot Delta 

Chapitre 2





Modélisation et linéarisation tangentielle du modèle dynamique du robot  Delta 









	Dans ce chapitre, nous allons faire une présentation et une description du robot Delta, à 3 ddl et à entrainement direct, utilisé dans ce travail de thèse pour implémenter les différentes lois de commande proposées. Une modélisation dynamique du modèle non linéaire est effectuée par la méthode de Newton-Euler et suivie par une linéarisation tangentielle autour d’un point de fonctionnement. Une analyse dynamique est proposée dans tout l’espace de travail  du robot, elle a permis d’aboutir au modèle linéaire.  Ce dernier est validé par le modèle non linéaire du robot Delta représenté sous SimMechanics[footnoteRef:1].  [1:  Toolbox de Matlab pour la modélisation des structures mécaniques.] 
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2.1 Introduction

La modélisation d’un système est une phase très importante pour la synthèse d’une loi de commande. Il est donc important de sélectionner la méthode de modélisation qui permet de réaliser le modèle le plus efficace pour une implémentation en temps réel. 

Pour le robot parallèle Delta, A cause de l’interdépendance des variables articulaires, le problème est beaucoup plus complexe. Le modèle numérique présenté par Clavel [Cla2] basé sur la méthode de d’Alembert n’est pas optimal pour une utilisation en temps réel en raison de son temps de calcul élevé. Une formulation mathématique simplifiée a été développée par Codourey [Cod1] basée sur la méthode de Newton-Euler.

Dans ce chapitre, nous allons commencer par présenter les caractéristiques géométriques du robot parallèle Delta à entrainement direct, objet de notre travail de thèse. La méthode utilisée pour la modélisation dynamique du robot est celle de Newton Euler, développée par Codourey dans [Cod1]. Le modèle dynamique inverse obtenu se distingue des modèles traditionnels par une formulation dépendant non seulement des variables articulaires, mais aussi de la cinématique de l’organe terminal. Afin de pouvoir appliquer les lois de commandes classiques utilisées en robotique, nous allons développer à partir du  modèle de Codourey, un modèle dynamique inverse qui ne sera fonction que des variables articulaires du robot. Pour implémenter les lois de commande linéaires; commande robuste H∞ et commande Linéaire Quadratique Gaussiènne (LQG ou H2), un modèle dynamique direct du robot Delta sera développé dans l’espace d’état puis une linéarisation tangentielle autour d’un point de fonctionnement sera effectuée sur ce dernier. Nous terminerons ce chapitre par une analyse dynamique des modèles linéaires tangents obtenus par linéarisation tangentielle autour de différents points de fonctionnements  répartis uniformément dans tout l’espace de travail du robot. Cette étude nous permettra de sélectionner le modèle linéaire le plus approprié pour la synthèse d’une loi de commande robuste pour le robot Delta. Ce modèle sera validé par le modèle non-linéaire du robot représenté sous SimMechanics.          

 2.2 Description du robot Delta à entraînement direct 

		Figure 2.1 montre la cinématique du robot parallèle Delta à entraînement direct. Ce robot à trois degrés de liberté consiste essentiellement à trois chaînes cinématiques identiques (une série d’un bras (1) et d’un avant bras (2)). L’avant bras est composé lui-même par deux barres parallèles. Les chaînes cinématiques agencées en un 120° sont toutes fermées sur la base (5) à travers la plate forme mobile (3), appelée aussi “nacelle“. Les moteurs (4) sont fixes sur la base.

	Une des choses les plus importantes dans ce robot est que la combinaison de ces trois mouvements génère trois mouvements de translation de la plate forme mobile. Tableau 2.1 résume les paramètres du robot de l’EPFL utilisé dans notre travail et nos expériences. Des solutions pour le modèle géométrique direct et inverse sont présentées dans l’annexe A.

	L’espace de travail du robot est la portion de l'espace qui peut être atteinte par son effecteur  (l'effecteur de l'outil). Il est déterminé par l’intersection des volumes réalisés par les trois chaînes cinématiques constituant le Delta, obtenus de façon indépendante. En prenant en considération les limitations mécaniques des articulations sphériques au niveau du coude et de l'effecteur et en évitant aussi les singularités du Delta [Cla1],  l'espace de travail obtenu peut être réduit à un cylindre d’axe z ayant les dimensions indiquées sur Figure 2.2.

Tableau 2.1Les paramètres du robot 

		Paramètres

		Notation

		Valeurs

		Unités



		Longeur du Bras

		LA

		240

		mm



		Longeur de l’Avant-Bras

		LB

		480

		mm



		Diamètre de la Base

		DB

		180

		mm



		Diamètre de la Nacelle

		Dn

		30

		mm



		Couple Nominal du Moteur

		Γn

		10

		N.m



		Couple Maximal du Moteur

		Γmax

		20

		N.m



		Masse de la Nacelle

		mn

		0.3815

		Kg



		Masse du Bras

		mbs

		0.1093

		Kg



		Masse de la Rotule

		mr

		0.0163

		Kg



		Masse du parallélogramme

		mab

		0.085

		Kg



		Masse totale du Bras

		mb

		0.2209

		Kg



		Inertie du Moteur

		Im

		18.10-4

		Kg.m2
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Figure 2.1 Le robot Delta

		Les paramètres du cylindre sont fonction des paramètres géométriques du prototype utilisé [Cla2].

· Diamètre du cylindre: D = 617 mm.

· Hauteur du cylindre: H = 214.5 mm.

· Limite supérieur de l’espace de travail: Zh =-297.4 mm.

· Limite inférieure de l’espace de travail: Zb = -511.9 mm.



 (
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Figure 2.2: Espace de travail du robot Delta

2.3 Modèle dynamique du robot Delta à entraînement direct

2.3.1 Introduction

	Un robot est un système physique en mouvement, il est caractérisé par deux types de modèles dynamiques: le modèle dynamique direct (MDD) et le modèle dynamique inverse (MDI). 

	Le MDD, permet de déterminer le mouvement de l’organe terminal lorsqu’on applique un certain couple sur les articulations. Il est utilisé dans les schémas de commande pour simuler le comportement dynamique du robot.  

	Le MDI, par opposition, exprime le couple (ou force) Γ que chaque actionneur doit fournir pour obtenir le déplacement désiré de l’organe terminal du robot. L’expression de ces couples est non-linéaire et dépend des positions q, vitesses  et accélérations  de chacune des articulations du robot, soit:

	Γ = f(q, , )	(2.1)

  	La connaissance du modèle dynamique inverse est très intéressante en pratique. En effet, comme ce dernier permet de déterminer les couples nécessaires pour un mouvement désiré, il permet d’une part de dimensionner les actionneurs au plus près de la réalité, mais surtout peut être utilisé par le système d’asservissement pour améliorer les performances lors du suivi d’une trajectoire. Dans ce cas, une formulation permettant son évaluation en temps réel doit être développée.

	Le modèle dynamique d’un robot est directement dépendant des lois de la mécanique classique. Plusieurs méthodes existent pour l’établir. Les plus connues :

· Méthode de Newton – Euler: Elle décrit le comportement d’un système en termes de forces et de moments. Ce formalisme est basé sur les lois de la dynamique appliquée à chaque solide du système séparément.

· Méthode de Lagrange: Elle décrit le comportement d’un système en termes de travail et d’énergie. Ce formalisme est basé sur une conservation énergétique du système au cours du mouvement et se calcule dans l’espace des paramètres.

· Méthode de d’Alembert: Elle est basée sur la notion de travail virtuel. Cette méthode a été utilisée par Clavel [Cla2] pour la modélisation du robot Delta.

2.3.2 Méthode de Newton-Euler

	Chaque composant d’un robot peut être considéré comme un corps rigide. Son mouvement peut être décomposé en un mouvement de translation et de rotation autour de son centre de masse. La méthode consiste à:

1- Ecrire les équations définissant les vitesses et accélérations angulaires et linéaires de chaque segment.

2- Ecrire les équations décrivant les forces et les moments de force exercés sur les segments successifs.

	Les équations de Newton-Euler permettent donc de décrire la dynamique combinée de translation et de rotation d’un corps rigide. Si on prend un repère dont l’origine coïncide avec le centre de masse du corps :

· L’équation de Newton nous donne:

		(2.2)

Avec : Fi : Forces agissant sur la structure,

m : Masse du corps,

ac : accélération de son centre de masse.

L’équation d’Euler est utilisée pour obtenir l’accélération angulaire, soit :

		(2.3)

Avec Mi : Couples agissant sur le centre de masse

Ic : tenseur d’inertie du corps lié à un repère solidaire du centre de masse,

ωc : vitesse angulaire du corps rigide,

	: accélération angulaire du corps rigide.

	Le premier terme de l’équation (2.3) correspond à l’effet de l’accélération angulaire alors que le deuxième résulte des variations de direction du vecteur vitesse. Ce dernier terme est généralement connu sous le nom de « couple gyroscopique ».

	La méthode de Newton-Euler doit être appliquée sur chaque solide composant le système. Cela est fait par l’isolation du solide et la prise en compte des efforts de liaison ce qui permet de garder au final la validité du système complet. 

2.3.3 Modélisation dynamique

L’utilisation de  la méthode de Newton-Euler pour la détermination du modèle dynamique du robot Delta exige l’isolation de chaque solide qui compose le système. Cela se fait en introduisant les forces de liaisons nécessaires entre les solides. 

2.3.3.1 Paramétrisation du système et référentiels 

En raison de la symétrie ternaire du robot Delta,  il sera possible par la suite de traiter chaque chaine cinématique i indépendamment en attribuant à chacune un référentiel Ri (Oi, xi, yi, zi) (Figure 2.3). Le référentiel de base R(O,x,y,z) est placé au centre de la base fixe du robot, son axe z est vertical et son axe x est dans le plan de l’un des bras. Les référentiels Ri sont disposés de la même manière, pour chacun des bras i. Ils sont séparés du référentiel de base R d’un angle θi autour de l’axe z et ont même origine (Oi =O). La matrice de passage du référentiel de base R à chacun des référentiels Ri est alors donnée par l’équation (2.4):            



		(2.4)

[image: ]

Figure 2.3: Vue du dessus de la base du Delta

2.3.3.2 Paramètre géométriques

Dans chacun des référentiels Ri, on peut alors représenter le bras i selon la Figure 2.4. Les paramètres de la structure sont :

RA : distance entre le centre de la base (Oi =O) et l’axe de rotation du bras

RB : distance entre le centre de la nacelle (Pi) et l’axe de liaison inférieur du

Parallélogramme (Bi)

LA : longeur du bras

LB : longeur de l’avant-bras

R = RA– RB. Ceci permettra, par la suite, de simplifier la représentation 

géométrique.

αi : angle entre le bras i et l’axe du référentiel Ri. Par convention, il est défini 

positif   lorsque le bras se situe du coté de la nacelle.

βi : angle entre le plan du parallélogramme et le plan horizontal, mesuré dans un plan  vertical 

γi : angle entre le plan vertical πi et une tige du parallélogramme i.

2.3.3.3 Hypothèses simplificatrices

	Les hypothèses simplificatrices pour l’établissement du modèle sont donc :

· La masse de l’avant bras mab (barres parallèles) est répartie à ses deux extrémités selon la proportion suivante (0 < r <1) [Cod1] :

· r.mab sur sa partie supérieure (coude)

· (1-r).mab sur sa partie inférieure (nacelle)

· Le moment d’inertie des avant-bras est négligé

· Les frottements sont négligés

[image: ]

Figure 2-4 : Paramètres géométriques du robot Delta [Cod2]

 2.3.3.4 Modèle dynamique simplifié du robot Delta

En tenant compte des hypothèses simplificatrices ci-dessus, le modèle dynamique du robot Delta est établi d’une façon simple. Chaque parallélogramme peut être remplacé par une tige sans masse comme représenté dans la Figure 2.5.

· Vecteur directeur du bras:

		(2.5)

· Vecteur directeur de l’avant bras:

		(2.6)

		(2.7)

Où ( xi yi zi )T est le vecteur exprimant les coordonnées de la nacelle dans le repère Ri.
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Figure 2-5 : Chaine cinématique dans le repère Ri

soit: 



		(2.8)

On obtient donc pour le vecteur  dans le repère Ri:

		(2.9)

Vecteur directeur des avant-bras dans le repère R:

Dans le repère R, le vecteur directeur de chacun des avant-bras est donné par:

		(2 .10)

Application de la loi de Newton sur les avant-bras

L’isolation de l’avant bras dont on considère la masse et l’inertie nulle nous donne alors la Figure 2.6.

	 	(2.11)

Les deux forces  et  sont donc de sens opposées et dans la direction BiCi de l’avant-bras.

  ou  

		(2.12)

































Figure 2.6 : Isolation d’un avant-bras

Donc l’expression de la force  est:

		(2.13)

Application de la loi de Newton sur la nacelle

On isole la nacelle et on ajoute les forces de liaison Fi (Figure 2.7). De part la conception du robot Delta (système de barres parallèles), la nacelle ne peut faire que des mouvements de translation dans l’espace opérationnel. Les équations de Newton-Euler se réduisent donc aux équations de la dynamique de translation (équations de Newton). Dans le référentiel R, on obtient alors:

	 	(2.14)

Avec :

·  : Forces de liaison entre la nacelle et les avant-bras, exprimés dans le référentiel R.

·  : Force de gravité agissant sur la nacelle.

· mn : masse totale de la nacelle, y compris la masse transportée et la masse des avant-bras rapportée sur la nacelle.

· g : Accélération terrestre,

·  : accélération de la nacelle exprimée dans le repère R.
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Figure 2.7: Isolation de la nacelle

En remplaçant l’expression (2.13) dans (2.14), on obtient:

		(2.15)

L’équation (2.15) peut être exprimée selon l’expression de l’équation (2.16)

		(2.16)

avec:

	 	(2.17)

et      

	 	(2.18)

On obtient alors :

		(2.19)

avec :

		(2.20)

et

		(2.21)

En remplaçant l’équation (2.17) dans (2.19), on obtient l’équation (2.22):

		(2.22)

avec:  

	Km = -mn.Q.M	(2.23)

et      

		(2.24)

Application de la loi d’Euler sur chacun des bras 

La Figure (2.8) montre l’isolation du bras rattaché à l’arbre de l’actionneur.

 (
z
i
x
i
)[image: ]

 (
C
i
)Figure 2.8 Isolation d’un des trois bras du robot Delta

En se plaçant maintenant dans le référentiel Ri lié à chacun des bras, on peut calculer le couple moteur en utilisant l’équation d’Euler:

	  	(2.25)

avec:

:  vecteur exprimant la position du centre de gravité du bras i.

 : forces de gravité du bras i exprimée dans le référentiel Ri.

mb : masse totale du bras, y compris la masse des avant-bras rapportée

 : couple autour du point Ai.

 : Inertie du bras autour du point Ai.

: accélération angulaire du bras i.

	Le vecteur vitesse de rotation du bras est toujours dans la même direction donc le terme de couple gyroscopique est nul et il n’intervient pas dans l’équation (2 .25). 

        et         

avec,

 : distance entre le point Ai et le centre de gravité du bras i

Dans le repère Ri, l’expression de la force  devient :

		(2.26)

	Alors, on obtient les expressions suivantes pour les produits vectoriels  et      

		(2.27)

		(2.28)

De l’équation (2.25), seul le couple autour de l’axe y nous intéresse, puisqu’il s’agit du couple moteur. Donc l’équation (2.25) devient:

	 	(2.29)

Où le couple  est défini positif selon la règle du tire-bouchon avec :

: inertie du bras i autour du point Ai

xi, zi : coordonnées de la nacelle exprimées dans le repère Ri

 En mettant l’équation (2.29) sous forme vectorielle, on obtient :

	  	(2.30)

avec : , , 

		(2.31)

		 (2.32)

avec:

	 ,   i = 1, 2, 3 	(2.33)

		(2.34)

En remplaçant l’équation (2.22) dans (2.30), on obtient:

		(2.35)

2.4 Modèle dynamique inverse dépendant des variables articulaires

	L’équation (2.35) représente le modèle dynamique inverse du robot Delta, cette équation est une fonction de l’accélération articulaire de chacun des bras, mais aussi de l’accélération de la nacelle. Elle ne pourra pas être utilisée par les algorithmes de commande classiques (la commande par découplage non linéaire ou la commande PD avec a priori du couple). Donc, il est nécessaire de développer un modèle dynamique inverse qui ne sera fonction que des variables articulaires du robot.

	Pour cela, il faut déterminer la relation entre  et . Cette dernière peut être obtenue à partir du MGD (Annexe A) : X = f (α).

		La dérivée par rapport au temps de l’équation du MGD conduit au modèle cinématique du robot:

		(2.36)

J: est le Jacobien du robot. 

Une seconde dérivée par rapport au temps de l’équation (2.36) donne :

		  (2.37)

avec:  et 

			(2.38)

		(2.39)



Remplaçant  l’équation (2.37) dans l’équation (2.35), nous obtenons:



		(2.40)



		Le terme  est la matrice d’inertie du robot Delta. Les termes  et  sont respectivement les effets des forces centrifuges et de Coriolis.

		L’équation (2.40), est le modèle dynamique inverse du robot Delta, elle est fonction uniquement des variables articulaires du robot.



2.5 Linéarisation tangentielle du modèle dynamique du robot Delta

		Dans cette section, nous allons développer à partir de l’équation (2.40), un modèle dynamique direct non linéaire forme espace d’état, en effectuant un choix convenable des variables d’état. Une linéarisation tangentielle de ce modèle autour d’un point de fonctionnement permet d’obtenir le modèle dynamique linéaire du robot Delta.   

 

2.5.1 Détermination du modèle dynamique non linéaire forme espace d’état

A partir de l’équation (2.40), nous pouvons écrire:

		(2.41)

avec, A = 

Les variables d’état du système sont choisies comme suit: xs1  = α1 ; xs2 = α2 ; xs3 = α3 ; 







xs4 = ; xs5 =  ; xs6 = .

Soit xs, le vecteur d’état du système et u le vecteur de commande: 

xs =[xs1  x2  xs3  xs4  xs5  xs6]T , u = Г = [Г1 Г 2 Г 3]T

Equation (2.41) devient:

		(2.42)

avec,

		(2.43)

  et 

Le modèle dynamique du robot Delta dans l’espace d’état est donc :

		(2.44)



, est la matrice d’observation du système.

2.5.2 Linéarisation du modèle autour d’un point de fonctionnement

		L’équation (2.44) est la représentation du modèle dynamique direct du robot Delta dans l’espace d’état. Cette équation est non linéaire, l’objectif est de la linéariser autour d’un point de fonctionnement. En effet, pour synthétiser une loi de commande robuste H∞ par l’approche de sensibilité mixte, le modèle dynamique du système doit être linéaire et représenté dans l’espace d’état par ses matrices (A, B et C). Pour cette raison là, nous devons déterminer un modèle linéaire par une linéarisation tangentielle du système représenté par l’équation (2.44), autour d’un point de fonctionnement  .   

	La linéarisation de l’équation (2.44) autour d’un point , nous donne:		

		(2.45)



avec,   

Le point de fonctionnement   correspond à la condition d’équilibre: . Donc, ceci conduit au système dynamique suivant:



		(2.46)

Posons:  

		(2.47)

Les matrices A et B de ce système linéarisé autour du point de fonctionnement  sont:



		(2.48)



		(2.49)

Pour  , l’équation (2.47) implique:

		(2.50)

donc:

		(2.51)

et,  

Pour avoir:  , il suffit que:

		(2.52)

: sont respectivement les matrices K, Gn, Gb, Km, D et E calculées pour le point.

A cause de l’équation (2.51), . L’équation (2.52) devient:

		(2.53)

Le vecteur point de fonctionnement est donc donné par:

		(2.54)



2.6 Analyse dynamique des modèles linéaires tangents et validation

2.6.1 Introduction

	Il est important de remarquer que le modèle linéaire utilisé pour le calcul de la loi de commande linéaire est fonction du choix du point de fonctionnement dans l’espace de travail du robot et l’objectif qu’on voudrait atteindre est de synthétiser une commande robuste, performante et qui permet un bon suivi de trajectoire quelle que soit l’emplacement de l’outil du robot dans l’espace de travail, c'est-à-dire quel que soit son éloignement par rapport au point de fonctionnement. 

	Le but de cette section, est de choisir le point de fonctionnement le plus approprié pour réaliser les objectifs cités précédemment. On propose alors la méthode suivante:  

· Etudier le comportement dynamique du robot Delta dans son espace de travail total, en faisant une analyse dynamique de plusieurs modèles linéaires tangents à des points de fonctionnement répartis uniformément dans la totalité de l’espace de travail du robot.

· Relever les caractéristiques des différents modèles linéaires en faisant le tracé de leurs valeurs singulières maximales et minimales respectives puis on calculera le nombre de conditionnement [Sko1]. En effet, ce nombre permet de mesurer l'écart entre la valeur singulière maximale et minimale du modèle. Plus cet  écart est élevé (plus grand que 1)  plus le système est difficile à commander, ce qui signifie que le gain du procédé est fortement dépendant de la direction des entrées.  

· Cette étude est complétée par le calcul des valeurs propres des différents modèles linéaires. Ceci nous permettra d'observer la nature des pôles et de distinguer le type d'instabilité de chaque modèle linéaire par rapport à la position de son point de fonctionnement dans l'espace de travail du robot. 

2.6.2 Définition du nombre de conditionnement [Sko1]

	Le nombre de conditionnement d’un système MIMO est le rapport entre la valeur singulière maximale et minimale:

		(2.55)

 et  représentent respectivement la valeur singulière maximale et minimale du procédé.

Plus ce nombre est élevé (plus grand que 1), plus le système est difficile à commander: on dit qu’il est mal conditionné, ce qui signifie que le gain du procédé est fortement dépendant de la direction des entrées. La difficulté de commander les systèmes ayant un nombre de conditionnement élevé est due à la présence des incertitudes dans le modèle du procédé. Ces incertitudes ont plusieurs origines: 

· les dynamiques négligées lors de la linéarisation, 

· la variation des paramètres du modèle linéaire, due aux non linéarités ou aux changements des conditions de fonctionnement, 

· et enfin à l'augmentation de l'effet de couplage.

2.6.3 Analyse dynamique des modèles linéaires tangents

	Pour faire l’analyse dynamique des différents modèles linéaires tangents obtenus par linéarisation tangentielles autour de plusieurs points de fonctionnement répartis d’une manière uniforme dans tout l’espace de travail du robot Delta, nous avons considérés trois sections horizontales  du cylindre représentant le volume de travail du robot. Ces dernières sont situées à différentes hauteurs; en haut du cylindre (z = -347.4mm), au milieu du cylindre (z = -395.5 mm) et enfin en bas du cylindre (z = -511.9mm).   Pour chaque section, nous avons considéré cinq points sur l’axe x. Deux points sur la frontière de l’espace de travail (E et F), un point au centre du cercle  (M) sur l’axe z, et deux autres points (P et D) situés de part et d’autre de M à une distance de 125mm. Ceci est explicité dans  Figure 2.9. A cause de la symétrie ternaire du robot, les points sur l’axe y ne sont pas considérés car ils conduisent aux mêmes résultats que ceux de l’axe x.

[image: ]

Figure 2.9. Une section de l’espace de travail du robot

	Dans ce qui suit, nous allons donner ces différentes notations pour les différents points considérés dans l’espace de travail du robot:

· Eh, Ph, Mh, Dh et Fh sont les points qui appartiennent à la section située en haut de l’espace de travail du robot à une hauteur z = -347.4 mm,

·  Em, Pm, Mm, Dm et Fm sont les points qui appartiennent à la section située au milieu de l’espace de travail du robot à une hauteur z = -395.5 mm,

· Eb, Pb, Mb, Db et Fb sont les points qui appartiennent à la section située en bas de l’espace de travail du robot à une hauteur z = -511.9 mm.

	Les figures ci-dessous représentent le tracé des valeurs singulières (maximale et minimale) des différents modèles linéaires tangents obtenus.



 (
Fréquences (rad/sec)
)

Figure 2.10 Tracé des valeurs singulières des modèles linéaires tangents aux points : Mh, Mm et Mb
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Figure 2.11. Tracé des valeurs singulières des modèles linéaires tangents aux points : Ph, Pm et Pb
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Figure 2.12 Tracé des valeurs singulières des modèles linéaires tangents aux points : Dh, Dm et Db
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Figure 2.13. Tracé des valeurs singulières des modèles linéaires tangents aux points : Eh, Em et Eb
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Figure 2.14. Tracé des valeurs singulières des modèles linéaires tangents aux points : Fh, Fm et Fb

Le Tableau 2.2 résume les caractéristiques dynamiques de chaque modèle linéaire tangent. 

2.6.4 Interprétations   

	Considérant les modèles linéaires tangents aux points de fonctionnement situés sur l’axe z; Mh, Mm et Mb, le tracé des valeurs singulières maximales et minimales de leurs modèles linéaires tangents respectifs est représenté par Figure 2.10.

	On remarque que le nombre de conditionnement devient de plus en plus important en descendant vers le bas du cylindre. En effet, le nombre de conditionnement du modèle linéaire tangent à un point de fonctionnement situé sur l’axe z à une hauteur de -0.5119m (Mb), est relativement beaucoup plus élevé (γ(G) =17.57) que ceux des modèles linéaires tangents  à des points de fonctionnement situés respectivement sur l’axe z à des hauteurs de -0.3474 m (Mh) et -0.3955m(Mm). Ceci est aussi vérifié pour tous les modèles linéaires tangents à des points de fonctionnement situés en bas du cylindre représentant l’espace de travail du robot (Pb, Db, Eb et Fb). Donc il est nécessaire d’éviter de choisir des points de fonctionnement situés en bas de l’espace de travail du robot.

	Pour les sections situées au milieu et en haut du cylindre, on peut constater que plus le point de fonctionnement est distant de l’axe z, plus l’écart entre les valeurs singulières maximale et minimale augmente. Ceci est vérifié par le nombre de conditionnement (Voir  Tableau 2.2). Ceci peut être expliqué par le fait que plus on s’éloigne de l’axe z du cylindre représentant l’espace du travail du robot Delta plus l’effet de couplage entre les trois axes du robot devient important.  

	On peut noter aussi, que plus on s’éloigne de l’axe z, plus l’instabilité du modèle linéaire devient oscillatoire. Les valeurs propres des modèles linéaires  tangents à des points de fonctionnement situés sur la frontière de l’espace de travail ont des parties imaginaires très élevées, ce qui rend le système plus difficile à commander (Eh, Em, Eb, Fh, Fm, Fb).    

	Donc d’après les résultats obtenus précédemment, on peut noter qu’il est important d’éviter de prendre des points de fonctionnement situés en bas du cylindre de l’espace de travail du robot, car l’écart entre les valeurs singulières maximale et minimale est très important ce qui implique que les modèles linéaires tangents à ces points sont mal conditionnés et donc difficiles à commander. Aussi, on évitera de choisir un point de fonctionnement très distant de l’axe z, car plus en s’éloigne de cet axe, plus l’instabilité du modèle linéaire tangent devient oscillatoire ce qui est aussi déconseillé. 

 	Pour une trajectoire de prise et dépose le long de l’axe x, il est judicieux de choisir un point de fonctionnement situé sur l’axe z au milieu du cylindre représentant l’espace de travail du robot. Nous avons opté pour un point de fonctionnement situé sur l’axe z à une hauteur h = - 0.3955m (Mm). Pour ce point, on peut remarquer que l’écart entre les valeurs singulières maximale et minimale est relativement petit (γ(G) =2.42)   et il présente une instabilité apériodique. 



Tableau 2.2 Caractéristiques dynamiques des modèles linéaires tangents	

		Points de fonctionnement

		γ(G)

		Valeurs propres

		Type d’instabilité



		z = -0.3474m



		Mh : x = 0

		1.55

		± 4.30; ± 5.13; ±5.13

		Instabilité apériodique 



		

		Ph :  x = -0.125m

		2.33

		± 4.16; ± 4.94;± 4.72

		Instabilité apériodique



		

		Dh:  x = 0.125 m

		2.68

		± 4.20 ± 0.38i;± 5.24

		Instabilité oscillatoire



		

		Eh : x = -0.3085m

		4.83

		± 4.12 ± 0.97i;± 4.20

		Instabilité oscillatoire



		

		Fh :  x = 0.3085m

		7.68

		± 3.14 ± 1.22i;± 4.24

		Instabilité oscillatoire



		z = -0.3955m

		Mm: x = 0

		2.42

		± 3.46; ± 4.9; ± 4.9

		Instabilité apériodique



		

		Pm : x = -0.125m

		3.0

		± 5.01, ± 3.75;± 4.10

		Instabilité apériodique



		

		Dm : x = 0.125m

		3.45

		± 3.64; ± 4.22; ± 4.9

		Instabilité apériodique



		

		Em : x = -0.3085m

		5.5

		± 3.91± 1.78i; ± 4.24

		Instabilité oscillatoire



		

		Fm : x = 0.3085m

		3.64

		± 3.78 ±1.18i; ± 3.81

		Instabilité oscillatoire



		z = -0. 5119m 

		Mb : x = 0

		17.57

		± 1.34; ±4.94; ±4.94

		Instabilité apériodique



		

		Pb :  x = -0.125m

		8.29

		± 3.03 ± 0.23i;± 4.05

		Instabilité oscillatoire



		

		Db : x = 0.125m

		9.86

		± 3.89; 2.07; ± 3.99

		Instabilité apériodique



		

		Eb : x = -0.3085m

		5

		±4.54±189i; ± 4.17

		Instabilité oscillatoire



		

		Fb : x = 0.3085m

		12.55

		±4.76±0.55i; ±0.80

		Instabilité oscillatoire





2.6.5 Modèle linéaire du robot Delta 

		Le programme qui détermine le modèle linéaire du robot Delta dans l’espace d’état a été développé sous Matlab (m-file script): “linear_Delta.m”. Il utilise comme variables d’entrées les trois positions articulaires (c'est-à-dire le vecteur ), et comme variables de sortie les matrices (A, B et C) de la représentation d’état. Le vecteur   est calculé par l’équation (2.54).     	 

		Le point de fonctionnement M est donc sélectionné sur l’axe z à une hauteur (z=-395.5mm), approximativement à la mi-hauteur du cylindre représentant l’espace de travail du robot Delta. Pour ce point, les paramètres du modèle correspondant sont comme suit:

= [0.85  0.85 0.85]T





  et 



2.6.6 Validation du modèle linéaire

	Pour valider le modèle linéaire établi précédemment, une comparaison autour du point de fonctionnement est effectuée entre le modèle linéaire et le modèle non linéaire du robot Delta. Pour cela, un modèle mécanique multi-corps du robot Delta sous SimMechanics est utilisé pour simuler son  comportement cinématique et dynamique, il utilise les paramètres réels du robot et prend en considération les capteurs et les actionneurs en terme de résolution, discrétisation et les capacités de puissance des actionneurs.

	Des échelons variant de 10% autour du point de fonctionnement ont été appliquées aux entrées des deux modèles pour un temps de simulation de 10 ms. Ceci est illustré par Figure 2.15 [Cho]. Figure 2.16 compare l’évolution temporelle des positions articulaires du modèle linéaire avec celles du robot.



	D’après cette figure, on voit bien que le comportement dynamique du modèle  linéaire suit correctement celui du modèle non linéaire pour une variation du signal d’entrée. L’erreur statique entre les deux modèles peut être réduite en modifiant légèrement la valeur du couple .

[image: ]

Figure 2.15 Validation du modèle linéaire





Figure 2.16 Evolutions temporelles des positions articulaires du modèle linéaire et du robot (Axes : 1,2 et 3)

2.7 Conclusion

	Dans ce chapitre, nous avons présenté les caractéristiques géométriques du robot Delta à entrainement direct qui sera utilisé pour valider nos résultats de simulation et expérimentaux. Puis une modélisation dynamique a été effectuée selon la méthode de Newton Euler. Le modèle dynamique inverse obtenu est celui de Codourey [Cod1], sa formulation mathématique est simple et il se caractérise par le fait qu’il dépend non seulement des variables articulaires mais aussi de la cinématique de l’organe terminal. Sur la base de ce modèle, nous avons développé un modèle dynamique inverse du robot Delta qui ne dépend que des variables articulaires. En effet, ce modèle sera utile pour implémenter les algorithmes de commande classiques très utilisés en robotique, tels que la commande par découplage non linéaire, commande PD avec a priori du couple etc… 

	Dans le but d’appliquer la loi de commande robuste linéaire sur le robot Delta, nous avons développé un modèle dynamique direct dans l’espace d’état en effectuant un choix convenable des variables d’état. Sur ce modèle, nous avons effectué une linéarisation tangentielle autour d’un point de fonctionnement.  Nous avons obtenu un modèle linéaire représenté dans l’espace d’état. Une étude dynamique a été effectuée sur un ensemble de points de fonctionnement répartis sur la totalité de l’espace de travail du robot Delta. Elle a abouti à un choix d’un modèle linéaire tangent à un point de fonctionnement M se trouvant au milieu de l’axe z du cylindre représentant l’espace de travail du robot. Ce modèle a été validé avec le modèle du robot Delta sous SimMechanics. Sur la base de ce modèle linéaire des contrôleurs H∞ et H2 seront synthétisés, mais avant d’arriver à cette phase, il est important de présenter les principes de base de la commande robuste, ce qui fera l’objet du prochain chapitre.
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Chapitre 1

Chapitre 1: Etat de l’art

Chapitre 1





Etat de l’art









	Dans ce chapitre, nous allons présenter un état de l’art sur les robots parallèles. Dans une première partie, nous définissons ce que c’est un mécanisme parallèle, l’historique de l’apparition des différentes structures parallèles jusqu’à la naissance du premier robot rapide Delta dédié pour les opérations industrielles de prise et dépose. Nous verrons aussi les différentes variantes de cette structure, son évolution et ses multitudes applications dans le domaine industriel, nous exposerons aussi les avantages et inconvénients des mécanismes parallèles par rapport à leurs homologues; les robots sériels. Dans la deuxième partie, nous citerons les travaux de recherche rencontrés dans la littérature concernant les différentes méthodes utilisées pour la modélisation dynamique des robots parallèles. Un tour d’horizon sur les différentes méthodes d’asservissement des mécanismes parallèles est exposé dans la troisième partie et enfin, nous terminerons le chapitre par une conclusion. 
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1.1 Généralités sur les robots parallèles	

1.1.1 Définition

	Un robot parallèle (RP) (appelé manipulateur parallèle, ou machine à cinématique parallèle quand il est utilisé en tant que machine-outil) est un mécanisme de chaîne cinématique fermée dont l’organe terminal est relié à la base par l'intermédiaire de plusieurs chaines cinématiques indépendantes parallèles [Kha][Jin]. Cette définition générale permet de le différentier d’un manipulateur sériel qui est composé d’une seule chaîne cinématique entre la base et l’organe terminal. L’association de ces deux types de structure permet de construire des structures dites hybrides (Figure 1.1). L’organe terminal fait référence à l’interface permettant au manipulateur d’interagir avec son environnement (pince, outil, torche à souder…). Pour les robots parallèles, l’élément du robot sur lequel est fixé l’organe terminal est généralement appelé plate-forme mobile ou nacelle. Ce dernier terme sera utilisé dans la suite de notre travail [Cor].



[image: ][image: ]   [image: ]



(a) Architecture sérielle 	(b) Architecture parallèle 	(c) Architecture hybride



Figure 1.1 - Architectures de robots [Kha]





1..1.2 Historique

	Les travaux théoriques sur les mécanismes parallèles remontent à plusieurs siècles quand les géomètres français et anglais étaient particulièrement intéressés par les polyèdres [Mer1][Mer2][Mer3][Mer4].  Cependant, un des premiers robots parallèles a été conçu par James E. Gwinnett, un agriculteur aux États-Unis, pour lequel il a déposé un brevet en 1928 [Gwi]. Son invention était une plate-forme à mouvement sphérique à 3 degrés de liberté (ddl) pour une utilisation dans les salles de cinéma (Figure 1.2).



	En 1934, Willard L. G. Pollard a déposé un brevet pour une machine de pulvérisation de peinture [Pol]. L'invention comporte un système de commande et un manipulateur. Le système de commande se compose de films perforés, et le manipulateur est essentiellement un robot à cinq barres (Figure 1.3).



	En 1947 Gough [Gou] a établi les principes de base d'un mécanisme cinématique avec une structure en boucle fermée (Figure 1.4) qui permet le positionnement et l'orientation d'une plate-forme mobile afin de tester l'usure des pneus.



	En 1965, Stewart [Ste] a suggéré l'utilisation d'une telle structure pour les simulateurs de vol et le mécanisme Gough est parfois appelé plate-forme de Stewart (Figure 1.5). 



[image: Possiblement le premier robot parallèle spatial, inventé en 1928 (brevet américain No. 1 789 680).]

Figure 1.2. Un des premiers robots parallèles, inventé en 1928 [Gwi]



[image: Un robot parallèle à cinq barres inventé en 1934  (brevet américain No. 2 213 108).]

Figure 1. 3. Un robot parallèle à cinq barres inventé en 1934 [Pol].



Sur la base de la structure de la plate-forme de Stewart, Hexcel Corporation a développé les robots de la série R (Figure 1.6a) pour des applications biomédicales et les robots de la série P (Figure 1.6b) pour des applications industrielles, telles que le soudage, l'ébavurage et le fraisage [Jin].



L’autre événement majeur de la robotique parallèle est l’invention du premier robot parallèle léger, le robot Delta, par le professeur Clavel en 1985 à l’EPFL (Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne) [Cla1]. L’objectif recherché est le déplacement de pièces légères à cadence élevée; les applications visées sont dans les domaines du conditionnement dans le secteur alimentaire, la dépalettisation et la palettisation au début ou à la fin d’une chaîne d’assemblage, le montage de composants mécaniques ou électriques sur des platines ou des circuits imprimés [Cla2]. Le premier robot Delta développé est à quatre degrés de liberté (Figure 1.7), avec une structure mobile comportant les originalités suivantes:

· Les trois premiers degrés de liberté forment un parallélogramme de l’espace à structure parallèle,

· Le maintien des orientations de l’élément mobile (la nacelle) est assuré de façon totalement passive par la disposition cinématique (sans nécessiter de capteur, de contrôleur, ni d’apport d’énergie),

· Tous les moteurs sont fixés sur le bâti,

· L’inertie totale est très faible.  





[image: ]

Figure 1.4. Plate forme de Gough [Mer4]



                                                   

 

Figure 1.5 Plate forme de Steward [Jin]



[image: ]



Figure 1.6 Les applications de la plateforme de Stewart par Hexcel Corporation (a) série R (b) série P [Jin]

	

L'idée de base derrière la conception du robot Delta est l'utilisation des parallélogrammes. Un parallélogramme permet une articulation de sortie à rester dans une orientation fixe par rapport à une articulation d'entrée. L'utilisation de ces trois parallélogrammes restreint complètement l'orientation de la plate-forme mobile qui reste uniquement en translation  selon les trois degrés de liberté. Les liaisons d'entrée des trois parallélogrammes sont montées en rotation sur des leviers par des articulations rotoïdes. Les liaisons pivots des leviers rotatifs sont actionnées de deux manières différentes: avec rotation (DC ou AC servo) avec des moteurs ou des actionneurs linéaires. Enfin, une quatrième jambe est utilisée pour transmettre un mouvement rotatif de la base à un effecteur  monté sur la plate-forme mobile (Figure 1.8).





[image: IMG_1220]



Figure 1.7 Le premier robot Delta développé à base d’engrenage [Cla3]





[image: ]

Figure 1.8 Schéma du robot Delta [Cla3]

		Pour améliorer la précision et la vitesse du robot Delta, Alain Codourey [Cod1][Cod2]  a réalisé un robot Delta à 3ddl et à entraînement direct, c'est-à-dire, sans engrenages entre les actionneurs et les bras. Les avantages de cette construction sont principalement l'élimination du jeu et l'absence de frottement, il a moins de composants et il est moins bruyant (Figure 1.9).	 

[image: ]

Figure 1.9 Schéma du robot Delta à 3ddl à entraînement direct 



	L'utilisation d'actionneurs montés à la base et des articulations de faibles masses permettent à la nacelle de réaliser des accélérations jusqu'à 50G (G: force de gravité, elle est égale à 9.8m/s2) dans les environnements expérimentaux et 12G dans les applications industrielles. Cela rend le robot Delta un candidat idéal pour les opérations de prise et dépose des objets légers (de 10 gr à 1 kg) (Figure 1.10).

Le Delta linéaire est une autre version du robot Delta pour lequel les actionneurs rotatifs sont remplacés par des actionneurs linéaires [Cla1] (Figure 1.11). Il est parfois appelé Linapod ou Triaglide. L’Orthoglide fait aussi partie des robots Delta à actionneurs linéaires [Cha]. 



[image: ]

Figure 1.10 FlexPicker de chez ABB (version industrielle du robot Delta) [Cor]



	

[image: ][image: ]

Figure 1.11 Le Delta linéaire

[bookmark: _Ref432079475]En se basant sur la même architecture du robot Delta de Clavel, une famille de robots parallèles à 4 degrés de liberté est développée par LIRMM[footnoteRef:1]. Il s’agit du H4 [Pie], I4L [Kru1], le I4R [Kru2] et Par 4 [Nab] (Figure 1.12). L'architecture de ces robots diffère seulement au niveau de la nacelle et au niveau de l'actionnement des bras (le premier élément de la chaîne cinématique lié à la base). Le H4, le I4R et le Par4 sont à actionneurs rotatifs. Le I4L est à actionneurs linéaires [Dal].    [1:  Laboratoire d'Informatique, de Robotique et de Micro-électronique de Montpellier, France] 


Aujourd’hui, le robot Delta est utilisé dans plusieurs applications telles que:

· prise et dépose (pick and place) dans l’industrie alimentaire et l’industrie pharmaceutique (Figure 1.13),

· environnement médical (Figure 1.14),

· les systèmes de mesure (mesure de précision de quelques nanomètres pour le Delta Cube développé par le laboratoire de robotique de l’EPFL),

· les systèmes de micro positionnement.





[image: ][image: ]

(a) (b)

[image: ]               [image: ]     

(b) (d)  

Figure 1.12 Les robots parallèles développés par LIRMM.  (a): Le H4; (b): Le I4L; (c): Le I4R; (d): Le Par4.   

	



[image: ]



Figure 1.13 Les robots Adept Quattro pour la prise et dépose des chocolats (Adept) [Bri]



[image: ]

Figure 1.14 Le SurgiScope, un robot Delta portant un microscope de 70 Kg  (Isis France) [Bri]

1.1.3 Avantages et inconvénients des robots parallèles

1.1.3.1 Avantages

	Comparé à un robot sériel, chaque membre d'un RP a tendance à être plus simple et plus court, donc plus rigide, et les moteurs sont montés intentionnellement près de la base afin de réduire la masse en mouvement. Par conséquent, les RP présentent les avantages suivants:

· Une rigidité élevée parce que la charge externe est partagée par plusieurs jambes,

· Accélération et vitesse élevées en raison du faible moment d'inertie de la structure mobile,

· Une plus grande précision puisque la fabrication des articulations et les erreurs d’assemblage ne seront jamais accumulées sur l’extrémité de l’effecteur,

· Des capacités de force élevées, vu que la force de sortie est apportée par plusieurs actionneurs fonctionnant en parallèle.

1.1.3.2 Inconvénients

	Les inconvénients d'un RP résident dans son volume d'espace de travail limité en raison de l'architecture parallèle et il y a souvent des singularités. De plus, du fait de la fermeture des chaînes cinématiques, un mouvement d'une jambe entraîne le mouvement des autres. Par conséquent, un fort couplage existe entre les mouvements des chaînes cinématiques.  Par contre, la succession des chaînes cinématiques, dans le cas d'un robot sériel, lui offre un bon espace de travail.  Cependant, les recherches actuelles s’orientent vers l’exploitation des avantages des robots parallèles qui sont en plein essor dans le monde industriel [Dal]. 

1.2 Modélisation dynamique des robots parallèles

	Un état de l’art sur les différents travaux de recherche effectués pour la modélisation des RP est détaillé dans le livre de S. Briot et W. Khalil [Bri]. Dans ce qui suit, nous ne citerons que quelques références qui ont traité le sujet.

Les travaux sur la modélisation dynamique des RP ont commencé avec l’analyse dynamique de la plate forme de Stewart [Fis][Hof]. Ces études traitaient principalement soit  les problèmes d’oscillation ou les problèmes de la dynamique inverse dans des formalismes très simples. Plus tard, d’autres travaux ont présenté des analyses plus élaborées pour résoudre le problème de la modélisation dynamique des RP, en utilisant des formalismes mécaniques différents.  Lee et Shah [Lee], Geng et al. [Gen], Bhattacharya et al. [Bha], Abdellatif et Heimann [Abd] et Miller [Mil] utilisent le formalisme Lagrange-Euler.  Le principe des travaux virtuels a été utilisé par Codourey et Burdet [Cod3] et Tsai [Tsa]. D’un autre coté, les équations de Newton-Euler ont été utilisées par Sugimoto [Sug], Gosselin [Gos], Dasgupta et Choudhury [Das]. 

1.3 Commande des robots parallèles

	Ces deux dernières décennies, les robots parallèles ont attiré l'attention à la fois des  académiciens et des industriels, en raison de leurs performances lors de la manipulation à grande vitesse et de leurs hautes précisions. Ces performances proviennent de leur structure parallèle, composée par plusieurs chaînes cinématiques. Cependant, sa complexité présente quelques inconvénients, comme un espace de travail réduit, présence de singularités ou des cinématiques et des dynamiques très couplées.

		Afin de réduire l'effet de ces inconvénients, une conception mécanique optimisée, une sélection d’actionneur adéquate et une loi de commande propre qui permet d’exploiter toutes les capacités du système mécatronique sont exigées [Zub][Li-Q]. Vu la similitude de la structure des équations cinématiques et dynamiques entre les robots sériels et parallèles, la plupart des lois de commandes classiques développées pour les robots à chaînes sériels s’appliquent également pour les mécanismes parallèles. Dans le domaine industriel, la commande la plus utilisée pour les robots parallèles est la commande classique type PID (ou  PD)  décentralisée c'est-à-dire le modèle du robot est considéré comme linéaire et découplé [Mer 3]. L’avantage principal de cette méthode est l’implémentation facile et le faible coût en calcul. Les paramètres du contrôleur sont réglés expérimentalement en minimisant au maximum l’erreur de suivi de trajectoire. L’inconvénient majeur de cette méthode est la présence de pics dans la réponse temporelle du robot et la dégradation des performances dans les mouvements rapides. 

	Afin d’éviter ce problème, l’incorporation du modèle dynamique inverse dans les schémas de commande du robot est devenue nécessaire. Ce dernier a pour rôle de calculer le couple a priori nécessaire pour chaque articulation. D’où l’apparition des schémas de commande PID ou PD avec couple a priori, la commande par découplage non linéaire et les commandes prédictives. Ces méthodes ont permis d’améliorer d’une manière considérable le suivi de trajectoire des robots, même dans le cas des dynamiques élevées. Leurs seuls inconvénients, est que le modèle dynamique utilisé doit être assez précis et les paramètres du modèle ne doivent pas être soumis à des incertitudes.

	Dans le domaine de la recherche, des techniques de commande avancées utilisées pour les robots sériels sont aussi testées sur les robots parallèles et plusieurs travaux de recherche sont publiés dans ce domaine.    

	Dans cette section, nous ferons un rapide tour d’horizon des différentes commandes existantes dans la littérature. La liste présentée n’est pas complète, étant donné que les travaux de recherche sur la commande des robots parallèles sont en pleine expansion. Nous n’allons pas présenter les détails techniques concernant ces méthodes, car certaines d’entre elles vont êtres explicitées dans le chapitre 4 portant sur la commande du robot Delta. 

	Dans la littérature, nous avons retrouvé différents types de commandes utilisés pour le contrôle des structures parallèles.  

· Commandes classiques  PD ou PID

· Commandes basées sur le modèle dynamique du robot :

· Commande PID et PD avec couple a priori

· Commande par découplage non linéaire ou Commande Dynamique

· Commande prédictive fonctionnelle

· Commande adaptative

· Commande robuste H∞

· Autres méthodes de commande

	Toutes les méthodes mentionnées ci-dessus peuvent être implémentées dans l’espace articulaire ou dans l’espace opérationnel. Dans ce dernier cas, les modèles géométriques et différentiels (et leurs dérivées) interviennent dans les schémas de commande [Rey-L].

	En plus de notre contribution, voici quelques références de la littérature concernant ces différents types de commande.

1.3.1 Commandes classiques  PD ou PID

	Dans une commande classique, qui est celle de presque tous les robots industriels actuels, le modèle du robot  est considéré  comme constitué de n axes linéaires découplés. Chaque axe est alors contrôlé par un régulateur PID propre (ou PD) [Cod1][Ste-B1] [Ste-B2][Sto]. On parle de contrôleur décentralisé.

	Dans Manic et al. [Man], un contrôleur PID classique décentralisé a été synthétisé pour le robot parallèle Isoglid3.

	Dans Quyang et al. [Quy], une version non linéaire du contrôleur PD a été utilisée pour commander un robot manipulateur à 2 ddl.

	Dans le but d’améliorer les performances du suivi de trajectoire d’un robot parallèle redondant à 2ddl, Li et al. [Li-Y] propose un PID à base de réseau de neurones. Les résultats de simulation obtenus sont comparés à ceux d’un contrôleur classique PD.  

1.3.2 Commandes basées sur le modèle dynamique du robot

	Lorsque l’application exige des évolutions rapides du robot, une grande précision lors du mouvement, il est nécessaire de concevoir un système de commande plus sophistiqué qui prenne en compte tout ou partie des forces d’interaction dynamiques [Cod1].

	L’idée d’incorporer le modèle dynamique inverse du robot (couple a priori) dans le schéma de commande [Kho] permet de calculer les couples nécessaires à chaque articulation pour suivre la trajectoire désirée. En appliquant le couple calculé à chaque articulation,  la trajectoire va être suivie sans erreur si le modèle du robot est exact et s’il n’y a pas de perturbation extérieure. Une boucle de contre réaction est introduite car le modèle n’est jamais parfait.  

1.3.2.1 Commande PD ou PID avec couple a priori

	La commande PD (ou PID) avec couple a priori, appelée aussi commande PD augmentée, est un système de contrôle qui utilise le modèle dynamique inverse du robot (couple a priori) pour renforcer le contrôleur PD. Une analyse de cette approche montre que le terme de commande a priori a pour rôle de déplacer le point de fonctionnement du régulateur, de façon non-linéaire, et de considérer le système comme linéaire et découplé [Cod1].

	Cette approche a été introduite initialement pour les robots sériels.  Une analyse de la stabilité en boucle fermée a été développée par Kelly et al. [Kel]  et Reyes et al. [Rey-F]. Cette méthode a été par la suite largement utilisée pour les robots parallèles. Dans la thèse de Codourey [Cod1], cette commande est appliquée pour le robot Delta à entraînement direct à 3 ddl. Les résultats expérimentaux obtenus sont comparés à ceux; d’un régulateur PD simple, un régulateur PD avec commande a priori d’accélération et enfin à un régulateur PD avec commande a priori anticipée du couple. 

	Dans [Che], des résultats expérimentaux ont été présentés pour une comparaison entre un régulateur PD avec une compensation de gravité désirée, un PD avec couple a priori et un régulateur PD avec commande a priori anticipée du couple. 

	M. Bennehar et al. [Ben] ont proposé un contrôleur PD avec commande a priori anticipée du couple pour surmonter le phénomène des forces internes d’un robot parallèle redondant à 3ddl. Les couples de commande résultants ont été projetés en utilisant une matrice jacobienne pour réduire les forces internes qui peuvent nuire à la structure mécanique du robot. Des résultats expérimentaux satisfaisants ont été obtenus.

1.3.2.2 Commande par découplage non linéaire (Commande Dynamique)	

	La commande par découplage non linéaire, appélée aussi “Commande Dynamique ” est une méthode basée sur le modèle dynamique du système. Le modèle dynamique inverse est incorporé dans la boucle de rétroaction afin d'obtenir en même temps la linéarisation et le découplage [Pau][He-F]. Il a été montré que cette technique présente de meilleures performances que les approches de rétroaction locales si le modèle est suffisamment précis. Cependant, il est difficile d'y parvenir, si le système est en présence d'incertitudes paramétriques. Une comparaison entre la commande par découplage non linéaire et la commande PD avec couple a priori est présenté dans [Yan] et [Par].   

1.3.2.3 Commande prédictive fonctionnelle

La commande prédictive fonctionnelle est basée sur la prédiction du comportement futur du système à partir du modèle interne. Les propriétés de cette stratégie en font une excellente candidate pour les systèmes à dynamique rapide dès lors que l'on est capable d'en donner un modèle linéaire représentant son comportement dynamique [Viv1]. Dans [Viv2], Vivas et Poignet appliquent cette commande sur le robot parallèle à 4 dll (Par4). Les résultats expérimentaux obtenus sont comparés à ceux d’une commande classique PID et à la commande par découplage non linéaire. 

1.3.3 Commande adaptative  	

	Dans Castañeda et al. [Cas], un contrôleur adaptatif a été mis en œuvre pour résoudre le problème de suivi de trajectoire pour le robot Delta. Le contrôleur est testé expérimentalement en temps réel et en simulation numérique. La commande adaptative a été conçue en utilisant une variante de la structure de rejet de perturbation active. Le régulateur adaptatif a été complété par l’algorithme d'identification non paramétrique, le moindre carré moyen, pour estimer la perturbation. Les résultats de simulation et expérimentaux étaient obtenu lorsque le contrôleur est implémenté en temps réel. Au moins deux trajectoires de référence différentes ont été proposées et ils ont été suivis avec succès par les angles d'articulation du robot réel. Les expériences étaient suffisantes pour montrer les performances supérieures du contrôleur proposé par rapport à celles du contrôleur classique PID (avec couple a priori).

Dans Cazalilla et al. [Caz], un schéma de commande adaptatif est implémenté pour un manipulateur parallèle à 3 ddl.  Le contrôleur repose sur un modèle dynamique avec un nouveau paramètre pertinent permettant d'étudier les cas où les incertitudes affectent: (1) les paramètres du corps rigide, (2) les paramètres de frottement, (3) les dynamiques de l'actionneur, et (4) la combinaison de ses derniers. Les simulations et les expériences  vérifient les performances du contrôleur proposé. Le système de contrôle est implémenté sur l'environnement de programmation modulaire “Open Software Robot Control (OROCOS) ”. Enfin, un dispositif expérimental évalue la performance du contrôleur lorsque le robot manipule une charge utile.

1.3.4 Commande robuste H∞

	Les travaux de recherche concernant l’application de la commande robuste H∞ sur les robots parallèles sont malheureusement pas très nombreux.  Les publications les plus importantes  rencontrées dans la littérature sont:  

	Dans Iqbal et al. [Iqb], une méthode d’identification linéaire est proposée pour établir un modèle linéaire pour la plate forme stabilisée à 2ddl. Un contrôleur H∞ est synthétisé par la méthode de « Loop-shaping » sur la base de ce modèle linéaire. Des résultats de simulation et expérimentaux ont montré que les performances et la robustesse du contrôleur sont satisfaisants.

	Dans Douat et al. [Dou1], Pour minimiser les vibrations indésirables du robot parallèle Par 2 aux positions d’arrêts, un contrôleur réduit est synthétisé par la technique de H∞ loop-shaping. Le modèle linéaire est obtenu par une procédure d’identification.  

	Dans la thèse de Douat [Dou2], Deux contrôleurs robustes H∞ sont synthétisés et comparés pour minimiser les vibrations indésirables du Par2, il s’agit du: H∞ à sensibilité mixte et H∞ « Loop Shaping ». La robustesse des contrôleurs est ensuite testée pour différentes trajectoires et conditions de charge. Des résultats de simulations et expérimentaux sont présentés pour comparer l'efficacité des contrôleurs. 

1.3.5 Autres méthodes de commande

	Ces dernières années, d’autres méthodes de commande ont été développées pour les robots parallèles, que ça soit dans le domaine opérationnel ou articulaire. Parmi ces méthodes on peut citer: la commande par mode glissant [Qu-S] [Guo], la commande par réseaux de neurones [Jia], la commande par logique floue [Zha] et la commande neuronale floue [Tol].

1.4 Conclusion  

	Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques généralités sur les robots parallèles; une définition, un bref historique qui nous a permis de remonter jusqu’au robot Delta à entraînement direct, objet de notre travail de recherche. Nous avons présenté les avantages et les inconvénients des structures parallèles afin d’expliciter leurs complexités lors de la modélisation et la commande. Et enfin, nous avons présenté un état de l’art sur les différentes méthodes de modélisation dynamique et commande des robots parallèles. Dans le prochain chapitre, une modélisation dynamique du robot Delta à entraînement direct à 3ddl sera présentée par la méthode de Newton-Euler. Le modèle dynamique inverse obtenu va subir une linéarisation tangentielle autour d’un point de fonctionnement pour pouvoir implémenter les lois de commande linéaires. Une analyse dynamique des modèles linéaires tangents sera proposée suivie d’une validation du modèle linéaire sélectionné pour la synthèse de la loi de commande robuste H∞.   
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Chapitre 3

Chapitre 3: Concepts de base de la commande robuste H∞

Chapitre 3





Concepts de base de la commande Robuste H∞





	 

	Ce chapitre présente les concepts de base de la commande robuste linéaire H∞. L’analyse de la stabilité et de la robustesse d’un système, soumis à des incertitudes, est exposée et le théorème des petits gains sur lequel repose le problème de commande H∞ est défini. En choisissant des pondérations fréquentielles bien appropriées, les problèmes de performance et de robustesse d’un système asservi sont ramenés à un  unique problème qui est le problème ″H∞ standard″. Les pondérations fréquentielles permettent de réaliser aussi ce qu’on appelle la conformation de boucle ″ loop shaping″.  Le problème de sensibilité mixte de Kwakernaak est étudié, c’est un cas particulier du problème H∞ standard. Il permet de minimiser en même temps la matrice de sensibilité S et de sensibilité complémentaire T du système bouclé. Pour la résolution du problème H∞ standard, une version simplifiée de l’algorithme de Glover-Doyle est présentée. A titre comparatif, nous présenterons aussi, la résolution du modèle standard par la commande linéaire non robuste H2 (LQG). 
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3.1 Etat de l’art

3.1.1 Introduction

	Dans la plupart des problèmes de commande, l’objectif central est d’atteindre et de maintenir la stabilité et certaines performances malgré les perturbations ou incertitudes souvent pénalisantes du système à commander. Une commande est dite robuste quant elle présente de bonnes marges de stabilité, c'est-à-dire une faible sensibilité à des incertitudes, ou à des variations du processus par rapport à son modèle nominal.

	Dans un contexte théorique plus strict, on ne saurait parler de robustesse sans avoir défini d’une part un critère d’évaluation des propriétés dont on souhaite la robustesse (parmi lesquelles, au premier rang, la stabilité) et d’autre part la classe des incertitudes ou variations possibles. La théorie de la robustesse est donc quantitative et déductive [Lar] à partir de données quantifiées sur les domaines d’incertitudes et les performances souhaitées, on doit pouvoir effectuer la synthèse de lois de commande satisfaisant les spécifications souhaitées.

	L’approche classique qui était utilisée vers les années 1960 était la théorie linéaire quadratique gaussienne LQG, ou théorie H2 [Fri][Ber]. Dans cette approche, les incertitudes étaient des perturbations additives modélisées comme des bruits blancs gaussiens possédant des covariances fixes.

	Le contrôleur LQG garantissait la stabilité en boucle fermée et des performances satisfaisantes en présence de ces perturbations. Le problème majeur de cette approche est le manque de traitement des incertitudes dans le procédé lui-même. En admettant que les bruits additifs, la théorie stochastique ignore cette importante issue pratique: les incertitudes dans le procédé lui-même sont particulièrement critiques dans les problèmes de commande. C’est dans ce contexte que se situe la commande robuste H∞.

	Rappelons que la norme H∞ d’une matrice de transfert d’un système, correspond au pire cas de l’amplification des signaux d’entrée, c'est-à-dire le cas où l’amplification est maximale. 

	Dans un système de commande, la norme H∞ se présente comme un moyen très approprié pour évaluer aussi bien le niveau des incertitudes que le gain des entrées de perturbations vers les erreurs de sortie. Elle est donc appliquée principalement quant le système est soumis à des signaux de perturbations et à des incertitudes propres à lui.     

	Cette théorie a été introduite pour la première fois par Zames en 1981 [Zam1][Zam2]. Il a considéré le problème de minimisation de la norme H∞ de la fonction de sensibilité d’un système SISO. Il a montré aussi que les incertitudes du procédé réduisent la capacité de la contre réaction pour minimiser la sensibilité. Ce travail a été développé par la suite par Francis et Zames en 1984 dans [Fra1] et [Fra2], ils ont montré que cette théorie permet de traiter le problème de robustesse d’une manière plus directe que les autres méthodes d’optimisation. Elle a été étendue alors à d’autres problèmes de commande. 

3.1.2 Le problème de commande optimale H∞ et H2 « Standard »

	Ce problème concerne le bloc de diagramme suivant:

 (
w
u
) (
z
y
)[image: ]

Figure 3.1 Modèle standard

	Où ″w″ représente les perturbations externes, ″y″ est la mesure accessible pour le contrôleur, ″u″ est la sortie du contrôleur et ″z″ est le signal d’erreur qu’on souhaiterait garder petit. La matrice des fonctions de transfert P ne représente pas seulement le procédé conventionnel mais aussi les fonctions poids, incluses pour spécifier les performances souhaitées.

	Le problème de commande optimale H∞ est donc: la synthèse d’un contrôleur stabilisant K, de sorte que la matrice de transfert de ″w″  vers ″z″ (Tzω(P,K))  est stable intérieurement  et sa norme infinie est plus petite ou égale à 1. 



avec,



où,   représente la valeur singulière maximale de 

	Le contrôleur H∞ minimise donc, le maximum du gain d’énergie , alors que le contrôleur H2 minimise la valeur moyenne du gain , à travers toutes les fréquences ω.



	La propriété importante de la commande H∞ vient de l’application du théorème des petits gains, qui fait que lorsque , le système avec le bloc de diagramme de la Figure 3.2 reste stable pour toute incertitude Δ stable, respectant la condition de norme suivante:  



Ces types d’incertitudes sont appelés ″incertitudes non structurées″, elles sont dues aux dynamiques non modélisées en hautes fréquences, les non linéarités négligées, etc…

Ce résultat de stabilité robuste représente la principale motivation du développement des différentes méthodes H∞.
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Figure 3.2 Modèle standard avec perturbation Δ

3.1.3 Résolution du problème de commande H∞ standard

	Le problème de résolution H∞ standard est un problème mathématique bien défini, il a fait l’objet de plusieurs travaux de recherche. Initialement, les recherches ont été effectuées dans le domaine fréquentiel, utilisant les fonctions analytiques et les méthodes de la théorie des opérateurs. Parmi ces approches on peut citer, la théorie ″Modèle Matching″[Fra3], la théorie de l’interpolation [Fra4] la théorie polynomiale [Tsy][Kwa1] et enfin la théorie de la factorisation ″J- spectrale″ [Gre1][Gre2]. Malheureusement, les approches fréquentielles standards pour H∞, dans le cas des systèmes MIMO, ont rencontré des obstacles mathématiques et computationnels plus significatifs que pour la théorie LQG (H2).

	La difficulté de la méthodologie du domaine fréquentiel a conduit les investigateurs dans le domaine de la commande optimale H∞, à s’intéresser au domaine temporel et à l’utilisation des résultats de la théorie de commande optimale classique. L’avantage de cette approche, est qu’elle permet des techniques de synthèse simples.

	La résolution du problème H∞ standard général a progressé d’une manière très importante en 1988 avec l’algorithme de Glover Doyle [Glo1][Glo2] [Glo3] qui donne une solution très proche de la commande LQG (H2). Elle se base sur la résolution des équations de Riccati.    

	Une autre approche pour la résolution du problème H∞ standard est apparue plus récemment. C’est la méthode par inégalité matricielle affine (LMI). Cette méthode a l’avantage de faire une relaxation de certaines hypothèses nécessaires à la résolution par les équations de Riccati au prix d’une complexité algorithmique accrue [Iwa][Gah].

	Les détails de la méthodologie de la commande H∞ peuvent être trouvés dans les livres de Zhou [Zho1][Zhou2], de Skogested et Postlethwaite [Sko2], de Duc et Font [Duc] ou encore dans les références suivantes : [Yed], [[Tsa-M] et [Hal]. 

3.2 Notions élémentaires sur la robustesse 

3.2.1 Introduction

	Lors de la modélisation d’un processus physique, des approximations mathématiques sont toujours considérées pour pouvoir le mettre sous forme d’équations mathématiques. Aussi, la plus part des méthodes de synthèse de commande exigent à ce que le modèle du procédé considéré soit simplifié; linéarisation du modèle par rapport à un point de fonctionnement, négliger les dynamiques du système en hautes fréquences, celles des capteurs ou actionneurs…etc. Ainsi, on peut dire que les paramètres du modèle considéré sont toujours soumis à des incertitudes. 

	Une commande est dite robuste lorsqu’elle assure la stabilité et un bon niveau de performance malgré la présence des incertitudes dans le système lui-même. Dans ce qui suit, on s’intéresse particulièrement à la stabilité robuste des systèmes soumis à des incertitudes. Ces dernières sont classées selon deux types:



· Les incertitudes non structurées qui provoquent des changements importants dans la dynamique du système (dynamiques non modélisées en hautes fréquences, les non linéarités négligées, idéalisation des éléments de commande…etc.). Elles sont caractérisées par une certaine condition de gain.

· Les incertitudes structurées qui affectent la connaissance de certains paramètres physiques généralement bien localisés (masses, inerties, centre de gravité…etc.). Elles sont dotées d’une certaine structure. 



	Dans la suite de notre travail, nous verrons les différentes présentations des incertitudes d’un procédé. Nous expliciterons la notion de stabilité interne d’un système soumis à des incertitudes non structurées puis nous donnerons la définition du théorème des petits gains sur lequel est fondée la théorie de la commande robuste H∞.



3.2.2 Incertitudes d’un système

3.2.2.1 Le principal modèle de perturbation

La Figure 3.3 montre le bloc de diagramme du principal modèle de perturbation.

[image: ]

Figure 3.3 Le principal modèle de perturbation



· Le bloc ″H″ est le système dont on veut étudier la robustesse.

· Le bloc ″ΔH″représente une perturbation de la dynamique du système.



Le gain en boucle ouverte L d’un système est soumis à deux types de perturbation



3.2.2.2 Le modèle de perturbation additive: 

Il est représenté par Figure 3.4a. Le gain de boucle est perturbé de L à L + ΔL.

On a :

	 		(3.1)

	ΔH = ΔL		(3.2)

S: représente la fonction de sensibilité.

3.2.2.3 Le modèle de perturbation multiplicative:

Il est représenté par Figure 3.4b. Le gain de boucle est perturbé de L à (I + ΔL).L



On a:

			(3.3)

	ΔH = ΔL		(3.4)

T: représente la fonction de sensibilité complémentaire.

[image: ]

	(a): Perturbation additive 	(b): Perturbation multiplicative

Figure 3.4 Les différentes présentations des incertitudes d’un système bouclé

3.2.3 Stabilités d’un système

3.2.3.1 Stabilité BIBO (Bound Input, Bound Output)

	Considérons le système MIMO de la Figure 3.5 avec la fonction de transfert linéaire Φ. Le système est stable en sens BIBO, si pour toute entrée bornée u, on obtient une sortie bornée y (entrée bornée- sortie bornée). 





 (
Φ
  u
 y
)







Fig. 3.5 Système MIMO avec entrée-sortie



3.2.3.2 Stabilité Interne

	Pour les systèmes constitués d’interconnexion de plusieurs sous-systèmes, on dit que le système est stable intérieurement si chaque sous système de l’interconnexion est stable au sens BIBO [Mor].

	Considérons la boucle de contre réaction de la Figure 3.6a qui n’a pas d’entrée sortie externe. L’ajout d’une entrée interne v et une sortie correspondante ω, aboutit au diagramme de la Figure 3.6b.

	Par définition, le système est dit stable intérieurement si le système d’entrée v et de sortie ω est stable au sens BIBO. Une autre définition de la stabilité interne est donnée par le théorème des petits gains et qui représente le résultat fondamental de la stabilité robuste:

[image: ]



Figure 3.6a Boucle de Contre réaction 	Figure 3.6b Boucle de contre réaction avec l’ajout

	d’une entrée et d’une sortie interne.

· Théorème des petits gains: [Mor][Kwa3]

  Dans la boucle de contre réaction de la Figure 3.6a, L est supposé stable au sens BIBO. La condition suffisante pour que la boucle de contre réaction soit stable intérieurement est que:

		(3.5)

Le théorème des petits gains est une condition suffisante pour la stabilité interne.

3.2.3.3 Stabilité robuste du principal modèle de perturbation 

	Soit à étudier la stabilité interne du principal modèle de perturbation de la Figure 3.3  Le système est supposé stable à l’état nominal, c'est-à-dire qu’il est intérieurement stable si ΔH = 0. La perturbation ΔH est supposée stable au sens BIBO. L’introduction des entrées et des sorties internes conduit à la Figure 3.7.

[image: ]

Figure 3.7 Le principal modèle de perturbation avec rajout des entrées-sorties

D’après la Figure 3.7, on peut écrire:

		(3.6)

		(3.7)

D’après le théorème des petits gains, les équations (3.6) et (3.7) ont des solutions ω1 et ω2 bornées pour toutes entrées v1 et v2 bornées si et seulement si les deux inégalités suivantes sont vérifiées:

	 	(3.8)

	 	(3.9)

Or,

		(3.10)

et,

		(3.11)

donc,

	  	(3.12)

	L’inégalité (3.12) est une condition suffisante pour la stabilité interne du système perturbé.

	Une autre façon pour reformuler les conditions (3.8) et (3.9), est de les remplacer par la condition suffisante:

	 	(3.13)

	La condition (3.13) est rendue nécessaire et suffisante si les perturbations satisfont l’inégalité suivante:

	 	(3.14)

	Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour la stabilité robuste est: 

	 	(3.15)

	Cette condition nécessaire et suffisante, représente le résultat fondamental de la stabilité robuste des systèmes soumis à des perturbations non structurées vérifiant la condition de norme (3.14).

3.2.3.4 Stabilité du principal modèle de perturbation avec contrôleur K (Problème H∞ standard)

	La Figure 3.8, représente le schéma du principal modèle de perturbation  avec contrôleur K. L’application du théorème des petits gains sur ce schéma de commande revient à:

Déterminer le contrôleur K qui stabilise intérieurement le transfert   de u1 vers y1 (noté H précédemment) et réalise la condition de norme:, pour toutes incertitudes Δ respectant la condition de norme suivante:

.

	Ce problème de stabilité robuste est nommé : « Problème H∞ standard », il est fondé sur le théorème des petits gains. 
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Figure 3.8 Le principal modèle de perturbation avec contrôleur K (Problème Standard)

3.3 Etude de la robustesse et des performances d’un système asservi

	Dans ce qui suit, nous allons définir les différents transferts d’un système de commande, puis nous allons montrer que les problèmes de performance d’un système asservi peuvent être traités de la même manière que le problème de stabilité robuste. Donc le problème d’optimisation H∞ standard prend en charge aussi bien les problèmes de robustesse que les problèmes de performance. Considérons le schéma de régulation multi-variable de la Figure 3.9.

[image: ]

Figure 3.9 Schéma de régulation

avec;

	r: signal de référence, 

	du: perturbation de la commande,

	y: signal de sortie, 

	dy: perturbation de la sortie,

	b: bruit de mesure,

	u : signal de commande,

	ε: erreur de suivi.

On suppose que les différents signaux considérés ont la même dimension n.

	D’après la Figure 3.9, on peut écrire: 

	 	(3.16)

	 	(3.17)

	 	(3.18)

avec;

:              Fonction de sensibilité,

:            Fonction de sensibilité complémentaire,

 :    Fonction de sensibilité complémentaire en entrée,

L = GK :                         Gain de boucle en sortie,

I :                                    Matrice d’identité.

	Les deux fonctions S et T vérifient la relation suivante:   

	S + T = I	(3.19)

3.3.1 Robustesse vis à vis des dynamiques négligées

	Pour simplifier l’étude, nous allons négliger les perturbations additives et nous allons envisager le cas d’une erreur multiplicative sur le modèle G de sorte qu’on ait: 

	 	(3.20)

On suppose que  a le même nombre de pôles instables que G.

E est l’erreur multiplicative, elle est supposée stable. On suppose qu’il existe une matrice de fonction W1 stable tel que:

	E = Δ W1	(3.21)  

avec, 

	||Δ||∞ <1 	(3.22)

Le schéma de régulation de la Figure 3.9 se met alors sous la forme de la Figure 3.10. Ce schéma peut se mettre sous la forme standard indiquée par la Figure 3.11. Le système P ci-dessous, est appelé le système augmenté, il contient le système G et la matrice de fonction de pondération W1. Sa matrice de transfert pour le cas étudié:
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Figure 3.10 Schéma de régulation avec erreur de modèle en sortie

		(3.23)
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Figure 3.11 Schéma standard



	Soit , la transformation linéaire fractionnaire basse de P et K et  la transformation linéaire fractionnaire haute de P et Δ.

		(3.24)

		(3.25)



Appliquons le théorème des petits gains sur le problème standard représenté par Figure 3.11 [Bou]: On suppose que K stabilise , alors K stabilise  pour toutes incertitudes Δ  vérifiant la condition de norme (3.22), ssi :

C'est-à-dire;

		(3.26)

La condition (3.26), représente la condition de stabilité robuste.

3.3.2 Performances

3.3.2.1Rejet des perturbations en sortie 

	Atténuer les perturbations en sortie revient à minimiser la matrice de sensibilité S. On suppose l’existence d’une matrice de fonction de pondération W2 telle que l’atténuation des perturbations est correctement effectuée si:


			(3.27)



3.3.2.2Poursuite du signal de référence: 

	La poursuite idéale de la référence r par la sortie y, revient à minimiser la matrice de sensibilité S. Cette condition rejoint donc celle du rejet des perturbations en sortie.



3.3.2.3 Atténuation de l’effet de ″du″ sur y

	La perturbation ″du″ n’affecte pas très gravement y, si la norme H∞ de la matrice de transfert GS est faible aux fréquences où agit cette perturbation. On définit, une matrice de transfert stable  W3, telle que l’effet de ″du″ sur y soit suffisamment atténué si:



		(3.28)

3.3.2.4 Atténuation de l’effet de b sur u

	Pour éviter la fatigue des actionneurs, le bruit de mesure b ne doit pas provoquer des agitations excessives de la commande u. Donc, il est nécessaire de réduire la norme de la matrice KS aux fréquences où agit le bruit de mesure b. Il faut définir une nouvelle matrice W4, telle que l’effet du bruit de mesure b sur u soit convenablement atténué, d’où:

		(3.29)

3.3.3 Bilan obtenu et ″Loop shaping″

	Pour assurer une bonne robustesse vis-à-vis des dynamiques négligées, la condition (3.26) doit être assurée. En choisissant le même poids sur chaque composante: 

		(3.30)

La condition (3.26) est vérifiée si:

		(3.31)



Où est un majorant de l’erreur multiplicative du modèle.



En hautes fréquences, nous avons; T(s) ≈ L(s), donc la condition (3.31) devient:



		(3.32)



Pour assurer un bon rejet de perturbation en sortie et un bon suivi de trajectoire de référence, la condition (3.27) doit être assurée. En choisissant le même poids sur chaque composante: , la condition (3.27) est vérifiée si:

		(3.33)



En basse fréquences, nous avons: S(s) ≈ L-1(s), c'est-à-dire:

	 	(3.34)



Alors la condition (3.33) est équivalente à:



		(3.35)



Les deux inégalités (3.32) et (3.35) traduisent le ″Loop shaping″ multivariable représenté par la Figure 3.12. Cette dernière illustre le compromis Robustesse/Performance qui doit être pris en considération  lors de la synthèse de la loi de commande: toute augmentation des valeurs singulières améliore les performances en basses fréquences mais peut entraîner l’instabilité. Le meilleur compromis implique qu’au voisinage de la fréquence de coupure, les valeurs singulières  et   soient assez proches l’une de l’autre.
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Figure 3.12 Loop shaping multivariable

		Il est à noter que ce ″Loop shaping″ est nécessaire, mais non suffisant car il reste à vérifier les conditions (3.28) et (3.29).

	La condition (3.28) impose à réaliser un ″Loop shaping″ dépendant de G. En effet, si le gain de G présente un pic de résonnance, l’absence de simplification du pôle correspondant impose que le gain de L ait le même pic de résonnance.

Aux fréquences hautes, la condition (3.29) impose à ce que:  



		(3.36)

avec, W4 = W44I 



Elle se traduit donc par une limitation du gain du régulateur dans les hautes fréquences.

 	La synthèse d’un contrôleur H∞ par la méthode du ″Loop shaping″ développée par McFarlène et Glover [Mcf], fondée sur la factorisation copremière de la matrice G est une méthode très intéressante car elle permet de réaliser un ″Loop shaping″ multivariable respectant la condition de non simplification des pôles oscillants peu amortis de G par les zéros de K, ainsi que la condition de limitation du gain de K dans les hautes fréquences. 





3.3.4 Synthèse H∞ par sensibilité mixte 

	L’étude faite précédemment sur la stabilité robuste et les performances d’un système asservi a abouti aux quatre inégalités suivantes:



; ;  et 



Il est possible de les regrouper en un unique problème, représenté par la condition de norme suivante: 

		(3.37)

	Ce problème est appelé : le problème de sensibilité mixte car il englobe en même temps le problème de stabilité robuste et les problèmes de performance. Le schéma de la  Figure 3.7 peut être ramené à un schéma standard et l’objectif serait de déterminer le contrôleur K stabilisant intérieurement le transfert  et assurant l’inégalité (3.37).   

	Pour simplifier l’étude, on va considérer dans la suite de notre travail, le problème de sensibilité mixte de Kwakernaak [Kwa2][Kwa3][Kwa4] qui considère uniquement le problème de minimisation des matrices de sensibilité et de sensibilité complémentaire S et T. Ceci sera réalisé en effectuant un choix convenable des matrices de pondération fréquentielle placées dans des endroits particuliers sur le schéma de commande. Ce schéma a l’avantage d’être à la fois simple tout en permettant de résoudre la majeure partie des problèmes rencontrés en commande. C’est cette méthode qui sera utilisée dans la suite de notre travail pour faire la synthèse d’un contrôleur robuste pour le Robot Delta. 

3.4 Problème de sensibilité mixte de Kwakernaak

3.4.1 Principe

	Considérant le système multi-variable en boucle fermée de la Figure 3.13.
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Figure 3.13 Bloc de diagramme d’un système de commande multi-variable

	Pour prendre en considération les spécifications de performance, la contrainte (3.38) est imposée à la matrice de sensibilité S (représentant le transfert de r vers e).



		(3.38)

 est la contrainte pour le suivi de consigne. Une matrice de sensibilité faible implique une erreur de suivi de trajectoire petite; donc de meilleures performances.  

	Pour garantir la stabilité robuste du système en présence des incertitudes multiplicatives du modèle, la contrainte suivante est imposée.

		(3.39)

, représente la matrice de sensibilité complémentaire (transfert de r vers y) et  représente une mesure anticipative de la plus grande incertitude du système.

	Pour la stabilité robuste la matrice de sensibilité complémentaire T doit être mise petite dans la zone de fréquence où le modèle d’incertitude est large. A cause de la complémentarité de S et T, (S + T = I), ces matrices  ne peuvent pas être mises petites aux mêmes fréquences. Donc, l’objectif est de synthétiser un contrôleur avec un large gain aux basses fréquences (de 0 vers une bande passante B) ce qui permet d’avoir S faible dans cette région, et un gain faible en dehors de cette zone ce qui conduit à un T petit en hautes fréquences. 

	Donc on peut dire que le compromis Robustesse/Performance est obtenu par un choix convenable des matrices de fonction de pondération W1 and W3.      

3.4.2 Augmentation du procédé

Les contraintes (3.38) et (3.39) peuvent être réduites à une spécification unique de norme infinie:

		(3.40)

Où, 

	 		(3.41)

	Notons que la condition (3.40), appelée le problème de sensibilité mixte, implique automatiquement les conditions (3.38) et (3.39). Le problème peut être ainsi reformulé sous la forme standard représentée par Figure 3.14 et Figure 3.15. P est le système augmenté, il contient le procédé G et les matrices poids  Wi. . Ce formalisme sert à étudier le transfert entre u1, les entrées exogènes (ici c’est le signal de consigne r) et y1 (les sorties à contrôler). 

Le problème H∞ standard est défini comme suit : Pour un système augmenté P ; il faut déterminer un contrôleur stabilisant K de façon à ce que la fonction de transfert en boucle fermée Ty1u1 soit stable intérieurement et sa norme infinie inférieure ou égale à 1 ().

[image: ]

Figure 3.14 Problème pondéré de sensibilité et de sensibilité complémentaire 
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Figure 3.15 Problème standard

3.5 Résolution du problème H∞ standard par l’algorithme de « Glover-Doyle »

	Il existe plusieurs méthodes de résolution du problème H∞  standard.  Celle proposé par Glover-Doyle [Glo2], fondée sur une approche variable d’état, semble être une des mieux adaptées numériquement à la résolution de problème de grande taille.

	Afin de mettre en évidence le principe de base de la méthode de résolution du problème H∞ standard de Glover Doyle, nous allons présenter une version simplifiée de l’algorithme.  La version complète est donnée dans l’annexe D.  

	Le problème H∞ standard est de trouver une famille de régulateurs K stabilisant le système augmenté P, et tel que:

		 	(3.42)

Le système augmenté de la Figure 3.15 s’écrit:

		(3.43)

Notations:

· m1 le nombre d’entrées exogènes

· p1 le nombe de sortie régulées

· m2 le nombre de commandes

· p2 le nombre de mesures



Hypothèses :

	La résolution du problème, par la méthode de Glover-Doyle n’est possible que sous les cinq hypothèses suivantes:

· H1 : (A,B1) et (A,B2) sont stabilisables,

· H2 : (C1,A) et (C2, A) sont détectables,

· H3 : D12T[C1  D12] = [0    I ]

· H4 : ,

· H5 :  D11=0, D22 =0.



Remarque :

Pour D11 et D22 différent de zéro, l’algorithme est donné dans l’annexe D.

	Le calcul de régulateur à retour de sortie nécessite la résolution des 2 équations de Riccati suivantes :

	 (3.44)

	 (3.45)

		(3.46)

		(3.47)

	Sous les hypothèses « H1-H5 » précédemment énoncées, il existe un correcteur K(s) qui stabilise le système de manière interne et assure l’inégalité (3.42), si et seulement si:

· 

· Le rayon spectral : 

La famille de contrôleurs K est donnée par:

	  	(3.48)

pour un Q arbitraire, stable, propre et vérifiant la condition de norme suivante:

	 	(3.49)

, transformation linéaire fractionnaire basse de J et Q, avec:

		(3.50)

		(3.51)

		(3.52)

		(3.53)

3.6 Résolution du problème standard par la commande H2 (LQG)

	Soit le schéma standard de la Figure 3.13, le problème du contrôle optimal H2 est défini comme suit: Chercher un contrôleur stabilisant K pour le système augmenté P de sorte que la norme H2 de la fonction de transfert de la boucle fermée Ty1u1 soit minimisée:				(3.54)

Ce problème est équivalent à celui de la commande Linéaire Quadratique Gaussienne (LQG), avec un indice de performance [Chi][Fri]: 



		(3.55)



et des bruits blancs v et w corrélés, entrant le système via le canal [B1 D21]T et ayant la jointe fonction de corrélation:



. 

		(3.56)

	Le contrôleur optimal K(s) de H2 est donc réalisable à la manière LQG, avec les matrices gains de contrôle et de d’observation respectives : et .

	 	(3.57)

où  et satisfait l’équation de algébrique de Riccati:

		(3..58)

	)	(3.59)

où  et satisfait l’équation algébrique de Riccati:

		(3.60)

	Le contrôleur optimal final H2 a donc la forme familière suivante:

		(3.61)

Limitations:

1) D11 doit être égal à zéro, sinon le problème de la commande optimale est mal posé.

2) D12 et D12T doivent avoir des rangs égaux aux nombres de leurs colonnes respectives.

3.7 Conclusion

	Dans ce chapitre, nous avons commencé par un état de l’art sur la commande robuste H∞. Il nous a permis  d’expliciter les objectifs de cette stratégie de commande, de la comparer à la méthodologie de commande optimale classique LQG ou H2  et enfin de citer les différents travaux de recherche entrepris pour la résolution du problème H∞ standard. Dans la deuxième partie, nous nous sommes intéressés à l’analyse de la stabilité et de la robustesse d’un système, nous avons défini les différents types d’incertitudes d’un système, nous avons rappelé quelques notions élémentaires de la stabilité et de la robustesse et présenté le théorème de la stabilité interne « Théorème des petits gains » sur lequel repose la commande robuste H∞. Quelques matrices de transferts qui permettent d’analyser la robustesse et les performances d’un système asservi sont définies. Nous avons montré que toutes les spécifications de robustesse et de performance d’un système asservi peuvent être assurées par un choix convenable des gabarits fréquentiels qui permettant de réaliser ce qu’on appelle la conformation de boucle le « loop shaping ». Les problèmes de robustesse et de performance sont alors ramenés à  un unique problème appelé: le problème H∞ standard. Le problème de sensibilité mixte de Kwakernaak est un cas particulier du problème standard car il permet de simplifier le problème et de minimiser  uniquement les matrices de sensibilité S et T et il réalise ce qu’on appelle le meilleur Compromis Robustesse/Performances. La résolution du problème standard par la méthode de Glover- Doyle est exposée. Sous certaines hypothèses citées précédemment, l’algorithme donne une solution dans l’espace d’état très proche de celle de la commande Linéaire Quadratique Gaussienne (LQG) ou contrôleur H2. De ce fait, à titre comparatif, nous avons présenté une résolution du problème standard par la commande H2. 

	Dans le prochain chapitre, nous allons appliquer cette stratégie de commande linéaire sur le robot Delta à entraînement direct. Son modèle dynamique étant fortement non linéaire, peut constituer un très bon exemple pour mettre en évidence la robustesse de cette commande pour traiter aussi bien les systèmes non linéaires que  les systèmes linéaires.  A titre comparatif, nous allons la comparer à la commande classique linéaire quadratique H2 et à d’autres commandes classiques largement utilisées en robotique.  
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Conclusion

	Dans ce manuscrit de thèse, nous avons présenté les travaux de recherche réalisés dans le contexte de la modélisation et la commande robuste d’un robot parallèle et plus précisément nous nous somme intéressés au robot Delta à 3 ddl. Outre la synthèse d’une loi de commande robuste H∞, nous avons étudié, à titre comparatif, d’autres approches de commande classiques utilisées pour les robots sériels et nous les avons adaptées au robot parallèle Delta. 

	Nos contributions concernant ce travail de recherche peuvent être résumées en ces points:

	Pour la modélisation du robot Delta, un modèle dynamique inverse a été développé à partir du modèle dynamique inverse de Codourey [Cod1], il a la particularité d’être fonction que des paramètres articulaires du robot [Rac1][Rac5]. Ce modèle a permis aussi de déterminer un modèle dynamique direct non linéaire dans l’espace d’état en effectuant un choix convenable des variables d’état. La linéarisation tangentielle de ce dernier par rapport à un point de fonctionnement a généré les expressions analytiques d’un modèle dynamique direct linéaire  qui est fonction de la position du point de repos dans l’espace de travail du robot. Le modèle linéaire a été validé par simulation et par expérimentation. Les différentes formes de modèle dynamique développées dans cette thèse ouvrent une opportunité pour l’application de nouvelles stratégies de commande pour le robot Delta. 

	La linéarisation tangentielle a permis de faire aussi une analyse dynamique du comportement du Delta dans tout son espace de travail. Cette analyse est très intéressante pour le choix du point de fonctionnement, de type de commande et de l’emplacement de la trajectoire de déplacement de la nacelle dans l’espace de travail du robot.    

  	Une commande H∞ par l’approche de sensibilité mixte est synthétisée sur la base du modèle linéaire du Delta. Nos contributions par rapport à cette  approche est l’analyse fréquentielle que nous avons développé et qui a permis de limiter  la bande passante du système en boucle fermée entre deux fréquences qui sont fonctions des paramètres des fonctions de pondération [Rac3][Rac5]. Ces limites imposées sur la bande passante  permettent de sélectionner les paramètres des pondérations fréquentielles qui élargissent le maximum possible cette bande c'est-à-dire pour avoir les meilleures performances tout en préservant la stabilité robuste du système en boucle fermée.  Grâce à cette analyse,  nous avons pu déterminer expérimentalement le contrôleur H∞ qui donne les meilleures performances pour le robot Delta.

	Dans ce travail de thèse, nous avons envisagé, pour la partie simulation, deux schémas de commande H∞; avec et sans le couple a priori. Pour le premier cas, nous avons effectué une comparaison des performances de H∞ avec des contrôleurs qui n’incorporent pas le MDI dans leurs schémas de commande. On a choisi le PID qui est très utilisé dans les robots industriels mais ses performances étaient inférieures à celles de H∞ et un autre  contrôleur linéaire H2 (LQG) dont les étapes de synthèse sont les mêmes que celles de H∞ mais lors de la résolution du problème standard, il minimise l’énergie moyenne (norme H2) de la matrice de gain des entrées de perturbation vers les erreurs de sortie à travers toutes les fréquences. Le contrôleur H∞, en minimisant l’amplification maximale des signaux d’entrée (le pire cas) a donné des performances beaucoup plus intéressantes que celles de H2 en termes de suivi de trajectoire [Rac2]. Par contre, nous avons constaté une dégradation importante des performances du H∞ lors de l’augmentation de  la dynamique du mouvement, d’où l’idée d’utiliser le H∞ en association avec le couple a priori. Le contrôleur obtenu est comparé à deux autres contrôleurs très utilisés en robotique et qui incorporent le MDI dans leurs schémas de commande; il s’agit de la commande par découplage non linéaire [Rac4] et la commande PD avec couple a priori. Les résultats de simulation obtenus ont montré d’une manière générale que le contrôleur H∞ en association avec la couple a priori était plus performant et plus robuste que les deux autres contrôleurs classiques.     

	En dernière partie de cette thèse, une implémentation hardware du contrôleur H∞ sur le robot Delta de l’EPFL a été effectuée [Rac5]. Nous nous sommes limités au cas du contrôleur H∞ sans l’association du couple a priori. Nos objectifs étaient d’évaluer ses performances expérimentalement et les comparer à celles du contrôleur classique PID en termes de performance et de robustesse. Les résultats expérimentaux ont confirmé que le contrôleur H∞ présentait un grand potentiel par rapport au PID, surtout lorsque la dynamique du mouvement est élevée et lorsque le système est en présence d’incertitudes paramétriques.

Perspectives  

	Les perspectives que l’on peut envisager à moyen terme pour compléter les travaux entrepris dans cette thèse, concernent en premier lieu la partie expérimentale, elles peuvent être résumées en ces points:

· Envisager des trajectoires de prise et dépose plus complexes, telle que la trajectoire demi-ellipse utilisée en simulation.



· Associer le couple a priori avec le contrôleur H∞ pour améliorer ses performances surtout lorsqu’on s’éloigne du point de fonctionnement.



· A titre comparatif, implémenter expérimentalement les contrôleurs non linéaires basés modèles, c'est-à-dire la commande par découplage non linéaire et la commande PD avec couple a priori. 

Concernant la commande H∞, 

· Il est important de développer une méthode de réglage automatique des paramètres des fonctions de pondération qui permettra l’implémentation systématique du contrôleur dans n’importe quel robot industriel parallèle.



· Envisager un contrôleur robuste H∞ multi-modèles, multi-objectifs pour améliorer la fin de positionnement du contrôleur et aussi surtout pour avoir la possibilité d’effectuer des trajectoires qui peuvent aller jusqu’à la limite de l’espace de travail du robot [Sen].



· Envisager la méthodologie de commande H∞ nonlinéaire pour le robot Delta. En effet, dans A. Siqueira et al. [Siq], on montre que cette technique garantie une atténuation des perturbations des couples sur les positions articulaires. Deux approches fondamentales de cette  commande sont considérées ; la première est basée sur la théorie des jeux et la seconde est basée sur les techniques des systèmes linéaires à paramètres variables (LPV).    
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Généralités	

	Depuis le début des années 1990, les robots parallèles ont été largement utilisés dans l'industrie et plus particulièrement en industrie agro-alimentaire pour l'emballage. La rigidité mécanique élevée de ces structures a également intéressé les fabricants de machines-outils. Plusieurs travaux de recherche et applications ont été développés dans ce domaine au cours des deux dernières décennies. En effet, ces robots combinent une grande rigidité, vitesse et  précision par rapport aux robots anthropomorphes sériels.

	Le robot Delta est considéré dans ce travail. A cause de sa simplicité, il est l’un des plus importants robots parallèles industrialisés. Jusqu’à ce jour, plus de 6000 robots Delta sont commercialisés autour du monde par différentes compagnies bien établies (Bosch Packaging Technology Switzerland, ABB, Fanuc, Force dimension, Asyril, CIPOSA…). 

	Ce concept a été développé par Reymond Clavel de l’EPFL (Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne) en 1985 [Cla1] pour une application industrielle de prise et dépose (pick and place) à dynamique très élevée. Il réussit à développer le premier robot parallèle Delta à quatre degrés de liberté. L’élimination des engrenages entre les actionneurs et les bras a permis d’engendrer le robot Delta à actionnement direct [Cod1]. Il est moins bruyant, plus rigide et sa structure contient moins de composants. 

	La commande des structures à entraînement direct est plus complexe, car l’élimination de l’étage de réduction  rend les actionneurs directement sensibles aux variations de l'inertie de la structure et le couplage entre les axes.

	La plupart des contrôleurs industriels utilisent uniquement les contrôleurs PID décentralisés avec des gains constants, estimant que le modèle dynamique du robot est linéaire et découplé. Le dimensionnement de ces gains de régulation est réalisé par expérimentation. Ces méthodes offrent la facilité de mise en œuvre et la réduction des coûts. 

D’un autre côté, en utilisant de simples contrôleurs mono-axes (contrôleurs décentralisés), les performances de poursuite sont limitées, en particulier pour les fortes accélérations ou quand il ya un changement dans la charge transportée (correspondant à une perturbation paramétrique). Dans ce cas, des contrôleurs plus avancés sont nécessaires.

La commande robuste H∞ linéaire est devenue, dans la dernière décennie, une méthode très efficace pour contrôler les processus non linéaires où la robustesse et les performances sont exigées en même temps. Contrairement à la commande classique Linéaire Quadratique Gaussienne (LQG ou H2), cette technique  ne considère pas uniquement les perturbations additives, mais elle considère que le système peut lui-même être soumis à des incertitudes, ce qui lui a permis de traiter aussi bien les systèmes non linéaires ou des systèmes linéaires soumis à des incertitudes non linéaires.   

Dans différents travaux précédents [Sag1] [Sag2] [Axe], des robots industriels sériels ont été considérés, les modèles dynamiques non linéaires de ces robots sont linéarisés et les contrôleurs sont conçus sur la base de ces modèles linéaires. Les non-linéarités négligées sont considérées comme des incertitudes non structurées ou des perturbations. Les contrôleurs H∞ synthétisés par l’approche de sensibilité mixte ou par la méthode de «Loop Shaping » [Zho1][Zho2] ont abouti à des performances très satisfaisantes par rapports aux contrôleurs conventionnels classiques (PID ou PD).

	Dans la littérature, peu de travaux ont envisagé ces techniques de contrôle avancées pour commander les robots parallèles. Dans [Dou1], une méthode d'identification linéaire a été proposée pour déterminer un modèle linéaire pour stabiliser une plate forme à 2 ddl. Un contrôleur H∞ par la méthode de « loop shaping » est synthétisé sur la base de ce modèle linéaire. Il a été montré par expérimentation et simulations que les performances et la robustesse du contrôleur sont satisfaisantes.

Objectifs de la thèse

	S’inscrivant dans cette recherche globale sur l’amélioration constante de la précision et de l’exploitation au mieux la dynamique des robots parallèles, notre travail porte sur la modélisation dynamique et la commande de ces structures parallèles. Ainsi le but de ce travail est de proposer quelques contributions pour la commande et l’amélioration des  performances des robots parallèles.   

	Une application est développée sur le robot Delta à actionnement direct à 3ddl du Laboratoire de systèmes robotiques (LSRO) à l'EPFL (Figure A). Il s’agit d’un robot capable de positionner un objet dans un espace à trois dimensions. Ces trois degrés de liberté répondent aux exigences pour des applications industrielles complexes de prise et dépose. 

	Le contrôleur H∞ proposé est conçu par l'approche de sensibilité mixte développé par H. Kawakernaak [Kwa1] [Kwa2]. C’est un régulateur de position centralisé, il prend en considération les effets de couplage entre les axes du robot et permet d’obtenir un bon compromis Robustesse/Performance par un choix convenable des fonctions de pondération fréquentielles.	



[image: IMG_1226]

Figure A Le robot Delta à actionnement direct à 3 ddl

 	Il est défini dans l’espace articulaire du robot et sa mise en œuvre exige trois étapes importantes:

· La détermination d’un modèle dynamique inverse  dépendant uniquement des paramètres articulaires du robot,

· La linéarisation tangentielle de ce modèle par rapport à un point de fonctionnement bien situé dans l’espace de travail du robot,

· La synthèse du contrôleur robuste sur la base de ce modèle linéaire et par un choix convenable des matrices de pondérations fréquentielles afin  de réaliser les spécifications de robustesse et de performance.    	

	Ce contrôleur est comparé à d’autres contrôleurs de position décentralisés classiquement utilisés en robotique. Parmi ces contrôleurs, on peut citer le PID classique sans le couple a priori, le PD avec couple a priori et la commande par découplage non linéaire (commande dynamique). Il est important de noter que pour ces méthodes classiques proposées, les gains des contrôleurs sont obtenus par des algorithmes bien appropriés basés sur le modèle dynamique du robot Delta, ils vont être ajustés par la suite lors de  la phase de simulation ou d’expérimentation [Kel][Kha].  

	Afin de distinguer l’efficacité de cette technique de synthèse par rapport à la commande optimale classique LQG ou H2, un contrôleur H2 est aussi synthétisé sur la base du modèle linéaire développé pour le robot Delta.

Contributions

	Les contributions essentielles de cette recherche peuvent être résumées en six points:

· Développement d’un modèle dynamique inverse pour le robot Delta qui ne dépend que des variables articulaires [Rac1]. Ce modèle permet d’implémenter les techniques de commandes classiques utilisées pour les robots sériels (PD, PID, Commande dynamique…). En effet, le modèle dynamique inverse de Codourey [Cod1] a la particularité de dépendre non seulement des variables articulaires, mais aussi de la cinématique de l’organe terminal.

· Le développement d'une méthode systématique et analytique pour la linéarisation tangentielle du modèle dynamique du robot Delta: cela ouvre l’opportunité d'utiliser les lois existantes de contrôle robuste linéaire [Rac5].

· Une analyse du comportement dynamique du robot Delta dans tout son espace de travail grâce à la détermination de plusieurs modèles linéaires tangents à des points de fonctionnement répartis uniformément dans cet espace. 

· Implémentation de plusieurs lois de commandes classiques très utilisées en robotique pour les robots sériels et qui ne sont pas encore utilisées pour le robot Delta [Rac3][Rac4]. 

· Proposition d’une méthode pour la sélection des paramètres des pondérations fréquentielles, basée sur une analyse fréquentielle de la bande passante du système en boucle fermée [Rac3].    

· Et enfin, l’implémentation du contrôleur multi-variable H∞ en hardware sur le robot Delta à 3ddl. Le contrôleur est synthétisé sur la base du modèle linéaire [Rac5].

La contribution essentielle de ce travail réside surtout sur le fait d’avoir adapté une théorie de commande robuste sur un processus industriel réel et de l’avoir rendu systématique et pratique.

Organisation de la thèse

	Cette thèse est organisée en cinq chapitres et une conclusion:

	Dans le premier chapitre,  nous allons présenter un état de l’art sur les robots parallèles. Dans une première partie, nous définissons ce que c’est un mécanisme parallèle, l’historique de l’apparition des différentes structures parallèles jusqu’à la naissance du premier robot rapide Delta dédié pour les opérations industrielles de prise et dépose. Nous verrons aussi les différentes variantes de cette structure, son évolution et ses multitudes applications dans le domaine industriel, nous exposerons aussi les avantages et inconvénients des mécanismes parallèles par rapport à leurs homologues; les robots sériels. Dans la seconde partie, nous citerons les travaux de recherche rencontrés dans la littérature concernant les différentes méthodes utilisées pour la modélisation dynamique des robots parallèles. Un tour d’horizon sur les différentes méthodes d’asservissement des mécanismes parallèles est exposé dans la troisième partie et enfin, nous terminerons le chapitre par une conclusion.

	Dans le second chapitre, nous allons faire une présentation et une description du robot Delta, à 3 ddl et à entrainement direct, utilisé dans ce travail de thèse pour implémenter les différentes lois de commande proposées. Une modélisation dynamique du modèle non linéaire est effectuée par la méthode de Newton-Euler et suivie par une linéarisation tangentielle autour d’un point de fonctionnement. Une analyse dynamique est proposée dans tout l’espace de travail  du robot, elle a permis d’aboutir au modèle linéaire qui permettra de faire la synthèse d’une loi de commande robuste linéaire.  Ce modèle est validé avec le modèle non linéaire du robot Delta représenté sous SimMechanics. 

	Ce chapitre présente les concepts de base de la commande robuste linéaire H∞. L’analyse de la stabilité et de la robustesse d’un système, soumis à des incertitudes, est exposée et le théorème des petits gains sur lequel repose le problème de commande H∞ est défini. En choisissant des pondérations fréquentielles bien appropriées, les problèmes de performance et de robustesse d’un système asservi sont ramenés à un  unique problème qui est le problème ″H∞ standard″. Les pondérations fréquentielles permettent de réaliser aussi ce qu’on appelle la conformation de boucle ″ loop shaping″.  Le problème de sensibilité mixte de Kwakernaak est étudié, c’est un cas particulier du problème H∞ standard. Il permet de minimiser en même temps la matrice de sensibilité S et de sensibilité complémentaire T du système bouclé. Pour la résolution du problème H∞ standard, une version simplifiée de l’algorithme de Glover-Doyle est présentée. A titre comparatif, nous présenterons aussi, la résolution du modèle standard par la commande linéaire non robuste H2 (LQG). 

 	Le chapitre quatre présente la synthèse et l’implémentation de la commande robuste H∞ pour le robot Delta à trois degrés de liberté. Les performances obtenues par ce contrôleur sont comparées à celles des autres contrôleurs classiques utilisés en robotique  [Rac1], [Rac2], [Rac3], [Rac4]. Le contrôleur H∞ est synthétisé par l’approche de sensibilité mixte où la matrice de sensibilité S et la matrice de sensibilité complémentaire T sont prises en compte. Le modèle linéaire du robot Delta obtenu par linéarisation tangentielle autour d’un point de fonctionnement, développé au chapitre 2, est augmenté par les matrices de pondération fréquentielle. Les paramètres de ces dernières sont graduellement ajustés dans le but d’élargir le maximum possible la bande passante du système bouclé; c'est-à-dire pour avoir les meilleures performances tout en préservant la stabilité robuste du système en boucle fermée. Le contrôleur H∞ est synthétisé sur la base de l’algorithme de Glover-Doyle. Le contrôleur synthétisé H∞, élargissant le maximum possible la bande passante est implémenté dans le schéma de commande du robot Delta représenté par son modèle sous SimMechanics. Deux schémas de commande sont envisagés; sans et avec l’incorporation du modèle dynamique inverse du robot (couple a priori). Pour le premier cas, les résultats de simulation obtenus sont comparés à ceux d’un autre contrôleur linéaire non robuste H2 et à un contrôleur classique PID.  Dans le second cas, le contrôleur H∞ utilisé avec le couple a priori est comparé a deux autres stratégies, classiquement utilisées en robotique et qui incorporent le MDI dans leurs schémas de commande, il s’agit de la commande PD avec couple a priori et la commande par découplage non linéaire (Commande dynamique). 

	Le but principal du chapitre cinq est l’implémentation expérimentale du contrôleur H∞ sur le robot Delta à 3ddl, disponible au laboratoire LSRO de l’EPFL [Rac5]. Le contrôleur  utilisé sans le couple a priori est comparé au contrôleur classique PID. Les différents tests expérimentaux effectués ont permis d’évaluer les performances et la robustesse de ce contrôleur.   
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ملخص

إن الهدف الذي ترمي إليه هذه الأطروحة هو اقتراح قانون تحكم قوي من أجل تحسين أداء آلي مواز سريع و دقيق. فتم تطوير تطبيق على الآلي دلتا المحركك مباشرة لدى 3 درجات من الحرية. التحكم H∞ المقترح٬ صمم عن طريق نهج الحساسية المختلطة٬ حيث يأخذ بعين الاعتبار كل من مصفوفات  الحساسية S   و الحساسية المتكاملة.T يتطلب تنفيذ هذا التحكم ثلاث خطوات : في البداية٬ تطوير نموذج ديناميكي معاكس يعتمد فقط على المتغيرات المفصلية للآلي٬ ثم إنشاء الخطية المماسية للنموذج حول نقطة تشغيل ذات موقع جيد في مساحة العمل  للآلي٬ وفي الأخير٬ تصميم التحكم القوي على أساس النموذج الخطي وبإختيار مناسب لمصفوفات الترجيح. هذا التحكم سوف يقارن إلى تحكمات كلاسيكية أخرى مستخدمة في علم الآلة وكذلك مع التحكم الكلاسيكي المثالي الخطي الرباعي الغوسي (LQG أوH2 ). سوف نعتبر مخططين للتحكم: مع وبدون دمج النمودج الديناميكي المعاكس للآلي (عزم الدوران البديهي). أختبرت مسارات معقدة للإلتقاط والوضع بديناميكيات مختلفة. ولقد عرضت نتائج المحاكاة والتجريبية. 

كلمات البحث : الأليات الموازية٬ التحكم القوي٬ الخطية المماسية.

Abstract

The aim of this work is to propose a linear robust control law, to improve the performances of a fast and accurate parallel robot. An application is performed on the 3DOF direct drive parallel Delta robot. The proposed H∞ controller is designed by the mixed sensitivity approach in which the sensitivity function matrix S and the complementary sensitivity function matrix T are taken into account. Its implementation requires three important steps; first, the development of an inverse dynamic model depending only on the joint parameters of the robot, then, a tangential linearization of this model around an operating point well located in the workspace of the robot, and finally the design of robust controller based on the linear model and a suitable choice of frequency weighting matrices. This controller is compared to other decentralized controllers conventionally used in robotics and to the classical optimal Linear Quadratic Gaussian controller (LQG or H2). Two control schemes are considered; with and without the incorporation the inverse dynamic model of the robot (a priori torque). Complex trajectories of pick and place are tested with different dynamics. Simulation and experimental results are illustrated.

Keywords: Parallel robots, Robust control, tangential linearization

Résumé

Le but de ce travail est de proposer une loi de commande robuste linéaire, en vue d’améliorer les performances d’un robot parallèle rapide et précis. Une application est développée sur le robot Delta à actionnement direct à 3ddl. Le contrôleur H∞ proposé est synthétisé par l'approche de sensibilité mixte où les matrices de sensibilité S et de sensibilité complémentaires T sont prises en compte. Sa mise en œuvre exige trois étapes importantes; d’abord, le développement d’un modèle dynamique inverse dépendant uniquement des paramètres articulaires du robot, ensuite, une linéarisation tangentielle de ce modèle autour d’un point de fonctionnement bien situé dans l’espace de travail du robot, et enfin la synthèse du contrôleur robuste sur la base de ce modèle linéaire et par un choix convenable des matrices de pondérations. Ce contrôleur est comparé à d’autres commandes décentralisées classiquement utilisées en robotique et à la commande Linéaire Quadratique Gaussienne (LQG ou H2). Deux schémas de commandes sont envisagés; avec et sans l’incorporation du modèle dynamique inverse du robot (couple a priori). Des trajectoires complexes de prise et dépose sont testées à différentes dynamiques. Des résultats de simulation et expérimentaux sont présentés.

Mots clés: Robots parallèles, commande robuste, linéarisation tangentielle. 
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Chapitre 5

Chapitre 5: Implémentation expérimentale du contrôleur H∞ sur le robot Delta

Chapitre 5







Implémentation expérimentale du contrôleur H∞ sur le robot Delta 

	



	Le but principal de ce chapitre est l’implémentation expérimentale du contrôleur H∞ sur le robot Delta à 3ddl, disponible au laboratoire LSRO de l’EPFL [Rac5]. Le contrôleur  utilisé sans le couple a priori est comparé au contrôleur classique PID. Les différents tests expérimentaux effectués ont permis d’évaluer les performances et la robustesse de ce contrôleur.   
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5.1 Introduction

	Ce chapitre présente les résultats expérimentaux de la commande robuste H∞ implémentée sur le robot Delta Heureka à actionnement direct. Ce robot est disponible au Laboratoire des Systèmes Robotiques (LSRO) de l’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne (EPFL). La commande H∞ est implémentée sur le robot Delta, sans l’incorporation du modèle dynamique inverse, et comparée à la commande classique PID [Rac5].

	Le système de commande est implémenté sur un PC (Core Duo 2,1 Ghz) qui est exécuté sous Windows XP et une extension en temps réel (RTX de Interval Zero Inc.) [Bou1][Bou2].

Les expériences ont été menées à ces fins:

· Déterminer le contrôleur H∞ qui donne les meilleures performances (erreur de poursuite minimale) tout en préservant une bonne marge de stabilité. Ceci est réalisé en élargissant graduellement la bande passante de la boucle fermée. 

· Comparer les performances du contrôleur H∞ obtenu dans le premier test à celles du contrôleur conventionnel PID en augmentant la dynamique du mouvement (accélération).

· Etudier les limites de performance du contrôleur pour des trajectoires verticales distantes du point de fonctionnement M. 

· Evaluer la robustesse du contrôleur en ajoutant une charge supplémentaire à la nacelle du robot.

Dans chaque cas, la nacelle du robot doit se déplacer d’une certaine position cartésienne initiale (xdi, ydi, zdi), vers une position cartésienne finale désirée (xdf, ydf, zdf) et retourne à la position initiale (xdi,ydi,zdi) après un temps de pause, concluant le cycle.

5.2 Expérimentation en temps réel pour la détermination du contrôleur H∞ avec les meilleures performances

	Dans nos expériences, nous avons utilisé une trajectoire de 100 mm, le long de l’axe z. Elle démarre d’une position initiale (0, 0, -350 mm) jusqu’à une position finale (0, 0, -450mm) et retourne à la position initiale après un temps de pause de 500 ms. Le point de fonctionnement M (0, 0, -395.5mm) est situé au milieu de cette trajectoire. Ce cycle est répété cinq fois avec une accélération de 5G et un temps d’échantillonnage de 1 ms. Ceci est illustré dans la Figure 5.1.

	A cet effet, trois contrôleurs H∞ ont été synthétisés successivement et implémentés dans le système de commande en temps réel. La bande passante du système en boucle fermée est augmentée graduellement de 110rad/s jusqu’à 390 rad/s. Les paramètres utilisés pour les trois contrôleurs synthétisés sont donnés dans le Tableau 5.1 et les tracés correspondants des valeurs singulières des matrices S et T avec leurs respectives fonctions de pondération sont illustrés dans la Figure 5.2.   	





(a)





(b)

Fig. 5.1 Trajectoire désirée expérimentale, (a): Espace cartésien, (b): Espace articulaire.







	(a)	(b)


(c)

Figure 5.2 Tracé des valeurs singulières de S et T pour le contrôleur H∞, (a): B = 110 rad/s, (b): B = 208 rad/s, (c) : B=390 rad/s.  

Tableau 5.1 Les caractéristiques des trois contrôleurs synthétisés 



	

		

		W11

		W33

		Bande passante



		Contrôleur 1

		

		



		110 rad/sec



		Contrôleur 2

		

		



		208 rad/sec



		Contrôleur 3

		

		



		390 rad/sec





	Les résultats expérimentaux obtenus pour les trois contrôleurs sont représentés dans Figure 5.3 et Figure 5.4.











Figure 5.3 Trajectoires de poursuite expérimentales obtenues par les contrôleurs H∞ synthétisés en élargissant la bande passante (Acc =5G).











Figure 5.4 Erreurs de poursuite expérimentales obtenues par les contrôleurs H∞ synthétisés en élargissant la bande passante (Acc. =5G).



	Les résultats expérimentaux montrent clairement que les meilleures performances sont obtenues évidemment par le troisième contrôleur H∞ correspondant à la plus large bande passante de  390 rad/sec.   

	En effet, nous remarquons dans Figure 5.2 c que les valeurs singulières des matrices de fonction S et T de ce contrôleur sont respectivement très proches à leurs spécifications respectives 1/W11 et 1 /W33 que celles des deux premiers contrôleurs.

	Pour préserver la stabilité robuste, les performances ne peuvent pas être encore augmentées. Donc, dans ce qui suit le troisième contrôleur correspondant à la bande passante de 390 rad/sec est sélectionné pour les autres tests.

5.3 Evaluation des performances du contrôleur en augmentant la dynamique du mouvement.

	Le contrôleur correspondant à la bande passante de 390 rad/s est implémenté dans le système de commande. L’accélération du mouvement est augmenté jusqu’à 12G. Les résultats expérimentaux obtenus pour le contrôleur H∞ sont comparés à ceux du contrôleur PID. Nous utilisons la même trajectoire que celle du premier test. 

	Les résultats expérimentaux représentés de Figure 5.5 à Figure 5.7 ont été obtenus respectivement avec les accélérations 1G, 5G et 12G. 











Figure 5.5. Erreurs de poursuite expérimentales pour une accélération de 1G








Figure 5.6. Erreurs de poursuite expérimentales pour une accélération de 5G











Figure 5.7. Erreurs de poursuite expérimentales pour une accélération de 12G

	Les trajectoires de poursuite de la pire articulation (articulation 1) à différentes accélérations (1G, 5G et 12G) de la position initiale à la position finale sont illustrées par Figure 5.8.



 

(a)







(b)







(c)



Figure 5.8 Suivi de trajectoire de la position initiale à la position finale pour la pire articulation (articulation 1); (a): Acc. =1G ; (b): Acc.=5G; (c): Acc.=12G.  

	Tableau 5.2 résume les performances obtenues par les deux contrôleurs pour la pire articulation (Articulation 1).

Tableau 5.2 Comparaison des performances des contrôleurs H∞ et PID pour différentes accélérations (Articultion 1)

		Performances

		Contrôleur H∞ 

		Contrôleur PID 



		

		1Ge

		5Ge

		12Ge

		1Ge

		5Ge

		12Ge



		Max |e1|

		0.34°

		0.46°

		0.5°

		0.18°

		0.5°

		0.625°



		Erreurs de fin de positionnement (Articulation 1)

		0.19°

		0.28°

		0.34°

		0.11°

		0.46°

		0.50°





	En comparant les résultats expérimentaux du contrôleur H∞ avec ceux du PID, nous pouvons constater que pour une accélération de 1G, les performances du PID sont meilleures que celles du H∞. L’erreur de poursuite maximale et l’erreur de fin de positionnement du PID sont respectivement 53% et 57% de celles du H∞. Mais, en augmentant les accélérations, les performances du H∞ deviennent meilleures que celles du PID. A 5G, l’erreur de poursuite maximale et l’erreur de fin de positionnement du H∞ deviennent respectivement 92% et 61% de celles du PID. Les performances du H∞ sont plus intéressantes que celles du PID à 12G, car ses erreurs de poursuite maximale et de fin de positionnement sont respectivement 80% et 68% de celles du PID. 

5.4 Les limites de performance du contrôleur

	Dans cette section, nous allons tester les limites de performance du contrôleur H∞ quand on s’éloigne graduellement du point de fonctionnement M (x = 0, y = 0, z =-395.5mm).

	Considérons la section horizontale de l’espace de travail du robot Delta contenant le point M, située à une hauteur z = -395.5 mm (le milieu du cylindre représentant l’espace de travail du robot Delta). La trajectoire verticale de 10 G utilisée précédemment va être graduellement éloignée du point de fonctionnement M,  en passant successivement à travers les points situés sur l’axe x ou y comme le montre la Figure 5.9. Pour des raisons de sécurité et pour éviter une réaction forte du robot, le test expérimental est effectué uniquement pour les trajectoires qui passent par les points représentés dans le Figure 5.10, c'est-à-dire, les trajectoires n’iront pas jusqu’à la limite de l’espace de travail du robot.

	Pour comparer les performances des différentes trajectoires, nous commençons le test avec la trajectoire passant par le point de fonctionnement M (le long de l’axe z). Dans chaque cas, les performances du contrôleur H∞ sont comparées à celles du PID. 
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Figure 5.9: Trajectoires expérimentales désirées de 10 G distantes du point M
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Figure 5.10 Vue de dessus des points du test dans l’espace de travail 

Les résultats expérimentaux donnent les erreurs de poursuite suivantes:  









Figure 5.11 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point de fonctionnement M (x=y= 0; z = -395.5mm)











Figure 5.12 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P1 (x= - 125 mm, y = 0, z = -395.5 mm)













Figure 5.13 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P2 (x= - 150 mm, y=0, z = - 395.5 mm)  











Figure 5.14  Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P3 (x= 125 mm, y=0, z = -395.5 mm)











Figure 5.15 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P4 (x= 150 mm, y=0, z = -395.5 mm)











Figure 5.16 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P5 (x = 0 mm, y = -125mm, z = -395.5 mm)











Figure 5.17 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P6 (x = 0 mm, y = -150 mm, z = - 395.5 mm)











Figure 5.18 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P7 (x = 0 mm, y = 125 mm, z = - 395.5 mm)











Figure 5.19 Erreurs de poursuite expérimentales pour la trajectoire de 10 G passant par le point P8 (x = 0 mm, y = 150 mm, z = - 395.5 mm)

Les résultats expérimentaux obtenus sont résumés dans le Tableau 5.3 



Table 5.3: Comparaison des performances des contrôleurs H∞ et PID pour différentes  trajectoires verticales de 10G distantes du point M.

		Points de Test 

		Contrôleur H∞ 

		Contrôleur PID 



		

		Err. Max. (Art1)

		Err. Max. (Art2) 

		Err. Max. (Art3)

		Err. Max. (Art1)

		Err. Max. (Art2)

		Err. Max. (Art3)



		M

		[-0,37°,0.4°]

		[-0.3°,0.37°]

		[-0.3°,0.3°]

		[-0.6°,0.6°]

		[-0 .6°,0.6°]

		[-0.55°,0.55°]



		P1

		[-0.25°,0.27°]

		[-0.6°,0.62°]

		[-0.6°,0.6°]

		[-0.3°,0.3°]

		[0.72°,0.72°]

		[0.62°,0.62°]



		P2

		[-0.2°,0.25°]

		[-0.75°,0.72°]

		[-0.62°,0.62°]

		[-0.25°,0.3°]

		[-0.72°,0.72°]

		[-0.68°,0.625°]



		P3

		[-0.75°,0.75°]

		[-0.35°,0.28°]

		[-0.4°,0.29°]

		[-0.82°,0.82°]

		[-0.35°,0.4°]

		[-0.4°,0.4°]



		P4

		[-0.9°,0.87°]

		[-0.37°,0.28°]

		[-0.42°,0.3°]

		[-0.9°,1°]

		[-0.37°,0.4°]

		[-0.42°,0.42°]



		P5

		[-0.6°,0.625°]

		[-0.2°,0.25°]

		[-0.75°,0.7°]

		[-0.6°,0.6°]

		[-0.3°,0.3°]

		[-0.75°,0.75°]



		P6

		[-0.58°,0.6°]

		[-0.15°,0.25°]

		[-0.75°,0.65°]

		[-0.625°,0.68°]

		[-0.25°,0.3°]

		[-0.87°,0.85°]



		P7

		[-0.6°,0.6°]

		[-0.6°,0.6°]

		[-0.25°,0.3°]

		[-0.58°,0.625°]

		[-0.55°,0.55°]

		[-0.28°,0.3°]



		P8

		[-0.6°,0.62°]

		[-0.87°,0.87°]

		[-0.2°,0.27°]

		[-0.625°,0.7°]

		[-1°,1°]

		[-0.28°,0.35°]







	Pour les différents tests envisagés, on peut voir que lorsque la trajectoire se déplace loin du point de fonctionnement M, les erreurs de poursuite du contrôleur H∞ restent inférieures à celles du PID. Cependant, on peut observer la convergence rapide des erreurs de poursuite vers la valeur 0°, pour le contrôleur PID grâce à son action intégrale.  

Pour les deux contrôleurs étudiés et pour la trajectoire utilisée, nous ne pouvons pas continuer le test jusqu’à la limite de l’espace de travail du robot Delta, car la dégradation des performances devient plus importante et on risque de provoquer des mouvements brusques du robot. En effet, les effets de couplage entre les axes et les nonlinéarités du modèle dynamique deviennent plus importants quand on s’éloigne de l’axe z du robot. Ceci a été explicité au chapitre 2, lors de l’analyse dynamique du robot Delta dans tout son espace de travail.   

5.5 Tests de robustesse

	Pour évaluer la robustesse des contrôleurs H∞ et PID, une perturbation paramétrique est introduite par une masse additionnelle de 150 g sur la nacelle du robot Delta. Ce test est illustré par la Figure 5.20.
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Figure 5.20 La nacelle du robot Delta avec une masse additionnelle de 150g



	Deux tests expérimentaux sont considérés:

· Nous utilisons la même trajectoire que ci-dessus avec une accélération de 12G. Les résultats expérimentaux sont représentés dans Figure 5.21 et 5.22.

· La rigidité du positionnement est testé en mode de régulation autour d’une position donnée du régime permanent. Figure 5.23 et Figure 5.24 montrent les erreurs du régime permanent pour les trois actionneurs et les couples de commande pour chaque contrôleur.

	Pour le premier test, en présence de la perturbation paramétrique, l’erreur de poursuite maximale et l’erreur de fin de positionnement pour la pire articulation (Articulation 1) du contrôleur H∞ sont respectivement 85% et 65%  de celles du PID. Les couples de commande du PID sont plus bruités mais légèrement plus petits en amplitude que ceux du H∞.

	Pour le second test, en présence de la perturbation paramétrique, Figure 5.23 montre que les erreurs du régime permanent des trois actionneurs du PID présentent des oscillations plus élevées comparées à celles du H∞. Figure 5.24 montre que les couples de commande du PID sont plus bruités que ceux du H∞. Le Tableau 5.4 résume les performances des deux contrôleurs en présence de la perturbation paramétrique en calculant le RMS des erreurs du régime permanent.   

Tableau 5.4 Comparaison des performances des contrôleurs H∞ et PID en présence d’une perturbation paramétrique

		Performances

		Contrôleur H∞ 

		Contrôleur PID 



		

		Art. 1

		Art. 2

		Art. 3

		Art. 1

		Art. 2

		Art. 3



		Erreurs RMS 

		0.002°

		0.003°

		0.001°

		0.006°

		0.005°

		0.005°





Comme nous pouvons le constater, le RMS de l’erreur du H∞ est beaucoup plus petit que celui du PID. Pour la pire articulation, il ne dépasse pas les 60% du PID. 











Figure 5.21. Erreurs de poursuite expérimentales en présence d’une perturbation paramétrique (Accélération 12G).







	(a)	(b)

Figure 5.22. Couples de commandes expérimentaux en présence d’une perturbation  paramétrique pour une accélération de 12G; (a): contrôleur H∞ ; (b): Contrôleur PID







	(a)	(b)

Figure 5.23 Erreurs expérimentales du régime permanent  en présence d’une perturbation paramétrique 

(a) Contrôleur H∞ ; (b) Contrôleur PID.







	(a)	(b)

Figure 5.24  Couples de commande expérimentaux en présence d’une perturbation paramétrique; (a): contrôleur H∞ ; (b): contrôleur PID.







5.6 Conclusion

	Les résultats expérimentaux prouvent la faisabilité de l’implémentation du contrôleur H∞ en Hardware. Les meilleures performances sont obtenues avec le contrôleur correspondant à la plus grande bande passante de 390 rad/s. Les performances de suivi de trajectoire expérimentales montrent que les performances du PID comparées à celles du H∞ diminuent quand la dynamique du mouvement augmente. En effet, à 12G, l’erreur de poursuite maximale et l’erreur de fin de positionnement du contrôleur H∞ deviennent respectivement 80% et 60% du PID. Les erreurs de poursuite maximales pour le contrôleur H∞ augmentent pour des trajectoires expérimentales verticales distantes du point de fonctionnement, mais elles restent plus petites que celles du PID. En présence d’une perturbation paramétrique, les tests de robustesse expérimentaux prouvent que le contrôleur H∞ est plus robuste que le PID. Le RMS de l’erreur du régime permanent de H∞ ne dépasse pas 60% de celui du PID.     
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Notations et symboles





























A	: Matrice (nxn) d’inertie du robot.

AT	: transposé de la matrice A.

A*	: transposé conjugué de A.

A-1	: inverse de A.

	: norme H∞ de A.

	: norme H2 de A.

BIBO	: entrée bornée, sortie bornée.

C	: ensemble des nombres complexes.

CD	: Commande Dynamique.

ddl.	: degrés de liberté.

MDD	: Modèle dynamique direct. 

MGD	: Modèle géométrique direct.

MGI	: Modèle géométrique inverse.

MDI	: Modèle dynamique inverse.

MIMO	: système à entrée et sortie multiples.

m	: dimension de l’espace opérationnel (m ≤ 6 et m ≤ n).

n 		: nombre de degré de liberté du robot qui représente également la 

	dimension de l’espace  articulaire.

PID	: Proportionnel, Intégral, Dérivé.

PD	: Proportionnel, Dérivé.

	: vecteurs (n) des positions, vitesses et accélérations généralisées 

	  dans l’espace articulaire.

R	: ensemble des nombres réels.

RP	: Robots parallèles.

S	: matrice de sensibilité.

T	: matrice de sensibilité complémentaire.

sup	: valeur supérieure.

	: vecteurs (dimensions m= n) des positions, vitesses et accélérations

	  généralisées (translations) dans l’espace opérationnel pour le cas du

	  robot Delta.

	: coordonnées articulaires en rotation (cas du robot Delta).

Γ	: vecteur (n) des forces généralisées (couple) dans l’espace

	  Articulaire

Γa	: couple a priori

λ(A)	: valeurs propres de A.

ρ(A)	: rayon spectral de A.

σ (A)	: vecteur des valeurs singulières de A.

	: la plus grande valeur singulière de A.

	: la plus petite valeur singulière de A.

σi(A)	: la ième valeur singulière de A.

γ(G)	: le nombre de conditionnement d’un procédé linéaire G.
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