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RESUME W’

Le travail présenté dans cette thése, consiste en une simulation numérique bidimensionnelle des
transferts couplés d’humidité et de chaleur dans les milieux capillaro-poreux. En utilisant le modéle
de Philip-De Vries et résolu par la méthode des éléments finis, plusieurs cas de figures sont simulés.
Notamment en systéme fermé et en systéme semi-ouvert. Les résultats numériques sont validés par
comparaison & des mesures expérimentales 1-D et & des résultats numériques d’autres auteurs a 2-D.

Mots clés : Transfert couplé de chaleur et de masse, milieu poreux, teneur en humidité, gradient
thermique, capillarité, thermomigration, conductivité thermique, flux de masse et de chaleur, modéle
de Philip-De Vries, éléments finis, méthode de Galerkin, simulation numérique 2-D.

ABSTRACT

The work presented in this thesis is a bidimensional numerical simulation of simultaneous heat and
moisture transfer in capillary-porous media. By means of the Philip-De Vries model and solved by
the finite element method, various cases are simulated. Namely in closed system and semi-open
system. The optioned results are validated by comparing them with experimental measures (1D) and
with numerical results of other authors (2D).

Key Words . Coupled heat and mass transfer, porous medium, moisture content, temperature
gradient, capillarity, moisture migration, thermal conductivity, heat and mass flux, Philip-De Vries
model, finite element, GALERKIN’s method, two-dimensional numerical simulation.
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'NOMENCLATURE

Définition et unité

surface spécifique [m™']

chaleur spcécifique a pression conslante |J Kg'K™

diffusivit¢ massique apparcnte de la vapeur d'cau au sein du milieu poreux [m’. s™']
respectivement, diffusivité massique isotherme [m? s ct non isotherme [m? 7. K]
diffusivité massique associée au transfert de masse dii au VP [m®. s, Pa”|
diffusivité massique associée au transfert de masse dit a la gravité [m*. s7']

diamétre de fa cellule cxpérimentale [m)]

échelle de longueur microscopique, diamétre moyen des pores [m]

accélération due a la pesanteur [ms ]

coefficient d’échange massique ms™ |

lc jacobien {-]

¢chelle de longuenr macroscopique {im)

longueur de la cellule expérimentale [m]

longueur moyenne des lignes de courant [m]

respectivement, conductivité hydraulique {ms™'] et perméabilité effective | m*]
masses molaires de Pair et de la vapeur du liguide | mol ™|

toi d’¢volution des masses d’eau condensces ou évaporées cn fonction du temps [Kg]
densité de flux de masse traversant la frontiére ouverte (loi empirique) [ Kg. m™® s
fonction d’interpalation o de forme |-]

respectivement, Ies nombres de subdivisions suivant la direction x et z [-]

nombre de nccuds par élément |-]

respectivement, nombre d’éléments total et le nombre de nocuds total |-]

pression totale de la phase gazeuse [Pa]

respectivement, pression capitlaire et pression dans le ligquide [Pa]

respectivement, pression de Pair see el pression particlie de la vapeur [ Pa)
pression de vapeur saturante |Pa)

constantc universelle des gaz parfaits [J K mol™]

température |°C]

tempéralure initiale [°C)

respectivement, les températures a Ia premicre et a la deuxiéme face de la cetlule [°C)
températare a la surface de contact air ambiant-milicu porcux |°C]

variable temps [s]

respectivement, vitesse de filtration [ms'| ot fonction inconnue {-]

coordonnés cartésicns [m]
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frontiére du domaing £ [m]
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conductivité thermique équivalente du milieu poreux [wan K
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fonction de pondération |-

densité de flux de chaleur [w m™}

vecteur densité de flux de chaleur conductif {wm™]

densité de flux de masse [Kgm™ s
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humidité relative [%)]
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INTRODUCTION GENERALE

Les écoulements a deux phases fluides en milicu poreux sous Pinfluence de faibles gradients
thermiques, jouent un rble extrémement important dans différents secieurs d’activité
industrielle ou situation naturelle. Tl en est ainsi dans les échanges d’humidité entre le sol et
I"atmosphére par suite des variations de température journaliére et saisonniére de la surface,
mais également dans certains domaines techniques tel que la récupération secondaire du
pétrole, 'isolation thermique, "adaptation des sols aux cultures, ou les phénoménes de
transferts sont simulés de fagon naturelle ou artificielle par des gradients thermiques.

Vu a I’échelle que nous appelons « microscopique » des pores, le comportement des
fluides est décrit par les lois classiques de la mécanique. Néanmoins la complexité du
phénoméne ne provient pas de ces lois physiques que Pon peul considérer comme bien
connues, mais de la difficulté que 'on a pour caractériser la géométrie des interfaces (fluide-
fluide, solide-fluide). Pour palier cette difficulté, on est conduit a définir de nouvelles
grandeurs dites « macroscopiques » a une échelle suffisamment grande par rapport a
I"échelle des pores, pour éviter le probleme posé par leur géométrie, et suflisamment petite
par rapport a I’échelle du milieu poreux, pour leur conférer un caractére local.

Mis en évidence par Bonyponcos [10] en 1915, puis par Lebedeff [36] en 1927, les
transferts d’humidité induits par des gradients de température en milien poreux, ont par la
suite faits I’objet de nombreux travaux |16, 50| afin de préciser la nature des flux (liquide
et/ou vapeur) dans les processus de transferls. Jusqu’en 1948, il était cependant extrémement
difficile de se prononcer quant a la nature de ces flux,

Le caractére contradictoire de certaines conclusions [16, 36, 50| devait étre levé dans
fes années cinquante [5, 7, 8] par Gurr, Marshall et Hutton [31] puis par Luikov [37] et
Phitip-De Vries [19] dont les travaux onl permis de proposer une modélisation mathématique
prenant en considération la cocxistence des phases liquide et vapeur au sein du milieu poreux.

L ¢étude expérimentale des processus réels de transferts de chaleur et de masse dans les
milieux poreux pose énormément de difficuliés a cause du caractére bidimensionnel voire
méme tridimensionnel de la répartition spatio-temporelle des champs thermiques et hydriques
et les difficultés de mesures liés aux techniques expérimentales employées [15]. Ainsi, le
recours a la simulation numeérique de ces pliénoménes devient une nécessité impérative.

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans la continuité des éludes déja
entreprises [15, 27, 34, 45] sur le sujet. Crausse [15] et Larbi[34)], & travers une étude
expérimentale sur un milieu capillaro-poreux et une simulation numérique utilisant les
modéles mathématiques de Luikov [37] et Phitip-De Vries [19] 4 une dimension d’espace, ont
constaté qu’a partiv d’une certaine teneur en eau (supéricure & 4 %), les résultats numériques
el expérimentaux ne coincidaient pas; ils ont attribué cette dilférence a V'influence de fa
gravilé. Prat [48] et Firdaous [27], sur la base d’une étude numérique bidimensionnelle en
systéme fermé ont montré U'influence de la gravité sur la répartition des champs thermiques et
hydriques en milieu capillaro-poreux préalablement mouillé et suivant le rapport du diamétre
de Ja cellule expérimentale employée par Crausse [15] a sa longueur, le probléme peut
presenter un aspect mono ou bidimensionnel.



Introduction générale

Le travail présenté dans ce mémoire, vise a mettre en évidence cerlains aspects inlernes
des mécanismes de transferts a deux dimensions d’espace, en systéme fermé et semi-ouvert.
Les résultats obtenus sont validés par comparaison a des résultats expérimentaux a une
dimension d’espace (Cransse [15], Larbi [34]); et a des résultats numériques a deux
dimensions d’espace (Prat [45]).

Le développement de ce travail est effectué dans le cadre d’une présentation qui
s’articule autour de quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré a la présentation de ’état de connaissance des milieux
poreux, concernant en particulier la caractérisation géométrique et physique et d’exposer de
maniére bréve les phénoménes de transfert en milieu poreux et les mécanismes de fixation
d’humidité ;

Le deuxiéme chapitre est relatif & la modélisation mathématique des phénoménes de
transfert en milicu poreux. Aprés la mise en évidence des difficultés géométriques et
physiques pour justifier I'utilisation d’une description macroscopigue basée sur un certain
nombre d’hypothéses, on développe le modéle mathématique utilisé et les conditions initiales
et aux linites associées aux différents modéles physiques considérés.

Le troisiéme chapitre traite de la résolution numérique par la méthode des éléments finis
du modéle mathématique utilisé en raison du caractére couplé et non linéaire des équations
aux dérivées partielles dont 1l est constitué |

Dans le quatriéme et dernier chapitre, on présente les résuliats de simulation numérique
et leur confrontation face a d’autres résultals numériques et expérimentaux obtenus par
d’autres auteurs et suivie d’une discussion et critique. On procéde a la simulation de trois
situations physiques en ’occurrence : la thermomigration, la condensation et }’évaporation en
vue d’étendre I"élude d’appréciation et de validité du modele théorique utilisé.

Enfin une conclusion générale pour clore notre étude, o nous donnions les résultats et
les ensecignements essentiels a retenir & travers notre étude ainsi que les prolongements
éventuels du sujet traité.

Nous avons jugé utile de reporter en annexes les détails et le développement de
certaines notions. Pour'cela la définition des différentes grandeurs volumiques et massiques
est renvoyée a l'annexe A, les détails de la construction du modele mathématique sont
exposés en annexe B ct en fin la présentation de ’élément utilisé pour la discrétisation du
domaine de résolution et de la méthode d’intégration numérique utilisée implicitement en
chapitre 3, font I’objet de ’annexe C.



CHAPIRE ) (" GENERALITES SUR
‘ LES

MILIEUX POREUX

1 desigie communément par milieu poreux un solide cde Jorme compliquée délimitant et

englobant des vides appelés pores. Ces videy penvent communiquer entre eux et

contenir une ou plusieurs phases fluides ponvant s Cconler e, éventuellenent, échanger
enire elles et/ou avee le solide de o maticre et/ou de l'énergie. La partie solide appelée aussi,
matrice, peut étre déformable mais doiy avoir une certaine colidsion, ce qui exclut de notre
définition les lits fluidisés constitues de particules solides tennes e suspension sous ['effet
dun écounlement du fliide interstitiel

Dune trés grande diversité, aussi bien structurale (forme et taille des grains et des
pores de la matrice) gue de nature {propriétéy Physico-chimiques des matériaux constitutify)
o d'échelles  spatiales (plusieurs dizaines de kilométres cubey pour les  gisements
d'hydrocarbures et ley happes d'eau souterraines, i quelgues millimétres cubes pour certaing
menbranes filtrantes), les miliews poreux occupent une large place ef Jouent un réle
important dans de nombreux secteurs industriels et phénomenes naturels. lls sont le sujet de
Plusienrs disciplines scientifiques et branches d Lingincering, telles que ;

Sciences de Il lerre, la médecine, la hiochimic, Iy mécanique dey sols, / ’hydrologie,
agrononiie, 'hydranlique soulerraine, I'hydrogéologie, le geénie péirolier, Jo Lenie civil e
Lénie thermique, le génic chimique, et bien d’autres. Ausst, la comaissance de lenrs
propriélés revét-elle une grande importance.

Nous allons donner dang leg paragraphes qui suiveny, quelques éléments o ‘information
concernant la caractérisation géométrigue des milieyx poreux, ainsi que leyrs principales
Propriétés  physiques.  Par ailleurs, nous  aborderons brievement certaing Phénoménes
Physiques  se  manifestants en leur sein et/on  résultanss de lenr interaction avec
l'environnement extérieur.



Chapitre [ : Généralités sur fes milicux porenx

1-1. CARACTERISATION DES MILIEUX POREUX

Mis en face de la réalité d’un milieu poreux, Uesprit peut s’effrayer d’abord de la tache
a entreprendre. Ces millions de grains et la variélé inéputsable de leurs formes et de leurs
dimensions, le réseau compliqué de leurs interstices, o0 mille détours possibles s’offrent au
cheminement d’un fluide, semblent défier tes ressources de la description.

Mais cette richesse n’est qu’apparente, cette diversité superficielle donne bientdt une
impression de monotonie profonde : ce sont toujours les mémes grains, les mémes pores, qui
se répétent indéliniment, identique a eux-mémes, en dépit de variations insignifiantes.

Ayant reconnu cela, la raison empirique se met au travail. Laquelle raméne le probléme
a quelques grandeurs moyennes, déterminées expérimenialement en utilisant des moyens et
techniques spécifiques. Se sont ces grandeurs ui sont pratiquement utilisées pour décrire ou
refléter la géométrie d’un milieu poreux donné [39].

Mais avant de passer en revue ces grandeurs, on rappelle que la matrice solide (ou
squelelte) d’un milieu poreux peut se présenter sous deux formes [9]:

— [Forme non consolidée : la matrice solide est alors formée de grains ou de fibres non
soudées entre eux (graviers, sables, limons, billes de verre et d’acier, matériaux divers ...).

~  Forme consolidée : dans ce cas, la matrice solide compacte ne peut pas se diviser en
grains ou fibres (roches calcaires, grés, argiles, bois, céramiques, tissus végéiaux et
animaux ... ).

1-1-1. Caractéristiques géométriques [2, 9, 32}

a) La porosite : se définit comme étant le rapport du volume des vides au volume apparent
du milieu poreux. On distingue :

- La porosite totale : tient compte des cavités inaccessibles (pores fermés) dans le
solide. Elle est détinie par :

masse volumique apparente de 'échantillon

[70] (1.1)

g = [— ; . F—
masse volumique du maiériau constitutif

~ La porosité effective (ou efficace) : appelde aussi porosité accessible ne prend en
considération que les pores inlerconnectés & travers lesquels s’effectue 1"écoutement
des masses fluides, exprimée par :

volume des pores accessibles
£ =

[76] (1.2)

volume de I'échantillon

La porosité, de maniére générale est un indice du volume relatif’ des pores au sein du
milieu poreux. 1l est a noter que dans tous les cas, la porosilé ne donne aucun renseignement
sur la distribution des pores qui est, en elle-méme une propriété importante, elfe sera
exammeée postérieurement.



Chapitre 1 : Généralités sur les milicux poreux
b) La surface spécifique : se définit comme le rapport de Paire de la smfdcc totale des

interfaces solide-pores (ay,) au volume de 1’échantillon (V).

El<p

Vl

A

13

(L] (1.3)

La surface spécifique dépend aussi bien de la taille des particules solide que de leur
forme. Elle varie beaucoup d’un milieu poreux a un autre (voir tableau 1), et est d’autant plus
grande que le milieu est plus divisé. Elle est d’un intérét primordial, car de nombreuses
propriétés des muheuw poreux sont liées aux phénomeénes interfaciaux,
I’adsorplion. :

nofamment,

c) La tortuosité : C’est une grandeur adimensionnelle, définie par la relation :

(i)

L., longueur moyenne des lignes de courant du fluide traversant I’échantillon,

(1.4)

ot
L, longueur de celui-ct.

Cette grandeur caractérisant Ja structure du milieu poreux, influence directement les
capacités d’écoulement des fluides & travers ce dernier (perméabilité, diffusion molécuiaire de
la vapeur).

Il est a signaler que la porosité, la surface spécifique et la tortuosité appelés parametres
structuraux, dépendent fortement de I’arrangement et de la taille des grains. Dans le tableau 1,
sont donnés des ordres de grandeurs de ces paramétres pour quelques matériaux poreux.

Aux paramétres structuraux s’ajoutent, les grandeurs exprimants les rapports
volumiques et massiques dans les quels se trouvent les différents constituants d’un milieu
poreux (matrice solide et systeéme fluide). Elles sont reportées en annexe (A).

Tableau 1 : Paramétres structuraux de certains matériaux poreux {d’apres [44]).

Matéria Porosité | Surface spé?iﬁque Perméabilité iznlrinséque
£ A [m™] k [m”]
Ardoise en poudre 0564066 | 7x10°a89x10° | 49x10™a12x10"
Catalyseur granulaire 0.45 5.6 x 107 -
Charbon 002a0.12 - -
Béton standard 0.02 4 0.07 ' - -
FFibre de verre 0884093 | 56x10°a77 x 10° -
Cuir 0564059 | 12x10°41.6x10°| 95x10"Ma1.2x10"
Calcaire (dolomite) 0.0440.10 - 20x10%a45x10"
Sable 0374050] 15x107a22x10° | 20x10""a1.8x10"
Grés 0.084 0.38 - 50x10"a30x 10"
Sol 0.43 3 0.54 - 29x 107 a4 x 10"
‘Lits de billes sphériques | 0.36 3 0.43 - -
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1-1-2. Méthodes de mesure des propriétés structurales [2]

Ii n’est pas question ici de présenter en détail toutes les techniques et méthodes de
mesure existantes, il s’agit 1a d’un domaine hautement spécialisé et largement vaste. Nous
nous limiterons seulement a présenter briévement le principe de base de quelques méthodes
et techniques parmi les plus typiques.

A} Mesure de la porosité

Par définition, I’évaluation de la porosité nécessite la détermination de deux ou trois
volumes : le volume total de I’échantillon poreux (V,); son volume des pores (V,) et le
volume de sa matrice solide (V). '

Il existe de nombreuses méthodes de mesure basées sur la détermination de ces
volumes, appelées méthodes directes. Elles différent, par la mantére dont ces volumes sont
déterminés par chacune d’entre elles. D’autres méthodes sont aussi utilisées, basées sur la
mesure de certaines propriétés de P'espace poreux, telle que, la capacité d’absorption de
particules radioactives. Ces méthodes sont qualifiées, de méthodes indirecles.

Parmi les méthodes directes on peut citer :

A-1) Methode d’injection de mercure : utilisée pour déterminer (Vy) et (V.).
I.>échantillon est placé dans une enceinte remplie jusqu’a un certain niveau par du mercure,
avec un volume d’air donné et a une pression donnée. Le volume de mercure déplacé par
I"échantillon donne (V). Quand la pression du mercure est augmentée par le biais d’une
pompe volumétrique, le mercure pénétre dans I’espace des pores de I’échantillon. -

Par augmentation graduelle de la pression, il est possible de déterminer le volume total
des pores (Vy). En général, la méthode est a éviter pour les milieux de faible perméabilité, car
de trés fortes pressions sont alors nécessaires,

A-2) Méthode par imbibition : 1’échantillon poreux est immergé sous vide dans un fluide
mouillant qui pénctre dans Pespace des pores. L’échantillon est pesé avant et aprés
tmbibition. La différence des poids divisée par la masse volumique du fluide permet de
calculer le volume des pores. '

Comme exemple de méthode indirecte, on peut citer, celle basée sur Fabsorption de
particules radioactives par un fluide (liquide ou gaz) saturant I’échantitlon poreux.

Norel (1967) a développé une méthode a partir de ce principe. La radiation incidente
provient d’une source radioactive a base de prométhéum (p;!7). Quand elle Atteint une cible
formée par du Samarium, cela conduit a {’émission de particules (o). Le fluide absorbant est
du Xénon, qui esl un gaz inerte avec une grande capacité d’absorption.

L.a porosité est obtenue par I’expression :

e ={InN;—In N}y, - - (1.5)
ou :
iLy, - le coeflicient d’absorption lin¢aire du Xénon ; L, I'épaisseur de I’échantillon et Ny,

Ny respectivement la teneur totale en radiation lorsque Péchantillon est sec et avec
I’échantillon saturé en Xénon.
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B) Mesure de la surface spécifique [2, 9, 32]

Bien évidemment la surface spécifique des milieux poreux naturels ne peut étre
déterminée que par des méthodes indirectes. Nous présentons briévement le principe de deux
types de méthodes :

B-1) Les méthodes d’adsorption de gaz : elles sont basées sur ’adsorption de gaz ou
de vapeur par la surface solide. Laire de la surface solide est déterminée suivant la quantité
de gaz adsorbé sur celle-ci, en supposant que le gaz couvre entiérement la surface du solide
par un film monomoléculaire de fagon uniforme.

B-2) Méthodes basées sur I'écoulement d’un fluide : ce type de méthodes suggére
une relation entre la perméabilité du milieu et sa surface spécifique. En utilisant cette relation,
il est possible d’obtenir la valeur de la surface spécifique suite a la détermination
expérimentale de la perméabilité du milieu.

C) Tortuosité

Il n’existe pas de méthodes directes de détermination de cette caracténistique. Pour
certans milieux a structure simple, la valeur de ce paramétre peut é&tre calculée
. +
analytiquement.

1-1-3. Caractéristiques statistiques
a) Distribution de dimension des grains

Dans le cas des milieux porcux non consolidés on peut détruire facilement le milicu et
opérer un classement des dimensions des particules (ou grains) qui le composent. Cette
opération est appelée analyse granulométrique.

La séparation des particules par groupes de tailles est généralement effectuée par
tamisage au ftravers de tamis calibrés. Pour séparer et classer des particules plus fines, la
méthode le plus souvent utilisée est celle de la sédimentation. Aprés dispersion de
I’échantilion de milieu poreux dans une suspension aqueuse, on mesure {a vitesse de
sédimentation des particules, cette derniére est hée a la taille de la particule (loi de Stokes ).

Si P’on porte sur un diagramme les proportions en poids des grains qui passent & travers
un tamis déterminé auquel on attribuera un diamétre équivalent {d). On dira alors, pour
simplifier, que le diagramme appelé "courbe granulométrique" représente fa proportion de
grains dont le diamétre est inférieur 4 (d). ‘

On pourra ainsi, définir grice a analyse granulométrique : la taille moyenne, la taille
nédiane, variance, dissymétrie, aplatissement, etc. Ces grandeurs sont {ort utiles aussi bien
pour distinguer que pour caractériser les différents milicux.

b) Distribution de dimension des pores

Cette caraciérisation, est particulicrement utile dans le cas de milieux consolidés, pour
lesquels on ne peut pas établir de distribution de taille de particules. Ici encore, la définition
de dimension de pore sera précisée conventionnellement. Elle consistera & identifier cette
dimension en chaque point de ’espace des pores, au diamétre, §, de la sphére de plus grand
diamétre contenant ce point et entiérement inscrite dans le pore.
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Ainsi par Paffectation d’un diamétre de pore pour chaque point de I'espace poreux, la
distribution de taille de pores peut étre définie en déterminant la fraction, o, du volume de
pore total, V,, ayant un diamétre de pore compris entre § et 5+ dd. Pour cette distribution :

[£]

ja(&)des =1 (1.6)
0
La représentation graphique résultante décrivant la distribution de la taille des pores est
appelée "courbe porosimétrique”. Sur une courbe porosimétrique type, on distingue parfois :
les macropores de diametre équivalent (d) supérieur ou égal a 300 pum, les micropores de
diametre équivalent compris entre 0.05 et 300 pm et les nanopores de diamétre équivalent
inférteur ou égal 4 0.05 um.

1-2. PROPRIETES THERMOPHYSIQUES DES MILIEUX POREUX

St les grandeurs structurales précitées conditionnent de maniére remarquable
I’écoulement des masses fluides & Pintérieur d’un milieu poreux, les propriétés
thermophysiques, quant a elles portent leur influence sur les transferts thermiques et les
échanges d’énergie entre les différents constituants. On traitera ict, essentiellement de la
conductivité thermique et de Ja capacité thermique des milicux poreux non saturés, lesquelles
caractérisent le comportement thermique de toute structure poreuse.

1-2-1. Conductivité thermique équivalente (ou apparente)

Elle traduit fa conductivité thermique globale du milicu poreux multiphasique. Clest
une propriété d'une trés grande importance, en particulier lorsque le mode de transfert de
chaleur dominant au sein du milieu poreux est la conduction (ce qui est le cas souvent en
pratique). Dans ce cas précis, Ia densité de flux de chaleur, <T>qC , est exprimée par la loi de

Fourier pour les milieux homogenes :
&, =N VT (1.7)
ou :
%", Conductivité thermique équivalente du milieu poreux [w.m™? K] ;
VT, Gradient thermique [K.m™].

. oa g . » . * - . .. e
La conductivité thermique équivalente A, dépend implicitement des conductivités
thermiques des phases solide et fluide constituant le milieu poreux, des fractions volumiques
de ces phases et de la structure de la matrice solide.

Krischer et Krall [33] ont montré que I’accroissement de fa conductivité thermique en

milieu poreux est dii aux mécanismes d’évaporation-condensation.

Dans le contexte réel, le couplage masse-chaleur est fortement influant sur la variation
de la conductivité équivalente.

1-2-2. Quantification de la conductivité thermique équivalente

Si la voie expérimentale est privilégiée, il n’en demeure pas moins qu’une abondante
littérature de détermination théorique existe [1, 9, 15, 18, 23, 28, 43].
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A) Détermination théorique

Des modeéles géométriques et statistiques ou de corrélations empiriques existent dans fa
littérature [9, 15, 28]. Ils sont souvent des formulations plus au moins explicites de X' en
fonction des conductivités thermiques des phases en présence ¢t notamment de ta porosité.

Parmi tes modéles les plus usuels, on peut citer : les modéles série et paralléle.

»

Modéle série : L —EL (1.8)
A €A /A +1-%
: Moadéle paralléle : A =g+ (] - c)zLA (1.9)
A A

Ou: A, la conductivité thermique de la matrice solide |
A, . la conductivité de 1a phase fluide.

Il convient de souligner cependant que Uexploitation des modéles théoriques, doit se
faire avec precaution, et que, en toutes circonstances, il faut d’abord s’assurer qu’ils sont bien
applicables aux situations et aux milieux considérés. Par ailleurs, X' est sensible aux
variations de température (mais I'influence de celle-ci peut étre considérée négligeable dans
une certaine plage de températures). La présence dans 'espace poreux d’une phase gazeuse
rend X' dépendante également de la pression.

Suite a ces derniéres remarques, le recours 4 la détermination expérimentale est
généralement indispensable, pour une évaluation précise et fiable de cette grandeur [9].

B) Détermination expérimentale

Pour mesurer cette grandeur, Crausse [15], a utilisé un conductivimétre a cylindres
coaxiaux schématisé en figure (1.1). Le principe de base de cet appareil est comme suit :

Un milieu poreux est placé dans {’espace annulaire déterminé par deux cylindres
métallique coaxiaux. Un flux de chaleur constant est dissipé au sein du cylindre intérieur par
I'intermédiaire d’une résistance chauffante incorporée. La surface du cylindre extérieur est
maintenue a température constante a I'aide d’un bain thermostaté, dans lequel est placé le
conductivimetre.

L’équilibre thermique est atteint lorsque I’écart de température AT, de part et d’autre de
P’espace annulaire est constant. Par ailleurs, l'isolation thermique des extrémités de la cellule
est assurée par deux embouts en makrolon, Dans le cas de deux cylindres coaxiaux, a loi de

Fourier permet de déterminer la conductivité thermique X' par la relation (régime permanent
établi) :
. DR /R
2= ( 1/ 2) (1.10)
2rLAT

ou : B, puissance thermicque dissipée dans le cylindre intérieur ;
Ry, R, rayons des cylindres respectivement intéricur et extéricur (Ry=1cm, Ry =2.2 em)

1., hauteur de la cellule (L. = 20 cm).
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Miliéu porenx

Les températures sont mesurécs a
’aide de thermocouples cuivre- S —
constantan, reliés a un enregistreur. La
puissance dissipée dans le
conductivimeétre est évaluée a [aide
d’un ampéremétre et d’un voltmétre,

Figure 1.1 - Schéma d'un conductivimétre

& cylindres coaxiaux [15]. w

C) Influence de I’humidité sur la conductivité thermique

La figure 1.2, illustre I’évolution typique de la conductivité thermique équivalente en
fonction de la teneur en humidité, du sable quartzeux (courbe 1), de I'argile (courbe 2) et de la

tourbe {courbe 3} [21].

Une grande différence entre les conductivités thermiques des différents milieux poreux
considérés est observée ; elle mis en évidence le rdle essentiel que joue la nature de la matrice

. L
solide sur la valeur de A .

2.5
Sahble Quarizeux
2.0 - = =~ Argile
. Tourbe
Q 1.5 -
£ (2)
o
.10
<
05 =/, e
.................. (3)
0.0 ’ ' '
0.0 0.} 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Teneur en eau pondérale (@, )

Figure 1.2 : Variation de la conductivité thermique apparente en fonction de
la teneur en eau pour différents milieux poreux naturels 21].
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Par ailleurs, pour un méme niilieu poreux unhe variation sensible de la conductivité
thermique équivalente en fonction de la teneur en humidité est enregistrée. Celtte constatation
met en exergue Pinfluence de la présence de I’humidité au sein d’un milieu poreux sur ta
valeur de sa conductivité thermique et par conséquent sur son comportement thermique.

La tendance générale des courbes (1) et (2) (milieux minéraux) de la figure 1.2, peut
étre expliquer qualitativement comme suit ;

Lorsque le milicu est totalement sec, le flux de chaleur passe principalement a travers
les grains, mais doit également traverser I’air remplissant les vides entre les grains et autour
de leurs points de contact {figure 1.3.a).

Aux tres faibles tencurs en cau, les particules du milicu poreux, sont couvértent par des
couches d’eau adsorbée (non montrés dans la figure 1.3). L’épaisseur de ces couches
augmente avec I’augmentation de la teneur en eau.

A une certaine teneur en eau, il commence a se former des anneaux d’eau liquide autour
des points de contact entre les grains ; ce qui conduit alors, a la formation d’interfaces courbes
entre I'air et 'eau (figure 1.3.b). A partir de 13, la conductivité thermique augmente
rapidement avec laugmentation de @, jusqu’a I’extension des anncaux liquides et
I’occupation par I’eau de la majorité de I’espace poreux (figure 1.3.c).

Quand o, augmente encore au point ou la totalité des pores seront remplies par [’cau, le

milicu se sature en cau. Ceci est reflét¢ par une faible augmentation de la conductivité -
thermique du milicu avec ,.

Figure 1.3 : Formation d'anneaux d'eau autour des points
de contacts des grains solides [21].

1-2-2. Capacité thermique (volumique) équivalente [12]

La capacité thermique volumique ¢équivalente, est déterminée pour un milieu poreux par
I’addition des capacités thermiques des différentes phases le constituant compte tenu de la
propriété d’additivité de Penthalpie. Elle est exprimée par : ’

(()C)' =P, C,-:"‘pfefc'! 'l'ng!;Cg (‘l ] l)
11
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ol @ §,, 0, représentent respectivement, la teneur volumique en liquide et en gaz; p,, les
masses volumiques des phases (i) (p,, la masse volumique apparente du milieu poreux sec ) ;
C;, les chaleurs spécifiques a pression constante des phases (i) ; 1 =s, £, g, indices

- - - - ¥ » r .
correspondant respectivement aux phases solide, liquide et gaz ; (pC) , la capacité thermique
équivalente du milieu poreux.

Avec: ;= P—Q(M et g, = &wg (voir annexe A) on arrive a :
p[ B
(p C)‘ = pu (Ck -+ 0r CJ: + U)g C;_!‘) (l . ] 2)

Des valeurs indicatives de la masse volumique, de la capacité thermique et de la
conductivité thermique de certaines substances sont données dans le {ableau 2. 11 est &
remarquer que fa contribution de I"air aux caractéristiques thermiques est négligeable.

Tableau 2 : Valeurs indicatives de certaines propriétés [21].

Substance Masse volu Tique Capacité ghcr:niqw Conductivité thermique
(Kg .m™) (Jm".K") (w.m K
Quartz 2.66 x 10 2.0 x 10° 8.8
Autres minéraux 2.65 x 107 2.0x% 10° 2.9
Matiére organique 1.30 x 10° 25x10° 0.25
Eau (4 10°C) 1.00 x 10° 42 % 10° 0.57
Glace (& 0°C) 0.92 x 10° 1.9 % 10° 2.2
Air (& 10°C) C1.25 1.25 x 107 0.025

1-3. PHENOMENES DE TRANSFERTS ET FIXATION D’HUMIDITE

Dans de nombreuses situations naturelles et processus industriels, les milieux poreux
sont le siége de phénomenes de transferts de masse et de chaleur, en raison de I’évolution des
conditions thermodynamiques du, ou des flutdes saturant I’espace des pores, ou provoqué par
des modifications aux hmites sur les frontiéres du domaine limitant le milieu poreux (en
interaction avec I’environnement extérieur). Ce double transfert peut donner lieu a plusieurs
phénomenes physiques notamment, le changement de phase en "occurrence liquide <> vapeur
traduisant une évaporation ou une condensation.

Dans c¢e qui suit, nous porterons notre attention sur le probléme de fixation de
’humidité au sein d’une structure poreuse qui constitue une appréciation du transfert de
masse. La fixation de "humidité dans les milicux poreux, résulte principalement de 1’action
plus ou moins conjointe de trois mdécanismes -physiques fondamentaux. Il s’agil de
Vadsorption physigue, de la condensation et de la capillarité [4, 11, 17].

Toutefois, il convient d’ajouter, lorsque le milicu est susceptible de réagir
chimiquement, " le mdécanisme de fixation chimique ou osmotigue " [11] en occurrence
Vadsorption chimigue. Ce dernier mécanisme de fixation n’intervient pas dans le cadre de la
présente étude, car on admet par hypothése, qu’il n’ya pas de réaction chimique entre le
matériau solide constituant la structure poreuse et humidité (vapeur ou liquide) avec laquelle
cette structure est mise en contact,

12
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L’importance relative du role de chacun des mécanismes fondamentaux de fixation sur
la masse d’humidité fixée dépend quant & elle de divers paramétres: caractéristiques
structurales du milieu, nature de la phase aqueuse avec laquelle le matériau est mis en contact
(vapeur ou liquide) et les conditions thermodynamiques (pression et température) auxquelles
il se trouve soumis {5, 28]. :

1-3-1. Adsorption physique

Les molécules de vapeur sont fixées sous la forme de films sur la surface interne des
pores. Les films moléculaires ainst formés se trouvent alors en équilibre avec la vapeur dans
des conditions parfois trés différentes des conditions thermodynamiques classiques. Ce qui a
pour effet de modifter la pression de vapeur d’équilibre et ’enthalpie de changement de phase
comme indiqué par les équations suivantes [5, 9, 28] .

e la pression de vapeur d’équilibre P, est reliée a la pression de vapeur saturante Py par :
Py = Pu(T) 0w, . T) (1.13)

ou : ¢, désigne I"humidité relative, ®

La figure (1.3) [5, 28], représente une courbe ®ec
d’adsorption type. Elle refléte I'évolution de la
teneur en eau pondérale () d’un échantillon de Désorption

L
milieu poreux en fonction de I"humidité relative
. ¥ .
() de Tair auquel est mis en contact cet
échantitlon {avec T constante). Adsorption

La relation, ¢ (o), nest pas univoque car,
elle présente un effet d’hystérésis, suivant qu’elle 0 0.5 ] >
est obtenue par valeurs croissantes (courbe de ' v

sorption) ou décroissante (courbe de désorption)’ Figure 1.3 : Courbe d’adsorption type
de ia teneur en eau.

Dans le domaine de la condensation capitlaire (@ e [0.5 , 1]), on a d’aprés la théorie de
Kelvin

Pe M

P=exp| —
R T

(1.14)
ou : P, la pression capillaire ; R, la constante universelle des gaz parfaits ; My, masse molaire
de la vapeur ; T, température et p,, masse volumique du liquide.

D’on I’équation (1.12) s’explicite comme suit ;

b
Py =D exp[— L—%] (1.15)
T

o [FEquation de Clausins-Clapeyron : elle donne expression de I'enthalpie massique de

changement de phase en fonction de fa pression :

Ab, = -2 d(',",‘f’) (1.16)
M, d(1/T) :

13
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Cependant, il est & préciser que la teneur en humidité maximale (®.), qui peut étre fixée
dans un milieu poreux par ce mécanisme est en régle générale, trés faible devant la teneur en
humidité correspondant a ia saturation compléte.

A partir de la situation d’équilibre hygroscopique ou : ¢ = |, Paccroissement de la
teneur en humidité ne peut alors se poursuivre que s’il ya un apport d’eau en masse, Deux
mécanismes peuvent concourir a cela: la capillarité et la condensation de la vapeur
sursaturée.

1-3-2. La capillarité

Elle intervient lorsque la structure poreuse est mise en contact avec une phase liquide.
Sans entrer dans une analyse détaillée des phénoménes complexes de mouillabilité,
PPexpérience montre que lorsqu’un liquide présente un comportement mouitlant vis-d-vis d’un
solide, il a tendance a s étaler natureliement le long de sa surface.

En milieu poreux, cette affinité conduit a la formation d’interfaces courbes entre le
liquide et 1a vapeur dans les pores, elle entraine également 'existence d’une différence de
pression entre les phases et I’envahissement spontané de I’espace des pores par la phase
mouillante liquide. La différence de pression entre les phases, appelée " pression capillaire
désigné par, P., s’exprime conventionnetlement par la différence entre la pression dans le
fluide non mouillant gazeux, Py, en Poccurrence de I’air humide et la pression dans le fluide
moutllant liquide, p,, soit [5,9] :

Dans de nombreux cas, la pression capillaire est remplacée par une autre variable, ‘' | la
succion, a laquelle elle se trouve reliée par I’expression :

" (1.18)
avec ; g, accélération due a la pesanteur.

En milicu poreux, P; est une fonction de la température et de la quantité de liquide o,

occupant 1’espace des pores, clle n’est généralement déterminée avec précision que par voie
expérimentale [2, 15].

. ' ,
Dans un processus isotherme, la pression Pe A
capillaire varie en fonction de ®, comme le

montre la figure (1.4). Elle s’annule pour une
teneur en eau qui est la teneur en cau de saturation
w,,, pour laquelle tous les pores sont remplis, et

Drainage

croit de fagon continue lorsque o, diminue de

W & w,. Comme dans le domaine d”adsorption

X . . Tmbikition
correspondant & Ta manifestation des efTets de

condensation  capillaire, les  courbes  Pfw,)

présentent des effets d’hystérésis [13, 22], qui P
peuvent étre extrémement marqués entre drainage 0 o, W gy o)
(o, décroissante) et imbibition (®, croissante)

[5]. Figure 1.4 : Courbe P,(w,) [5].
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Remarques :

— L’effet d’hystérésis observé dans les courbes d’adsorption et de pression capillaire,
accompagne ’évacuation et la remise en place de I"humidité contenue dans les pores d’un
milieu poreux. Cet effet est dii 4 la géométrie particuliére et complexe de I’espace poreux,
il est un autre phénomene trés remarquable caractérisant les milieux poreux non saturés.

—  Lorsque la capillarité est le mécanisme dominant de fixation d’humidité, le matériau est
dit capillaro-poreux. Par contre lorsque le mécanisme de fixation dominant est
I"adsorption, le matériau est dit ygroscopique. Néanmoins, la quantité d’humidité fixée
par adsorption méme pour les matériaux ayant un comportement réputé hygroscopique,
reste généralement faible comparée & Ia quantité d’humidité correspondant au remplissage
de tous les pores (saturation compleéte) [5].

1-3-3. La condensation [5, 34, 35]

Pour illustrer de maniere simple, ce phénoméne, considérons une paroi poreuse dont
Pune des faces est rendue étanche a la vapeur d’eau. imaginons que cette parot est en
¢quilibre hygroscopique, T, étant sa température, Py,< Puwe la pression de la vapeur dans
Pespace des pores (P, étant la pression de vapeur saturante correspondant a T,) (Figure
1.3 a) et supposons que par suite d’un refroidissement de la face imperméable (en la portant a
un température T < T,), un régime thermique stationnaire, caractérisé par une variation de
température T,-> T, , s’ établisse,

St la courbe de pression de vapeur saturante correspondant a cette nouvelle distribution
de température se situe, en certains poinis de [a paroi, en dessous de la valeur Py, , il ¢st bien
¢vident que I’on aura condensation (figure 1.3.b). La masse d’eau liquide ainsi formée
proviendra, d’une part, de la condensation de la vapeur initialement en place dans ce domaine
et d’autre part, de la condensation d’unc partic du flux d’humidité, en phase vapeur @,
s’écoulant vers les zones froides par diffusion moléculaire.

Par ailleurs, if se produit un écoulement de 'eau liquide par capillarité résultant de la
condensation de 1a vapeur d’eau en sens inverse de ®,, traduisant un flux d’humidité, en
phase hquide ®, . ‘

! Fiace élanche Lau liguice
. I
Itace
\l P\.N(] L
pverméable bemmmm o T,
I on
: T, Puse
!
(a) (h)

Figure 1.4 : Phénoméne de condensation dans une paroi poreuse.



CHADITRE ) (MODELISATION MATHEMATIQUE
‘ DES PHENOMENES DE
TRANSFERT EN MILIEU POREUX

5 a description mathématique des phénomenes qui se déroulent an sein d’un milicu

poreux, notamment, écoulements ef phénomenes de transferts, est en principe réafisable
a laide des équations microscopiques de la thermodynamique des milienx continus. La
détermination du champ des différentes variables (pression, température, efc.) en fout point
de chacune des phases en place devrait, & priori, pouvoir éire effectuce anssi.

Ceci est justifié par le faif que les dimensions géoméiriques des pores et des fractions de
la phase solide comprises entre pores, ont généralement des valeurs largement supérieiures
anx dimensions moléculaires. Par conséquent, chaque phase penf éire considérée comnie un
milien contine et le milien porenx comme un ensemble de milienx continus élroitement
imbrigués.

Cependent, la complexité géométrique de espace des pores et la distribution des
phases au sein du milien est telle qu'en général on est dans Uincapacilé de décrire avec
précision la géoméirie des surfaces limitant les phases. En conséquence, les équations
microscopiques s’avérent d’une utilité trés limitée, puisque la définition de lewr domaine
géométrique de résohttion est rendue pratiquentent impossible.

Cest pourquoi, il est légitime d'essayer de décrive les phénomenes, non plus a 'échelle
des pores (niveau microscopique) mais & wne échelle plus en accord avec nos moyens
d’observation du milien, en 'occurrence 1'échelle macroscopiqie.

Le changement d'échelle, est souvent effectué par la définition d'un volune élémentaire
représentatif noté VIR (qui sera précisé ultériewrement), conduisant a I'établissement d'ne
équivalence entre milien dispersé réel et wi milien contin fictif.

Dans certe nowvelle échelle, les phénomeénes sont décrits en moyenne par des équations
dont les variables et les paraméires sont représentatifs des variables ef paramétres physiques
movens an sein du milien continu équivalent. Tout ce qui vient d'ére énoncé jusqu'ici,
constitue le fondement de la modélisation mathématiqne en milien poreux.,
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———  Chapitre 2 : Modélisation mathématique des phénomenes de transfert en milien porenx

2-1. ECHELLES DE DESCRIPTION ET CONCEPT DE VOLUME ELEMENTAIRE
REPRESENTATIF (VER) '

Un milieu poreux est de nature hétérogeéne. Ainsi, on est de plus en plus confronté a des
notions telles que : ¢chelle microscopique, échelle  macroscopiqgne ¢t méme  échelle
mégascopiqne [2]. Les niveaux de description attachés & ces différentes ¢chelles sont
respectivement :

e Nivean microscopique — échelle des pores et des grains, a 'intérieur de la quelle les
grandeurs locales ou microscopiques peuvent largement varier,

o Niveau macroscopique — échelle du (VER) (¢chelle du milieu poreux), ou les grandeurs
moyennes peuvent étre considérées sensiblement constantes (milieu homogene),

e Niveau mégascopique — échelle des systémes géologiques (aquifére).

Ce dernier niveau sort du cadre de la présente étude. Dans ce qut suit nous tenterons de
préciser la procédure de passage du niveau microscopique au niveau macroscopique.

2-1-1. Le concept de volume élémentaire représentatif (VER)

Nous avons déja mentionné que le passage du niveau de description microscopique au
niveau macroscopique, s’ effectue par le biais du volume étémentaire représentatif [2, 7, 38],
volume qui doit étre suffisamment grand pour lisser 'effet des hétérogénéités locales
microscopiques et suffisamment petit pour que toute grandeur définie sur cette base conserve
un caractére local vis-a-vis du domaine occupé par le milieu poreux considéré. Autrement dit,
si (d) représente I’échelle de longueur de la microstructure (diamétre moyen des pores par
exemple) et (L} I’échelle de longueur du milieu poreux, sa propre échelle (o) doit satisfaire
les conditions suivantes : d << r, << L {cf. figure 2.1).

(VIR)

L

Milien poreux

Figure 2.1 : Volume élémentaire représentatif.

Pour mieux comprendre le concept du VER, nous allons déterminer le VER associé a
une grandeur physique de base en I’occurrence la porosité [2].

Soit P un point mathématique situ¢ a Pintérieur &’un domaine occupé par un milteu
poreux. Considérons un volume AV; (ayant une forme sphérique), beaucoup plus grand qu’un
pore ou un grain et centré en P.
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———  Chapitre 2 : Modélisation mathématigue des phénomenes de transfert en milieu porenx

Pour ce volume on peut déterminer le rapport :
g =5(AV,)=(AV,), /AV, 2.1)

ot : {Av.) estle volume de I’espace des vides contena dans AV;.

En répétant la méme procédure plusieurs fois, une séquence de valeurs E-t(L\Vi), i=1,2,
3, ... peut étre obtenue par diminution graduelle de la taitle de AV; centré autour de PP .

AV, > AVy;> AV, ete. La figure 2.2, illustre la représentation graphique résultante [2].

. v ‘ 0
Domaine des effets | DPomaine du milien poreux
a4-Lp

microscopiques

(on domaine de validitg dn VER)

Miliew hétérogene

Milien honiogéne

__________ e

]

Porosité g;
[vs]

S
ot

AV, Volume AV;

Figure 2.2 : Détermination de la porosité et du VER associé [2].

Pour les grandes valeurs de AV; , le rapport g peut subir des variations graduelles
lorsque AV, diminue, spécialement quand le domaine considéré est hétérogéne. Au-dessous
d’une certaine valeur de AV, , dépendant de la distance de P par rapport aux frontiéres de
"hétérogéneéité. Ces variations ou fluctuations tendent a disparaitre, laissant seulement des
fluctuations de faibles amplitudes qui sont dues a la distribution aléatoire des dimensions des
pores au voisinage de P. Cependant, au-dessous d’une certaine valeur AVy, on observe
soudainement de fortes fluctuations dans le rapport &; . Ceci se produit au moment ou les
dimensions de AV; se rapproches de ceux du pore.

La porosité du milieu g€ () au point P est définie comme étant la limite du rapport g;
lorsque AV, tend vers AVy:

e(P)= lime, {AV,(P)}= tim (Av,)(°) | (2.2)

3
AV, oAV, av,sav, AV, (f )

Pour les valeurs de AV; < AVy, on doit constdérer la présence effective de pores et de
patticules solides. A ce niveau d’observation ce n’est pas une seule valeur qui peut
représentée la porosité au point P.

Le volume AVy est, par conséquent le volume élémentaire représentatif (VER) ou bien
le point matériel (ou physique) du milieu poreux au point mathématique P. ‘
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——  Chapitre 2 : Modélisation mathématique des phénomenes de transfert en milien poreux ———

De la définition du VER, il s’ensuit que ces dimensions sont, tel que le fait d’ajouter ou
de soustraire un ou plusieurs pores, n’a pas d’influence significative sur la valeur de £. Nous
devons admettre que AVp et AV, varient [égérement au voisinage de P. D’ot :

£(P)="Lime(P) . 2.3)
I
Ceci signifie que, & est une fonction continue de la position P a P'intérieur du milicu
poreux. '

Ainsi, par Uintroduction du concept du VIER associé a la porosité, nous avons remplace
le milieu dispersé réel par un milieu continu fictif, dans lequel nous pouvons attribuer des
valeurs pour n’importe quelle propriété (soit du milieu ou des fluides contenus dans les pores)
en tout point mathématique appartenant a celui-ci.

Remarque

Le fait de dire : un VER associé & la porosit€, suppose qu’on peut définir d’autres VER
associés a d’autres propriétés (éventuellement différents entre eux). En pratique on considére
uniquement le VER dont le caractére de représentativité s’étend & I’ensemble des propriétés et
grandeurs définies au sein du milieu poreux considéré.

2-1-2. Grandeurs et Lois Macroscopiques

~ La déternination des grandeurs et lois macroscopiques a partir de celles du niveau
microscopique, est basée sur le méme principe, celui qui consisie a définir un opérateur de
prise de moyenne et un domaine conférant aux grandeurs macroscopiques un sens physique et
aux lois, la forme générale des lois de conservation. Par application de ce principe la
procédure & suivre consiste a obtenir la description macroscopique par prise de moyenne

volumique des grandeurs et équations microscopiques sur le volume élémentaire représentatif’
[2,7,9, 38, 46]. '

Pour toute grandeur (vitesse, masse volumique, ...) microscopique noté ¢ la moyenne
volumique est définie par [9] : :

(o) :_A_‘V_ [oav (2.4)

0 AV,

Les moyennes volumiques des opérateurs de dérivations spatiale V et temporelle 9/t
appliqués & cette grandeur par [9] '

1
(Ve)y=V(e)+ i dA (2.5)
i
et
3 a 1 ~
—e)=—(®)—— |® W.ii . dA 2.6
(3e)=50 o a0
Avec: A, surlace séparant dans AV les phases o et i ; W , vecteur vitesse de déplacement

des points d’interface A lorsque celle-ci varie (milieu déformable, écoulements

o>

multiphasiques) et 1 ;, vecteur normal & Iinterface A ; orienté de la phase o vers la phase 1.
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——  Chapitre 2 : Modélisation mathématique des phénoménes de transfert en milieu porenx ———

Fn guise de conclusion aux deux sections précédentes (2-1 el 2-2) on peut dire que -

e La description mathématique des phénoménes en milieu poreux doit se fatre
impérativement par des équations macroscopiques. On évite ainsi, d’avoir a spécifier la
configuration individuelte de chaque phase et leur résolution ne nécessite, que la
connaissance des conditions aux limites sur les frontiéres du milieu poreux.

e Dans cette description, la complexité géométrique de la matrice et de I'espace des pores
se trouve incluse dans les coefficients des équations macroscopiques traduisant, au sein
du VER, les interactions entre phases. Il convient de souligner toutefois que pour fermer
fe systéme, ces coefficients doivent étre préalablement déterminés par voie expérimentale,
numérique ou théorique [8, 9].

Les équations utilisées pour décrire, les transferts de chaleur et d’humidité en milieu
poreux et faisant intervenir tes cffets de couplage entre transfert de masse et de chaleur, ont
16 dtablies en 1957 par Philip & De Vries [19] et par Luikov en 1958 [37].

Les équations résultantes ont été justifiées rationnellement par Whitaker (1977) [51}
par Putilisation d’une approche dans laquelle, les équations de bilan macroscopiques sont
obtenues par la prise de moyenne des équations de bilan microscopigues sur un volume
représentatif (VER), Cette modélisation s’appuie sur un certain nombre d’hypothéses et de
restrictions qui doivent étre satisfaites. Elles concernent la matrice solide, les fluides dans les
pores et les conditions thermodynamigues reniantes.

2-2. MODELE MATHEMATIQUE UTILISE

Outre la prise en considération des différents mécanismes physiques mis en jeu, le
modele de Philip & De Vries [19], fait intervenir les effets de couplage entre transfert de
masse et transfert de chaleur. 11 constitue ainsi, le modéle dont le niveau de description des
phénoménes est le plus complet jusqu’a présent [51.

C’est le modéle pour lequel nous avons opter pour conduire notre étude, aussi bien pour
I’analyse que pour I'interprétation des résultats expérimentaux.

1.’élaboration de ce modele repose sur les hypothéses suivantes [51] -

On suppose que le milieu poreux est un systeme triphasique constitué de la matrice
solide, d’une phase liquide monoconstituant (de I'eau) et d’une phase gazeuse. Cette dermere
est formée soit de la vapeur du liquide, soit d’un mélange binaire : vapeur du liquide -+ gaz
neutre (dans ce qui suit typiquement de I’air sec). On admet également que les phases fluides
ne réagissent pas chimiquement avec la matrice solide et que les effets radiatifs sont
négligeables.

A ces hypothéses, qui correspondent & la majorité des situations rencontrées en pratique,
s’ajoute d’autres hypothéses simplificatrices et un ensemble de restrictions dont :
% La matrice solide constituant le milieu poreux est indéformable, homogeéne et isotrope ;
1 1 enthalpie des différentes phases est indépendante de la pression |
1 Les différentes phases sont continues et en équilibre thermodynamique local ;

 La masse volumique de la phase liquide est constante |
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e Chapitre 2 Modélisation mathématique des phénomenes de transfert en milieu poreux

% La phase gazeuse obéit a la loi des gaz parfaits |

I La pression totale de la phase gazeuse est uniforme el constante ;

1 Les phénoménes de gel-dégel et d’ébullition sont exclus |

2 Le travail des forces de compression el de dissipation visqueuse est négligeable ;
= La diffusion de vapeur est du type moléculaire |

I Le transfert de chaleur par convection est négligeable ;

2 Les phénoménes d’hystérésis ne sont pas pris en coniple.

Dans ce cadre bien défini, les équations permettant de décrire les phénoménes sont
comme suit {8, 9]

2-2-1. EQUATIONS DE BILAN

A) Equations de conservation des masses fluides

s L phase liquide ;‘%(pum)+v-_gafﬁf)=m (2.7.2)
s Iin phase gazeuse g(,;omg)+v {p,0,)= -1 | (2.7.b)
- vapeur ;%(pumv)wl‘v-ﬁa\,l]g +ib, )= (2.7.¢)
- air sec gt—(pog)a)-bv-c‘)“ U,-®,)=0 @2.7.d)

B) Equation de conservation de P’énergie
N OT . R oo )
(pC) -5( + (pl.(,,_»U,_, -i-nggUg); VI =-V. ([th: —Ah m (2.8)

Ou: t, le temps; ;, teneurs massiques; V, [I'opérateur malhématique Nabla

- T = . . . = ., .
(V =4{0/ox, doy, 8/oz}' )y ; U,, vecteurs vilesse de filtration ; @, densité de flux massique
de diffusion des constituants air et vapeur de la phase gazeuse ; 1, taux de changement de
phase ; T, la température ; @, _, vecteur de densité de flux thermique macroscopique par

conduction ; Al,, I'enthalpie massique de changement de phase ; 1=s, £, g, v, a: indices

correspondant respectivement au solide, au liquide, au gaz, a la vapeur et a I’air sec.
Dans les équations de bilan (équations 2.7 et 2.8) {8]:

— les premiers termes représentent le taux de changement tempore! de masse ou d’énergie
thermique ;

— les seconds termes représentent la masse convective ou 'énergie de transport ;

— les troisiemes termes(éventuels) représentent la masse diffusée ou I’énergie conductive e,

— les quatriémes termes (éventuels) représentent la masse ou I'énergie crée (ou consommée)
par le processus de changement de phase.
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2-2-2. EQUATIONS DE FERMETURE
La fermeture du systéme formé par les équations (2.7) & (2.8) requiert la connaissance
1- Des lois phénoménologiques pour obtenir Uf X Ug ; fﬁf)v el CB%
2- Des lois ou équations d’états des dilférentes phases.
3- Des équations complémentaires gouvernant les conditions d’¢quilibre entre phases.
Les expressions des équations de fermeture sont respectivement |

a} Lois de Darcy polyphasique (bilan de quantité de mouvement)

- k
U, :wi—lf-(VPE _Pff:’v) (2.9
L
=k
0, :—Il—"—~(Vl’pgg) (2.10)
. .

Les deux équations ci-dessus, communémeni appelées équations de Darcy généralisées
[38], décrivent I’écoulement simultané des deux phases fluides (liquide et gaz) dans 'espace
des pores (écoulement polyphasique en milieu poreux non salurg).

Avec: ke et ky, tenseurs des perméabilités effectives respectivement liquide et
gazeuse ; P, pression totale du gaz; P,, pression dans le hquide; p, et p,, viscosité

dynamique respectivement du liquide et du gaz.

b} Lois de diffusion macroscopiques — Lois de transfert

- Densité de flux de masse due a la diffusion moléculaire { Loi de Fick)

b, =—p,D Vip,/p,) @11
— Densité de flux de chaleur due & la conduction {Loi de Fourier)
Dy, =—A - VT (2.12)

Ry

Avec: D | tenseur de diffusivité massique apparente de la vapeur d’eau au sein du

sk
milieu poreux et A , tenseur de la conductivité thermique équivalente.
¢) Equations d’état

La phase gazeuse est par hypotheése assinnlée a un gaz parfait d’on ¢

P=P, +P, :pa~l-{-T+ pVJS"T
et M, My (2.13)

Py =P+ Py

Avec © M, et M, masses molatres de 'air et de la vapeur du liquide, R constante
universelle des gaz parfaits.
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d) Equations complémentaires
- Pression capillaire : P =P-P, =—p,gy{o,,T) (2.14)

- Equation de Kelvin (dans le domaine de la condensation capillaire):

Py = Py expt — LM | (2.15)
p, TR
- Eguation de Clausins-Clapeyron : - Ah = LRd (ln fp) (2.16)
M. d(1/T)
- Contrainte sur le volume des vides : € =p, +p, (2.17)
- Equations d’évolution des propriétés physiques :
e (1)1, (1); C(T): Ab (T, 00,) (2.18)

En combinant les équations (2.7) a (2.18) et en choisissant la température T, La teneur
massique en liquide , et la pression de la phase gazeuse PP comme variables indépendantes,
le systéme d’équations précédent se réduit aux trois équations aux dérivées partielles non
linéaires couplées ci-dessous (la construction de ces 3 équations est détaillée en Annexe.B)

< Bilan de masse

. | 55 — = o
Ot 020 e G Dy Ve, # Dy VT 4+Dr- VP 4+ Do - V7 (2.19)
Bt o A e -l o
‘—(;')-“"J (b) (c) {d) (e)

% Bilan d’énergie

o) EZE_ - v-(i -VTJ + pocf(i,,, Vo, 4Dy, -VT+ Dy, - VP + D -Vz)- VT

ol —
()
+ pl,cg(az -v,p). vT
®)
+p,Ah \.[V : (Bmv Vo, + ,I_)-rv -VT -z-pr -VJ’) -0 aiot'f —)’;%J (2.20)
3 ¢

(h)

< Equation de la pression

a A = o e . v 1}
JE sl T g (D Var, + D, -VT+Dr, - V.!‘j (2.21)
al a ot '
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Les termes qui apparaissent dans les équations (2.19) et (2.20) représentent :

(' ¥
C
(b) et (c} les densités de flux massique totales (liquide + vapeur) dues aux gradients de
pression capillaire, de pression particlle de vapeur et de pression totale ;

{a) le 1aux de variation de la masse de vapeur

exprimeée en équivalent liquide

(d) et (e) les densités de flux massique totales dues au gradient de pression dans la phase
gazeuse et a la force de gravité |

(1) et (g) respectivement, le transport d’énergic convective associé a I’écoulement des phases
liquide et gazeuse ;

(h) la consommation ou la production d’énergie due au changement de phase.
Dans les équations (2.19), (2.20) et (2.21) les tenscurs

Do = Dg, +Da,, Dr=Dr, +Dr, sont respectivement appelés diffusivités massiques
jsotherme et non isotherme (D, (resp. D,, ) diffusivité massique isotherme du liquide (resp.

de la vapeur) et (Dy, (resp. D) diffusivité massique non isotherme du liquide (resp. de la

vapeur); Dy =Dyp, +Dp,, Dasont les diffusivités massiques associées au transfert de masse
0 respectivement au gradient de pression totale de la phase gazeuse ct & la gravité.
Lorsque Pon considére que le milicu poreux, est homogene et isotrope, ensemble des

tenseurs qui apparaissent dans ces ¢quations se réduisent & des scalaires appelés souvent
coeflicients de transfert.

Les coefficients : a, £, v, 8, ¢ sont des fonctions explicites de k. ,k, , P ,D*, ¢ et des

propriétés thermophysiques des phases : w,, i, ,p, .o, . Par conséquent, ils dépendent de

w,, T et P. Les expressions des difTérents cocfficients sont explicités en annexe B.

Le systéme formé par les équations (2.19) a (2.21) doit étre résolu numériquement en
raison du caractére fortement non linéaire et couplé des équations.

1.’estimation numérique des coefficients de transfert et I’¢lude de sensibilité du modeéle
général aux variations de paramétres [5, 15, 34]. montre que les phénoménes de transferts en
milieu capillaro-poreux a pression atmosphérique et aux faibles températures (en dessous du
point d’ébullition de I'eau) plusieurs hypothéses peuvent étre utilisées pour simplifier les
équations de transfert de chaleur et de masse. Ces hypothéses sont

a) la pression totale P est supposée constante (VP = 6) ;

- .
o, ol

b) lestermes o 7{' et £ —— correspondant au taux de changement temporel de la masse en
‘. c

phase vapeur dans Péquation de bilan massique (2.19), sont supposés négligeables cn
comparaison au taux de changement temporel de la masse en phase liquide, o, =w,

(o=w,+o,);

c) les termes d’énergie convective de la phase liquide et gazeuse sont supposés négligeables
dans I’équation de bilan énergétique (équation (2.20)).
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Dans ces conditions, le modéle utilisé [5, 19, 20, 45], se met sous 1a forme

X _v.(D,Vo+D,VT+DyVz)
, 6’?1 (2.22)
(bcy =9 (% +p,an, Dy J9T+{p,A0,D, }70)

Dans cette description théorique, trois mécanismes sont responsabies du mouvement
d’humidité : la capillarité et la force de gravité pour le transfert de masse en phase liquide el
la diffusion moléculaire pour le transfert en phase vapeur. Quant au transfert de chaleur, il
dépend principalement de la conduction et du changement de phase, le transfert convectif,
associé a ’écoulement des phases {luides, est généralement négligeable.

Le modéle (2.22) a déja fait Pobjet de plusicurs études d’évaluation dans différents
situations (Recan [6, 48), Prat [45], Larbi [34, 35), Sfimani [49], Guellarti [30}, Mittiche
[42],.), mais le plus souvent, évalué pour des domaines ou systémes physiques semi-ouverts,
considérés unidimensionnels et peu d’études sont consacrées au cas d’'un domaine
bidimensionnel, dont nous pouvons cités I’étude de Prat [45], mais néanmoins elle est limitée
d un systéeme fermé.

Dans la suite, notre tiche consistera a tester le modéle en question sur des systémes
semi-ouverts & deux dimensions d’espace, dans le but d’enrichir 1"éude de validité et son
extension aux systémes bidimensionnels.

2-3. MODELES PHYSIQUES ET CONDITIONS AUX LIMITES ET INITIALES

Nous considérons dans notre étude les modéles physiques employés par Crausse [15] et
Larhi [34] compte tenu de la banque de données expérimentale fournie par ces auteurs.

* Modéle 1 (Crausse [15)) : Etude de la thermomigration (systéme fermé) ;
= Modéle 2 (Larhi [34)) : Ftude de la condensation (systéme semi-ouvert) ;
» Modéle 3 (Crausse [15]) : Etude d’évaporation (systéme semi-ouvert).

ILes trois modéles sont constitués par un échantillon de milicu poreux mis en place par
compactage dans une cellule cylindrique en plexiglas de diamétre D et de longueur L. Le
milteu poreux en question est un sable quartzeux de granulométrie 100 pm < d < 125 um et
dont les propriétés thermophysiques et les coefficients de transfert ont été déterminés au
moyen d’expériences spécifiques et font partie d’une banque de données établie par Cransse.

2-3-1. Conditions aux limites associées

Pour le premier modéle physique, la cellule contenant le milieu poreux est placée
horizontalement (cf. figure 2.3). Ses deux extrémités sont maintenues a des températures
constantes, en (x =0), T=T;=55°Ceten {(x=L), T="T, =21° C . Les parois en (x = 0) et
(x = L), sont des surfaces imperméables et la surface latérale est de plus adiabatique.

Pour le deuxiéme modéle, la cellule est placée horizontalement mais ouverte a 'une de
ses extrémités (cf figure 2.4). L’extrémité ouverte en (x = 0) est en contact avec une
atmosphére humide de température T = Ty = T; = 30° C. L’aulre extrémité en (x = L) est
fermée par une surface impermeéable maintenue a température constante T =T, = 10° C.
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e Chapiire 2 : Modélisation mathématique des phénoménes de transfert en milien porenx

/ ®,,=0 /4 D=0 T.=T,
L //
e Mo o) o T
Milieu porenx _/ L =
(b)
] . ) 1i1(l),_ .
Figure 2.3 : Modele physique N° 1 Z) T Is=T;
(a) : Cellule expérimentale. L —rrtedry—
(b) : Section A-A. Rt
=0 [
Figure 2.4 : Modéle physigue N° 2 \Q:@:{:f
DT ...... / ............ / ...... / AN RISRNEE
m(i)__,,g:f:{:f:?_:f:f:}:@:3&;{';L‘)*f:{:fzf:f:{:f:f:{/, N
/e:-:-:-:-:-:-:-:-. T B, =0 =0
RO R I R e
L x L it
Ts=T =T, 0 T, =T b *
Figure 2.5 : Modéle physigue N° 3 Eﬁ
Ce qui §’exprime mathématiquement par :
a) Conditions sur la frontiére x pour t > 0
h 1 .
$Ho=—"c - ¢ )=—m(
x=0({0<z<D) ", 6. co) Po “ (2.23)
=T,
G, =0
x=L(0<z<D) § ™ (2.24)
=T
: d 1od s 4 d
Avec : it = —{m(t)}=—=-—(Ml1))= - (MI(t 2.25
(0= =)= - - MW) = —5 - (ML) (2.25)

ot * hy,, coefficient d’échange massique | C., Cw, respectivement, la concentration de vapeur
d’eau a Pinterface, milieu poreux - milicu externe et dans Iair ; lil(t), ja densité de flux de

masse traversant la section de la ccllule, S a la frontiére ouverte | @y, la densité de flux de
masse : M(t), loi d’évolution des masses d’eau condensées ou évaporées en fonction du temps.

Rien entendu pour le premier modéle (systeme fermé) lil(t) =)
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——  Chapitre 2 : Modélisation mathématique des phénoménes de transfert en milien porenx  ——

b) Conditions sur la frontiére z pourt> 0

i) m = 0

®, =0

z=0dz:D®<x<L){ (2.26)

eme

Enfin pour le 3°™ modéle, la cellule cette fois-ci est placée verticalement. Son extrémité
inféricure (en z = 0) est imperméable et matntenue 4 température constante, T=T=20,5° C.
1 extrémité supérieure (en z = 1) est en contact avec de I’air sec dont la température T = Tg(t)
=T, La surface latérale de la cellule est imperméable et adiabatique.

Ou : Tg, la température 4 la surface de contact milieu poreux et ’air atinosphérique qui
varie dans le temps (mais atteint rapidement 35°C), elle est mesurée expérimentalement [48].

Par conséquent on a :

¢) Conditions sur la frontiére z pour t> 0

D =0
zzo(()<x<D){,]ﬁ'1w (2.27)
=1
1 .
| b, = ——(c, ~c, )=——m(t
z=L{0<x <D) D, ( ) Po ® (2.28)
=Ty =T,
d) Conditions sur [a frontiére x pour t> 0
([)m = O
(2.29)

x:Oetx:D(O<z<.L) .
l (])(t =0
2-3-2. Conditions initiales (t = 0)

Les conditions initiales relatives a la tencur en eau el a la température, imposent une
répartition uniforme sur tout le domaine occupé par le milieu poreux de ces grandewrs at =0 :

- pour le premier modéle : ®(0) = 0o =7 % puis 11.2 % et finalement 14.2 % ;
- pour le second modéle : w(0) = wy = 0.02 % (milieu sec) ;
— pour e troisi¢me modéle : ©(0) = wy =3 % (milieu relativement humide) ;

_ pour le premier madéle : T(0) = T¢ =Ty et pour les modéles 2 et 3 - T(0) = To =T,

2-3-3. Remarque importante

Pour les modéles 2 et 3, la détermination du cocfficient d’échange massique passe
nécessairement par une étude de I’écoulement externe [46] (via la résolution des équations
des couches limites, dynamique et thermique). Compte tenu de la complexité d’une telle
étude. nous avons choisi une procédure semi-empirique consistant a imposer un flux de masse
|i1(l) déduit de Pexpérience (Crausse [15), Larbi [34]). Pont expression est de la forme :

-L4h0):a1“ (2.30)
2

"

Ou : a et b sont des coellicients obtenus par lissage des données expérimentales.
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e | [ RESOLUTION NUMERIQUE
v P PAR LA METHODE

DES ELEMENTS FINIS

/( your la  résolution numérique des équations anx dérivées partielles gowvernanis wn
phénomeéne  physique, l'ingénieur a a sa disposition un évenfail de méthodes
munériques qui s apprétent plus au moins & un type d équations donné.

Parmi les méthodes les plus réponduces on peuf citer : la méthode des différences finies,
la méthode des volumes finis ef la méthode des éléments finis.

La méthode la plus conramment ufilisée est la méthode des éléments finis, elle est
actuellement en pleine extension et voit son utilisation s'élargir a de nowveanx domaines
d’applications ouvrant ainsi des horizons prometienrs et confribue a occasion a la
progression des recherches.

Cetle dynamique observée est due principalement & 'avénement d’ordinatenrs de
grande capacité mémoire associé a wne rapidité impressionnante de traitement de dmnwes‘
(des millions d’opérations par seconde).

Biern gue sa mise en @nvre soit difficile, o programmation de cetie méthode a conmie
guelques améliorations et facifités.

Les nonvelles versions des logiciels de programmation (en langage de programmation
FORTRAN en particulier) beancoup plus souples ainsi qu’une abondante documentation oi
cerfains sous programmes généranx pewvent étre carrément mégrés et utilisés par un
programme principal, ceci conmtribue considérablement & avmziaqef fe choix d'une telle
méthode [3].

Pour résoudre wn sysiéne d'équations aux dérivées partielles sur un certain domaine,
cette méthode consiste d’abord a décomposer ce domaine en domaines élémentaires appelés
éléments finis, sur lesquels on se domme le type de variation de la (les) fonction(s)
incormme(s). Le passage a une formulation intégrale permet ensuite de se ramener a la
résohition d'un systéme algébrigre.

Dans ce chapitre, il sera question de la résolntion numérigue par la méthode des
¢léments finis des équations anx dériviées partielles préétablies, régissant les phénoménes de
transfert en mifien porenx.
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Chapitre 3 . Résolution numérique par la méthode des éléments finis

3-1. PRESENTATION SOMMAIRE DE LA METHODOLOGIE DE RESOLUTION
3-1-1. Notes Préliminaires [25, 26, 40, 53]

e La méthode des éléments finis discrétise une formulation intégrale pour conduire & un
systéme d’équations algébriques qui fournit une solution approchée du probléme.

* La méthode des résidus pondérés qui, en utilisant des fonctions de pondération, permet
de passer d’un sysiéme d’équations aux dérivées partielles a une formulation intégrale.
L’intégration par partics fournie des formulations intégrales modifiées ce qui réduit
quelque peu la difficulté du probléme.

s La méthode des résidus pondérés fournit selon le choix des fonctions de pondération
tout un ensemble de formulations intégrales.

» La méthode des paramétres indéterminés consisle a4 remplacer, dans la formulation
choisie, les fonctions inconnues par des approximations de type interpolation qui
dépendent d’un nombre fini de paramétres.

Cette méthode devient la méthode des éléments finis (MEF), lorsque nous utilisons
I’approximation par éléments finis :

U= NU, (3.1)
i=I
avec les propriétés : _
0 st 1% -
NAX )= et N, =1 3.2
(X)) {1 G ie Z 1 (3.2)

ot : U est une fonction inconnue ;

Ui : valeur de la fonction (U) au point d’interpolation (i) de coordonnées Xi(x;, yi, i) ;
N; : fonction d’interpolation |
n . nombre de points ou de nauds d’interpolation.

Nous obtenons atnsi une expression discrétisée d’une formulation intégrale qui
constitue le systéme d’équations algébriques conduisant a la solution approchée.
3-1-2. Méthode des résidus pondérés

Avant d’exposer la méthode des résidus pondérés [25, 53], nous allons tout d’abord
posé correclement le probléme a résoudre sous une forme générale et typique.

Le plus souvent le comportement d’un systéme physique (coniinu) est représenté par un
systéme d’équations aux dérivées partielles ou intégro-différentielles associé a des condilions
aux limites en espace et/ou en temps.

En termes de formalisime mathématique, on cherche une fonction (U) qui satisfait un
certain nombre d’équations (différentielles) :

0=l
A ={A, U =0 (33.2)
!
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Chapitre 3 : Résolution numérigue par la méthode des éléments finis

dans un domaine Q (volume, surface,.. ), ainsi que des conditions aux limites :

J B, (U}

B(U)= 1.!32([)) =0 (3.3.b)

sur le bord (contour)} I du domaine (cf. figure 3.1).

La fonction cherchée peut €tre une quantité scalaire ou peut représenter un vecteur a
plusieurs composantes (vecteur vilesses par exemple). De la méme fagon, it peut n'y avoir
qu’une seule équation différentielle ou un systéme de tefles équations.

7 A

Sous domaine
o élément OF,

Figure 3.1 : Le domaine O et |a frontiere I

3-1-3. Formulations intégrales

Partant du fait qu’il esi tmpératif que I'ensemble des équations (3.3.a) soit vérifié en
chaque point du domaine 2, il s’ensuit que :

jdﬂ‘A(U) 40 = j-[(b,/\l([_])-l- DA, (U)+--]dQ =0 )
avec :ch = ((|;| b, )

ot : ¢ est un ensemble de fonctions (de pondération) arbitraires, en nombre égal au
nombre d’équations {ou de composantes de U) en jeu.

“n plus on peut affirmer que s1 (3.4) est satisfaite pour tout ¢, les équations (3.3.a) sont
satisfaites en tout point du domaine. Si nous désirons par ailleurs satisfaire les conditions aux
limites (3.3.b) nous devons, soit assurer ces conditions par le choix d’une fonction Uy, soit
vérifier que :

J'Iﬁ"'B(U)dr = [[7B,(U)+ 5.3, ()2 Jdr = 0 (.5)
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Chapitre 3 : Résolution numérigue par la indthode des éléments finis

pour tout ensemble de fonctions ¢ .

EEn effet, 1a formulation intégrale :

I(b"'A(U) dQ+ .[T;{"B(u) dr=0 (3.6)
Q I
est satisfaite pour tous ¢ et ¢ si et seulement si les équations (3.3.a) et les conditions
aux limites (3.3.b) sont vérifiées 4 la fois.

Cependant, certaines restrictions sur les familles aux quelles peuvent apparienir ¢ et ¢

ou U sont 3 imposées. En général, nous chercherons a éviter des fonctions qui rendent infini
tout terme intégral.

Ainsi, dans (3.6) nous limitons notre choix aux fonctions ¢ et ¢ univoques et a valeurs
finies, sans restreindre la validité des propositions précédentes.

Pour ce qui est des fonctions U, les restrictions dépendent de Pordre des différentiations
présentes dans A(U) (ou B{U)).

Afin de diminuer les conditions imposées aux fonctions admissibles U (ordre de
différentiation), dans de nombreux cas il est possible d’effectuer une intégration par parties de
la forme intégrale (3.6) en utilisant le théoréme de Green [53]. Ce qui nous conduit a une
{forme intégrale dite faible :

w(U)= [cp) D)+ [EE) FU)dr=0 (3.7)

Ou les opérateurs I et F contiennent des dérivées d’ordre moins élevé que A et B.
Ainsi, Uordre maximum des dérivées de U qui apparaissent dans (3.6) diminue. Les
conditions de dérivabilité de U sont donc moins fortes. En contre partie, des dérivées de
¢ et ¢ apparaissent. Donc les conditions de dérivabilité de ¢ et ¢ augmentent.

3-1-4. Approximation des Formulations intégrales (Discrétisation)

Pour obtenir une solution approchée U, d’une fonction exacte U, la méthode des
éléments finis (qui est une méthode d’approximation) cherchera {a solution sous la forme :

11
U=U=)NU =N-U (3.8)
(=1
ou les N; sont des fonctions de forme éerites en fonction des variables indépendantes
(telles que les coordonnées x, y, z) et tous, ou ta plupart des paramétres U; sont inconnus.

L.a substitution de la fonction inconnue par son expression approchée, exprimce par le
développement (3.8) dans I'une des formes intégrales (3.0) ou (3.7) conduirait en fait & une
approximation.

D’ou, I'impossibilité de satisfaire & la {ois les équations et les conditions aux limites de
fagon rigoureuse. Les équations (3.6) ou (3.7) se traduisent alors par un systéme d’équations
algébriques, qui permettent de déterminer les paramétres U,
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Chapitre 3 © Résolution numérique par la méihode des éléments finis

Pour (3.6)ona:
J oTANY) 4O + I b B(NU)(II (3.9)

I(,(q))' (NU)d+ jl«((p)' F(NU)dT =0 (3.10)

Si nous remarquons que A(NU) représente le résidu (ou 'eireur), obtenu en remplagant
dans I’équation (3.3.a), U par son expression approchée et que B(NU) est le résidu des
conditions aux limites (3.3.b), alors nous constatons que ['équation (3.9) est une intégrale
pondérée de ces résidus. C’est pour cette raison que la procédure développée en haut
s’ appelle : méthode des résidus pondérés [53].

11 est clair que pratiquement n’importe quel ensemble de fonctions indépendantes, ¢,
peut élre choisi comme pondération, et selon le choix fait, la méthode recevia un nom
différent. A titre d’exemple on peut citer [25, 53]:

a) Méthode de collocation par points
Ou: ¢, =8, avec §, est telle quepour x # x;,y #y, (xi, yi coordonnées du point de
coliocation) : ¢, = 0, mais Id)i dQ =1 (I matrice identite),

Q
Cette méthode équivaut & annuler le résidu en n points du domaine.

b) Méthode de collocation par sous domaines
¢, =1, dans Q' (sous domaine) et zéro partout ailleurs. Cela revient & rendre nulle
Pintégrale de Ierreur sur la partie spécifiée du domaine.

¢) Méthode des moindres carrés :
¢, = A(NU) = R (Résidu). Cette méthode consisle a minimiser I'expression :

= J-R <R A2, par rapport aux paramétres Uy, Us, .., U,

d} Méthode de Galerkin

Les fonctions ¢ sont constituées par Pensemble des varations U (appelée aussi
perturbation sur U) des fonctions U.

¢ =6U =58(NU,)= N{U,} pour tout 8U;, (i =1,n)

Comme nous le verrons plus loin, cette méthode conduit fréquemment (mais pas
towgours) a des matrices symétriques. Pour celte raison entre autres, nous !’adopterons
exclusivement dans la suite de notre étude.

Le nom de « résidus pondérés » est bien entendu beaucoup plus ancien que celui de
méthode des éléments finis. Ce dernier est suriout utilisé quand les fonctions de base N dans
I"expression (3.8) ont un support localisé (autour d’un élément) mais la méthode générale est
identique. Celte classe de méthodes conduit toujours a des équalions qui sont sous forme
intégrale, donc que nous pouvons obtenir par sommation sur les différents sous domaines.

Nous choisirons par conséquent d’englober foutes les méthodes de résidus pondérés
sous le nom de méthode d’éléments finis généralisées [53].
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Chapitre 3 : Résolution numérique par la méthode des éléments finis

l.a méthode des éléments finis (MEF) utilise des fonctions de forme définies localement
(N= N(x,y,z)) par élément ou par sous domaine et que pour obtenir le systéme discret, elle
effectue Papproximation de la forme intégrale élément par élément et reconstitue le systéme
globale par assemblage :

ic

w:iw\(u)dnzi jqu(U“)dgr :§w°=o (3.11)

o=l \qor
ou: W est appelée forme intégrale élémentaire, (ne) est le nombre d’éféments
constituants le domaine.
3-1-5. Notion d’élément de référence [25, 53]

Un élément de rélérence {©2) est un élément de forme trés simple, repéré dans un
systéme de coordonnées de référence, qui peut étre transformé en chaque élément réel (Q°)
par une transformation géomélrique T° .

Si on considére par exemple un ¢lément quadrilatéral 4 guatre neeuds

(\

n T z
A
Neud | — X, X1
1, 1) Neeud 2 — X
’ 1 F -
4 0] Neeud 3 — Xy
p £ Neeud 4 — X,
1 Xi Nj
1, -1) 2la,
. p X
E=<¢ > ‘ X=<x z>
Elément de référence () Elément réel (0%

Figure 3.2 : Transformation géométrique élément de référence- elément reel.

La transformation t° définit les coordonnées X° de chaque point de I’élément réel a
partir des coordonnées £ du point correspondant de P’élément de référence : ‘

T E— X = X(E) (3.12)
m‘l:X:(x y Z>Ct§.=({3 N G)

La transformation t° dépend de la forme ¢t de la position de I'étément réel, donc des

coordonnées des noeuds qui le défintssent. 11 y a donc une transformation 1° différente pour
chacue élément réel

8o X0 =X, X, X, X, X)) (3.13)

ot X;, X;, Xk, X,... sont les cordonnées des nceuds géométriques qui apparticnnent a
I’¢lément (e). '
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Chapitre 3 : Résolution mimérique par la méthode des éléments finis

Nous uliliserons une transformation t° linéaire par rapport aux cordonnées {X“} des
nceuds géométriques de I’élément réel (€2°)

£ XE) = [NE)X, ) (3.14)

d’ou, pour chacune des cordonnées de I’élément quadrilatéral de fa figure 3.2 ona.:

x(& )= (NEnix,}
2(&.n) = (NE ).}

ou : N, désigne les fonctions de transformation géométrique qui se confondent avec les
fonctions d’interpolation ou de forme (N) lorsque I’élément est isoparamétrique (c’est ce qui
sera considéré dans la suite de ’étude).

(3.15)

Grice a la transformation géométrique 1°, nous remplagons la définition analytique de
chaque élément (%) dans Pespace des X par la définition analytique plus simple de son
élément de référence (€2') dans Pespace des €.

Par la suite, nous travaillerons systématiquement dans I’espace des £ et nous utiliserons
des fonctions U(E) a la place des fonctions U(X) [53]. La relation entre € et X étant définie
par (3.14), les fonctions U(E)} et U(X) sont différentes mais prennent la méme valeur en des
points qui se correspondent dans la transformation. Nous avons : U(X) = U(X(E)).

3.1.5.1- Approximation sur un élément de référence

Considérons sur un le domaine € un ensemble de (NNT) nccuds d’interpolation ou
géométriques de coordonnées X;, sur chaque élément Q° nous utilisons une approximation de
type éléments finis :

NNE
U(X)= D> N, U, =(NX)HU,} (3.16)
n=1

ou: X, appartient & Q°;, U,, la valeur de la fonction inconnue U au necud
d’interpolation (n) ou variable nodate ; N(X}, les fonctions d’interpolation sur I’élément réel,

Remplagons Papproximation sur U"élément réel par 'approximation correspondante sur
I"¢lément de référence :

Ue)= (NEMU, (3.17)

ou : &, appartient 4 Q" ; U, . la valeur de fa fonction inconnue U au noceud d’interpolation
(n) : N(E). les fonctions d’interpolation sur Uélément de référence Q.

Remarques : _

En général, les fonctions N(X) ne sont utilisées que pour des ¢léments simples. Elles
sont le plus souvent remplacées par les fonctions N(E) ot & e X sont liés par fa
transformation 1° définie par la relation (3.14).

Dans Pexpression (3.16), les fonctions N(X) dépendent des coordonnées des necuds de
I’élément et sont donc différentes pour chaque élément. Par contre, dans (3.17), les fonctions

N(E) sont indépendantes de la géométrie de Vélément réel. Les mémes fonctions N(E)
peuvent donc étre wilisées pour tous les éiéments possédant le méme ¢lément de reférence.
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Chapifre 3 ; Résolution numérique par la méthode des éléments finis

3.1.5.2- Dérivation et formulation intégrale [25]}

Dans ce qui suit nous allons montrer comment transtormer les dérivées et les intégrales
écrites en fonction des coordonnées réelles pour les exprimer en fonction des coordonnées de
références par le biais du jacobien de I’élément réel.

a) Transformation d’une dérivée ‘

Les équations (3.3 .a) sont écrites sur le domaine réel Q, donc sur les éléments réels QF,
ou d'u

—_— a

, , etc.
X *X

elles tont intervenir des Tonctions inconnues U et leurs dérivées en X

Suite a notre adoption systématique de I'élément de référence comme sous domaine de
résolution de ces équations, il est impératif que toutes les expressions qui impliquent des
dérivées de U en x, y, z seront transformées en dérivées en £, 1), ¢ grice 4 la matrice de
transformation dite, matrice Jacobienne [J].

En nous limitons aux dérivées premieres, pour calculer les dérivées en § d’une fonction
a partir de ses dérivées en X, nous utilisons la dérivation en chaine :

(0 _ox 0 &y 0 0z 2 [0 (ox o ][9]

& O ox ot dy & oz || | o |l o
|0 . x 0 8y & @& 0 _|a| | oy a||a]

L A A =2l A Y (3.18)
an on Ox Oy dy On oz |y on on an| oy
0_x 0 0 o o |\ KN Zilo
6c 8¢ ox og oy g oz |ag) LB 06 O]y

ce qu’on note :

0. d= b0} | (3.19)

Ou, [J] est la matrice Jacobienne de transtormation géométrique de coordonnées.

Les termes de [J] sont obtenus d’aprés (3.18) par dérivation par rapport a & de la
relation (3.14) développée comme :

(x vy f=(NE)kat bt {a]] (3.20)

avec 1 {x,} {v.} fz.} les coordonnés x, y, z des necuds de 'élément. la matrice
jacobienne s’écrit :

4 (N
[1]= a/@nj x vy =[N} b} &3 (3.21)
ax)

(3 x NNE) (NNE x 3)
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Chapitre 3 : Résohation numérigue par la méthode des éléments finis

Pour exprimer les dérivées dans 'élément physique réel en fonction des dérivées dans le
Pélément de rélérence, 1l suftit de multiplicr Pinverse de la matrice jacobicnue [l] par e
vecteur des dérivées dans le plan de référence {B,E} d’ou :

. }=0T"0.) (3.22)

b) Transformation d’une intégrale :

I.e changement de variables (3.14) permet de passer de Pitégration d’une fonction
F(X) sur 1’étément réel Q° a une intégration formulée plus simplement sur 'élément de
référence Q' onal ]:

j F(X) dx dy dz = I.F(x(g)) det(1) de dndg (3.23)
QF o)

ou - det(3), représente le déterminant de la matrice jacobienne [l]

Dans le cas de I'exemple de 1a figure (3.2) (élément quadrilatéral a quatre nceads) on
aura a faire a des intégrales de surface avec:dQ° =dxdz et des intégrales de contour

dr = \/dx 2 4d2? quil faudrait exprimer en fonction des coordonnées de référence :

On peut aussi écrire que : dxdz = del(.l) dédn.

Pour ce qui est de Pintégration sur le contour I fequel correspond a une arréte de
I’élément, elle se fait suivant une variable (£ ou n).

A titre d’exemple, sur arréle ayant pour équation ;& =1 ona:

jx=(N(<531 11.)){%}
| 2= (ve= Loz,

Dot : J‘F(x z)dlI" = j-l“ z)yJdx? +dz* devient :

(3.24)

J'F(’q)‘/ (N /r')q X, } dn)z (( /('}n {7,‘}(11])' Jl(n)l dn (3.25)

avec .

i, = \/x?n|&____l + zﬁll&' = \/((”(N>/a‘1)|g=[ x n})! + (((‘}(N)/E?n)lé:] iz, })7‘ (3.26)

Fn utilisant Ia méme procédure développéc en haut on pourra transformer les intégrales
de contour sur chacun des bords éventuellement frontiére de 1’élément.
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3.1.6- Prohlémes non linéaires et instationnaires

A. Origines des non-linéarités [25, 52]

Des non-hinéarités  apparaissent  dans la  formulation de problémes physiques

principalement pour deux raisons :

1)

2)

Les paramétres physiques supposés indépendants de U dans un modele linéaire deviennent
des fonctions de UJ. C’est par exemiple le cas dans les écoulements non newtoniens, dans
les écoulements en miticux poreux non saturés [14,26, 52] ;

Des termes non linéaires par rapport aux inconnues du probléme apparaissent dans lcs
équations aux dérivées partielles, méme lorsque les propriétés physiques sont
indépendantes de U. C’est le cas des équations de Navier ef Stokes [24, 26}, et de Saint-
Venant. l.a recherche de la solution se fait de maniére itérative. La majorité des
algorithmes conduisent a résoudre un systéme d’équations linéaires a chaque itération.

B. Instationnarité

Lorsque le probléme étudié est de type évolutif, des dérivées par rapport au temps

: o L U . MU
apparaissent dans les équations | U =——, U =
ot 8%

La résolution d’un tel probléme consiste a trouver un ensemble de fonctions {U(t)} qui

satisfont aux équations différentielles du probléme a tout instant t, ainsi que les conditions
initiales imposées a t = ty.

Une des méthodes utilisée consisle a construire numériquement, & partir de la valeur

initiate {U(t, )} = fU, }, une suite de valeurs de solution aux instants successifs [25] : to -+ At,
fo+ 24, to + nAt: {U(L, = fU(, + A} {U(, + 2400 — - — {U(t, + nAt)}

Cetic méthode utilise des approximations des dérivées U et U de type déférences finies.

3.1.7- Convergence et erreur d’approximation’

Nous avons déja signalé que I'obtention d’une solution approchée par un développement

de la fonction inconnue U sur une base de fonctions de forme est soumis & certaines
restrictions pour que les différentes intégrales qui interviennent soient calculables.

De maniére trés pratique, pour obtenir une solution approchée avec une précision

donnée (au sens physique), nous avons deux procédures qui s’oflrent a nous {53} :

Diminuer la dimension h des éléments (appelée convergence h) successivement jusqu’a
aboutir 4 un maillage optimal (qui peut &tre non homogéne). Cette procédure est appelée,
raffinement adaptatif du maillage représentant le domaine entier €2.

D’un autre cdté, nous pouvons également fixer une fois pour toute la taille des éiéments,
et faire converger ’approximation vers la solution exacte en augmentant le degré p dcs
polyndmes dans chaque élément et par Pintroduction de nouveaux nceuds dans ces
¢léments. Cela s’appelle la convergence p.
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3-2. APPLICATION DE LA MEF AUX EQUATIONS DU PROBLEME ETUDIE

Le modéle mathématique de Philip & De Vries [19, 20], gouvernant les transferts
simultanés de chaleur et d’humidité en milieu poreux, établi au chapitre deux {(équations
2.22), est composé de deux équations aux dérivées partielles couplées et non linéaires de type
parabolique. Afin de simplifier {’écriture des équations (2.22), posons :

do =0 ;, D, =M ; Dy ; Dy=8

ot
T .

(pCy =r it T 5 pADy =E  X+p,AhD, =Q
P .

D’on, le systéme a résoudre s’écrit
d = V-(MVao +DVT +$Vz) -
Ri =V (EVo +QVT) o
avec : V, désigne "opérateur mathématique « Nabla», défini dans notre cas (¢tude
bidimensionnelle) par . V = {3/ox ; 6/az}" .

3-2-1. Formulations intégrales et méthode de Galerkin

Ecrivons la formulation intégrale du systéme (3.27) :

J' B, & d~ J 0, V- (MVo +DVT +8V2)da = 0

@ (328)
I $, RTde— J'q)z V- (EVo +QVT)do =0

Nous optons pour une formulation mlcg:ralc de type Galerkin [25, 53], par conséquent

les fonctions de pondération sont :
¢, = ow

by = 8T
ou : dw et 3T, sont des variations arbitraires des fonctions inconnues @ et T.

(3.29)

Par ailleurs, Pintégration par parties en utilisant le théoréme de Green [25, 53], de Ia
formulation (3.28), nous conduit a la formulation intégrale qualifiée de faible qui s’¢écrit :

an an an

J S ¢y dQ -&-I Vao - (MVae + DVT + SV?..)dQ:j: dm (M-&D D——— S—)dl"
Q ' 2 vl
(3.30)

)
\ STR lduuj vaT - (Vo ;0\71)du-_j’5,[h E‘m“)o }“
{2

an an
Ou : n, est la dimension spatiale (x ou z) normale a la portion de frontiére, I considérée.
Les seconds membres des deux équations du systeme (3.30) s’identifient,
respectivement, i la condition aux limites de densit¢ de flux de masse qu’on note : ('D:,‘, (dans
la premiére équation) et a la densité de flux de chaleur qu’on note @', o (dans la premiére

équation) a travers la frontiére I” limitant le domaine €.
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3-2-2. Discrétisation par éléments finis
a) Discretisation du domatine

Le domaine de résolution () est A

un espace bidimensionnel de forme
rectangulaire de dimensions LxD. In vu
d’une discrétisation par éléments finis de
la formulation (3.30), le domaine de
résolution associé est préalablement
subdivisé en sous domaines ou éléments. AZ

k4

L’élément le plus adéquat, au AX X
regard des équations a résoudre (ordre de

dérivabilité) et de Ja géométric du Figure 3.3 : Discrétisation en éléments
domaine physique est, Pélément

T quadrilatéraux du domaine étudié.
quadrilatéral a quatre noeuds (figure 3.3).

b) Discrétisation de la formulation intégrale faible

Le domaine de résolution (€2} des intégrales (3.30) étant discrétisé, chacune de ces
intégrales est a remplacer par une somme d’intégrales sur chaque élément :

NET

W = ch (3.31)
e=1

avec : NET, nombre d’éléments total pour reconstitué le domaine €2 ;
e, indice relatif a I’élément Q°.
Pour calculer chaque intégrale élémentaire W, nous utilisons une approximation par
éléments finis de o, T, S et de 8T, sur chaque éléments Q° :
0’ = (N){mn}: Nm, ; én° = (‘N){Sm,, }=Nsw, ;
T = (N, }=NT, ; 6T° =(N){PT, }=NsT,

?

On peut aussi écrire que © ¢° = (N){d),,}: Nm, ; T°= (‘_N){"F,, }: NT,

LI

En substituant ces expressions dans (3.30), on aura pour 'élément « e » les intégrales
¢lémentaires discrétisces suivantes :

W = IN&mn N, dof + I V(N5®, )- (MY(N®, )+ DV(NT, )+ SVz)der

0 0°

) ; . (3.32)
= INS(D,,(M —‘—(N@m,,)-a-DL(NT,,)+sfi:-)dr“
ks an _ on an
W5 = INS'I‘“ R NT, dQ° + IV(N 5T, )-(EV(N®, )+ QV(NT, )do®
o o° (333)

= j N&T, [EWQ(NG)")-;- Qﬂ(m‘,, )J(H““
o on an
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D aprés les propriétés de P'analyse vectorielle on a
50 = N6®, = (60, ) N et 5T° =N&T, =(5T,)' N’ (3.34)

ou : L’indice (1), désigne la transposée du vecteur.

En tenant compte de (3.34), et sachant que o,, ®,,T,, T

3 na

Sw, etdT, sont des valeurs
nodales (définies aux nceuds), on peut les faire sortir de I'intégrale.

De méme, ®, %0, ,8T, et T, sont Indépendants du gradient V, on peut ainsi

oo T _ : S
simplifier par 8w, dans W§ et par 8T, dans W3 . Finalement on arrive a:

Wi = IN"'NdG @, + J.VI\I"'MdeQe o, +| [IN"DVNGO" |1,
o [oXd - _oF 3.35.3)
-n-J IVN"'SVde° =,
l&)“
ws=| [N"RNGQ[T, + [vntevnaQ|w, | [VNTQVNGQ T, =@ (335Y)
o o ar

. [ Oy , . - _
Ou: p_© b représentent respectivement, les conditions de densité de flux de
¥

E i}

masse el de chaleur au niveau de la portion de frontiére ' Elles sont explicitées par :

D = J' NM (BN /on)dT™ - o, + [N"'D (ON/an)dre T, + j N'S(2z/on)d* (3.36.)
Pt [

I-c

q.): - j NTE(@EN/an)dre - o, + jl\f"'(}(ﬁl\l/an)dre T, (3.36.b)
" i

~ On remarque que le systéme (3.35) ne fait intervenir en réalité que trois types
d’intégrales '

1,(G)= jNTGN RTe% (3.37.2)
0°

1,(G)= .[VNTGVN 103 ’ (3.37.b)
0°

1,(G)= IVNTGVz.dQ" . (3370
o°

Ou : G, est un coefficient qui peut prendre fes valeurs des coeficients qui apparaissent
dans I systéme (3.35) ¢’est-a-dire R, M, D, S, E, Q.
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Soit, en supposant que G varie linéairement sur élément (¢) :

NN

Gc = ZVN“GH (338)

n=l1

avec: G, = G, (0,.T,). valeur du coefficient G au neeud n,

Ny est la 0™ composante des fonctions d’interpolation (ou fonctions de forme).

Do :
NNE . o ONNE o i

L(G) = I[ZN"G,,JN'NLJQ“ =y G,,I'N"N'NdQ“ (3.39.2)

o ne=t n=1 0o
De méme, pour ]Q(G) et 1,(G) :

~{ NNE . N NNE ( v - )

1,(G)= (ZN"G,,JVN'\?N dQ° =3 G, I N, VNTYN dQ° (3.39.b)
TN n=t n=] v
ok £

~ { NNE . NNFE 3 o
1,(G)= [ZN“G“]VN'VZ dQ° =35 |G, [N, VNTVZdQ® (3.39.0)
S..Ie n={ n=1 ;2"
L ¢évaluation de ces intégrales conduit & la construction des matrices élémentaires du
systeme (3.35).

Remarques :

Il apparait cdlairement que le développement de N'N dans (3.39.a) ef VN VN dans
(3.39.0) conduit a des matrices élémentaires symétriques de dimension (NNE x NNE). (7esr
la conséquence de la méthode de G‘n!crkin.' [25, 53] Par contre, 1'équation (3.39.c)
représenie un vectenr (colonne) de NNIT éléments.

La réécriture du systéme (3.35) en utilisant les intégrales types (3.39) donne

[]1 (l)]d)n + [[ 2 (M )]mn -+ ['I 2 (—D)]Tn + {l3 (g)}: {(Dll: }

no . (3.40)
[, 01, + 1, ), +[L, QT = oy}
Afin de simplifier I’écriture de (3.40), on pose ;
‘ e Wy
[]i(’)]:“l ) [IZ(M)]: b [Iz(D)]: ¢ s j(I_) - {In(b }:rl
X l m
-
YL R R X e T
d’on, le systéme (3.40) se met sous la forme :
| 20, +h o, +o T, =1, 3.41)

a, T +h, +c¢, T, =1,

n
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c) Calcul des intégrales discrétisées

Par I"utilisation des notions développées au § (3.1.5) concernant I'élément de rélérence,
les intégrales (3.39) sont reformulées sur 'élément de référence comme :

NNE

1(G)= 3. | G, [ N,N"Ndei(s)dzdn (3.42.9)
n=1 o )
NNE N ;

L©G)= Y |G, [N,oN ]l o der(n)az an (3.42.b)
n=| o
NNE N ;

1,(G)= > |G, .[N"VN ! [.'l "'] Vzdet(d)dE dn 3.42.¢)
n=] o

Dans e systeme (3.42), les fonctions de forme N sont écrites en fonction des
coordonnées de référence. Elles sont données en annexe (C) pour I’élément quadrifatéral a
guatre noeuds utilisé.

En raison de la complexité des expressions intégrales (3.42), leur calcul est effectué
numériquement par la méthode d’intégration de Ganss [25]. Cette méthode consiste a
remplacer I"intégrale d’une fonction par une somme pondérée des valeurs de la fonction en
certains points, appelés points d’intégration. L’annexc (C) donnera les détails de la méthode.

d) Forme globale et technique d’assemblage

Le systéme (3.41) est relatif @ un sous domaine Q°, la construction du systéme global
relatif a tout le domaine Q2 par sommation est une opération appeléc « assemblage ».

Le systéme global s”écrit alors

Al (';) nt Bl o, + CI Tn K
A b ri-” -+ Ilz (2} n ‘{‘Cz T = F\?.

i

(3.43)

L obtention dur systéme global (3.43) revient & assembler toute matrice globale [A] a
partir de ces matrices élémentaires [a] et tout vecteur global {F} & partir de ces vecteurs
élémentaires {f}. La démarche géncrale sutvante [25] décrit les étapes a suivre pour effectuer
I’opération d’assemblage d’une matrice et d’un vecteur ;

1. Initialiser les termes de [A] et de {F} & zéro (A est de dimension NNT x NNT et F a NNT
¢léments).

2. Pour chaque élément « e » :
» Ajouler chague terme a;; de sa matrice élémentaire au terme Ay de la matiice globale
A=Ay Hay (i=1.2, NNEej=1.2.-- NNE)

avec : I = Connec(i) et J = Connec(])

Ou, Connec, est une table de connectivité qui donne la numérotation globale T d’un
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nceud du maillage appartenant a I’élément e & partir de sa numérotation locale i au niveau de
I”élément considére.

¢ Ajouter chaque terme f; du vecteur élémentaire au terme Fy du vecteur global :

=T +f {i=1.2.- NNE)

ot 1= Connec(i).
Remarque : On constate qii'en réalité le calenl des matrices élémentaires (respectivement
vecteurs dlémeniaires) et opération d’assemblage pour constriive les mairices glohales
(respectivenent vecteurs globaux) s'effectuent simultanément.
3-2-3. Résolution du systéme global

lLa dérivée par rapport au temps U (U =0, 'l‘) est discétisée par un schéma aux

différences finies implicite comme suit [48] :

i+l m
U= f;).[_‘)_ — U___p__ (3.44)
it AL

Qu - U™, valeur de U a I'instant (m . At) et At, le pas de temps (variable).

Le systéme (3.43) étant non linéaire (coefficient G en fonction des inconnues du
probléme : @ et T) d’ou, la nécessité de le linéariser par I’évaluation des coefficients a
IMinstant (m -+ 0) x At. 00, 0 € {0, 1] soit ;

UIH'H} - 8 [J -1 4 (t _ G)[J m (3_45)
Le schéma implicite centré de Crank-Nickolson [26], pour lequel, 8 = 0.5 est utilisé.

Le systéme (3.43) s’€crit par conséquent -

u AT+ GB{"""’) O :U A -(1- G)B'"*") " + (F{““’-'C?"""l.‘“”e)

(3.46)

Le schéma de linéarisation (3.45) utilisé fait intervenir les valeurs du coefticient G (avec
G=R, M. D, S, E Q)ilinstant (m + Q). Al Ces valeurs sont calculées par I’expression

Glo,T)=0Glo™", T )+ (1-6)Glo" , ) (3.47)
TFinalement, le systéme algébrique a résoudre s présente sous la forme
Aw =14
@ =5 (3.48)
\/42,’[‘ - gz

Ce sont deux systémes d’équations algébriques, 'un en @ et I'autre en T. lls sont
résolus successivement par la méthode directe d’élimination de Gauss en se basant sur
I"approximation successive de Newton [29, 41, 45, 48] tcl que la solution est obtenue
lorsque la différence entre deux estimations successives est inférieure a une valeur donnée.
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mil

I est a noter que dans Pexpression de linearisation (3.45), UM est calculé au préalable

par un schéma de prévision basé sur extrapolation linéaire a partir des soluttons des deux

instants précédents [48] :

Um-l-l =" _'_Atn_nﬁ(um - U"“[) . (3.49)

m-1

ol Aty el At,, | les pas de temps relatifs respectivement au calcul de U™ et de U™,

3.2.4- Propriétés des matrices globhales et méthode de stockage

a) Structure : Les matrices globales résuliantes

. s . b
de [Popération d’assemblage comportent un ’
grand nombre d’éléments nuls. Ces matrices ont b \ 0 I
une structure bande (figure 3.4) reflétant la une -
ucture bande (fig ) reflétant la 1 [41= N A NNT
caractéristique importante de la méthode des T
éléments finis [25, 63]. 0 l
Du moment que les matrices du double a— NNT —>

systéme a résoudre (3.48) sont construites a la
base des matrices globales du systéme (3.43) en .
\ N V ( ) ‘ Figure 3.4 : Structure bande des
vu du systéme (3.46), ces matrices conservent .
! matrices globales.
par conséquent la structure bandc.

11 faut noter que la largeur de bande «b» dépend directement de lordre de
numérotation des nocuds. Bien que le nombre de termes non nuls de {4 ] reste invariant, la
largeur de bande peut varier considérablement avec ’ordre de numérotation des noends.

Réduire au minimum la largeur de bande permet des économies conséquentes tant au
niveau du stockage des matrices que de la résolution du systéme d’équations. La régle trés
pratique, souvent utilisée [25] consiste a minimiser la différence des numéros des nceuds
appartenant 4 un méme élément. La figure (3.5) illustre ta numérotation des nceuds et des

éléments utiliseés.

by ¥ . I3
z ~ ~ ~ Z Z v =
Y Y 5 - ¥
} 2 z Z 2 2 > =
™~ & ¥ = = -
Nz +1 9
N 2Ny K{\ {Nx-2)Nz {Nx-1)Nz | NxN>
N ““““ I P N)( (Nzr+1 I+ NZ
z
3 Ny (Nz +1) +3
2 Nz+2 2Nz+2 {Ny-3)N+2] (Ny-2) Nz +2[ (Nx-1) N +2
DI S . M L Ny (Nz +1) +2
1 Ny+1 2Nz +1 (Ny-3)Nz+ 1] (Ny-2)Np + 1 (N TNz + 1
1 (N7 +1)+1  2(Nz +1)+1 3N, +1)+1  (Nx-3)(Nz +1) +1 (R -1)(Nz +1) +1 \ X
(N -2){Nz +1) +1 Ny (Nz +1) +1

Figure 3.5 : Ordre de numérotation des nceuds et des éléments pour
une discrétisation par des éléments quadrilatéraux.
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Dans ce cas ;

o La fargeur de bande peut étre définie comme étant la plus grande différence des numéros
attribués aux nceuds appartenants au méme élément. Elle est donnée par ;

b={(Nz+ 142}~ 1=Ng+2 (élément N’ 1)
e Lenombre de ncuds total : NNT = (Nyx 4+ 1) (N 4 1),

s Lenombre d’éléments total ;. NET = Nx x Ny

Avec : Ny, Ny sont respectivement les nombres de subdivisions suivant les directions x et z.

Remarques :

Il est a rappeler que les mairices élémentaires sont syméfrigues et assemblage de
celles-ci n’enléve pas cette proprié¢té anx maltrices globales, bien an contraire la symétrie est
ransmise. Par conséquent les matrices globales sont finalement symétrigues bandes.

o

b) Stockage [25]

Suite aux rvemarques ci-dessus, nous
stockons la matrice « redressée » dans une ,
table £ _4de dimension réduite NNTx (b 1) (KA = Au NNT
au liew de NNT x NNT (figure 3.6).
N
i=] : b |
An=RA; st j=1-1+] b+
l.i 21 S
Il faut stocker : NNT x (b + 1} mots Figure 3.6 : Stockage d'une matrice
réels, incluant b x (b 4+1)/2  valeurs nulles. bande symétrique.
inutiles.

En contre partie, des avantages d’économies qu’offre cette procédure de stockage, 11 est
nécessaire d’adopter la méthode de résolution (inéthode de (Ganss) 4 la matrice effectivement
utifisée (matrice rectangulaire).

3.3- ORGANIGRAMME GENERAL.

( DEBUT )
/Jecture de NX, NZ, DX, DZ~~

Maillage automatique du domaine physique |

ﬁcture de Imas, Igra, @o, To, Ty, Ty, Eps "
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Lecture des propriétés physique du milieu
poreux étudier G(w , T} sur Sable.dat
{banque de données)

Lecture des paramétres relatifs au temps
sur Timer.dat . Moduli(l), Tsuc(l), DTsuc(l)

!

Initialisation des variables

Time=0;Fmas=0;1=1;DT=DTsuc(l) ; Jsort = Modult(I) |

Spécification des conditions initiales et aux limites |

Interpolation des coefticients niveaul }

o4

+

Y
Evaluation de la densité de oul
flux de mass (IFmas) a Systéme

P 1 . “
I’extrémité ouverte (at”) fermé ?_«

ITER =1

v

Interpolation des co

ellicients niveau 2

-y

Calcul des coefTicients au niveau de temps
{(m + 8) en fonction de ceux du niveau 1 et 2

Y
Construction et résolution successive:
du double systéme ; Ao = &

AT =8,

46



Chapitre 3 : Résolution numérique par la méthode des éléments finis

Assigner les valeurs des
coeflicients du niveau 2 aux
coeffictents du niveau 1.

ITER = ITER +1

h 4

Incrémentation du temps
TIME = TIME +DT

l NON

oul Calcul des densités de flux Interruption del

TIME cst modulo>. et sortie des résultats vers BT pHe
. . , ) I’exécution
les fichiers correspondants _

Yy

Afficher :
Processus itératif
divergent [

Prévision

de Um-l-l

! DT2 = DTj—»

I=i+1; DT =DTSUC();
DT2 = DTSUCU-1) ;
JSORT= MODULT(})

Oul

b A

FIN )

NOMENCLATURE UTILISEE

DX, DZ - pas d’espace suivant x (Ax) et suivant z (Az) (qui peuvent étre choisis variables) ;
Time : variable temps (t), DT : pas de temps en cowrs (At); DT2: pas de temps a
I’itération précédente ; DTsuc(l) : série de valeurs du pas de temps a choisir successivement
; Tsuc(l) : série d’intervalles de temps ITsuc(]-‘l) » Tsuc(1)l dans lesquels le pas de temps,
DT = Dtsuc(l) successivement ; Modult(l) : série de valeurs choisis sur chaque intervalle
Tsue(l) de fagon que Time soit modulo de Modult(l) et que prend successivement la
variable, Jsort, pour tester [a sortic des résultats au non en fonction de Fime,

Imas : si le systéme a simulé est fermé, Imas=0 et si, il est un systéme semi-ouvert, Tmas=1 ;
Tgra @ si lgra =0, la gravité est négligée et si Igra = [ la gravité est prisec en consideration ;
Eps : erreur relative admise entre deux itérations successives |

ITER : incrément de 1a boucle d’itération.
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onr passer concrétement ¢ la résolution di modele mathématique utilisé, nous avons
développé un code de calcul basé sur le modéle nimérique correspondant décrit an
chapitre précédent.

Ce code de caleul, de par les possibilitds qu'il offre pour ftraiter les systémes
hidimensionnels semi-onverts el fermés (powvant facilement s étendre aux systénies onverts)
ainsi gue sa capacité d'effectuer une étude sur Uinfluence d’un ferme donné die modéle
mathématique, conslitie un outil de sinndation efficace et puissant.

Notre tdche dons ce qui suit consiste & tester le modeéle de Philip & De Vries [19), sur
des systemes physiques déja étudics expérimentalement  (cf. chapitre 2) en vue d'examiner
essentiellement la validité du modéle théorique wtilisé dans sa version bidimensionnel et les
avaniages éventuels d'une felle étude.

Par conséquent, nous traiferons swccessivement (cf. chapitre 2) :

o Le spstéme fermé, qui, en plus de résultats expérimentanx fournis par Crausse [15], on
dispose de résultats mmérigues en 2-d - obterus par Prat [48] et a ce titre, cefte
application constitue une premicre validation de notre code de calenl.

o La simulation hidimensionnelle de deux systéimes semi-onverts, 'unt en sifnation de
condensation et awtre en situation d'évaporation.

Cependant, nous fenons & faire immédiatemtent une remarque importante concernan fe
mode opératoire utifisé lors des études expérimentales.

En effef, lors des investigations expérimentales menées par les différents aufenrs
(Cransse 1185}, Larhi [34] e anires), le mode de meswre des profils d'lmidité vi les
techniques disponibles, consisiait a découper léchantillon du milien porenx en tranches
d’environ " un centimétre” et de les pesées. Donc, la teneur en lumidité mesurée 1'est en
réalité. qui 'une valenr moyenne relative a la franche considérée.

Dans 1'objectif de comparer nos résultats de simulation (hidimensionnels) aix résultats
expérimentanx (ponctuels) nous avons doté fe code calenl d’une procédure one est calcniée la
valenr movenne des grandenrs déterminées (fempérature ef feneur en humidité pondérale),
aite neends sitnés sur la méme section droite (suivant le diaméire de la cellnle) pour obtenir un
profil imonodimensionnel.
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Chapitre 4 : Résultaty ef Discussion

4-1. ETUDE DE LA THERMOMIGRATION

Moyennant le premier modéle physique (cf. Chapitre 2) avee, L =35 emet D =5 cm,
(I/D = 7) on a réalisé des simulations pour trois valeurs de la teneur en humidité initiale -
g =T7%, 11.2% et 14.2 %. Les résultats obtenus sont illustrés par les figures 4.1, 4.2, 4.4 ¢t
4.5 Lafigure 4.1, représente la distribution bidimensionnelle de la teneur en humidité et de la
température le long de la cellule en régime transitoire (t = 1 h) et en figure 4.2, la distribution
en régime permanent pour une teneur en humidité initiale, mg = 11.2 %.
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Figure 4.1 : Distribution de I'humidité et de la température

(Pourt=1heure, ng=11.2% et To=21°C)
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Figure 4.2 : Distribution de I'humidité et de la température
(Régime permanent, oo = 11.2 % et To = 21° C)
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Figure 4.3 : Résultats de Prat (oo = 11.2 % et To = 21° C)

(a) distribution de 'humidité et de la température 4t=1h
{b) distribution de 'humidité en régime permanent
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o,

Ces résultats en 2-D, comparés & ceux obtenus par Prat [45], par voie numérique (cf.
figure 4.3) dans les mémes conditions, présentent une bonne concordance. Grice & ces
représentations (figure 4.1 et 4.2), on observe I'aspect bidimensionnel des lignes d’égale
humidité, induit par I"action combinée d’un mouvement d’humidité vertical di a ’effet de
gravité et ¢’um mouvement horizontal dii au gradient thermique.

Cet aspect en régime transitoire (figure 4.1), présente une stratification (plus ou moins )
horizontale des lignes d’égale humidité dans les zones o Je gradient thermique est encore trés
faible, voir nul (& une légére distance de la face chaude). I est marqué par un mouvement
vertical mettant en évidence la prédominance de la force gravitaire. Par contre dans les zones
ou le gradient thermique est appréciable, les lignes d’égale humidité, sont inclinées traduisant
_I’entrée en action d’un transfert de chaleur dans le sens de I’horizontale.

En régime permanent (figure 4.2), les isothermes indiquent un gradient thermique
sensiblement constant sur toute la longueur de la cellule et Pensemble des lignes d’égales
humidité, sont inclinées.

I’orientation des lignes d’égales humidité s’explique comme suit : la combinaison de
Paction verticale de la gravité et de I'action horizontale du gradient thermique sur la
redistribution de P’humidité conduit a une action résultante de sens intermédiaire
perpendiculaire aux lignes d’égale humidité comme c’est le cas en cinématique des fluides ou
le vecteur vitesse est perpendiculaire aux lignes équipotentielles en régime permanent.

La confrontation de nos résultats numériques (en valeurs moyennes) et ceux obtenus par
la voie expérimentale (monodimensionnel), est illustrée sur la figure 4.4 en ce qui concerne le
régime transitoire (pour seulement wy = 11.2 %) et sur la figure 4.5 en ce qut concerne le
régime permanent pour les trois variantes de teneurs en humidité initiales.

13
Régime transitoire, t = 1 h {wy =11,2%)
i — 50
12
o SN "
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Figure 4.4 : Comparaison expérience [15] — simulation
(t = 1heure, mo = 11.2 % et Tp = 21° C)
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20 I i i i i I
Reégime permanent

Expérience o
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Sans effet de gravité ———

Avec effet de gravité
15 -
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Figure 4.5 : Comparaison expérience [15] — simuiation
(Régime permanent)

La lecture qui se dégage avec force de cette confrontation, marque une trés large
représentativité de la réalité physique par le modéle théorique utilisé et ce, pour 'ensemble des
condilions choisies (0o =7 %, 11.2 % et 14.2 %)).

La figure 4.5, o0 sont représentés les résultats de simulation avec et sans prise en
considération de Ueffet de gravité démontre que Veffet de la gravité est d’autant plus
important, que la teneur en humidité initiale, est plus élevée et que forsque, wg = 7 %, Ieftel
de la gravité est négligeable. En conséquence cette valeur constitue une limite inférieure au-
dela de laquelle I’effet de gravité apparait pour le milieu poreux étudié.

4-2. ETUDE DE LA CONDENSATION

Le phénoméne de condensation résultant d’une diffusion d’air humide a travers un
milieu poreux initialement sec, a fait I’objet d’une étude expérimentale réalisée par Larhi [34]
en 1990. Outre, 1"étude expérimentale, "auteur a procédé a des simulations numériques du
phénomene étudié, grice & un code de calcul basé sur la résolution du modéle mathématique,
Philip & De Vries [48] a une dimension d’espace.

L’inconvénient de cette étude complémentaire (simulation numérique) est, qu’eliec ne
peut pas prendre en considération I'effet de gravité, car celui-ci est dirigé verticalement, alors
que la dimension d’espace suivant laquelle I"étude est réalisée, est honizontale.
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Par voie de conséquence, il est nécessaire d’utilisé un code de calcul en 2-D, qui pourra
prendre en charge Veffet de la gravité dans ce cas précis.

Pour cela, nous avons simulé le phénoméne de condensation en 2-D, en employant le
second modéle physique (cf. chapitre 2) dont les dimensions géométriques sont : L. = 20 cm el
D =5 ¢m (L/D = 4). La densité de flux de masse corrélée est formulée par

m(t) _ 2_414635-10"9 (0155235 ) (4.1)
Po

4-2-1. Résultats de simulation (en 2-D)

Les figures 4.6 4 4.17, représentent les distributions bidimensionnelles de la teneur en
humidité et de la température, respectivement au bout de 4, 9, 16, 24, 30, 40, 44, 50, 62 et 135
jours ainsi qu’une extrapolation numérique 4 6 et 9 mois. On a par ailleurs représenté en
figures 4.18 et 4.19 les profils thermiques suivant la dimension x de fagon a micux observer
les variations de la température car, la représentation bidimensionnelle du champ thermique
montre qu’elle est monodimensjonnelle (cf. figures énoncées précédemment).

Nous tenons tout d’abord a attirer I’attention du lecteur que la représentation des lignes
d’égale humidité, dans les figures précitées, obéit a une échelle variable. Ce choix est dicté par
le fait que le milicu poreux est partagé en deux zones remarquables : I'une, séche caractérisée
par de trés faibles teneurs en humidite, une autre zone humide avec une humidité relativement
importante.

Par conséquent, avec un tel choix on pourra & la fois observer les variations de trés
faibles valeurs d”humidité que des fortes valeurs.

On constate 4 premiére vue que les lignes d’égale humidité restent des droites verticales
indiquant la prédominance de la force motrice due au gradient thermique et ce, jusqu’a t = 40
jours ot, on observe de lépéres déformations des lignes ayant une valeur supéricure i 3.8 %
d’humidité pondérale, situées trés proches de la face froide en (x =20 cm)(cf. figure 4.12).

Le lecteur peut observer des déformations (importantes) des lignes d’égales humidité
situées tout prés de la face ouverte, elles sont dues a I'interaction de la diffusion de vapeur et
les frontiéres latérales. En réalité leurs valeurs numériques sont insignifiantes relativement a
celles de 1a zone humide et ne sauraient étre décelées si se n’est le choix d’une échelle adaptee
et sensible & toute variation aussi faible soit-elle.

Pas loin de cette position, il s’est formé une zone humide au cours du temps, suite au
processus de condensation de la vapeur diffusée, conduisant a la formation d’eau en masse,
c’est-a-dire, apparition d’une phase liquide. Celle-ci envahit progressivement le milieu par
capillarité.

Par ailleurs, on peut noter qu’en dehors de cette zone humide de faible étendu, dans
faquelle la saturation varie largement, le reste du milieu est encore relativement sec (il est le
siege d’un transfert de masse par diffusion de la vapeur d’cau).

Au-dela de 40 jours (cf figures 4.13 a 4.17), la condensation de fa vapeur,
IPaccumulation d’eau liquide et par conséquent I’envahissement du milieu par les quantités
deau liquide (par capillarité) font que la zone humide s’¢tend de plus en plus avec un
maximum situé toujours & la face fermée.
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FEn complément de ces observations et concernant Pautre grandeur de base en
I’occurrence la température qui est en relation directe avee les différents mécanismes mis en
jeux, on observe :

Aprés les premiers quatre (4) jours (cf. figure 4.6), alors qu’initialement la température
été de 30° C dans tout le milieu, on arrive & une distribution des isothermes sensiblement
linéaire (VT = 1°C . em’ sur toute la longueur de la cellule), résultat d’un processus de
refroidissement graduel (cf. figure 4.18).

Par ta suite une autre étape du phénoméne commence de fagon progressive, conduisant a
I’extension de [a zone froide accompagnant I’envahissement du milieu par Ieau liquide
mettant ainsi en évidence le couplage masse-chaleur, L’aspect thermigque s’observe plus
aisément sur les figures représentant les profils de température (cf. figures 4.18 et 4.19).

Les conséquences immédiates de ceci, est I'accélération du processus de condensation
du moment que les conditions thermodynamique sont de plus en plus favorables. Cest
d’ailleurs, ce qui explique les fortes teneurs en eau observées a la limite de la face froide en
particulier.

4-2-2. Comparaison expérience-calcul numérique

Les figures 4.20 & 4.24 illustrent la comparaison entre les résultats expérimentaux de
Larbi {34] et nos résultats numdériques concernant les profils d’humidité, respectivement, pour
4 et 9 jours, 16 et 24 jours, 30 et 40 jours, 44 ct 50 jours ct finalement pour 62 et 135 jours (4,5
mois).

Cette comparaison s’avére globalement satisfaisante. Néanmoins, si, I’aspect qualitatif,
montre une cohérence tout a fait remarquable entre la réalité physique et la simulation
numérique, I’aspect quantitatif, quant a lui, présente des €carts non négligeables au niveau des
valeurs maximales d’humidité en x = 20 cm.

Comme le montre la figure 4.25 {(qui illustre une étude d’influence de la gravité sur le
profil hydrique en fonction du temps), la gravité n’influence guére le phénoméne physique tel
que suggéré par Larbi [34] en explication aux écarts observés. Mais ils peuvent étre attribués
au fait que les coefficients physiques aient été déterminés a partir d’expériences spécifiques
[15] indépendantes du systéme physique simulé.

Ce résultat est quelque peu prévisible, puisque déja, lors de D'élude de la
thermomigration on a conclu que la gravité est négligeable en dessous de 7 % d’humidité
pondérale (initiale), alors que la valeur maximale de la teneur en eau de I'ensemble des
résultats, numériques et expérimentaux confondus ne dépassent les 7 % dans tout le milieu.

4-2-3. Densités de flux massiques et thermiques

Compte tenu de PPaccord plutdt satisfaisant (quoiqu’il en soit) qui ressort de 'étude
comparative précédente, il est intéressant d’exploiter le code de calcul pour déterminer les
densités de flux massiques et thermiques en vue d’analyser en détail les mécanismes physiques
mis en jeu et Jeur importance relative dans le développement du processus de condensation.
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Dans ceite optique, nous allons examiner 'évolution des vecteurs de flux globaux
(massiques et thermiques), ainsi que les principaux terimes apparaissant dans leurs expressions.
11 faut signaler tout de suite qu’il s’agit d’analyser les représentations graphiques des modules
de ces vecteurs, ¢’est-a-dire une grandeur scalaire.

Par ailleurs, pour une meilteure observation des variations bidimensionnelles de cette
grandeur, on a opter pour des représentations en trois dimensions, i.e. les deux dimensions
spatiales (x et z) et le module du vecteur de densité de flux considéré comme 3 dimension.

Ainsi, on a représenté I’évolution des densités de flux en fonction du temps (pour t = 4,
16, 30, 62 et 135 jours) sur les figures 4.26 a 4.31, respectivement, de la masses en phase
liquide, de la masse en phase vapeur, de la masse totale, de la chaleur due au changement de
phase, de la chaleur due a la conduction et {inalement de la chaleur totale.

4-2-3-1. Densités de flux de masse

La figure 4.26, représentant I’évolution en fonction du temps de la distribution de la
densité de flux de masse en phase liquide montre que celle-ci est pratiquement nulle dans Ia
zone d’adsorption (zone séche) puis croit et atteint son maximum dans la zone de
condensation (prés de la face froide en x = 20 cm). Cette croissance au cours du temps, met en
évidence la tendance des quantités d’eau condensées a envahir par capillarité le milieu poreux
depuis la face froide.

D’aprés la figure 4.27, on constate qu’a t = 4 jours la densité de flux de masse en phase
vapeur est linéaire et décroissante puis au-deld, on observe une valeur quasi-constante {en
dépit de variations au niveau de la section d’entrée en x = 0, dues a I"interaction de la diffusion
de vapeur avec les parois latérales) tout au long de la partie séche, puis des variations dans la
zone humide.

Suite a Iextension de la zone humide-au cours du temps et au bout de 135 jours, on
s’apergoit qu’il 8’est formé deux paliers, F'un avec de faibles valeurs recouvrant la zone séche
et autre avec de fortes valeurs recouvrant la zone humide.

La densité de flux de masse totale (liquide + vapeur) (cf. figure 4.28), est le résultat de
la combinaison des flux élémentaires en phase liquide et en phase vapeur qui agissent en sens
opposés. Elle est toujours nulle au niveau de la face imperméable en x = 20 cm, comme
indiqué dans les conditions aux limitées (cf. chapitre 2). Ceci est le résultat de la compétition
entre la condensation de la vapeur et de la succion capillaire agissant sur le fluide condensé
comme il est commenté par Larbi [34].

4-2-3-2. Densités de flux de chaleur

La densité de flux de chaleur due au-changement de phase (cf figure 4.29) est
proportionnelle 4 la densité de flux de masse en phase vapeur (avec: p,Ah, comme
coefficient de proportionnalité). La comparaison quantitative entre la densité de chaleur due au

changement de phase et la densité de flux de chaleur due & la conduction (cf figure 4.30)
montre une prédominance du transfert conductif de la chaleur.

Les effets conjoints de changement de phase et d’évolution de la conductivité thermique
apparente du milieu poreux conduisent i une croissance significative de la densité de flux de
chaleur totale transmise(cf. figure 4.31).
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Figure 4.29 : Evolution de la distribution de la densité de flux de chaleur due
au changement de phase en fonction du temps (en w m),
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Figure 4.30 : Evolution de la distribution de la densité de flux de chaleur due
4 la conduction en fonction du temps (en w m™).

Temps
{en jours)

e e e
P e e
e e
.
S '—i
s
i I pre
s

N




Chapitre 4 : Résultats et Discussion

Figure 4.31 : Evolution de [a distribution de la densité de flux de chaleur
totale en fonction du temps (en w m?).
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Chapitre 4 : Résultats et Discussion

4-3. ETUDE DE L'EVAPORATION

On s’intéresse ici, & simuler numériquement en particulier le phénoméne d’évaporation
étudié expérimentalement par Crausse (1983) [15], qui a employé e troisiéme modéle
physique (cf. chapitre 2), pour réaliser cette étude. 1.’évaporation s’effectue a partir de la
surface supérieure de la cellule, en contact avec Patmosphére et disposée verticalement (L =
35cm, D=5 cm, L/D = 17), dont {a loi semi-empirique de la densité de flux de masse d’eau
évaporée en fonction du temps a pour expression :

ri(t) = 4.0086677-107* 0377 (4.2)

4-3-1. Résultats et commentaires

La figure 4.32, regroupe les résultats numériques obtenus, concernant les distributions
d’humidité, relatives a t = 7, 14 et 34 jours. En figure 4.33, on a représenté ’évolution du
profil thermique le long du milieu poreux au cours du temps qui permet une meilleure
observation de la variation de la température du moment que les isothermes ne présentent des
variations que dans un seul sens, ce qui est dfi aux conditions aux himites sur la fronti¢re
latérale (frontiére adiabatique). Ceci est d’ailleurs le cas des études précédentes.

Il y a lieu de constater que les lignes d’égales humidité (figure 4.32) sont toutes des
droites horizontales traduisant un déplacement unidirectionnel d’humidité. Ceci s’explique
d’une part par les dimensions géométriques de la cellule (un rapport hauteur-largeur égal a 7)
et d’autre part par le fait que le gradient thermique imposé et le vecteur gravité sont
colinéaires ct agissent dans la le méme sens.

Par ailleurs, on observe le développement d’une zone séche a la partie supérieure de la
cellule caractérisée par une teneur en humidité trés faible. Par contre, dans la partie inférieure
il s’est développé une zone humide (® > mq) au fil des jours. Cette zone humide est le résultat
de augmentation de la teneur en humidité, due au transfert de [’humidité en phase vapeur
suite au réchauffement graduelle qui gagne de plus en plus le milieu poreux a partir de la
partie supérieure (voir figure 4.33) ainsi qu’a ’action de la gravité qui prend le relais pour
mainientr cette humidité transférée au fond de la cellule, créant par conséquent les conditions
{avorables a une condensation originale.

On observe aussi, une troisiéme zone intermédiaire, dans laquelle la teneur en humidité
est sensiblement constante et égale & la teneur initiale ©y de 3 %. Cette derniére zone se
rétrécie en fonction du temps au détriment des deux autres zones. C’est d’ailleurs, se qui
explique Ja cassure et le changement de pente observés dans les profils thermiques (cf. figure
4.33) marquant une limite d’influence des deux zones en compétition,

4-3-2. Confrontation Expérience-Simulation numeérique

l.a comparaison entre le profil hydrique obtenu par simulation numérique et celui
obtenu par la mesure expérimentale [15] est reportée sur les figures 4.34 a 4.36,
respectivement pour 7, 14 et 34 jours. Dans cette comparaison on a procédé aussi a une étude
d’influence de la gravité, -

Les mémes observations que celles énoncées lors de ’étude de la condensation relative
a la confrontation entre les résultats expérimentaux et numériques sont aussi valables dans
I"actuelle étude. La description théorique utilisée est encore une autre fois satisfaisante.
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Concernant I’influence de la gravité et comme le montre les figures 4.34 a 436, elle ne
peut étre négligée dans I’évolution du phénoméne, en particulier a long terme en raison de la
position verticale de la cellule.

4-3-3. Densités de flux de masse et de chaleur

Pour une analyse physique plus détaillée du phénoméne d’évaporation considéré, on
présente et on commente ici, les distributions des densités de flux de masse et de chaleur (on
se limite aux distributions de 7 et 34 jours).

4-3-3-1. Densités de flux de masse: les figures 437 et 438, représentant
respectivement les distributions des densités de flux de masse en phase liquide et en phase
vapeur pour, t = 7 et 34 jours, montrent que dans la zone séche les mouvements d”humidité
dans le milieu s’effectuent uniquement en phase vapeur. Ces mouvements se composent en
réalité en deux : une diffusion de vapeur ascendante due a la demande évaporative et d’un
mouvement de sens opposé due au gradient thermique imposé. Ce second mouvement qui
petit & petit, fait accroitre la teneur en humidité dans la partie inférieure (zone humide), ce qui
engendre un écoulement en phase liquide (cf. fig. 4.37) due a la pesanteur. Ceci signifie qu’il
y a eu condensation et que la zone humide est le siégge d’un transfert de masse diphasique.

De maniére globale et comme le montre [a représentation des densités de flux de masse
totale (cf. figure 4.39), la cinétique des transferts massiques est plus importante dans la zone
séche aux premiers jours, mais aprés 34 jours elle se stabilise et devient constante au niveau
de cette zone. Par contre elle augmente largement dans la zone humide pour atteindre son
maximum 4 une faible distance du fond, avant de s’annuler a la paroi imperméable de celui-ci.

4-3-3-2. Densités de flux de chaleur : Les figures 4.40 & 4.42 illustrent les distributions
des densités de flux de chaleur respectivement due au changement de phase, a la conduction
et totale. '

Ces figures indiquent le couplage qui existe entre transfert de chaleur et transfert de
masse. La chaleur transportée par conduction a travers la zone séche est en pariie utilisée pour
vaporiser I’eau. La vapeur ainsi formée, diffuse vers le haut et vers le bas.

On remarque que les différentes densités de flux de chaleur ont une tendance a la baisse
quantitative en raison de la chute de la conductivité thermique apparente suite a évacuation
de I’humidité irréversible vers "atmosphére par évaporation sans oublier que le mode de
transfert de chaleur essentiel est la conduction et qu’elle est & Porigine du phénomeéne
d’évaporation au sein du milieu poreux.

4-4. CONCLUSION

La description théorique de Philip & De Vries [19], des transferts simultanés
d’humidité et de chaleur en milieu capillaro-poreux en situations diverses et extrémes se
révéle une approche acceptable de la réalité physique d’une complexité reconnue.

Notre modeste contribution a travers la présente étude (en particulier le passage
effectuer a deux dimensions d’espace) constitue a présent un acquis et un pas de plus dans
I’étude du phénoméne d’une maniére générale et dans son volet numérique en particulier.
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Figure 4.38 : Evolution de la distribution de la densité de flux de masse en phase
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Figure 4.39 : Evolution de la distribution de |a densité de flux de masse totale
en fonction du temps (en Kg m?s™).
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Figure 4.41 : Evolution de la distribution de la densité de flux de chaleur due a la
conduction en fonction du temps (en w m?).

Figure 4.42 : Evolution de la distribution de la densité de flux de chaleur totale

en fonction du temps (enw m™? ).
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CONCLUSION GENERALE

Pour cerner de fagon exhaustive que possible, le sujet traité dans cette thése, en I'occurrence
la détermination des champs hydriques et des champs thermiques associés en fonction du
temps dans différents systémes physiques en s’appuyant sur la description théorique due a
Philip & De Vries [19], des transferts couplés de masse et de chaleur en milieu poreux, on a
été amené a adopté la stratégie suivante :

» Présentation de I’état de connaissance relatif aux milieux poreux {cf. chapitre 1) ot on a
défini entre autre, les principales grandeurs géométriques et physiques servants comme
outil de description et de caractérisation normalisé des milieux poreux. Leur réle
important et leur incidence directe sur I’évolution des phénomeénes de transferts qui se
développent au sein du milieu poreux ont été mis en évidence.

¢ Description mathématique des phénoménes de transfert en milieu poreux (cf. chapitre 2).
Dans cette étape nous avons exposé les difficultés géométriques (relatives a 1’espace
poreux) et physiques rencontrées pour réaliser une telle tiche, pour convenir en fin i
I"utilisation d’une modélisation a une échelle macroscopique et en se fixant un cadre de
validité relatif aux hypothéses simplificatrices considérées (notre choix effectif est le
modéle de Philip-De Vries).

e Résolution numérique par la méthode des éléments finis du modéle mathématique associé
aux conditions initiales et aux limites imposées (cf. chapitre 3), Vu le caractére couplé et
fortement non linéaire des équations qui composent le modéle mathématique utilisé.

e Tester le modéle numérique bidimensionnel résultant de ['étape précédante sur des
systémes de milieu poreux en sitvations spécifiques trés variées en vue d’examiner sa validité
face a la réalité physique.

Le bilan obtenu a travers cette étude est globalement positif et confirme une fiabilité
satisfaisante du modéle théorique, Philip & De Vries (simplifié). La considération du modéle
avec deux dimensions d’espace, a montré que le modéle en monodimensionnel éclipse une
réalité physique bidimensionnelle, pourtant constatée par Crausse et Larbi. Par ailleurs, on a
pu constater certaines remarques qu’on résume comme suit

— L’ influence de la gravité est négligeable tant’ que la tencur en humidité est faible (a titre
indicatif, au-dessous de 7 %), mais si la cellule est posée verticalement, la gravité ne peut
étre négligée malgré une humidité initiale faible. '

— Si la distribution de 'humidité peut présenter un aspect bidimensionnel, celle de la
température peut toujours étre considérée monodimensionnelle en vue des conditions aux
limites imposées.
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— Le transfert de chaleur di au changement de phase est faible devant celui dii a la
conduction.

— Concernant le volet numérique on signale que malgré la technique d’assemblage utilisée
et Pexploitation efficace de la structure symétrique et bande des matrices globales, le
temps d’exécution (temps machine) reste trés important {(de ’ordre de 5 & 7 heures selon e
modéle physique considéré sur un Pentium, 133 Mhz et16 Mo de Ram).

Pour terminer et en guise de propositions pour les suiles éventuelles du sujet on
suggére cect

— Extension en tridimensionnel et aux systémes ouverts ;

— Réaliser I’étude de raccordement entre écoulement externe (frontiére (es) ouvertes (es)) et
le milieu poreux afin de prendre en charge e phénoméne de fagon compléte.
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A |[ RAPPORTS
MASSIQUES
& VOLUMIQUES

11 est question dans cette annexe de la définition des relations massiques et volumiques
entre les différents constituants d’un milieu poreux. On admet, dans ce qui suit que le milieu
poreux considéré est un systéme triphasique constitué de la matrice solide, d'une phase
liquide monoconstituant et d’une phase gazeuse (de la vapeur du liquide + de Pair sec).

Diverses grandeurs reliants les volumes et masses des trois phases peuvent étre délinies
[9, 15, 33].

A-1. MASSES VOLUMIQUES [Kg/m’]

A-1-1. Masse volumique des grains solides ........ .. P, = v" (A-1)

A-1-2. Masse volumique de la phase liquide ... .. p, = T{—’ (A-2)
[

A-1-3. Masse volumique de la phase gazeuse ... ... . Py = P\—;ﬁ (A-3)
) g

A-1-4. Masse volumique de la vapeuf du liquide ........ P, = 3" (A-4)
’ B

A-1-5. Masse volumique de l'airsec ..................... ... p, = 13“ (A-5)
e

A-1-6. Masse volumique apparente a 'étatsec .......... p = I::S (A-0)
1

A-1-7. Masse volumique équivalente a I’état humide ... p’ = % (A-T)
1

Ou ;

ms, V.. respectivement, la masse et le volume de la phase solide ;

m,, V, : respectivement, la masse et le volume de la phase liquide ;

m,, V,: respectivement, la masse et le volume de la phase gazeuse ;
m,, M, : respectivement, la masse de la vapeur et de Pair sec ;

m,, V,: respectivement, la masse et lec volume total du matériau poreux.
Avec:my=my+m,, m=m,+m, +mget Vi=V,+ V. + V,

75



Annexe A : Rapports massiques et volumiques

A-2. TENEURS EN HUMIDITE

A-2-1. Teneur en humidité volumique [%]

a) En phase liquide ... ... . ... .. ... 0, :—:/;5 (A-8)
|

y :

b) En phase gazeuse (vapeur) ... .. . . 0, = «i}g— _ (A-9)
H

A-2-2. Teneur en humidité massique ou pondérale [%]

a) En phase liquide ............ . ... ... ... 0 = e (A-10)
m,
b) En phase vapeur ... ... ... ... ... By = y (A-11)
m,
Avec la teneur totale en humidité (liquide + vapeur) : ... o =g, +5p, (A-12)
A-2-3. Teneur massique ou pondéfale en gaz [%]
mg
0, =— (A-13)
m,
A-2-4. Teneur massique ou pondérale en air sec [%]
m
W, =—- (A-14)
m

5

A-2-5. Taux de saturation [%]

C’est la fraction du volume des vides (V,), occupée par la phase liquide. I a pour
expression

v, "V
S, ==b=—T0 (A-15)
) VV V[ "‘ Vg
Ces différentes grandeurs sont reliées cntre elles par les relations suivantes -
Po :ps(]_e) (A'IG)
pg :pv+pa (A']7)
820,7 'E'Gg , (A"]S)
0,=¢€8, (A-19)
8, =200, (A-20)
Pe
0, =&~mg =8w21w,_ (A-21)
Avec : 0, = P&L[e ﬁ&wf) {A-22)
pu pt’
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CONSTRUCTION

DU MODELE
MATHEMATIQUE

ANEXE

L’ addition des deéux équations (2.7.a et 2.7.c) conduit a I'équation de masse globale. Par

e -

ailleurs en utilisant les équations (2.9, 2.10, 2.11, 2.12 et 2.14) pour exprimer U, ; U, | D,
i)(lr . P, et Iéquation (2.7.d) pour exprimer P, et en choisissant la température, la teneur

massique en liquide et lapression totale de la phase gazeuse comine variable indépendantes,
on arrive a réduire le systéme de (2.7) a (2.18) & trois ¢€quations aux dérivées partielles
couplées et non linéaires.

l.a premiére équation représente le bilan de masse global, la deuxiéme équation
représente le bilan d’énergic et la troisicme représente Péquation de I"évolution de la pression
gazeuse. Dans ce qui suit nous allons construire ces 1rois équations par combinaison des
équations (2.7) & (2.18).

A- BILAN MASSIQUE GLOBAL :

A.1. Bilan massique en phase liquide (Développement de I’équation (2.7.a))

En utilisant I’équation (2.9) et en exprimant P,, moyennant I’équation (2.14) on obtient :

peljﬂ =—l(i-(Vl?+pegV\|f+p£sz) (B.1)

Vs

avec . y; = Be ve désigne la viscosite cincmatique du liquide |
Pr

§=-gVz oi le signe (-) signifie que I’axe des z est dirigé vers le haut contrairement
au sens du vecteur de la gravité (&) qui lui, est naturelilement dirigé vers le bas.

Deplus: w= \u(mf,T)

A
d’on : Vyr = Al Vm,-_—l-[o—\]{ﬁ] VT (B.2)
aﬂ),@ T (‘y{ <
par conséquent :
pfﬁr‘::_ pfgﬁ' o0 V(D,?+p,gl—(—£—'[@{—)VT+E~€~-VP4‘pfg&-Vz (B.3)
’ v, | do, v, LA v, v,
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Annexe B

Soit en posant . K = mk~5¥g (K s’identifie a la conductivité hydraulique) et en notant :

Ve
= oy = = Y= = (% — —
Do, = ﬂi{—"—‘ﬂ)K - D, =~"L(‘_“f]_i< . Dp, =M[ﬂ et Da=YtK.

pO O(Df po a[ pn Ve p()
0,U, = _po(ﬁm, Vo, +Dr, VT +Dr, - VP + Dg -Vz) (B.4)

En simplifiant par p, (sachant que c’est une grandeur constante par hypothese), I’équation
(2.7.a) aura finalement comme expression

57—;21 V(B Vo, + Dy, VT Dy - VP + D V)i, (B.5)
¢

A.2. Bilan massique en phase vapeur (Développement des différents termes de (2.7.¢))
En utilisant I’équation (2.10) on arrive a
. Nk i k
0,0, = 22|58 (vp - p,B)=| B¢ |2 9P (B.6)
pg Vg pg Ve

avec : p, =p,Vy, (V, désigne la viscosité cinématique de la phase gazeuse) et que les
effets dus & la gravité ont éé Iégitimement négligés pour le gaz.,

D’aprés I’équation (2.11) et sachant que le rapport (p‘,/pg) est fonction de w,, T et de P

selon les équations d’état (2.13), &, aura pour expression :

by = pj* : v{ﬂ&] = —pr* -{Mvm + aﬁ)éépg)VT‘ + a(')él/)pg) VPJ (B.7)

Jwe

_ . . 0 .
Le premier terme de ’équation (2.7.¢) :E.(pomv) représente le taux de la masse vapeur
C

qu’il faudrait exprimée en équivalent liquide. Celte opération nécessite tout d’abord
d’exprimer o, en fonction de la variable indépendante o,

On a la relation suivante qui relie la teneur massique en phase gazeuse 4 la teneur en
massique en phase liquide :

P ‘ » |
(Dg:_%(s_“&)_(l)t (B.8)
po pf
s o _
Dol Oy = [—‘{a - &(Dt) (3.9)
pe) pl’? ’
=t O v == p,=* a3 P =
On pose : E)—'“lD -—bj—/—p_g)szv L —ED '—&)—_/‘—S—J:DT‘ et
Po Cr P, 7l
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Annexe 3

Pk T =Dy
pn pg Vg pu ap
Dot : O;’t _V. (B Ve, +Dr, - VT +Dr, - VP] = —1h/p, (3.10)

En utilisant 'expression (B.9) et la loi des gaz parfaits (2.13) ainsi que les coefficients

D, et Dr, onarrived:

Bm E—B—E’-(D
fa,

— P J & amf pu[ ﬁ“E—(L(Df) YT

_ i, _1p.|dl
a p L Pe | & pe\ P p P To. &
PP, PP,
B0, L= . o
. +g—t—v Do, - Vo, + D1 VT+ D VP = —ifp, (B.11)
4 5,

Avec: o=

Pe Py

P

Bcnv(g Eimﬂ] B |
L P ) ey etg-:ﬂa[g_&mt] _Dn e

A.3. Equation de masse globale

I.a sommation des deux équations de conservation de la masse en phase liquide (B.5) et
cn phase vapeur (B.11) nous donne I’équation de conservation de la masse globale

150 om
£ g0t

' v D, Vm,+D1 YT +Dp-VP+Dg -Vz (B.12)
at [N — — [ —
S L ) ©) d) ©

(a)

avec: Da=Da, +Da, ; Dr =Dy, + D1, et Dp =Dy, +Dr, .
B- EQUATION DE CONSERVATION D’ENERGIE (Développement des différents
termes de I’équation (2.8))

A partir de I’équation (B.G) on déduit que :

D, {J, = ~~E&- VP = —p, Dre - VP (B.13)

avec: Dpg = —-—.
Po Vg
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Annexe .B-

En introduisant les termes développés dans les équations (B.4) et (B.13) et en utilisant
I"équation (2.12) pour exprimer, @, ainsi que I’équation (B.11) pour exprimer m, on aboutit
a I’expression finale de 1’équation de conservation d’énergie

oy 5” [i .V_T]+ 0:ColDo - Voo, + D, VT 4Dy, - VP 4D Va) v

+p,C (ﬁpg .Vp).VT

B

;poAhv(v-(ﬁ%-Vm,_,+§—[-v-v.1‘~1-:ﬁp VP) L &_,m) (B.14)

C- EQUATION D’EVOLUTION DE LA PRESSION (Développement des différents
termes de I’équation (2.7.d)) :

A partir de I’équation (B.6) et en utilisant I’équation d’état (2.13) on déduit que :

o Ug:-i’iﬁ-vp:-(]—ﬁv—yfi-vr) (B.15)
Pe Ve Pe ) Ve
D’aprés 1’équation (B.8) ona .
®a :&[8—&0),9} (B.16)
Po Pe :
D’ou :
" 1 - 3
00y N[ Pog | _Pa 0 B.17)
o op P J p L
Girdce aux équations d’état (2.13)ona: p, = M— P, = *m( -P,)
© RT © RT
Do :

‘ ~ > _
@, IM I po O (2P0, [f’-’{v}_(" PVOT Y 00 (p_p yB0c
.  p, RT| p, A0t (0w, ot ar T o) p, ot

Soit en utilisant ’équation (B.7) qui développe @, et en posant :

—S].“ :L[I_D_VJE_g_B*B%a(p\,/pg) o

Pe Py Ve Py 0P

'Y:”"I_M‘ C_Egmf ; .
p, RT P
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Annexe I3

1M oP
azmﬁ%(evg"—w,,] ( Y4 Py (P-P,} et
po k pf.’ amf [ po J
Prl&——®,
Py

1 M, o [apv P—PVJ
C=——=|E——W, + .
p, RT Pe aT T

I’équation (2.7.d) aprés simplification par p., est finalement comme suit :

oP O T = . =
y—=80—E = —V-[Dm, Vo, +Dr, -VT+Dep, - VP) (B.18)
_ ot ot ot
Nous résumons ci-apres la définition des différents coefTicients du systeme d’équations
(2.19), (2.20) et (2.21) (avec prise en considération de I’hypothése que le milieu est homogéne
et isotope i.e. que tout les tenseurs se réduisent a des scalaires) :

Dy =PiK avec K :l{ig :

Py, A
7 k p./p,
Dp - .Dp' -t :Dp avec DI,’ = _]—{EJ et Dl’v = ‘L B“"" ”“*g“*“}' D*(&]M ,
' [)() Vf p() pg vg po 0])

‘ o L, alp, /p
Dy=Dy +Dy avec D, =K[PL|ZL o p, =p|le (f—/'g) ;

’ ” ‘ p, ) 01 ’ P, 1

5 NEORL NN

D, =D, +D, avec D, =K P—’J-‘—"— e D=2 _(p/ii);

’ ” ' Py J X0, P.) Owr

l)]‘n:_L[I_ELJ']'{*g**D‘E&M) : 3) *l&
Vv

Vg P opP P,

O

Dmv(ewﬁimf} N 1
o Pe ) Py ;&:&{8_00 ] Dy, 1p,
D*
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ANNEXE ) [ ELEMENT DE REFERENCE
&
INTEGRATION NUMERIQUE

C-1. ELEMENT QUADRILATERAL A QUATRE NCEUDS

Nous présentons dans ce paragraphe, les fonctions de forme et leurs dérivées, relatives a
I’élément quadrilatéral a quatre nceuds (cf. fig. C.1), pour lequel, il est a signaler que les
nceuds géométriques et les nceuds d’interpolation sont confondus {(élément isoparamétrique).

l.es fonctions de forme et leurs déri\}ées [25] 1}\
N=(N, N, N; N, -1.hH (1, 1)
1 ] * ¢
avec : N, =-4-(1—g)(1wn); N, 23(1 +£)(1-n) 4 3
N, =%(1+£)(I+n); N, :—31-(1—@)(1 +1) \ > &
R 2
ot T lErem () () (1) . .
aN (-1,-1) (1,-1

Lerve)y C1-8) (48) (-7))

Figure C.1 : Elément quadrilatéral
a quatre nceuds.

')I] 4

C-2. INTEGRATION NUMERIQUE

La méthode des éléments finis conduit & des matrices et vecteurs élémentaires dont les
éléments se présentent sous forme d’intégrales 4 une, deux ou trois dimensions, définies sur
I’élément réel Q°. Ces mémes intégrales sont systématiquement transformées en des intégrales
plus simples sur I’élément de référence .
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Annexe C : Eléments de Référence & Intégration Numérique

Néanmoins, cefte derhiére opération ne méne pas pour autant & des expressions qu’on
peut intégrer explicitement, elles sont souvent constituées de termes polynomiaux ou des
fractions rationnelles compliquées. Par conséquent, on est contraint d’utilisé une méthode
numérique d’intégration pour évaluer ces intégrales. L’une des méthodes les plus indiquée et
reconnue pour sa haute précision en utilisant un nombre relativement réduit de points
d’intégration, est la méthode de Gauss [25]. |

Dans ce qui suit, il sera question de la présentation de cette méthode pour Pintégration
numérique & une et deux dimensions sur I’élément de référence étudier.

Les bornes d’intégration en coordonnées de référence sont

11
f [ rte m)det(r)amae 1)

-1-1
C-2-1. Méthode de GAUSS

C-2-1-1. Intégration a une dimension

Le principe de la méthode de Ganss consiste a remplacer I’intégrale d’une fonction
polynomiale fi€) par une combinaison linéaire de ses valeurs aux points d’intégration de
coordonnées &;

[ 7z~ 3 w/E) (€2)

ol : &;, sont les coordonnées des r points d’intégration ;

W, , sont les coefficients de pondération correspondants, appelés aussi « poids ».

Les 2r coefficients en Poccurrence : les r poids W; et les r abscisses & sont choisis de
maniére a intégrer exactement des polyndmes d'ordrem < 2r - 1:

JE)=a, +ag s ra B (C3)
La détermination des 2r coefficients a; (i = 1, 2, ..., 2r) de I'expression (C.3)
s’effectue sous les conditions suivantes :
W, >0 |,
i=1,2,-,7 (C.4)

A titre d’exemple si on a a intégrer un polyndme d’ordre 3 on utilise 2 points
d’intégration seulement, ¢’est-a-dire : r=2:1la condition : m < 2r — 1 ce qui implique que m <
3 est vérifiée pour m = 3. Dans ce cas les poi'ds et les coordonnées des points d’intégrations
sont [25] -

Wi=Wo=1:8=-E =1/43 (C.5)
Dans le tableau C.1, on présente [25] les poids Wi et les coordonnées &; pour

I"intégration a 1,2, 3 et 4 points sur un élément linéaire 4 deux nceuds de coordonnées @ € =
-1 et &2 = 1.
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Annexe C : Eléments de Référence & Intégration Numérique

Tableau C.1 : Intégration numérique de Gauss a une dimension [25].

r & Wi m
| 0 2 ]
2 +1/+/3 ] 3
0 ' 8/9
3 5

+.,/3/5 5/9
+ 3_2\/—67§ l.g_ I
~\f T 2 64/6/5

[3 2.J6/5 11
+ j—;L/* 2 6.06/5

2.2.2- Intégration a deux dimensions

L’extension de fa méthode de Gauss a deux dimensions peut se faire a partir du principe
de la méthode a une dimension. On trouve dans la littérature deux catégories de méthodes : les
méthodes produit et les méthodes directes.

a) Méthode produit: I'intégration a deux dimensions revient a utiliser dans chaque
direction £ et 1 une intégration numérique a une dimension. Si nous utilisons r; points dans le
sens £ et 1, points dans le sens m, la méthode de Gauss intégre exactement le produit d’un
polyndme en £ d’ordre (2r) — 1) et d’un polyndéme en 1y d’ordre (2r; - 1) :

nn

I, 7€ mdean~ > ww 7€ n) (C.6)

i1 jel

b) Méthode directe : 1.a méthode directe propose une autre éventualité pour étendre la
méthode de Gauss a deux dimensions, elle est formulée comme suit :

.”;)' €. m)dEdn = z‘": w7 E ) (C.7)

Cette catégorie de méthode intégre exactement tous les monémes d’ordre m :
Enitelsque i+j<m
2.2.3- Intégration sur les éléments a deux dimensions (éléments carrés)
La méthode « produif » a pour expression '
11 -
[[remdean=>Y ww sk, ) (©3)
i i=1 j=1 _

ot . W, W; sont les coeffictents donnés dans le tableau C.1 ;

£;,m; sont les coordonnées des points d’intégration.
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Annexe C: Eléments de Référence & Intégration Numérique

On présente Dans le tablenus C.2 quelques formules bascées sur la méthode directe

[ [ rememsywiem) - - (C.9)
-1+ it

Tableau C.2 : Formules directes d'Intégration
sur un élement carré [25].

Ordre Nomt.)re de Coordonnées Poids
points
m E_,i i Wi
r
2 3 0 ; "
—]/-s[(; :I:l/\/i a/3
| [ 4/7
1/3 -2/3 3/2
: +1 0 213
3 4 0 /N2 | a4
0 0 8/7
5 . 0 = J14/15 | 20/63
35 |, S35 | 2036
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