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Introduction Générale 

L'élaboration d'une loi de commande pour un procédé physique nécessite la prise en 

compte de certaines performances telles que le suivi de la consigne, le rejet de la perturbation et 

une marge de robustesse vis-à-vis de certaines performances de procédé à piloter. La littérature 

propose une multitude de structure de commande. Chacune d'elle possède son application et 

également des propriétés. Commander un processus, c'est déterminer les commandes à lui 

appliquer, de manière à assurer aux variables d'états ou aux sorties qui nous intéressent un 

comportement précisé par un cahier des charges. 

En 1998 la technique de commande méthode de diagramme des coefficients (CDM) a été 

introduite par MANABE [1-4], complétée en 2002 [5-7], la synthèse de la loi de commande est 

basée sur l’utilisation d’un outil appelé diagramme des coefficients [8]. Il permet de choisir 

judicieusement le polynôme caractéristique en boucle fermée, Ce polynôme assure de bonnes 

performances statiques et dynamiques, robustesse vis-à-vis de variations paramétriques et 

l’incertitude paramétrique [9]. L’application de la commande CDM au modèle de robot 

manipulateur PUMA a montré que malgré la dynamique imposée par le modèle de robot en 

boucle ouverte [10-14], de très bons résultats ont été obtenu et ceci par un choix convenable des 

paramètres de synthèse de CDM [15-23]. 

La deuxième technique de commande étudiée est la commande PID-Backstepping [24], il 

s'agit de trouver une fonction de Lyapunov qui permet de déduire une loi de commande pour le 

système tout en montrant la stabilité globale. Un problème majeur existe dans le développement 

de cette approche dite Backstepping. La difficulté est dans le nombre des paramètres inconnus 

qui augmente avec chaque étape du processus de développement de l’algorithme de PID-

Backstepping. L’application de la commande PID-Backstepping au robot manipulateur PUMA a 

donnée de bons résultats [25-27].  

La technique de commande CDM-Backstepping est développée par la combinaison de la 

technique de backstepping et l’algorithme de commande CDM. Elle utilise de manière 

essentielle la fonction de Lyapunov pour démonter la stabilité de système [28-34]. 

Dans la technique de commande SCDM [35-36], nous allons nous attacher à d´écrire une 

stratégie linéaire de commande de robot, pour cela, il est indispensable de procéder à une 

linéarisation dite linéarisation exacte, en réécrivant le système sous forme d’équation 

polynomiale et en déterminant les matrices de pondération de critère de performance qui sont en 

relation avec le polynôme caractéristique de système a contrôlé par CDM, la robustesse de la 

commande SCDM est validée sur le robot PUMA.     

Outre l’introduction et la conclusion générales, cette thèse est organisée en quatre chapitres 

répartis comme suit : 

Le chapitre un traite la technique de commande CDM. Nous présentons le diagramme des 

coefficients qui est un outil d’analyse des performances et permet d’apporter des modifications 

nécessaires pour améliorer davantage les résultats. L’efficacité de l’algorithme est testée sur le 

robot manipulateur. 
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Dans le chapitre deux, nous présentons toute la méthodologie de la logique de conception de loi 

de commande PID-Backstepping et CDM-Backstepping en position ainsi que leur applications 

au robot. En préliminaire à ces conceptions, une représentation d'état du modèle dynamique est 

nécessaire. Aussi, nous présentons tous les schémas bloc de commande liés à ces lois de 

commande. L’efficacité de ces algorithmes est testée sur le robot. 

Le chapitre trois portera sur la description de la commande LQR et la résolution de problème de 

sélections des pondérations par l’utilisation de l’algorithme SCDM et son application sur le robot 

manipulateur. 

Le chapitre quatre est relative à l'étude comparative des performances et de robustesse de 

différentes lois de commandes afin de régler les positions angulaires de robot manipulateur 

PUMA. Cette étude comparative est basée sur quatre tests et les résultats de la simulation vont 

nous permettre de faire la comparaison. 

Nous clôturons cette thèse par une conclusion générale qui permet de fixer les idées sur certains 

points qui concernent les commandes développées dans ce travail.     
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1.1 Introduction    

Le principe de la commande robuste repose sur la structure de commande à contre-réaction 

et sur les modèles linéaires à temps invariant (LTI) des systèmes dynamiques. Le principe de la 

commande à contre-réaction est au cœur des théories classiques et modernes de la commande et 

définit une structure de commande très générale fondée sur la comparaison entre l’information 

supportée par un ensemble de signaux de sorties mesurés par des capteurs et l’information 

supportée par un ensemble de signaux de référence souhaités. Les différences constatées lors de 

cette comparaison sont traitées par le système de commande afin d’élaborer d’un signal de 

commande affectant le système.  

La sensibilité des algorithmes de commande classique (PID) aux variations paramétriques 

du procédé à contrôler oblige la recherche des performances plus élevées qui conduit à explorer 

de nouvelles techniques de commande permettant de dépassée les limites d’autres techniques. La 

nouvelle méthode de commande utilisée est la méthode de diagramme des coefficients qui est 

basée sur un outil d’analyse des performances appelée diagramme des coefficients [1-17].  

1.2 Développement de la commande : méthode de diagramme des coefficients   

La méthode de diagramme des coefficients est classée dans les méthodes d’approche 

algébriques appliquées pour les boucles polynomiales, Elle est classée entre les méthodes 

classiques et la théorie de contrôle moderne. Un diagramme spécial nommé diagramme des 

coefficients est utilisé  pour le choix des meilleures performances. La simplicité de la structure 

du contrôleur (RST) rend la commande CDM très puissante pour la commande des systèmes.  

Les performances de la CDM sont spécifiées dans la fonction de transfert en boucle fermée 

et ont une relation avec les paramètres algébriques du contrôleur. La commande par CDM garde 

l’équilibre entre l’exactitude des performances et la complexité du contrôleur [2]. Le principe 

fondamental de la CDM est illustré par l’équation caractéristique en boucle fermée.  

1.3 Polynôme caractéristique du système en boucle fermée   

La forme générale de polynôme caractéristique d’un système linéaire en boucle fermée donnée 

par la figure 1.1 est comme suit :
 





 

n

i

i
i

n
n

n
n saasasasasP

0
01

1
1 ....)(                                   (1.1) 

Tel que : ia  sont les coefficients du polynôme caractéristique  

Les indices de stabilité i  la constante de temps équivalente   et les limites de stabilité 
i  sont  

exprimées en fonction de l’équation (1.1), Ceci est nécessaire pour le développement de la 

commande CDM 

                                             




n

ii

i
i ni

aa

a
 0

11

    ,1.......,2,1                                 (1.2) 



Chapitre 1                                              Commande par la méthode de diagramme des coefficients  

4 

 

                                                                  


 st

a

a


0

1                                                               (1.3)

 

Tel que : st  est le temps de réponse désiré pour le système global et   une constante comprise 

dans l’intervalle ]3   5.2[

 

                                                              
11

11



 
ii

i


                                                           (1.4)

 

La relation entre ces paramètres est définit par les équations (1.5) et (1.6)

 

                                                   ji
a

a

a

a

jjiij

j

i

i           
1

111

1

 

                                        (1.5) 

                                                 
1

1
2

2
2

21

0

......... 



ii

ii

i

i
a

a



                                                        (1.6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.1 schéma block de commande d’un système par CDM 

Tel que : )( ),( sBsA  et )(sF  sont les polynômes de contrôleur CDM, br le bruit de mesure et d  

la perturbation.  

Le polynôme caractéristique donné par l’équation (1.1) doit être exprimé en fonction des 

paramètres  ,0a  et i  comme suit : 

                                        











  





 

1))(
1

()( 0

2

0

1

1

0 ssasP
n

i

i
i

j
j

ji




                                        (1.7) 

La constante de temps équivalente de l’ordre i  dépend de celle de l’ordre zéro comme suit : 

 

                                                            
12

01

..... 




ii

i
i

a

a
                                                        (1.8) 
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)(
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1

sA
 )(sF  

)(sB  

  

y  

d  

cy  

u  

    

_


  br  

Contrôleur CDM 
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Les indices de stabilité d’un système de quatrième ordre sont donnés par rapport de premier 

ordre comme suit :

 

                                                   j
i

j

k

k
kjikji

jiji

i
ij

aa

a
 









1

1

2

                                     (1.9) 

Les indices de stabilité de deuxième ordre donnent de bonne performance [3].  

Les polynômes )(),( sBsA  et )(sF  de contrôleur CDM, sont choisis comme suit :  

 

                                                             
































)(

)(
)(

)(

)(

0

1

1

2

1

sN

sP
sF

sksB

slsA

s

m

i

i

i

m

i

i

i

                                                      (1.10) 

En absence de perturbations le degré des deux polynômes )(sA  et )(sB  sont égale à 

11))(deg(  nsD ,  c’est à dire 121  nmm , par contre, en présence de perturbations ou 

du bruit de mesure, les degrés 1m  et 2m  sont choisis de telle sorte à minimiser l’effet de 

perturbation et de bruit [8]. 

1.4 Diagramme des coefficients   

        Les performances de la commande CDM, indice de stabilité i , la constante de temps 

équivalente   et la limite de stabilité 
i  sont indiquées dans la partie droite de diagramme des 

coefficients tandis que les paramètres de polynôme caractéristique ia  sont représentés sur la 

partie gauche de diagramme, la constante   d’ordre zéro est représentée par une ligne liant la 

valeur 1 par    [4].
 

                                                            
2431

2
)(

ss
sG


                                                      (1.11) 

La figure 1.2 représente le diagramme des coefficients de système de l’équation (1.11) en boucle 

fermée ayant le polynôme caractéristique suivant : 

                                              4.05.15.25.28.15.0)( 2345  ssssssP                           (1.12) 

Les paramètres de la commande CDM 

                                                                   ]5.2  2  2  2[i                                                   (1.13) 

                                                                         75.3
0

1 
a

a
                                                  (1.14) 
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                                                                  ]5.0  9.0  1  5.0[

i                                                (1.15)                                     

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

10
0

10
1

i

 

Fig. 1.2 le diagramme des coefficients de système donné par l’équation (1.11) 

Le degré de convexité de la courbe tracée à partir des coefficients du polynôme caractéristique 

nous renseigne sur la robustesse de notre contrôleur [5]. L’inclinaison de la partie de la courbe 

des ia  nous donne la constante de temps équivalente, en conséquence cette pente donne des 

renseignements sur la rapidité de système en boucle fermée. 

1.5 Les conditions de stabilité et de robustesse   

        La stabilité et la robustesse de commande CDM est étudiées par une série de recherche de 

critère de ROUTH-HURWITZ [6].  

La condition de stabilité de système d’ordre 3 est comme suit : 

                                                         1213012  aaaa                                                 (1.16)   

La condition de stabilité pour un système d’ordre quatre est donnée par :

 

                                                    
 22

1

30

3

41
2  

a

aa

a

aa
a                                               (1.17)        

 

La condition de stabilité et de l’instabilité de système d’ordre 5 et plus est donnée comme suit 

 

                                                )2(,.......,2        12.1  niii                                              (1.18) 

                                               )2,........(2            11  niii                                             (1.19) 

Ainsi la condition de robustesse est donné par 
ii  5.1  aux lieux de 2,5.2 321    et 

214  n . 

1.6 La forme standard de CDM   

La forme standard de CDM (forme de MANABE) [8] recommandée est de choisir les indices de 

stabilités suivantes :    ni ni  0    ),1,......(1   ,5.2  2  2  2 , elle donne de bonne 
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performance, dépassement propre, temps de réponse rapide, la réponse unitaire ne dépend pas de 

l’ordre de polynôme caractéristique, les pôles dominantes d’un système d’ordre supérieur se 

trouvent dans le secteur de 49,5 dégrées de l’axe des réels négative. 

1.7 Algorithme de commande CDM 

            On considère le système en boucle fermée donnée par la figure 1.1, tel que y  est la sortie 

de système, u  est la commande, cy  est la consigne, d  est la perturbation aléatoire et b  est le 

bruit, le numérateur et le dénominateur de système sont )(sN  et )(sD , respectivement, )(sAc , 

)(sBc  et )(sFc  sont les polynômes de contrôleur.  

La sortie de système à contrôlée est :

 

                                            b
sP

sBsN
d

sP

sNsA
r

sP

sFsN
y

)(

)()(

)(

)()(

)(

)()(
                               (1.20)   

Où )(sP  est le polynôme caractéristique et donné comme suit :

 

                                              



n

i

i
i sasBsNsAsDsP

0

)()()()()(                                      (1.21) 

Les performances sont reliées à 3  entrées dr  ,  et b  où sont donnés par l’équation (1.20).  

Les étapes à réaliser pour choisir les paramètres de contrôleur CDM sont :  

•  les polynômes )( ),( sBsA  et )(sF  sont choisis convenablement pour l’élimination de la 

perturbation.  

•  la constante de temps équivalente  .     

•  les indices de stabilité i  pour un système d’ordre supérieur et les limites de stabilité 
i . 

•  le diagramme des coefficients de système en boucle fermée en faisant un petit ajustement pour 

satisfaire les performances exigées. 

1.8 Application de la commande CDM pour le robot manipulateur 

1.8.1 Modèle dynamique de robot PUMA 

Le modèle dynamique [18-21] de robot PUMA est donné comme suit  

                                        
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)
2

1
)(sin( 1222

2
21 qqqqlmf   2

1
2

222 )sin(
2

1
qlqmf 

))cos()cos(
2

1
()cos(

2

1
1212111 qqqglmqglmg   et )cos(

2

1
2122 qqglmg   

Tel que : 1b
 
et 2b  sont les termes de frottement visqueux, 1l  

et 2l  longueurs des deux liaisons et 

1m
 
et 2m

 
sont les masses des deux liaisons. 

Les valeurs numériques des différents paramètres de robot sont [3] : 

2

212121    81.9  ,  40  ,  75  ,  10  ,  10  ,  1 ,  1  msgsradNbsradNbkgmkgmmlml  

1q  et 2q  : les variables d’articulations  

1T  et 2T  : les couples fournit par les actionneurs.  

1b  et 2b  : frottement visqueux des actionneurs.  

1l  et 2l  : longueurs des deux liaisons.  

1m  et 2m : masses des deux liaisons  

On détermine alors la forme d’état suivante : 

                            

 
 

 
 































































































2

21111
42222

4

43

2

42222
21111

2

21

1

1

xbgfT
xbgfT

x

xx

xbgfT
xbgfT

x

xx









                             (23) 

Tel que TT qqqqxxxx )         ()         ( 22114321
  

La linéarisation exacte de modèle de robot manipulateur PUMA est donnée par le système 

linéaire suivant : 

                                                                         





















24

43

12

21





x

xx

x

xx









                                                          (1.24) 

Le modèle linéarisé sous forme de fonction transfert est donné comme suit [22] : 
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                                               



































2

1

2

2

2

1

1
0

0
1





s

s
q

q
                                                 (1.25) 

La caractéristique importante de CDM est la simplicité, la robustesse et l’élimination de 

perturbation nécessaire au robot manipulateur, pour illustrés les résultats précédents, cette 

technique de commande est appliquée sur le robot PUMA.  

                                                                  slsA 1)(                                                                 (1.26) 

                                                          2
210)( skskksB                                                        (1.27) 

                                                                    0)( asF                                                              (1.28) 

Où 101 ,, kkl  et 2k  sont les paramètres des deux contrôleurs 

Les polynômes caractéristiques en boucle fermée et en fonction des paramètres ont la forme 

suivante : 

                                                      21          )( 01

2

2

3

3 ,jasasasasPj                           (1.29) 

La forme standard de CDM nous donne les indices de stabilité suivante:  















30

2

1

2

5.2







                                                              (1.30)                    

Donc 

                                                              ]2   5.2[i                                                                

(1.31) 

Et les limites de stabilité sont: ]4.0  5.0[
i     

On prend     

                                                                   s 1st                                                                    (1.32) 

Donc  

                                                                  s 4.0                                                                  (1.33) 

Les paramètres des deux contrôleurs sont choisis comme suit : 

                                                           ]0  28.1[il                                                                   (1.34) 

                                                         ]2  4  2.3[ik                                                                  (1.35)  

Finalement on obtient le polynôme caractéristique suivant : 
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                                              242.328.1)( 23  ssssP                                                   (1.36) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.3 Schéma bloc de la commande CDM  d’un robot manipulateur PUMA 

Tel que : 1d  et 2d  sont les perturbations et 1br  et 2br  sont les bruits de mesure. 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

10
0

i

 

Fig. 1.4 le diagramme des coefficients de commande de robot PUMA 

1.8.1 Résultat de simulation 

Après avoir étudié en détail le développement et les performances de la commande CDM, 

nous proposons dans cette partie l’application de l’algorithme de CDM au modèle de robot 

PUMA après l’utilisation de la technique de linéarisation exacte. Le modèle de robot a été 

simulée avec un pas de calcul de  sdt 310 , en utilisant la méthode de R.K du quatrième ordre. 

La trajectoire imposée au robot est une trajectoire circulaire dans l’espace, L’étude par 

simulation nous montrera la puissance et les capacités de l’algorithme de commande qui donne 

une bonne poursuite de trajectoire. Tous les résultats sont présentés sur des figures dont chacun 

comporte, les positions et les positions désirées, les commandes et la trajectoire parcourue. 

Le diagramme des coefficients correspondant au correcteur CDM est déterminé et 

représenté sur la figure 1.4, après l’interprétation du diagramme des coefficients donné 

précédemment en s’intéresse au convexité de courbe des ia , on remarque que la commande est 

+ 

  + 
+ 

  + 

 

    Robot 

  Commande 

  linéarisante 

)(

1

2 sA
 

)(

1

1 sA
 

)(2 sF

 

)(1 sF

 

)(1 sB  

)(2 sB  

1q  

2q  

2d  
1d  

+ 

+ + 

+ 

2v

 

1v  1dq  

2dq

 

- + 

+ 

- 

1br

 

2br  

ia  

i  



i  


 



Chapitre 1                                              Commande par la méthode de diagramme des coefficients  

11 

 

robuste et assure la rapidité désiré, les réponses temporelles de système sont représentées dans la 

figures 1.5, 1.6, 1.7 et 1.8 qui montrent que les paramètres de régulateur choisis sont capable de 

commander le robot en présence de perturbation, de bruit, de variation paramétrique et de 

changement de trajectoire désirée, ainsi le contrôleur est robuste, ça montre que la boucle fermée 

réalise les performances désirées.   

Test 1 : cas idéal 

La figure 1.5 montre les performances de commande obtenues dans le cas de trajectoire 

circulaire, sans perturbation externe, sans variations paramétriques et sans bruit, Nous obtenons, 

une bonne précision de poursuite et nous remarquons que, dans ce cas, la poursuite s’effectue 

sans aucun dépassement et montrent la convergence des positions angulaire vers zéro, 

Egalement, les signaux de commande obtenus sont satisfaisants. 

Test 2 : robustesse aux perturbations externe  

Dans ce test  nous  avons  appliqués  des perturbations  externes  d’amplitudes  
o20 , Nous  avons   

également considéré des trajectoires circulaires. Les performances de commande obtenues sont 

illustrées par la figure 1.6. 

Nous remarquons qu’il y a une bonne poursuite de trajectoire. Cependant, des augmentations de 

temps de réponses sont observées 

Test 3: robustesse aux bruits, perturbations externe et variations paramétriques 

Pour conclure sur la robustesse de cette technique de commande vis-à-vis de bruits blancs 

d’espérance nulles et de covariances 50cov ,  qui sont ajoutés aux variables mesurées, des 

perturbations externe d’amplitudes 
o20  et des variations paramétriques aux paramètres de robot, 

tel que la masse de la deuxième liaison de kgm  5   et de la longueur de  m.l 10   et des 

frottements visqueuses et des frottements de coulomb sont ajoutées pour chaque articulation de 

robot, ils sont donnés par ))(( 5.1 )(2 2221 txsigntxbb ff   

D’après les résultats de simulation illustrés par la figure 1.7, il apparaît clairement que les 

erreurs de poursuite sont acceptables et les dépassements sont nuls. En outre, les temps de 

réponses, qui caractérisent le régime transitoire, sont plus grands par rapport aux tests 

précédents. Les figures montrent que les signaux de commande sont dans les limites physiques. 

Test 4: Changement de trajectoire désirée  

Les résultats obtenus de la figure 1.8 sont satisfaisants. En particulier, nous avons obtenu une 

bonne précision de poursuite de trajectoire de forme (butterfly shape), les dépassements sont nuls 

et les temps de réponse sont admissibles d’environ  s1 , Pour conclure sur la robustesse des loi de 

commande  développée, nous avons utilisés le test 3 avec le changement de trajectoire. Nous 

pouvons constater, sur cette figure, que les performances de commande ne sont pas affectées par 

le changement de trajectoire.   
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(a) Position désiré et position actuel de la première articulation 

 

(b) Position désiré et position actuel de la deuxième articulation 

 

(c) erreur de position de la première articulation 
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(d) erreur de position de de la deuxième articulation 

 

(e) La commande de la première articulation 

 

(f) La commande de la deuxième articulation 
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(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 1.5 résultat de simulation de contrôleur CDM pour le cas idéal 

 
(a) Position désiré et position actuel de la première articulation 

 
(b) Position désiré et position actuel de la deuxième articulation 
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(c) erreur de position de la première articulation 

 

(d) erreur de position de la deuxième articulation 

 

(e) La commande de la première articulation 
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(f) La commande de la deuxième articulation 

 
(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 1.6 résultat de simulation de contrôleur CDM avec perturbation 

 
(a) Position désiré et position actuel de la première articulation 
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(b) Position désiré et position actuel de la deuxième articulation 

 

(c) erreur de position de la première articulation 

 

(d) erreur de position de la deuxième articulation 
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(e) La commande de la première articulation 

 
(f) La commande de la deuxième articulation 

 
(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 1.7 Résultat de simulation de contrôleur CDM avec bruit de mesure, 

Perturbations et variations paramétriques 
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(a) Position désiré et position actuel de la première articulation 

 

(b) Position désiré et position actuel de la deuxième articulation 

 

(c) erreur de position de la première articulation 
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(d) erreur de position de la deuxième articulation 

 

(e) La commande de la première articulation 

 

(f) La commande de la deuxième articulation 
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(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 1.8 Résultat de simulation de contrôleur CDM avec changement de trajectoire 

1.17 Conclusion  

Dans ce chapitre, après avoir présenté les fondements théoriques de la commande par 

CDM, nous avons considéré la commande d’un robot PUMA utilisons un modèle sous forme de 

fonction de transfert de ce système linéarisé par la technique de linéarisation exacte. Les résultats 

de simulation de la commande CDM ont données de meilleure précision, sans dépassement et de 

bonne robustesse en présence de perturbation, bruits, variations paramétrique et de poursuite de 

trajectoire. 



 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

Chapitre 2 

 

Commandes PID-Backstepping et  

CDM-Backstepping 
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2.1 Introduction 

Depuis quelques années, beaucoup de progrès ont été faits dans le domaine de la 

commande des systèmes non linéaires. La technique du backstepping fait partie de ces nouvelles 

percées dans ce domaine [23-24]. Elle propose une méthode de synthèse systématique destinée à 

la classe des systèmes non linéaires ayant une forme triangulaire. Elle est basée sur la 

décomposition du système entier de commande, qui est généralement multivariable (MIMO) et 

d’ordre élevé en une cascade de sous-systèmes de commande du premier ordre. Pour chaque 

sous système, une loi de commande dite virtuelle est calculée. Cette dernière servira comme 

référence pour le sous-système suivant jusqu'à l’obtention de la loi de commande pour le 

système complet. Par ailleurs, cette technique à l’avantage de conserver les non linéarités utiles 

pour la performance et la robustesse de la commande, contrairement aux méthodes de 

linéarisation. La détermination des lois de commande qui découle de cette approche est basée sur 

l’emploi des fonctions de  Lyapunov de commande. 

Parmi les avantages de la technique de backstepping, c'est qu'on peut l'associer d'autres 

méthodes de l'automatique classique et moderne dont l'objectif est d'améliorer les performances 

de système à contrôler. 

La commande PID et par la méthode de diagramme des coefficients sont des méthodes qui 

s'associées à la technique de backstepping avec une procédure très simple. Le modèle d'état des 

positions d’un robot manipulateur est un système multivariable sous la forme cascade 

triangulaire. Les deux approches proposées sont basée sur la combinaison de la technique 

backstepping et d'un contrôleur PID ou CDM, où les matrices de gains sont définis non linéaires 

et basées sur une fonction de Lyapunov permettant d’assurer la stabilité de la loi de commande 

globale. 

2.2 Méthodes de Lyapunov  

La commande des systèmes non linéaire s’appuie sur deux approches possibles. La 

première vise à linéariser le système à commander, afin de profiter des techniques consacrées 

aux systèmes linéaires. La deuxième approche consiste à trouver une fonction de commande de 

Lyapunov garantissant certaines performances pour le système en boucle fermée. De telles 

fonctions peuvent être très difficiles à trouver pour un système non linéaire d'ordre élevé. La 

technique du backstepping permet de réduire avantageusement cette complexité. 

L’analyse de la stabilité dans le cadre de l’utilisation du backstepping est basée sur les 

méthodes Lyapunov qui constituent un outil très puissant pour tester et trouver les conditions 

suffisantes à la stabilité des systèmes dynamiques, sans avoir à résoudre explicitement les 

équations différentielles les décrivant. 

2.2.1 Première méthode de Lyapunov  

Cette méthode permet d’analyser la stabilité, d’un système à partir de l’étude de la stabilité  

locale par linéarisation de la dynamique autour d'un point d'équilibre. Cette méthode est d'une 

importance   limitée,  car  elle  ne  permet   d'étudier   que   la   stabilité  locale  et  ne  donne  pas  
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d’information sur le domaine de stabilité globale [25]. De plus, dû aux approximations du 

premier degré (linéarisation), il n'est pas possible de tenir compte de tous les types de 

phénomènes non-linéaires. En fait, l’étude locale est surtout intéressante pour justifier ou non la  

poursuite de l’étude de la stabilité. Si on trouve que le système linéarisé est instable, le système 

non linéaire le sera nécessairement aussi. 

2.2.2 Deuxième méthode de Lyapunov  

Cette méthode est basée sur le concept d'énergie dans un système. Le principe de cette 

méthode consiste à analyser la stabilité du système, sans même résoudre les équations 

différentielles non linéaires qui le régissent. La stabilité dépend uniquement de l'étude des 

variations (signe de la dérivée) de l'énergie, ou d’une fonction qui lui est équivalente, le long de 

la trajectoire du système. L’étude de la stabilité d'un système caractérisé par un vecteur d'état x  

consiste alors à chercher une fonction )(xV  (représentative de l'énergie) de signe défini positif, 

dont la dérivée dtdV  est semi-définie et de signe opposée dans le même domaine.   

2.2.3 Méthode générale de synthèse récursive par backstepping  

Cette méthode s’applique à des systèmes ayant une forme dite triangulaire, telle que l’indique la 

représentation suivante : 

                                                   



















uxxgxxfx

xxxgxxfx

xxgxfx

nnnnn ),.....(),......,(

.

.

),(),(

)()(

11

32112122

210111







                                   (2.1) 

avec  RuRxxxx nT
n          ,),.......,,( 21   

Afin d’illustrer la procédure récursive de la méthode backstepping, on considère que la sortie du 

système désirée 1xy   suivre le signal de référence refy . Le système étant d’ordre n , la mise en 

œuvre s’effectue en n  étapes. 

Etape 1 :    

On commence par la première équation du système (2.1), où 2x  sera considérée comme une 

commande virtuelle intermédiaire. La première référence désirée est notée :
 

                                                              refd yx  01)(                                                          (2.2) 

Ce qui conduit à  l’erreur de régulation suivante : 

                                                                   011  xe                                                             (2.3) 

Ainsi sa dérivée est :      
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                                               021011011 )()(    xxgxfxe                                        (2.4) 

Pour un tel système, nous construisons d’abord la fonction de Lyapunov 1V  sous une forme 

quadratique :
 

                                                                     2
11

2

1
eV                                                                 (2.5) 

Sa dérivée temporelle est : 

                                                   ])()([ 0210111111   xxgxfeeeV                                     (2.6) 

Un choix judicieux de 2x  rendrait 1V  négative et assurerait la stabilité pour la dynamique de 

(2.4). Pour cela, prenons : 12 x  telle que : 

                                                        11011011 )()( ekxgxf                                                 (2.7) 

Où 01 k  est une constante de conception.   

Ainsi, la loi de commande pour le système (2.4) sera donnée par :

 

                                                      )]([
)(

1
11011

10
1 xfek

xg
                                         (2.8) 

Ce qui implique : 

                                                                   02
111  ekV                                                         (2.9)  

Etape 2 :   

Maintenant, la nouvelle référence désirée sera la variable de commande pour le sous-système 

précédent (2.4) : 

                                                                  12 )( dx                                                              (2.10) 

D’où l’erreur de régulation :     

                                                                  122  xe                                                            (2.11) 

Sa dérivée est : 

                                           13211212122 ),(),(    xxxgxxfxe                              (2.12) 

Pour le système (2.12), la fonction de Lyapunov étendue est : 

                                                       )(
2

1

2

1 2
2

2
1

2
212 eeeVV                                                (2.13) 

Dont la dérivée est : 
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                             ]),(),([ 132112122
2
112212   xxxgxxfeekeeVV                        (2.14) 

Le choix de 3x  qui  stabilisera  la dynamique du système  (2.12), et  rendra 2V  négative est :  

                                                                       23 x                                                           (2.15) 

Telle que : 

                                                 2213211212 ),(),( ekxxxgxxf                                    (2.16) 

Où 02 k  est une constante de conception.   

Ainsi, la loi de commande pour le système (2.12) sera donnée par :

 

                                                )],([
),(

1
212122

211
2 xxfek

xxg
                                (2.17) 

Avec  

 

                             
)(

)()]([)]()[(

1
2
0

10110111101110
1

xg

xgxfekxfekxg 






              (2.18)                                 

Un tel choix implique que : 

                                                             02
22

2
112  ekekV                                                 (2.19) 

Etape n :   

De la même façon, pour cette étape la référence à suivre sera :        

                                                                     1)(  ndnx                                                        (2.20)                     

D’où l’erreur de régulation : 

                                                                     1 nnn xe                                                      (2.21) 

Sa dérivée est : 

                                       1111 ),....,(),....,(   nnnnnnnn uxxgxxfxe                    (2.22)    

Pour le système (2.22), la fonction de Lyapunov étendue est :
 

                                               ].....[
2

1

2

1
.... 22

2
2
1

2
21 nnn eeeeVVV                           (2.23)                                    

Sa dérivée est : 

           ]),......,(),......,([............. 111
2
111  nnnnnnnnn uxxgxxfeekeeVV    (2.24)   
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Dans cette dernière étape, on est arrivé à déduire la loi de commande pour le système entier.  

Un bon choix doit satisfaire : 

                                        nnnnnnn ekuxxgxxf  111 ),.....,(),......,(                             (2.25)                                                    

Où 0nk  est une constante de conception.   

Ainsi, la loi de commande pour le système entier sera donnée par :

 

                                     )],....,([
),.....,(

1
11

11
nnnnn

n

xxfek
xxg

u                               (2.26)  

Ce qui garantit la négativité de la dérivée de la fonction de Lyapunov étendue : 

                                                     0...... 22
11  nnn ekekV                                               (2.27) 

2.3 Commande PID non-linéaire par Backstepping  

Dans cette section, la technique de commande backstepping basée sur un contrôleur PID sera 

présentée. Le modèle d'état des positions d’un robot manipulateur présenté dans le chapitre un 

est un système multivariable sous la forme cascade triangulaire. L'approche proposée est basée 

sur la combinaison de la technique backstepping et d'un contrôleur non linéaire PID, où les 

matrices de gains sont définis non linéaires. Le développement de la loi de commande PID-

backstepping se fait avec les mêmes étapes de la commande backstepping mais on introduit les 

actions PID au niveau de la commande virtuelle de la première étape [26]   

2.3.1 Représention d’état d’un modèle de robot manipulateur  

La représentation d’état d’un modèle de robot manipulateur à n ddl est donnée par l’équation 

(1.23) et peut s’écrire sous forme suivante 

                                                                   































TxGxFx

xx

TxGxFx

xx

TxGxFx

xx

nnn

nn

)()(

            

)()(

)()(

2

212

224

43

112
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







                                          (2.28) 

Avec, T

nTTTT )       ( 21   

  )( ,)( 21 xFxF et )( xFn   sont des fonctions non linéaire en fonction des états de système 

)( ,)( 21 xGxG et )(xGn  
sont des vecteur ligne de fonctions non linéaire  

2.3.2 Objectif de commande 

On utilise l’algorithme  PID-Backstepping  pour  développer  la  loi de contrôle des positions qui 
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convergent exponentiellement aux positions désirées.   

Les expressions des erreurs de positions sont données comme suit.  
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                                                 (2.29)                   

Leurs dérivées sont 
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                                                  (2.30)                                                               

On pose  

                                                       
T

n

Txxx )      ()      ( 212n42                                         

(2.31) 

Sa dérivée est donnée comme suit 

                                                                 .)()( TxGxF                                                     (2.32) 

Tel que 

                                                     

 








T

n

T

n

xFxFxFxF

xGxGxGxG

))(      )(   )(()(

)(    )(   )()(

21

21




                                   (2.33)                      

il est claire que les erreurs des positions 1e , 2e …. et ne  peuvent être contrôlées par les variables 

auxiliaires 1 , 2 …. et n  respectivement, lesquels peuvent être contrôlées par le signal de 

commande T . 

On  laisse 
d

1 , 
d

2 …. et 
d

n  
occupent  les  valeurs  de 1 , 2 …. et n  

respectivement lesquels 

assurent la stabilisation des erreurs de positions 1e , 2e …. et ne , ces valeurs désirés sont 

déterminées par l’utilisation de l’approche Lyaponuv et la dynamique des erreurs de positions 1e

, 2e …. et ne , on conséquence 
d

ne 111    et 
d

ne 222   …..,
d

nnne  2   avec 

T

nnn eeeE )  .....    ( 221  . 

Le signal de commande 
T

nTTTT )  .....    ( 21  qui oblige la convergence des erreurs 1ne , 2ne , 

…. et ne2  aux zéros est : 
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                                             )()()()()()()(
0

tExKdttExKtExKtT d

t

ip
                          (2.34) 

Où ip KK  ,  and dK  sont des matrices de fonctions non linéaire et indique les gains 

proportionnelle, intégrale et dérivative respectivement de contrôleur PID-Backstepping [27]. 

Pour déterminer les matrices de gains qui assurent la stabilité exponentielle des erreurs de 

position. On utilise la procédure de backstepping suivante. 

2.3.3 Algorithme de commande PID-Backstepping 

Etape 1: on définit les commandes virtuelles 
d

1 , 
d

2 …. et 
d

n , tel que leurs erreurs des 

positions convergent asymptotiquement vers zéros. 

Etape 2: on choisit les matrices de gains ip KK  ,  and dK
 
par l’utilisation de la fonction 

candidate de Lyapunov qui oblige les erreurs vers la convergence exponentielle. 

 

 

 

 

 

 

Preuve : la formule de Lyapunov est donnée comme suit : 

                                                            
22

2

2

11
2

1
    

2

1

2

1
neeeV                                             (2.36)                

Sa dérivée est donnée comme suit :  

                                                                 22111 nneeeeeeV                                              (2.37)                               

La dérivée de la fonction de Lyapunov doit être négative parce que les commandes virtuels 1 , 

2 …. et n  prennent les valeurs désirées données par l’équation (2.35) 

                                                         
22

22

2

111     nneeeV                                            (2.38)                                                                                  

Donc 

                                                                          11 VV                                                        (2.39)                                                                                                                

Avec   est une constante positive. 

Proposition 1: les erreurs de positions 1e , 2e …. et ne  sont exponentiellement stable avec la 

condition suivante 
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                                                 (2.35) 
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Donc la stabilité exponentielle peut être réalisée pour les erreurs 1e , 2e …. et ne . 

Les matrices des gains données dans l’équation (2.34) sont choisies comme suit : 

                                                                 












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


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                                            (2.40) 

Où ip kk  ,  et dk 
 
sont des matrices d’éléments constants                                                                    

De l’équation (2.34), on remplace T dans l’équation (2.32), on obtient : 

                                                  
)()()()(

0
tEkdttEktEkxF d

t
ip

                                    (2.41) 

La dynamique de l’erreur est donnée par l’équation : 

                                                                      
  dE                                                         (2.42) 

Dont la dérivée est : 

                                                                          dE                                                          (2.43)              

On tire   de l’équation (2.43) et on remplace leur expression dans l’équation (4.41), on aura  

                                              
)()()()(

0
tEkdttEktEkxFE d

t
ipd

                               (2.44)             

Donc : 

                                    
))()())()(()(

0

11


 
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idpdd dttEkkItEkxFkIE                 (2.45)                                                 

On prend : 
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                        (2.46)                                                            

Et : 
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                                               (2.48) 

Les gains 212121  ,, ,   , , ,     , ddiniipnpp kkkkkkkk   et dnk
 
sont choisis positifs et vérifient l'inégalité 

suivante : 
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                      (2.49)                                       

On substitue l’équation (2.45) dans la dérivée de la fonction de Lyapunov augmentée, on a alors 

                              
)))()())()(()((
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idpdd
T dttEkkItEkxFkIEVV     (2.50)                     
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Avec :  
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Tenant en compte que 1V  et le terme ))()(( 1 tEkkIE pd
T 

 
sont négatifs par le choix      

convenable de gain dk , il est nécessaire de démontrer que le terme )(t est négative. 

On pose : 

                                                  



















 

dnn

d

d

d

k

k

k

kI 








0
0

00

0

0

)(
22

11

1
                                         (2.53)                                     

Et 
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Avec 
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Pour assurer la négativité de 2V , le choix des gains 212121  ,, ,   , , ,     , ddiniipnpp kkkkkkkk   et dnk
 
 

doit vérifier l’inégalité (2.49), en conséquence, on peut conclure que : 

                                                                            02 V                                                           (2.56)  

                     

    

 

                                         

Fig. 2.1 Schéma de controleur PID-Backstepping 

Pour le robot manipulateur PUMA à 2 dll on a 
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 Les valeurs des gains sont choisies comme suit : 
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On peut conclure que la dynamique de système est stable asymptotiquement             

2.4 Résultats de simulation  

       Nous allons présenter dans cette partie les résultats de simulation obtenus avec les différents 

tests concernant les bruits de mesures, les perturbations externes et les variations paramétriques 

de robot. 

Test 1 : cas idéale 

        Pour ce test nous allons simulés nos commandes en absence des bruits de mesures, sans 

perturbations externes et sans variations paramétriques, alors la figure 2.2 présente les résultats 

obtenus. On peut remarquer la convergence de ces positions vers leurs valeurs de référence et 

avec des erreurs de positions nulle.  

Test 2: robustesse aux perturbations externe  

Pour ce test on applique des perturbations externes. Les résultats de simulation de ce test est 

donnée par la figure 2.3. Des convergences souhaitées de positions angulaires sont présentées, 

mais avec des temps de réponses considérables et de fortes commandes.  

Test 3: robustesse aux bruits, perturbations externe et variations paramétriques 

On ajoute au test précédent des bruits blancs d’espérances nulles, et de covariances 50cov ,  et 

on applique des variations paramétriques dans les paramètres mécaniques de robot.  

La figure 2.4 montre les performances de la commande obtenue et montre que cette approche ne 

présente pas la robustesse vis-à-vis des variations paramétriques, telles que la masse et de la 

longueur de la deuxième liaison et les variations des coefficients des frottements visqueux et 

coulomb.   

Test 4: changement de trajectoire 

Le  même  test 3  sera  fait  mais  pour  une  trajectoire  de  forme  (butterfly shape),  les  résultats 

obtenus montrent que notre contrôleur n’assure pas la robustesse en cas de changement de 

trajectoire et le robot ne suit pas sa trajectoire, figure (2.5).  
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(a) Position désirée et position actuelle de la première articulation 

 

(b) Position désirée et position actuelle de la deuxième articulation 

 

(c) erreur de position de la première articulation 
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(d) erreur de position de la deuxième articulation 

 

(e) La commande de la première articulation 

 

(f) La commande de la deuxième articulation 
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(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 2.2 Résultat de simulation de contrôleur PID-Backstepping pour le cas idéal 

 
(a) Position désirée et position actuelle de la première articulation 

 

(b) Position désirée et position actuelle de la deuxième articulation 
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(c) erreur de position de la première articulation 

 

(d) erreur de position de la deuxième articulation 

 

(e) La commande de la première articulation 
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(f) La commande de la deuxième articulation 

 
(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 2.3  Résultat de simulation de contrôleur PID-Backstepping avec perturbations 

 

(a) Position désirée et position actuelle de la première articulation 
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(b) Position désirée et position actuelle de la deuxième articulation 

 

(c) erreur de position de la première articulation 

 

(d) erreur de position de la deuxième articulation 
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(e) La commande de la première articulation 

 
(f) La commande de la deuxième articulation 

 

(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 2.4 Résultat de simulation de contrôleur PID-Backstepping avec perturbations, 

 bruits et variations paramétriques 
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(a) Position désirée et position actuelle de la première articulation 

 

(b) Position désirée et position actuelle de la deuxième articulation 

 

(c) erreur de position de la première articulation 
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(d) erreur de position de la deuxième articulation 

 

(e) La commande de la première articulation 

 

(f) La commande de la deuxième articulation 
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(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 2.5 Résultat de simulation de contrôleur PID-Backstepping avec changement de trajectoire 

2.5 Développement de la commande CDM-Backstepping 

Parmi les avantages de la technique de backstepping, c'est qu'on peut l'associer à d'autres 

méthodes de l'automatique dans l'objectif est d'améliorer les performances du système à 

contrôler. La commande par la méthode de diagramme des coefficients CDM est l'une des 

méthodes qui s'associe à la technique de backstepping avec une procédure très simple par 

l’utilisation de la notion de fonction de Lyapunov.  

Dans cette section, on utilise l’algorithme CDM-Backstepping pour développer la loi de control 

des positions. Ces positions convergent exponentiellement aux références.   

Les erreurs de positions sont définit comme suit.                                                    
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Dont les dérivées sont 
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qxqqe









2

24222

12111

             
    

                                            (2.63)                                                                

On pose 

                                                  
T

n

Txxx )      ()      ( 212n42                                          (2.64)                                                       

Sa dérivée est donnée par 

                                                                 .)()( TxGxF                                                     (2.65) 
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Avec 

                                               
 








T

n

T

n

xFxFxFxF

xGxGxGxG

))(      )(   )(()(

)(    )(   )()(

21

21




                                         (2.66) 

On peut conclure que les erreurs des positions 1e , 2e …. et ne
 
peuvent être contrôlées par  

l’utilisation des variables auxiliaires 1 , 2 …. et n  respectivement, lesquels peuvent être 

contrôlées par l’utilisation de signal de commande T  . 

On laisse 
d

1 , 
d

2 …. et 
d

n  occupent les valeurs de 1 , 2 …. et n  respectivement lesquels 

assurent la stabilisation des erreurs de positions 1e , 2e …. et ne , ces valeurs désirées sont 

déterminées par l’utilisation de l’approche lyaponuv et la dynamique des erreurs de positions 1e ,

2e …. et ne , on conséquence 
d

ne 111   , 
d

ne 222   …..,
d

nnne  2  avec 

T

nnn eeeE )  .....    ( 221  . 

Le signal de commande T  assure la relation suivante : 

                                                        )()()( 21 tE
dt

dT
xATxA                                                  (2.67)    

Tel que : 

                                           )(-)(-)()()( 2100 xBxBxBxCtE d                                   (2.68)   

)(1 xA , )(2 xA , )(0 xC , )(0 xB  et )(1 xB  sont des matrices non linéaire de gains qui caractérisent 

le contrôleur non linéaire CDM.   

Une procédure de backstepping est proposée pour la détermination des matrices de gains qui 

assurent la stabilité exponentielle des erreurs de positions.  

2.5.1 Algorithme de commande CDM-Backstepping 

Etape 1: on désigne les commandes virtuelles 
d

1 , 
d

2 …. et 
d

n , il faut que leurs erreurs de 

positions convergent asymptotiquement vers zéros. 

Etape 2: on choisis les matrices de gains )(1 xA , )(2 xA , )(0 xC , )(0 xB
 
et )(1 xB  par l’utilisation 

de la fonction candidate de Lyapunov qui oblige la convergence exponentielle des erreurs de 

positions [28-29]. 

 

 

 

 

 

 

Proposition 1: les erreurs de positions 1e , 2e …. et ne  sont exponentiellement stables avec la 

condition suivante : 

                                                       

      



















d

nnn

d

n

dd

dd

qe

qe

qe















        

2222

1111

                                                   (2.69) 
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Preuve : la formulation de Lyapunov peut être écrite comme suit, [30-31] 

                                                          

22

2

2

11
2

1
    

2

1

2

1
neeeV                                               (2.70) 

Dont leur dérivée est représentée comme suit 

                                                            
    22111 nneeeeeeV                                               (2.71)                                       

Puisque que les commandes virtuelles 1 , 2 …. et n  suivent les valeurs désirées données par 

l’équation (2.69), la dérivée de la fonction de Lyapunov doit être négative et prend la forme 

suivante           

                                                        
22

22

2

111     nneeeV                                             (2.72)                                                                     

Donc 

                                                                   11 VV                                                                 (2.73)                                                                                           

Avec   est une constante positive 

On conclure que la stabilité exponentielle peut être réalisée pour les erreurs 1e , 2e …. et ne . 

Le signal de commande 
T

nTTTT )  .....    ( 21
 qui oblige la convergence des erreurs 1ne , 2ne , 

…. et ne2  aux zéros, est déduit comme suit   

On pend 

                                                           
dt

xdG
KxA

)(
)(1                                                         (2.74)       

Et                                                                         

                                                            )()(2 xKGxA                                                           (2.75)                                                                       

Où K  est une matrice d’éléments constants  

L’équation (2.67) devient 

                                                   
dt

d
xKG

dt

xdG
KtE


 )(

)(
)(                                             (2.76)                                                                    

La dérivée de l’équation (2.65) est donnée par  

                                                   
dt

d
xG

dt

xdG
xF


 )(

)(
)(                                               (2.77)                                                                                                  

La comparaison des deux équations (2.76) et (2.77) nous donne  
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                                                              )()( 1 tEKxF                                                          (2.78)                                                                                                

Avec 

                                                                   1
1

 KK                                                             (2.79)                                                                                              

Pour trouver la solution, Les matrice de gain non linéaire )( ),( ),( 100 xBxBxC  et )(2 xB  doivent 

être choisis comme suit 

    

  nn

nn

xBxBBxBCxC 







































 0)()(,

00

00

00

)( ,

00

00

00

)( 21

2

1

00

2

1

00





























  (2.80) 

Donc la dérivée de l’équation (2.68) est donnée comme suit 

                                                       )(-)()( 00 tBtCtE d                                                      (2.81) 

Sa seconde dérivée est donnée comme suit 

                                                       )(-)()( 00 tBtCtE d                                                        

(2.82)                                                                                 

Donc 

                                          ))()((-)()( 100 tEKxFBtCtE d                                                (2.83) 

Dont une simple intégration permet de trouver E                                

                                      ))()(()()(
 

0 100  dEKxFBtCtE
td
                                        (2.84)                                                                                 

Ou bien 

                                                       dEKxHtE
t


 

0 2 )()()(                                              (2.85) 

Avec                                                                                                           

                                                         )()()( 00 xFBtCxH d                                                (2.86)  

Tel que                                                                                                                                   

                                                                  102 KBK                                                               (2.87) 

Et 

                                                       Td

n

ddd )       ( 21                                                        (2.88)                                                                                                                              

Et on prend 



Chapitre 2                                                   Commandes PID-Backstepping et CDM-Backstepping 

46 
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zsign

zsign

K
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













                             (2.89) 

                                              

 

 

 

 

 

 

 

 

Preuve 2 : On considère la fonction de Lyapunov augmentée [32] 

                                                            
.

2

1
 12 EEVV T                                                          (2.91)                                                                                                

Leur dérivation est donnée par l’équation suivante 

                                                             .12 EEVV T                                                               (2.92)                                                                                                                           

Le changement de la dynamique de E  par (2.85) et le signal de commande par (2.67), nous 

donne 

                                           .
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)(

)(

    

)(

)(

)(
222

111

2

1









































nnnn

T

zsignz

zsignz

zsignz

xH

xH

xH

Etv







                                              

(2.93)                                                                                      

Avec  

                                                T

n xHxHxHxH ))(     )(  )(()( 21                                           

(2.94) 

Proposition 2: on considère la dynamique de robot manipulateur donnée par l’équation 

(2.89), en boucle fermée avec le contrôleur multivariable CDM (2.67) et (2.68), et on suppose 

que les gains  212121 , ,,, , ,, ,  nn  et n  sont choisi tel que : 

                            






























)(    avec   )()(

                                  

)(    avec   )()(

 )(      avec    )()(

0
2

222222
0
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111111
0

111

xFdezsign

xFdezsign

xFdezsign

nn

d

nnnn

t

nnn

d
t

n

d
t

n















               (2.90) 

Alors,  les erreurs , …., , , …. et 
 
sont exponentiellement stable. 

 

 

 

 

                                           

1e 2e ne 1ne 2ne ne2
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En outre, pour garantir la négativité de 2V , il faut utiliser l’inégalité (2.90) pour choisir les gains 

 212121 , ,,, , ,, ,  nn  et n  à cause que 0)( ii zSz  et 0)( tv .  

Donc, on peut conclure que  

                                                                      .02 V                                                                 (2.95)                                                                                                                       

Ça implique que la dynamique de système est de stabilité exponentielle selon le théorème de 

stabilité de Lyapunov.   

La limitation de vecteur d’état ),,,,,( 21 znn xxxxx 
 

est garantie par la convergence 

asymptotique des erreurs [33].   

dq1  et dq2  sont bornés et les erreurs 1e  et 2e  sont exponentiellement stable, dont le vecteur d’état  

),,,( 242 nxxx   est borné, et ainsi le vecteur d’état ),,,( 1231  nxxx   est borné; ça preuve 

que l’origine de subsytème    est stable. 

Remarque 2: on note que la connaissance complète des limites i  et les fonctions iF  est n’est 

pas exigés. Les limitations peuvent être employées pour ces variables pour assurer un contrôleur 

non linéaire robuste sous l’effet de perturbations, bruits et de variations paramétriques. Les gains 

de la matrice 2K  doit être suffisamment grands pour valider l’équation (2.90). Les gains de 

contrôleur CDM sont choisis par l’utilisation de la proposition 2.    

 

 

 

 

Fig. 2.6 Schéma de contrôleur CDM-Backstepping 

2.6 Résultats de simulations  

Pour montrer la validité de l’approche proposée, l’algorithme de commande est implémenté en  

simulation pour la commande de robot manipulateur PUMA à 2 dll. Les valeurs des paramètres 

de son modèle sont prises les mêmes que dans le chapitre 1. Les matrices des gains sont positives 

et choisies diagonales: 

                                                       














)7.0 ,5.0( )  ,(

)5.0 ,8.0( )  ,(

)112 ,100( )  ,(

21

21

21







                                                       (2.96)                                                                           

 

Les gains 1 , 2 , 1 , 2 , 1  et 2  sont choisis positifs et vérifient les inégalités (2.90), ils sont 

ajustés par tâtonnement jusqu'à l’obtention de bonnes performances des trajectoires de sorties. 
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Les valeurs initiales des positions angulaires de robot sont nulles, Les résultats obtenus pour la 

commande de positions du robot sont donnés dans les figures 2.7, 2.8, 2.9 et 2.10. 

On peut voir sur les courbes que, le contrôleur assure une bonne convergence.  

Test 1 cas idéale 

A travers la figure 2.7 qui présente les résultats de simulations de la loi de commande CDM-

Backstepping en absence de perturbations, sans bruits de mesures et sans d’incertitudes 

paramétriques, nous constatons que l’approche assure un bon suivi de  trajectoire  sans 

dépassement et avec des commandes varient dans les limites physiques. 

Test 2 : robustesse aux perturbations externes  

Le contrôleur sera sujet à des entrées de perturbations qui seront ajoutées au vecteur de position 

angulaire. Les perturbations sont ajoutées aux positions au début de test. L’amplitude de ces 

perturbations sera  prise 
o20 , ou bien rad  0.3491)(1 td . Les résultats obtenus sont présentés sur 

la figure 2.8. Les positions angulaires de sorties sont presque similaires au cas idéal présenté 

dans la figure 2.7, alors qu'une légère augmentation de temps de réponse et une faible élévation 

de la commande. Les résultats de simulation indique que notre contrôleur CDM-Backstepping 

est capable de garantir les meilleures performances pour chaque articulation, de suivre 

exponentiellement la trajectoire désirée et rejet rapidement les perturbations.    

Test 3: robustesse aux bruits, perturbations externe et variations paramétriques 

Dans le troisième test d’évaluations de la robustesse de ce contrôleur, on ajoute au dernier test, 

des bruits blancs d’espérances nulles, et de covariances 50cov ,  et les variations paramétriques 

suivantes 

 des variations paramétriques sont introduites dans la deuxième liaison de masse kgm  5   

et de longueur  m.l 10   

 les frottements visqueuses et les frottements de coulomb sont ajoutées pour chaque 

articulation de robot, ils sont donnés par  ))((  5.1 )(2 2221 txsigntxbb ff   

Les résultats de simulations données par la figure 2.9 indiquent la forte robustesse de notre 

contrôleur aux bruits, perturbations externe et des variations paramétriques qui affectent les 

paramètres mécaniques de notre robot manipulateur. 

Test 4: changement de trajectoire désirée  

Pour tester la robustesse de la commande, les simulations sont exécutées sur le test 3 mais pour 

une trajectoire de forme (butterfly shape). A travers la figure 2.10 qui présente la poursuite de 

trajectoire sous différents perturbations, nous constatons que la trajectoire parcourue suit celle de 

référence. En effet les positions angulaires sont dans leurs domaines admissibles, nous pouvons 

observer des dépassements nuls au régime transitoire est des erreurs relativement faible, on peut 

dire que cette commande donne de bonne réponse en poursuite de trajectoire.  
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(a) Position désirée et position actuelle de la première articulation 

 

(b) Position désirée et position actuelle de la deuxième articulation 

 

(c) erreur de position de la première articulation 
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(d) erreur de position de la deuxième articulation 

 

(e) La commande de la première articulation 

 

(f) La commande de la deuxième articulation 
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(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 2.7 Résultat de simulation de contrôleur CDM-Backstepping pour le cas idéal 

 

(a) Position désirée et position actuelle de la première articulation 

 

(b) Position désirée et position actuelle de la deuxième articulation 
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(c) erreur de position de la première articulation 

 

(d) erreur de position de la deuxième articulation 

 

(e) La commande de la première articulation 
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(f) La commande de la deuxième articulation 

 

(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 2.8 Résultat de simulation de contrôleur CDM-Backstepping avec perturbations 

 

(a) Position désirée et position actuelle de la première articulation 
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(b) Position désirée et position actuelle de la deuxième articulation 

 

(c) erreur de position de la première articulation 

 

(d) erreur de position de la deuxième articulation 
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(e) La commande de la première articulation 

 
(f) La commande de la deuxième articulation 

 

(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 2.9 Résultat de simulation de contrôleur CDM-Backstepping avec perturbations,  

bruits et des variations paramétriques 
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(a) Position désirée et position actuel de la première articulation 

 

(b) Position désirée et position actuelle de la deuxième articulation 

 

(c) erreur de position de la première articulation 
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(d) erreur de position de la deuxième articulation 

 

(e) La commande de la  première articulation 

 

(f) la commande de la deuxième articulation 
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(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 2.10 Résultat de simulation de contrôleur CDM-Backstepping avec changement  

de trajectoire 

2.7 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présentés la technique de backstepping puis, nous avons 

développée l’idée de combiner deux techniques de commande pour améliorer les performances 

et d’assurer la robustesse. Plus précisément, nous avons considéré l’association des commandes 

PID non linéaire et la commande par backstepping puis la commande CDM non linéaires et la 

commande par backstepping. 

Pour tester ces deux techniques nous l’avons appliquées sur un robot à deux degrés de 

liberté, la technique de PID-Backstepping montre son efficacité dans le cas de présence de 

perturbation externe, les résultats obtenus sont encourageants et les erreurs de suivi sont 

acceptables, La commande est relativement élevée. Mais dans le cas de présence de variations 

paramétriques, les résultats de simulation ont montrés la limitation en performance de cette 

technique et une réponse instable est apparue. 

En vue d’améliorer les performances de cette approche nous proposons de remplacer le 

contrôleur PID par un contrôleur de type CDM pour assurer la robustesse contre les variations 

paramétriques.  

Les résultats de simulation de la commande de robot manipulateur ont montré l’efficacité 

de  l’approche CDM-Backstepping.  En  effet,  la commande  par  CDM-Backstepping  obtenue 

présente une bonne robustesse vis-à-vis de perturbations externes, bruits, le biais des paramètres 

et la poursuite de trajectoire. En plus, cette technique offre une méthode systématique pour 

garantit la stabilité exponentielle du système.   

 

 



 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Chapitre 3 

 

Commande par la méthode diagramme de carrée des coefficients    
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3.1 Introduction 

La motivation de cette approche est la limitation des techniques de commandes linéaires 

quadratiques LQR/LQG existantes, ces méthodes permettent de piloter un système linéaire à 

l'aide d'une combinaison linéaire des états du système, L'idée de ces approches est de positionner 

les valeurs propres du système en boucle fermée afin qu'un critère de performance quadratique 

soit minimisé [34]. Ce critère traduit l'énergie contenue dans l'état du système et dans sa 

commande. 

Le problème fondamentale de la commande LQR/LQG est la sélection des pondérations de 

critère de performance, en plus, quelquefois LQR et LQG ne fournit pas un contrôleur robuste 

pour la commande des systèmes. Dans ce qui suit, la commande par la méthode diagramme de 

carré des coefficients SCDM est proposée conjointement avec LQ dans laquelle la sélection des 

pondérations est présentée, la robustesse de contrôle sera testée en présence des perturbations, de 

bruits de mesures, de variations paramétriques de système et par le changement de trajectoire.   

3.2 La commande LQR 

La synthèse linéaire quadratique dénommée LQ ou LQR (Linear Quadratique Regulator) 

consiste  en  la  recherche  d’une  matrice  gain   Kg,   telle  que  la  commande  par  retour  d’état 

  ( )       Stabilise le système et minimise le critère quadratique 

On considère le système linéaire continu, invariant, régit par l’équation suivante : 

                                                                  








Cxy

BuAxx
                                                            (3.1) 

Où x est le vecteur d’état de dimension n  et u  est un vecteur d’entrée, A est la matrice d’état ou 

d‘évolution, B est la matrice de d’entrée ou de commande et C la matrice de sortie ou de mesure. 

L’élaboration de la commande LQR se fait par la minimisation d’un critère de performance J  

donné par la formule suivante : 

                                                          dtRuuQxxJ TT





0

)(                                                   (3.2) 

Où R  est une matrice symétrique de taille nn  et définit positive. Le signe de la matrice 

symétrique Q  n’est pas nécessaire, le premier terme représente les performances à poursuivie et 

le deuxième terme indique la minimisation de la puissance de commande.  

La matrice gain Kg optimale est donnée par : 

                                                                     
                                                              (3.3) 

Ou P est la solution de l’équation algébrique de Riccati 

                                                                                                               (3.4) 

L’obtention du gain Kg passe donc par la recherche de la solution P symétrique définie positive  
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de l’équation de Riccati qui doit être reportée dans l’équation (3.3).  

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3.1 schéma block de commande d’un système par LQR 

Le problème de sélection des matrices de pondérations Q et R est résolus par l’utilisation de 

l’algorithme de commande SCDM 

3.2.1 La matrice Hamiltonienne et la solution de Riccati 

Les pôles de système en boucle fermée avec retour d’état représentent les valeurs propres stables 

de la matrice Hamiltonienne H  [35] donnée par l’expression suivante :          

                                                   [
        

     
]                                                 (3.5) 

Avec H est une matrice de taille nn 22   

On suppose que les valeurs propres de la matrice Hamiltonienne H ne sont pas dans l’axe 

imaginaire, et elle a de n valeurs propre dans la partie gauche et n valeurs propre dans la partie 

droite de plan S. les n racines stable de polynôme caractéristique P(s) de système en boucle 

fermée corresponde aux n valeurs propres de la matrice   qui se trouve dans la partie gauche de 

plan S.  

Soit λ une valeur propre et V un vecteur propre associé à droite : 

                                                       [
  
  
]   [

  
  
]                                                   (3.6) 

Avec   (       )
 ,               et               

Alors le couple *     (  
     

 )+  est un couple de valeur propre et vecteur propre à gauche 

associé à la matrice  , c‘est-à-dire: 

                                              ,  
     

 -    ,  
     

 -                                               (3.7) 

Vérification : 

                                            [
        

     
] [
  
  
]  [

   
   

]                                           (3.8) 

C.à.d 

y  
0cy

_


               
Système 

 

Kg 
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                                                          (3.9) 

                                                                   
                                                          (3.10) 

Et 

        ,  
      

 - [
        

     
]  ,  

     
         

          
   -            (3.11) 

                             ,  
     

 - [
        

     
]  ,   

        
  -                                (3.12) 

Les    valeurs propres du système   sont symétriques        par rapport à l‘axe imaginaire (si 

   est valeur propre, alors     l‘est aussi)  

Si aucune des valeurs propres n‘est imaginaire pure, il y a   valeurs propres à partie réelle 

négative et   valeurs propres à partie réelle positive.  

Soit   la matrice diagonale de taille (   ) dont les éléments (             ) sont les 

valeurs propres à partie réelle négative. 

Soit   une matrice composée des vecteurs propres à droite associés à ces   valeurs 

propres,   est une matrice de dimension       : 

                                                                                                                             (3.13) 

                                          [
        

     
] [
  
  
]  [

  
  
]                                           (3.14) 

Donc 

                                                       {
      

          

      
       

                                                (3.15) 

Soit 

                                                                       
                                                               (3.16) 

Alors 

                (  
    )   

   (    
  )(   )  

    (           )  
   (3.17) 

C’est-à-dire que   vérifie l’équation de Riccati 

                                                                                                                   (3.18) 

3.2.2 Stabilité de la boucle fermée  

Le système linéaire de l‘équation (3.1), auquel on utilise le gain Kg décrit à l’équation (3.3) 

devient le système dynamique homogène suivant :  

   ̇ ( )  (         )  ( )                                                (3.19) 

Qui est stable si et seulement si toutes les valeurs propres de sa matrice d‘évolution sont dans le 
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demi-plan complexe gauche.  

De l‘équation (3.14) on obtient :  

                                                                                                                        (3.20) 

  
   (          )                                                   (3.21) 

                                                                    
                                                 (3.22) 

Les  valeurs  propres  de  la  matrice  d‘évolution  de  la  boucle fermée sont donc les coefficients 

(             ) de la matrice diagonale  .  

Ces coefficients sont les valeurs propres à partie réelle négative de la matrice hamiltonienne, 

donc le système est stable en boucle fermée. 

3.2.3 Générations de la commande et choix des pondérations  

Apres avoir défini les matrices       et   dans MATLAB, la commande     (       ) 

génère le calcul de la matrice  ; du moment que les performances de la commande dépendent 

fortement des valeurs numériques des coefficients des matrices de pondération, Le choix des 

matrices de pondération Q et R dans l’équation (3.2) se fait en fonction du comportement 

souhaité du système en boucle fermée. Plus la pondération Q sera grande, plus l'énergie de l'état 

x sera minimisée au bénéfice de l'énergie de la commande   qui sera donc maximisée, et plus la 

dynamique de la boucle fermée sera rapide. Au contraire, plus la pondération R sera grande, plus 

l'énergie de la commande   sera minimisée, et plus la dynamique de la boucle fermée sera lente. 

Il est intéressant de remarquer d‘abord que la multiplication des pondérations   et   par un 

même scalaire laisse inchangé le gain  . En effet, soit   la solution de l'équation (3.4) et soit le 

nouveau problème basé sur les pondérations        et       . On vérifie que         est 

solution de l´équation de Riccati, il est nécessaire de tenir compte de ce phénomène pour ne pas 

tourner en rond dans le processus de choix des pondérations. Sans restriction, les pondérations 

peuvent être choisies symétriques. Elles sont généralement choisies diagonales. Ainsi, on se 

ramène au choix de   scalaires pour l‘état et de   scalaires pour la commande. Voici une méthode 

simple de choix et de modification des pondérations en vue d‘aboutir à un correcteur satisfaisant.  

1. Au d´épart, on choisit généralement des pondérations égales aux matrices identité.  

2. Dans une seconde étape, on accélère ou décélère globalement le système en multipliant la 

matrice   par un scalaire   (accélération avec       et décélération avec      ), jusqu'à 

obtenir une dynamique moyenne adaptée.  

3. Dans le cas où certains états auraient des dynamiques trop lentes par rapport à d’autres, on 

peut choisir d’augmenter la pondération de   correspondant aux premiers.  

4. Dans le cas où certains actionneurs seraient trop sollicités par rapport à d’autres, on peut 

choisir d’augmenter la pondération de   leur correspondant.  

Les étapes 2, 3 et 4 peuvent être réitérées dans l’ordre souhaité jusqu’à obtenir un 

correcteur satisfaisant le cahier des charges. 
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3.3 Le polynôme caractéristique de la commande SCDM 

Le polynôme caractéristique de la commande CDM d’un système en boucle fermée est donné 

par l’équation suivante : 

                                              01
1

1 ...........)( asasasasP n
n

n
n  

                                   (3.23)
 

On obtient la relation suivante :  

                                                    ).det()1(
)().(

22
HIs

a

sPsP
n

n

n




                                     (3.24) 

Par conséquence si )(sP  est désigné par CDM, la matrice de pondération Q  peut être trouvée. 

Également, si Q  est spécifiée et la commande LQ est réalisée, )(sP  peut être obtenu. 

Pour un polynôme caractéristique )(sP  donné, )()( sPsP   est un polynôme en fonction de 

 2s  et désigné par )(PP  sera appelé le polynôme carré ( squared polynomial ) de )(sP , 

et )(sP  sera appelé le polynôme originale ( squared root polynomial ) de )(PP .  

                                                          )()()()( 2 PPsPPsPsP                                      (3.25) 

Si )(PP  n’as pas de racines réelles et positives, il existe un seul polynôme originale )(sP  

stable [36]. 

Puisque que le polynôme )(PP  est stable les coefficients de ces polynômes sont choisis 

comme suit : 

                                             



 

n

i

i
i

n
n

n
n saasasasasP

0
01

1
1 ....)(                          (3.26) 

                                    




 
n

i

n

qiqq

n

qn

n

qn aaaaaPP
0

01

4

1 ...........)(                 (3.27) 

                                                                           2
nqn aa                                                      (3.28) 

                              
2

11
2

11
2 )1(2............2 iii

m

ji

n
iiiiqi aaaaaaaa  


       (3.29) 

                                                                  





m

ji ij

n




)1(
221                                                 (3.30) 

Avec ),min( inim   

Les coefficients qia  de )(PP  sont exprimées en fonction des coefficients ia  et les indices de 

stabilité d’ordre supérieur ij
 
sont exprimés en fonction des indices de stabilité i .  
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Fig. 3.2 schéma block de commande d’un système par SCDM 

3.4 Implémentation de la commande SCDM  

L’implémentation de la commande SCDM, pour la commande d’un système nécessite la 

réécriture de système sous forme d’équation polynomiale suivante [36]. 

                                                                 usBysA pp )()(                                                       (3.31) 

Avec  nc

nc uus   

L’objectif de la commande LQR est de minimiser toute déviation avec un effort de commande 

minimale, il est formulé par la fonction de cout suivante : 

                                                   dtyquqJ
np

i
iy

nc

i
iu ii

)(
1

0

2

0
0

2
 








                                           (3.32) 

Où uiq  et yiq  sont des scalaires constantes et np  est l’ordre de )(sAp . La pondération de la 

matrice Q  est exprimé par : 

                                   ) ..............   .......  (
012012 1 yyynpyuuuu qqqqqqqqdiagQ

npncnc  
                  (3.33) 

Les matrices de pondération de poids sont données comme suit : 

                                            )()()()()(  PyPu BBQAAQPP                                    (3.34) 

                                                    





npnc

i

i
qi

asPsPPP
0

)()()(                                         (3.35) 

                                                      



np

i

i

qpp i
apsAsAAA

0

)()()(                                     (3.36) 

                                                        



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i

i

qpp i
bsBsBBB

0

)()()(                                      (3.37) 
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                                                                  



nc

i

i
uu i

qQ
0

)(                                                    (3.38) 

                                                                 





1

0

)(
np

i

i
yy i

qQ                                                   (3.39) 

Tel que, mp  est l’ordre de numérateur )(sB  de la fonction de transfert de système. Dans cette 

approche, si )(PP  est obtenu par l’application de la commande SCDM, les polynômes des 

pondérations  )(uQ  et  )(yQ  peuvent être obtenus. 

3.5 Application de la commande SCDM au robot manipulateur 

Le polynôme caractéristique pour les deux contrôleurs de robot après l’application de la 

commande CDM est donné comme suit : 

                                                          242.328.1)( 23  ssssP                                           (3.40) 

Dans la structure de commande SCDM, les expressions de polynôme carré caractéristique de 

robot en boucle fermée sont donnée par  

                                                 42.317.063.1)( 23  PP                                         (3.41) 

L’algorithme de CDM nous donne la relation suivante  

                                                            ))((
)(

1
ysB

sA
u                                                       (3.42) 

Donc on peut déterminer les polynômes Ap(s) et Bp(s) comme suit : 

                                   )2.342()()()( 22

21 ssskskksBsA op                         (3.43) 

                                                           sslsAsBp 28.1)()( 1                                              (3.44) 

Et ainsi, on détermine les polynômes  AAp(s) et BBp(s) 

                                                        
224.102.34)(  pAA                                           (3.45) 

                                                                6384.1)( pBB                                                  (3.46) 

Donc     

                                                                        

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
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
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                                                            (3.47) 

                                                               
10

)( uuu qqQ                                                     (3.48) 

                                                               
10

)( yyy qqwQ                                                     (3.49) 
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                                     )6384.1)(()24.102.34()(
100

2   yyu qqqPP                 (3.50) 

En utilisant la formule (3.41) et leur comparaison par l’équation (3.50), on trouve la matrice Q  

                                                       





















63.124.10

17.06384.12.324.10

2.36384.142.3

44

1

110

000

0

u

yuu

yuu

u

q

qqq

qqq

q

                               (3.51) 

On trouve les coefficients de la matrice de pondération  

                                                                      



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
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
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                                                   (3.52) 

Donc la matrice Q est donnée comme suit  

                                                





















1000

00.1592-00

000.3886-0

0004571.6

Q                                       (3.53) 

3.5.1 Résultat de simulation 

Les performances sont évaluées par le biais d’une simulation numérique dans les mêmes 

conditions de fonctionnement présentées dans les sections précédentes sous l’environnement 

Matlab/Simulink. 

Dans cette partie, nous présentons les résultats de simulation relatifs à l’application de lois de 

commande développée ci-dessus à la commande du modèle dynamique du robot. Les valeurs  

des paramètres du modèle, utilisées dans les différentes simulations sont celles données dans le 

chapitre 1. Nous avons effectué quatre simulations en imposant des trajectoires de référence 

circulaire dans les trois premiers tests illustrés par les figures 3.3, 3.4 et 3.5, et de trajectoire de 

référence sous forme (butterfly shape) dans le quatrième test, figure 3.6.  

Test 1 : cas idéal 

Le premier test simulé est réalisé en l'absence de perturbations externe, sans variations 

paramétriques et sans bruits. 

Comme nous pouvons le constater sur la figure 3.3, la commande par SCDM a permis 

d’optimisée considérablement la commande selon son critère de performance tout en préservant 

les avantages principaux de la commande CDM à savoir : la précision, le temps de réponse 

imposé, une commande optimale et la stabilité et la robustesse. En effet, nous avons obtenu une 

bonne précision dans la poursuite des trajectoires de référence, réponses rapides et des 

dépassements nuls.  
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Test 2 : robustesse aux perturbations externes  

Pour  mettre  en  évidence  la  robustesse  de  ce  type  de  commande  nous  avons  ajoutés  des 

perturbations externes au robot. La figure 3.4 montre que cette augmentation n’a pas d’effet 

considérable sur les performances de commande. Cette figure montre une poursuite de trajectoire 

satisfaisante avec des erreurs de faibles valeurs, donc le robot tend vers ces postions désirées. 

Test 3: robustesse aux bruits, perturbations externe et variations paramétriques 

Afin de tester la robustesse vis à vis des bruits, des perturbations externes et de variations 

paramétriques, on présente les résultats de simulation du comportement dynamique des positions 

pour les cas suivants 

 Introduction des bruits blancs d’espérances nulles, et de covariances 50cov , , et des 

perturbations externe de 
o20  aux positions angulaire 

 Variation de la masse et de la longueur de la deuxième liaison de kgm  5   et de longueur 

 m.l 10   respectivement 

 Variation des frottements visqueuses et des frottements coulomb des deux articulations 

avec  ))((5.1 )(2 2221 txsigntxbb ff    

La variation de la masse, la longueur et les frottements influent légèrement sur la dynamique des 

positions et la poursuite de trajectoire. On constate que ce régulateur est très robuste. 

Test 4: changement de trajectoire désirée  

Dans ce test, nous nous intéressons à la robustesse de contrôleur SCDM et sa capacité d’assurer 

la stabilité du système au changement de trajectoire par une trajectoire de forme (butterfly shape) 

avec plusieurs types de perturbations, soit au niveau des signaux mesurés (bruits), soit au niveau 

du modèle mathématique considéré (variations paramétriques) et des perturbations externes. La 

figure 3.6 montre les performances de contrôleur SCDM lors de changement de trajectoire et 

l’utilisation de test 3, Les courbes de positions montrent que toutes les grandeurs se stabilisent 

après un temps de réponse satisfaisant, sans présence de dépassements et faible erreurs de 

poursuite. On remarque que les réponses sont très satisfaisantes et que les commandes sont 

optimales. 

 
(a) Position désirée et position actuelle de la première articulation 
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(b) Position désirée et position actuelle de la deuxième articulation 

 

(c) erreur de position de la première articulation 

 

(d) erreur de position de la deuxième articulation 
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(e) La commande de la première articulation 

 

(f) La commande de la deuxième articulation 

 

(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 3.3 Résultat de simulation de contrôleur SCDM pour le cas idéal 
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(a) Position désirée et position actuelle de la première articulation 

 

(b) Position désirée et position actuelle de la deuxième articulation 

 

(c) erreur de position de la première articulation 
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(d) erreur de position de la deuxième articulation 

 

(e) La commande de la première articulation 

 

(f) La commande de la deuxième articulation 
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(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 3.4 Résultat de simulation de contrôleur SCDM avec perturbations 

 

(a) Position désirée et position actuelle de la première articulation 

 
(b) Position désirée et position actuelle de la deuxième articulation 
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(c) erreur de position de la première articulation 

 

(d) erreur de position de la deuxième articulation 

 

(e) La commande de la première articulation 
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(f) La commande de la deuxième articulation 

 
(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 3.5 Résultat de simulation de contrôleur SCDM avec perturbations, 

bruits et variations paramétriques 

 
(a) Position désirée et position actuelle de la première articulation 
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(b) Position désirée et position actuelle de la deuxième articulation 

 

(c) erreur de position de la première articulation 

 

(d) erreur de position de la deuxième articulation 
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(e) La commande de la première articulation 

 

(f) La commande de la deuxième articulation 

 

(g) Poursuite de trajectoire 

Fig. 3.6 Résultat de simulation de contrôleur SCDM avec changement de trajectoire 
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3.6 Conclusion  

Cette étude présente la formulation de la commande de robot par la structure de l’approche 

algébrique. Dans cette approche la conception de contrôleur tient en considération la 

spécification des performances et la contrainte imposée au contrôleur. Dans la commande CDM, 

la spécification des performances se traduit par quelque paramètres comme l’indice de stabilité 

i , la limite de stabilité 
i  et la constante de temps  , ces paramètres de commande 

déterminent les coefficients de polynôme caractéristique qui sont en relation avec les paramètres 

de contrôleur de forme algébrique.  

L’extension de la commande CDM à la forme carrée SCDM se fait par l’introduction de la 

structure LQR, la structure proposée assure la stabilité, la robustesse et l’optimalité de la 

commande et validé par l’application des perturbations externe, de bruits, de variation 

paramétrique et de changement de trajectoire sur le robot manipulateur. 
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Etude comparative des commandes développées 
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4.1. Introduction 

Dans ce chapitre nous allons présenter les résultats des simulations issus des approches de 

commande en présence de differents perturbations. Nous faisons ensuite une interprétation et une 

étude comparative des résultats de simulation de ces commandes. 

Toutes les simulations ont été faites à l’aide du logiciel de programmation Matlab qui reste un 

outil de calcul très puissant. 

4.2. Comparaison des lois de commande 

Dans un but comparatif, les différentes approches de commande étudiées auparavant sont 

testées sur le modèle du robot manipulateur PUMA en présence de differents perturbations. La 

procédure de comparaison consiste à comparer les performances de ces lois de commandes [36]. 

La considération de ces performances, se résume dans les quatre test suivants : 

Les paramètres associés aux commandes, sont déterminés en simulation par ajustement. Un 

choix convenable de ces paramètres achève la stabilité du système en boucle fermée. 

Les essais de simulation qui suivent sont effectués dans les mêmes conditions pour chaque 

technique de commande, Plusieurs remarques sont à faire au sujet des résultats de simulations, 

ces derniers sont donnés sur le Tableau 4.1 et 4.2. 

La considération de ces performances, se résume dans les quatre test suivants : 

Test 1 

Les résultats de simulations de toutes les techniques de commande sont représentées sur les 

figures 4.1, On constate que les consignes de positions sont atteintes en 1 s, 1.2 s, 1.3 s et 1.5 s 

pour les commandes CDM-Backstepping, SCDM, CDM et PID-Backstepping respectivement. 

Les techniques de commande linéaire CDM et SCDM donne des commande forte lorsque le 

temps de réponse choisis faible et vice versa, tandis que les commandes non linéaire CDM-

Backstepping puis PID-Backstepping montre de commande satisfaisante qu’ils sont impossible 

d’obtenir par les approches classique.  

Les résultats ont montrés que la commande CDM-Backstepping donne de très bonne 

performance (dépassement nul, réponse rapide, erreur très faible et stabilité exponentielle). 

L’un des objectifs de l’approche CDM-Backstepping est ainsi atteint. L’integration de 

Backstepping avec CDM a permis d’éviter les commandes puissantes obtenu par l’utilisation de 

la commande CDM 

Test 2 

La figure 4.2 montre que même en présence de perturbation due à une augmentation de 20° de la 

position angulaire, les techniques de commande arrivent à commander le robot avec une 

augmentation dans le temps de réponse et de la puissance de commande.  

On conclure que la commande CDM-Backstepping garde les meilleures performances 
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Test 3 

Nous présentons les résultats de simulations de ce test après l’introduction au test 2  des 

variations  paramétriques  sur  la  deuxième  liaison,  on  ajoute  une  masse  de   kgm  5    et  on 

augmente la  longueur de  m.l 10   ensuite des frictions visqueuses et des frictions coulomb sont 

ajoutées pour chaque articulation de robot, ils sont donnés par l’équation

))(( 5.1 )(2 2221 txsigntxbb ff  . 

La commande CDM-Backstepping est la plus robuste et la commande SCDM est plus robuste 

par rapport à CDM, La commande PID-Backstepping présente une réponse instable lorsque le 

robot subisse ces variations paramétriques. 

Test 4 

Les techniques de commande sont testées dans une situation de changement de trajectoire 

circulaire par une trajectoire de forme (butterfly shape) et on applique les différents 

perturbations, de variation paramétrique et de bruit donnés dans le test 3. 

Dans cette situation, on constate que la loi de commande CDM-Backstepping donne les 

meilleures performances par rapport aux commande SCDM CDM, cependant  La commande 

PID-Backstepping présente une réponse instable.  

on peut conclure bien l’apport bénéfique de la commande CDM-Backstepping en régime 

transitoire qu’en permanent. l’allure de la commande est nettement la plus satisfaisante si nous la 

comparons par les autres allures. Cette commande présente de réponse rapide sans dépassement 

et présente la stabilité exponentielle. 

Ces tableau résume la comparaison entre différentes commandes selon leurs performance et 

robustesse: 

              Critère           

 

Commande 

Temps de 

réponse 

 

Erreur de 

trajectoire 

énergie dépassement stabilité 

CDM Rapide 

1,3 s 

Faible 

 

Grande Nulle 

 

Asymptotique 

 

PID-

Backstepping 

Assez rapide 

1,5 s 

Faible 

 

Faible 

 

Nulle 

 

Asymptotique 

 

CDM-

Backstepping 

Très rapide 

1 s 

Très faible Faible 

 

Nulle 

 

Exponentielle 

 

SCDM Rapide 

1,2 s 

Faible 

 

Moyenne 

 

Nulle 

 

Asymptotique 

 

Tableau 4.1 Comparaison des diffferent commandes selon leur performance 
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                   Test 

 

Commande 

 

Perturbations 

externe 

 

Bruits de  

mesure 

 

Variations 

paramétriques 

 

changement  

de trajectoire 

 

CDM 

 

rejet 

réponse rapide 

 

rejet 

 

 

rejet 

Forte commande  

 

Poursuite 

 

 

PID-Backstepping 

 

rejet 

 

rejet 

 

Instabilité 

    

 

Instabilité 

 

CDM-Backstepping 

rejet 

faible 

commande 

réponse rapide 

rejet 

faible 

commande  

rejet 

 

 

poursuite 

 

 

SCDM 

 

rejet 

réponse rapide 

 

rejet 

 

rejet 

forte commande 

 

poursuite 

 

Tableau 4.2 Comparaison de différentes commandes selon leur robustesse 

 

(a) Positions de la première articulation pour les différents contrôleurs 
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(b) Positions de la deuxième articulation pour les différents contrôleurs 

 

(c) erreurs de positions de la première articulation pour les différents contrôleurs 

 

(d) erreurs de positions de la deuxième articulation pour les différents contrôleurs 



Chapitre 4                                                             Etude comparative des commandes développées  

82 

 

 

(e) les commandes de la première articulation pour les différents contrôleurs 

 

(f) les commandes de la deuxième articulation pour les différents contrôleurs 

 

(g) Poursuite de trajectoire pour les différents contrôleurs 

Fig. 4.1 résultat de simulation de cas idéal pour les différents contrôleurs 
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(a) Positions de la première articulation pour les différents contrôleurs 

 

(b) Positions de la deuxième articulation pour les différents contrôleurs 

 

(c) erreurs de positions de la première articulation pour les différents contrôleurs 
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(d) erreurs de positions de la deuxième articulation pour les différents contrôleurs 

 

(e) les commandes de la première articulation pour les différents contrôleurs 

 

(f) les commandes de la première articulation pour les différents contrôleurs 
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(g) Poursuite de trajectoire pour les différents contrôleurs 

Fig. 4.2 résultat de simulation avec perturbations pour les différents contrôleurs 

 

(a) Positions de la première articulation pour les différents contrôleurs 

 

(b) Positions de la deuxième articulation pour les différents contrôleurs 
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(c) erreurs de positions de la première articulation pour les différents contrôleurs 

 

(d) erreurs de positions de la deuxième articulation pour les différents contrôleurs 

 

(e) les commandes de la première articulation pour les différents contrôleurs 
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(f) les commandes de la deuxième articulation pour les différents contrôleurs 

 
(g) Poursuite de trajectoire pour les différents contrôleurs 

Fig. 4.3 résultat de simulation avec perturbations, bruits et variations paramétriques 

pour les différents contrôleurs 

 
(a) Positions de la première articulation pour les différents contrôleurs 
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(b) Positions de la deuxième articulation pour les différents contrôleurs 

 

(c) erreurs de positions de la première articulation pour les différents contrôleurs 

 

(d) erreurs de positions de la deuxième articulation pour les différents contrôleurs 
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(e) Les commandes de la première articulation pour les différents contrôleurs 

 
(f) Les commandes de la deuxième articulation pour les différents contrôleurs 

 
(g) Poursuite de trajectoire pour les différents contrôleurs 

Fig. 4.4 résultat de simulation avec changement de trajectoires pour les 

différents contrôleurs 
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4.3 Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons présenté les résultats de simulation des différentes approches 

de commande appliquées au robot PUMA en présence de perturbations, bruit variation, 

paramétrique et changement de trajectoire. 

La comparaison entre ces résultats de simulation en se basant sur critères de performances 

et de robustesse, nous a montré que l’introduction de Backstepping dans la commande par la 

méthode de diagramme des coefficients ressemble les performances de CDM et de Backstepping 

et donne des performances meilleures et plus de robustesse en comparaison avec les autres 

commandes.  
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Conclusion Générale 

Nous avons  fait le développement de différentes techniques de commandes linéaire et non 

linéaire, une linéarisation exacte de système a été élaborée pour réaliser les commandes CDM et 

SCDM qui sont conçus pour des systèmes linéaires. 

On peut dire que toutes les commandes linéaires CDM et SCDM sont robustes contre les 

différentes perturbations et que la commande SCDM donne les meilleures performances par 

rapport à CDM et assure la stabilité, la robustesse et l’optimalité de la commande.    

En prélude à la conception des différentes lois de commande par backstepping, une 

représentation d'état respective pour chaque conception s'est avérée nécessaire. Cette façon de 

faire est incontournable à notre avis car, c'est par ce biais que nous pouvons ressortir les formes 

du backstepping telles que nous avons voulu les exploiter. La conception des deux lois de 

commandes CDM-Backstepping et PID-Backstepping, qui tient absolument compte des formes 

précitées ci-dessus et, nous fait ressortir d'une manière ou d'une autre le caractère original de nos 

recherches comme cela est spécifié ci-dessous. 

Ces deux lois de commande sont développées par la combinaison du backstepping et de 

l’algorithme de commande par la méthode de diagramme des coefficients et la commande 

proportionnelle, intégrale et dérivé PID respectivement. Ces méthodologies sont caractérisées 

par l'exploitation du backstepping et de l'introduction d'une fonction candidate de Lyapunov. Le 

fruit des différentes lois de commande obtenu a fait l'objet des simulations numériques. Les 

résultats des simulations obtenus dans son ensemble sont assez concluants, Le choix des matrices 

de gains de loi de commande CDM-Backstepping à permet le suivi de positions en présence de 

perturbation externe, bruits et avec des variations paramétriques, tandis que des limites sont 

observées au niveau de la deuxième loi de commande est que le système ne supporte pas des 

variations paramétriques et donne des réponses instables.  

Par une étude comparative de ces techniques de commande, nous avons évalué les 

avantages et les inconvénients de chaque technique de commande. Ainsi, nous avons constaté 

que la technique de commande CDM-Backstepping présente les meilleures performances aussi 

bien que pour les tests classiques d’évaluation de la commande que pour les tests de robustesse.     

Enfin, nous terminons ces travaux par la présentation d’axes de recherche très intéressants 

qui peuvent faire l’objet  d’investigations dans le futur :  

 

-L’optimisation des paramètres du contrôleur CDM-Backstepping, 

-Le développement de la commande CDM/floue, 

- Mise en œuvre expérimentale des techniques de commandes développées.  
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  Annexe  

  Théorèmes fondamentaux 

 

1. Stabilité ordinaire : 1
ere

 théorème de Lyapunov  

 Enoncé 

La condition suffisante pour qu’un équilibre défini par ),( tXFX   avec 

0),0( tF F(0,t) = 0 soit stable est qu’il existe une fonction ),( tXV  définie positive, telle 

que sa dérivée totale par rapport au temps, ),( tXV , ne soit pas positive. 

 Hypothèses 

 ),( tXV  définie positive 

 ),( tXV , non positive. 

2. Stabilité asymptotique : 2
ème

 théorème de Lyapunov 

 Enoncé 

La condition suffisante pour qu’un équilibre défini par ),( tXFX   avec 0),0( tF  soit 

asymptotiquement stable est qu’il existe une fonction ),( tXV  définie positive  et 

décroissante telle que sa dérivée totale par rapport au temps ),( tXV , soit définie 

négative. 

3. Stabilité asymptotique globale (théorème de Barbashin et Krasowski) 

 Enoncé 

La condition suffisante pour qu’un équilibre, défini par ),( tXFX   avec 0),0( tF soit 

globalement asymptotiquement stable est qu’il existe une fonction de Lyapunov ),( tXV  

définie positive dans tout l’espace des mouvements, décroissante et dont la dérivée totale 

par rapport au temps le long de la trajectoire soit définie négative. 

4. Théorème de la Salle 

 Enoncé 

Soit )(XFX  , l’équation d’état d’un système autonome, et )(XV  une fonction scalaire 

dont les dérivées premières partielles sont continues. Supposons que : 

 Pour un nombre 0l  quelconque, la région l  définie par lXV )(  soit limitée. 

 lV   pour tout lX  . 

Soit R , l’ensemble de tout les points de l  ou 0)( XV , M  la réunion de tous 

les ensembles invariants de R . 

Alors toute solution ),,( 00 tXtp  prenant naissance dans l  tend vers M  quand t  

tend vers l’infini. 

Si de plus 0V  X  et )(XV  avec x , alors les trajectoires tendent 

globalement asymptotiquement vers M  quand t  tend vers l’infini. 
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5. Lemme de Barbalat 

 Enoncé 

Si une fonction dérivable )(tf  a une limite finie quand t , et si )(tf  est 

uniformément continue, alors (condition suffisante) : 

0)( tf  si 0t  
Application aux fonctions de Lyapunov 

Si une fonction scalaire V (X ,t) satisfait : 

  ),( tXV  limitée inférieurement 

 ),( tXV  semi–définie négative 

 ),( tXV continue en t 

alors 0),( tXV  si 0t . 

6. Théorèmes de Lyapunov sur l’instabilité 

 Théorème 1 (espace d’état) 

 Enoncé 

La condition suffisante pour que l’équilibre défini par ),( tXFX   avec 0),0( tF  soit 

instable est qu’il existe une fonction )(XV  telle que : 

 )(XV  soit continue ainsi que ses dérivées premières dans un voisinage h  de 

l’origine 

 0)0( V  à l’origine, non définie négative ou semi-définie positive dans h  

 )(tV  définie positive le long de la trajectoire 

 Théorème 2 (espace d’état) 

 Enoncé 

La condition suffisante pour que l’équilibre défini par ),( tXFX   avec 0),0( tF F(0,t) 

= 0 soit instable est qu’il existe une fonction )(XV  telle que : 

 )(XV  s’annule à l’origine, 0)0( V  et existe dans un voisinage h  de l’origine. 

 Le long de la trajectoire )(tV  est de la forme )()()( XWXVtV    ou 0  et 

)(XW  semi– définie positive. 

 )(XV  n’est pas définie ou semi–définie positive dans h . 

7. Théorème de Persidski ( espace des mouvements ) 

 Enoncé 

La condition suffisante pour qu’un équilibre défini par ),( tXFX   avec 0),0( tF soit 

instable est qu’il existe une fonction ),( tXV  telle que : 

 ),( tXV  soit définie positive 

 )(tV  soit semi-définie positive le long de la trajectoire 

 ),( tXV  décroissante uniformément avec t  
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8. Théorème de Weierstrass: 

Soit ]),([ baC  l'ensemble des fonctions à valeurs réelles définies et continues sur 

l'intervalle ],[ ba , la norme utilisée de ]),([ baCf   est donnée par )(max tff  parfois 

appelée norme de convergence ou norme de Tchebycheff.  

Soit P  l'ensemble des polynômes de degré arbitraire qui forme un sous espace vectoriel 

de ]),([ baC .  

K. Weierstrass (1885) a démontré le théorème fondamental suivant: 

Théorème: 

Le sous espace P  de polynômes est dense dans l'espace ]),([ baC  des fonctions 

continues, ]),([ baCP   

Autrement dit, pour toute fonction ]),([ baCf   et pour tout 0 , il existe un polynôme 

Pp  tel que 

 )()( xpxf , ].,[ bax  
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 ملخص

الرزاع الآلي هن الدزخة  للححكن في  ىٌ اسحعساض اسحخدام جقنيات الححكن القٌي الخطية ً اللاخطية الأ طسًحة ىره هن اليدف

الححكن القٌي   ً ذلك بحطبيق  ًضعية الرزاع الآلي  جن الححكن في  الديناهيكي  بالنوٌذج  الحسية الثانية , بعد جوثيل الرزاع الآلي

بطسيقة  الحساخعي  الححكن ,الححكن الحساخعي الحناسبي الحكاهلي الاشحقاقي  ,بطسيقة هخطط الوعاهلات     ً  هلاتالوعا   هخطط 

ذلك جحث جأثيس   ً  نداعة ىره الحقنيات  بحقيين هدٍ  عليو سوحث  النحائح الوحصل  ,الوسبعة هخطط الوعاهلات  بطسيقةالححكن 

                                                                                                                              الوؤثسات الخازخية

الححكن  ,الححكن الحساخعي الحناسبي الحكاهلي الاشحقاقي ,الححكن بطسيقة هخطط الوعاهلات ,الرزاع الآلي : مفتاحيهكلمات 

  .                     كن بطسيقة هخطط الوعاهلات الوسبعةالحح ,الحساخعي بطسيقة هخطط الوعاهلات

 

Résumé 

L’objectif de cette thèse est la synthèse des techniques de la commande robuste linéaire et non 

linéaire dans la commande d’un robot manipulateur de deux degrés de liberté. Après avoir 

modélisé le robot, nous avons commandé la position de robot. Ainsi nous avons appliqué  la 

commande robuste par la méthode de diagramme des coefficients (CDM), PID-Backstpping 

CDM-Backstepping et la méthode de diagramme de carrée des coefficients (SCDM).  Les 

résultats de simulation obtenus ont permis l’évaluation des performances de ces techniques pour 

le maintien des objectifs de réglage en présence de  perturbations, de bruits et de variations 

paramétriques. 

Mot clé : Robot, diagramme des coefficients, Backstepping, la commande proportionnelle 

intégrale et dérivative, diagramme de carrée des coefficients. 

Abstract  

The aim of this thesis is the synthesis of robust linear and non-linear control techniques in the 

control of the robot manipulator of second degree of freedom. We have controlled the position of 

the robot by coefficient diagram method controller, PID-Backstepping, CDM-Backstepping and 

squared coefficients diagram method. The obtained simulation results allowed highlighting the 

properties of the developed techniques in the presence of perturbations, noise and parametric 

variations. 

Key word: Robot, coefficient diagram method, Backstepping, proportional integral and 

derivative controller, squared coefficients diagram method. 
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