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gopartient A.
guelgue soit.

1i sxiste, _
optimum: indigue uUn minimum ou un MA N 1M,
Min fCx) = - Max (- fCx)).
matrice transposée de la matrice A.
:roduit scalaire des ?cheurz 2Bt v, .

gradient total de F{x}).

[}

rafiest oartismiode £4w) .

vecteur w.

vecteur x-y.

Norme. _ ,
voisinags de u.

f est differentiable une fois =2t continue sur C.
¥ est différentiable deux fois et continue sur C.

matrice hessienne: matrice des dérivécss secondes.

Cesperance matheématigus de x.,

reterentiel. espace des éprsuves ou aes resultats
co=sibles. i

point =lament ou &prsuve.

enzemble de tous legs evénemonts li1ds & i"expsrisnce.
gzpace des probahbil:itsas.

mesure de probabilité correspongdants,

rectaur des narametres aléatorres,

i Eme composante du vecteur §.

i"ebsarvaticon 1 du vecieur 7.

i eme composante de 1z 1 iéme ohssrvation du vecteur
& a 17it&ration k.

nombre d ochservationes.
d

nombre itérations.

pas de deéplacement & 17 itsration k.
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Ifntroduction

INTRODUCTION

Un'grand nombre de problémes économiques de décision sont sujets &
des phénoménes aleatoires. Nous pouvens citer entre autres, les
problémes de ge=tion de pruductiun 2t des stocks, diéconomie

politigque, de transport, etc...

Dans les problémes de programmmation mathématique déterministes, lecs
données sont supposées parfaitement définies. Or en pratique, ceci
n‘est pas souvent vérifie. Ainsi, nous ne pouvons pas  déefinir  avec

exactitude les prix du marché par exemple.

La guestion qui se pose alars est:

Les modeles déterministes sont—ils applicables dans te cas? sinon

dans quels cas ie seront-ils?

Four ces problemes de décision 1l sera essentiel de definir:

— Les phéenomén=ss aleatoires et leur{s) influence(s) sur 1la
décision. | ’ _ —

- Le(s) modelei(s}) mathématigue(s) adéquat (s}, capablé(g) de tenir
compte du phenoméne aleatoire.

. — La politique optimalse pour wune version déterministe de ces
modéles. |
— les guantités d7 informations nécessaires sur les distributjions ds

probabilités, afin d7établir une sclution Dptimalef

Définition d’un programme mathématique stochastique:

Soient 1%ensemble des réels R” =t © un sous—ensemble de Eﬁ.

Soit ¥ une fonction de Rn dans [E.

Soit g , 1 € 1, une fonction de R dans R. I ensemble d° indices €ini.
b S R .
Soit enfin le programme mathématique déterministe formulé comme suits

I1 ="agit de trouver XS tel que FOX) = opt {f (X}
: Yet -
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D={XeR" / g (X)<03

L 3

Supposons, maintenant, que la fonction £(X) ou que les fonctions
g. (X} contiennent des paramétres aléatoires. Soit £ ie vecteuwr de

ces paramétres, ¥ de dimension d {(dsnl.

11 é’agira alors de trouver X e S-tel que F(i) = opt {FX, 02}

X5

on
S=1m D .

) i
N ie1
avec

i

Di={Xe|R/gi(X,§)SO}

et ¥  (OQ,F{Y),.p), espace de probabilités.

ta thEur1E de la décision et lanalyse statistique ont montré que
pour ce type de probléme, la fonction objectif est exprimes comme

étant 17esperance mathematique de la fonction a optimiser:
F{Xi= E[ ¥(X,E}]
F(X) = J F,F (w)) Pidiw))

0o © est 1’sspace de probabilités

F est la mesure de orobabilités correspandante

le programme stochastique s ecrit comme suit:

Trouver X85, ﬁan, qui optimicse F (X}

Soit encore opt F(X) = apt J F AL E (W)) FPddm))

'3



Introductiocn : ’ ‘ 3

Le progamme 5tochastique 85t exprimé& en termes d’intégfaie5
muitiples; Ainsi, il peut-&tre résolu en #aisant appel & - des
routines de programmation non linéaire en «combinaison avec des
routines d’intégfatiun multiple, pour évaluer la fonction f et sdn

gradient (ou spous—gradient selon le cas).

Cependant, les rnutiﬁes d’integration disponibles sont A une -
dimension. A deux,'dimensiuns, commencent a apparaitre certaines
difficultés numérigues { prbblémes_de convergences, propagaticon des
erreurs, augmentation du temps de calcul,..) 3 pour la dimension
trois, les routines disponibles sont rapportées uwniguement a

certains cas spéciaux.

En effet, les problémes impliguent socuvent un nombre de variables
aléatoires allant de 5 & 180, ce qui rend impossible 1°utilisation

de ces routines.

Beaucdup d"efforts de recherche ont &té& conduits dans ce sens afin
d*élaborer des routines d’intégratiohs multiples gui reposent

surtout sur les technigques d’échantil lonnage; ceci impligque

nécessairement une génération de nombres pseudo ou quasi-aléatoires.

Bien gue ces recherches ne soient pas abondonnges ([SZA 8461 [GAS 841
LNIE 861) on s’oriente beaucoup vers 17 élaboration de procédures de
solutions pour l'optimisation stochastique. Ces procédures ﬁeuvent

Btre divisées en deuX catégories :

- Methodes de descente, reposant sur des divections dé{erminées

par des estimations stochastiques du sous-gradient de F.

— Methodes d’approximations qui remplacent la distribution originale
F par une nouvelle distribution plus simple du point de vue

numérique.

Tnutefois, ﬁnus pourvions considérer ‘Une métﬁode de résolutimn,
‘ s’inépirant des travaux etablis en programmation lin€aire
stochastique: La méthode passive ou du "Wait and See”. Elle
consiste & etudier le comportement de'-l’apfimum sous l"efiet
aléatoire des paramétfes. C'est rcette derniére méthode qui fera

1’objet de notre &tude.



Introcduction . o ;‘ 4

Far cette ¢&tude, nous espérons étahii? l'existence d’une loi
probabiliste générale gerant 1le comportement de 1’Dptimum. Ce -
résultat peut &tre interressant lorsque le coitdes méthodes actives
devient trop élevé ou gue leur applicaticon est trnp complexe. Le
décideur pourra alors disposer d’informations nécessaires pour la
decision telles que la moyenne et la variance et méme la Ioi ‘de

distribution de 17optimum.

L’étude s’articule sur trois chapitres et est mehée de 1a maniére

suivante:

Dans le chapitre I nous présentons  wun eétat de 17art en
programmation mathématique et en particulier en programmation
déterministe gui nous permettra d°intyoduire la programmaticon

stochastique et de mieux la comprendre.

Le chapitre Il est une rétrospective des travauy réalisés en matidre
de programmation stochagtiqué. Nous passoms 2n revue les différentes
approches de résolution des problémes de-ﬁrngrammatiun stochastigue
de mEme gue nous intraduirnns'l’&pp'ache du Wait and Ses gui Faﬁt

1’objet de notre &tude.

Le chapitre III détinit la méthodologie de travail. Deux vari

a
sont exposées et leurs résultats numériques sont donnés et analysés.

Enfin nous concluons par gquelques suggestions destinéezs & améliorer

.et enrichir notre é&tude.



' CHAPITRE 1.

GENERALITE SUR LA FROGRAMMATION DETERMINISTE

PR



Generalités sur 1la programmation mathématigue ’ - S

1.1: INTRODUCTION:

L?approche scientifique, pour la prise -de décision, est appellée

"RechercheHOpérationnelleS_[BRAA?7]._Lam_pfugtammatinnmnmathématjque_

- constitue 1’élément le piué utilisé dans ce domaine.

En 1947, lorsque B.DANTZIG a dé#eluppé la méthode du simple#e, La
pragrammation matlématique et particulierement la programmation
linGaire, qnt connu leur essor.

D’une fagon trés généraie, un programme mathématique est un probléme

d’optimisation sous contraintes de la forme:

Optimiser F{X)
Sous contraintes g (X) £ 0 Ci=T,m . ' (1)
XeS, SdR"

n . o .
X e [R5 il a pour composantes X3 Xyzeeeyx qui sont les variables

de décision et inconnues du probleme.

La fonction f est appelée fonction objectif ou économique.

L’ensemble des conditians g (X) £ 0 (i= l,m) et XeS, sont les

contraintes du probleéme.

 orsque les fonctions £ et %}i=1,m) sont toutes linéaires, ie
modiéle sera un moddle de programmation linédaire. Far contre, si les

_fonctions F Etfou g(l 1 m) sont non lineaires," le modéle sera un

madéle de programmatlon non llnéalre.

“Dans certains cas, F au_ gi{i=1,m) sont caractérisées par des

_digstributions de probabilités. Si f et,,gi(i=1,m) sont toutes

lintaires, alors le modéle sera un modele de programmation
stochastique-linéaire.. Dans le cas contraire, le modéle sera un

mudéfé“ﬁéwb;ﬁgrammation stochastique non linéaire.

En programmation mathématigue nous distinguercns donc:

- La programmation mathématigque déterministe.

— La programmation méthématique stochastique.

Chacune de ces classes se compose des deux sous classes suivantes:
— tes modéles linéaires.

- Les modeéles non linédaires.
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1.2: PROGRAMMATION LINEAIRE:

Soit le probléme de programmation mathématigue (1).

6i les fonctions f et _g,t (i=1,@)msgpt-qéterministes,‘le probleme (1)

est un probléme de programmation mathématique déterministe.
Dans ce cas nous distinguons deux classes de programmation:
‘— La programmation linéaire

- La programmation qnon linéaire.

Un probléme de programmation matheématique lineaire est formulé comme

suits
Opt F{x)=C.X = cx+ o + ... + € xn
1 2 - ~n
S.c A.X £ B ' , ' (2)
X =2 0O '

‘n nombre de variables de décisian.

m nombre de contraintes (mEn). 7
h&,xz,...,;n)Tcompbgantes du vecteur .des variables de décision,
XelR
ui,cé,...,cn) caomposantes du vecteuf ligne des coiits, CeR™.

n

uﬁ,bz,...,b ) composantes du vectewr des resources, beR™.
m - b

%J(i=1,m et ji=1,n) éléments de la matrice des coefficients

technologiques, A(mxn}. e _ — S

1.3: PROGRAMMATION NON LINEAIRE:

1.3.1: PROGRAMMATION NON LINEAIRE AVEC CONTRAINTES: {BAA 771CMIN 833

A:Définitions et propositions:

Soit le probléme (1) de p?ngrammaticn mathématique, dans 1le cas
non lin&aire et dune minimisation, 1l se Forﬁule comme suits:
Min £({X) : ,
S.c Q}X) <0 i=1.,m . {3
XeS, ScR” '
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Les fonctions £ et gL(i=1,m) sont N supposées _ continues . et

- difféerentiables.
Nous-noterons NLx 1’ensemble des solutions de (3):

4 %R/ g 00 < 0, iTa }

Soit Z{(X,A) la fonction de Lagrange, AcR:

m
ZX DAY = F(X) + ¥ A g (X
. Q=1 L
On rappelle dual de (3} (par 5ppusitinn (3} est appelé probléme

primal), le probléme suivant:

Max WA) = Max { Min f(X,K)} et AeR™ 7 - . {4}
Ao  X€S ] ,

Nous avons alors:

Vv AZ0 , HOO < WY = £xX0)

oa A" est la valeur optimale du probleme dual (4).

X* est.la valeur optimale du probléme primal (3).

11 existe en programmation non linéaire contrainte deux grandes

familles de méthodes de résolution: ‘

- Les méthodes primales. .

- Les méthades'duales;

B: Les meéthodes primales: -

Comme leur nam l’indiqué, elles Dpékent directement sur le probléeme
primal. Elles ont la caractéristigque:

— d"8tre iteératives.

— d’assurer une décroissance mnnutane de la fonction. a minimiser{ou
une croissance moncotone de la fonction & maximiser). |

Elles présentent dnnﬁ 1’ avantage de procurer, é chaque .instant du
processus iteratif, une solution - approchée satisfaisant les
contraintes. -
L*inconvénient de . ces méthodes est qﬁ’elles ont une. mauvaise

convergence glnbale.
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FParmi ces méthodes nous citerons [MIN 831 [BAA 771:

- La méthode de ZOUTENDIJK, basée sur les directions
admissibles (ne converge pas tout le temps).

- La méthode des contraintes actives.

-~ Les méthodes du gradient projeté (ROSEN).

- La m&thode du gradient réduit (WOLFE).

ta méthode du gradient généralisée (ABADIE).

— La m&thode de linéarisation.

C: Méthodes duales: | ‘ . i

Files utilisent la notion de dualité. Elles gpérent sur le dual dui
probléeme donné. Elles ont la caractéristique:s l

— d’&tre robustes. ' _

- d’avoir une convergence globale facilg a obtenir.

L7 inconvénient de cés méthodes est que la solution du primal n’est
obtenue qu’en fin de convergence tar H ﬂ(x*) = F(X*) 7

Parmi ces méthodes . nNous citerons les mé&thodes des pénalités, qui
ont pour principe de rehplacer le probleme primal de programmation
non linésire avec cnntraintes'(4) par un problé&me de programmation

non lingaire sans contraintes. Nous citons, _parmi ces mé&thodes

CMIN 831:

=~ Ma&thodes des pénalités extérieures.

— Méthodes des pénalités'intérieures ou barriéres.

1.32.2: PROGRAMMATION NON LINEAIRE SANS CONTRAINTES:

A: Méthodes avec dérivées:

Soit le probléme (1) de programmation mathématigue, dans le cas non
linéaiﬁe et sans contraintes, 11 se formule comme suit:
Opt F(X) ‘ ) {3)
XeR"
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" f est une fonction A valeurs réelles €:R"— R

L . : i . *
Dans le.cas d’une.-minimisation, nous devons déterminer un point X

de R” tel gue:
v XeR" £(X1<Fix)  X* est alors un minimum global de £ sur R™. (&)

Si 1’inegalite (6) est stricte : F(X*){F(X), ¥ XeR", X#X*, le
minimum global x* ést alors unique. '
1:Conditions nécessaires et suffisantes d”optimalité:

So0it le probleme (5}, x* est optimum de £ sur R s%il vérifie les

conditions doptimalite.

Définition:
Soit § un ensemble de R'. Soit Xe§ et soit deR". On dit gque le
vecteur o est une direction admissible au point X si:

3 acR, a0 tel gue X+ade S, V a, O S o X &,

Condition nécessaire du premier ordre:

Soient ScR et f une fonction de S dans [R. feC' sur 5. 3i %" est un
minimum local de £ sur S alors:

vV a=R", 7 direction admissible de R" &0 point X* nous avans:

vf X"y 2 o.

Condition nécessaire du second ordre:.

Soient ScR” et f une fonction de S- dans R. f<C® sur S. Si X* est
un minimum local de f sut- 85 alors pour toute diréctipn dﬂRﬁ

. . . *
admissible au point X nous avons:

1- v £y d2 00 e
L 3 L
2-5i V FIX) d=0 alors 4 VF(X ) 2z O.

)
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Condition suffisante:

Soient SAR” et f unE  fonction de S dans R. feC? sur S. Seoit x*
.un point. intérisur de 5. - Nous suppdsuns de plus que V F(X*}=0 et gue
la matrice VZF(X*) est définie positive (Vv YeR", Y=0, YTVF(X*)Y}O).

" ‘Alors XT est un minimum local strict de f.

Four beaucoup de probiémés d’upgimisation sahs ccntraintés, les
principales méthodes connues ne permettent paé la determination d’un
optimum global. Souvent, ces méthodes - convergent vers un Vopfimum
laocal, c;e5t a dire un point gui vérifie (6) dans un voisinage de

x*.

- Méthodes numérigues d’optimisation avec dérivées:

Les meéthodes utiliseées sont en général des procédures itératives
engendrant une suite de points ‘Xo,- X‘,...,Xk qui converge Vvers
l’optimum local de f. A‘chaque &étape k, le point X' est d&fini

comnme suif:
Xk+1' — Xk'+ 8kak

oo 9£ est le pas de deéplacement. Il peut-&tre érédétérminé ou choisi
de facon a minimiser la fonction de &, w(9)='F(Xk+ﬁcf):
w(&k) = Min p{8)
, 920 -
4¥-egt une directinn de déplacement qui peut-&tre:
- Soit le gradient de  en XX, J = —vF(X").

— 8pit choisie de fagon arbitraire, & condition gue ce soit une

direction de dgscente, cest & dire varifiant la condition

e 05y & 1 o.
Farmi ces m&thodes nous citons [B&AA 771:
— Méthode de Mewton (cas de minimiSatiQn): la direction de descente

est choisie telle gque:
& = PEE1 1t 98 x5)
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- Méthodes des' directions conjuguées pour Ila rééélutiun des
fonctions quadratiquesret non guadratiques. Nous avons:
a— La méthode de Davidon-Fletcher—-Powell (1263). ‘
b— La méthode des gradients cunjugué5 de Fletcher et Reeves (1964).
"ec~ La méthode de Zangwill (1967). . :

B: HMéthodes sans dérivées:

x

Contrairement aux méthndés précédentes, ces méthodes nutilisent pas
la dérivéé de la fonction f. '

Elles procédent de la maniére suivénte: 7

Soient X un vecteur et d une direction de descente. f est alors -
optimisée suivant la direction d. La mé&thode la plus simple dans ce

cas est celle;des coordonnéess cy;liques:
Méthode des coordonnées cycliques:

'Cette m&thode retherche l’optimum le long de n directions
& . ez,..., e oii e est un vecteur - unitaire. L inconvénient de
cette méthade est qu’elle ne converge pas vers 1’upt1mum lorsque la
fonction n’est pas différentiable. Dans ce dernier cas, la w=méthode
de HOOK et JEEVES est applicable,'elle est une amélioration de 1a

méthode précedente.

1. 4: Conclusioné

-

Scit A un algorithme. C7est une application définie sur un ensemble

S. gui & tout point Xe§ fait correspondre un sous Ensemble de 5:
¥ = Ay

501t la norme d’crdre p. p e R, nntée I - lk
On appelle taux de cunvergence d’un algorlthme ie rapport suivant:
* )
. X T,x"ll
v = lim =
% *
k,mn’x “X 0,
Si.p =71 - v < 1, convergence line2aire.

- v = O, convergence superlinéaire.
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8i p = : - quelconque, convergence quadratique.

Sip > T v quelcongue meilleure convergence. Plus p est grand,

meilleure est la convergence.

La méthode des gradients tnnjugués-et la méthode de hook et Jeeves

présentent une convergence superlinéaire.

Le principal avantage de ces méthodesest qu’elles ne peuvent
diver@er; A partir d’un puint'xoe R", elles consistent a geéenérer une
suite X', X*, ¥°,... telle que la suite £(x'), £(¥%), FX7),..  soit
monotone. En général ces méthodes cbﬁvergent vers un optimum de  lg
fonction f{(X}, mais cet optimum peut &tre relafiF, c’est  la  leur
principal inconvénient. Ainsi est‘il necessaire, pour ces méthodés.
apres avoir ubtenu un optimum de f(X) de vérifier si en ce point x*

on a fFxX* }=0, sinon cet optimum est relatif. 11 faut alars changer
de pnlnt de départ et recommencer une -nouvelle recherche de
17optimum. FPour cela, dans les algorithmes qui seront presente

ultérieurement, il ya'taujours une phase de réinitialisation.



L=

| Programmation Stochastique Sans Contraiites.. .

. CHAPITRE 2:

RN

| GENERALITE SUR LA FROGRAMNATION STOCHASTIGUE -

L
’

T



Gengralités sur la programmation stochastigue 13
2: GENERALITES SUR LA PROGRAMMATION STOCHASTIQUE:
Soit le probléme de programmation stochastigue suivant:

Opt F(X,&)

S.c %(X,f) = 0 i=1,m

XeS, ScR” _

X est le vecteur des variables de décision, XeR™.
£ est le vecteur des paramétres aléatoires, Eemd;
De mEme qu’en programmation détérminiﬁte, nous distinguons:
‘- La programmation stochastique 1lin¢aire, ol les fanctions

f et g(iwi,m) sont toutes lindaires.

— La programmation stochastique non lin¢aire, o0 'les fonctions

et/au g({=1,m) sont non linédaires.
' A5 v .

Pour les problémes'de prngrammatiuh stuchastique,' nous distinguons
deux catégories de méthodes de résolution:
- Les approches passives (wait and see).

— l.es approches actives (here and now).

Approches passives:

Il s’agit d’observer les variables aleatoires, puis de résoudre un

" ensemble -de problémes déterministes, afin d*étudier le camportement

de 17optimum. Cette é&tude permettra de déduire ia loi de

o - : - . - "' .
probabilité de 1’optimum, ainsi gue sa moyenne et. sa variance.

Approches actives:

"Elles consistent a agir sur les variables . aléatopires avant leur

observation, afin de résoudre un probleme déterministe et déduire la

valeur de 17optimum.
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2. 13 PROGRAMMATION STOCHASTIQUE LINEAIRE

De m8me qu’en programmation deterministe, ou la programmation
linéaire "a connu  un champ d’application tr&s vaste [RER &81
[CHA 583 [WIL &61 [ZIE 743, vu la simpli&ité de mndélisatiﬁn et la
rapidité de résolution du probléeme, la brugramﬁatimn stochastigque

linéaire & elle aussi vu cette grande evolution.

801t l2 probléme de programmation lin&gaivre suivant:

Dpt £(X) =C"X

S.c g (X)50 i=1,m . (1)
X z0
Si les fonction f et g (i=1,m) sont des fonctions aléatdires. le

modele 1l plus satisfaisant sera celui qu1 tiendra cmmpte dut rxsque.
Leci est obtenu en considerant (1) comme un probléeme probabiliste,

donc formulé comme suit:

Opt FUX,8) ' | o '
S.c g (X,F) £ O i
1

ii
[y
=]

J

xeR", xzo0

f et g ti=1, m)sont des fonctions aleatoires.
{ est le vecteur des paramétres aléatoires.
¥ & R » d=n, d=2m.

Les methodes de résoclution de cette ciasse de probléemes sont
nombreuses et _variées. De plus, les recherches sont surtout

orientées vers les méthodes actives.

Parmi les approches actives nous retiendrons:

=" The chance constrained pragrammzng" de Charnes, Symond et Cooper
LCHA 581.

- "The fat formulation®* de Mandansky [MAN &621].
- “Prugramming whith recourse” ou les problémes & e&tages. Cet

approche a Fa1t 1’objet de beaucoup de travaux du fait de sa large
application a de nombreux problames pratiques.



- Géneralités sur 13 programmation stochastigue 7: o ‘ '_.15

- Parmi les apprﬂchas'passives, nous retiendrons:

-~ “Stochastic praogramming"” de Tintner [(TIN S553.
2.1.1: Approches actives:
A:Chance constrained programming:

Nous supposons que 1’aléa n’intervient gue dans les contraintes. Le

praobléeme est formulé alors comme suit:

Opt f(O= C'x _
S.c g (X,£)20 Ci=l,m J - (%)
Xz0 '
L>hypothése amise ezt gque chaque contrainte doit Btra satisFaite

avec un certain taux oi. La formulation devient alors:

Dpt F(X)=CTX .
S.c XeU | : . . (4)

O u={xeR" / Plg (X,£)2 O)= ai}

O £ a une distribution de probabilité P connue .

{4} sera résolu comme un simple programme linaire deéterministe.

B:Fat formulation: ‘
En considérant toujours le probléme (3), Four toute valeur

P Yoo .t :
observée EF de ¥, nous choisissons %(X,E 120, nous aurons alars:

.

Opt  F(X)
S.c et : (S)

Ou. G={XeR" / g iX, £) 2 0 islm \=ix }

0Ob I est le nombre de valeurs possibles pour le vecteur aleéatoire £. -

8i L est fini, le probléme est discret; (5) est alars un probléme de

programmation déterministe que nous pouvons  résdudre.



b&ngralités sur la programmaticon stachastigue o B ' 16

8i L est infini et s’il existe un nombra L1 fini de points
1 .2 Li- , .
E.,E.,......,§ tel que :
PCg=¢"Y =1

Nous nous ramenons au cas oo L est fini.

L’ inconvénient dans cette approche est que 6 peut &tre vide, ou
contenir trés peu d’éléments. Le domaine risque alors d’8tre non

borné. Ceci rendra la résolution du probléme (35) impossible.
C: Problémes A recours:

Soit le probleme de programmation lindaire suivant:

Opt F(x)= c"x
S.c A X =

"

b (&)
X > 0o ‘ ,
xeR™, ceR"”, beR™ et a(mxn).

Suppdsnns gue le vecteur b et/ou le veacteur C solent
aléatoires.Pour un vecteur de décision X danne, les contraintes du
probleme (&) peuvent ne pas Btre satisfaites. Dans les prablémes
avec recours, Nous SUPROSONS QUe NOUS avons acceés a4 une action de
recours, pour rendre les contraintes consistantes, Il est alors
possible dapporter des actions correctrices aprés 1’ observation desg
paramétres aléatoires. Lorsque les contraintes sont violéaes, il est
prévu des pénalités & cet effet. Su@ent alors:

L]
C : Vecteur des cotts.CeR” .
X : Vecteur des variables de décision. XaR™.
f X =Db : Contraintes des ressources. Alnxm), beR™.

¥ 1 Vecteur des paramétres aléatpires. fekd, d=n.
W ! l7output
T , : Matrice technologique, contient la transformation

lingaire d’activitéas en produits finis W = T X,
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En general, ﬁuur les problemes stochastiques, 1’objectif est
d’optimiser 1’espéranca mathématigque de 13 fonction pbiectif
aleatoire sous certaines cnntra1ntes.. _ '
Faur les problémes a recours et pour un cas de minimiaatiun{
17objectif est de minimiser 1’ espérance mathematiqgue du coiit .
total cnmpbsé de deusx parties: |

1/- le coiit de la production CTX.

Z/-le codt de la pénalité pour la vionlation des contraintes.

Soit le‘produit i, i=1,m, lfnutputc% est comparg avec la valeur

observéae EL' Tout déseéquilibre entre EL et w, est pé&nalisé comme

suit: -
Si f4 w @ La pgnalité est g (w-¢) =g y
L t } + 1 L +
represente .1’ excés de produit.
+
> H 3 i —_ =
5i EL_ Wz La pénalité est qt( w£+ Ei) Q v

représente le manque de produit.

g, y et y appartiennent i ®™

Le probleme est formulée alors comme suits
Opt C'X + 6" (X,£) -
S.c AX==nh | ' S ‘ (7}
| X2 0 |

Oa G*(X,E) minimise le probléme suivant:

Opt q y + g y = Q(X,£)

See ¥ - y = £ -TX=¢f-uw . (8)
y'2 o N !
S y=zo
Le prnbléme (7) est appelé probléme du premler étage.

Le prubléme (B) est appelé probléme du second étage.

Les conditions d’optimalité et de faisabilité pour les problemes a
recours ont eté étudiss par Wets [WET 721.

Nous avons & prendre uns décision avant la réalisation de T. I1 est
' &n général impossible d’exiqger que 1%égalité (9) soit satisfaite
pour .chaque realisation des paramétres stachastiqués des

contraintes.

TX =& | (9)
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Le probléme avec recours est une fagon de contourner ces difficultes
‘de modélisation. La décision de recaurs peut 8tre interprétée comme
" une correction dans (9) et le codt de recours QX&) comme uns

pénallté pour une divergence en. (9).

La formulation d’un prDbIEme de prngrammat1un stnchasthue implique
le calcul d? intégrales multiples, or les routines eftficaces et
disponibles  traitent de problémes & une dimension. Parmi leé
approches proposaes, pour éviter le calﬁul - d’intégrales
multidimentionnelles, nous citerons:

- 17 approche de Wets [WET 741, qui consiste & réduire cette 1ntégrat10n
a.m intégrations unidimentionnelles.

— L’approche de Bi Ligqun [QI 861 qui consiste & definir deux sous
prngrammés du probléme (7)—(8)'plus simples & résoudre.

— 17approche de Birge et Wets [BIR 891 qui cun51ste & remplacer la
fonction abjectif par une autre fonction gqui la borne supérigurement

RoOUr un cas de mahlmxsat1mn, le probléme est alors simplifié.

2.1.2: Approche passive:
Sult le prubléme de programmat1nn stnchast1que lingaire (3). }
Four chaque E (1=1,L) oa L est le nombre de valeurs possibles de ¥,
nous résolvnns le probléme suivant: ‘
~a.
Opt (X))
5.¢ X'e .EL

ou 6 ={XeR" .x20 / g X, £h 2 0 wWimp 1=T;T

L problémes de programmation déterministe sont résoclus. Ainsl  nous
geneérons la distribution de 1’optimum, en nous basant sur celle de
f. A partir de cette distribution, nous aQruns le#s  informations .
necessaires en ce qui concerne la ‘movenne, 1a variance et
éventuellement la distribution de loi de prnbahiLité de 1’optimum.



| B

Genegralitses sy la programmation stochastigue 1%

2. 2 :PROGRAMMATION NON LINEAIRE STOCHASTIQUE :

Soit le probléme de programmatiaon non linéairé sﬁivant:

Opt F{X)
Xes

8i 5<R", le problame est contraint.
§i S=R", le probléme est sans contraintes.

Si la fonction f et/ou les contraintes sont fonction de parametres

aleatoires, le probléme  devient Ln probléme non linéairé

. stochastigue. Nous aurons alorss:

Opt  F(X.F)
Xes

X est le vecteur des variables de decision. XeR™.

¥ est le Lecteur des variables aléatoires. EeRd.

En pkogrammatinn stuchastique,'l’ubjectiF est defini comme &tant
l’espérance mathématique de la fonction FIX,8). 11 est exprimé alors

conme suit:

thm)=%[Hmﬂ]=IHmUM)Hmm (10)
XeR" _ ' a

weN ol @, FIQ), P) est l'espace de probabilites

F la mesure de prababilité Correspondante,

3

.81 £ est un vecteur discret, puuvaﬁt Prendre nombre fini de valeurs

. L
fi,fz,...,EL aver des probabilites Fi,Pz,...;PL tel gque ¢ P =1. Nous
. _ Le
pouvons écrire: 1
‘ L L . ‘
F(X) =T I‘-"l FIXLE ) . ‘ . ‘ (11)
. Ly ‘ ‘

Si & =¢ E ,E .....E } a une densité de probabiliteé %] (E ,E ,...,E 3,
(10) est expr1mé a 1’aide d’une 1ntégrale de REIMAN:
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F(X) =IIJ FIX,E) o () cificu:é..dgd - (12)‘
R ' :

Ainsi, le calcul de F(X) donné par (12}, neécessite 1*e&valuation
d’une intégrale multiple. 571l est difficile d’nbtenirr
analytiquement 1’ intégrale, nous devrons utiliser des meéthodes
numériques nécassitant un effort de calcul qui croft en méme temps

que le nombre de variables.

L’application directe des mé&thodes de. programmation non linéaire aux
problémes de pragrammatioh stuchastidue non  linéaire nécessite le
Ealcul de la forme (10) en chaque point Xk, k= O1,....., genére
par l’algorithme non linéaire. Elle peut aussi néﬁessiter le vc=lcu1

du gradient V'F()(l'c y k=0,1,..., ce gqui est encore plus difficile que
le calcul de 1a fanction F(X) elle mEme. On note:

-

v F(X) =J Vx FIXZ W)) Pldilw)) - ' : _ (1723
a :

Ou VXF(X,E) represente le gradient de f(X.Z) en X.

‘Si ¥ est discret:

] L ‘ "1 . . ‘
) VY F(X) =¥% PLV*fWX,E } ' (14)
5i ¥ est continu: t=1 .
. . ‘ i _ .
Vv F(X) = f J.;.I VXFIX,E } pL¥E) df1df£..dfd {15
De méme -~ gu’en programmation stochastique lin&aire, houé
distinguerons deux catégories de methodes de tésolution - des

'prublémes de prngrammatinn stnchastique'nan‘linéaire:

1- Approches actives: nous présenterons les methodes suivantes:
— Les approximations technigues.
- La Programmation stachastique du guasi-gradient.

2—- Approche bassive du wait and see.
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Dans notre exposé, nous n’allons pas différencier la programmation
non linéaire stochastigue avec contraintes de la programmation sans

contraintes, car la procédure est la méme LWET B841. Nous apporterons

des précisions en cas de nécessité.
"2.2.1: APPROCHES ACTIVES:
A: APPROXIMATIONS TECHNIQUES:

Cette approche consiste & remplacer le probléme original par un
probléme plus simple. Nous approximons le vecteur £ par un autre
vecteur g, pour lequel 17intégrale (10) sera facilement calculable.
8i nous choisissons ? discret, nouss obtenons la forme (11).

Soit Eckdﬁle plus petit fermé dans RY tel que FLEe= 1= 1

S5o0it Cu. une collection finie de sous—-ensembles Q ., i=1,lw,., de =

tels que:

0 == . . . (14)
i

Ler

. i
Qn
A J

o ixj, i=l;im, i=1,Lo : (17)

D

FPour toute partition Ci. de & nous pouvons écrire:

i=1 L

‘ L
F(X) --I FIX,E) P(dEI=T Lj FIXE) P(dg) - (18)

N

En particulier, lorsque ¥ est continu de distributibn tﬁhnue s

L
F(X);zlf _[_f FOGEY p (€) & df ..df, o (19)
. L= n . .

|8

L*approximation sur Q,L est établie comme suit:

Jn FIX,E) F(EE) & F(X.EY) f PIAE) = FIX,E") P( £ e Q) (20>
i Q. :
1

Dﬂ.Ei est une seéléction représentative de Ql.
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. . . 10
E’ est divisé en dix intervalles, nous aurons 10'° sous ansembles 0O

im
b

Nous approximons donc FIX,&) par une fonction en £ gui est

constante dans chaque sous-ensemble Q. i=1,lw, Nous &crivons alors:
- L

‘ Lw o _

F(X) = 5 P FIX,EY) . (21)
= v :

Avec PL= F {(F e (L}

T

Ceci revient, finalemant a aﬁproximer ¥ par un vecteur ¢ atteignant
leg valeurs EL avec des prdbabilites' PL,_1=T:E$. L’approximation
obtenue en (21) est equivalente a la relation (10).

Cependant, il raété difficile de déterminer 1a pértitinn qﬁi procure
la meilleure précisian de 1’approximatian. En effet, la division de
= en piéces : |

. Lyi=g,lw
pPlus grande précision, peut mener a des situations plus complexes du

de plus an plus petites, dans le souci d’une

Roint de vue numérique

Supposons E=(51,Ez,..,,f1°). =i l’enéemhle de .définitian da chaque

. . i
de Z. Ce nombre est au dela de n"importe quelle capacitée de calcul.

*

. - i o
Si nous considérons alors £ comme suit :

i

" =E [ F) 7/ Flw) € 01 ' (22)
‘ ‘ L “ .
Avec PG w) €0 ) =1 ] : - (23)
Nous abtenons alors, non  seulement une tonne précision de

17approximation, mais aussi des informations qui peuvent aider &

affiner la partition si 1la précision n’est pas suffisante.

Ern effet, si la fonction est- linéaire nous aurons en (20) une

‘eégaliteé stricte. Ceci impligque qu’une division additionnelle du

sous-ensemble QL aest inutile pour appoarter la précision

d’approximation au point X.
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Si F(X,El) est non linéaire dans QL’ 1’ approximation paut Etre
plutst grossiere. De c= tait, la densité de partiticnhnement dans =

[hsy

dépendra de la lin€arité ou la non linearité de F(X,7%).
Généralement, les propriétes de la fonction ne spné, préalablement,
pas connues. Certaines informations sont obtenues 'au. cours de 1la
résolution d7un ﬁrnbléme approxim&. En outre, les propriétés de
F{X,Ei) changent lorsque le vecteur X varie. Le butiest de trouver la
meilleure partition pour un vectéur X, tendant wvers la solution
optimale du problame. L7 approximation de la solution du probleme

original et la construction d’une partition de £ sont mutuellement

‘liées [KAL 881 comme indigué dans 1’ approche suivante:

1- Choisir un partitionnement initial gui satisfait’ (16) et (17}.

2—- Choisir Eient et des probabilites Pti-iLm d”aprés (22) et (2.
3- Résnuqre le probléme approximé. : ‘

K] .
4- A la solution X #, oh analysd la précision de 1’ approximation en

investiguant 1es propriétés de la Fonction F(X*k,ft) dans chague

sous—ensemble .
. i,i=1,lw

qui doivent &tre encore divisés si la précision n’est pas

Nous choisissons, parmi ces derniers, ceuy

suffisante. On retourne au pas (2).

B: METHODE DU QUAST-GRADIENT STOCHASTIQUE:
B.1: Méthode du Sous-gradient déterministe [Z0W B51

Supposons la fonction déterministe ;(X) différentiable.

Soit X le point courant de 17itération.

Soit 8, le pas d”itération, _ 0.

La méthode du gradient detérministe, dans le cas d’une minimisation,
ast donnée par la forme iterative suivante: -

e+l k

XM= x* — 5 9 £(x5 (24)
k b4 . .

- 7 F(x*) est la direction de descente au point Xx*

(cas de minimisation).
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Supposons que la fonction f£(X) soit non différentiable en X ‘Nous

définissons alors une sous differentielle de f comme suit;:

3 £(X')= conv{ greR” /gr =lim vE (X}
X'—3X

conv dénnte-l’espace convexe, ou le gradient de ekiste partout.
.Dans te cas, f est différentiable én‘x. Les éléﬁents de a2+ (X} sont
appelés sous gradients. En tout point X, nous connaisons alors f(X)
et un. vecteur g} eaF(XL). Ainsi,;la relation (24) devient:

k+1_ _k a - _ . . Lk 5
X" "= X Gk ar, /.ﬂrgrkﬂ (B[ qr, e (X"} at Gkﬁo.

B.2: Méthode du quasi-gradient stochastique:
Soit le probléme stochastique suivant:

OFT F(X) O F(X) =E
XeS ' ' 3
X est le vecteﬁr des variableslde décision.

1’ espace des contraintes.

est le vecteur des paramétres al&atoires éppartenant a

1’espace probabiliste (,F,F). zeR®, a<n. '

F la mesure de probabiliteé carrespondante.

L*algorithme du quasi-gradient storhastique se FDrmule'aIDrs comme
suit: 7

= proj (XK pRVE - ‘ | - (26)
X<l : '

Froj (X)=Min |} ¥-*v5,

x<{ll : N -
Xk est le point courant
pﬁ est le pas de déplacement.
k

v est 1a direction aléatgire qui peut &tre une estimation

stafistique du gradient. .

CFX, 31 : 25y -
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La principale difficulte de la methode du guasi—-gradient
stochastique est le cumportement'oscillatuirel di a l17aléa gu’elle
présente quelguefois. Il est difficile d’affirmér alors, que
1’algorithme a atteint le voisinage de la solution optimale. I1 est
préférable dans ce*cas dutiliser des méthodes itératives pour le

choix du pas et de la direction de déplacement.

Un autre inconvénient de cet algorithme est  la lenteur de =a

convergence. Le taux de convergence peut &tre representé comme suits

i xX*- x*1t ~ac /s ¥ s

X* est la solution optimale.

4

s le nombre d’observations du vecteur ¥ des . paramétres

~aleéatoires.

c est le taux de convergence.

Il est plus simple,pour de tels algorithmes d’atteindre un voisinage

de la solution optimal=s, plutsét que la solution optimale elle méEme.

L algarithme (24&) nécessite le choix du pas pk et le choix de 1la
direction aleatoire vk appelee quasi-qgradient stochastique de la
fonction.

Soient les fonctions F(X) et F(X,f) considérées en (25), £ etant un
vecteur aleéatoire, elles le sont aussi. Quel est alors 1le gradient

de la fonction aléatoire F{X17 “

a: CGradient d’une fonction alé¢atoire F(XD:
" a.1: Cas ou FC(X) est différentiable:

lere approche:

Elle consiste a utiliser les différences finies.

A l17itération k nous avonss



ou encore les différences finies centrées:

1

k
FOXCvo e 8! |

) = AU X*- oe ., £

L iak

= 2 o
=1 . Kk

F .,
ca EL ket EL sont les iémes composantes de
: | ' e

& 17itération k.

{28)

deux vecteurs

o . aoit 2tre choisi convenablement pour

assure

canvergence en probabilité de (27) &t (28;.

11 est suffisant de prendre o, tel que:

‘ ‘ 44] {pk)z

la série ¢ P
i=s 0}

soit convergente

Dans le cas ou E: . et ﬁE? . sont identiques, alors V o O, (2

(Z28) convergent.

L*avantage de cette méthode est gqu'elle atteint

<

voisinage de 1’optimum, si o est choisi convenablement.
h ]

3

Dans le cas des problémes sans contraintes Gaivoronski

prupnse la démarche suivante pour le chaix de o3

1- Prendre o tel que akz.ﬂax 0.1 1 x*~ x%
{x'es, x*<s}
. .

{(27) ou (28).

LGAI

l“

7}

“apidement

4

e \ . l1éme composante du vecteur unitaire de base da R".

la

et

ile.

2~ calculer X*™= Froi_ X*= ovf), ou ¢* est calcule a partir de

881
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. L*’estimation du gradient est alors donncee pars
VT o= (- o) Ve = = (29)
Ou Of o < 1.
_ k
Z- Prendre:
| é 51 vk; B e
— k. N
oh1= 3. Sinon ' =0
2k '
ﬂiet ﬁzrsmnt arbitrairament choisis au début du processus itératif.
Si E:kz &fk, Ce processus converge. Sinon il produit une bonne
approximation de solution.
L”incanvénient majeur de cette approximation poﬁr les - différences

finies est que la variance du quasi—gradient augmente lorsque

o diminue. Ceci impligque que lfalgcrithme converge Pplus

ientement. Ce probléme peut-gtre évité en augmentant le nombre des

échantillons utilisés pour obtenir ¢k lorsgue 1’on s”approche de.

la

solution optimale. Laorsque la variance de ¢k est tré&sz grande, ce
dernier est parfois normalise, |
Un autre inconvénient de cefte approximation est gqu’elle nécessiﬁe,'
a chéque itération, 1’é&valuation de la fonction F(X) comme suit:
' n+l fois dans le cas (27)

2n fois dans le cas (28) N

ol n est la dimension du vecteur X.
2éme apﬁroche:
Four éviter de tels calculs, nous pouvons avoir recours a
1’approche suivante qui s”inspire de la recherche aléatoire de la

direction de descente deéveloppée dans le cas de 1" pptimisation

déterministe. MNous aurons:
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.k FOX% o h L5 ) - XK, Ze )
¢ =L . 2 h - (3D
L=4 ' ) O'k -
m ieme composante du vecteur distribué' uniformément sur ia
sphére unitaire. ‘ ‘
Mg Nombre de points aléatoires. I1 sera déterminé suivant les
facilités de calcul disponibles. ~ ALnsiy il serait
interessant d’augmenter Mk-tant que o decroit.
o, est le pas donné dans la rgcherche aléatoire. I1 sara

choisi de 1la mEme fagon 'que dans 1”7 approximation des
‘différences finies.

a.2: Cas ol F(X) est non différentiable:

~

lere approche:

Lorsqu’il est possible d’abtenir le gradient de la anction F{X) aux

points fixés X et £, rous pourrons prenfdre comme gradient & 17 étape

K du processus considere, le gradient de la fonction F(X):
TE(X) = f;(Xk,fk)

D’ o P f;txk,zk> (32)
0a £* est une observation - du  paramétre ¢ A& 1’étape k de
"1’algorithme. '

Si de plus, la détermination du $gradient et ' 1’ observation des

paramétres aléatoires ne necessitent pas un grand effort de calcul,

Nous . pourrons prendre  la moyenna [sI=TE¥g un nombre WYl donne

d’observations.
Soit:

= k i : T
ﬁK(X L£7) (=

hS
.o
Zi
N KA
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La aussi, un choix convenable de N s’impose. dne maniére simple de
proceder est proposée par Ermeliov [ERM 831. .
1- Commencer avec N petit (N=1, par exemple).

2- Augmenter N si  le point courant est dans un valisinage de
17aptimum.

2éme approche:

51 F{X) est non différentiable, mais satisfait 1la condition
suivante: ‘ '

Soit un point YeS tel gue:

F(X,r)= I FOX+y) dH(X,r) (34)
]

Soit 1la boule B de rayon r et de centre (0,0).
H{X,r) est la mesure de probabilité sur B(O,r}.

Nous supposons que H(X,r) & une densité non nulle en dehars de Ia’
boulie B(O,r).

FiX,r} est différentiable et F{X,r) tend uniformément vers F(X) sur
tout ensemble cdmpact lorsque r tend vers G. %}g FéX,r)=F{X)
I1 n’est plus nécessaire A présent de calculer 1’intégrale (Z4). Il

suffira de calculer ¢k selon (27) ou {(33), mais au point Xk+yk

. plutst gqu’au point xk, ou yk est une variable al&atoire distribuge

selon H(y,r) et opt F(X} = Lim opt f(x,r) CERM 731. Dans ce cas (27}
devient: ' re -

X n F(xk+yk+oke - ff
& =% S b e (35)
i=4 [+4 ’

La distributian H(X,r ) est, a 1%itération k, 1la distribution

uniforme sur un cube a2 n ‘dimension d?ar8te . 8i nous wvoulons

obtenir une convergence en probabilité, nous choisirons rktel que:

ak/ r “"“}Q et (rk— Oﬁ+1) / P, =0

- k— 10 ke 200
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Cette approche gqui consiste & rendre la fonction F(X) différentiable
a l7avantage d’améliorer la comportement de F((X). En effat,

supposons que F(X) puisse s écrire comme la somme de deusx fonctions
D{X) et R(X).

FOX) = DX} + ROO
(£ DO a un optimum global.

R(X)r a un comportement oscillatoire.
La différentiation peut aider a tontmurﬁerrlfe¥Fet oscillatoire, ce
dernier pauvantiorienter le processus d’optimisation vers un optimum
lacal, loin de 1’optimum glebal. _ |
Ainsi, il est parfpis utile de différencier 1la fonction objectif
F(X) afin d’abtenir le gradient de F(X,f). Dans ce cas, nous

prenons:
1- rk trés grand paur les quelques premiéres itérations.

2- Diminuer e lofsque l17on s’ approche de la solution gptimale.

Tout ce dui a ete dit concernant le choix du parasmétre o des
différences finies, peut &tre appliqué pour le choix de e La seule
difference est que si e augmente, « ceci nentraine pas

1*augmentation de la variance de ¢k. Far ailleqrs‘il est préFérable

d?avoir o, < r, .

k k

a.3: Cas ou F(X) est quel congue!:

. . | |
Tuu£e5 les approches pouwr L17approximation .du gradient, proposeées
ci—dessus, sont basées sur 17 information obtenue au point courant.
Une fagon d’utiliser les informations obtenues durant toutes les
itérations précédentes du proceséus d’optimisation est la Fforme

(27). Le wvecteur vk, ainsl obtenu, peut Btre utilise& en (26) .

Les autres techniques guil utilisent les informations anteéerieuras

sont les suivantes;
k . '
Y 1 k - (3Z48)
v _N E ¢ -

¥k t=k-M +1
1 Kt

Hk étant la taille de la mémoire, Mk est fixe.
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Ou bien:

vE o= as ‘ ‘ (373

Ou ¢k est choisi seion 1°une des technigques propnsées ci dessus

Ak matrice hessienne.

b: Choix du pas: .

La théorie de la convergence. [FOL 4&1 suggéere que toute gérie-
vérifiants '
w T 2
e, 0 L p=w, T op 4w

k=1 k k=1- k

Peut 8tre utilis&e comme séquence de pas.

L inconvénient du choix du pas évant les itérations est que les
informations accumulées durant le processus itérati¥f, ne sant  pas
utilisées. , . _

On donne alors a l’utiliééteur lé possibilite . de changer les
paramétres, en se basant-sur le comportement de la fDnctlun ohiectif

F(X}) qui sera estimee de la maniére suivante:

- L . -
Seit  FX)= L R X &9 _ o ‘ (38)

L=1 ‘ ~'.

s est le nombre ¢’ abservations.
™.
F(X) étant un estimateur de F({X).

Une implantation possible d’une telle approche, appelée approche
interactive [GAI 881, peut &tre la suivante:

1-Choisir le pas constant pour un certain nombire d’itératiaons de

depart (10 a 20). F(Xk) et Xk sont calculés & chaque ité&ration.

2-Décider d’une valeur du pas lorsque l’un des trois cas suivants se
présenta:
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i~ Lorsque ?(Xk) 2t les composantes de Xk présentent des sauts

aléatoires, le pas courant est alors trop grand, nous

devaons le diminuesr.

ii- Lorsque F(X%}'Et les composantes de X< ont un. comportement
regulier (une tendénce), le pas courant est ‘convenable. Nous
changeons le pas dés que F{Xk) ouset les cdmpnsantes de Xk

commencent & usciller,

iii— Loarsque f(Xk)et. les composantes de Xk changent treés
lentement, Le pas est trdp petit, il est nécessaire de
l’augmenterT

" L’inconvénient dans cette approche est que 1’utilisateur perd trop
de tempg lorsque 1°ordinateur effectue le calcul pour une

observation.

Pour cela, une autre approche est proposée [CHE 821, 1’apprnche
adaptative automatigque, dans laquelle le choix du pas est aussi basé
sur les informations obtenues sur tous ou quelques points XL, i=i,k,
~ du processus d’optimisation. '

Soit ¢ | 'fk,uk).- 0 ¢ est 1’estimateur des performances de
1’algorithme.

b est la séquence'(xi, x*

,...:xk> des points obtenus durant le
processus jusgu’éa 17itération k. '
u l1ensemble des paramétres utilisés dans 17estimation.

Ces mesures de performance doivent en général wvérifier une ou

plusieurs des propriétés suivantes:

1- » (Yk,uk) augmente lorsgque l’algorithme montre un: comportemant
régulier, c’est a dire que %(Xk) décroit ou gue x* montre une

tendance distincte.
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‘2— e ( X ,u ) diminue cu change de Slgne =51 F(x } ne change pas de
s:gne ou si X commence a4 osciller.

=k . . L :
3- o (X ,uk) augmente loin de la solution et diminue au voisinage

immédiat de la soluticn.

La valeur de la fanction objectif et ge son gradient peuvent B&tre
Iut111sees comme indicateurs pour 17 &valuation: de la performance. Le.
‘prxnclpal avantaga est gqu’elles n’utilisent pas un grand nombre
d’ observations (souvent une seule). Bien que l’esfimation soit
~pauvre au début des itérations, elle devieant plus precise avec
1”evolution du processus d’optimisation. Ainsi  (38) peut - #tre un
estimateur et aussi un aas.péfti:ulie? de (39):
Fodh= (1% Fodonrod, e (39)

Toute observation yk aves la- ﬂFDprlétE (49) peﬁt. Etre utilisée en
(29) & la place de £(x¥,z¥ |

E G /x X%, e = Fed) + o avec - dfa 0 O @am

Ainsi, nous aurons:

FOS™, 5= (=% P E Gt ... x5
w ‘ - ey
Nous pouvons aussi utiliser la valeur moyenne de F(X') comme

estimation:

) =L g Foxt,gY ' L (a1

Parmi les différentes régles pudr le choix. du pas, les suivantes

sont proposées:
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. b.1: ratio de 1la fonction estimé¢ a la longueur dua chemin de
' 1*”algorithme:

»

- On choisit - 'pé
tlne sequence M&,

s T (a > G, 20 ),
i 2 1 ) 2 *
Un entier ™.

Apreés chaque M itérations, la valeur du pas est revue comme suit:

L F (X ™M) -F (x%) -
1- Calculer ¢ (X ,u} = ‘ (42
lang(k,Mk) K

k-1 , . . .
longtk,M) = § & X" X" (43)
i =k-M ' ‘ -
k

O lnng(k;rr) est la longueur du chemin pris par: l7algorithme.

k+1

2- p est calcule tel que:

a e si ot ¢ Yk,ukl £«

e - P, sinon (4

Les valeurs recommandées pour atet azsunt:
La € L 0.5,0.91 et a & L 0.005,0.11.

b.2: Utilisation de 1l’estimation du gradient:

Gn prend p2= ¢k au lieu de @1( fk,uk) dans {(44)., ¢k est  1’une des

estimations du gradient discutée en (§a).
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b.3: Ratio du chemin progressif:

On choisit une sequences M. .

Soient Xk le point & 1°itération & et th le point A Ifitératian
k—M.

fi fﬁu~ XkH represente ia progression de l7algorithme de 17 itaratiaon
k=M & l7itération k. '

Si le pas est-gardé constant, l’algnrithme commence a osciller apras
avoir atteint un voisinage du point aptimai.ﬁinsi, le 'chemin total
parcouru par 1°algorithme, entre 1’itération k-M ot 17itération Ik,
commence a augmenter comparé 4 la distance entre le point fﬁm et le
paint Xk. On pourra utiliser alors comme mesure e, parformance ce

qui suit:

k-1 , .
oo xXTr=xt a0 ' ~

=k ~-M

Dans (44) nous remplagons alﬂr?pi par pa.

b.4:ratio des directions:

Le choix du pas peut aussi é&tre base sur le produit scalaire des
directions de descente adjacentes. '

En effet, si (¢kﬂ, ¢k) 20, ceci peut impliﬁuer, ou Etre un . signe,
qua le comportement de la fonction stochastigue est régulier. La

fonction diminue alors gue le pas augmente.

Nous choisissons comme régle pour le changement du pas ce gui suit:

f=) 51 —ais (¢1 y ) = o,
e ={ oap~ si (¢F"1, P5) > o«
2 k-1 k . 1
aapk =51 (P PR~ A B oy
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Les valeurs recommandées pour ai,azet aasont:
0.4.5 a =0.8
1l {0 £ 1.3

0.7 £ a <1

2.2.2: CONCLUSION:

Dans la mé&thode du quasi—gradient stochastigue et la méthade des
approximations techniques, qui sant des  méthodes actives, les
problémes résolus sont déteministes et la . solution sbtenue est

ponctuelle.

L

La méthn&e des approximatinns technigues - présente quelques
difficultés, du point de vue précisiun, car il in’est pas toujours
facile de pouvoir trouver les meilleures apﬁrnximatinns. Nous
pouvons obtenir ces derniéres en augmentant le nombre. de sous
Ensemblesﬁ%c E, mais ceci crée des complexités du -point de Ve -

numérigue.

La méthode du quasi-gradient stochastique présente guant a elle,
d’autres difficultés, encore plus grandes.
Les premiéres sont celles dues au comportement oscillatoire de 1la

methode, de part sa nature probabiliste. Les adtres sont celles

. A ]
rencontrées lors du choix du pas et de la directicn de gdéplacement .

Ce choix eétant déja difficile dans le cas déterministe [ZOW 851, la

nature probabiliste de la méthode ne fait qu’accentuer sa

_ cumpiexité.

Pour ces deux méthodes, l’éFFeﬁ probabilistas est &lémine aux depend
d’une augmeﬁtatinn de la complexité numérique. Lorsgque le coidt du
calcul numérique s’avére &tre trop éleveée, ne serait-il pas
interessant de présenter au décideur des inFnrmatiDqs sur le

comportement de 1*optimum (loi de pfobabilité, moyenne, variance),

plutst gue de lui‘dcnner une valeur de l7optimum lui méme.



Toe

Frogrammation Stochasts que Sans Contraintes

L=

| METHGRE DE RESOLUTION ET RESULTH 7S

CHAPITRE 3. . °



Méthode db’réEﬂJQtiﬂn et résultats 7

3.1: APPROCHE ETUDIEE:

En nous inspirant des travaux effectués  en programmation
stochastique linéaire L[TIN 551, nous nous proposons de réaliser un

travail- similaire en programmation stochastique non linéaire.

Dans 17 approche passive (wait and see),  hous  nous proposons
d’observer la réalisation des variables aléatoires, puis de‘résoﬁdre
un ensemble de probléames déterministes . afin d’ analyser le
comportement de 1°optimum. Nous nous proposans aussi de Eechercher

un lien, s5°il existe, entre les lois de probabilités des paramdtres.
algatoires et la loi de probabilitées de 1’pptimum, Notre travail

sara basé sur les deur gquestions suivantes:

i— Existe-t-il .un rappart entre les lois de probabilités suivies par
les paramétres st celle de' l7optimum? Plus encare, iles 1lois des

paramétres définissent-elles celle de 17pptimum. Le nombre de

‘paramétres al&atoires influe-t—il sur le compartement de 17 optimum.

2~ la loi de 1’optimum est-elle indépendante de celle des
haramétres ‘aleatoires? Y a t—-il une loi générale geérant son

comportement?

Le champ d’étude étant treés wvaste, nous nous limiterons au cas

suivant:

— Fonction objectif différentiable.

Probléemes non contraints. *

-— Paramétres aléatoires indépendants.

— Lois des paramétres aléatoires identigques.

3.2§ METHODOLOGIE DE TRAVAIL:
Soit le probléme de programmation stochastigue suivaht:

Cpt FLOO=E [fWX,EfJ 3

4

-
N

Nous condidérons l°ensemble des ‘observations de ¥, (£ ,f ,...,EL).
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Nous résoudrons alors L problémes de programmation non  lingaire
déterministe.:

Nous considérons le cas de minimisation: Min F(X,EF)y i=1,L

-~

Nous résoudrons, pour chaque foanction donneée, L problémes, L variant
de 10 a 200 avec un pas  de 10. '

Afu total, pour chague fonction donnée, nous procéderons & 2100
optimisations.

Nous générerons alors 20 échantillans pour 1’optimum dont la taille
varierait aussi de 10 a 200 avec un pas de 10.

Les Functinns etudiees sont prises dans la littérature ([Annexe 173.
Nous avons choisi 1S fonctions tests. Nous faisans remarquer
qu'elles sont déterministes 2t que nous avons nous mEme apportéd les

perturbations aléatoires. Nous avons construit 15 problemnas [Annexe
11 a etudier comme suit:

—_Frendre, dans la littérature, une fonction F(X) X<R™.
- S50it la composante z; du wvecteur X et sgit a; le paramétre
associe & . dans la fonction f(X). Affecter 1’aléa au paramétre de

¥, soit alors EL le nouveau paramétre associe& A %, -1 variant de 1 a
T .

R

hd

Un probléme peut contenir, au minimum, n fonctions a eétudier

Notre processus de calcul est représenté par le diagramme suivant:
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llntroduct.iqn de la fonction 4 étudier

>Lﬂénératton du iéme échantillon de paramat

j=1
v

fcohstructi.on de La fonct.i.oﬂ'_,

!

[Opti.mi. sat i.cyrﬂ

Lstockage do L opt i.rnum]

outl non oui

=] ———t—— i %n < GELY — >

=it —

non

v

ce processus comprend deux parties:

-La premiére relative & 1la gengration des paramétres aleatoires:
Nous geénérons des échantillons de paramétres aleatoires, dont 1la
taille wvarie de 10 & 200 avec un pas de 10, selon ies

lois de prnbabilité suivantes:

Loi Normalse

lLoi Gamma

Laoi Exponentielle
Lai Poisson '
Loi Uniforme

Loi Binomiale

—la  seconde est relative & l’nﬁtimisatiun des fonctions:
Les echantillons de fanctions, ainsi obtenus par la génération des

nombres aleatoires, sont optimisés afin de QEnérer des é&chantillons

de 1°optimum dont la taille varie aussi de 10 a 200.
I
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Le language infnrmatique utilisé est le FORTRAN 77. HNous a

éiabnré les programmes principaux des générations des nom

aleatoires et de 1’optimisation ainsi que la routine concernant

construction de la forction. Les autres routines ont éte prises
la littérature [NUM 873. Ce sont des routines déja e&tudices
testées.

L'exécution des programmes s’est effectuée sur DEC-VAX 117750
DEC-MICROVAX II. I1 est cependant possible de les exécuter sur M
Ordinateur.

3.3: METHODES DE RESOLUTION ET RESULTATS:

Les méthodes  de resolution utilisées sont les meth
d’cptimisaiian non linésire sans contraintes.

Ces méthodes sont itératives et Formﬁlées, généralemenf, cComme
(cf chapi): | |

¥° point initial : | L

£ choisi tel gue Q<e<i

X o xk s g -

nombre de problémes numériques.

3.3.1: CONSIDERATIONS NUMERIQUES LIEES A LEUR IMPLEMENTATION:

. . ,
L7implémentation de telles mé&thodes 'impliquent la nécessite
tenir compte d*un certain nambre de problémes numérigque car il
la source d’erreurs principale a savoir:
— Le choix du pas de progression.
— Le critéere d’arrat. |

- Le choix du point initial.

vons
bres
la
dans

et

ou

icro—

odes

sUit

'L’implémentatian de ces méthodes conduit 4 resoudre un  certain

de

sont
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At LE PAS DE PROGRESSION:

Soit 9 tel que wi(S )=pin WS}

k k e

. G20

Il est détermine numériquement, il est sujet donc a . di#Férentes
sources d’erreurs numérigues: .
- Erreurs que peuvent engendrer les mé&thodes d’optimisation
unidimentionelles choisie (probleéme de convergence).
= Erreurs dues au calcuyls numérigues de 1’ ordinateur.

- l7instabilité numérigue.
B: LE CRITERE D’ ARRET:

Farmi les différents critéres d’arré&t, nous citons les suivénts:

- 2f (XS

EAPTER il ol BEP

- M~ (X
ioFOK) o

<

Guel que soit le critére choisi, nous  pouvans commettre deux
erreurs possibles:

~ l.e processus peut Efre arviété trop tst, nous risquons de ne pas
cConverger.

— Le processus peut Etre arrété trop tard, nous aurions fait des

itératicns inutiles.

Pour cela, lors des implémentations le nombre d’itératuins maximums
est toujours Fixé.

C: CHOIX DU POINT INITIAL:

" Le mauvais choix du point initial peut orisnter le processus

d’optimisation vers un point qui nest pas 1’optimum.

Soit par exemple les fonctions suivantes:
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£ (0= PP+
t 2z 3

U= a —x .{1-%x }

(- | |8 i 2

U= 2.25-%x . (1—x)

2 1 2

U= 2.625-% . (1-x%)

- 1 2
Point initial a Itérations| Optimum
- - 1.9317 =288 G.031
- <~ ) .
4283.661  0.999 1.9319 86 1.064
2 . 2 0.4073 I35 G. 485
4958.962 0.998 0. 4073 4 G. 448
2 2 1.3719 &6 0. 004
4430, 537 C.298 1.3719 400 0.365
2 2 32.1033 0.013
4764.902 0.992 3.1033 S 4 849
2 2 1.4418 6 0,008
365,045 0.998 1.4418 & 0.395 |
2 2 0. 5309 135 G.337
4788.980 O.998 0. 5309 17 0,337
2 2 1.882 5 C.024
4473.214 0,998 1.6882 400 S0.976

Nous remarquons gque le changemant du point initial a deux effets

soit:

~ 17 optimum change {(probléeme de convergence).

= au bien ’optimum ne change

recquises augmente (probléme de temps de calcul).

pas et le

nombre

d’itérations
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D: ERREUR DE LA SOLUTION:

a
aussi l’erreur de 1a solution. Carle fait d*avoir obtenu une

En plus de ces erreurs liedes aus methodes d’optimisations il v

solution informatiquemant satisfaisante ne guarantie en rien de sa

précision; Tout dépend d’un ctertain domaine d’incert1tude. gue l17on
peut definir [LAP 821 =t qui détermine sa précision. .

3. 3. 2: METHODE DES GRADIENTS COMJUGUES:

Nous avons choisi comme méthode de résolutiaon, la .méthoda ges

‘gradients conjugues, pPour sa bonne convergence.

Cétte méthode est intéressénte car elle necessite le stcckagé de
trés peu d°informations {(treis vecrtaurs de dimenzion n),
contrairement a la métnndelde Newton gui nécessite le stockage d’une
matrice (nxn).

La convergence globale de cette méthdde n"est assureée que si nous
procédons a une réinitialisation periodique ( toutes les n
itérations par exemple). '

Déefinition:
Soit Hnxm une matrice carrée symetrique. Soient chf,...,cr i3
vecteurs. Il seront appelés conjugués par rapport a H, ou simplement

conjugués, si et spulement 5'1ls sant linéairement indépendants et

si
(di')T-H g = o0 pour i:t‘j‘
Théoréme:
. =1 ' . .
soit {3}. un ensemble de vecteurs nen nuls Bt conjugués
=0

. k N '
par rapport a H. Four tout point XOGR", la suite {X }_'gEnErée par:

-
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GV 9ka" k20

L

k
= — g
k )’ &

8 = v £(x¥)

Converge vers l’unique solution X' apras n étapes.

Principe:
La méthode est due & Fletcher et Reeves-(1?64). £lle consiste en la

recherche de 1’optimum 1le long de n directions tonjuguees, la

direction initiale é&tant le gradient de la'Fanctinn objectif.
A: ALGORT THME:
Fas O: Initialisation

Soient £ un scalaire

X' point initial et yl=x*

d = —9f(v") 1a direction, initiale
k=j=1
" Aller au pas 1.
Pas 1: . o
Si 1 VF(Y%||§ €  STOFP (un criteére d arret possible),
Sinon soit w(8) = Min w(8) ol w(d)= f(Y+o)
’ 820
yivt =Yj+sjaf‘ si i<n aller au pas 2
' sinon aller au pas 3
Pas 2: . A [ 2 s ”2
4 =—vF (v el g o =

i 2
_ ”V-F ) ||

faire i=j+1 aller au pas 1.



3

1
t
i

Methode de résolution =t résultats

L4
L

Pas 3: Reéinitialisation

i=1
k;kfl
vboo= v
xkﬂ.' - Ynu
d = -9y

Aller au pas 1.

AU pas 3 il est procéde a une reinitialisation, si au bout de n
étapes la methode n’aboutit pas 2 1’optimum.

B: CONSIDERATIONS LIEES A SON IMPLEMENTATION:

A chaque itération, cette méthade necessite le calcul de la dérivee
de la fonction. Les expressions de nos fonctions ainsi gue - leurs
dérivées sont connues. Nous tentefnns cependant, ag’e&tablir un

procesus de calcul autamatigue. A cet effet, les deériveées seront

calculées analytiquement comme suit: -

Soit f(X) la fonction a optimiser, le giradient de f(X) sera le
vecteur V£(X} tel que: ' ) '

TFT = (IF/OK L OF/0% 5 nn.,dE/9% ).
_ 1 2 n'.

amaa ¥ x+h"w axeg¥ FF(H L oee® o s PR asa g ¥
a-F(X)— 'F(x’.s‘ ’>'i.—s.’ L RSP A + L » i.—1’>\i. h, e ? . n)

1+

ax 2h
h est le pas de dérivation.

e problame du ﬁhaix du pas est trés complexe. La quesfinn qui est
posde @8t 3  gu’elle =st la valeur de h qui donne la bonne
approximation? '

Pouy tout nos calculs,.nuus avons décide de fixef la wvaleur de h.
Afin d*analyser les risgues de ce choix, nous. avohs procédé a
quelques tests [Annexe Z213.
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A cet effet, nous avons utilisé B8 Ffonctions. Certaines ont é&te
prises dans la littérature, d autras ont &te construites et testaes
prealablement sur le logiciel GINO [GIN EB41.

FPour toutes ces fonctions, 17optimum obtenu par la méthode des
Qradients cnnjugués, pour un pas h donné, est comparé a'celui donne
har la littérature ou obtenu par le logiciel.

Four chaque fonction, les tests sont réalises ﬁuur diFFérEhtes

valeurs de. h comprises entre 102 et 107 .

Nous avons obtenu les résultats suivantes

fonction ‘pas h : fonction pas h
-
'F’. 10 "Fs dépassement
f 1072 F T107°
2 -4 b -7
f 10 £ 10
2 =3 ~7 ’ -3 -7
+ 107,010 £ 1 7...10
4 a

Si nous fixons le pas h tel que h=ldﬂ, il donne une asse:z bonne -
approximation [Annexe 21. Nous avons fixé donc la valeur de h a 107°
pout nos calculs. .

L{ihcnnvénient est gque la nature de la fonction peut changetr, .d’une
observation & une autre des paramétres aléatoires. Dans ce cas, le
pas Fixéhpeut ne plus 8tre adéquat pour le calcul de la derivee de

cette fonction.

En fait, h varie avec le changement des parametres aléatoires. 5Si
nous prenons ceci en considération, nous aurons alors a ocptimiser le

probléme suivant:

ODpt F(X,Z,h)
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oG £ est le vecteur des paramétres aléatoires 4 eRY,

Et h est le pas de d&rivation a déterminer pour  chague abservation

cde E.

I3

Ce cas reviendrait, dans 1le cadre de notre travail, a é&tudier
1’influence de h sur 1a comportemant de l’ﬂptiﬁum, ce gui ne
nous permettra pas de répondre a notre objectit principal a savoir

cannaitre le lien entre les parameétres aléatoires de la fonction et

1’ optimum.

De plus cette eéventualite impligque 1°introduction d’un  nouveau

paramétre h qui est dépendant du vecteur £-. 0Or le cas de deépendance

a été écarteé de notre &tude en raison de sa complexiteé [RUE &11.

Une autre possihilité serait de déterminer h statistiquement. Ceci
cansiste; Four une fonction donnée, a4 analyser le comportement de hn
en fonction de la variation des baramétres aléatoires et a4 déduire
una valeur moyenne. Mais ce cas de figure sera plus complexe, car
pour chague Funcﬁion etudiee, il sera nécessaire de determiner hy ce
qui demandera un temps de calcul extré&memant grand.

Nous préférerons alors 17éventualite de fixer f. C’est la solution
la plus Facile', neanmains la plus dangereuse par | les erreures
numériques qu’elle engendre. Scit 1la fonction FIX,) et s=oit
1’eéchantillon donné de fanctions £(X,£') i=1,L. '

]

"Soit h fixé. Dans le pire des cas, h conviendra a une fonction de

‘1’échantillon. Four les L-1 fonctions restantes, il sera inadéquat.
L’erreur se répartira sur tout 1’ensemble des fonctions FUIX,EY)
i=l,lL—-1. La nature mathématigue de l’échantillqn'sera alors changée.

Cependant nous ignorons 1l°impact de ces eireurs sur les résultats

statistigues, c’est ce que nous nous proposons de vérifier..

C: MISE EN OEUVRE ET RESULTATS:

L’analyse,étatistique est résalisée sur Micro-Ordinateur a 1°aide du
logiciel UNIFIT CUNI 853.
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La premiére étape de 1’ analyse a consiste a tracer les histogrammes
des échantillons. Ella a permi de sélectionner un ensemble de 1lois
pouvant Btre ajustées a ces histogrammas. Par exemple, pour les
%racés qui présentent une allure de demi cloche, donc un pic et une
décroissance, nous séléctionnons des lois  pour les  tests
. d’ajustement telles gue: ' |

—Lol Exponentizlle.
-Loi Weibull.

~Loi MNormale.

Comme test d’ajustement. nous avons choisi le test du Chi-deux au

niveau a=5% [Annexe 31.

Cette anafyse a montre qu’il n’existe pas une cohérence dans le&
comportement des optimums. Ils ne présentént aucune régularitea,
Cependant quelques échantillons ont eu pour loi ajusteée la loai de
Weibull et parfois la loi exponentielle! Par contre la loi Normale a

été trés rarement ajustée [Annexe 3].

Nnus pensons que cette incohérence est due aux erraurs 1ndu1tes par
le pas de dérivation h. Mous avons supposé 1° homogéniete de 17erreur
sur tout l’échantillon. Or une toute petite variation des paramétres

peut avoir un grand impact sur le comportement de l;échantillﬂn.

Soit la fonction F(X,f: et solent Ei: Ez et Ea trois observations du
vecteur ¥. Nous avons alors les Fonctidns F (X E ¥, FLX, E } et

£{X E ). Le cas de Fxgure suivant peut alors se presenter-

x x4 h
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Il est évident alors cue si h est adequat pour la fonction F(X,El)

11 ne l’est pas forcément pour les deux autres st en particulier
pour f(X,£%, '

.D: SYNTHESE ET CONCLUSION:

Ce genve de situation nous a conduit & intervenir a4 chague fpis au

cours du prnceésus de calcul afin de changer le pas h.

Four une fonction donnse et pour une loi donade des paramétres, le
Processus procéde a 2100 optimisations. Si une optimisation durait
uné EEcuhde, la total du temps d’exécutiun seralit de 2100 secondes
soit E3 minutes. Four toutes les lois considéréss le processus  sa
déroule durant 3 heures. Ceci n’est qu'une approximation car nous
avons omis de compter le temps d’exécution pour la gengration des
paramétréﬁ aléatoireé el nous avons surestimé le temps d° exécution
d’une optimisation, bien que pour certqines ?Dnctiunsassez
compliquées ce temps se trouve justifi&,

C’est un processus de*caiﬁullrelativement long. Les interruptions
dues au changement du pas h augmentent ce temps. De plus il
neécessite la présence de l’utilisateur afin qui’il puisse intervenir

4 tout instant car ces interruptions ne sont pas préevisibles.

Considérons, par exempie, le probléme 1 [Annexe 21:

Le cas ofl les paramétres suivent lawlﬂi Foisson:

FNaus démarrons le processus avec un echantillan dé taille 10 et 1le
pas h=10 ",

;Le pfocessus est interrompu pour un premier changement, il est
_pﬂuréuivi a4 partir de 1*eéchantillon de taille 70 avec un pas h=10"2,
=Urie deuxiémé interruption est 'eFFectgéE pour  l1’&chantillon de
taille 80 et pour un pas h=i0". _

-Le procé%sus.est accompli Jjusqu’a l’échantillon de taille 200 avec

S un pas h=10"7,
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Pour cette exemple nous avons eu deux interruptions. C'est le cas de
figure le plus simpie, le nombre d’interruptions. pouvant
barFais atteindre 4.

. L’utilisateur, dans ce cas, essaye empiriquement différentes valeurs
de h.. Il ne dispose d’aucun MOYEN pour aphrécier, a l’avance, la
;dnvenance:d’une valeur donnée.

Lors de nos calculs, nous avens fait un choix empirigue de h. Des
que le pas n’est plus convenable, il est réduit par division de 10.
Chaque nouveau pas est calculé ainsi: h?= h/10 | _

- Nous aurions tout aussi bien pu choisir une autfe maniere pour 1a

>

.. + s .
recherche empirigque, par exemple: h = h — ¢ oz O<edl

Le plus importart alors est d?autcmatiser ce procassus car les
arreurs g%nérées par lie mauvais choix du pas dnt probablement
conduit l’analyse statistigue vers des résultats incohérents.  Four
celé nous avons penser a deuy pnssibilités, soit

- automatiser le choix du pas de dérivatian.

— opter pour une autre méthode d optimisation me calculant pas de

dérivées.

Les difficultés numérigues rencontrées nous poussé a choisir la
seconde possibilité, non pés que ces | methodes’ soient plus
performantes {ce qui n'est pas le cds), mais leur implémentation, a
ce stade de notre e&tude, nous est plus Facile, ie prmcassus’
d’optimisation est dé&ia &tabli nous ntavons qu’a procéeder  au

changement de l’algorithme.
3.3, 3: METHODE DE HOOK ET JEEVES:
"Nous avons choisi la méethode de HDDK-et_JEEVES,‘que nous mEme  avons

programmée. Le processus de calcul est alors realis&a avec cette

méthode.
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KCette méthode est une am&lioration de la méthode précedente. Elile

:peut Etre appliquée au cas de Funct1nn§ non différentiables. Elle =e
‘compose de deux phases: '

= La phase d’exploration.

-~ La phase d’optimisation.

A: ALGORITHME:

(cas de minimisation):

Pas 0: Initialisation

' Saient & un scalaire
x* point initial
yto=
k=j=1

Al'ler au pas 1.

Pas 1: Explaration
Soit w(®) = Min w(8) ol w(O)=F(V+5d)
: ! 20 - ' |
Y= v e d
Si : ji<n fa re J=i+1 aller au pas 1.
k+1 N+

Sinon : si j=n k=k+i X Y . aller au pas 2
s1 |4 f“*~xﬂ|'s £ STOP

_Pas'2: Minimisation A
g = xk+1_.xk
" ' ' : K+ 1
wi®@ ) = Min wi®) ou wisi=f(X -5
920 :

Y= x5 4 %

Aller au pas 1.
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B: CONSIDERATIONS LIEES A SON IMPLEMENTATI ON:

‘La methode de Hook et Je=eves pose les probléemes genaraux ligs a
%Dute methode d;nptimisation non lineaire, a sévnir:

1- Le choix du pas de smrogression.

?- Le choix du eritére d’arrét. .

3- Le choix du point initial.

De plus elle est moins performante que la meéthode des gradients
conjugués, Lors de nos tests nous  avens remarguer gu'elles est

‘beaucuup plus lente. A titre indicatif nous présentons le tableau
suivant: ' '

Temps de calcul nombre
en, milli scd ~ d’itérations
fa f2 fa f1 {fz | fa
Methode gradients
233 119 ) -
L : 8 2 2
conjugués
Méthode Hook 204|234 |7.8 | a 2
et Jeeves

'Tableau comparatif pour une fonctiocn donnée.

“

La méthode de Hook et Jeeves nécessite le choix d’un paint 1initial.
C’est un point gue nous avons choisi empiriquement. En fait, 1le
risque gue nous encourons, dans ce cas, est d’obtenir des optimums

locauxou d”augmenter le nombre d’itérations {(temps d’exécuticn).

Le nombre d’itérations maximumde notre processus de calcul est de
400. toutes les solutions obtenus sont sniﬁ:

— 1’optimum.exact (lorsgue la méthode converge) car nous ne pouvons
ignorer 1l7impact du choix du point initial. '

— oy 1la meilleur solution obtenue au bout de 400 itératians.
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;En chnisissant la héthmde de Hnok et Jeeves, nous avons ainsi
;éliminé ung sburce d’erreurs.

‘Nuus avaons entrepris ces tests dans le but d”expliquer le
lcompnrtement aléatoire de 1’optimum et e&ventuellement -trmdver une

loi probabiliste géngrale gérant son comportement.

Nous avons suivi le mEme schéma d’analyse statistigue, grace au
logiciel UNMIFIT:

i- Trace des histogrammes, permettant de sélectionner un certain
nombre de lois pouvant Btre étudiées dans le but d’8tre ajustaes.

— Test du CHi deug qui permet de déterminer la loi ajustee.

D7 apres l7analyse statistique, nous regroupons les résultats en
trois caéégnries: .

1: Problémes dont les tests n’ont donné aucun résultat.

2: Problémes dont les tests ont abouti & un résultat sans  lois
ajustées. : ’

3: Problames dont les tests ont donne des lois ajustées.

Farmi les problémes congérnés patr la premigre catégorie nous avons
fannexe 11: '

)

- Prnblémé

4
- FProbléme S
- Probleme 9

1

- Probléme 12 _
L*analiyse de ces fonctions s’est arréteae au niveau de
1'optimisation. En fait, pour ces fonctions, quelgue soit:

La loi des ﬁaramétres.

- ta taille des paramétresh

La taille das échantillons.

L’optimum a toujours atteint la mEme valeur, par exemnple:

~ Les probléeme 4 et 12: 1’optimum est toujours egal a zero.

— Le probleme 3: L’optimum a toujours atteint la valeur -Z2.

- Le pruﬁléme F: Numériquement, difficile & resoudre car 17 optimum
est ndn bcfné, .

:L’analyse statigtigque, dans ces tas la, est inutile.
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;En ce qui concerne la seconde categorie, le tracé ddas histogrammes

N8 nous pas permis de Eélectinnnar'des lois pouvant Etre etudites en
‘itasts d? ajustement. Pairmi ces probléemes nous citons [Annexs 41: .

"~ Problame 2

~ Probléme
- Probleme
f— Frobleme
E—APrnblémE

(4

=Ny
[y

= Probleme 1
~ Frobléeme 14
- Praobléeme 15

A

VDans ce cCas, NoOUs n'avons pas ajusté de loi dé prnbabilité connue,
MAis Nous avons fait la constatation suiQante:

— pour une loi des paramétres donnée,

= Four une taille des paramétres donnee, et -enfin

~ guelle que sait la .taille des echantillons.

1’allure des histugrémmeé reste stable. Chaque problems, pour ung
loi . donnée, a un comportement specifique et des allures
d’histogrammes qui lui sont propres.

La troisiéme catégorie cuﬁcerna les prnblémas pour lesquels nous
avans pu ajuster_ une loi dé prdbabilité connue. Ces problémes
sont les suivants (Annexe 11z ' '

- Probléeme 1 - ¥

~ Probléeme B8

~ Frobléme 10

Les probleames 1 gt 8 ont eu la loi de Weibull ajustée et ceci guel
que soit: . ' )

— La loi des paramétres (sauf pour des paramétres suivant la loi
Poisson et la loi Binomiala).

= La taille des paramétres. .

- La taille des échantillons.

le praobléms 10‘a'eu'1a ioi normale ajustée, pour toutes les lois des
paramétres. ' '
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La questxan que nous nous pusnnS et de savoir z7il existe de paints

cnmmuns qu1 caract2r1sent ce regroupement en categories.

"13: Analyse de la premiére catégorie:
Les problémes de  la premiére categorie sont généralement des
problemes a4 fonctions bornées. Guelle tjue soient les ' perturbations

aleataires apportées a la fonctiaon, 1’ optimum est_toujﬁurs &égal a la
borne de la fonction.

2: Analyse de la seconde catégorie:

‘Les problémes de la seconde categorie sont essentiellement des
‘problémes 4 fonctions gquadratiques. Aucune loi de distribution de
'praobabilité connue n’a pu &tre ajustée dans ces cas 1a. Cependant,

nous pouvons analyser leurs histogrammes.

'Soit le probleme 2 [Annexe 11:
FOO=8(x 512 + (x —&)?

. i 2
at1Soit la fonction f£i¢X, £33

£ ex $E)=E x +x —40x ~12x%_-136

Afin d’expl:quer 1 allure des h15tngrammes. nous cCconsidérerons leas
fonctions génératrices des moments. En effet, socit la wvariable
al&atoire Y,.lg fonctiocn génératrice des moments Hy(T)= E(EtY) de la
variable Y, caractérise parfaitement sa distribution de loi de

probabilite.

‘Boit la variable aléatoire Y telle que:
Y=E KoK -40x —12% ~136
- O § 2 1 2 .

Il est clair que‘la variable aleatoire Y déf;nisse aussi 17 optimum
de la fonction £ (X,&):
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Posons alors:

|
a=x
R

i ) .

b=y ~40% —12x ~13&

| 2 1 z .
Dous

Y=af +b

|

Soit 1la fonction génératrice des moments de 1z variable al@ataire Y:

My ttr= M =M@ TP @) M- My (£a) M ()

? ' 1

b n’est pas aléatniré. b est une constante par ‘aﬁpurt & 61. Mous
avons alaors: 'Mb(t}=b '

D7 o l’expressinh finalé de la fonction génératricé_des maments de

"la variable aléatoire Y:

MYit)=b Mfita)

1

51 la variable aléatoire E: suit la loi normale de paramétresz up et
d;‘- o i 2.2 7
My ==tttz ot

i
NMous avons alors:
MYtt)zb nr(t}
O T est ia- variable aléatoirev suivant 1la loi normale = de

paramétres ua et ovYa

Moyennant le coefficient b, 1°allure de 1l histogramme de la variable
aléétdire Y, devrait s’approcher de celle de la lmi“nafmale.' C’est
le cas pour cet exsmpls.

Le mEme raisonnement est applicable pour wune autre loi de

probabilité du paramétre Z (voir histogrammes [Annexe 41).
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Sampla:ph.2. fct-1.42510
F | i E
‘ | .045514
XVALUES Légende:
| | XMIN ’ pb-Zrproblame 2
) 7 : o r 0 - fet-l:fonction 1
{‘ o ‘ ' X.MAX gas—10: ici des
90.0000 param&tres normale
: - INTERVAL echantillon de
S | . WIDTH . taille 100
: 0 l= ' nﬂ | JD,.. 4.50000 . gas-ZC:lci des
[ X.MIN CX.VALUES  X.MAX - paramétres normale
7 ‘ ' echantillan de
- : : taille 20¢ |
“”!Samplz :pbh-2 . fck-1.gas2a . REERE SO
£ ' | N 36318 ¢
- X.VALUES
X.MIN
0
| I X.MAX
' 80.0000
INTERVAL
wWIbTH
4.00000 -
0 ‘
LM XVALUES __ X.MAX

XTI =F B 5P o40n ~17% —136
N 11 2 2 1 2 o

Fosaons:

2
Ce=40xr -12% —-1346
1 2 )

La variable aléatoire ¥ s’axprime donc comme suit
=a¥f +h¥ + ’
Y afi nfz c
f:
! D'od la fonction génératrice des moments de la variabiie alaatoire Y:
= : c
MY(t) P%fta) ﬂg {tb}

et Ez sont ‘des wvariables algatoires indépendantes.
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Supposons que 51 suit la loi Poisson de paramétrera1 at 52 suit la

lci Poisson de paramatire a,:

‘ L
S
1 .
"E (t)=eaz(E - 1}
2

Ainsi, la fonction génératrice de Y devient::

HY(t)=c HT(t) ME{t}

1

0o T1 est la variable aléatoire suivant la loi Foisson de paramétre

a“et T2 est la variable aléatoire suivant 1la 101 Poisson aes

.paramétre az."

Nous pouvons écrire aussi:
Hvﬂt)=c HT(t)

O T est la variable aléatoire suivant la loi Foisson de paramétre

oo . '
12
Moyennant le coefficient ©, 1”allure de 1 histogramme de la variabls

aléatoire Y, devrait s®approcher de celle de la lpi Foissan., Clest

le cas pour cet exempls.

Sample: ph2. feb-2.p0i 10
F ' :H( F . . Le&égende:
30693 pb—Z:probleme 2
X-VALUES fot-Z:fonction 2
X.MIN '
0 poi-1C:1lai des
X.MAX. paramétres poisson
156.500 7 ' échantillon de
”VIERVAL taillie 100
WIATH poi—-20:10i des
_ 6'50000 paramétre"g polsson
0 | [T @chartilloan de
X.MIN X.VALUES X.MAX ' taille 200




Méthade de resolution ot résuitsts.

f"F Sampla: pb-1.9¢f+1. goi 10

.
.29850
XYALLIES

X.MIN
o
X.MAX
140.000
INTERVAL

WIDTH
F.00000

X.MIN X.VALUES  X.MAX

Le méEme raisonnement est applicable pour les autres lois de

protabilitée du parametre ¥ (voir histogrammes Larneue 41).

Le probléme 2 a éte construit de telle. manizEre que la paramétire
aleatoire ne soit affecte gu’une seule fois. Four cela, la Fonction
FIX) a ateé d’abord qévelappée, ensuite Jlec paraméetres alaatairas ont
ete affectees,

Gue serait-il arrivé s1 la fonction (%) avalt &t& maintenue sous sa
Fnrme originale et que les paramétres aléatoires siaent éte atfectas?

C’est ce que nous tentons o* a;pllquer a travers le cas suivants
c:Soit la fonction £%X,#):

3 2 4

f (X,E)=4(Eix1—5) +x ~é)

Nous calculons la fonction génératrice des moménts- de 1°optimum.
Fosons: '
a=y

1
b=—5

= gy 2
|:~-(,{2 &) .
D’uu la variabile aleatoire Y HE
—4(af +hy24c
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Mgtﬁade de résocilution

=3

L=

resyltats

'

>

Scit la variable aleatcire Y3 =Y3/4

2.
‘La fonction génératrice des moments de Ya STEXprlme Ccomme sSuits:

. L 2
MY {t} = ¢b Hf
5 1

si

[ 4

La

fonctions géneratrices des

- 1"une d’une

paramétre g et o.

~ l17autre d’une

parametres p et ¢ , 2leveée

Ya ast la somme d'uns variable aléatoire suivant la loi

z(a?t}M

4

1

fanction geénératrice des moments de Y

variable

variable

{Zabt)

El

est
2
momentss
aleatoire suivant
aléatoire suivant

le

une

uns

la variable alé&atoire Zisuit‘la loi normale de paramétres u 'et

au carree soit diune chi-deusx.

prodult de deux
1ol normale de
1ai..nurgals da
normales Et-

d’une variable aléatoire suivant la loi du chi-deu:

. X.MIN

Si nous cnmparnné‘les histogrammes des variables

Y,s dans le cas

remarquons que 1'histogramme de la variable aléataire Y,

17allure . de la loi normale.

r

oa le

paramétre

suit

Far contre 1?histogramme de

uneg

aléatoitres Y1 2t

lei  normale, nous
cansarva

la wvariabls

aléatoire Ya présente une allure inconnue. Ce gqui etait prévisible.

i

Sampla: pb-2 [._fct-:‘b .gas10

Fo
.4851¢
X.VALUES
AMIN
.0 '
X:-MAX
12.6000
INTERVAL
WIbTH
. 60000

X.VALUES

X.MAX

Léagende:

pb—Z:probléme 2
fot-Z:fonction 3
gas—1i0:ip: des
paramatras ﬂcrmale.
échantil}nn de

tailie 1Q0



Méthode de résalution et résultats

Ce mé&me résultat peut &tre eétsbli pour ung autre loi de probabilits
du paramdtre f. '

Finalement, nous pouvons dire gque le& compartament de I’Dpfimum
dépend essentiellement: |
— De la loli des param®tres aléatoires.

= Du nombre de paramétres aléatoires si ce dernier.madifie ia nature
de la fonction génératfice des maoments. |

— De la maniére dont 1 aléa est affecte a la vonction cbjective.

3: Analyse de la troisieme catégorie:

oy

Les problémes de cette troisieme categorie .sont des probléemes
fonctions quelconques. -

Four ces problémes, les lois Weibull et rormale ont =t& ajustees,

Four reéaliser des tests d’ ajustemant, &n utilisant toute
17information contenue dans les echantillons, nous devons prendre le
nomhre de classes b &gal & 1la taille n de 1°échantilion. En
pratique, ceci n’est pas toujours réalisable, nous avons donc

regroupé les données en classes selon la reégle de Sturges L[Annexe4].

Le nombre, assez faible, de problémes de cette ,tatégarie ne nous

permet de faire une analyse plus pousseae.

Cependant, nous pouvons penser que le probléme 10 & wveriftia le
theéoréme central limite. Tous les échantillons de l°aptimum ont etaé

e

ajustes pa la loi normale.

En ce qui concerne les profléepes i at g, lé theoréme central limite
n‘a pas été vérifié. Far contre, la loi Weibull a &té ajusteése (@n
regroupant les dononses en classes, suivant la regle de Sturges).
Sachant gque cette loi & trois paramstres, constitue une gnveloppe &
un bon nombre de lais (exponentielle, gamma, normale,..}, nNous
pouvons penser Qu’avec l’auggentatimn de la tzille des échantillons,
le th&oréme central iimite pourrait &tre plus rapidement verifie Que
pour les problémes de la seconde catégorie.

lCette. derniére catégorie peut cependant &tre analveges comme

les problémes de la seconde catégarie.



MEthode de résolution et resultats

D: CONCLUSION DE L’ ANALYSE:

Cette analyse'nous a montré que le comportement de
essentiellement )

—-Du comportement des_paramétras aleatoires.

-De leur taille.

—&t surtout de la maniére.dont les perturbations

affectuées sur la fonction objectif.’

1’optimum dépend

aléatpires

sont
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CONCLUSION

Dans certaines conjonctures BConomiques, l°optimisation stochastique
est nécessaire. Bien gue la programmation stochastigus lin2aire ait
cannu une grande evalution, la pragrammatian stochastique nan

lingaire présente encore certains aspects & explorer.

Les approches de résclution de l’ppfimisation stochastique, en
particulier les.apprncnas actives présentéas,'se‘heurteﬁﬁ souvaent &
des problames numérigues. Lorsque nous connaissons la diFFi;u1té du
Choix du pas de déplacement et du critéere d'arrgt dans Je cas
déterministe, il est aiseé d’imaginet la difficulté dans le cas
stochastigue.

Notre étude a porte sur les probléemes stochastigues non lingaires et

sans contraintes, en considerant une approche de résolution passive.

5
oy
i
i

Nous avons pu ‘r@alissr nos  tests A 1 de deux méthodes

d’optimisation:

— La m&thode des gradients conjugués : ‘ a

las resultats de l17analyse statistigue entachss d’erreurs duss A&

iam
resolution nous aont amene & utilisar wune sutre metnode. Notre
conception du  procescus g’analysg a fait e c=lle—ci So1t

inadéguate bien gqu’ells présente da bonnes perfarmances dag point de

vue convergencea.

En effet, le chargement de fonctions durant- le processus implique,a
tout instant, le choix d7un nouveau pas de derivation qui  est
souvent mauvais. L’application de la methode des gradisnts COnjugues
ne donne pas lé bon optimum car elle est appliguée dans de mauvaises
conditians., '



{
LConclusion Gd

- EnFin nuusravana Opte pour la méthodsa de  Hook et Jeeves., cette
derniére a 1" avantage de procurer la flexibilite nécessaire 5 notre
processus d analyse Dien gquelle soit plusllente par rapport a4 1la
meéthode des gradients conjugués car ells necessite un temps de

calcul plus grand..

r

Les pfublémes‘ numés igues npea -Sunt pas directement apparents.
Cependant, nous ne pouvonNs pas ignarer les Brreurs 'qui peuvent @tre
1ndu1tes durant la représentation informatique fLAF 871 de notre
processus. Tuute bperation {addition, soustraction, multipiicatian,
division et affectation ‘)- executes  en machineg ést =ntacheaa
d’erreurs. Tout sésultat obtenu est accompagne d'une perte de
preécision. Ainsi 1es‘valeur5 numErigues racoltées en fin de calculs

ne sont gue des valeurs voisines des valeurs exactes:

Durant 17exécution de notre processus nous humul NS des  Brrsurs
pendant: | ' '
- la'génération des nombres passudo-aléatoires.
- ’optimisation des fonctions. En plus des Erreurs cumuleées lors de
1° exécu*1an des operations alémentaires de ;alLuAF il v & un=  autrs
source d’erreur due au critére d’arrét. ' .
Soit la fonction F(X}, le processus 'itératif dioptisisation doit
s’arréter a4 l*iteraticn k51 le gradi=nt de lia fonction en ce point
s’annule: '
af (X)=0
3%
Dans la pratidue; la nullite de la dériveéee n’est Jammals atteinte,
&tant donn& que les calculs =cnt EFFectuES /VED UNE &arithmeétique a
‘pF9c151nn limitée [VIG EL]- Le test darrat pratique optimal est
alors le suivant: .

CeF iz e

ax |

Le processus ost donc  arréte lorsque 1l’optimum informatigue east

atteint. L’inconvénient est que si ¢ est choisi:

- trop gfand, alors ie processus est mrréte avant 1° abtentzan de 1la

solution et le résultat est par consequent mauvais.



Conclusion

o)
A

i

— trop petit, alors l= processus R’est F&S arigt&E ass=z t&Et et  ase
nombreux calculs sont inutilament etfectugs, ce qui nous améne A
fixer le nombre mav:imal d’itérations que doit réalisar le

processus,

 Bouvent 1'optimum consideré n’est autre que la meillsure valeur de

la fonction obtenue au oout de 400 itératicons.

81 parfois, certainez anocmalies sont apparues dans l"analivyse
‘statistiqua; nous pensons gu’elles sont  duse eszeantisllasent a

1’ensemble de ces erraurs cummulées qui  sont gquasiment inévitablas.
Au terme de ce traveil, nous tirons certaines conclusions:

- HNous n’avons gy etablir 1"existence d'une loi orobsoiliste
généféle.rEQLSSant lz comportemert de i’ optimum,

En fait nous né pouvanz affirmer gque ce resultacs existe ou n’éxiste
pas car la realisation de tels tests demande la reésdiutions de
heaucoups de proolasss num@riques et Tevaluation des erreurs

.

cumulés tout au long du processus de calcul..
Les seuls .conclusions gue nous poLvVoNs tiver  sant que ia

comportement de l’optimum dépend essentiel lement:
-De la nature mathamatigua de la fonction.

-Des distributions des paramétres, aléatoires: ces distributions
définissent celle de [ optimum.

~Du nombre de param&tres aleatoires contenus dans la fonctiaon
objectif car il est en mesure de modifier la distribution da

1’optimum.

—De la maniére dont ces parameétres sont répartis dans  la  fonction

objectif.
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Conclision ' |

En fait notre eétude devient particuliérement iﬁféﬁes;ante lorsque: -’

—Les distributions de probabilités des paramétresialéatnirés de 1la

fanction objectif ne sont pas connues. Il nous suffira de diapnse%

4’ observations de ces paramé&tres. Ceci nous parmettra de genérer la

distributipn de l1’optimum.

—-Les distributions de probabilités des paramétres'aléaﬁmires, de 1A
fonetion objectif sont connues mais sont complexaes. La d&stributiun
de 1’cptimum est obternuse - grice aux observations disponibles deé
paramétres alétoiraes. ' '

- La fonction Dbje:tiF 25t mathématigquement complexe, ce qui rend

les methodes actives difficiles & appligquer.

En résumg; nous pouvons dire que quelle gue soit la perturbation
aleatoire apportée a la fonction, l’optimum pré&sente une certaine
stabilité, ' |

Gr&ce a ce travail, nous avons pid étahiir un schema de base général
ppdr }’étude du qumpnrteﬁent de l7optimum pour une fonction donnes.
Ca schéma pouvant 8tre amélioré de la mani&re suivante:

1- Reronsidérer la m&thode des gradients conjugués (pour ses
perFarmances de convergence), en introduisant un module pour ‘le
tﬁaité@ent' du choix du pas de dérivation. Ce cas impliguera
nécess?iréhent des difficulteés numgriqueg, qui une fois levees
Férnnt?de cette méthode un bon instrument d’optimisation pour notre
processus d’analyse. I

2J'inciﬁre un module d’analyse statistique dansé notre processus,
aﬁin d’éviter l7utilisation de logiciels qui parfois ne 1répondent
paé a nus  besoins. De cette fagaon, nous obtiandrons un processus
e%périméhtal complet qui va de la génération des paramétres A&

1’analyse statistique. : !
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| :
3~ Cnhéidéfer le cas ot chaque paramétre aléstoire suit une loi de
prqbabilité différente des 1lois de probabilite suivies par les
ahtresépar%métreé. En fait, nous ne penscns pas gue . les rasultats
qui pourraient 8tre obtenus dans ce cas soient différents de ceux
daja Dbtean car la stabilité du comportement de 1’optimum a déja
eté vérifide par la methode des approximations technigues [WET 8351
gt par nutfe gtude expé&rimentale. Mais cet aspect mériterait d’&tre
analysé car le cas cunsidéré dans notre travail n’est rien d°autre

qu’un cas particulier de ce dernier.

4—- Mous pourrions aussi pENSEr au cas ol les pParamétres aleéatocires
seraient dependants, mais les méthodes de génaration de nombres
pseudo—-aléatoires sont d’une grande camplexite numérique [RUB 811,

Ce dernier cas pourrait a lui seul faire l’objet d’une é&tude.
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Min £ (X,Z)=( +x (1-x 1%+ U3+ 2. ‘
' . i 1 2 2 3

o L A1-1
‘i‘ o : .

Probleme 1:
Séqrce: Beale 1958

‘N¢ de;yariables indépendantes: 2

Min f(X)=% + U© +f U= C+x (1-x")

) ) _1 2 k: + [% L 2
: : C=1.5 C =2.25 C =6.25
1 2 -3 ]

¥°=t1,0.817
x*=t3,0.51" £x™)=0

Min £ (X,2)=(¢ +x (1-x ))*+((2.25-x (1-¢ x*3)* +y®

-

Probleme 2:

- Source: Himmeblau,Applied nanlinear. programming,Mc Graw Hill 1972

Min £(X)=4 (x -5)%+ (32, ~6)

CX=£5,617  #wxMr=0

N° de variables independantes: 2

2

X_°=Ca,o 1" |

; . 1,. e 2 - _
Hlp + (X’E)_EiAa +x2 40x1 12x2+136

2

M v P e P - -
lvun-4—"(x,z,=;-a,=1x1 €, 5 - 40x - 12y +136

. Probléme 3: ‘
. Source: Engvall 12é&6é

N° de variables indépendantes: 2

f s 2z 2 -
CMin F0O= 10 ¢ xP o+ 25%% - 4x+ 3
1 2 172 1



Al-2

X°=ro0.5,21"

Min (Xy& )= F X+ xt o+ 2x%® —gqu 43
174 2 12 1

5 z ; — ‘4 -|.4 3 ‘2“2 — vl
Min X, )= £+ O

2

Probléme 4:
Source: Himmeblau,Applied nonlinear programming,Mc Graw Hill 1?72

N® de variables indépendantes: 2

. ' - =¥ . 2 2.
Min F(X)= & ‘4 2 (20 +330)

x°=(2.5,2.53"
*2r0.11" fx™i=1.1034

. 1 I 2.2 2
Min F (X, f)=e "1 "2 (51A1+u.3)

. A‘ - U 2 2
—_— W e
Min F_FX,E)—E 1 T2 (¥ by :f é‘;

Probléme S5: l ' ’ “

. Bource:Himmeblau,Appliad norilinear programming,Mc Graw Hill 1272

N® de wvariables indépendantes: 2

Min F{X)= Sin(3.6032 RifIE) + CDS(1.8254_KZI16)

x°=r0,017
X=r1,117  fx*y=-2

Min €' (X,f)= Sin@; x /12)+ Cos(1.8254 x_/16)

Min £ (X,f)= Sin( , xl,r'12)'+ Cos(g, 'x_/16)
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gProbléme 6: 7
!Snurce: Himmeblau,Applied nonlinear prngramming,ﬁc Graw Hill 1972

N® de variables indépendantes: 2

Min F(X)=0T+x ~1132+ (Z4x -2
1 2. 1 2 .

X°=r1,117 |
X=£3,21  £x*r=0

Min £ (X,8)= ¢ F4x 110123+ (P4x —7)2
‘ i 1 2 . 1 2

.- —_— | rz e . z " ‘z T — 2
Min £ (X,Z)= €, n, —1Fe G ~7)

»

Probléme 7:

‘Snurce:Himmeblau,AppliEd nonlinear programming,Mc Graw Hill 1972

N°® de variables indépendantes: 2
Min F(X)=07412x ~1)%+ (492 +49%% +84% +2324% —651)2
. . i 2 1 ‘ 2 F§ 2

X°=£1,11] ,
X"=r-21.026653,-36.76009017.  £(x"3=0
Min F (X E3=(F % +12% ~1) %+ (49%2+49:%+B4x +2324% -681) 2
- - § 2 i 2 1 . 2 ]
.

L 2 _ W me. 4 a 2 z . .2 i . _ z
Min (X,f)—wfl,§+1;?! 137+ (49§_+§_§ +B4§ +234{§ &81)

Probleme 8:

Suurceﬁ J.Bracken and G.F Mc. Cormick, selectgd applications of non
linear programming. John Wiley & sons Inc New York. -

N* da variable; indépendantés: 2 l .

. . 2
Min £(X)= (x1—2)2+(x2—1)1+0.04/g(:~:)+h(x) S0.2



e
°

(]

o2

K=01.7954,1.377937  £Mr=0.16%908

. 1, . . .2 ; -,,1—.- - R : . -
Min £ (X,£1= {‘f:l—{i.l +_!:-i2—1}.+(_l.€.%-‘-ilg(:~:)+n{:-:} PN I

. 2 .. - ' 1. ) L o
Min £ (X, = {x ¥ } +(>:2—Ez) G0/ giyi+h(x) 7Q.2
1 4 N .

Probléme 9:

Min FiX}= % + x° — Fx - P+ 2
: 1 2
- =T
X'=[4,2]
% T R .
A= E1,11 FiE 1=—i ou o

N 3 - 3 2 - : -
Min ¥ {X 8= & + § W — TIxn - Pu 432
. ’ - i 1 2 - 2

E 2
Min FZ(X_.,E)= ot 51:{2 £ _u - Zu_ .2

‘Probleme 10:

4 de wvariasbles indépendantes: &
2 2
+3x 37EY 3 #tiow 3% (gew 0?
1 2 2

i ... .. I
Min £LX,E Oy = 108D b -
st 3

Min FZ(X.EJ= 100 {x — 4 4w PA2YT3THIE 2T-0F w 4{1-F m
i a 1 'z _ a1 L1 Z 2

P .& S L 2' 2
Min £ (X, E)= 100 & _x — ((x 4+x /20 %41+¢ 2228 x +(i-r «
3 3 ) i 1 i1 2

e

Ll



Probleme 117
. Epurce: Engwall 1944

"N® de variables indépendantes: 3

. 5 2
Min f{X}=7 FL(X)
i=1

+ {(X)= xz + W+ 32 - 1
1 1 2 3 i
F£UX)= =2+ o8+, - % -
2 1 2 3 -
FiX)m 8 + % + x - 1
a 1 2 a
F (X)= wu + % - u -1

1 2 3
FO0= )+ 3l 4k - :<1+1)2 - 34
¥°=c1.2,2,017
L 3
X'=10,0,117  £x"r=0

o ) 2. . 2 z
f X EI1=E ®THE W HE w— 1
1 L 51 1'22.2 Ea a *

W = a,z + -u-z 4 { v —_ 2 - ' !
£0GE = g oE e - 2) S
X = 5 + s +E 1 -
Fa %280 51/1 £2 2 "a'3 1
F X, = % + . —F x -1
4 1 2 3 3 ‘
£ (X,E)= 7 x° +5  S, — x +13° - 36
s a7y a 1

A1-5S



. . z . 2
Min FUXY)= {x =% 4 17 4 =y +y u )
] 1 2 5 1 2 3

. 1, L ' z z . -
IR FTUX,EEE G —u 1 )T 4 (—F o b AR 3T 4 (g 4 - )
ST Tz s CraT1 Tz Ta 1 "2z “a

ALl-G

Probleme 12: 7 o
Scurce:Himmeblau,Applied nonlinear programming,Mc Graw Hill 1972

N® de variables indépendantes: 3=
- W2
+ (% 4y = T
1 'z "3

x°=t100,-1,2.53"

w* i # N
X ={0,0,01 £ =0

2

.. 2 . ) 2 . . 2 L2
Piin F7(X,03= (o =8 _u v )7 + {-F o +3 +3% 3} + {3 +% —x }
‘ 1 7272 T3 171 T2 e 1 "z "a

. 3 S ' .
Min F (X, 8= (2 —F x +x 1% + : {
2 tz'z 3 1 r 2 3 Ca

Probléems 13

Eource:HimméElau,Applied nonlinear pragramming,ﬁc Braw Hili 19772

N° de variables indépendantes: 4 - a. b
. . f A L
‘ 0.0 Ja.3ea
2 2 2 2 '
H + KX oa + X a ' Q. 00042811, 48
1 2 3 1 - b ]
: . 2 i 0. 00100 1.6, 44
‘ ? 1+ K4,at .
Min ¥(X)=10 } - C.0020% |106.20
vt 0.00Ba8 [22.20
‘ . 0.00525 |z4.83132
X°=12.7,56,1300,101 +x°1=2.905 1c*
- } ' d *
X =[2.714,140.4,1707,31.5117 (X y=318.5721 .
2 z 2 -
I O _
.- 2. - Zi
‘ ? 1+ S
Min F(X,£)=10% h
i=a £

L.




Probléme 14:
Source: M.J.D Fowell. Compuier J.5. 147{(1962})

N de varisbles indépendantes: 4

. cl 2 2
Min F(X}= {x + 10 ¥ .+ 5lx — xn 1 #+ {x —2x)
x 2 7 3 4 2 E]
(o]
x=r1,1,1,11
E 3 _ _ __T w* -
=[(Q,0,0,01 . £(¥X )=0

. 1., . ; : z
Min £ (X)= (F = + 10 w7 + S — 2 ¥+ {x —2x
A 171 - : 3 Y 2 3

Yoo+ 104(F s :-:1—:-:4.!

. 4 _ . "’,_' - 3
Min £ (X, rFi1= e-,-:r_ltfini nz)

+(E4-:<4—1)2

+ 100¢Z _x ~F_ >:3_)_“_

N I
+ tan (i —x ) + x
a 4

R1-7

. ’ 2 < s 4
Min £ (X)= Z »+ F w3 4+ Slw - ) -4 {(F x —2w_ ¥} '+ 10{f x—n

. 114 'z 2 ) 3 4 22 3 . 171 Ta

.. : - 2 4 4
Min £ (= (£ x + Z % 3% % 5(F x —x 254 (F 3 -F_x ¥ + 1006 » —x

s o 511 Ezz, "‘ga 4 gz.: 363“' 151 “a

. 4 . 2 2 4 4
Min + (R,€3= F »u «F x ¥ + |  —F w Y HE x —F w )} +10( ¢ =¥ x 3
' 3 PRI La¥a T %) & T %) 10 =T %,
Probleme 15:

SourcesbLevy 17269
H® de variables indépendantes: 4

. . 4 i 4 4 . 2 2

Min FI(X¥= exp{x — 2 ) + 100(x —= 3} + tan (2 —» ) + x +i{x —1)

i i 2 2 3 - 3 4 1 . 4 -

O_ -, - .

A =Li,2.2.23

* - T LF -

A ={a,1,1,13] FLX 3= )

A i ... -

Min + (K,83= sxp{f »x - u 3 e 1000k~ + tant ok )+ 2 4 -0 ?

’ : 11 2 _ z Ta ] 3 a 1
v e 4 .4 zo,,
Min *Fz(k,f;= sxp{E ®— H 3} 4+ 100 w -x ) o+ tan® (e —w b o+ %% iy ~13
1 1 2 z2 2z 3 7 a s i 4
S . T 4 ’ a . <4

i X = @wptf ®- ¥ ¥ 4+ 100(F w & .} o+ WX

Min £ """fj,,),.-we{'p ;’121 2 . Ez“z_fa a tan 3 4)

UL + K +(m -1}
J— 1 . a

2 .
1
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Les fonctions suivantes ont &te optimisées {(dans ce cas minimisées}
par notre algorithme utilisant la méthode des gradients caonjuguas et
coOmparee avec les résultats obtenus par le logiciel. o’ocptimisation -
GIND L[GIN 2473.

CF (Xi=(x ~13% ¢ (y —-13%
1 1 2

2 2. ‘
F AXY=2:" 420" 2% w —4 —bx
2 1 2 172 4 2

€, (X)=sin(nx /12) cnscnkzxxa)

Les fonctions suivantes ont é&té tirées de la littérature et

optimisées par notre algorithme.

‘ ' - z L 4
Ff X)=100x —x Y+ (2 +100 3545 (s —x T+ ~2x )
< 1 a 1 2 3 “a 2 3

Source: MID Fowell, Computer J.5,p 147 (1962)

FAXI=(x x )2 (1-% )% [1-w -x (1-x )%32

5 17z 1 1 2 1 i

_ Source: Himmeblau, Apllied monlinear programming, Me Graw Hill 1972
f X)) =054 —110%4+ G +x2-7) 2

] 1 2 1z - ‘ S , ‘ '
Source: Himmeblau, Apllied nonlinear programming, Mc Graw Hill 1972

sclution d’un ensemble d°équations.

FoON=1000%_ ({x +x 172372124 (1~ )%+ (13 )2
? 3 -1 2 1 b 4

SourcerHimmablau, Apllied nanlinearéprcgramming, Mc bGraw Hill 1972

M =N 2 z
f (X)=e "1 "2(2x% +3x")
oa i 1 2

Souce:Himmeblau, ﬁpllied.nnnlinear programming, Mc Graw Hill 1972



Gr;:.di.env.'s conjuguss aINoG |
h x* f‘(x*; x« f<x*>
1‘.1 | ,IG_a oo, .00 z.84 10 % 1,1) 4]
107* |i.00,1. 00> 4.93 1077
1072 2. 392,2. 666 |-12. cos
fz 107% (2.382,2.004) |~12. 660 (2.333,2. 666G |~12. 665
107° |i2. 334.2. so0) |-12. co0 ]
107° |i2. 944,2. 647 |-12. 605
1072 |i-6.08.1. 600 |-9. 99 10}
107 l-s.02,0.005 |-9.90 10 *
f 117 <—q.01.6.oos' -9. 99 10 |(-6. 00,-0.00) |~1. 0O
1Cf5 LOD, L D0 2.11 10-9
107° L. 5,2, 25, 2,51 10 °
1077 ._
Four les fonctions £ &t f, le pas :h =10"" ‘est

parcontre pour la fonction Fz c'est le pas h =102

-Convenable,

ﬁui 17 est.



dradisnls cenjugués
‘ e + % #
h o fex X e >
£ AVl
+
. 0,0,0,0) ) (0,0, 0,00 o
yf&
172
. Dépassement de mémoire
f a - . (1,003 Q
5 pour L ordinateur ‘
1o
- -
LL T ez, oo, . R0 2,9271 10
A= -1
fa 14 (2. 900, 2. 000) 4.7671 10 8 3,2 o
S -o b
10 (2. 9099, 1. vOoO) 1.0311 10
-] . -10
14 (8. 000, 1. OO - 2.082 10
Pt I -2
113 (9151 ,.9154,.081) |1.442 10
o d . -4
f7 W (. PO ,.001 .. 98) 1,868 10
- ‘ ) - t1,1,4) (o)
10 (L POD, . DOD, ., OOD) 1.0680 10
G : ‘ -8
1¢ LPOD, | SO, . POD) 1.019 10
. ' -12
1¢77 |- eoP.. 000, . 009 5.%513 10
¢ 1072
a .
: 0,0 o W0, 1) 1.1036
"
1o

[
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Test du ¥

soit £ la variable aléatoire étudige, nous ne connaissons pas  sa

rd

distribution de probabilité. NMous voulons tester 17 hypothese que
suit une distribution de loi particuliére.

La procedure consiste & obtenir un échantillan aléatoire de taille n
de la variable I dont la densité de probabilite est "inconnue. - Ces
observations sont contenues dans un histogramme de fré&qusnces ayant

1

k classes d’intervalles.

Soit fr la ieme frégquence obsérvée dans la iema classe. nous
1 .

Calculons ﬁ'la fréguence théorique. Le test statistique Est:

] 2
{ fr - £
. i b

18

k
X, = 3:
= E.

1

Nous pouvons montrer que xz'suit_appraximativemgnt ia distfibution
fn i1 cHi—deuk avec k—p-1 degreés de lib&rtés ou p rezpréssnte ie  nambra
des. paramétres de la distribution estimse par 1"achantillon
statistigue. ‘

Nous rejetons 17 hypothese gue I est conforme A 1s distributicn
considérée =i : '

2

2 "
Xy - qu’ Jmpet

Le nombre de classes & est choisi parfois, selon des regies
empirigues, parmi lesquelles, la régle de STURGE gqui donne le nombre

minimal de classes A4 prendre:

k=1 + (10 %X Log _(n)} /3

: 10 ‘ )
‘11 est, cependant., préféarable de prendre le nowmbire ds classe
aussi grand que possible, afin de ne pas perdre das
infarmations. Lorsgue k=n, ol n est la taille de
17échantillon, toute 1°information contenue dans 1 é&chantilion
sera a&lors prise en considération lors de 1" analyse

statistigue.

*



" Probleéme 1:
Source: Beale . 1958

N° de variables indépendantes: 2

Min $00=F + 2 417 U= C+x (1-x")
1 F4 3 % L t

x°=r1,0.817
=03,0.51" £x*r=0

Mi -F('}'{,E}=,Uf + u

N N

P U= G+ % (1—-x)
1 * 1 2

3a 1

taille| Pas de dérivation h correspendant
Loi.a des paramél res
échant | Norma, Poiss, Expon; Gamma, Unifo, Binom
10 1077 | 107 | 107 | 107 | 107? | 1072
20 t07% | 107 | 107 | 1072 | 1972 | 1070
30 1077 1 10™ |10 | 107° | 107® | 1o7°
40 1077 1 10™  10™ {107 | 107? | 107®
so | 167 | 107 1077 | 107 | 107 | 107°
&0 10 1 10 | 167 167? | 1072 | 107®
70 | w00 ) 102 | 10| 107% | 1470 107
80 1072 | 10 | 107 | 107% | 107 107
90 1077 11077 | 10 | 107?107 | 1070
100 | 107 ) 107 1™ og07? | 1o ? | 107®
110 1077 [ 107 | 107 | 107® | 107 | 1070
120 | 107 | 10 | 10" | 107 | 157® | 1070
130 1077 | 107 | 167 | 107% | 107 | 1070
140 | 107 | 102 | 167 | 107 | 167 | 107?
150 167 | 107% | 107 | 107? | 1o7? 172
140 107 1 1072 | 107 | 1072 | 107® | 107°
170 107 | 167% | 107% | 107 | 1072 | 1070
180 107 | 107 | 107 | 107°® | 107 | 107®
150 1077 | 107 | 107 | 167 | 107? | 1073
200 1077 1 102 1 10 | 107® | 10 | 1572

Ce tableau représente la valeur du pas fixée pour chague &chantillon
durant le procaessus d*analyse.



Probl éme 4:
SourcerHimmebl au

N® d& variables independantes: 2

-y

2

Min FO0= e (23 438)

X°=r 3t

¥=r0,13" £(x® =1, 1076

Cex =y 2 2
in [(X,Fi=p ( o+ ¥}
Min [, & 1 2 El‘-:l _Ez %,

tatlle Pas de dérivation h correspondant

échant Norma.l Poi.sel Exponl Gc:u.rm-nml Uni.i‘-._:», Binom
|

10
20
20

30 -
Quel que soit le pas h fixé

10 %<ng107°

SO
&HO
703

-l optimum obtenu tend Loujours vers
et cect quel gue soit la iLeoi ot La

valeur des parmétres %




Problama i
Source: Himmeblau

N® de variables indépendantes: 4

ﬂj + Z(; aL + X -Elf
— _D'
o9 1+ 2% a -t
Min £(X)=10 ¥ Lt b
' i=g ) b

X'=(2.714,140.4,1707,31.5117 £x*)=318.5721

¥+ % oa + w o oa
1 z i a i
2z - bi.
_ 7 1+ K Et' '
Min F(X, )= 10Y% : -
1= t

taille| Pas de dérivation h correspondant

échant Norma, Poiss | Expon; Gamma, Unifo, Binom

10 167 | 102 [ 107 | 1072 | 107® [ 107?
2o | 1w07% 107 | 107 | 107% | 10?2 | 107
30 107f ] 107% | 107 | 107* | 107? | 107°
40 1072 | 302 | 107 | 1072 | 107 1072
50 10?2 | 1072 | 102 | 1072 | 107° | 107
&G 1672 | 107% {107 | 1072 | 167% | 1077
70 |10 | 1067 | 10?2 | 1072 | 167 | 107°
8G 107% | 107% 1 107® 1077 ] 10 | 1070
90 1 107% | 107 {10 | 0% | 160 | 107®
100 107% | 107 |10 [ 107?107 | 107®
110 | 107% | 107 ] 107% | 107% | 107 | 107°
1zo | 107% | 107 | 107 | w07 1070 | 1070
130 1672 | 107 {1072 | 1072 | 107? | 107®
140 102 | 102 {102 | 1072 | 16° | 107
150 102 | 1072 {1072 | 1072 | 102 | 107®
160 ] 1072 | 107% | 107 167 | 1070 | 1078
170 | 1672 | 1672 | 1072 {1072 | 107 | 107®
180 1072 | 107 | 1072 | 1072 | 167 | 107°
190 107 | 107 L 107% | 1077 | 107?107
200 | 107% | 107 | 107% | 1072 | 167® | 107®

I

o, e,
L v
0.0 1.301
0.000428 11.18 .
&.00100 16, 44
C.00209 |16.20
. 0.0034a8 22,20
0.00%52% |24.9132

o



RI6-

Probleéeme 6:
Source:M.J.D Powell, Computer J.5,147 (1942}

N* de variables indépendantes: 4

Min F{X)=i{x +10x )% + 5ix = 2 3% 4+ {m ~2u Y410 ~x 3
1 2 - | 4 2 3 1 &

Min fix,f}=(fix1+10x2}2 + S(xaﬂ 343? +‘(R;—2xa}4+19(x1—x 3t
.t,o,i.l.l,e Pas de dérivation h correspondant
échant Norma;, Poliss éxpon Qomma,;, Unifoe, Binom
10 1077 |10 1107 107 | 1o | 1070
20 1077 | 10 1o | 107?197 | 107®
30 1070 | 10 | 1070 | 107 | 10® | 107?
40 102 1 107 {107 | 107 | 167 | 1072
S0 . 1077 | 107 {107 | 1672 | 107% | 1o°®
60 107 | 10 | 1067 | 107® | 1072 | 107
70 1070 | 107 {107 | 107® | 173 | 107
80 1077 | 10 107 {1677 | 107® ] 1073
20 1677 | 1o | 107? | 107® | 1073 | 107®
160 1077 | 10 |10 | 107® | 1070 | oY
110 1677 | 1077 | 107 | 107 | 107? | 107
170 167 | 107 | 107? | 1072 | 107 | 1a7®
130 107% | 107 | 107 | 107 | 10 | 107
140 107 | 1070 ] 107 | 107 ] 107 | 1o7®
150 1077 ) 107 | 107 | 10" | 1o | 1070
160 107 | 107 107® | 1em® | 15? | 1o
170 1077 | 107 107 | 107® | 107® | 107®
180 1672 | 107 | 107® 107 | 1g7? | 107°
190 - | 1077 | 107 | 107 | 107® | 167® | o0
SO0 1077 | 167 | 107 | 107 | 107® | 107




Probléme 7: _
Source: Himmeblau

—

M® de variablas indépendantas: Z

Min F£{(X)= Sin(3. 6037 31/12} + Cos{l.82%4 xzflb)

¥C=r 1"

Cxs00,117 #M =1, 1038

Min FUOX,E)= Sinf » /12) + Cos(f x /1&)
b 171 . 22

)

taille| Pas de dérivation h correspondant
échant | Norma, Poiss Expen, Qamma, Unifo, Binom
10 o™t | 107® 107% | 1g® | 107®
20 107t ] 1o7? 107 | 1a® | 1072
30 107 | 107® | et | oot ] 107
40 1ot | 1072 167% | 1ot | 1073
S0 w107 107% | 1ot | 107
b0 0™ | 107% 1072 | 107 | 107°
70 107t | 1072 | 1672 | 107 | 1072,
80 107t | 1072 107% [ 107t | 107°
90 107t | 1072 t07? | 197t 1070
106. |10 | 107® 107% | 1ot | 107
110 1ot | 1077 107% vt | 107®
120 107 | 107 1072 | 107t | 107®
136G LR B TV e 1072 | 1™t | 107
120 | 107 {102 | | 1072 | 107t | 107®
150 ot | 107% | 107t | 1070
160 10 | 1073 1072 | 107t | 1070
176 107 | 1072 l1e7* 1ot | 107?
180 | 107 | 1072 1072 | 107* | 1g7°
190 1ot | 107 1072 | 107 | 1072
200 107 | 1572 1072 | 107" | 107°




L Y

¥X%=r-1.2,2,01

Pr-qbl éme B3 -

SourcerHimmeblau

M® ¢e variables indSpendantsas:

2

Min F{X)= 100 (x — {ix +X }/2) )} +(i-u
3 1z

by

'3

X=r1,1,11%  fxFr=o

Mim F(xE)= (F s — ({x + 3/23 ) +(F —x )24(F —u
' 1 3 i 2z ] 1 3 2

2

taille| Pas de dérivation h correspondant
échant | Norma, Potss Expon,; Qamma, Unifo, Binom
16 10 | 10" | 0™ | 107 | 10"® | 1070
Z0 1077 1o 107 o | 1o | o107?
20 | 107 | 1o | we? | 107 | 107 | 107
&G o2 o™ | wom? | o107 ? 10°? 107
50 1072 | 10 1a™® 107 | 1 | 1070
L0 107 | 10 | 1™ | 1o”® |10 | 1070
70 1072 | te™@ {107 107 | 107% | 107
g0 | 102 | 107 |10 | 107 | 107® | 107®
T 0™ | o™ |07 L 1o™® | g™ | 1070
100 10 | 1w 17?10?1107
110 1077 | o7 | ] o7 | e | o7
120 107 b 10 | 1o | 107 | 1W? | 107?
1320 102 10 10 | 167 | 10® | 107®
140 107% | 0™ | 107 | 107 | 107 | 107
150 167 |10 | 107® | 107 | 107 | 107?
160 1077 | 1™ | 107 | 107 | 10 | 107
170 167 | 107 | 107? | 1e7? | 107® | 107°
180 1072 o™ 107 | 10”7 | 1o | 1om®
190 C107? o™ e | 107 | e | g7
200 1077 | 10™ | 107 | 107 | 107 | g0




Probléme 10:

Source:Himmeblau

N° de variables indéperndantes: 7

A

Min £O0=0G4x 110 %+ Payn ~7)%
-1 2 . . 1 2

Fix =0

Min + (x,f,};(zi :-cf+xz—11)2+ {}:f-»xz—?)?

taille! Pag de dérivation h sarrespondant
échant Norma i’oi.ss Expon, Gamma, Unifo Bri.ncm
16 1077 [ 10 | 107 | 107? | 1a8 | 1o®
20 e | 1™ 10 | sem® ] 16 ® | qan®
30 107 | 107 1072 [ 107 | 10?1 1o7®
40 167 | 107 | 107® { 1079 | i a® | 107
50 107 | 107 [ 1072 | 107® | 1072 | 1@
6 1w 10" a0 | 107? | 1o? | 1o7®
70 107 | 107 | 107 | 1077 | 167 | 10
=% 1077 | 107 1107 | 107 | 107® | 1070
G0 1072 1 107 {107 | 1072 | 1g0 | 107
100 1072 | 107 | 107 | 107 | 107 | 167°
110 167 | 10 | 1070 | 107% | 1640 | qo
120 107° | 10 [ 107 | 107 | 157° | 1o
170 1077 | 107 | 107 {107 | 107 | 1072
140 1077 | 107 | 107® | 1072 | 1g® 167?
150 | 1077 | 107 | 107 1077 | 107} 1072
160 107 | 107 | 107 | 107% | 107® | 1070
170 1072 | 107 | 1970 | 167® | 16® | j0®
180 1077 1 10™® | 107 | 107 | 16?1070
196 [ 10™ | 107 | 107® | 107® | 107® | {o°®
200 107° | 107 | 107 | 107% | 1o | go7?

AZ-9



AZ-10

Probleéme 13:
Sowrcer . Himmeblau
N°® da variables indépendantes: 2

Min £ =GE+1Tx ~10 2+ (49%5 4492 +B4x +2324x_—681)7
.. 1 Z . i 2 4 2

X°=£1,13

K. _ N —_ — ’, T . #*
¥ =f-21.026465F5,-3&6. 74600707 . F{X y =

. e 2y . _132 2_"2'",_,.,,3._ 2
Min F(X,F1= (.<1+§152 1)7°+ {szi+§’a.\2+{’ h1+4‘:u.4,-:2 &81:

taille| Pas de dérivation h correspondant
échant Norma, Poiss, Expon, Ggamma,; Unifo; Binom
10 1ot | 1wt ot ot | 10t ] 10t
20 T IR IR T i R T I B N Il T
30 1ot | 10t |10t | 107t | 10 | 107t
40 107 | 1ot et 1ot o* | 107t
sa | 107f | 10 {107t | 107% | 10t | 107"
&0 167% | 107 f 1w | 107t | ot | et
70 1wl ot 1w ] 107} 10 | 107t
g0 ot ) ot {1t | 107t | tet | o7t
= 107 | 1ot 107t | 107 1ot | 107t
100 e 3nd R Yo Indl IR TSl M T+ M B S Rl B Yol
‘110 to | 10t aot ot | 1ot | 1wt
20 w1t ot ot | 10 107
130 w0 | 1ot ot Pt | 1ot | 107t
140 07t | 1ot ot {10t et ] 10Tt
150 1wt et 1wt et | Lo 10
140 Pl P EPToat T PP, ub i B Ml BT
170G T B T B T Nt EE T - i B« Jadl S €
180 TORIE BTt BT, Sl R U R S W+ Tl (S T
150 0% | 10t 1ot | 107t 1ot | 107t
200 107* | 10 | 10 o7 {10 | 107*




A3-11

Probléme 14:
Source: J.Bracken and G.F Cormick, “selected applications of non

linear programming N

Jdohn Wiley & sons Inc Mew Yore

‘N° de variables indépendantes: 2

Min {-(){_}=(><1—2)2_+{>{2-1)z+f0.04/g{X)+h2 (X} 70,2
CgixXy=—ilra - %5 +1 -
1 2 _

R{X)=x —2x +1-
1 2

Min FOLEI=E >{1~2)2+ cxz~1';2+o.:::4/g (I+hZ (X0 70.2

taitlle Pu.s de dérivation h -correspondant
échant | Norma ?oi._ss Expon, Goamma, Unifo, Binom
10 107 | 102 {102 {107% | 102 ] 1077
2o {10 | 10 w107 | 1?1007
z0 102 | 10 1072 | 1072 1072 ] 107°
40 1072 o2 | w202 102! 1w
50 107 {102 1072 | 1072 | 1072 | 107°
60 {10 | 102 [0 | 1e7? | 10T | 10
7;{; in 1072 102 1072 10 F 10_3
g0 ww? ] 10?10?1072 102 | 107
20 102 ] 1072 | 107% | 107% | 107® | 107°
100 T It ST+l T R A Te W S s Ml B TR
110 107 | 1072 | 1072 | 107% | yo* | oao™?
120 167 L 1a® L™ | 107% | 107 | 107
130 107? | 1ot {102 | 1072 | 1072 | 1072
140 1077 | {6® | 107® |107% | 102 | 107°
150 107 10?107 | 167 | 107 | 107®
160 IR BT o B Te RO I T s I N s T B Vo S
170 107 | 10 e 1T | ta | o107?
180 10? {ao? Wl ae7? | a0 | 1o7? )
190 1 ic® |l 1w0? 0?1072 | 1072 107
200 4102 ] 102 | w107t |1 a? | 1072




az-12
Frobléme 1:

Loi des paramétres: Normale

n® eéchan| loi ajustés 3 calculé
~ . . . e s —NGoUS EnteEnaonE gar
10 Exp,Weib,Norm |1.1216899 tendons par 3
‘ : calcule, la valsur du
20 - 0. 686321 . :
i patamétre 3 de la loi
- 20 Weibull 0. 6025 Weibull sstimé& dfapres
- o l1’é&chantillon.
40 Weibull 0.70574 o
‘ —iia Lol Weibuil pouvant
S0 - Q.64730 y . '
- Btre consideress comnms
&0 — G.6T495 une snveloppe o beau-
. —coups de lois, car elle
70 Weibull 0.90886 P :
_ _ : ect deéfinie par trois
80 Weibull 0. BBASE
paramétres,
20 Exp.Weib 0.95328 —te paramstre 7 peut dire
. . . un indicateur swr la
100 Weibull 0.82862 S TR -
forme o8& i& loi gui
- 0.27401 ,
110 podrratt Etre ajuctss,
120 Exp.Weib G.74043 —A Cce stade de [T anslyse
130 _ 0. 8978 nous l’afana releve pour
- véarification, wue gue l=s
¥ Heibull 0.82705 . .
14G 7 “re irésultats obtemes ne
155 Exp.deib 1. 02594 correspondent pas & nos
s s = attentes.
160 Erxponentielle |Q.F265% - '
170 Exponentielie {0.91217
180 Exp,.weib Q.BY447
190 Weibull 0.8&708
200 Exponentielie |[0.84817



Frobléme 1:

toi des paramétres:Gamma

ﬁ calcule

‘n® &chan 'lﬂi ajustée
10 -~ § 0. 26491
20 - 0.84770
=0 -~ 0.457472
40 Weibull 0. S5230
50 - 10.43176
&0 Weibull 0;48681
?Q Expﬂnentieile_lﬂ.?b?ié
80 Weibull 0.51581
90 - 0. 68627
100 - 0.55193
110 Weibull 0.578%91
120 - 061744
130 - Q. 40000
140 - G. . SEAD
150 - 0.61126
4 160 Weibull 2. 50052
17¢ - 0.S7369
180 - ¢. 55868
190 - i o.S6541
200 - 1o, 45598




Frobhlame 1:

{'gi fdes paramétres:Fpisso

; Lol des paramétrEE:Egﬁanentieilg
n® échan| loci ajustes 2 calc n® échanf . loi ajuaﬁéa 3 cailc
10 - o.za702| |10 Exp.Weib 0.70665
2¢ - 0.52465| |20 Weibull 0.53410
20 - 0.63286| |30 Weibull 0.56017
40 Weibull G.73156] {40 - G.6T837
50 Exp,Weib 0.72670| |50 -~ 0. 84072
& - 0.68874| |60 Weibull G.51401
76 Expnnentielle-ﬂ.éqz?s 70  Weibull ¢ £3457
80 - 0.78752| |80 . - C.71113
90 Exp.Weib 0.89474] |90  Weitull G.E7CG70
100 Exponentielle|0.85781] 100 fweibull G.6T480
110 - To.7s000] {110 Weibull o, 85507
120 Exp,Weib 1.00838] |120 Weibull 0. 64973

30 weibull |¢.86891 |130 - e.?i;?é
140 Exp,Heib- 0.97669| {140 Weibull ~ |o.65341
150 Exp,Weilb - G.F7761 150 i%Eibull- G.FEDIL
140 Exponentiells|0.89409| | 160, J - 0.7467
170 - o.62196] | 170 f - 0.59695
}EQ Exponentielle] 0.84507 180 ; - T S
190 Weibull - |e.ssozt| |90 - G.78A0Y
260 Exp,Weib 1.00645| | 200 L Weibull 0.71854




Frobleme 1:

AZ—-15

{o1 des paramé&tres:Binomiale Loi des caramétres:uniforss

n¢ échan| loi ajustiée £ calg n°-échan ioi ajusteés {(# caic
10 - - 10 Exp,Weib,Norm] 0. &%667
24 - 1.164649 20 EKQFWEib C.ERDLS
30 Weibull C.27332) {30 Weibull 0. 82311
4G - 0.52292| |40 Exp,Weib 1. 05550
50 Weibull ¢.3748%| |S0 Exp, Weib 1. 5385

60 Exponentielle|0.49376] |60 - 1. 15863
7G - 0. 47577 |70 - 145041
8 . - 6.36553| |80 Exp,Weib 1. 8BEB6
0 - G. 45093 |90 - O FH107
100 Weibull C. 40561 1G0 - 1.35467
110 - 0. 504686 110 Exp.Weib 1.HMT07
120 - 0. 3287 ey Weibull 1.38133
130 - G, 33487 130 Exp,Weib 1.58700
140 1Wweibull 0, 43475 140 - 1.35333
150 - 0. 44905 150 - y ,s:;fsc:"
1560 - 0. 43786 160 ke &ul 1 1.30672
170 - ERA == Ta 3] 17¢ ; - 1,203
180 Weibull 0. 42632 180G weinull 1.23734
190 sponentielle| . 38394 | 190 Weibull 1.25751
200 Neibull O.52017 200 — 121197

3 TS T T



Frobléme

-
]

toi des param2tresiiormale’

aramétres; Gam

AZ-16

n® echan

loi ajustée

1ol ajusteés

10 Exp,Weib n.Egas9l 110 0. 7SS
20 Exp,Weib o.60738| 120 Weibull 0. SHST
30 ¢.9528%| =0 0. 7028

&0

Exp.Weib

Weibull

150

Expohentielle

60

gu 0.%2547| |80 0. msER
20 ) 0. BEO3 0 0. AL

100 Ervp.Weihb 0. 88741 100 O T EESE
110 0.939146] [110 Weibull O, 4T
120 0. 93597 120 0.F7RT
130 1.02938 130 G. 8159
140 0, B7014 140 G.eniBE
150 0.91952 15 0. 72T
160 Expéﬁentiélie O.83123 160 O E550T
170 0. 72497 170 G, 5557
180 . 72895 150 Uo 8254
150 0.94131 190 0. £F52
200 O.B5140 2O0 0. GHEE0




Froblame2:

Loi des paramdtras: “Foisson

T
i
i
[T
-l

Lol des paramétres: Exponentielile

n® échan

10i ajustée

7 calcu

n® &chan

1oi ajustee

,6; =alicu

C. 65678

10 Weibull 0.47032 |10 Exp,Weib O A

20 0. 45584 |20 0. 57400
20 Expunentielle G. 65560 20 Exponenti=slls| 0LE1081
40 Weibull 0. 66020 |40 Exponentielle| 0. 5992
oG 0. 5_9’1\5? 5G Normal G B22A
&0 Weibull 0.60556] |60 0. 22695
70 0.65195) |70 Exponentielle|¢. 5070
£0 Meibull 0.5999al |ga 0..=971
20 0. 66032 |90 Weibull G. P05
100 0.62724] 1100 S 55106
110 0.68331 [ii0 Exponentizlle| 0. %553
120 O, 59095 120 O £23708
1%0 C.S5364( | 130 0. 86174
140 0. L2589 140 G. HFT7F0
150 3. 63484 | 1S0 0. 36606
160 0.5871&| | 160

170 G, 53087 170 0LE5553
155 6. 66530 | 180 (.. 49549
150 0.59557! | 190 .. 45003
206 200 ' 0. 47397




Frob

leme

-
P-4

Lol des paramétres: Umifgfme Loi des paramétres: Rinomiale
n® échani lol ajustée 3 calcu n* éthanjlai ajustes ? calcu
10 Exp,ﬂeib 0. 66360 10_

20 Weibull 0. 36405 20

30 G.4Z3090 (30 i

40 O, 0210686 40

50 C.04173 | B0 )

&0 Evponentielle| . 41568| |60

70 0.53566| |70

80 O, 45447 g0 Expnnentielle (. 48521
90 - 0.51917] |90 | . 44944
100 O, 45265 18 G. 52637
110 52809 | 110 G, S5273
124 120 G, 02081
130 o.a304z] |i3o G, AL80T
140G Expmnéntiélie O, 64523 140 3.S277F
150 .557a8 150 g, S8128
1460 - . 658210 1 &G G.SBIOC
170 ¢.60552 | 170 Weibull O, 46428
180 Wormal GLALLIES 18 8, 49729
190 'Expanentigile G. 48950 120 G, 4289432
200 G.4T4870 200 G, ag1 8=




Frobleme &1

toi dés paramét'eg:ﬂarmale Lol des paranetres: bamma
n® echan iui:ajusfée'ﬁ'talcu n® échan loci ajustee {3 calcu
10 Weibuli- G.12603] {10 G. 60159
=0 &, 12952 Z0 1Q.98690
30 0.1365&6{ |30 0.94772
30 0.13936| {40 0. L0006
150 0. 1847 50 Exponentielle| . 47841
&0 0.13747| }&0 0. 65248
70 0.14217) 1 70 0.21448
B3 2.13527, |eo Normal C. L2762
20 a.13411] |50 0. 36715
104 0.13744 100 1.11028
110 0.14754 116 1.01763
170 ¢ 13ECR 125 G.98737
130G 0L 1ZT01 130 1. 39583
140 G 13850 140 1.20833
150 0.13885( | 15¢ 1.19004
_1 FXs) 0148800 14800 . FB&ETY
170 4. 18595 170 MNormal 0.82721
180 G.1941Z) 180 1.3334
190 0. 19549 150 1.03301
260 0.19370| | 200 - 0.98575




Froblame &3

{oi des paramztres: FPoisson

-

f?O

ilLoi des paramétres:bxponentielle

n® echan)lei ajustes 3 caleu ﬁ° géchan| loi ajustee £ calcu
10" Norm.Weib,Exp| 0. 40506| |16 10.15182
20 Mormal 1.9?1?6 20 MNormal 0.79122
30 Normal 0.60513] |30 0. 17140
40 0.19&678| 140 0. 13674
50 Normal 0.90369| |50 ) 0. 12870
50 Normal ¢.75883] |e&o 0. 15157
70 a.21388) {70 0. 10880
80 0.25251) |80 0. 12364
S0 - 20 G.14114
100 0.30427| {100 0.13164
110 0.2236&] [110 0. 13965
126 1.10828) |1zo C.13170
130 o.12800| |izo 0. 14387
140 0.22817] | 140 0. 12495
150 0. 25300] | 150 3. 14915
16C° O.253018 &0 -

170 170 0. 13134
130 o.31612] l1s0 0. 13859
150 0. 2335 150 Q. 14367
200 |o.28862 zép 0. 12249




Froblems &:

Loi des paraméties: Uniforme

nﬂ

echan

1Gi

ajustée

loi aiustées

; i

NGO M, Wik, Exp

. FELR?

. el
gt

.535489

[y
tn
o
o
£n
i

=0

0, 600451

Weibull

10L 45263

0. 464865

1

.
Ln

.83

S0 $.52978) |70 G.7B13ZE
oo Exponentielle|G.559195 g0 1.02255

KNormal

1.05040

- -
Q. 22027

AN E S

G.783%56

. 76597

12¢ 1.02278 120 wezhuli G BOB0OS
- 130 1 . 31830 130 S.B1T1S
140 1.00872 130 NOormal e.81908
150 Weibull 1.05448 -15¢ 0. 9T0AL
1&0 O.97594 160 0.932?6
17C 0, 8957 170 CL.P0183
ige 1.1575% 1B G. 52075
130 1.05503 150 1.1ZE0
200 1.014724 . 81837




Frobléme 7:

Loi des paramétras: Nnrmaie 7 Lol des paramétres: Bamma
n® echan| laoi ajustes|fl calcu 1n° echan{loi =zjustee IE] calc;
10 Normal  [1.04384] |10  |weib.Norm |2.83958
20 o |a.ezvral {ze | - 1.45735
s S 1.27829] |30 Weibull 1.33562
&0 _ : 1.38812) |40 - {i.z528%
S0 1.26828] |SG | 1.3335
50 | 1.5?055 &0 Weib,Norm | 1.72253
70 1.55775) {70 1. 60835
80 Weibull 1.41845| |80 B E 1. 48654
0 1.55795]. | 90 " | Weibull 1.47650
100 ' | 1.47835] [100 | 1.23819
110 o T 113609 | {110 | 1.4B489
120 o 1.824882| 120 1. 46076
130 | Normall 1. 42203 |130 | _ : f 1.4061%2
140 Weibull 1.79184] |140 . 1.42481
150 _ .54535| | 150 | 1. 5572
160 - 1.72157 160 : 1.3459:
170 1.62:108] l?ﬁl,- 1 | 1. 48789
180 Normal C 1 1.467843 160 : O 1.43049
150 1.71906| |19 1.47251
200 1. 66865 | 200 ’ d.zEi9s




z-23
Frobleme ?:.

Lol des paramétres: Foisson Lol des paramétres: Exponentielle

n® echanjlci ajustée(ff calcu nYt echan|ioil ajustee] 3 calc

¢ Weibull 1.89779 10 - v1=136&3

20 1.42609 20 Feibull 0. 535323
] 30 Weib, norm 1446000 20 0. 66874
40 Néi bull 1.352162 40 0. 65041
S 1.531640 S0 3. 57044
&G i Normal I.46485355 &U G, EGE60
170 ' : 1 1.82733] |70 0. 463423

e

B0 ‘ ' 1.&3753 B Weibull O, 68010

e ' 1. 76689 0 . 66514

100 | 1.42860| | 100 0.61002

110 o li.gezs0| |110- o, saare
12¢ 1. 68055] {120 0. 657865
130 1.9047 130 0.56952
140 1.92370]. | 130 G, 54614
150 Heibull 2. 05602 150 0. L9372
160 - | 1.45504] {140 | G b1 A9T
170 1.54421 1O . SEESD
180 1. 990353 1840 O &R
150 1.7034n] 1w 0. SATETD
Reivls - 1.52378| |zoo . ' 0. ASTAL
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Frobléme 7:

toi o=s paraméires: Uniforme Loi des psramétres: Pinomiale
n® &chan) loi siustész|l calcu n® echan|lci ajustéel|f calecul

1w S | 10 | 1.16581

20 KWeib, Norm 8. 74284 20 : G. 002

BJ

0 Heib,Morm 13,453 30 Q. SEE214

40 ' C 10.1288| |30 Weib,Expo |0.57%14

50 8. 19334 S0 S lHeibuil U, 64425
L FeBLEE &0 0. 60849 ]

., ,j
]
fJ
i

o~
I
i
.
Pn

L1685

8o : J.F9212E 80 : . 5835

90 10,3494 |90 : - |o.72220

100 . ’ 135, 6090 10 ) 0. 6C810

110 ReibNorm & 59987 11¢ . 60741
120 Mormal 11.343%4 120 bimiberl ] Q. L5062
130 13, 34808 1 10, 00635
140 - 7 4, 52398 140 Exponentiel | 0. 64077
150 7. 98G93 150 G, 00627
16T FTL.ligzs 156G G C0&ET
176G FLal8i60 170 GLOGLLE "
180 _ ﬁ-:-rmai DLRI2EE 18 0. L3534
170 £ 45970 170 C. 60515
200 S.IGTIS] | 200 0. 50685




Frotbléme B:

Loi des paramétres: Normale

Loi des paramétres: Gamma

n® &chanllol ajustiée|? calcu n® &chan{loi ziustes 7 ©aic
10 Weibull O.3&366) |10 | Exponentiellell. 19948
20 {weibull 0.614?? 20 xponentiellel 1. 13833
R 30 1.23085
a4 40 1. 0853
50 S0 Weibull 1.33mT
T &0 Heibull 1.288i46
70 70 Weibull 1.5e328
a0 =Ty 1. 4559y
0 Q0 Weibull 1.35394
100 Weibull 0.69197] | 100 Expo,Heib 1. 28052
110 { 110 ‘

120 120

130 Weibull 0. 76866] . | 130 Exponentielle| 132142
i 40 i8¢ WMeibull 1. 3&%0s6
150 150 1. 47550
140 160 Weibull 1, 58819
170 170 Heibull 1.4887C
180 180 Weibull i.2657
i?u 170 BWeibuil 1. 557
OO0 200 1.EGE80

az-25
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Frobiéme B:

Loi des parametres: Foisson loi des paramétres: Uniforme
n® &chan|loi sjustée| B calc] |m® échan|loi ajustées. |7 caltu

10 ' 0.37341] (10

26 Weibull 0.50456] | 2C
130 Weibull 0.51328| |3¢ Weib,Norm. | 55.68%

&0 G. 30721 £0 Weib,Maorm S5.659

50 |Weibull . 53189 540

60 _ - deo | 2.c808

70 ' o 70 Normal B.3522

ga ' 80 Weib,Norm 7.617%

100 ' 1160 Weib,Norm . 6357
it0 110 _|WeitenOFm 1.8932
.l . N L’—/ - . -
120 lweibuil - |o.7sgEEy 120 1.8871
T ,
- i N - . ™y 1.
G Ty T 130 L .| -030%
. 3 ;—,m.._a\"" R . . o
e R __’_,/ el rezag] 140 . . . 16417
130 " 10,8103 150 |Narmal . 21948
140G |s&0 Normal = oEFT
170 Weibull . 8715 170 - . |Weibull le.1358
180 U. 8061580 150G 5. 158
170 0.85116 190
< 200 Normal =t |




as-27

o)1 Bimomizlcs
n® &schan] loi, ajustée |3 calcu
10 Weibull | 2. 7718
20 Exp.Weib.Norm] G.74157
i ExpG, Weib 0. 82548

&6 Weibull 0.96166

SO Weibull 11.01756

F0 Normal 11.01588
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Frogramastion Stochastigise Sans Lontraintés. ..

' ANNEXE4



A4-1

Kous présentons ici différents histngrammes de certgins problémes.

‘Légends des histngrammes:

exemples:

Sample:
pE—2:
fct-t:

. gas—Z0:

Sample:
pb-2:
fck-1:

gan—10:

pb—2,¥fct-1,gas-2¢
prnblémé el

fonction F‘{X,f} _

ioi normal pour les paramdires et 1%é&chantillon considéreé

eat de taille 200

pb—&,fctﬂé,gam—lﬂ

probléme &

fonction £ (X,£) _

loi gamma pour les parameétres et 17échantiilon. éansidéré

est de taille 100

les différentes lois considerées sont indiquées par. les symboles

suivants:

Gooh
I

n
fw]
iR

Noirmal’
Gamms

Foisson

'Exp 1 Exponentielle

s
b
=

sl
i
=

EBinomiale

Uniforme

ni : Uniftorme
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