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Définitions mathématiques et conventions

-(A,B, C, D, n) : Réalisation dans l'espace d'état d'un systéme d'ordre (n).
(A, B, C,, D,, n) : Reéalisafion du modéle d'ordre (n) dans Ia bage équilibrée,
-(A,,B,,C,D, k) : Réalisation du modéle simplifi¢, d'ordre (k). '

-x(t) [x(®k)) :Vecteur d'état dy systéme continu [discret] de dimension (n).
- u(t) [u(k)] : Signal d'entrée continu [discret] de dimension {r). o
- ¥(t) [y(k)] : Signal de sortie continy [discret] de dimension (m).

-2, () : 17 valeur propre de 12 matrice 0.

Y (.) ~: Valeur propre maximale de la matrice ().

SAG) : Valeur propre minimale de 12 matrice (.).

-6,(.) " valeur singulidre de Ia matrice (.).

-x * Matrice des valeurs singulires dy systéme,

-1, () ' 2™ valeur caractéristique de la matrice ().

-M 't Matrice des valeurs caractéristiques du systéme.

- CARE : Control Algebraic Riceati Equation.

- FARE : Filter Algebraic Riccati Equation.

)T , : Transposée de 1a matrice ().

- Re(.) : : Partie réelle de ia quantité ().

- Im()) : Partie imaginaire de Iz quantité (.).

- erH : Borne de I'erreur de Hankel,

Définition 1. (Nombre condition d'un e matrice)

Le nombre condition de 1a matrice (A) est donné par la quantité N_= —:—%)2

Définition 2. (Projection)
La matrice P est dite projection, si elle est idempotente; c-d-d, P = p?
La projection est orthogonale si PP = I '

Définition 3. (Nornte) ,
Lanoime d'une martice (A) est le nombre défini par:

L
Il B
xz 0

Si lamatrice (A) est symétrique, la ﬁonne sera donnée par ”A ”: max [1 l (A)].
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Introdﬁclion

L'évolution des techniques et la modernisation des moyens de production conduisent,
de ples en plus, les automaticiens 4 étudier des systémes complexes (la éofnplexité peut
provenir soit de la grande dimension, soit des propriétés intrinséques des systémes), tels les
systémes de production d'énergie électrique, systémes _thermiqués, les industries chimiques
et pétrmchimiques, ...efc. ;

De séricuses difficultés portant sur les problémes d'analyse, de synthése et
d'orgamisation de la commande, nous ont poussé 3 investir dans la simplification; c-a-d,

représerfier les systémes par des modéles d'ordre réduit.

‘Four atteindre ces objectifs, une étape fondamentale doit étre effectuée consistant en
la comtruction d'un modéle d'ordre réduit du systéme (processus), objet mathématique
capable de reproduire fidélement, avec une certaine tolérance, le comportement global du
processus. Elle sera suivie d'une autre étape qui consiste a assurer la stabilité du systéme et
amélierer ses performances, en le mettant dans un environnement le plus défavorable, cela
via uneantréleur optima! d’ordre réduit.

Nofre travail a pour objectif, le développement théonque de diverses approches de
simplifcation de modeies, voire (M.R.E, Méthode de Schur). |
L'application de ces diverses approches d'approximation portera sur la synthése d'un
contréeur optimal LQG d'ordre réduit.

Le mémoire est présenté comme suit:
Le premier chapitre portera sur quelques éléments de la théorie des systémes complexes,
dans % but d'avoir une idée sur leur structure et d'orienter par la suite diverses
méthodologies d'analyse. ' '

Dans la premiére partie, un développement théorique sur ]es diverses approches de
simplffication de modéles complexes (Chap. IT) est présenté, ainsi qu'une approche récente
dite *MR.E." {Chap. II), ol 1a réduction d'ordre s'effectue dans une base de coordonnées
particdidre appelée Base d'équilibre. Diverses applications mettant en évidence l'efficacité
et les performances de ces approches sont proposées.
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Il est important de noter que du fait des conditions de travail sévéres imposées an systéme,
ces approches s'avérent limitées et donc non appropriées 4 une évenmelle.généralisalion.
Nous avons résolu ce probléme en présentant une méthode de simplification robuste
exploitant des projections dans I'espace d'état.

La seconde partie discutant de la commande des systémes complexes, développera le
concept de la régulation optimale (Chap. IV), ainsi que la synthése du contréleur optimal
simplifié (Chap. V). '

Pour mettre en évidence le probléme de compensation, nous effectuons diverses simulations
sur quelgues modéles snivies de leurs interprétations.

Une conclusion générale mettant en relief 'aboutissement de notre recherche est présentée.

En annexes, les divers algorithmes sont exposés.
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Chap. - ANALYSE DES SY STEMES COMPLEXES

Chapitre I

ANALYSE DES SYSTEMES COMPLEXES

L1, Iataeduction
L'mr=lyse d'un systéme est une phase détermmmte et préalable an calcnt de sa commande.

- Son oljectif final vise 2 ftrouver une formulation mathématique au probléme de la
commpznde. Cette formulahon englobe les équations du modéle représentant intimement le
systéave ainsi que les relations exprimant I'indice de performance et les contraintes, '

Tre telle analyse est particuliérement difficile dans le cas des processus industriels
complezes. La difficulté tient aux caractéristiques propres de ces systémes qui commandent
la priseeen compte de plusieurs facteurs ainsi que leurs inter-relations, difficiles 4 identifier,
souveat non linéaires et non stationnaires.

.- Xprés quelques généralités sur des notions de base, nous présenterons les méthodes
récerfes d'analyse des systémes complexes.- Notons que ces méthodes ne sont applicables-
qu'a mee classe de systémes bien déterminée, toutefois, elles sont présentées pour mettre en

. relief des facteurs qui les rendent inadaptées et qui ménent & la construction d'une

méthoddlogie. | o

L2. Notibn de systémes complexes

- Dass la pratique, une tendance courante, source de confusion, assimile souvent, systéme
compleze et systéme de grande dxmensmn Or, un systéme peut éh‘e complexe sans étre de
grande trille et inversement.
La comsplexité est une notion relative, définie comme étant "un caractére fondamenta! qui
apparait comme Vincapacité de décrire tout le systéme et de déduire son comportement 2
. partir die la connaissance du comportement de ses parties [1}". ' |
Cette définition convient parfaitement aux processus industriels continus de production. -
La complexité de ces systémes est atfribuée aux facteurs suivants: '

- Les zspects multivariables, non linéaires et non stationnaires.

- L'exig®nce de bouclages internes rendant difficile la compréhenszon ‘des phénoménes
physigses par le seul prmc:pe des relations de canse & effet
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L3. Analyse des systémes complexes
1.3.1. Généralités ‘
L'analyse d'un systéme implique, la définition des entrées, des sorties, des commandes, la

construction du modéle, Vestimation des paramétres du modéle et la définition des critéres
"de commande. _

La notion relative de systme améne nécessairement différentes méthodologies d'analyse,
qui se distinguent essentiellement par les objectifs spécifiques 4 atteindre. Ceci conduit & la
mise en oeuvre de techniques variées plus ou moins complexes.

I 3.2. Méthode d’analyse des systémes complexes

Ces méthodes consistent soit & réduire 'ordre du systéme (s:mphﬁcatlon du modéle) par
plusieurs approches qui feront objet de lapartie A de notre travail, soit & décomposer le
~ systéme. complet. en- sous-systémes, dans le but dtiliser des méthodes de décomposition-
coordination pour la commande optimale [2].

L.4. Conclusion
L'applicabilité des méthodes d'analyse des systémes complexes est subordonnée a4

. diverses hypothéses simplificatrices ou aux caractéristiques dune classe de systémes

complexes  particuliers telle que les systdmes linéaires, invariants, complétement
observables et commandables. :

-+ Ces conditions, ne correspondent pas 4 la réalité des processus industriels complexes pour
lesquelles, il est nécessaire de se doter d'une méthodologie en vue d'effectuer leur analyse.
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Chapitre I1

DIFFERENTES APPROCHES DE SIMPLIFICATION
' DE MODELES COMPLEXES

IL1. Introductmn
La réduction de Pordre de modéles complexes (Q grande dimension) est fréquement
désirable quand il s'agit de les contréler ou bien de les simuler.
Des modéles dordre élevé, quiils soient continus ou discrets dans le temps sont
généralement’ entiérement définis par des équations d'états et la connaissance des lois qui
régiszent les phénoménes. Ils peuvent &tre anssi déterminés 2 partir des signaux mesurés.
Les signaux d'entrées et de sorties du processus sont évalués par diverses méthodes

- .d'identification de fagon que les relations d'entrées/sorties soients exprimées par un modgle

mathématique.

_La simplification de modéles complexes peut étre basée sur I'hypothése de la
conservation d'énergie, c-a-d, I'énergie l(moment de second ordre) emmagasinée durant le
. régime transitoire doit demeurer sensiblement constante lors de laréduction de I'ordre du ‘
* modéte. |
Les modéles d'ordre réduit peu\ ent &tre générés par plusieurs approches nous en citerons
les plas importantes:

- Méthode d'agrégation [4],

- Méthode des gains équilibrés [7],
- Méthode L' -optimale {7],

- Normme de Hankel [7].

.. La Méthode des Réalisations Equilibrées (MLR.E.) fera objet du chapitre IIL

11.2. Mthode d'agrégation [3]

Le modéle simplifié via cefte approche [4] est obtenu par séparanon des modes du
systéme en deux groupes, les modes dominants (lents) [persistant dans le régime iranmtonre]
et les modes non-dominants (rapides) [non persistant en régmle iransntmre] avec
conservation uniquement des modes dominants.

Partanst d'un systéme initia), continu, asymptotiquement stable, invariant dans le temps,
dordre (n), complétement commandable et complétement observable (voir Ammexe 1)
représenté dans I'espace d'état par ' '
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x(t) = A.x(t) +B.u(t)

. (2.2.1) .
y(t) = C.x(t)
Un modéle simplifié d'ordre (k) d'équations d'état:
z(t) = F.z(t) + G.u(t) 222)
y(t) = H.z(t) + E.u(t)

est dit "modéle agrége" issus du modéle initial, si :

- Les états z(t) du modéle d'ordre réduit et x(t) du modéle d'ordre complet sont reliés par la
" relation linéaire de type: '

() =Lx(t). | : . ' (223
od © L = kom-matrice (matrice d'agrégation), de rang complet.
- Les matrices F et G du systéme d'équations (2.2.2) vérifient alors les conditions suivantes:

FL=L.A
G=LB

Le modéle agrégé donné par (2.2.2), d'ordre (k), doit approcher au mieux le comportement
du modéle initial. - -

Une fagon d‘apprécier la qualité de réduction est de comparer, ﬁpoétériori, les réponses du
modéle initial et du modéle d'ordre réduit en introduisant le critére quadratique J

=1

J= it{J[y;m - 5.0y - 5f dt} | C(2.2.4)

ob y, et §, sontrespectivement les sorties du modéle initial et du modele agrégs, retant le

nombre d'entrées, le critére J est donné encore par:
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=1

J = z':trU(c—_H.L);x, (t).x,(t)'.(C—H.L)Tdtji
= tr[(c-H.ﬁ)’w(c-H.L)]

avec: W = zr:jxi(t).:nc,T (t)dt

=l g

La minimisation de J conduit 4 un modéle agrégé optimal pour une classe d'entrée etun

horizon d’observation [0, T] déterminés.

Pour minimiser J, une solution en deux étapes est fréquement utilisée [5], [6]. Ces étapés

sont:

E1- Choix des modes du modgle agrégé, ce choix pouvant &tre par exemple réalisé sur des
bases énergétiques, fixe les matrices F, G et L. '

E2- Optimisation du critére J sur les matrices H et E pour les modes conservés.

IL2.1. Choix des modes et structure du modéle agrégé

Le modele d'ordre réduit est construit & partir de ses’ modes, choix basé sur les
caractéristiques énergétiques de ceux-ci. .
Aprés présentation du principe de sélection des modes, nous décrirons la structure du
modéle agrégé résultant.

- Sélection des modes par un critére énergétique.
Le choix des modes s'effectuant 4 partir du régime transitoire, c'est la réponse
impulsionnelle qui est calculée et elie s'écrit dans le cas monovariablé:

y = 3 (@, Exp(r0).1,)

avec: Q:C.P:[ml,mz, ........ ,mn]
FT=P'B={y, v, . .. 1]
A =P AP = diag[A, A;, . . . A,]

et P est la matrice de passage dumodele dans sa base modale.
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~ L'énergie associée an mode A, g'écrit [4]:

2

g, = j[m..EXp(l,t);yi] dt

et I'énergie associde aux modes A, et A est:

[m, Exp(At).y ,][coj .Exp(ljt).yj ]dt

@ Crny

gQJ =
Dans le cas multivariable, les coefficients g, ; sont les termes ﬂe la matrice G donnée par :
G = [Q'.Q]8W
ol : - W est solution de I'équation de Ljapunov,
AW+ WA +T.T" =0

- @': produit terme 4 terme {40].
* Le classement des modes s'effectue suivant les g, décroissants.
Lorsque deux modes voisins (A, = A,) ont des énergies comparables (g, = &)k test

sur le signe des contributions croisées permet de conclure si les deux modes se compemsent:
si g,,<0, les deux modes se compensent. En pratique, un écart relatif de 10% est choisi.

Le nombre de modes retenus, dans I'ordre des g,; décroissants, peut s'effectuer de dewx
fagons idiﬁ'érentes: o

- En fixant une bore inférieure minimale que doivent vérifier tout les g, retenus.

- - En imposant une limite maximale dans le rapport entre deux contributions guccessives.
- Structure du modéle agrégeé '

Supposons la matrice A diagonalisable et soit P la matrice de passage dans abas
modale du vecteur d'état x(t). '

x(t) = P.E(t)
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Le systéme d'état (2.2.1) devient:

AE(t) + T.a()
Q.£(t) + D.u(t)

&(t)
y(t)

Q=CP
r=p*'.B
A =PLAP .

Les (k) modes conservés ayant été choisis, 1a matrice A est partitionnée sous la forme:

L'écriture du modale dans fa base modale est alora:

, Fl(t)} . [A. 01[@1(0} +[r.]u(t) | B
182t D A, &) F, | |
(2.2.5)

yt) = [Q, Q ][e; (;} + D.u(t) |

les (k) premléren valeurs propreq sont celles conservées pour fe modéle dordre rédut qui

g'éerit:

E () = A& (1) + T .u(t) 226
y(t) = 6.&,(t) + E.u(t) g
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-

Posons, pour garder les mémes notations qu'avant:

a Moo
I
- >

Par contre, les matrices H=0 et E sont calculées de maniére 4 minimiser le critére J.

Calcul de la matrice de sortie
Une fois les modes choisis, il fant calculer les matrices de sortie H et E qui minimisent

'écart de sortie.

La conservation du gain statique est une condition supplémentaire qui vient se superposer, il

faut pour cela solliciter le systéme avec une entrée échelon.

Optimisation du critére pour des entrées Impulsions.
Afin d'obtenir un comportement identique 4 I'instant initial, il fant prendre D=E.
Sans considérer la contrainte de la conservation du gain statique, il suffit de calculer

I'optimwm de J par rapport 4 8:

o 0, ce qui donne par un calcul classique, la valeur de la matrice de sortie

a8
8 = a.w.L'(L.w.L)",
ot W est solution de I'équation de Lyapunov:

A - .

AW+ WA +T.TT =9

Optimisation pour des entrées échelons sans contraintes sur E.
Sans contrainte sur E (E # D), le régime permanent est assuré en écrivant I'dgalité des

gains statiques:

E=D- (Q-0.L)AT

oll [a matrice de sortie est toujours définie par 6 = Q.W.L' .(L.W.LT)"l
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Cette premiére solution approche an mieux le régime transitoire mais, le fait que E = D
enfraine une discontinuité A l'origine. Pour pallier 4 cet inconvénient, il faut fixer la

contrainte E =D,

Optimisation pour des entrées échelons avec contrainte (E = D).

La contrainte nécessite l'introduction. d'un opérateur de Lagrange K et le critére &

minimiser devient [4]:

J=171+ 2tr[K".(C~-HK).A™".B] - (2.2.7).‘

. La solution de (2.2.7), donnée dans (6] est:

8 = QWK' - QA'T.Y
E=D

X

v, -U.Y); Y= {vn.v.u) Uty

-1

U= -KA'T; V= (K. W.XT)

Remarques

i/ Cette méthode présente l'avantage, si D=0 (systémé stricteinent propre), de conserver pour
le modgle d'ordre réduit une matrice nulle directement entre les entrées u ot les sorties y.

2i/ D'autre types d'entrées peuvent 8tre choisis pour calculer lamatrice de sortie et sont
détaillés dans les travaux de G. Michaflesce [3] et G. Duc [6]. |

11
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[1.3. Méthode des Gains equilibrés [7)

IL.3.1. Introduction | | o

| Cette méthode a &té proposée par Kabamha (1985) [8]. Elle repose sur la domée de
certaines mesures sur le systéme, le modéle d'ordre réduit résultera de la troncature des états -
ayant les plus faibles mesures. On notera que cette approche de réduction d'ordre dumodele

ne garantie pas 'obtention d'un modéle simplifié "Optimal” au sens L".

Hypothéses. On suppdése que le modele initial estminimal, strictement propre (D=9), et
qu'il est sous sa forme équilibrée, c-a-d: '

W =W =% = diaglo,, ©,, . . O,)

ol : - W, =mn-mafrice (grammien d'observabilité du systdme).
- W_ = nxn-matrice (grammien de commandabilité du systéme).
- £ = nmxn-matrice (matrice de valeurs singuliéres du systéme}).
-, (i= I,_n): valeurs singuliéres du systéme.

Un tel systéme est représenté, dans Vespace d'état par:

«(ty
y(t)

A.x(t) + B.u(t)
C.x(t)

(2.3.1)

I

Thévréme 2.1. [7] Soit (4, B, C)une réalisation strictement propre, ayant pour valeurs

singulieres de Hunkel (voir Annexe 2)

012022 ...... 2o >0,

et si:

a,; = le i,i™ élement de A
b, = lai®™ colonne de BT

dme

c, la ™ colonne de C

1

la réalisation (A, B, C) est dite équilibrée si et seulement si [71:

Vi=Ln,Vj=14n;3 /v eR), b ecR,c R

12
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tels que:
*b, = v.b,
*e v,.¢,
’ 2
™ = U]
a, = Y
2.0,
T —T T —7T
. u,.uj[b, b, o - .C, .o,] o
au = 7 7 s pourli 2 j; 0;#01
o - o, .
—_T —
- l)i.\]j .b, .hj B - T -
a, 6 ta = T e 3% . =b b izj;o = 0.
I
Remarque

On montre que si les valeurs singuli¢res de Hankel sont distinctes, alors la paramétrisation
donnée dans le Théoréme-2. 1 est canonique, c-a-d, la réalisation vérifiant leg conditions de
ce Théoréme est unique. ' '

I1.3.2. Définition : Gains ¢quilibrés {7]
Les v, (i=1,n) sont appelés "Gains équilibrés” du systdme (2.3.1).

Remarque On remarque que si le i™ gain équilibre U, est trés faible, I'$)ément .
correspondant 4 la i*™ ligne, i™ colonne de A;lai*™ ligne de Betlai*™ colome de C
sont faibles, cela signifie (d'aprés Kabamba) [8] que le i™ état est découp!é des mutres
Stats, | |

Partant de ce principe, on peut supposer que I'état correspondant aun gain v, assez faible,
contribue peu dans le comportement global du systéme, maig les gains équilibrés v, ne sont
pas des indfcatem's du degré de commandabilité et d'observabilité des états du systéme.
C'est plutét les véleurs singuliéres de Hankel o, qui assurent cette megure.

Dans ce qui suit, nous verrons l'inﬂuence' des gains équilibrés sur la norme L de la fonction
de transfert du systéme.

Théoréme 2.2, {7} Soit é(s) la fonction de transfert du systéme (2.3.1), ayant pour
valeurs ‘ '

singuliéres de Hankel (0, ©,, . . 6, )etcomme gains équilibrés

(v, v, . . v, ). alors:

»HGﬂ'm)lL,j Z-ngo.-ér I sy
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Interprétation _ o
Il vient que chaque terme (o,.v]) contribue dans la norme L' de la fonction de transfert du

modele, de fagon qu'une éventuelle’technique de réduction de T'ordre du modéle soit la

 troncature des états auxquels sont associés les termes {6,.v) faibles. | '

La procédure réalisant cet objectifest simplement I'élimination des lignes et colonzes des

matrices A, B et C de la réalisation équilibrée, correspondant anx états qui confribuent
faiblement dans le comportement global du systéme.

Si l'on fait l'analogie avec la MLR.E (traitée dans le Chap. II), c’est presque le méme
principe, sauf que dans cette derniére, les états éliminés sont ceirx faiblement commardables
et faiblement observables. |

Aprés la procédure de troncature, il sera facile de calculer la norme L2 de la fonchion de
transfert de I'erreur (§cart entre le modéle dordre complet et celui d'ordre réduit).

D'aprés le Théoréme de Pernebo-Silverman [22), si les valeurs singulidres de Harkel de
X, et 3, sont distinctes ou:

- I, = diag(o,, . . o©,) [Matrice des valeurs singuliéres du modéle simplifié §,
- %, = diag(o,, . . o,)[Matrice desv. s. de la partie du systéme a éliminer],
-k = ordre du moddle stmplifié.

alors le modéle simplifié, d'ordre réduit (k) est complatement commandable, compléfement
observable et asymptotiquement stable  condition que le modéle initial I'est.
- Le calcul de la norme L sera spécifié dans le paragraphe suivant

Théoréme 2.3. [7} Soit la réalisation (A, B, C)du systéme (2.3.1), ayant pour valeurs
singuliéresde Hankel (o,, ©,, . . ©,),pourgainséquilibrés(v,, ©,, . . ©,)

et é(s) comme fonction de transfert.

Soient : N={1, 2, ....,n} et
T : sous-ensemble de N.

Posons alors: (A., By, C;) . lanouvelle réalisation obtenue par troncature des i*™"

lignes et colonnes de A, la 1" ligne de B et la i™ colonne de C, pourtoutieT.

Supposons que: o, # o, ,¥ieTetjeN/T.

14 -
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Posons: ér (s) la forzétioiz de transfert assoctée d la réalisation (A, B, C,). i vient
que: ' '
1

”é(jm)—é,(jm)"ﬂ > [anoi.ufji (ZuZG,.UfJE er

|[Gtie)- &, G|, = zx'[z";o,.u: + Yol - 2tr[cr.v.cf]]

oiz Vest solution unique de 'équation de Lyapunov :
A,.V+V.AT+B,.B=10

IL3.3. Conclusion :

Cette technique de réduction ne permet pas d’obtenir un modzle d'ordre réduit optimal,
mais engendre un bon modéle simplifi¢ qui approxime d'une maniére satisfaisante le modéle
initial au sens de lanorme L, . 4 '

‘Donc, si 'on s'intéresse a I'obtention d'ua bon modéie simplifié au sens de lanorme L, , on
doit non seulement examiner les valeurs ginguliéres de Hankel, mais aussi les termes
(o,-v]) qui représentent une mesure de contribution des états correspondants de 1a fonction
de transfert dans la norme L, . |

 IL4. Réduction d'ordre de modales par Ia norme L, . (solution optimale) [7]

I1.4.1. Introduction
Cette approche, améliorée par Wilson [9], Hyland et Bernstein [10], est capable
d'engendrer un modéle d'ordre réduit optimal au sens de 1a norme L,.

Le probléme dune telle approximation est de poser des équations implicites, si elles
admettent une solution, cette solution sera optimale, mais en contre-partie, le calcul devient
complexe.

Considérons le systéme (2.4.1), représentant le modéle initial dans l'espace d'état

Cx(t) = Ax(t) + B.u(t) - | ' @41
y(t) = C.x(t) + D.u(t) | |

15
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I1.4.2. Probléme d'optimisation ' ‘

Soit un systéme d'ordre (n), stable, complétement commandable, complétement
observable, strictement propre, ayant une fonction de transfert f}(s).
Le probléme est de trouver un modéle d'ordre réduit (k) (k<n), stable, complétement
observable, complétement commandable, strictement propre, ayant pour fonction de transfert
G (s) et une représentation d'état:

X (1) = A, ..xt (t) + B, .u(t)

(24.2)
() = C..x, (V)
qui minimise la fonction de colt quadratique:
1 L T . ' - ~
J(A,.B,,C,) = lim ;!(y(r)— ¥ (1) R(y()-y, (1)) dv @A

towm

Remarques |
- Quand l'excitation (signal d'entrée) est un bruit blanc, de densité spectrale V définie

positive, R est une matrice semi-définie positive, symétrique.
- Lorsque V=R=I (cas d'un signal d'entrée bruitblanc ceniré avec une variance unité), le

probléme de minimisation sera équivalent au probléme de minimisation de 1a norme L, de
I'erreur de la fonction de transfert, c-3-d trouver ét (s) qui minimise

[6Gm -G G, | @44

Le théoréme-2.4 suivant donne les conditions nécessaires de l'existence dune solution au
probléme (2.4.4).

Théoréme 2.4_[7]
Supposons que la réalisation (A, ,B, ,C, ) résolve le probléme (2.4.4), alors:

3: Py, Qp - matrices semi-définies positives,
-M - : mxm-matrice, semi-simple, positive,
-I,G ;mxn-matrice.

16
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telles que:
A, =T.A.GT
B, =T.B
C, =C.G'

avec 1= G .T, les conditions sufwiﬁztes sont aussi satisfaites:
‘rang(Qy,) = rang(P,;) = rang(Qes Pr) = K -
1:.[A.PP; +P . AT+B.V.B']=0
IJ[AT.Q,,, +Qu.A+CT.R.Cl.1=0
Pps.Qps = GT.M.T
T.G' =1,

De méme, la norme L, de la fonction de transfert de I'erreur est donnée par::

N |
J(A,,B,,C,)= >
n

= 2.t{(P,.Qp —P.Q).A]
= 2.tr[P,,.Q,.A]+ u[C".R.C.P]
= 2.tr[P,,.Q,.A]+tr[B.V.B".Q]

= a[CT.R.C(P - P, )]

= t[B.V.B'(Q-Qs)]
ol Pet Q.scmt les grammiens de commandabilité et d observabilité du systeme (2.4.1).
Définition : Pseudogrammlens de commandabilité et d'observabilité [7]

P, ot Qg (nxn-matices, définies-positives) sont appelés Pseudogrammiens de
commandabilité et d'observabilité.

17
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Remarques - 7
i/ P,, et Q. sont dites pseudogrammiens car elles ne sont pas de rang complet, mais

vérifient les mémes équations de Lyapunov associées 4 la réalisation (A, B, C).
2i/ 1, appelée matrice de projection, satisfait:
V=G . T.G'.T=G'.],.IT=r«

Généralement, 1 est une matrice de projection oblique, ce qui signifie que les vecieurs

qu'initialement étaient orthogonaux, ne le sont plus nécessairement aprés projection-via T.

Interprétation

" Le Théoréme-2.4 rassemble les conditions nécessaires d'optimalité du modéle dordre
réduit. Ainsi , toute réalisation (A, , B,, C, ) satisfaisant les conditions du Théoréme-2.4

peut tre soit un maximum ou un minimum du probléme d'optimisation.

Il est possible de transformer le systéme (2.4.1) initial,-de fagon que la mafrice de
pro;ectnon 1 transformée soit t = diag(I, 0) et que fes pseudogrammiens deviennent
matrices diagonales supérieures, la conséquence de cette transformation est le Théoréme-
2.5

Théaréme 2.5. [7] |
Supposons que le systéme (2.4.1) satisfasse l'hypothése du probléme d'optimisation.
Supposons ausst que A_, B, , C,, Py, Qy et t satisfassent les conditions du thépreme-

4.1 et qu'il existe une transformation non singuliére T € R™ du systéme (2.4.1), telle

que:

£(t) = T.x(t)

i

alors les matrices Pog, Q. et 1, transformées de P, Q,, et 1 via T auront pour

expressions:

~ A 0]
Pps = T.Pp . TT=| " M=

s = PS [ 0 0}

. Ay, O
=T7T.Qp. T =|
Q=T 01 =[N ]

8.
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A Ao
Ppg.Qps = T'PPS'QPS‘T_I = [ :l

0 0
1=T.t.T' = L 0
‘ 0 0

ou: A, , A, =kxk-matrices (diagonales, définies-positives)

A = AP: 'AQx

La transformation T appliquée au systeme (2.4.1) donne:

A& + Bou(t)
(t)

£(t)
F(t)

- (24.5)

i
>
>

o

oi: (A, B, &)= (T.A.T", T.B, C.T")
deméme: i=GNT = diag(I, 0)

ﬁkéT =1,

cect implique qu'il existe une transformation 8 € R™ , non singuliére, telle que:

s o]

G= -[S’T 0]

-~

T

it

Partitionnons X, A, B et C conformément & T et G, nous aurons:

i A A A ~ ﬁ a - -
i:["k};‘&:li k ‘}1:};3-_-["&:!;(3:[(3': Cz]
X n A Bz

Le modéle d'ordre réduit optimal est donc obtenu par troncature des:

o=

- (n-k) lignes et colonnes de A
- (n-k) lignes de B,

- (n-k) colonnes de C.

i9




Chap. II DIFFERFNTES APPROCHES DE SIMPLIFICATION DE MODFLES COMPLEXES,

11.4.3. Conchasion

Quand un systéme d'ordre (n) est transformé dans une base correcte, on trouve sontnodéle
simplifié, d'ordre réduit (k), optimal an sens de la norme L, .
La réduction s'effectue par élimination des (n-k) lignes et colonnes restant dans la réalisation
transformée. “

I1.5. Approximation de modéles complexes par la norme de Hankel {7]
IL.5.1. Introduction

Le probléme de I'approche de Hankel [11] doane pour une matrice de fonctions transfert
é( s), stable, de dimension {mxr), de degré (n) (r, m et n représentent respectivement lie
nombre d'entrées, de sorties et l'ordre du syst®me) une matrice de fonctions de kramsfert
(:}H (s), de dimension (mxr), de degré (k) (k<n) minimisant la quantité:

[G()- G (9)]

o pelée norme de Hankel.

Une solution compléte de ce probiéme est donnée par Glover [11].

Quoique la norme de Hankel n'a pas d'interprétation directe, il s'est avéré que les salintions
~de ce probléme vérifient aussi la norme L*.

I1.5.2. Position du probléme
Soit le systéme linéaire, invariant, stable, multivariable, donné dans I'espace d'étatpar:

x(t) = A.x(t) + B.u(t)

y(t) = C.x(t) + D.u(t) 2.5.1)

Soit é(s), Ia matrice de fonctions de transfert du systme (2.5.1), ayant comme
valemfs singuliéres de Hankel (voir annexe 2):6, 2o, >.......... 20, >0,

La procédure de résolution du probléme d'approximation de modéles via la noreme de
Hankel est d'établir une borne inférieure pour la quantité:

[6(9)- G, (25.2)

Pour satisfaire la bome inférieure de (2.5.2), on doit construire un ensemble de éﬁ( 5), |
cette borne est donnée par le Théoréme-2.6 suivant.
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~

Théoreme 2.6. (7]
Si G(s) est la matrice de fonctions de transfert du systéme stable (2. 51) ayant des

valeurs singuliéres de Hankel:

alors, pour tout éH (s) dedegré (k) (k<n), on aura:

|61 -G, 2 0u[G(9)]

(2.5.3)
[lé‘(jrﬂ)—éﬂ(jm)ir > om{é(s')]

Remarques
‘On peut dire que la résolution de ce probléme soit donnée par:

¥/ Calculer o, ,, [f}(s)].
2i/ Construire f}H (s) qui satisfait les normes (2.5.3).

Il est clair quavec cette procédure on peut obtenir plusieurs solutions répondsnt aux
inégalités (2.5.3), c'est pourquoi nous pouvons limiter ces solut:ons a un sous-ensemble de
solutions suﬁisant, décrit par le Théoréme-2.7 suivant.

Théoréme 2.7, 7] |
Soit é(s) la matrice de fonctions de transfert ayant des valeurs singuliéres de Harkel:

(oi r est 'ordre de multiplicité de la valeur singuliére de Hankel o, ,,).

Avec le systéme (2.5.5) ci-dessous, on peut calculer un ensemble de (}H (s) de degré (k)
" (k<n), qui résoud le probléme d'approximation par la norme de Hankel.

A

G, (s)+F(s)= é(si— 3)"1.3 +D

2.5.9)
[6(9)- Gy (s)], = 0.u[6(9)] -

2
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IL5.3. Procédure : Calcul de 1a réalisation (A, B, C) (7]

Etape 1: Soit une réalisation équilibrée (A, B,,C,, D) de é(s) , ayant comme
grammiens de commandabilité et d'observabilité:

W =W, = X=diag(o,, 0,,....,0,, O,y s sese y Oy Oy ypsaranns ,8,,,)
- définissons la matrice I, telle que:
I, = diag(o,, 0,500y 5 Opyyyrs -eeee , ©,)

Ftape 2 : Augmentons la description du systéme de zéros afin d'obtenir une matrice carrée
(p-hn)x(;rhh), noUs AUrons:

[Ah, B, 0}, [Cb], [D" °D = (A,,B,,C,,D,) (2.5.5)

0 ’lo o
xE 0 0
£ =/0 o,d o | (2.5.6)
o o0 0

Etape 3 : Partitionner la nouvelle réalisation (2.5.5) conformément a (2.5.6):

womeca-(( X [}ie e

Etape 4 : Posons U = —C,.B[', ol B}, est l'inverse gauche [47] de B, .
Si rang(B, )=r, alors B! = (B,.BI)".B,.

Soient anssi Vet I' tels que:

1
F

U (1-v.uT)

1 et T=X-0ol,l1I
(1-ur.u)? -ut

V=

22
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Etape 5 : Construction de la réalisation (A, B, C, D) telle que:
. | B! -
A=T"'q0l,.A] +Z.A,.Z - 'l:x,“‘![C]T O]V{ ‘;jl =A

ﬁ:r-l.{zl.[Blv 0] + o,,..[CT 0].vi=[B B,]

Remargues ‘
i/ Le Théoreme-2.7 montre que la solution du probléme d'a(pprommanon de lanorme de

Hankel est la partie stable strictement propre de la réalisation | A B é, D).

" 2i/ Le choix de .la mairice U (dans V'étape 4); doit uniquement satisfaire l'inéquation
(UT.U) <L

Un choix particulier de U, satisfaisant une telle condition, donne des bornes d'erreur

favorables an sens de la norme L7,

11.5.4. Définition: Fonction de transfert-Passe-tout {7]
Une fonction de transfert G(s) est dite passe-tout, si et seulement si:

G(s).G(-s) =1

Remarque :
Si W, et W, sont les grammiens de commandabilité et d'observabilité respectivement, dune

fonction de transfert passe-tout, alors: (W,. W, )= 1.

23
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Théortme 2.8. [7]
Si Gy (s) est une solution au probléme d'approximation par la norme de Haxkel posé

. ; ‘
dans le Théoréme-2.7, ayait une valeur singuliére de multiplicité r, avec unordre du
modéle réduit (k=n-r) ('ensemble d’états ayant des valeurs singuliéres de Hankel
identiques), alors: : ' :

G(s) - G4(9)
02

"

est un passe-tout.

0[G4 (9] = 0,[G(5)].

Remarque Comme déja mentionné, le Théoréme-2.7 ne caractérise pas toutes lesselutions
du probléme de }a norme de Hankel.
Cependant, 11 caractérise un important sous-systéme de solutlons qui satisfait ka borne

d'erreur de la norme L".

" Théorime 2.9, 17
Sofent F(s), G(s), G q (8) et (A B, €, D) définis comme dans le Théoréme-l? alors

il existe une matrice D telle que [11]:

llG(:m) G o) - D,|. s ou[G®]+[FUm-D, |

< 0., |G+ ......._.+on[(;(s)] 2.56)

Remarque
On peut noter que les solutions du probléme de la norme de Hankel peuvent étre ajesbées de

fagon qu'elles sansfassent I'erreur L°.

I1.5.5.Conclusion

Ce qui a été présenté est une technique de réduction d'ordre de modéles, qui génére des
- modéles simplifiés satisfaisant la norme L". Cependant, la procédure d'o;atimisaﬁm par la
norme de Hankel demande un volume important de calcul, mais engendre un modéle dordre
réduit ayant des performances meilleures an sens de la norme L7, on note aussi que le

modéle simplilﬂé n'est pas optimal.

4
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Chapitre 111

SIMPLIFICATION DE MODELES COMPLEXES
PAR PROJECTIONS INTERNES

Le principe de base de simplification de modles complexes par projections internes
(projection du vecteur d'état dans une antre base de coordonnées) est le suivant:
- Ayant un modéle, d'ordre n, représenté dans I'espace d'état '

(t) = A.x(t) + B.u(t)

y(t)= C.x(t)F D.u(t)

- Choix (selon le critére adopts, dans notre cas le critére SVD) d'une certaine base de
représentation, de dimension k<n.

- Projection du vecteur d'état x(t) dans celte base et I'obtention par la suite d'un nouvean
vecteur d'état d'ordre réduit k, représentant le modéle simplifié.

A. METHODES DES REALISATIONS EQUILIBREES
(CAS DE SYSTEMES MINIMAUX)

OI1.1. Principe de I'approche

Cette approche introduite par Moore {12], est fondée sur larecherche des valeurs
singuliéres (voir Annexe 2) du systdme dans la base d'équilibre, oil les deux grammiens de
commandabilité et d'observabilité sont égaux et diagonaux.
Pour un systéme continu, li;léaire, invariant et minimal [40], représenté dans 'espace d'état
par (voir Annexe 1):

%(t) = A.x(t)+B.u(t)

(3.1.1)
y{t) = C.x(t) + D.u(t)

tes degrés de commandabilité et d'observabilité & l'instant T, sont obtenus par décomposi-
tion en valeurs singuliéres (SVD) (voir Annexe 2) des grammiens de commandabilité et
d'observabilité donnés respectivement par:

W, = j:’ Exp[At].B.BT.Exp[ATt]at | o (3.1.2)
W, = j:’ Exp[ATt].CT .C.Exp[At]at (3.13)
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En opérant un changement de base, la représentation équilibrée est celle o les deux
grammiens s'égalent 4 une matrice diagonale I dite matrice des valeurs singuli¢res (Annexe
2)du systéme (3.1.1). o

Il sera alors possible de classer les modes les plus commandables et les plus observables et
ne conserver que fes plus significatifs dans ce sens.

. Notons que la troncature dans la base d'équilibre est indépendante du type du signal d'entrée,
contrairement 2 d'autres approches de simplification de modéles.

1112, Equilibre de modéles
II1.2.1. Principe

Sachant que la représentation d'un systéme dans I'espace d'état n'est pas unique, ses dwers
modéles sont reliés entre eux par une transformation de similarité réguliére du vecteur d'état,
mais ceci n'implique pas Vinvariance de toutes les propriétés du systéme sous ume

transformation de coordonnées telles que les propriétés de commandabilité et
. d'observabilité qui sont fonction du choix de }a base choisie et sont appelées respectivement
grammiens de commandabilité et d'observabilité du systéme, notés W, et W, .
Equilibrer le modéle (3.1.1) revient 4 rendre syméirique une certaine prépriété d'entrés=
{commandabilité) avec une certaine propriété de sortie (observabilité} en choisissant
correctement une base de représentation [13].

Il est donc nécessaire de trouver une nouvelle représentation dans laquelle ces deux
grammiens sont égaux et diagonaux.

Un choix d'un grammien d'entrée particulier avec un grammien de sortie particulier est dit
"paire équilibrée” si le spectre du produit des deux quantités est indépendant du systéme de
coordonnées dans lequel le modéle est représenté:

. |
(A,B,C,D) & (A,,B,,C,, D)

o Te
(Wa’ wc) e (E’ z)

111.2.2. Calcul des grammiens

i/ Cas d'un modéle continu [12, 13] .
| Soit le systéme (3.1.1), supposé linéaire, continu, invariant dans le temps, observable,
commandable et asymptotiquement stable.
La paire (A, B) assure le calcul du degré de commandabilité, tandis que la paire (A, (0))
assure le calcul du degré d'observabilité.
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Définition [7] :

Soit le systéme (3.1.1), supposons que les valeurs propres de la matrice d'état A
appartiennent an demi-plan ganche du plan fréquentiel complexe de Laplace (s), les
grammiens d'observabilité et de commandabilité du systdme sont définis respectivement par
(3.1.3) et (3.1.2).

Quand T, —» =, les mairices W, et W, sont selutions uniques des équations algébriques

de Lyapunov données par:
AW +W _AT+B.B =0 (3.2.1)
AW + W, ,A+C".C=0 ' (3.2.2)

Plusieurs algorithmes peuvent 8tre utilisés pour résoudre les équations (3.2.1) et 3.2.2),
citons par exemple I'algorithme donné par Jameson [14].

2i/ Cas d'un modéle discret .
Soit un modéle linéaire, discret, invariant dans le temps, commandable, observable et
asymptotiquement stable, représenté dans ['espace d'état par:

x(k+1) = A.x(k) + B.u(k)

‘ (3.2.3)
y(k) = C.x(k) + D.u(k) -

Les deux grammiens W, et Wc du systéme (3.2.3) sont alors donnés par [15]:

W, = i'(AT)*.cT.C.A“ _  (3.29)
k=&
w, :iAk.B.BT.(AT)“ o (3.25) -
k=0 :

Si le gystéme (3.2.3) est asymptotiquement stable, autrement dit les valeurs propres de la
matrice d'état A (pdles du systdme) appartiennent & l'intérieur du cercle unité, les deux
sommes des équations (3.2.4) et (3.2.5) convergent pour un nombre fini de termes. ‘

Les deux gra:.ﬁmiens_ W, et W, sont anssi solutions uniques des équafions algébriques de

4

Lyapunov suivantes [16]
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»

AW, A-W +C".C=0
AW AT-W +BB'=0

I{1.2.3. Base d'équilibre et maximisation d*énergie [17]
Afin dillustrer le principe de 1'équilibre de modales, il est nécessaire de metire en

évidence la relation existant entre grammiens et entrées/sorties, considérons pour celale

probléme de commande suivant [18]: Supposons que le systéme est & son état tnitial 3
I'instant t, et soit une commande u(t) a énergie finie. Si le systdme est compltement

commandabie, alors son grammien de commandabilité est inversible et 'énergie minimale
E, nécessaire pour commander I'état dans la directione =0 . . & . . . .Jod

2,=1, est donnée par:
1 _ 2 -
E, = [ [uco)]de (3.2.6)

ol :

*u(1) =B (1). 07 (t,71). W (t).e,
o L TOI R ETORRTOTS
" W_(t) = [?(t,t).B(t).BT (1).®7(t, 1)d1,

. *®(t,1) : matrice de transition du systéme [19].

Dans le cas ol le systdme est invariant dans le temps et par décomposition en?falcm‘s
propres de W,, nous aurons:

W, =Ul.Z,.U, : ' ' 3.2
Hocl ] -“t:l-|
0:1 ' u:2
W, =, u, . . u,] . B | (3.2.8)
L oﬂl_ _uﬂ_
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ol ;- E_=diag(o,, O,y -neee , G_),
- o, =i™ valeur propre de W, (i=1,n),
-u, =1i" vecteur propre associé 4 la valeur propre o .

En injectant (3.2.3) dans (3.2.6), on obtient:

E =— | | - (3.29)

La puissance Eo qu'on retrouve 4 la sortie de I'état e, est définte par:
. 2 ;
E, = J' Iy (ol de (3.2:10)
t 1 t .
[ Iyl g = [_y' @y

W, (t) = jjg)r_(t,t).CT_(t).C(t).d)(t,t)d:

Dans le cas odi le systéme est invariant dans le temps, par décomposition en valeurs propres,

nous auros:
W,=U].Z,.U, - T G2
Pcﬂl . ‘ H_“!_]
. 602 uoz .
th = [uul Ny - - nnn] . . (3.2.12)
L Gnnfhuen_
ol: - X = diag(a,;, 6., «eeee- , O, ),

- o, =i"™ valeur propre de W, (i= 1,n),
-u_, =i"™ vecteur propre associé¢ 4 la valeur propre o, .

b2
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En injectant (3.2.12) dans (3.2.10), on obtient:

1 | |
E =— . ‘ | | o (3213)

Se basant sur les équations (3.2.9), (3.2.13), on peut voir que si dans une certaine
représentation d'état o ol est faible, I'stat dans la direction e, est faiblement couplé avec
I'entrée, donc trés difficilement commandable, et demande par conséquent une énergie o'
“relativement gl‘ande pour pouvoir commander cet état dans la direction e, .

Si Yon observe une énergie o, 4 la sortie de I'état ¢, ceci indique que le couplage entre les
Stats et la sortie dans cette direction est trés fort, donc facilement observable. ‘

Une intéressante interprétation qui en découle des deux grammiens peut &tre illustrée dans un
probléme de commande. En effet, I'énergie nécessaire 4 l'entrée est proportionnelle ala
quantité x*.W'.x. Le grammien de commandabilité indiquant le degré de commandabilité

donne une idée sur la notion quantitatiire du p‘robléme de commande.

Si la sortie est A commander, alors la quantité x*. W, .x serait la mesure de I'énergie 2 la
sortie du systéme autonome, qui est faible si les états sont diffictlement contrélables, donc

nécessite une grande énergie A l'entrée.

III.2.4. Procédure d'équilibre

‘La procédure d'équilibre que nous allons exposer est anssi valable pour les systémes
continus que pour ceux A temps discret.
Elle consiste en l2 détermination de la transformation d'équilibre (T) pour une paire de
grammiens '(Wo, W_). De cette procédure, résulte une paire de grammiens équilibrée
(1. | o |
La transformation d'équilibre (T) peut &tre construite via l'algorithme donné dans Laub [20],
qui présente l'avantage, par rapport 3 d'autres algorithmes, de donner, 2 fa fois, la

transformation de T'équilibre et son inverse.

Algorithme [20]
Ayant la réalisation dans I'espace d'état (A, B, C, n), le systéme équilibré (A, B,, C,, n)
s'obtient, aprés construction de la transformation d'équilibre (T), en suivant les étapes

~ suivantes:

Etape 1: Calcu! des grammiens d'observabilité W, et de commandabilit¢ W, par réselution
des équations de Lyapunov (3.2.1, 3.2.2) dans le cas continu, et par évaluation des quantités
(3.2.4, 3.2.5) dans le cas discret. B :
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Etape 2: Factorisation de Cholesky (voir Annexe 6) des grammiens Wo et W_ telle que:

W, = L,.L! (L, : matrice triangulaire inférieure)
W_ =L_.L! (L, : matrice triangulaire inférieure) -

Etape 3: Déc.omposition en valeurs éinguliéres (SVD) (voir Annexe 2) de la quantité
M=L!.L_,telleque: M =TU.E. V",

oli: - U et V = nxn-matrices orthogonales. , .
- ¥ = nxn-matrice diagonale (mafrice des valeurs singulidres du systéme) telle que:
- X = diag{s,, 6,, ...m. ,G, ), avec: 8, >0, pour i>j.

_Etage 4: Obtention de la transformation d'équilibre T et de son inverse T™':
L
T=L_.V.Z? [transformation d'équilibre directe]
-1 . . :
T'=Z*.U'.L! [transformation d'équilibre inverse]

Etape 5: Construction de la réalisation équilibrée:

1 _1 :
A, =T A T=E U LT.ALL_.V.2? (3.2.14a)
o 1
B,=T'.B=%7U".Ll.B  (3.2.14b)
. 21 '
C,=C.T=C.L_V.%! ‘ (3.2.14¢)

On montre bien que:

W, =T'.W,.T
1

1 L
=2 . V'.L'L .L'.L .V.2?

-1 -1
=L?* V' M'.M.V.Z?
= Z

At



de méme, on montre:

W, =T ' W_.TT
Y . L
=¥ U"LI.L,.L.L,.U.E?

1o A
=31 U M.M.U.Z?
=Y, '

doun: (W_, W_)=(Z, %).

‘Propesition [21] _
Soit P tel que P < R(m,n,p), P est laclasse de systémes 4 paramétres équilibrés. .

St (A, B, C) appartient 2 P, alors (A, B, C) est minimale et le modéle est asymptotiquement
stable. ' | '

I1.2.5. Conclusion -

Laforme équilibrée des systémes, intéressante dans le probléme de synthése de systémes,
présente de bonnes propriétés numériques.
La théorie des réalisations équilibrées nous semble et a été _;ugée utile dans le probléme de

réduction d’ordre de modéles complexes.

L3, Réductwn d'ordre de modéles completes par laM.R. E
I1.3.1. Introduction
Une fois la procédure de I'équilibre du modéle achevée c-a-d, ayant obtenu:
W, W =X,

oi: X =diag(o,,........ ,©_) [matrice des valeurs singulid¢res du modéle (3.1.1)],

avee o, >0 ;(i>j), la réduction consiste en I'élimination, par. troncature, dans la
réalisation équilibrée (A, B , C,, n), des modes les moins observables et lesmoins
commandables du systéme, selon le critére de la norme de Hankel [12].

Les valeurs singulidres du systéme (éléments de la mafrice I), reflétent une mesure
quantitative 4 la fois des énergies de commandabilité et d'observabilité de chaque état du
systéme, le principe de réduction d'ordre est donc d'éliminer les valeurs singuliéres les

moins significatives (faibles).
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H1.3.2. Critére énergétique de réduction

De point de vue mathématique, I est aussi solution des équations de Lyapunov {20}, que

ce soit dans le cas de systémes continus ou bien discret,

Cas de systémes continus -

" A,.Z+Z.A]+B, Bl =0

(3.3.1)
A Z+Z.A +C].C, =0
Cas de systémes discrets
A EZA-Z+B,.BI =0

(3.3.2)

Al.ZA -Z+CI.C =0
oit laréalisation (A, B, C,, n) est définie par les équations (3.2.14).

Partitionnons la matrice £ comme suit:

s_[E O
“Tle oz,

oii: - I, = diag(g,,....... ,3,) [partie & conserver]
=%, = diag(o,,,.erueann 8. ) [partie & éliminer]
- k : Ordre du modéle simplifié.

‘et les éléments de 3 doivent atre ordonnés par ordre décroissant, c-a-d:

Le clagsement des o, (i = 1,n) est établi pour garder les valeurs singuliéres les plus signi-

ficatives (éléments de X,) tout en éliminant les plus faibles (éléments de X,), la réduction

d'ordre s'opére donc sur une base énergétique.
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1.3.3. Procédure de réduction [13]

Le probléme est de trouver un ordre (k) de troncature {ordre du modale snmpl::ﬁé) qui
donnerait avec une certaine erreur imposée a priori, un sous-systéme optimal pour ¢zt ordre.
‘Le critére utilisé est celui de la_norme de Hankel, défini par {35]:

=} =k 41

k={o,n}

(i o.‘]; _>>(2“:0.‘)% . ‘ | (3_3_;)'

ou bien:

RPN | | (3.3.4)
(%] -

kz{0,n}

pour plus d'eﬁicacifé, on définit une antre mesure d'erreur e telle que: |
§,=|§,—§;1|Se,i=i,_nj o | | (3.3.5)
~ ol e est une erreur fixée & priori,

En introduisant la matrice ¥ partitionnée dans les équations de Lyapunov (3.3.1), nous
aurons: | '

—Aull Anu]lizl G i + -zl 0 ][Aél A;:ﬂ-‘ + —Btl—[B BL]
_Aell A 0 22_ L 0 Aeﬂ Am_ _Bﬂ..

—zl 0 jH:Aell Aull— + -A;:ll A;:ll}[zl o ) + --Ce:l-[c l C 2]: 0
L 0 X, (A A *Aen A, L0 22_ _'Coz_

‘Enposant: (A,,B,, C,, )= (A,,;, B, C,,, L)), le systétme équilibré réorganisé peut

se partitionné comme suit:
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L) — Alr A, |z () .
['Z,(t):l B [Am A, }li z, (t)] [Baz] u(t) - . (3.3.6a)
_ n®]
y®=[C. C"]L, (t):' | (3.3.6b)

ol z(t) est le vecteur d'état du systéme représenté dans la base d'équilibre, c-3-d;
x{t)=T.z(t) (T étant la transformation d'équilibre).

La réalisation simplifiée (A, B,, C,, k), d'ordre (k}, correspond bien 4 la partie la plus
commandable et la plus observable de la réalisation compléte (A, B, C, n).

I est trés important de noter que Ia réduction d'ordre, par troncature dans la base
d'équilibre, préserve la signification physique des états dans le modéie simplifié, comme il
faut signaler que ces états z,(t) sont fonction (combinaison linéairé) de tout les états
anciens x(t) du modéle initial, d'ordre complet

La procédure est similaire dans le cas de modéles discrets.

'Définition [12] Le systéme d'ordre réduit (k), dont laréalisationest (A, B,, C,, k) est
dit 2 dominance interne si et seulement si le modéle complet représenté dans sabase
d'équilibre est organisé de telle fagon qu'il satisfait la relation (3.3.3).

Propriété Tout systéme simplifié, ayant pour réalisation (A,, B , C,, k) engendré par un
modéle équilibré, satisfera lui aussi Jes deux équations de Lyapunov, ce qui induit la
congervation des propriétés de commandabilité, d'observabilité et de la stabilité
asymptotii;ue dans le modéle d'ordre réduit [12, 16, 22].
H1.3.4. Conclusion _
" Dans ce paragraphe, une des plus récentes approches de réduction d'ordre de modéles a
été développée, un probléme se pose dans le cas ol I'équilibre est mal conditionné.
En effet, la procédure de simplification de modéles introduite par Moore, de point de vue
utilisation s'avére limitée par des difficultés numériques (inversion matricielle,...), ces
* derniéres associdées an calcul de T ont &té contournées par I'utilisation d'un algorithme trés
performant [20], donnant 4 la fois, 1a transformation d'équilibre et son inverse.
Par ailleurs, un sérieux probléme se pose lorsque le systéme posséde des modes presques
non commandables et presque non observables [23] (correspondant A de faibles valeurs
ginguliéres), dans ce cas I'¢quilibre devient mtrmséquement ma) conditionné et {a matrice
. d'équilibre tend a la smgulanté ' :
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Un autre probléme surgit lorsque les valeurs singuli¢res du systdme gont de méme ordre de
grandeur. Dans ce cas la réduction d'ordre s'avére trés difficile. C'est pourquoi, il serait
préférable de générer une réalisation pour Ia fonction de transfert du modele simplifié de

. Moore:
_‘ .
G(s)=C,(s.1-A,) .B,+D

sans avoir du tout 2 équilibrer, et ce en procsdant a des "'Projections dans I'espace d'état”
[24], objet du paragraphe suivant, ol 'approche de Schur sera traitée.

Les diverses performances de la ML.R.E. seront illustrées et discutées par quelques
applications (section TL5), aussi bien dans le cas de modéles continus que dans le cas

discret.

B. APPROCHE DE SCHUR
(CAS DE SYSTEMES NON MINIMAUX)

II1.4. Simplification de modéles par I'approche de Schur [23]
II1.4.1. Introduction et position du probléme

Soit {A, B, C, D, n), une réalisation d'état stable, non nécessairement minimale [40], ayant
pour fonction de transfert: : . :

G(s)=D+(L.s-A)".B

i existe alors une transformation d'état inversible T, e ®™", qui fransforme le systéme en:

A, B (T'.A.T T'B
L T (3.4.1)
C, D, C.T, D _ :
]
Les grammiens de commandabilité et d'observabilité s'écrivent donc dans cette base comme .
suit:
W, =T W..(T7) = diag(Z,, 0) e ™ - GAD
W, = T'.W,.T, = diag(Z,, 0) € R™ (3.4.3)
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ou: X, estune matrice diagonale, telle que:
I, = diag(o, ,........ ,0,) | - (3.4.4)
G, 20, 2ucauun... 20, >0, == 6, =0 (34

lesg, (i= fﬂ) sont déterminées par (voir Annexe 2):

] -

o, = [2,(W,.W,)] (3.4.6)

ot A, (W,.W,) sont les valeurs propres de (W, .W_) et W , W_ sont solutions
des équations de Lyapunov:

W.AT+AW +BB"=0 (3.4.7)
W .A+AT W +CT.C=0 (3.4.8)

Le modele simplifié d'ordre (k<n), proposé par Moore, s'établit en partitionnant la
réalisation équilibrée comme suit:

[B ] Ay, A, B,
¢ }: A, A, B, (3.4.9)
[¢, ¢] [p] |

olt Au e M= et A, e RITORTY,

Le mod¢le d'ordre réduit (k) obtenu en tronquant les (n-k) états les moins observables et les
moins commandables, est donné par:

G,(s)=D+C,.(I.s- A,)".B, ' (3.4.10)

‘Le modsle simplifié est stable, minimal et équilibré, avec des gramxmens d'observabilité et
de commandabilité équilibrés:

oF

z, , = diag(o,,......... G ) (3.4.11)
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et qui vérifie la norme L™:

|GGy~ G, ()| <2.¥ s, ,va (34.12)

I=k4t

Cette approche est limitée numériquement, le calcul de la transformation d'équilibre s'avére
compliqué, en particulier si la matrice (W,.W_) présente un nombre condition élevé

- reflétant l'existence de modes presque non observables ou presque non contrdlables.

Les -difficultés numériques associées & la transformation d'équilibre font que I'approche de
Moore est inutilisablie, l’équilibrel est dit alors intrinséquement mal conditionné pour des_

systémes présentant des modes presque non observables et d'autres presque non
contrélables. '

Pour résoudre ce probléme (mnal conditionnement de -l’équilibfe), on propose une approche,
opérant dans n'importe quelle base de représentation, utilisant les espaces propres.

Deux méthodes seront développées, 'une basée sur la décdﬁxposition du produit (W,. W )

en forme de Schur (Méthode de Schur), I'antre exploitant 1a factorisation de Cholesky des
matrices W_ et W, (Méthode de la racine carrée). |

II1.4.2. Procédure de simp]iﬁéation de modéles 7
Nous présenterons la procédure générale de calcul de laréalisation du modéle simplifié
~dordre (k), G,(s), en utilisant une base de représentation quelconque et en exploitant les

espaces’ prdpres gauche et droite associés anx plus grandes valeurs propres de 1a matrice .
(W,.W ).

Procédure [23]
Entrées: A, B, C, D, k '

Etape 1: Calcul des matrices V., € R V€ R, ayant pour colonnes respectivement

les espaces propres droite et gauche de la matrice (W_. W, ) associés aux grandes valeurs

propres ol ,...... ,Op .
Etape 2: Former la projection [49]

P=V .V

3 $s” T dg

(3.4.13)
' a8
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Et calculer sa décomposition en valeurs singulidres (SVD) (Annexe 2):

) Pl = URB * EP.: " vP.g ] ' (3.414)
Etape 3: Former les matrices:
, ' B .
8,07 Vi Up, B € LA _ : (3.4.15)
1
84,1= Vg, Vg, . T} ™ | | (3.4.16)

Etape 4: Construction de la réalisation d'état du modéle simplifié

(BB e

Fin dela procédure.
Proposition La matrice de fonctions de transfert d'ordre (k)
G,(s):=C,.(Is- A ).B +D, (3.4.18)

obtenue par cette procédure est la méme que celle obtenue par Moore, dans le cas d'une
réalisation minimale du modéle initial G(s).

La réalisation d'état (A, , B, , C., D,) présente des grammiens de commandabilité et
d'observabilité donnés respectivement par:

W, =S .W.5, ex* . | (3.4.19)
W, =SI.W,.5, e®* | . (3420
I1.4.3. Algorithme de Schur

Larobustesse numérique de 1a procédure précédente dépend précisément de 1a base dans
laquelle les matrices (espaces propres) V, et V, sont calculées (étape 1).

Les (k) premiéres colonnes des matrices T, et T.* donnent respectivement Vet V, ,0
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comme déja souligné en introduction, le calcul de la transformation d‘équilibre'est
numériquement mal conditionné. Pour résoudre ce probléme, nous proposons la présente -

procédure basée sur la décomposition de Schur de la matrice (W, -W_ ) pour le calcul des
bases orthonormales V, et V..

Procédure [23]

A}

Etape 1: Résoudre les équations (3.4.7) et (3.4.8), obtention des grammiens W_, W

Etape 2: Caleul de la matrice réelle, orthonormale V, telle que la matrice
(V.W,_.W_.V")soit triangulaire supérieure; c-a-d, mettre (W_.W,) sous la forme de
Schur. '

FEtape 3: Utiliser les rotations orthogonales [47] pour calculer les transformations réelles
orthogonales V, et V, qui ordonnent respectivement la forme de Schur en ordre ascendant

et descendant, telles que:

rl * ® =X * ]
A,
0 RA-_, *® L] L]
VW, W .V, = . 0 * ~ : . (342D
L 1’*:

VIW WV, =| . . v r s | (34.22)
Ap

avee:

A, = A, = o (i=1k) ' (3.4.23)

A, =R, =

= o! (i=k+1,n) ' (3.4.24)
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Etape 4: Partition de V, , V,, en vue de I'obtention des matrices V, et V.

PN

V,={V, V, . (3.4.25)
S

Vo=|V, V,, (3.4.26)

Commentaire Les colonnes de V, , V, _ forment respectivement les bases orthonormales
———— d3 dp o Sp

des espaces propres droite de (W.. W, ) associés aux grandes valeurs propres
ol (i=1 1,k) et aux petites valeurs propres of (i =k-+1,n), de méme, les colomnes de
V,,, V,, forment la décomposition analogue des espaces propres gauche.

(X4

Remarque La méthode de Schur assure l'obtention d'un modéle simplifi¢, sans avoir &
calculer la transformation d'équilibre.

I 4.4. Algorithme de la racine carrée {23]
La méthode de Schur offre I'avantage d'obtenir une base orthonormale et assure une

_robustesse numérique appréciable.
Sachant que le nombre condition des facteurs de Cholesky de W_ et de W, est la racine

carrée du nombre condition de W_ et de W, le conditionnement numérique est meilieur en

utilisant la factorisation de Cholesky.

Procédure

Etape 1: Résolution de (3.4.7), (3.4.8) et obtention de W_ et W .
Etape 2: Factorisation de Cholesky de W, et de W_ telles que (voir annexe 6):

W =L, .LT (L,: triangulaire Inf.) S (3.4.27)

r

W, =L, .L! (L,: triangulaire Inf .) (3.4.28)
Etape 3: Calculer la décomposition en valeurs singuli¢res (SVD) du produit (L..L,):
LT.L =U.Z..V’ (3.4.29)

%, = diag(o,,......,6, ); 0,20 (i=1,m) S (3.4.30)
‘ ' . a
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Remargue ' : ,
Les colonnes de la matrice (L, :'V) sont les vecteurs propres droite de 1a matrice

(W,.W, ) associés aux valeurs propres non nulles o} (i = 1,m).
Les colonnes de la matrice (L, .U) sont les vecteurs propres ganches associés aux valeurs
propres non nulles o} (i = 1,m) du produit (W_.W).

Et_ape 4: Calcul de VcLi et V

v,=L,.V. Io" (3.4.31)
L]
v, =L,U. ) (3.4.32)
Etape 5: Construction de la projection [47]
I
P=V..V, =[] 0].U’.L§.LF.V.[';}
T T Ik
=[1, 0]U".U.Z.V .v.[ 0]
I
={1, o]z,
e
P, = diag(o,,...0...,0,) = E,, (3.4.33)
Etape 6: Former
. [ ' .
s, =L,.U| Za C (3439)
- 0 -
o
S, =L,.v.| | | (3.4.35)
o .

Etape 7: Construction de la réalisation du modéle simplifié en utilisant 'équation (3.4.17).
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ITLS. Simulation et interprétation

IIL5.1. Exemblel (systéme SISO, continn, minimal)
| Considérons e systdéme linéaire, continu, invariant et asymptotiquement stable, d'ordre 7,
donné par la fonction de transfert suivante [25]: '

1441.53 & + 78319 &' + 525286 s+607693.25
5 +112.04 ' +3755.92 & +39756.73 5" + 363650.56 8’ + 75989419 ' + 683656.25 5+ 617497.37

G{s)=

La réalisation d'état correspondante est donnée par:

([-1i2.00 35592 3975 73 -33%0 .6 759894 -636% .3 677 .4] [1]]
1 0 0 0 0 0 0
: 0 1 i 0 0 1 ] 1o
[[A] [B]:l__ 0 0 1 6 0 0 0 0
= o 0 0 1 0 0 0 0
[C] [D} 0 6 0 0 i 0 0 0|
o 0 0 0 0 ! o 1 |o]}
i [0 6 o 1e01.53 7839 525286 .1 607693 .3] 1}

Les valeurs singulidres correspondantes sont données par:

E:[l_sm 0.8006 2.8905E -2 9.377E-3 7.0ME-3 1.2674E-4 2.2990:—5]

En prenant un modéle réduit d'ordre 2, sa réalisation ést obtenue par troncature dans ka base -
équilibrée, et est donnée par:

| -0z vom2 | [o.mem
[A] [B']:|$ [—1.0712 -0.3076] [0.7018]

[0.7921 —0.701-s 1 [o]

ce qui correspond 4 une borne de V'erreur de Hankel: erH = 9.147246E-2

Les pdles du systéme initial et celui simplifié¢ d'ordre 2 sont donnés dans le tablean suivant:
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Tableau 3.1, Pdles dn modéle initial et celui d'ordre réduit

Systéme initial Systéme simplifié
{Qrdre 7) w(OrdreZ)
-32.65353 11 -0.272686 +31.070709
-49.23136 ___:_—0.272686 - 1:1.07070"9 )
-1.897453

| -3.856054 +9.651712

| -3.856054 - 9.651712

| -0.272775 - }1.042962

0272775 +j1042962 N\

Dans les figures qui ssivent, nous représentons les diverses réponses temporelles (réponses
impulstonnelle, indicielle et leurs écarts), fréquentielles (spectres d'amplitude et de phase)
ainsi que' la région des péles (plan de stabilité) des systimes initial et simplifié.

1.00 y

0.00 Z

Réponse impulsionnelle h(t)

-1.00 : | :

| ' i !
———  Systéme Initial (Ordre 7)
Systéme simplifié (Ordre 2)

l ! 1 ]. F

0.00- 4.00

8.00 12.00 16,00

Temps (t)

Figure 3.1. Réponse impulsionnelle des systémes initial et simplifié
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Réponse indicielle g(t)

' Ecart des réponses.

Chap. I SIMPLIFICATION DE MODELES COMPLFXFS PAR PROJECTIONS INTERNES

2.00 ' — , I . — ,
Systéme Initial (Ordre 7)
N LR T LD Systéme simplifié (Ordre 2)
1.00 - AT T ST, -
- 4
0.00 ] | ] [ i I 1
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00
Temps (t)
Figure 3.2. Réponse indicielle des systémes initial et simplifié.
0.10 T I T ] T : I T ! T i T i T T 3
B ' Ecart de la réponse impulsionnefle
oS ¢y Ecart de la réponse indiclelle
0.00 H -
0.05 H —
010 H =
015 4 -]
__020 1 I 1 I i I 1 } i l 1 l - 1 l g
2.0 4.0 .60 80 10.0 12.0 14.¢ 16.0

0.0

Temps (t)

Figure 3.3. Ecarts des réponses impulsionnelles et indicielles.
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Partie imaginaire des poles

Spectre d'amplitude

L
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FAN Systéme Inltial (Ordre 7)

" [] Systmerédult (Ordre 2)

10

4.00

2.00

0.00

P

llllllli’][l['lll!lll

L | 1 b : ! 1 ! ! i

O

llllllllrﬁmlll__llj_ll
L]

>

&

-50 40 -30 20 -10
' Partie réelle des péles

Figure 3.4. Lieu des pdles (Plan de stabhilité).

(=

' b T ] ' I ! i

————  Systémeinitial (Ordre 7)

-------- Systéme simplifié (Ordre 2) T

2.00 4,00 C 600 8.00
' Fréquences ()

Figure 3.5. Spectre 4'amplitude des systémes initial et simplifié.

10.00
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Partie imag. de H(s)

Spectre de phase

=200

Chap. 0T SMPLIFICATION DEMODELES COMPLEXES PAR PROJECTIONS INTERNES

Systéme Initial (Ordre 7)
et Systéme simplifié (Ordre 2)
_400 1 - ! | I - L - l 1 . I
0.0 20 4.0 6.0 8.0 10.0
C Fréquences (f)

- Figure 3.6. Spectre de phase des systémes initial et simplifié.

4,00 T I’ . T I ¥
Systéme initial (Ordve7) ... Systéme simplifié (Ordre 2)
0.00 |- .

_‘4‘ w - 1 1 L] ' I

-1.00 0.00 1.00 © 200

Partie réelle de H(s)

Figure 3.7. Plan de Nyquist des systémes initial et réduit.
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IL5.2. Exemple 2 (Filtre numérique de Butterworth) :
Considérons le filtre numérique de Butterworth, d'ordre 15, conforme au gabarit suivant
[27]: (we, wr, A) = (0.25, 0.258, 0.1), or: '
- we: fréquence de coupure normalisée par rapport 4 la fréquence d'échantillonnage,
- WI; ﬁ‘équénce d'atténuation normalisée par rapport & la fréquence d'échantillonnage, -
- A: attéonuation dans la bande coupée.
la fonction de transfert correspondante est donnée par:

H(z)=N(z)/D(z), avec:

N(zy= 236E - 327 40.022" 40,072 40.212" 4+0.472" +0.792" 4+ 2 4 2’ +0.792% 40,472 40.21z¢ 40.072" 30.022° 4 2.36E IzsE.6E-4

D(z) = z* +2.03z" +1.512" +0.522° +0.09z7 + 6.67E- 32° +2E~ 42’ +1E- 62

Les valeurs singuliéres correspondantes sont données par:

I=[1 0985 Q887 0593 Q231 445E-2 SIE-3 343E-4 L49E-5 4I0E-7 L6E-P 6£72FE-11 119E-13 S45E-18 4u5CE - 20)
En prenant comme ordre du filtre simplifié 7, le modéle d'ordre réduit résulte de la
troncature des 8 états du modéle initial, représenté dans sa base équilibrée, et awra pour
fonction de transfert: '

2.60E - 3z' +1.05E- 3z +5.22E - 2z' +9.17E- 22" 4+ 0.22° +0.14z+0.15
2’ -1.682' +2.762° —2.76z' +2.22° - 1.242° +0.488z- 0.1

H,(z) =

Seront tracés les spectres d'amplitude et de phase, le lieu des péles et 1'écart de 1a réponse
impulsionnelle, pour le filtre initial et celui d'ordre réduit. '

'1.00 Sl m—— T = .\I T ; I T
-
i Filire de Butterworth
1 .

' !1 - Fikireinitial (OrdrelS)
Q B -
E \ . —:— Flitreshuplifié Orde?)
2 \ : :

g
S 050 — : ]
g .
g .
-9 : ‘ J
“ " | t

0.00 I . I ._\‘t—n—.-—-—i-_-_.-_ﬂ.

0.00 0.10 0.20 - 0.30 0.40 0.50
Fréquences normalisées : -

F: b T T 2 B DUp- U LV 5 KN P P, _-."_:l_ ﬁrw i
IPUre 5.0 oRedud O aidphRlan @ au (T2 Al O TSl Siaphaay



Spectre de phase

40 ¥ I -1 | T 1 I I T
+ —--—- Fiire shphflé (Ordre 7) ———  Filirenitial (Ordre 15)
30 |\
T it
2.0 oo
- § \
1.0 ! \,
L i K
0.0 !
S !
10 - !
N
2.0 - N |
o
= \ :
30 | 'JJ
_4‘0 - L E L l 1 - I 1 l L
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40
Fréquences normalisées
Figure 3.9 Spectre de phase du filtre initial et celui simplifis
A Filtre initial {>  Filtre simplifié’
A
VAN
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2 TAN
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-1.0

0.0

Partie réelle des pﬁles
Figure 3.10 Lieu des pﬁles du filtre initial et celui simphﬁé

1.0
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1E-2 T I I T T T | T

OB+

Ecart de la réponse impulsionnelle

_13_2 1 ' [l l 1 l L l 1
0.0 20.0 40.0 60.0 80.0 } 100.0

Temps discret (k)

ﬁgure 3.11 Ecart de le réponse impulsionnelle.

II1.5.4. Exemple 3 (Filtre numériqne de Chebyshey type I).

Soit le filtre numérique de Chebyshev type 1, d'ordre 19, obtenu & partir da gabarit
suivant; - - '
(we, wr, A, 0) =(0.25, 0.255, 0.05, 0.05), ot

- we: fréquence de coupure normalisée par rapport 4 la féquence d'échantillonnage,
- wr: fréquence d'atténuation normalisée pér rapport a la fréquence d'échantillonnage,
- A: atténuation dans la bande coupée. '

- O: Ondulations dans la bande passante.

Les valeurs singuliéres correspondantes sont données par:
I=[3.55E+8, 0.30E+8, 0.17E+8, 0.16E+8, 0.076E+8, 0.075E+8, 0.075E+8, 0.074E+8, 7.48E+6,
6.86E+6, 5. 13E+65.13E+6, 3.06E+6, 1.59E+6, 0.76E+6, 0.41E+6, 0.25E+S, 2.04E+5, LOME+S,

1.92E+5]

En prenant 12 comme ordre du filtre sumplifié, nous tracerons les spectres d'amplitude et de
phase, et le lieu des pdles, pour le filtre initial et celui d'ordre réduit.



Spectre d'amplitude

Spéctre de phase
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1.00 , - -
[ S IS N A VVV% - ! r
SRR YA ' Fhtre de Chebyshev
:l Fitre initial (Ordre 19)
i R Filire shoplifié (Ordre 12)
0.50 — : ' 7]

0.00 ! ' 1 -k B PR e P _

0.00 0.10 0.20 0.30 " 040 0.50
Fréquences normalisées

Figure 3.12 Spectre d’amplitude du filtre initial et celui simplifié.

4.00 T T T T T T T T T

Filtr e de Chebyshev

——— FilreIntdal (Ordre 19)
------- Filire shrplifié (Ordre 12) 7

‘‘‘‘‘‘
“““““
"""""""

0.00 el
4.00 : I . L " | b :
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

Fréquences normalisées

 Figure 3.13 Speétre de phase du filtre initial et celui simplifié.
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€  Filtreinitial Ordre19) A Flitre simplifié (Ordre 12)

10 :
I 5% o

&

Partie imag. des pdles

B

0.3 1.0

Partie réelle des poéles
Figure 3.14 Lieu des péles.
IL5.4. Exemple 4 (systéxiae SISO, continn, non minimaf).

Considérons un systéme continu, linéaire, stable, SISO, non minimal, d'ordre 8, -réprésenté
par la fonction de transfert:

Gis) = 175" 4 5145° + 5982 +36380s" +122664s° + 2220885 + 1857605 + 40320
_ s + 368" + 5465° +4536s° + 22449s5* + 672845 411812457 +109584s + 40320

ses pdles sont donnés par: (-1, -2, -3, -4, -5, -6, -7, -8).

Les valeurs singuliéres de ce systéme sont données par:

L£={1.2166525, 7.4640349E-1, 2.7915998E-2, 1.9406437E-3, 1.0696152E-4, 2.7749188E-7,
5.8976506E-8, 0.0000000). : . _
: 52
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La derniére valeur singuliére est nulle, 'équilibre est donc intrins¢quement mal conditionné
et I'approche de Schur reste sollicitable,

En prenant 4 comme ordre du modéle simplifié, la borne de 'erreur de Hankel serait:
erH=-7.3367596E+1 dB. '

Un modéle simplifi¢, d'ordre 4, obtenu via l'approche des modes dominants [48), est donné
par la fonction de transfert suivante:

15.185° +68.11s% + 95.34s5+ 24

G™(s5) =
+ (9 s* +10s° + 3552 + 505+ 24

correspondant aux modes dominants (-1, -2, -3, -4).

Seront tracés valeurs singuliéres (dB) (voir Annexe 2) du systdme d'ordre réduit via

I'approche de Schur, ainsi que la réponse indicielle et son écart pour les deux approches
Schur et modes dominants.

L n ) I‘IIIII[ T T lllllll T 1 l'IlIlIl T 1 IIIHI{ 11 lllllll T T [IIHI[ LI} II(liII LELLELE R} [}
20 — . .
-~
=] - -
= L
' - ..
$ O femmmmmmmrmm e - . —
-
= _ J
=
g
. 20 -]
A
5
=
-] 40 1— ]
> B PR Moddle simplif}é pax Schax (Ordre 4)
_60 J ] l|l||I| i 1 l}lll;l '} 1 IIIHII L _I ILLLLll L 1 illllll ‘l 1 Illlll1 1 L lllllll .l L 1 dbil 1

1B-4 1E-3 1E-2 1E-1 1E+0 1B+1 1B+2 1E+3 1E+4
' Fréquences (Rad/Sec)

Figure 3.15. Valears singulidres (dB) du systéme simplifié
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Réponse indicielle
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_60 LI [llllli i Illlill L lll”ll L] ll”l]l T li]!"! L illl”! LR IIHII} | R SLLLLEL
= : , Bome del'earar -
20 |- I -
-100 — —
-120 — =
-140 — —
- e FErreur
_]60 11 Illlll] [ |I]|Il| [ | lllll!l 1 illl”l} [ lllllll 1 1 Il“lI! | - |1||HI 1 1 2a1ile
1E4 1¥-3 1E-2 1E-1 140 1E+1 1F+2 1E+3 IE+4
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Figure 3.16. Valeurs singulié¢res (dB) de I'erreur.
3 T I . T l T I T i T
—— Modele initial (Ordre 8)
ettt Modeéle simplifié par Schur (Ordre 4)
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Figure 3.17. Réponses indicielles.
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2E'1 1 I T l ¥ l T I T
=0 Méthode de Schur
2 i - -
'g -w---2--  Méthode des modes dominants
S8 Bl o
X i
= I
c e
=" I B
B 1
4 F
é e e et e e meanoan oo .
= :
-1 ;
& I ; B
H -
.IE_I L E 1 i 1 t 1 - I ]
0 2 4 6 8 10
Temps (t)

Figure 3.18. Ecarts de la réponse indicielle

TIL5.5. Exemple 5 (systéme MIMO, continu, non minimal)
Considérons un systéme continu, linéaire, stable, MIMO, non minimal, d'ordre1,

représenté dans V'espace d'état par [23]:

6 -1 0 0 0 0 0 0 0 0] t o |
t -8 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0
> 0 -0 3 06 0 0 0 0 O 0 1
6 06 1 -8 6 0 0 0 0 O 0 o
6 0 0 0 -13-39 0 0 0 i 0
[A] [B] flo o 0o 0o 1 20 0o 0o 0 0 8
[c] [p] “{lo o 0o 0o o 1 -8 0 0 o0 0 0
6 0 0 0 0 0 0 -14 -9 O 0 1
6 0 6 0 0 0 0 1 -8 0 0 0

o 0o o 0 o o o o o6 -2j [1E-31E-3]
8101000 0 0 SE+5 o0
[000000—61—2SE+5] [oo:l

Les valeurs singuliéres correspondantes sont données par:

E=[258+42 2.51E-2 5.58E-3 2.4E-3 9.2E-4 L31E-5 2.3E-7 2.3E-7 LS%E-9 1.9sm-9]
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On remarque que les deux derniéres valeurs singuliéres sont pratiquement nulles, ce qui
correspond & des états non observables et non commandables. L'équilibre est donc mal
conditionné du fait de la singularité de la matrice d'équilibre. Pour y remédier, on utilisera
la méthode de Schur opérant par des projections dans I'espace d'état sans avoir 4 &quilibrer.
En choisissant comme ordre du modéle simplifié¢ 2, laborne de I'erreur de Hanke! serait
1.8701E-3 soit (-54.562703 dB).

Les pbles du modéle initiale et celui réduit sont donnés par:

Tableau 3.2. Péles du systéme initial et celui simplifié

Péles du modile E Péles du modile
initial . simplifié
(Ordre 10) (Ordre 4)

-7.00 (pdle de | -1.535927E+1

____multiplicite4) \
| 2,00

-1.10E+1

-1.10E+1 - j 4.09E-8
-1.10E+1 ’
-2.00

_L10Ef]

Bt e T e T e e et e G e e e L L e

Dans les figures qui vont suivre, nous présenterons une analyse fréquentielle (valeurs
singuliéres en dB) (voir Annexe 2) des modéles initial et simplifié et erreur, ainsi que les -
écarts des réponses temporelles (impulsionnelle et indicielle).
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Figure 2.19. Valeurs singuliéres (dB) du modéle initial (Ordre 10).
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Figure 2.20. Valeurs singuli¢res (dB) du modéle simplifié (Ordre 4)
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Interprétation

On remarque que pour les systémes minimaux (enti¢rement observables et enfiérement
commandables), 'approche de Moore (MLR.E) donne de bonnes performances dn modele
simplifié que ce soit dans le domaine temporel ou fréquentiel, ceci est confamé par )
simulation sur quelques modéles continus et numériques.
Notons que l'ordre du modéle d'approximation est fonction directe du nombre de valeurs
singuliéres dominantes du systime, les autres, relativement faibles, donc contribuant
faiblement dans I'évolution du systéme, sont éliminées. o
L'exemple de filtres numériques prototypes (Butterworth et Chebyshev [) montre que les
modeles d'ordre réduit ont le comportement du filtre de Chebyshev I, car présentent des
ondulations d'égales amplitudes dans la bande passante, et un lieu des péles ellipsoidal.
Dans le cas oit le systéme est non minimal, on fait recours 4 I'approche de Schur qui donne
un bon approximant respectant la borne de la norme de Hankel.
Les deux approches (Moore et Schur) préservent les pi'opriétés clés du systéme imtial et le
modéle d'ordre réduit est toujours stable, causal (donc physiquement réalisable) et minimal.

IL6. Conclusion A _

Dans ce chapitre, une réalisation équilibrée, pour tout systéme linéaire invariant a 6t¢
définie. Une telle représentation est caractérisée par le fa.:t que les grammiens de
commandabilité et d'observabilité sont égaux et diagonaux. ]
La technique d'équilibre a été appliquée A divers systdmes, ce qui a permis d'étudier les
propriétés des réalisations équilibrées. Ces derniéres guident A un schéma de réduction
d'ordre de modéles. ' ‘

En effet, le modéle simplifié est un bon approximant, si la matrice des valeurs singeiiéres X
peut étre partltlonnée correspondant ainsi 4 deux sous-systémes, dominant (4 retenir) etnon-
dominant (4 tronquer)

Le modsle d'ordre réduit apom' qualité de préserver les propriétés clés du systéme original
_d'ordre complet. _

L'équilibre se qualifie d'intrinséquement mal-conditionné, si les valeurs singulires du

systéme approchent zéro, nous avons alors fraiter une généralisation de 1'approche sugérée
par Mobre, qui, sans passer paf I'étape de I'équilibre du modéle, permet d'obtenir un moadéle.
d'ordre réduit, cela en utilisant des projections internes, opérant dans l'espace d'état. Cette

approche est connue sous le nom de "Méthode de Schur”.
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Chapitre IV : '
REGULATEUR LINEAIRE QUADRATIQUE GAUSSIEN (1.LQG)

IV.1. Introduction . _ ,

La commande consiste en la manoeuvre de I'entrée dans un certain systéme, alers que la
sortie accomplit un objectif spécifié. S'il n'y a pas de perturbations, ni d'incertitudes du
procédé, on peut obtenir le systéme idéal. Comme en réalité, aucun systéme n'est parfat, on
est amend A compenser ce phénoméne, en introduisant la commande par nodéle eu bien la

commande en boucle fermée (Fig. 4.1) {29].

rturbation
Entrée
Entrée \f:{-\\modiﬁée N G 2_*[:: s"”ff
N/ . Systéme S

Parameétres

Estimeés

Paramétres

b
Loi de

=

Commande
TObject.lf

Figure 4.1. Structure de la commande

_ La commande enboucle fermée ala capacité de régler les paramétres par rapport a
la perturbation ou aux incertitudes du procédé. On peut I'analyser par Nyquist ou Bede, donc
 les études théoriques du systéme en boucle fermde ont pour objectif de trouver 1a stabilits du
gystéme par rapport a la perturbation -ou mmx incertitudes du procédé, c-a-d de trauver la
robustesse vis-a-vis des incertitudes du systéme dynamique.

Dans ce chapitre, nous présenterons le concept de base de la commande robuste [49].
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IV.2. Le contréleur LQG (Linear Quadratic Gaussian) [30]
IV.2.1. Théoreme principal |

L'existence d'une perturbation du systéme et des incertitudes du procédé dégrade la
performance du systéme et destabilise le systéme 4 contréler.
Pour résoudre ce probléme, on introduit le contréleur LQG.
La solution du probléme LQG est la combinaison de la solution du filtre de Kalman {voir
Annexe 3)et celle de lacommande par retour d'état, basée sur le principe de séparation
[30]. |

Soit e systéme invariant (Fig. 4.2) représenté dans l'espace d'dtat par:

x() = A.x{(t) +B.u(t)+v
y(t) = C.x(t)+w

| v ‘ ) W
¥
L;_. G y) = IB é—ﬁbx ,.C—;é—:

Figure 4.2. Systéme incertain

(4.2.1)

A

Supposons que le systéme ait l'incertitude de modélisation (Fig. 4.3), I'dquation (4.2.1)
devient:

X(t) = (A+AA).x(£)+ (B +AB).u(t) +v

. A 4.2.2
y(t) = (C-i- ACY.x()+ w ( )
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AG.
' AB
: v W
u ¢ —=#—7 - s <+)— C aé—ﬂy
. | _ <+><— A = Lbc—l
AA <

-~

Figure 4.3. Systéme incertain avec incertitudes du procédé .

L'appoche LQG est formulée par la fonction coilt {critére) suivante:

J = lim J':(xf O QO+ U Ru@)dt (]

to o

J = lim Z [x(k)".Q.x(k) +_u(k)1; R.u(k)]

k=l

n—w

[systéme discret]

oli: Q :matrice définie non-négative,
R :matrice définie non-négative, symétrique.

IV.2.2. Procédure de calcul

A. Calcul de 1a loi de commande optimale

i/ Cas d'un_systémé comtina {29] Soit le probléme de commande optimale du systéme

sutvant:

x(t) = A.x(t)+ B.u(t)

4.2.3
y(t) = C.x(t) @23
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J = lim j;(x‘ (£).Q.x(t) +u(t) .R.u(t))dt 4.2.4)

t—ow

\r

Ke |— B. () ]>j]c y
| ‘i‘ " |

Figure 4.4. Commande optimale
On veut déterminer la matrice K, qui doit satisfaire la loi de (:ommande optimale
U=-K,x ' | (4.2.5)
Le probléme de ia commande optimale devient alors:
x(t) = (A-B.K,).x(t)

3= ["(x(97.Q.x() +x(t) K] .RK, x(t))dt

Le syst?me commandé doit éire stable, donc il existe une fonction de Lyapumov P,
symétrique, définie positive vérifiant: ~

J= J:x(t)’.[Q+ KILR.K,]x(t)dt = -x".P.x
par dérivation de J,

x".[Q+K].RK, ]x = -—:;E(x'.P.x)

= .x' ;[(A—B.K,)r-.P+P.(A—B.K°)].x '

d'oit:

-(A-B.K,) .P+P.(A-B.X,)=-[Q+KI.RK,] (4.2.6) 63
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de I'équation (4.2.6), nous aurons:

1 R} f L n
AT.P+P. A+ [(R" K, -(RT) BT .P} [(RT JEIK, - (RT) BT .P]— P.B.R*.BT+Q=0

4.2.7)
Larésolution de (4.2.7) nous donne K .
K, = R*.B'.P
Calcul de P

De (4.2.7) et (4.2.8), on peut trouver P qui satisfait la relation sutvante:

AT P+P.A-P.B.R*".B'.P+Q
~ATP+P.A-KI.RM.K, +Q=0

2i/ Cas d'un systéme discret [31] Soit le probléme de commande optimale suivant:
x(k+1)= A.x(k)+B.u(k)
u{k)=-K, .x(k)

J = lim Z [x(k)".Q.x(k)+u{k) .R.u(k)]

- k=0

n—w

= lim Z x(k)".[Q+K!.R.K, ].x(k)

k=0

n— o«

. Supposons que le systéme commands est stable, il existe alors une fonction de Lyapumov P
définie positive, symétrique, ayant pour dérivée une matrice définie négative.
La matrice P satisfait:

lim Z x(k)".[Q+K].R.K, ] x(k) = ~ lim i[x(k + 1) .P.xk+1) —x(k)? .P.x(.*k)]
k=0 k=0

n— n—o o

&4



En simplifiant I'écriture de 'équation (4.2.9), la matrice K, s'exprime comme:

Chap. V- LE CONTROLYUR LQG

dfon:

()" .[Q +KI.R.K Jx(k) = -[(A-B.K,).x(k)] P[(A - B.K ).x(k)] + x(k)" .Px{le)

(4.2.9)

K,=[R+B".P.B] .B".P.A (.2.10)
Calcul de P La malric;a P satisfait l'équation de Riccat.i (voir.Annexe 5) sutvante:
P-Q-A".PJI+R".B*.P].A=0 ) (4.2.11)
B. Calcul du filtre de Kalman (Annexe 3)

i/ Cas d'un systéme continn

Soit le systéme continu, représenté dans I'espace d'état par:

x(O)=A.x(t)+B.a(t) +v

y(t)= C.x(t)+w (42.12)
'01‘1 v et w sont des bruits blancs gaussiens centrés, avec:

E[v]=0; E{w]=0; E[v.w" | = 0; E[v.xT]=0;E[w.x"[=0

E[v. v! ] = Q' (Q': définie non-négative)

E[w.wf] =R’ (R'; définie positivé)

E[x] =M

Le filtre linéaire de Kalman associé est donné par (voir Annexe 3):

= A&+ B u+K,.E

y=C.X
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ol X est l'estimé du vecteur d'état, & = y— ¥, s=x—X (erreur d'estimation) et ¥ est la

sortie du filtre de Kalman.

Si I'estimateur est non biaisé, on aura:

(6]

E[s]=E[x-&]=E[x]-E[k]=0 = E[x]=E[}],
E[¢]=E

-%]=E[]-E[%]=0 = E[x]=E[%]

| ]
-

done:
E[%]= A.E[x]+B.u
E[%]= A"E[X]+B .u+K, E[C.x+w-C .§]
= A .E[f]+B.u+K,.C.E[x]-K,.C .E[%]

dodh A'=A; B =BetC =C.
' Ce qui donne:
x(t) = A-&(t)+B.u()+K, (y()-§ (1))

Des équations (4.2.12) et (4.2.13), nous écrivons:

f=k-% |
= A.x+Bau+v-[A.&+B.u+K,(y- $)]
=(A-K,.C)s+v-K,.w

(4.2.13)

Ohjectif: Trouver la matrice K, qui minimise la variance de 'erreur d'estimation:
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Figure 4.5. Schéma du contréleur LQG

E[i.i*]=E[[(A-K,.C):5+v-K,.w}[(A-K,.C)s+v-K, .w]']
=(A-K,.C).E[s.6" |(A-K,.C)" +E[v.v" |+ K .E[w.w'].K]
=(A-K,.C).E[s.s"|+E[s.s7).(A-K,.C)" + Q' +K,.R" K]

Posons: P = E[s.s’], (P=P7), vérifiant:

P -—.‘(A—K, .cj.P+P.(A -X,.C)"+Q'+K,.R' K] (@219
Par minimisation de P, nou;a z;nrons:

K, =P.C".R"" | @215

2i/ Cas d'un systéme discret -

Soit le systéme discret, représenté dangs l'espace d'état par:

x(k+1) = A.x(k) +B.uk)+ v{k)
y(k) = C.x(k)+ w(k)



Chap. IV- COMMANDE ROBUSTE

de la méme fagon, 'erreur d'estimation est:

s(k+1)= x(k+1)— R(k+1)
=(A-K,.C)s(k)+v(k) +K,.w(k)

donc, en posant P = E[s(k +1) " (k+ 1)], nous pouvons écrire:
P(k+1)=(A-K,.C)P.(A-K,.C) +Q +K,.R'.K!

par minimisation de P¢k+1), I'expression de K, est:

K, = A.P(k).C".(R" +C.P(k).C")"

Calcul de P En régim; permanent, P(lH-l)‘—"P(k), solution de I'équation:

P=Q +A.P.AT-A.P.C"(R"+C.P.C")".C.P.A"

Ayant K| et K, nous pouvons construire le contréleur optimal LQG (Fig. 4.5).
Iv.3. Simulati@ et interprétation

Considéror_xs un systéme SISO, continu, instable, d'ordre 6, défini par la fonction de
transfert suivante: |

—(948.125° + 303255 + 564825+ 1215.3)
s +64.5545° +11675* + 372.86s° - 5495.45° +1102s + 708.1

G(s)=

La réalisation d'stat du contrdleur associé est dorée par:

-2.256E-2 -3.66]E+] -1.880E +1 1.@1E+2 3.2500  -T.625E-1 -1.92E +2

1| 9.257E~5  -1.8997 9.831E—1 -5.1594 -L70SE-1 —4.965E-3 5.1587
[A ] [B ] | 129E-2 1IRE+1  -2.6316 -2.39E+1 -310E+! 2.2¥E+1 .93
CHLrTLee Lesli - 0 ) 1.00 -6.9272 ) S0 6.921
[CI_QG] [DLQG] 2.4246  2.302E 43 6.102E+5 9.®RTE+8 -6.21IE+43 4.3WE+3 —3.899E -1
0 o ¢ 0. 0 -30.00 0
[8o0mE-2 7.675E41 -2.034E 44 -3.162E+7 2.060E +2 -1.460E +2 [0] .
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Les pdles du systéme initial et du contréleur LQG sont donnés par:

Tableau 4.1. Péles du systéme initial et du contrélewr LQG associé

Systéme initial Contréleur LQG
-3.0E+1 (-1.553 +j2.694)E+3
-3.0E+1 (-1.553 - j2.694)E+3
-5.6757 -3.1136E+3

6.898 +j2.488)E-1 | -2.177E-2
(6.898 - j2.488)E-1 | -1.9626
-2.5779E-1 -3.00E+1

Les péles de la fonction de transfert en boucle fermée (systéme corrigé) sont donnés par:

Tableau 4.2. Péles du systéme corrigé

Systéme cotrigé /[ LQG
(-1.553 +j2.6904)E+3
(-1.553 - 12.6904)E+3
-3.1067E+3
-3.0019E+1
-4.6863 + §2.8479
-4.6863 - j2.8479
-2.1770E-2
-2.5160E-2
-2.0641
-1.9626
-30.00
-30.00

D'aprés le tableau 4.1, le systéme initial d'ordre 6 (en boucle ouverte) est instable (existence
de 2 péles edemi-plan gauche de Laplace), le contréleur LQG associé est stable et le
systéme corrigé d'ordre 12 (en boucle fermée) V'est aussi (voir tableau 4.2). Par conséquent, .
le contréletr LQG assure la stabilité qui reste un impératif de tout systéme congu.
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IV.4. Conclasion

Dans ce chapitre, nous avons éﬁ_]dié et synthétisé un contréleur optima}. LQG
(Linswire Quadratique Gaussien), qui assure la stabilité d'un systéme {éventuellement
instatuiz en boucle ouverte), ceci est vérifié par I'exemple donné dans IV.3.

Dans le chapitre suivant, on traitera diverses approches de synthése d'un contréleur
LQC: a modéle simplifié, dont I'une utilisera I'approche de réduction d'ordre par projections
inter=s traitée dans le chapitre T, l'autre approche, directe, apport propre de mon fravail,
permet de domner un contrdlenr LQG 4 modgle simplifi¢, en exploitant une base
partic:uliére, dite LQG-équilibré.
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Chapitre V

SYNTHESE DU CONTROLEUR A MODELE SIMPLIFIE.

V.1. Introduction

Les contr8leurs de petites complexités sont fréquement désirables en pratique.
Malheureusement, les techniques modernes de conception de contr8leurs conduisent 4 de
grandes complexités. Dans ce chapitre, nous développons diverses approches de synthése de
cohtrﬁlem‘s_ amodéle simplifié [32], résumées dans la Figure 5.1.

°6

Systdme [Reducion | Systdme

In.ltlgl Simmplifié
Synthbse dn o Symihise dn
(I) Contrileur Contrleur (ﬂ)

Contrdleur| Riduction | Controleur
dumodble 4 modale
complet simplifié , V
-,

Figure 5.1. Diveres approches d.e synthése du contrdleur d'ordre réduit

L'approche (I) est peu désirablé puisque dans le cas ol le systéme initial est d'ordre élevé,
la synthése du contréleur associé s'avére complexe. -

La seconde approche recommandée consiste en la synthése du contr8leur a modéle '
simplifi¢ associé an systéme d'ordre réduit via la MLR.E..

La troisidéme roche, dite "LQG-Balancing”, qui permet, en exploitant les propriétés de
app £.9

la réalisation équilibrée, d'obtenir directement le contr8leur d'ordre réduit a partir du
systéme initial, fera objet du paragraphe suivant.

n
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V.2. Approche directe de synthése du contrélenr 2 modeéle réduit
V.2.1. Principe de F'approche [37] , _ .
Cette nouvelle approche permet la synthése du contréleur LQG a modéle sifnp!iﬁé en
utilisant le LQG-standard dans la compensation d'un systéme initial (d'ordre complet)
éventuellement instable en boucle ouverte, ce qui engendre 1a formulation de deux équations
algébriques de Riccati -appelées CARE (Control Algebraic Riccati Equation) et FARE
(Filter Algebraic Riccatt Equation). Ces derniéres ont pour solutions des mesures du degré
de contréle et de filtrage du procédé respectivement. |

En effectuant un changement de base via une transformation d'équilibre 8, ces solstions
s'identifient 4 une méme matrice M = diag(u, ,........ 1) avec p, >p, pouri > j.

Les p, (i= l,_n), appelées "valeurs caractéristiques-LQG" du processus, refléterf 4 1a
fots, le degré de difficulté de contrdle et de filtrage de I'état x, correspondant du systime.
Les états correspondant aux faibles p, sont facilement filtrés et contrélés au sens LQG,
motivant ainsi {a réduction d'ordre du modéle. ‘

Remarque L'équilibre du mod2le, viaune tranformation non singulidre S, est dans uz sens
contrdle-filtrage, le systéme est alors dit en coordonnés équilibrées an sens LQG.

V.2.2. Synthése du LQG-équilibreé
L'approche du LQG-équilibré est basée sur le probléme du LQG-standard traité dans le
Chap. IV.

Soit le probléme suivant:

x(t)=A.x(t)+B.a(t)+v
y(t)=C.x(t)+w=z,(t)+w o ‘ S.2.1)
z, () = C.x(t) |

o v et w sont des signamx bruits blancs gauésiens centrés, avec une fonction
d'autocorrélation jdentité. '

Le processus G, représenté dans l'espace d'état par (5.2.1) est supposé minimal.
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v G
_@*\PPOCGSSUS
=22 Zl
K |y M,  w
Contrileuf~ (hH<

Figure 5.2. Processus corrigé

Le critére LQG est défini par:

C[H(G,K)]2 lim E{E%_j_‘:zf(t).z(t)dt}
. t, —) @®
2limE {E:_Jn [x(t)".CT.C.x(t) + u ()" .u(t)]dt}

f

t, o>

ou:Z= [zf,z: ]I, W= [vr-,wr ]T

Le probléme du LQG-standard est de trouver un contréleur K qui minimise le critére LQG
et qui stabilise H(G, K) (matrice de fonctions de transfert en boucle fermée):

(1-¢k)'.¢ (1-6.K)'.GK
K.(I-GK)".G¢ K.[I-G.K)

Solution du probléme LQG [37]

Soit G=(A, B, C) un systéme minimal, il existe une solution unique stabllisalrlce X, eR™
(définie positive, symétrique), solution de la CARE: :

ATX,+X,.A-X, B.B".X,+C".C=0 {CARE)

et il existe une solution unique Y, e R™ (définie positive, symétrique), solution de la

. FARE:
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AY,+Y,.AT-Y,.C".C.Y,+B.B" =0 (FARE)
Le contréleur LQG associé K o; = (A, B, €) est sous forme d'un observateur:

X(t) = AX(t)+B.y(¢)

u=C.&(t)

ol
A=(A-Y,.C".C-B.B".X,)
B=Y,.C’

C=-B".X,

La valeur minimale du critére LQG est donc donnée par:
C[H(G,K, ;)] =tr[BT.X,.B+B".X,.Y, .X, B},

Soit § la transformation d'équilibre non singuliére, telle que:

S ,
X,.Y, 5 $7.X,.Y,.87

Les valeurs propres du produit (X,.Y,) sont invariantes 4 la transformation d'état S, et sont

égales au carré des valeurs caractéristiques p1 , ¢-a-d;

Calcud de la transformation d'équilibre §
La transformation d'équilibre S est construite en suivant les étapes suivantes:

Etape 1: Calcul des matrices X, et Y, , solutions de la CARE et FARE (voir Annexe 3).
Etape 2: Factorisation de Cholesky (voir Annexe 6) de X, et Y, , tefle que:

X,=L,.L} (L, : triangulaire inférieure)
Y, =L, .L} (L : triangulaire inférieure)
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Etape 3: Décomposition en valeurs singuliéres (SVD) (Annexe 2) de la quantité (L} .L,) ,
telle que:

L,.L,=UM.V".

ou: - U et V= nxn-mafrices orthogonales,
- M = mxn-malrice diagonale (matrice des valeurs caractéristiques)

M = diag(p,,...... ) avec:p, >p pouri > j
Etape 4: Construction de la transformation d'équilibre S et de son inverse.
. _l .
S=L,.VM?
1 -3 T YT
$" =M U'.L,

V.2.3. Réduction d'ordre du contrélenr LQG dans la base d'équilibre
Soit G=(A, B, C), un systéme minimale, d'ordre (n) , dans sa base équilibrée, avec des

valeurs caractéristiques p, 2 p, 2...... 2p, >0 avec:
X,:Y,:M:dia.g(p,, ........ NI
Soit la partition de M:
M, ¢ ) ) :
M= I: 0 MJ, M, = diag(p,,....,1n, ) et M, :: dlag(j.lm,...-..,p.n) avec >}1“.,

A

Soit K ¢ = (A, B, (‘3),. le contréleur du processus, partitionnons alors (ﬁ, B, €)
conformément 4 M: |

~ A A ﬁ A T A A ’
A:[ 11 Aﬂ:!,B=|tAlj|,C=[Cl C:]'
tH An Bz )

Le contréleur d'ordre réduit (k) est alors dosnné par:

p- R

K, :(Auiﬁnéx)
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Remarque .
11 est trés important d'étudier la stabilité et les performances en boucle fermée, si le
contréleur d'ordre réduit est connecté au systdme d'ordre complet.

V.2.3. Simulation et interprétation

Comme application, nous proposons la synthése du contr8ieur 2 modéle simplifié
associé au systdme d'ordre 7 donné dans I'exemple 1, de la section TILS.1, cela via les deux
approches II et directe (voir fig. 5.1).

En adoptant I'approche I (voir fig. 5.1), le contréleur LQG associé anmodéle simplifié,
d'ordre 2 , via la MRE est donné par la réalisation d'état suivante:

~1.98E+7 1.76E+7 6.54E -1
Bcl]} —

-1L.76E+7 LS6E+7| |-1.65E-1
[2.50E+7 -2.22E+7] [0]

ayant pour pdles: (-4.268E+6; -9.387E+))

Le systéme contrélé, en boucle fermée (systéme initial d'ordre complet comgé par le
contrgleur 2 modéle simplifié) a pour péles:

Tablean 5.1. Péles du systéme contrdlé (Approche IT)

ISystéme corrigé (Ordre 9)

4.27E+6
-5.25E+1
4.93E+1
-3.28E+0 +j 9.54E+0

-3.28E+0 - j 9.54E+0

-9.82EH)
-5.97E-1 +j 1.10E+0
e A P

-5.97E-1 - j 1.1OE+0
-2.01E+0
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En adoptant. maintenant I'approche directe (Fig. 5.1), les valeurs caractéristiques-LDG sont
données par: :

M=[9.17E-1; 3.46E-1; 2.45E-2; 9.27E-3; 4.69E-3: 3.59E-5; 7.15E-7]

et le contrélenr LQG & moddle simplifié, d'ordre 2, est donné par laréalisatian d'état

suivante:

[[Atz] [[B;:z]J_ ‘[‘1-01E+0 1.41E+0J .[6.67]5—-1]

=||-14IE+0 -8.87E-1]| |-2.33E-1
[c.] [D.] [~6.67E-1 -2.33E-1] [0]

correspondant aux péles suivants: (—9.52E-1 +j 1.41E+0; -9.52E-1 - j 1 41E+0)

Le systéme contrdlé, en boucle fermée (systéme initial d'ordre complet corrigé par le
contréleur 4 modéle simplifié) a pour péles:

Tableau 5.2. Péles du systéme contrgle (Approche directe)_

g Systéme corrigé (Ordre 9)
4.92E+1
| 385EH0+)9.65EH0
-3.85E+0 - j 9.65E+0
[L86EH0 |
-1.09E+0 + j 1.45E+0
-1.09E+0 - j 1.45E+0
L60E-1+j1.02E+0
1,601 - i 1.02E+0

Nous tracerons les réponses impulsionnelles du systime initial (en boucle ouverte) et des
systémes corrigés (contréleur 2 modéle simplifié, d'ordre 2, comecté au systéme initial) via

les deux approches II et directe (voir Fig. 5.1).
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Figure 3.3. Réponse impulsionnelle des systémes initial et cenx corrigés

via les deux approches II et directe
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Figure 5.4. Réponse indiciclle des systémes corrigés
via les deux approches II ef directe
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La Figure 5.3. montre que la réponse impulsionnelle du systéme corrigé via 'approche II
(Fig. 5.1) présente un temps de réponse court (régime transitoire de courte durée), donc le
systéme | ‘

atteint le régime permanent rapidement, par contre, on observe une augmentation d'amplitude

de la réponse impulsionnelle 4 Porigine, restant parfots indésirable.

Le systéme corrigé via I'approche directe (Fig. 5.1) présente une réponse impulsionnelle
ayant une faible amplitude par rapport & celle du systéme initial en boucle ouverte, et le

gystéme bouclé tend progressivement vers le régime permanent,

Donc, selon les performances souhaitées (temps de réponse, amplitude de la réponse
impulsionnelle,...), on adoptera l'une des deux approches I ou directe (Fig. 5.1, celaen
fonction de notre application. '

V.3. Conclusion : )

Dans ce chapitre, 4 part les deux approches ustelles (voir Fig. 5.1), une autre approche,

directe, a ét¢ développée; cette dernidre consiste 4 choisir une base de représentation du
systéme 2 contréler, dans laquelle celui-ci est équilibré du point de vue filtrage-contréle.
Deux <¢quations de Riccati apparaissent, dont l'exploitation formulera I'algorithme de
construction de la transformation d'équilibre-LQG, donc la base de coordonnées ofl ls
vecteur d'état du processus doit étre projeté.
L'avantage majeur de cette approche, qu'on peut qualifier de directe, estla souplesse diie au
fait que la réduction d'ordre du contrdleur s'effoctue en opérant sur une seule matrice
diagonale {matrice des valeurs caractéristiques), ol chaque élément doune 4 la fois une
mesure qﬁantitative du degré de filtrage et de contréle de I'état correspondant du processus.

Il est trés important de noter que I'approche I (voir Fig 5.1) exige 'hypothdse que le
systéme initial 4 contréler soit asymptotiquement stable, hypothése non nécessairement
éxigée dans l'approche directe (voir Fig, 5.1). '

Si P'ordre (n) du systéme initial est trds élevs, I'approche directe, nécessitant larésolution de
deux équations de Riccati (CARE et FARE) d'ordre {(n), est indésirablz (temps de calcul
élevé), par contre l'approche U nécessite la résolution de deux équations de Lyapunov
drordre (n) (pour le calcul des grammiens), et deux équations de Riccati d'ordre (k) (k étant
{'ordre du modéle simplifié).
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CONCLUSION GENERALE

Dans le présent travail, nous nous sommes fixés comme objectif la représentation d'un
systéme complexe par son approximant d'ordre réduit, pour cela, diverses approches de
simplification de modéles complexes ont été développées.’

Deux parmis ces méthodes, récentes, fraitant respecti\}ement le cas de systémes minimaux
(Méthode des Réalisations Equilibrées) et le cas de systémes non minimaux (Méthode de
Schur), nous semblent trés intéressantes 4 détailler.

Aprés diverses simulations, nous pouvons confirmer que ces approches donnent un modele
d'ordre réduit, représentant fidélement, avec une certaine tolérance, le systéme initial.

En effet, la réduction de Iordre d'un systéme n'affecte que peu son comportement globale,

“car Vélimination se fait sur les états du systdme initial, contribuant faiblement, dans un

certain sens, dans son évolution.

Méme si le systéme initial est non minimal (restriction de la MLR.E.), I'approche de Schur,
se passant des états non observables et/ou non commandables, donne un approximant d'ordre
réduit, présentant I'avantage d'dtre minimal. -

Comme application de la réduction d'ordre de modéles, trois approches de synthése d'un
contrdleur optimal (LQG) 4 modéle simplifé ont ét& développées, dont la plus récente,
approche directe, apport propre de ma recherche, exploite la forme équilibrée-LQG du
processus 4 compenser, en vue de réduire l'ordre du contréleur associé,

Cette réduction d'ordre trouve bien son application dans la synthése de contréleurs 4
modéles simplifiés et la connection de ce dernier au systdme initial, dordre complet, donne
de bonnes performances en boucle fermée.

Le logiciel développé (sous forme d'un Tool Boxe RED.m), a base du Matlah [50], offre
diverses techniques de synthése de modéles d'ordre réduit (par MRE, Schur, Approche de
la Racine carrée), le logiciel RED permet aussi la synthése d’'un contr8leur LQG, ainsi

que son approximant d'ordre réduit.

Sl est vrai quaucune approche ne peut prétendre résoudre les problémes que pose
I'analyse et la synthése de systdmes complexes, nous sommes persuadés que c'est par la
diversité de ces méthodes et leurs applications 4 des cas réels, que cette analyse s'enrichit.

Nous espérons y avoir modestement contribug.
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ANNEXE 1
GENERALITES SUR LA THEORIE DES SYSTEMES

1. Notion de systémes
On appelle systtme un ensemble structuré d'éléments naturels de méme espéce ou de

méme fonction. '
‘Comume on peut le définir comme étant un ensemble composé de parties ordonnées ayant
' chacune ses propres lois. Cette notion est utilisée dans divers domaines de la vie, & savoir
systémes économique, électrique, hydraulique, dynamique,:..ect.

L'état du systdme est lié & un ensemble de variables, sa sensibilité est le degré-de
changement qui affecte son comportement quand les paramétres varient un par un.

2. Notion de modéle mathématique

Le comportement d'un systéme réel est représenté par un ensemble de relations constituant
le modéle mathématique de ce systdme. :
La construction d'un tel modéle est appelée identification, dont la précision peut étre
mesurée par la différence entre la sortie du modéle et celle du systéme réel. -

En général, 'identification peut étre divisée en deux phases:
- Détermination de la structure du modéle.
- Estimation des paramétres du modéle.

Les modéles mathématiques peuvent consister en:

- Des équations (systéme d’équations) intégro-différentielles [systémes dynamiques].

- Des équations (systéme d'équations) aux dérivées partielles [systdémes 4 paramétres
distribués).

- Des équations (systéme d'¢quations) récurrentes [systérries discrets].

- Fonction (rnatrice) de transfert.

- Représentation dans |'espace d'tat.

3. Notion de systéme lin¢aire .
On appelle systéme linéaire tout systéme dont les lois physiques régissant son-

comportement s'expriment par des squations (différentielles ou récurrentes) linéaires.

De tels systémes ont les propriétés suivantes:

6



- Additivité: (superposition)

si: y (t)= T[xl(t)] ety (t)= T[X,z(t)],
alors : T[x, (£)+x, ()] = y,(O) +y, (1)

ol x(t) et y(t)=T[x(t)] représentent respectivement l'entrée et la sortie du systéme.

- Homogénéité: (proportionnalité)

Si:  y(t) = T[x(0)],
alors: Tlee.x(t)] = a.y(t), ol @ estune constante complexe.

4. Notion de commande optimale
Dans la commande optimale, on cherche une fonction (lo1 commande), qui nous permettra
d'atteindre V'objectif désiré (degré de stabilité, temps de réponse, précision,...ect.), en

minimisant une certaine fonction de codlit {critére).

5. Notion d'état ) _

L'état 4 l'instant ¢, d'un systdme représente 'ensemble d'informations qu'il faut connaitre
a cet instant pour pouvoir déterminer son évolution dans le temps, lorsqu'on se donne des
commandes (entrées) u(t,, t). '
Les variables d'états déterminent 'état du systéme en évolution 4 tout instant t.
La représentation d'état d'un systéme est I'une des représentations modernes. Trés utilisée,
elle présente une souplesse de calcul, basée essentiellement sur le calcul matriciel

facilement implémenté sur calculateur numérique {ordinateur).
Soit un systéme linéaire, invariant dans le temps, sa représentation d'état est donnée par:

Cas continu

<(t) = A.x(t)+B.u(t) I (AL.13)
y(t) = C.x(t) + D.u(t)

Cas discret

x(k+1)= A.x(k)+B.u(k) (A1.1b)
y(k) = C.x(k) +D.u(k)
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ou: - x(t), x(k): = n-vecteur (vecteur d'état).
- y(t), y(k) = m-vecteur (vecteur de sortie).
- u(t), u(k) = r-vecteur (vecteur d'entrée).
~ A= ma-mairice (matrice d'état). o
- B = nxr-matrice (matrice d'entrée).
- C = mm-matrice (matrice de sortie).
- D = mxr-matrice (matrice de transmission directe),
-r :nombre d'entrées.
- m : nombre de sorties.
-n : ordre du systéme.

6. Commandabilité e¢ Observabhilité

Les notions de commandabilité et d'observabilité poss_édent une grande importance dans
P'étude des systémes dans I'espace d'état. )
Il est indispensable que le systéme A régler ou 4 observer soit commandable et observable
pour pouvoir appliquer les méthodes modernes de régulation.
I est évident que la commande et la régulation de tout procédé physique imposent que I'on
soit maitre du procédé, donc savoir exactement dans quel état il se trouve.

A. Commandabhilite

- Défimition Un systéme est dit commandable, si par une commande convenable on peut
'amener, er un temps fini, d'un état 4 un antre. .

Une partie seulement du systéme est dite commﬁndab!e, 8i seulement certaines composantes
du vecteur d'état peuvent &tre ramenses, en un temps fini, d'un état 4 un autre.

- Critére de commandabilité
Le systéme représenté par (A1.1) est commandable si et seulement si:

rang[Qc]zn, on: ch[B AB . . , . A”"B]

est la matrice de commandabilité du systéme.

- Stabilisabilité
St le systéme (Al.1) n'est pas commandable, alors il est stabilisable si et seulement si les

états non commandables sont asymptotiquement stables, c-a-d :

3L / Re[A,(A-BL)]<0.



B. Observabilits

- Définition Un systéme est dit observable si et seulement st de I'observation de la sortie
pendant un temps fini, on peut dédwire 'état initial. :

Un partie seulement du systéme est dite observable, si de l'observation de certaines
grandeurs seulement de la sortie, on peut déduire I'état initial correspondant.

Physiquement, un systéme non observable est un systdme sur lequel on ne fait pas toutes les
mesures nécessaires pour observer son état.

- Critére d'observabilité
Le systéme (A1.1) est observable si et seulement sti:

rang[Q, ]=nou: Q, = [C’ ATCT . L. (AI)H CI]
est 1a matrice d'observabilité du systéme.
- Détectabilité

Si le systéme (A1.1) n'est pas observable, alors il est détectable si et seulement si les états
non observables sont asymptotiquement stables, ¢-4-d : '

IM / Re[A,(A+MC)]<o0.

7. Stabilité
La stabilité est un impératif de tout systéme congu et 'une des premiéres qualités que l'on
réclame a une régulation ou réduction.

- Critére de stahilitée

Cas continu Le systéme (Al.1a) est asymptotiquement stable si et seulement si toutes les
valeurs propres de la matrice d'état A sont A partie réelle négative, c-3-d:

Re[A,(A)]<0; Vi=1n.

Cas discret Le systdme (Al.1b) est asymptotiquement stable si ef seulement si toutes les
valeurs propres de la matrice d'état A se trouvent 4 l'intérieur du cercle unité, c-a-d:

1A, (A)| < 1; Vi=Ln.
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ANNEXE 2

VALEURS SINGULIERES ET ALGORITHNME SVD

Les valeurs singuli¢res d'une matrice A € C"", de rang (r), notées o, sont les racines

© carrés non négatives des valeurs propres de (A T.A), ordonnées telles que:

6, 20, 2. zo, 20.

Sir < n, nous anrons (n-r) valeurs singuliéres nulles, ¢-a-d:

Il existe deux matrices orthogonales U € C*" |, V € C™" et une matrice diagonale £ € C*"
telles que [45]):

1
A:U'X'VT:U'IZ% )J.Vr

oli: X =diag(a, ,0,,...... »G, )

et les valeurs singuli¢res o, (i= 1,r) sont les racines carrées des (r) valeurs propres
positives (non nulles) de (A7.A) . UetV sont les matrices orthogonales ayant pour
colonnes les vecteurs propres de (AT.A) et (A.AT) respectivement. ‘

L

Cette décomposition est dite "Décomposition en Valeurs Singuli¢res” (SVD) de la matrice
A ' ‘ '

Remarque Si A= U.E.V' est la décomposition en valeurs singulidres de 1a matrice A,
alors les décompositions en valeurs propres de (A".A) etde (A.AT) sont données par
[44]: '

AT A=V (Z.5).V = V.2 V!

AAT=U(2.ZHUu'=U0.32.T"
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Notons:

' E(A) = o, [laplus grande valeur singuliére de la matrice A]
o(A) = o, [laplus petite valeur singuli¢re de la matrice A |

Les valeurs singuliéres minimum et maximum d'une matrice A, notées respectivement
o et o, sont équivalentes en terme de norme spectrale a:

a(A) = [Mz
g(A):{s‘*"'i‘; et

La valeur singuliére minimale o (A) donne une mesure de la tendance 4 la singularité de la
matrice A.

Propriétés des valeurs singulidres

i/ o(A)= M
N e
xeC"
21/ G(A) :1lnax |
I

xe(C"

3i/ o(A)< |3.i (A)l < E(A); oft A, (.) estlai™ valeur propre de (.)

“4i/ siA? e’xisté, O(A)= = ! "
: o(A7)
e, ) RN - 1
5i/ si A" existe, c(A) = m
o(A7)

-6/ o(a.A)=|al.o(A)
7i/ E(A+B) < o(A)+o(B)
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8i/ o(A.B) < o(A).a(B)
9/ max{o(A),5(B)} < o(A.B) s vZ.max{a(A),o(B)]

10i/ maxlaul < ;(A) s n'maxlal.1|
i i

113/ ic,’ = tr[AT.A]
t=1



2i/ Cas stqchastique

V x(t}, V u(t), alors;

lim Ef%(t)] = 0 -

tow

ceci est vrai si et seulement si:
1-F=A-KC

2-E=B

3- Re{ar(Fj] <0

Par conséquent, la forme générale de 'équation identité sera donnée par:

£ =Ai+B.au+K(y-Ck)

La synthése de l'estimateur revient donc & la détermination du gain K de celui ci.

Dans le cas d'un estimateuwr optimal, la détermination de K s'obtient paf minimisation d'un
critére usuel en statistique. La synthése d'un tel estimateur est alors unique et porte le nom du
"Filtre de Kalman". .

3. Filtre de Kalman -

Le filtre de Kalman est un observateur d'ordre n donnant I'estimation du vecteur d'état.
Dans mn environnement stochastique, lorsque les variances des bruits sont connus, c'est le
meillesr observateur linéaire au sens de la variance de 'erreur d'estimation. -

11 fast mentionner que le filtre de Kalman ala structure d'un observateur linéaire et qu'il
peut, en dehors de tout contexte d'optimalité, étre considéré comme observateur d'ordre (n).

3.1. Ditermination de la structure du filtre de Kalman

Prenons le cas d'un environnement stochastique caractérisé par les matrices de

covanances V et W, considérons alors le systéme suivant (A3.1).

94



Le probléme de la détermination d'un estimateur -identité optimal dont I'état est x, valeur
estimée de x telle que:

£ = A.% +B.au + K(y-C.2)

réside dans la recherche de la matrice du gain K de I'observateur minimisant l'erreur

d'estimation ¥ = x - X.

Gain du filtre de Kalman
Le gain optimal K qui minimise 2 tout mnstant la somme des variances des composantes de

- Perreur d'estimation est donné par:

K=R.CT.W"

oit R est la matrice de variance de |'erreur d'estimation, solutior unique de I'équation de

Riccah stationnair_e:
R=A.R+RAT-R.CT.WI1.CR+V=0 (A3.3)

3.2, Stabilité du filtre de Kalman
La stabilité du filtre de Kalman est toujours assurée sous réserve de I'existence et I'unicité
de la solution de I'équation de Riccati (A3.3).

Ces conditions seront satisfaites si on a:
V Lapaire (A”,C") stabilisable.

2i/ La paire (AT ,L) détectable ot L est telle que : V=L.L".



ANNEXE 4
COMMANDE OPTIMALE ET EQUATIONS DE RICCATI
I Détermination de la commande optimale
Le probléme d'optimisation dynamique consiste & déterminer un vecteur u’ admissible
~ faisant suivre au systéme une trajectoire admissible x* qui minimise le critére quadratique.

Pour trouver le minimum de c¢ demier, on fera appel au principe du minimum [46].

L.1. Cas continu
Soit le probléme de régulateur suivant:

Min[J]= hﬁn[%jﬂ'(x’.q.x + uT.P.u)dt:I

ou: - Q : Matrice définie non négative,
- P : Matrice définie positive.

avec les contraintes dynamiques linéaires:
k()= A.x(t)+B.u(t) (A4.D
Pour résoudre ce probléme, écrivons son Hamiltonien:

H:%[x‘.Q.xﬂf.P.u] + 0T () A.x(t) +B.u(t)]. (A4.2)-

ol B(t)est I'état adjoint.

Le principe du minimum (continu}, conduit aux équations suivantes:

X(t) = A.x(t)+B.u(t) _ (A43)
8(t) = —[Q.x(t) +A".6(1)] Add
Pau(t)+B7.6(t)=0 - (A4.5)
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_d'_qig_u(t):’—l’".B’.e(t)‘ - {A4.6)
remplagons (A4.6) dans {(Ad4.3) et posons V = B..P'l .B', on obtienlt:

X(t) = A.x(t)- V.6(t) L | | (A4.7)

Etant donné que la cbmmande optimale recherchée est de la forme u(t) - ~G.x(t), avec G
une malrice constante (nxn), nous pouvons aisément voir la relation existant entre I'dtat
adjoint 6(t) et 1'état x(t), donnée par:

8(t) = Rx(t) | | (A4.9)

R est une matrice constante (nxn)

droi 8¢t) = R.x(t) : | I(A4.9)

En substituant |'expression de 8(t) dans les équation (A4.4) et (A4.7), on obtient:

x(t) = (A- V.R).x(t) . | _ (A4.i0)
8(t)=-(Q+AT.R).x(t) | (Ad.11)

de (A.10) et (A4.9), on obtient:

a(t) = R.(A- -V.R).a(t) “(A4.12)

P.ar comparaison de (A4.11) et (A4.12), nous obtenons:

RAA-V.R)=-Q-A".R

d'olt finalement:

RA+ATR-R.V.R+Q=10 (A4.13)

{A4.13) est dite équation de Riccati stationnaire.
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La commande optimale s'exprime donc par 1a relation:
u(t)=-P.B".R.x(t)
ol R est une mafrice (nxn}, solution de I'équation de Riccati

Théoréme. La solution R de l'équation de Riccati existe si le couple (AB) est

1
commandable et elle est unique si le couple (A, Q) est observable (voir Annexe 1).

Stabilité du systéme en boucle fermée
Si la solution de "équation de Riccati existe et est unique, la stabilité du systdme enboucle

fermée est toujours assurée.

L2. Cas discret

D'une maniére similaire, nous pouvons déterminer une commande 'optimale potrr
systéme linéaire discret. Appliquons pour cela le principe du minimum (cas discret), ce qui
conduit 4 I'équation de Riccati suivante.

AT R.A-P-A"R.B.(B*.R.B+P) " .B".R.A+Q=10
La commande optimale est alors donnée par:

u(k) = -[(BT.R.B +2) B RAlxg) | (Ad.149)

IL. Résolution des équations de Riccati
II.1. Intreduction _ o

La mise en oeuvre d'une commande par critére quadratique revient A résoudre 1'équation
de Riccati. Considérons larésolution de cette dernidre par I'application d'une technique, via
la fonction signe d'une matrice [40].

Cette technique est basée an départ sur la construction de la matrice Hamiltonienne associée
a4 I'équation de Riccati, pour cela il nous a semblé nécessaire dexposer la formmlation

suivante:



11.2. Formulation des ¢quatiens Hamiltonniennes associées
II.2.1. Cas continu :

Les conditions d'optimalité (minimisation du critére quadratique J) conduisent a
Vintroduction d'un état adjoint 8 [46] qui conjointement & x vérifie le systéme aux équations

Hamiltoniennes:
X(t A -B.PLBT t |
XV _ BB x(0) (A4.15)
8(t) -Q —AT 6(t)| o
On définit alors la matrice Hamiltonienne H de dimension (2nx2n) |
A -BP.B B
H-= F (A4.16)
-Q —AT : :

I1.2.2. Cas discret
De méme que pour le cas continu, les conditions d'optimalité conduisent 4 l'introduction

d'un ¢tat adjoint @ et aux équations Hamiltoniennes suivantes:
X A -BP'.BF :
b & SNV VRT)
ek Q A T‘ ek 41 .
ces équations s'écrivent encore:
I BP.B" x| [ A o]x
0 AT 6. |-Q I8
que !'on notera: !
U.[x“‘J = L.[x*jI _ ' (A4.18)
einl ek N

etS=U".L e_ét la mairice Hamiltonienne (2nx2n), associde 4 I'équation de Riccati
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I1.3. Fonction signe d'une matrice

La fonction signe d'une matrice est un outil puissant pour la résolution de problémes
relatifs aux systémes dynamiques linéaires mvariants.
Clest dans cette optique que Berrand [46] a développé un algorithme "accéléré de Newton™
pour le calcul de la fonction signe d'une matrice et en a déduit une application pour la
résolution de I'équation de Riccati. '

Définition Nous savons qu'une matrice carrée A(n,n) est semblable 4 sa forme de Jordan
A=MJIM" |

ou: M: matrice des vecteurs propres de la matrice A,

f3, 0 . . o] !

. 10
0 . 0 . 0 0 A, 1 . .
IJ= . .3, . .lavee J=|. 0 0
0 1

0 U K 0 A

P étant le nombre de blocs de Jordan J; associés 4 la valeur propre A,.
Soit f(A), une fonction définie sur le gpectre de 'maﬁ'ice A, telle que:
f(A)=M.I(J).M"

Sif()estla fonétion signe, NOUsS aurons:

signe(A) = M.signe(J).M' = 8§

avec:

[ signe(A,) (I siRe(&,)>0

signe(J,) = - =9

signe(%,)| -1 siRe(d)<0
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I1.4. Algorithme de Newton accéléré '
Soit M une matrice (nxn), telle que Re[?.., (M)] # 0 et S=signe(M) sa fonction signe telle

que:

S =signe(M) =lim z,
ko

ol z,,, = %I:zk +z;1] etzﬁ‘: M

La convergence de cet algorithme standard pouvait étre améliorée en utilisant la formulation

survante:
5, =a.z +8,.2;) (o, ,pB, sont des scalaires)

Un algorithme basé sur cette formulation est défini par la procédure suivante:

avec:

lim a, =1
k— w

En vue d'accélérer la convergence de Ialgorithme, un choix particulier du couple
(a, ,B, est donné par: '

1

o [det(zk )]% +1

a, +§, =1
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IL.5. Algorithme de résolution de I'équation de Riccati
Considérons un probiéme dynamique et {es hypothéses suivantes:

P=P'>0; Q=Q" 20.
(A, B) stabilisable (voir Annexe 1).
(L, A) détectable ; (Q= % L)

Théoréme: Etant donné les hypothéses ci-dessus, la solution unique symétrique, non
négative de l'équation de Riccati dans le cas continu et discret est donnée par:

R=F,.F' avec: .
F, F -1 90
F={' * | = signe(H) +
[F“ Fz] gelDH ]
et
™ _ -t T
a)H= A -B.FT.B (cas continu)
Q-
i _ -1 gt ]! 1 -1 pT
byH = I+A -B.P .TB - A-1 B.P .TB (cas discref)
| -Q  I+A ~Q I-AT |
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ANNEXE S
ALGORITHME DE CHOLESKY
Les opérations de factorisation et de triangularisation de miafrices constituent les
opérations de base des nouveaux algorithmes de contréle ou de traitement de signal.

Ains la procédure de décomposition LU d'une matrice A{n,n), avec :

L: meafrice triangulaire inférieure,
U: matrice triangulaire supérieure,

permeet par exemple de ramener la résolution du systéme d'équations linéaires
Ax=3

oli; - A = nxnrmafrice

- B, x = n-vecteur

& la résolution de deux systémes particuliers:

- Systéme triangulaire infériesr Lx=B
- Sysiéme triangulaire supérieur Ux=Y

Si A est une matrice symétrique, définie positive, alors Chelesky nous affirme que A peut se
metlrs sous la forme: '

A=58.5T

ol S tstune matrice friangulaire inférieure.

[, . . . a, sy 0 L 0 s, oL L s,
- 0
0 .

8, a, | |sy - - - s |10 0 s, |
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Certains auteurs considérent S comme étant la racine carrée de la matrice A, du fait qu'une

telle décomposition (Choelesky) est unique.

L'algorithme de factorisation de Cholesky permet de calculer les coefficients s, dela

 matrice 8 par récurrenqe:
Algorithme
E_l_l_f_,l_'_é_c:_- A: nxn-matrice
_S_gt_ie_: $: nxn-matrice triangulaire inférieure

For i=1tonDo

1

‘ i1 7
S0 = {a“ - z S :I
k=1
If s, =0,then Halt (A est non définie positive)

while j>i and j<n Do

End loop on i
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