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ABSTRACT
This work consists to study the three-dimensional homogenious isotropic bodies
in linear elasticity with the displacement discontinuity method. First, we built the
mathematical formulation of the method in 3-D. We built the numcﬁca] procedure,
and construction of the computer program. ‘
With this program we determine the stresses and the displacements for the 3-D bodies

and compute the stress intensity factors for the crack problems.

RESUME
Ce travail porte sur la modélisation des milicux tridimensionnels, homogénes,
isotropes et linéairement élastiques par la méthode des discontinuités de déplacement.
En premier lieu, la construction de la formulation mathématique de Ia méthode en 3-D,
puis la mise en forme de la procédure numérique et enfin 1’élaboration d’un code de
calcul. Avec ce code, on peut déterminer le champ de contraintes et le champ de
déplacements pour les milieux fridimensionnels, ainsi le calcnl du facteur d’intensité

de contrainte pour les problémes de fissuration en trois dimensions.
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Introduction

INTRODUCTION

Trois principales méthodes numériques sont maintenant bien établies pour la
résolution des problémes de structures en mécanique : méthode des éléments finis,
méthode des différences finies et la méthode des équations intégralés de frontiére.
Fréquemment, nous relevons des études comparatives de l’efﬁcacité de la méthode des
éléments finis par rapport a la méthode des équations intégrales et nous relevons que

I’on oppose I'une par rapport a Iautre.

Chacune des deux méthodes numériques a ses avantages, cependant la méthode
des éléments finis reste la p]lis populaire. Néanmoins, la méthode des équations
intégrales offre des avantages certains dans des configurations de problémes dont :

e La résolution en domaines infinis |

e Larésolution de problémes de corps fissurés. _

Le dernier domaime d’application en tridimensionnel reste un champ d’étude encore a
développer.

La famille des équations intégrales de frontiére est divisée en deux groupes : la

méthode directe et la méthode indirecte.

b

La méthode directe est la plus développée « Brebbia (1987)» et traite de
’ensemble des problemes de mécanique. i.’approche indirecte, plus mtuitive, est la
moins populaire et regroupe la méthode des contraintes fictives ou ia méthode de
discontinuité de contrainte et la méthode de discontinuité de déplacement. Cette
méthode s’est avérée ta plus performante pour traiter les matéridux fissurés et les

problémes de contact.

Cette méthode a ét€ introduite en premier grice aux travaux de « Panasyuk et
al. (1977) » et formulée en champ complexe. Cette investigation en éhamp complexe a
pertmis de mettre en acuvre des éléments de discrétisation de différents types et de
différents ordres « Bouhaddane (1987) », « Belkacemi (1990) ». Différents travaux ont'
pu aboutir a Uexploitation de cette formulation pour I’étude de la propagation de

fissures en ouverture ou en contact en utilisant différents types d’éléments
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« Belkacemi (1990) », « Miguez et al. (1989) ». La formulation en champ complexe
est par essence en bidimenstonnel. La formulation en champ complexe est par essence

en bidimensionnel,

La formulation de la méthode de discontinuité de d;éplacement en
bidimensionnel en coordonnées cartésiennes est due a « Crouch (1976 & 1983) ».
Cette contribution & permis d’assurer une plus grande popularité de la méthode et a pu
étre utilisée dans la modélisation de probléme de contact de failles « Crawford,
(1983) », ruptures autour de cavités « Kondo (1989) » et en élasto-dynamique. Son

exploitation pour les problémes non linéaires est au stade d’étude « Kondo (1999) ».

Les travaux de « Wiles et al. (1983)» constituent la premiére publication

concernant  I'application de la méthode de discontinuité de déplacement en

tmdimensionnel.

Le présent travail prend sa source dans cet article el constitue une contribution
pour I"application de la méthode de discontinuité de déplacement en tridimensionnel et

son test particuliérement en mécanique de la rupture.

Cette étude comporte trois chapitres.

Le premier chapitre est une introduciion a la mécanique des milieux continus et
de la mécanique de la rupture.

Le deuxiéme chapitre rassemble un lourd travail analytique et‘numérique. Le
travail analytique est une étude sur les fonctions de Green, 1’étude des problémes liées
aux singularités etc... La partie numérique concerne la construction ldu_ code de calcul
pour simuler les structures tridimensionnelles par la méthode de discontinuité de
déplacement.

Nous terminons I’étude par le troisiéme chapitre. Ce chapitre englobe les tests
de validation concernant des cas ayant des solutions analytiques et des tests de
stmulation. Le chapitre est divisé en deux parties :

La premiére pariie d’exemples concerne des structures tridimensionnelles continues.
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La deuxiéme partie d’exemple concerne des structures tridimensionnelles présentant

des fissures interne ou débouchantes. Les résultats sont &isc‘qt_és--; en_terme de

~. .

contraintes ou en terme de facteur d’intensité de contrainte. - - - “mw...

b mies pa e 14 b b me——

1’étude est terminée par une conclusion générale. -
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GENERALITES

1.1- Généralités sur la mécanique des milieux continus
L.1.1 Contrainte

Le concept de contrainle est utilisé pour spécifier la fagon pa; laquelle les
forces sont transmises a travers un solide continu. Les contraintes agissantes sur les
plans dont les normales sont paralléles aux axes du repére sont appelées les
composantes gy du tenseur de contrainte ¢ . Le premier indice (i) se rapporte a la
direction de la normale au plan sur lequel la contrainte agit, le second (j) se rapporte a
Ja direction de la contrainte. Les contraintes de traction sont comptées positives.

1.1.1.1 Equation d'équilibre
Un solide est en équilibre s'11 satisfail les conditions :
« Le tenseur de contrainte est symétrique o, = o

o les composantes du tenseur de contrainte satisfont I'équation d'équilibre

suivante :
O-.f'i,.ffjru =0 (1]1)
< (?O-fi .
ol o, = > — et /4 sont les forces de volume.
’ X

g

1.1.1.2 Vecteur contrainte.

Les contraintes peuvent étre représentées par un vecteur appelé vecteur contrainte
donné par 7' =(4,,4,,4,) .
Les composantes du vecteur contrainle sont reliées aux composantes de la

contrainte ct la normale a la facette considérée par

/, =0,.n, : (1.1.2)

1.1.2 Déformation
Le concept de déformation est utilisé pour spécifier la fagon par laquelle un
Sohde continu se déforme quand il est soumis a des contraintes. Dans plusieurs

problémes pratiques, les déformations sont des quantités infinitésimales. L'état de
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déformation en un point du solide est donné par les composantes du tenseur de

déformation. Elles sont définies en termes des déplacementsw, = (i, ,u,,u,) en un point

(x 1, x23,x3)par les relations suivantes :

Au, du,  Ju,

&y = &p = £y =

"o, ax, ax,

o Py Suy ) o N Ouy Duy ) [ du, . du, (1.13)

£, = Ll R i el IV 1.
2{f7x, Ax 20 Px, Ax, 2\ x,  Ix

1 2

C3 =& Ly =&y En =Ly

] 1
Soit: 6',)- = 5("1,1' + "j.i)

1.1.3 Loi de Hooke généralisée

Le comportement d'un solide est élastique sl y a une correspondance
biunivoque entre les contraintes et les déformations. Un solide est linéairement
elastique si chacune des composantes des contraintes peut étre exprimée par une
combinaison linéaire de toutes les composantes de déformations. La loi de

comportement dans ce cas est appelée loi de Hooke généralisée est telle que :

= ] _}_‘V o, - itmce?b‘u (1.3.1)
' FON D) '
. : . N B /)
Ou £ est le module de Young, v le coefficient de poisson et (G = = 5+
2{1+v)

Une relation inverse peut éire trouvée pour o; en fonction de £,

La notation indicielle d'un probléme d'élasticité peut étre exprimée par :

5 2ud | (13.2)

od {5'3. =1 pour i=j
0, =0 pouri#j
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1.2- Généralités sur la mécanique de la rupture

1.2,1 Introduction

La rupture est la séparation ou la fragmentation, d’un corps en deux ou
plusicurs partics sous {effet des contraintes. Le processus de rupfure peut étre
considéré comme le fait combiné de deux phénoménes que sont D’initiation et la
propagation de la fissure « lrwin G.R. (1987) ».

On dénombre deux grandes catégories de rupture des matériaux ; la rupiure
ductile et la rupture fragile. Une rupture ductile est caractérisée par une zone de
déformation plastique appréciable avant et durant la propagation de fissure. La rupture
fragile dans les solides (cay de notre étude) est caractérisée par une vitesse de
propagation de fissure élevée sans prandes déformations et trés peu de micro-
déformations. La rupture fragile a tendance a s’accentuer avec des températures
basses, des taux de déformations rapides et une triaxialité du champ des contraintes «
Labbens R. {(1980) ».

On va essayer dans cette section de présenter une idée sommaire de la mécanique de la
rupture. La rupture produite par chargement uniaxial indépendamment de la vitesse et
de la température.

1.2.2 Facteur d’intensité de contrainte

Le facteur d'intensité de contrainle est un paramétre cousamment utilisé pour
caractériser le comporiement a la fissuration des matériaux. On le définit comme une
quantité qui caractérise la singularité du champ de contrainte au voisinage de la pointe
de la fissure. Une défimition plus intéressante consiste a Pintroduire par e champ de
déplacement relatif des deux lévres de la fissure « Bui H.D. (1978) ». On définit trvois

modes simples d’ouverture de la fissure.

oy
-
A
Z

Figure 1.2.1 Exemple d’unc ouverture normale de Ia fissure,
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Ces modes sont définis selon la direction de la sollicitation par rapport a celle de la
fissure

» Model: [(lJ:f){I/Jﬂ){U_,]:(J

» Mode Il ;[sz;to[(/l]:o{zg]:o (1.2.1)

> Mode i1 /] =0[t/]=0/] =0

Mode I- Traction Mode Hi- Cisaillement Mode I1I- Torsion

Figure 1.2.2 Les trois modes de rupture.

Dans le cas général, les problémes tridimensionnels d’élasticité présentent de
grandes difficultés et peu de solutions explicites existent pour caractériser les champs
de contraintes et déplacements au voisinage de fissures surfaciques dans les milieux a

trois dimensions.

Xt

Figure 1.2.3 Fissure dans un milieu tridimensionnel.
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Considérons la fissure présentée sur la figure (1.2.3) de surface 4 et de ligne de
front /~ dans un milieu tridimensionnel repéré par rapport a un repére globale
((.x,x3x3) dont Paxe x; est normale a la fissure ct soit le repere local (Montv)
orthonormé sur lequel on mesure I’abscisse » du plan (M ,n,v} avec ¢ tangente a I en

M.

Les facteurs d’intensité de contrainte en A7 sont définis en utilisant la méthode de

WEST_ERGAARD, comme sult « Lemaitre J. et al.(1989) » :

K, = Iin}l(cr,.n\/Qm‘): lin{# I’ \/‘{lf-’“]]
re I

ool 8(1—1?)
o=ty ) P, o
rag 7 730 8(]—]’2) r '

. T E_ [,
Ky = ]'_'_T](o_m 2m )* E_‘LIR)(S(] i T[”a]]

1.3- Transformation des coordonnées
En pratique, on travaiile souvent avec deux systémes de coordonnées cartésiens
ou plus. Pour cela il est nécessaire d’introduire les relations qui permettent le passage

d’un systéme a un autre. Prenons par exemple les systémes x, et x, illustrés sur la figure

(1.3.1).

Figure 1.3.1 Orientations refatives des deux systémes.

Soit un vecteur i’ exprimé dans le repére x, par ces composantes ;

o=l (13.1)
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Pour cxprimer ce vecteur dans le repére x, on doit calculer la matrice de

passage du repére x, au repére x, : [’/ La matrice //’/ est définie comme suit :

VA T
P=lp, ps Py (1.3.2)
P Ps Py
ol :
kpl M1’4_ -P?—
‘?1 = P . "\_2 =| p. . f?, =1 Py (]33)
Aps‘l'xi) l){’ (x;) _p‘) (xi)

L’expression ¥ dans le repére x, est donnée par la relation suivante :

- v
¥

. 2Py
=1, = ([Vt.c,.;[f’]) = [“'i vy "’.1] Py Py Py (i 3.4)
v, doon Py Py P

S1 on considere maintenant unc matrice {4/ donnée dans le repére x, par :

o, a, «a

[A](‘_.,: a, dag  a, (1.3.5)

aoa,ay |

[’expression de cette matrice dans le repeére x, est donnée par :

I - -
PPy Py a, a, a, PPy b,

[AL},,z[P]'[AL_{,[P]: P, Py Py a, a, q 2, ps pe | (1.3.6)

Py P Pl | @ ay| P pe P

Dans notre t(ravail, nous allons utiliser les relations (1.3.4) dans les

transformations des coordonnées pour le vecteur position ¢t le vecteur déplacement, et

les relations (1.3.6) pour les tenseurs de contrainte.
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2.1 Introduction

Comme pour toutes les méthodes numériques, la méthode de discontinuité de
déplacements doit avoir un apput mathématique pour sa formulation. Les fonctions de
Green constituent la base de cet appui. Elles sont développées en bidimensionnel en
premier temps puis en tridimensionnel. Elles donnent sous une forme intégrale les
contraintes et les déplacements d’un point arbitraire situé dans un milieu (2 )

hnéairement élastique dus & une discontinuité de déplacement de surface A.

Etat initiat

Discontinuité tangeaticlle

Figure 2.1.1 Discontinuité de déplacement dans un milieu élastique.

2.2 Formulation mathématique de la mécthode
2.2.1 Problémes bidimensiennels

Pour les problemes bidimensionnels la solution est obtenue par Crouch en
basant sur les équations d’équilibre. La deuxiéme formulation de la méthode est celle
utilisant les fonctions de Green. L’avantage de cette demiére est d’avoir la possibilité
d’utiliser des éléments non-constants (linéaire, quadratique,...) , comme on peut le
voir dans les paragraphes suivants.

Considérons une fissure élémentaire de longueur [ caractérisée par ses

composantes de discontinuité de déplacement 13; (voir la figure 2.2.1 ).
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Figure 2.2.1 La discontinuite de déplacement dans un milieu plan.

Les déplacements w; et les contraintes oy en point arbitraire P(x;x; du plan
sont données par les relations indicielles suivantes « Wiles T.D. et al (1983) » :

u,(x,,%,) = [ £, 06, = 50,0, (x] el o
* (ijk 1a2) 2.2.1)

T, (51, %,) = [ 006, X7, x,)D, (6] el]
1A
avee :
7w composantes de déplacement du point P.
7 oy composantes de contrainte du point P,
#» L longuenr de la fissure élémentaire. _
> Dy composante tangenticlle de la discontinuité de déplacement.
# Dy composante normale de la discontinuité de déplacement.

>ty fonctions de Green concernants les déplacements.
nx - fonctions de (Green concernants les contraintes.

Si on prend les 1); constantes, on tombe sur la solution de Crouch. Dans le cas
général 1; sont des fonctions polynomiales (élément d'ordre supérieur) -

D, =(ay), +(a),x, +(@,),x} +. +(a)x" (i=1a2) (2.2.2)

Dans le cas de la fissuration, la méthode de discontinuité de déplacement
(M.D.D) représente une bonne approche pour la détermination du champ de contrainte
et de déplacement mais I’étude de rupture pér le champ de contrainte nécessite

Putilisation d’un ¢iément spécial qui permel d”approcher le plus possible du bout de
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fissure cn ¢vitant ta singulanié sur les contraintes. Pour cela Crouch a choisi élément
de variation parabolique suivante « Crouch S.L. et al. (1983)» :

D, =a,fx, (2.2.3)

Mais un meilieur moyen de traiter la rupture est de travailler avec Iouverture de
fissure, dans notre cas nous utilisbns Pitensité de discontinuité pour dédwire le facteur
d’intensité de contrainte en mode I, mode 11 ou mode 111.

les fonctions de Green en bidimensionnel sont présentées dans la partie
Annexe.

Beaucoup de problémes qui possédent une géométrie complexe, ne peuvent pas
étre traités en bidimensionnel. Les fonctions de Green présentent 1’avantage du fait
qu’on peut les prolonger a P’analyse tndimensionnelle.

2.2.2 Problémes tridimensionnels

Comme en bidimensionnel la solution en terme des fonctions de Green pour un
milieu homogéne, isotrope et linéairement élastique (voir la figure 2.2.2), contenant
une fissure élémentaire surfacique est donnée en 3D sous la forme suivante « Wiles
T.D. et al.(1983) »: |

u(x,x,,x,)= ”[q (x, = x;,x, = x5, (x],x} )dx|dx;,
i

| (i) k=143 (22.4)
_Gg,(xl,xzaxsx):_”gm (x] —x;=x2 _x;»xa)l)t(x:ax;)dx:m; '
‘-|

Figure 2,2.2 La discontinuité de déplacement dans un milicu tridimensionnel.
Les fonctions de Green en tridimensionnel sont également présentées dans la

partiec Annexe.
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2.3 Intégration des fonctions de Green en 3D

D’aprés les équations (2.2.4) on remarque que la solution est donnée sous la

forme des intégrales a  déterminer. Ces  intégrales peuvent étre  déterminées
. analytiquement ou numériquement. Nous sommes tentés de faire une 1ntégration
numérique des fonctions de Green en 3D Le probléme qui va se poser est la présence

. . ; I 1 1 . .
de singularité des fonctions en —,— et en —-. Cela demande toute une étude sur les
ror r

techniques de traitement des_singularités, qui est I’objet de beaucoup de recherches

récentes

Pour les raisons précédentes, on a préféré Dutilisation de [Pintégration
analytique, en se limitant aux  éléments rectangulaires de discontinuité de
déplacement, et le gain sur le temps et la précision de calcul sera remarquable.

La surface 4 de 'élément (fissure élémentaire) st un rectangle de longueur 2a

et de largeur 25.
[T
A= | [dxiede, = 4ab (2.3.1)

b oa

Figure 2.3.1 Présentation de I’élément rectangulaire de discontinuité.

Les équations (2.2.4) deviennent :

ux,x,,x,)= _”‘fu(x Xy, = X5, )0 (xy, x5 )elx,) ux
’;; (i.j,k=1a3) (232)
o—g(xl:xzsxa): J'J.ggt {x; - x]’axl - X;,X_T)“A. (xl’vx;)dx:dx;

—-b-a

'”Gmggmmu Rizzo et al. ont fait une ¢lude sur le traitement de singularité dans I’ intégration numérique en 1,
L eten 17 pour la méthiode intégrale dirccic en septembre 1992 « Guiggiani M. et al. ( If)‘)Z) ».
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Pour simplifier les calculs des ntégrales, on utilise les éléments avec des

composantes de discontinuité constantes :
D.(x],x})=D, = Constante ~ {i la3) (2.3.3) .
Les équations (2.3.2) deviennent :

u(x,,x,, %)= 1,0,

L kla 2.3.4
Gga(x.,xz,xn):(';yk[_)k ( J ) ( )

15, Gy sont respectivement les fonctions intégrales des fonctions de Green fj;
Lijx, AVEC :

hoa

b (x,x,,x,) = III:J(X — X5, X, Jdx ddx,
~b oa

) (i, k=1a3) (235)
G (o3, %) = [ [, 06— ) x, — x},x, )il

h-u
Exemple :
Lou =1 ’ X. :

N TUE 200 20 3 [ e ppas. p———— I P, 173 S8

) '[,'[.8”“ v (\/(i‘ ) A, —x0) o x ZJB[V V)*

2 2. 3
. (2.3.6)
3(x, - x])*
Ll = Jedx e

(x, ""x:)z +(x, —x'z)l + X,

On va combiner entre les techniques de calcul des intégrales doubles pour trouver les

27 intégrales de la formulation, qui sont iltustrés sous la forme des tabledux suivant :

Les fonctions primitives concernants les déplacements.

Fi=a ol Xudy)xy }E.u12 2oy 2(v — T} arclan [m_(-‘:d: Kady) o= —a[————_ ) v, +(1-2v)Infr - xd, )
: Chr : x,r ] Cur
ST S [l
Fo =1ty = 3“[ 3,.] H, = —a{-——(‘:?) xd, +(1-2n(r - xd])J
Dar
- .\’1:(.\‘:!2)
2| B ) e — el
Fa a[ CoF HA= 2k - i‘)] m'(t") 2[*1' (x‘,) J+2{I V)arclal{——(xd')(mz)]
; E xel| O Ohr X,
. xed W ed )); by =dou
Fy = a[&()(%f‘__:_]}l 2{v ~ l}arctim [(rd__)g_u! )ﬂ v i, ( | o, o,
x‘ xe
lnr xXar ( t(v (Jf; }1—2{!—1'):11’(:1;1\{( K )]
- -. ? I . 13 z-;r x!r
[.-D ‘“—H{(r‘) X (l_’}y)];](r n]l)]
nt

Tableau 2.3.1 Présentation des fonctions primitives de la méthode concernant les déplacements
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Les fonctions primitives concernants les contraintes.

G = p x(xd)( (xd’,)’ L) 436y’ G - ﬂx_,(,t:dz)[(x_,)z -'(xdl)l 1_(x,z)z]
Cour k r [ A ) Oy r
) - . - {xed ¥ 2v |
Y A;J(m,){_yr 2 air,, = palxd: (_‘____}
132 [[ ; _rI o ! r [ rt
”;.,l _ ﬂ V;(:d])[(l(j\ ) "‘:li‘) (1“2 ) ﬂ (_‘_3)(_‘_(}]) (X!Iz)z . 3(Xd})2 +(x3)2
o - Cyr v Cy
(=p Xy (xed, )[ l(v:l) i"] Cim, =iy
¥ T
: (e xd M () (xJ - (xd,)’
, G 3 3) 3
(,mﬂﬁ[(]_g,.)_ﬁf_%)_J Im B Cor |: 1 Ch ]
r r
) (';;ﬂ = (";n o G;;: =i,
o= ﬂ[ (%) )
’|1* Tl YT
‘ r

PR et LU O 2 S A SN S M LR[S LU
) {xdd, }( o Ot I (€78 A
|
z [

Cio= dou

m Yy O, },_'_((lhzvxxdz V20, () 4 () (x5, Y ]]
a

(‘n_ (MJ )y {xd, )2(.'2‘ Pt
o ((xl) (d,} (1—-){x\) + (3= 2o, Y ()~ vad)!
Ll(‘rd) ( r ’_2 (ld )(“

(5, =30ou

ﬂ } 2(13 _ 'm }+,L vixd, ) +2(x, Y (xd, )’ + (x,)" _(x_,)’
s ? (xd,) "y, v

x| 1 zu> Gy ), {02 120 i) (1) xS
\d, (23 LN (m’) rt (xcd YO, rt

(1o, =S 00

[,,(xd,,[ ) _'__‘_[g_(_gg; (v ) 120’ —.<z.;arxg;z:f_)}
o (el Y0,

(v- + 1 (_1){rd) (i—v)(r) +(3— 2| )(x(!)(_rg) -\(rd)
“(rd ) & ,r ” (“’1)(:\
G, ={ou

s i [2(.@‘_ C, ]‘ i [g—(.m’i}" 120l 4 )t (=)
ol Cy o Y (xd, YO, r

sdy| 1 ((x,)k(.rdl)’_z(x,)} Ced ) () 2(.:‘:!‘)“+(.rd])2(x3)=+(x_‘)‘]
o, (e ¥ ., L2 Cxd YOO,

G =dou

fr X 'J__[ () -G 2x) J+ Cxdd) [ (xdy ) 2cy )+ (3 ) () 4 (3’ H
4

(xdd,)? o G (xd )C,

Tableau 2.3.2 Présentation des fonctions primitives de la méthode concernants les contraintes.
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Tels que :
30
oo I et ot
' 8t~ v) Ar(1 v)
F oxd, =(x, - x]) et xd, =(x, - x})

ro = [{xl - x;)l 4—()‘3)2} et ), = [(xz - x;)z + (xs)zl

T N T A

# v Coefficient de Poisson, (7 : module de cisaillement.

Nt . vy b
I —_ - PG ¢ = - sy vy o <
r K= [[" ] ] etis L= [l(! -*] ]
i i ‘(l_-_n_; ‘ 1 i \’l EELE NS
e

ws b 2
Remarqgue :
Parfois, les deux intégrales j Uf (x,_y)dx}{v et j U fx, y)dy)d.’x ne donnent pas la

méme forme de fonction primitive, mais aprés I'injection des bornes constantes et
d’aprés la régle d’intégration sous le signe somnme « Bass ., pp. 544 (1968) », elles
prennent la méme valeur :

b a af b N

J ( f('.r,.x-')atr}b*= | [ ] .fcr,m»Jm

AN as b

(C’est pour cela, certains fonctions dans les tablcaux 2.3.1 et 2.3.2 sont données
en double forme, cette présentation multiforme nous a permet d’éviter quelques cas de

singularités des fonctions primitives.
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2.4 Etude

des cas limites des fonctions primitives

D’aprés les tableaux 2.3.1 et 2.3.2, on remarque que les fonctions primitives

possédent ph

isieurs singularités, celles-ci sont généralement une division par zéro ou

un loganthme de zéro, on doit donc chercher les himites des intégrales pour ces cas

(elles deviens

went des intégrales impropres). Pour les fonctions /+;, le calcul des limites

des intégrales lorsque x; — 0, ne donne pas les bons résultats a cause de la présence

de D’arctange

. . .. . - '.,* - .
nte qui est une fonction périodique dans F ;;, F 5 et F 35 Ceci nous

¥

. .. - . . W frra b . . , .
conduit & calculer ses limites sur les fonctions /-, = [[I;, ]:‘rlt , apres intégration,
e ' f_l

donc :
' - Xy oa Wpcb
fim [1]=0 +_-|— lim | arctan (=)0, - xy) (i-1a3) (2.4.1)
Xy 20 A 5,00, X3I' L
Slagm-a | Xy b
pour trouver cette limite on doit se référer au cas général :
. | |
s pour(CC > 0et(x - 0")
i T . b
' ¢ Y pour{((C < Qef{x - 0"} .
lin{x}(arclan[—lD = (2.4.2)
o - % pour(CC > 0)e{x —> 0 ) :
i .
+ 5 ponr(C < Oetix — 0 )

e Ln premier lieu prenons le cas oux; — 0 | dans ce cas les équations (2.4.1) vont étre :

lim [
Xy -28

= L fim arctan (r, —ilx, - &)

Y/ SR X, J(x, —a) 4+, - )’ +(x,) ;

| ( _  Ha)x, - b _

_____ Iim al.clan e _(:_:E!_ (f—)(-;r—g - —--——) e o
4T 20 § X, ‘/{xl -+ (l)l +(x, — By + (XJ)Z

- N (2.4.3)
A lim | arctan t :-fl)(xg £ ¥
47 5450 an/(x, —-ay” +(_X2 +b)2 +(x3)2 |
( - _

—L hm | arctan (v a)x, +)
471 1y 0 hx_‘;'\/(rl 'i'a)l +(X2 +b)z +(X'3)2

On distingue les quatre cas suivants :
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F x| <al|<b

| l T T T X |

i C—] === =-— 244

!:"?o'{[“] 4;1{ 27 2 2 2} 2 (24.4)
Foxlzalx| <t

1 7 #n =

i ==t === 1=0 245

jtr?o [}"] 47r1:2 2+2 2J ( )
»” |xl|<u,|x2|>b

im [17]= 1% f'f-—’f----fr-lzo (2.4.6)

Xy o0 402 2 2 2
» xl>alx]=b

. . t O S S 2 R

l.fn,l()_["rl.]zﬂ{_——é"{'“i“zi Eil——” (247)

Récapitulons les résultats :

- -;w L poir |xtt < "’lle < b

x| <b (2.4.8)

0; pour - ]x,‘ < a,lxzt = b

lim [F,]=1 0, pour x| > a,
53 0

G, pour le] >,

xzi>b

¢ Pourlecason x -5 0', on trouverait de la méme maniére :

4-%;[}01::‘ ; .x,i <X, < b
tim {7 ]= 0, pour x| > a,|x,| < b (2'4'9)
e 0, pour : |x,{ < alx,|> b |
0, ponr : |x1| >a,lx,l> b

Les tableaux 2.4.1 et 2.4.2 présentent les principales limites dans le reste des

cas de singulanités :
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lonclion Ixpression de la limite
PONY x, - 0ua ’x,lﬁa u Jour x, - oua |x1| b
V] dzeat  Adt (4 2 lad ) 0 (wd)! l ] [ '2_7[(1 - 2v)xd, ] ]ﬂ"
i * ) Bl fra7 v ap | LB L
2u _\'dz(‘/xla___‘ e, )1 ]‘ 2h JCdI" + 44 xd, .
("III : =t ]
pour i.rll -3 uel lx‘,' b
8fih [32“‘(_;‘ | b4l v 2:}51']-_5 2.-«‘) b x(—- b I(I +6v)at + vl ]a2 )xf -.-z(zy(b’
+3a)- (4 a ), —(I—v),\;"’} - -
[(4&1 + x_fI—‘qu + x;)z(f-lb‘ +da’ + x:)i }
POUF x5 0e Il’,l ~>a POUY x5 0e |,\')| —+b
b .
P 51_ 16¢1—v)a' +4a* (2 — v ¥xd, )i +(ad)) ﬁ[— _L[ [+ W[ :xdi ! __1_}]}
a “ Xﬂ"(‘}‘luz +{xd, )1 ) Xd, + 4b xd‘ .
(L1} - " R I
pour |'c,| -~ ol |xt' b
apanfetat(v[6 + 2~ vrat]r a- et fri(fa- et v 20— ppt et — ), +
(X(ul—- My=av(h’ 4 3t ))x'." — (14 r)x‘{']-‘. . -
(‘Hf b L,I I-'!u‘ - .l'_“)’(flbl + qu’ ¢ x:“)ﬂ ]
POUE x, 50| a POUF x, > Getlx,| > b
. o
y ‘—[Jﬁ [ﬂ;f"w m‘um gl | 32 4 2
2u xd, +4a' xd, 2b 2 7Y
a - B ):dl(1’4b +{xd)) )
p73% . a
POUE o] s aet|e]-»n
spuab[126° (| 0 -0 2000 fo 2t Yo 8 (a4 (03 6987 + Bt )e 422t
36 (3t 4 b, (- r)x_,ﬁ]'. -1 -
[(4(1‘ +x, Ith‘)‘ 4-:5")((4!)‘ + 4ot +x31)5]
POUF x> 0et|x|->a POUY x - 0et|x|—>b
"
I — " vxd 1 116 = v )b + 467 (2~ v)(xd,)* +(xd )"
L Y R S R L
[[ 2a[ xed, A I:.z'dzz'i“'(ll xdz]]jl g Y - —y \
a ‘ 4 Id![‘,‘ﬂl +(J.’d]) )
m -
POUF x> ae |xz|——>h
4&:.5[64&’(“’ [u‘ +(2- .-)h’]+ (- v)h")-t-](: ([(4 =3P + 21— v’ ]b’ - a”)r,,‘ +
{8eht= 'y~ o’ 4 f!n')‘))x‘.,l -( 1')):7,6] ‘ -
[(w T x;y]
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... Suite du tableau

20

POUE & 0w |.x,] - it

1{ 160" + Ra'{xd, Y 4 (xd,)"

POUF x, s 0a Ix,l —h

1| 166* +86(xd, ) 4 (xd,)’

Iy L ) i 3
2a xd,("‘iu‘ 4 (ad, ) ) 2z xd,(‘,-ib: +(xd, Y )
(;.\ll . b . ) ;
pour|x‘| > uel Ile b
32401 l(nr;‘ + ’32‘7‘1'»‘)(54‘ 4 h")' + 29 (u‘ 4 h‘)‘.wc.,2 +8(a" + b’)xu“ + x_:,"l
—. i ® 3
[(4»‘;:- Xt ,(‘m‘ + x“)‘(fih“ +4a’ + x_,‘} ]
Tableau 2.4.1 Les limites des intégrales concernant les contraintes.
Fonction Voisinage Expression de la limite.
|):'1|<b l1¢|>b
b
= —a e " (‘Haz +xd,’ - xa'zJ
' —a(l—?v)]nlt\ha‘ + xed,* ﬁxd,}x‘u'i] -l - 2| —————— £
- b Xdl
};;3 = _""11 .
' 13
o o ("4(12 +xd,? - xd"]
X, = 1 adh- 2viin (JfluJ +ad,’ - “"1)“"1 ofl - v} -—— <
' - 13 A-di
Ju| <« e
x, = —h - ‘o ( 4h1+_l'dl2 —xd,]
! ~ el = 1) In M,ﬁh“ +xd," = xd, }rd.] -a(-2v)ln S
Xi 1
Fa==ty, “
S [ abt 4 xd? —xdl)
X, b (] = i) n [J4h‘ + .rd,z — xd, Jx‘d,J a{l-2v)In ”
" a x 1
|11| e X : : N
F, el « Rahx_,(Q @ +b )+ ) +2(1 —v)ardan ——L
’ |X |_) b . ("lh’ 41, )(4"" + n'.|'N=I{42 +ant v x} :q,"tla’ + 4t +x]
e -

Tableau 2.4.2 Les limites des intégrales concernants les déplacements.

Les paramétres ufilisés dans les expressions des limites sont définis dans /a

section (2.3).

2.5 Probléme de fissure :
La solution donnée ultéricurement forme la base d’une méthode intégrale de

frontiére pour la recherche des solutions numériques des problémes aux limites, en
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élasticité hinéaire. En premmer licu, on traie les probiémes de ﬁésuration dans un
milieu infini, qui présentent le champ principal d’application de la méthode de
discontinuité de déplacement, puis on passe a I’étude des problémes généraux dans la
prochaine section.

Prenons comme exemple une fissure
circulaire dans un milicu élastique infini avec

les conditions suivantes :

o, =a,, =0, pour x, =0eNV{(x, x,)
13 13 [ 3 , 12 2 (25‘1)
Oy =—p, ponr: x, =0el(x,” +x, )< r*

Figure 2.5.1 Fissure circulaire dans un milien infini.

Pour ce probléme la frontiére a discrétiser est celle de la fissure. Vu I’élément
utilisé dams I"intégration des fonctions de Green (I'élément rectangulaire) dans la
section (2.3), on doit diviser toute la fissure avec la maniére présentée sur le quart du

cercle dans la figure(2.5.2).

Figure 2.5.1 Présentation de la discrétisation d”une fissure

circulaire dans son plan.
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D’aprés les équations (2.2.8) la contrainte normale au plan de la fissure en

chaque point du corps est donner par :
o= GULDY G DI GED) (f TaN) (2.5.2)
N étant le nombre des éléments de fissure.

:

St le point de calcul de la contrainte normale est situé dans le plan de la fissure

(x570) et &’ apres le tableau (2.2.1), on aura .

GL =Gl =0 (j=1aN) (2.5.3)

L’eéquation (2.5.2) va étre suimplifiée en :

o, = GL D (j 1aN) (2.5.4)
Donc la contrainte normale pour chaque élément /i/ de la fissure o3;' peut étre
exprimée en fonction des composantes de la discontinuité de 1’élément /7] par :
o =Gl (i,j laN) - (2.5.5)
Avec I'influence des composantes de la discontinuité des N éléments sur
I’élément /i/, on aura :
v
Oy = Z(‘};{Ul.); fi-1aN) (2.5.6)
el
Cette contrainte est €gale a la contrainte appliq.uéc sur chaque élément /if :

N
Oy =—p = GLD] (i=1anN) (2.5.7)
J .

En utilisant I'une des méthodes numériques de résolution des systémes
d’¢quations lin€aires (comme la méthode de Gauss directe), on peut résoudre le
systeme (2.5.7) de N équations a3 N inconnues, qui sont les ouvertures normales de la

fissure dans ce cas : /!  avec;=IaN.
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2.6 Procédure numérique :

Dans le cas général la fissure est de forme quelconque comme elle est préseniée
sur la figure 2.6.1. Elle est discrétisée en N éléments joint 'un a Pautre. Les positions
el tes orientations de ces éléments sonl spécifiées par rapport au systeme global

(x1,x3,x3) comme il est indiqué sur la figure 2.6. 1.

X3

X;

Figure2.6.1 Représentation d'une fissure a N éléments en 3D.

“Chaque élément de discontinuité de déplacement élémentaire représente une
discontinuité de déplacement réelle pour une fissure. C’est pourquoi la M.D.D est
Papproche la plus adéquate a I’étude des problémes de fissuration, car la fissure est
discrétisée une scule fois, ce que west pas le cas pour les autres approches, qui
nécessitent une discrétisation des deux lévres de la fissure séparément.

Les composantes de discontinuité des déplacements élémentaires dans les

directions des axes des repéres locaux (5,,55,7) sont définies par

L1 il
2!

sl
DYy =ud} oyt C2.6.1) ;

5okl
Dy=wuy  —ul

"

D=

st s}

avec |
4 - déplacement tangentiel dans la direction s,.
u’

7, - déplacement tangentiel dans la direction .

u; : déplacement normal dans ta direction n.
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Les signes / { [ ef [-/ dans I’équation (2.6.1) désignent respectivement la surface
positive et celle népative de la fissure, d’aprés sa position vis a vis I’axe 7 du repére
local.

Les contraintes tangentielles et normales de I’élément /i/ appartenant a la
fissure peuvent étre exprimées en terme des composantes de la discontinuité de
déplacement de I'élément /j/ en tenant compte des positions et des orientations

relatives entre I’éiément fif et I’élément [/ :

N

oy, =y A D] +7Aj’) D, +ZA:’"D’
L
N
o, =3 A 1)’ +ZA“ D+ ?Aj',,f)f (i=1 aN) (2.6.2)
J=1 g
. N 'l
O-:i :Z ::) 1)' I ZA::\. I)J _i ZA::HI')[
it i1 .

A, ,...etc, sont les coefficients d’influence concernant les cénlraintes. Par
exemple 4!, donne la contrainte tangentielle dans la direction s, de I'élément fi] due la
composante de discontinuit¢ de déplacement normale unitaire (D! =1) de Pélément
{il. S1 les contraintes o .o o, sont données pour chaque élément de la fissure
(contrainies appliquées), les équations (2.6.2) vont former un systéme algébrique de
3N équations a 3N mconnus D! D! Diavecj 1 a N. Apres la résolution du systéme
d’mconnues D, D/ D7, on peut déterminer les déplacements et les contraintes en

n'umporie quel point du corps avec le méme principe de superposition des influences
utihsé pour la construction du systéme d’équations (2.6.2). Les déplacements pour

chaque €tément i/ de la fissure sont donnés par :
ZB” D! +ZB" D!+ ZB:’HI)’

'\f . i
"' _ZB;;,,D +3 B DL+ B (i=1aN) (2.6.3)
I £=1

N N
ZBU I)! ib‘:&:]}:} 4-23:,,[)1
i=1 i=1

.

{

Les déplacements sont discontinus en passant d’unc face a Pautre de fissure.

Par conséquent on doit distinguer entre les faces de la fissure dans le caicut des
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coéfﬁcicms d’aulo-influence (j ij 8., ,...clc. D’apres la scction (2.4) Iy, 1757 el Fis
présentent une singularité lorsque x, ->» 0, tandis que les autres fonctions f7; sont
nulles. Dans ce cas fes coefficients hors diagonal sont tous nuls :

B.::sz = ‘B;'f"' = 35'2,-, =8, =8, =58, =0 (2.6.4)

el d’apres la section (2.4) ceux de diagonal sont :

h'ﬁ = I';||.\:| 1)) =

M y ey, - 0

1

——powr: x, >0 on—-0
2 ,

—poirx, >0 <3 n—>0'

5 :

| :
~=pour:x; >0 >n—0
=4 2 (2.6.5)

BH — }"-
a ¥, Quetxy =0 : ,
5;}01;:‘:;3 -0 <on—->0

Sa8q

JL pour x;, -0 <H>n—0
. 2
B, =1 -

A
nn 33

xy—0 =
xy = lete, =G

= pour:x, = 0O on->0

Considérons maintenant le probléme d’une cavité paralléhpipédique dans un
milieu infini. On discrétise ce parallélépipéde en N éléments. On associe & chaque

¢lément trois composantes de discontinuité de déplacement /), , D, etD, comme pour

la fissure. Les ) pour la fissure ont une signification physique et qui représentent une
discontinuité réelle entre les deux lévres de la fissure et simulent dans ce cas les trois
modes de rupture (ouverture, glisscment plan ¢t anti-plan). Pour le cas des frontiéres
de cavité ou des frontiéres des corps hnis, elles représentent des quantités fictives et
leur calcul est un calcul intermédiaire.

D’aprés 1a figure 2.6.2, on doit respecter une convention pour e choix du repére
local (5,,5,,7) de chaque élément. Le vecteursi doit étre normal en sortant de la
matiére. Les autres vecteurss,, s, doivent formaer avec # un triédre (5,,5,,/) orthonormé
direct.

A partir de celle convention tes valeurs des coefficients d’auto-influence de

F’équation (2.6.5) vont étre celles correspondantes & -+ 0

B =B, =Hl= (2.6.6)

5y

a



Chapitre 2/ Présentttion de 1a M.D.D en tridimensionncel 26

Ja

o

. ' . . B
Sq oy

Figure 2.6.2 Discrétisation d'une cavité dans un milieu infini.

Certains problémes présentent des symétries par rapport a un, deux ou trois
plans de Pespace, dans ce demier cas la discrétisation va se réduire a la discrétisation
du premier quadrant du milieu étudi€ en figure 2.6.2 (partic entourée en rouge).

2.7 Relations de transformations : TN
€3 |

Les coordonnées(x,,x,,¥,)lies au
repére local (x,,,,¥,)sont reliées avec

celles hiées au repére global (x,,%,,%,) par la

relation tirée a partir de V’équation (1.3.4) :

'
H

Figure 2.7.1 Discontinuité de déplacements
a travers un élément d’orientation

arbitraire.



Chapitre 2/ Présentation de Ly M DD en ridimensionnel 27

!
-

1 L 2T
5=l -¢) -¢) (x- e peop (2.7.1)
X

4 Py Pe Do

D, PP
avec :;: p: p: . La matrice de passage du repere global au repére ltocal
P Pe P
déﬁnié par I’équation (1.3.3).
Les déplacements et les contramites dus aux composanics de discontmuité de
déplacement locales sont donnés d’aprés les équations (2.3 .4) par :
w, =D I+ Dy + DT, |
e = A Py + D 1y + DT (2.7.2)
U, =D 1+ D 15+ DI,

et
Opez, = Dx,(_}m + ”‘).i-w‘("m;nz + [).r.)-("_‘lll
Oz = 4,0y + D Gy, + 1) Gy
O, = 1y, (ixsn + Dﬂ.\-z(i:sz + D-x, (iu } ) (2.7.3)
Oy, = D, U + D Gy + I)‘i‘.‘(} m
O, =1,y + 1 (i +1 2,0
Tiw, = f )l-, E;m + D.t:ﬁ:x.n + I-)r. E.u:;

e Les fonctions (i, et I, sont les fonctions (i, et £, exprimées dans le repére local.
Les déplacements et les contraintes dans le systéme global (x,,%,,%,) peuvent
étre déduits en utilisant les équations suivantes :

[.'.-],f = [H_‘,I oo, ]:-: ["r. n,ooH, IP] ’ (2.7.4)

EUEY Jxl.r: G.tl,\_‘
[0-]!\’ = G-.\':,r, O—A‘—_v.tz O_.\':.r; = [‘DIO—]R [‘D].II (275)

e O-.rs.rz gx,x,
Tels que :
» R :lerepere global (x,,x,,.%,).
o R :lerepére local (¥, %,,%,).

o [P]:1a matrice de passage de R 4 R .
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2.8 Coefficients d’influence :

Considérons un milieu nfini avec une cavité de forme cubique (voir figure
(2.6.2)) divisée en N éléments de discontinuité¢ de déplacements caractérisé par un
systéme local de coordonnées (¥,,%,,x,) et d’orientations arbitraires par rapport au

systéme global (¥,,%,,%,).

Les mfluences des composantes de déplacements tangentielles et normales de

Pelement [f} D, D] et D] sur les déplacements el les contrainies d’un point arbitraire

du corps peuvent ére calculée directement a partir des équations (2.7.4) et (2.7.5).

Les influences des quantités D)., et D, sur les déplacements et les

confrainles au cenlre de Pélémeni [if représentent les cocfficients d’influence de
frontiére 8),,,,.. .cte, de équation (2.6.3) ct4,,...clc, de I’équation (2.6.2). Ces
coefficients d’influence peuvent étre cﬁlculés en utilisant les transformations (2.7.4) et
(2.7.5) du repére local li¢ a Iélément [j/ vers le repére global. Avec des

transformations du méme genre vers le repére local lié a I’éiément /i/, on trouve :

R — i ot il ) 3
i) = e, nx,;]- [u_“ u, un]w [u_“ n, o ou, Il ] (2.8.1)
o,, C,. O,
X)x) X Ay
bl =|o,. o, o |=[r]"loLlr] (2.8.2)
H T Aad i ; # O
3] O-.rgr., a i
Tels que :

e R :lerepére global (x, %, ¥,).
e ' :lerepere local (¥),%,, %)),
. II"] > la matrice de passage de RaK'.

il est a indiquer qu’on peut tirer les valeurs o ,o¢ et ola partir de P’équation
(2.8.2), qui sont respectivement O T q €l o, En injectant pour cilaque ¢lément
{{] trois conditions aux limites (aux frontiéres) du probléme qui peuvent étre en
déplacements ()", (un} )’et (u.)°, en contraintes (o) (o) et (o))" ou mixtes,

(voir les étapes présentées sur la section 2.6 ), on obtient un systéme algébrique de 3N
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équations a 3N ianconnues (les composanies de discontinuités de déplacement de

chaque éiément [//) de forme générale :

hY

N N
[ vy LY z : L SV § : Sy
b‘:l - : E (";,i"‘l ]).\'] * ~ ( R 1)_‘_2 b, - € .\-Inl')n
i= = i

N N N - ] ‘ ‘
bl = Z(i" D! *'Z(".in")i -l-Z('_f,’_"I);;' (i=1 aN) (2.8.3)
R

N N ) N ._
b= CL DI+ CE DI+ Ch D,
J= 1 IR
avec
e b () ou(o)’ sclon les conditions aux limites du probléeme.
o CJ, =8 .. efc, ou A , cic, tires & partir des équations (2.8.1) ou
(2.8.2).

Dans le cas de fissure la discontinuité des déplacements existe et les

déplacements ont des valeurs différentes en passant de la face négative a la face
positive de la fissure (v' #u ) et la différence entre les deux valeurs égale a la

discontimnl1é :

D =ul —ul’
D, =u, —u (2.8.4)
Di=u —u'

i n

Le calcul des déplacements de chaque élément par la M.D.D nous donne les
déplacements de la face inféricure (négative) pour le cas de fissure car nous avons
prét comme convention que 7 est normal en sortant de la matiére, les résultats vont
étre dans ce cas pour n— 0 | les déplacements de la face supéricure vont éire calculés

en utilisant les équations (2.8.4) :

W, =uy, -
W, =ul -D! (2.8.4)
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2.9 Conditions de symétrie

En 3D on rencontre souvent des probléines qui possedent un plan de symétrie.
les propriéiés physiques du maiériau, fa forme géométrique et les conditions de
chargement sont symétriques par rapport a ce plan. Les propriétés physiques pour un
matériau homogéne et isotropique sont identiques et indépendantes de la position et de
I"orientation, par conséquent on doit respecter seulement les deux derniéres conditions

de symétrie.

Elément g Elémont, aduch

S .

L

el

Figure 2.9.1 Conditions de symétrie par rapport au plan x, = x;

Chaque élément de la frontiére admet un élément symétrique par rapport au
plan de symétric. Pour déduire la position et Porientation de cet éiément et ses
composantes de discontinuité des déplacements, on doit P’assimiler & une image -
réfléchie par un miroir qui est le plan de symétrié.

L’existence d’un plan de syméirie peut étre iniroduite dans la M.D.D par la
superposition des effets d’élément actuel avec les effets de son élément image dans e
calcul des coefficients d’influence. Pour détailler cette procédure, on va considérer le

cas particulier x, = x, comme plan de symétric.
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Par raison de simplicité on va discuter la procédure seulement pour le cas des
cocfficients d’influence de frontiére, el par analogic on peut déduire le cas des
coefficients d’influence pour les points intérieurs du corps. Considérons les deux
éléments [il(x!,xi,x}) et [j1(x/,x! x{)tel que. Les composantes de la discontinuité de
déplacement pour I'élément actuel /f/ sont D} D] et 1);comme il est représenté sur la

figure 2.9.1. La matrice de passage associée a cet élément par rapport au repére global

esl {P}Y. Les coordonnées de I’éiément image | ;'] sont (x’,x x/}, sa matrice de

passage est [P')’ et les composantes de la discontinuité de déplacement sont D}/, D et

n.
D’apres la figure 2.9.1 on déduit :
X’ =x]
xy = xy b (x, = x])=2x, - x{ (2.9.1),
Xy =x;
A O T
[Py =te opeope =l opr pe o (2.9.2)
RS A B O O

pY =-b;
et 3D =D] (2.9.3)
D= D)

Dans le cas d’un plan de symétric d’équation x, = x; et avec une procédure

similaire on déduit ;

X/ = x) (x) —x )= 2x) - x;
xy = x! (2.9.4),
¥ =x]
Pl.f' —_ P_‘J’ _ P—,-"' 1)‘:]" = —D;
Py ={-p P (29.5), et: 4D =D/ (2.9.6)

-rr Dy =D,

el pour un plan de symétriec x, = x, on aura :
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x! =x
X = x (2.9.7),
¥ =x b (x, —x))=2x ~ x!
-8 PP DY =-D!
wy=\-r v ¥ (2.9.8), et: D =D
P_zj - Pé’ - ng DY o= pi

i2

(2.9.9)

Parfois, les problémes traités possédent deux plans de symétrie perpendiculaires

., =x, et x, =x, (Par exemple). L’élément [/] dans ce cas posséde trois éléments

unages [/'1.1/"] et | /7] comme 11 est illustré dans la figure 2.9.2.

¥ lmage [2] Image |1}
3 J\ l -b.t” ,I”_J”) . R )
! Ay . i,,' kxl At
At
Fm..-...r ___________ _l):_
) k
[ !
i
| i
I ¥
[ T T
i Image 13]
!
!
!
!
!

|

_Figure2.9.2 Conditions de symétrie par rapport aux plans x; = x,* et x, = X,

2

Les relations qui lient I’élément actuel avec ses éléments images sont :

L - A " A myo
X =2x - x x;' = 2x) - x X =
L mi_ S "y _ * i
Xy =x =ix; =2x, - x; =>x7) =2x, - x} (2.9.10),
WAF L) UL SR ) 2
Xy o=y XyhoE Ny Xyl Xy
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])]‘.' _ ];j __I)_“j _ ]:J - ]:j ___P?j
(y=\- P B =21V =-8 - -F >
- P;a sz }:ll,l ] P{' Pﬁr ]::)r
- };:r ]:;r ])71
[Py =\ 5 -p -F (2.9.11)
_ ng‘ },}’j P‘).r
Dy =-pi  (pri=p; [1‘)_;‘ =-D)
et: {D) =D, =DV =D =0 =D} (2.9.12)

D=1y DY =p DT =y

Des équations similaires peuvent étre déduites pour le cas ol x, =x; et x, = x]

sont deux plans de syméirie, et pour le cas onl x, = x; et x, =x, sonl deux plans de

symétrie.

On passe directement au cas de triple symétrie par rapport aux plans x, = x],
X, =x, et x;=x,. L'¢lément actuel [;] admet dans ce cas sept éléments images

LW R LA LY et |57 ). Les relations qui lient Pélément actuel avec les

quatre autres images sont (les relations concernants les trois premiéres images sont

exactement les mémes que celles données précédemment)

avd : r - 7 ; f F
XH’I - x.l.f 7 x(”l — 2)(} _ xij Xm)l — 2x: _ xil x.(ﬂ{ — xl,l
(4) ‘ ki 0 + (734 ;
x = x{ = 4x = xf = x" = 2x] —xd = {xP =2x, —xJ
I §y./ ¥ i J S ]
xM = 2x] —x! x93 = 2x] - x! x5 = 2x] - x! x5 = 2x; — x}
g > A »i i pi
rooryp, reo—pio-p
[PH)]" —1_ P-,"’ Psl Px" — [})f-‘)]-’ - Jl)il ]Jﬁ.f Px', —
» » 24 J »J 20
g kY __P_? - =8
Plf _ }::'J . ])7_:' plj ]’4". PTJ
) ‘ 7 ) ‘
POV =B —p B[PV |- -P) -y (2.9.14)
i 24 J J J i
Pz‘ - Po - P» o P3 - Ps _P9
(N _ gy M _ gy NGy M _ gy
ST Ly Y P Y Ju L =Dy
R O S T2 DL F PR D LR ) L 0 (2.9.15)

)Y DS = Dy D= i Dy =D

(2.9.13),
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Cette étude de symétne a beaucoup d’imporiance, car en applilquam le principe
de superposition dans le calcul des coefficients d’influence de 'élément actuel {j] et
ses ¢léments images la taille de 1a matrice des coefficients d’influence va étre réduite
selon I'ordre de symétne et par conséquent la réduction de I’espace mémoire utilisé
dans le code de calcul. Dans le cas d’un scul plan de symétrie la matrice se réduit d’un
demi en chaque dimension, pour une double symétrie la taille de la matrice va étre

réduile au quart en chaque dimension et au (1/8) pour le cas d’une triple symétrie.

2.10 Calcul de facteur d’intensité de contrainte

Beaucoup de relations existent donnant I’expression du faclteur d’intensité de
contrainte (/7/.C), les deux principales relations qui peuvent &tre utilisées
numériquement sont :

» La relation basée sur la méthode de WESTERGAARD, qui donne Fexpression de
Facteur d’intensit¢ de contrainte en fonction de l’ou#eﬁure de fissure (voir
l'équation 1.2.2).

e L’autre relation est celle basée sur la méthode énergétique qui est déduite en
intréduisanl les intégrales de Rice et de Bui dans I’expression du taux de restitution
d’énergie.

A cause de la grande complexité de Putitisation de la deuxiéme relation en
fissuration (ridimensionnelle, nous préférons calculer le facteur diniensité  de
contrainte par la M.D.D en se basant essentictlement sur son expression en terme de la

discontinuité de déplacement au voisinage dn bout de fissure

_I-—»o[su v? \}_I J
. I ' |
K, —lrlm[——ug(]_r 5 i %]J (2.10.1)

K, =1l [ b J“Ei“)\ ]J
. ’ S(H ) =

Le facteur d’intensité de contrainte est calculé au centre de chaque élément situé

au bout de la fissure. La distance r dans I’équation précédente va étre égale ala
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distance entre le centre de élément et la limite de la fissure. Cela nous oblige a
raffiner de plus en plus les éléments au voisinage du bout de la fissure pour obtenir une

meilleure précision sur la valeur du facteur d’intensit¢ de contrainte.

Figure 2.10.1 Procédure numérique pour le calcul du facteur d’intensité de contramte.

Si on prend comme exemple la fissure rectangulaire représentée sur la figure

2.10.1, Vexpression utilisée pour le calcul numérique de facteur d’intensité de

contrainte est :

£
KI = ] "?fi(])n)kn
81-v’)Va,,

E |2 '
K =|—— |— =] A
u {8(1—;!2)\/(1 (D, ?‘,,J (k=1 am) (2.10.2)

kn

£ o
K, =|——— [—(D
i (8(] + V) Jﬂk" ( $, )Au]

tel que a,, est la distance entre le centre de I’élément bout de fissure et le bout

de la fissure.
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2.11 Code de caleul réalisé
2.11.1 Structure du code de calcul

Le code de calcul est fait avec le langage FORTRAN77 en utilisant le
compilateur /32 sous windows. Le code esl constitué de trois programmes LOCA,
CDD et PSPI qui travaillent dans cet ordre.

LOCA est e programme qui comporte la lecture des principales données ; les
caractéristiques mécaniques, le chargement, le raffinage des faces et le posilionnement
du probléme. 1l discrétise le corps a étudier et il affecte a chaque élément sa position,
son orientation et ses conditions aux limites. En seconde étape, .0OCA localise les
points spécifiques a I'intérieur du corps ot on veut délerminer le champ de contrainte
et de déplacement. Les résultats de ce progralhme constituent deux bases de données,
la premiere pour le programme (DD et la deuxiéme pour le programme PSPI.

DD est le programme principal de la méthode. Il récupére les données a partir
de LOCA et il caleule les coefficients d’influence entre chaque couple d'éléments de la
frontiere du corps en appelant au sous-programme COKFI. En suite, il construit le
systéme algébrique d’équations pour le résoudre par le sous-programme SOLVE pour
obtemir les composantes de discontinuité des déplacements de chaque élément. Ces
résultats vont étre chargés dans un fichier qui va étre utilisé comme une base de
données pour le troisieme programme /’SP/. Finalement, CDD calcule le champ de
contraintes et de déplacement pour chaque élément de frontiére, ainsi que le facteur
d’intensité de contrainte pour I’éiément du bout de fissure si elle existe, et les stocker
dans un autre fichier de résultats. |

Le programme PSP/ est le dernier programme a exécuter dans le code de calcul
si on veut s’intéresser 4 des points intérieurs du corps, sinon, son exécution n’est pas
indispensable. ’SP/ prend la localisation des points spécifiques de ’intérieur du corps
a partir des résultats du premier programme LOCA et les composantes de discontinuité
des déplacements de chaque élément de frontiére depuis les résultats de DD, 11 caleul
les cocllicients d’influence entre les points spécifiques et les éléments de fronticre en
utilisant le méme sous-programme COEFF afin de trouver le champ de contraintes et

de déplacements en ces points.




Lecture des données
du probléme

i

Discrétisation, définition des
localisations. dimensions, orientations et
conditions Limites des éléments de

Lecture des données
des éléments de
frontiére

|
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- localisations des points
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Caicul des coefficients dinfluence
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composantes de discontinuité
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Y
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dimensions, orientations et
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y

|

Resolution du svstéme
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Y
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e

1
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Fin
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Figure 2.11.1 Organlgramme global du code de calcul ; (@) :LOCA. (b) :CDD. (¢) :PSPL

contraintes pour les
. points spécifiques.

LE
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Parfois, on veut changer les points spécifiques a Pintérieur du corps pour le
méme probléme. Pour cela au lieu de refaire Iexécution de toute la succession des
trois programmes, on exécute uniquement le premier programme L(OCA et le dernier
PSP A cet effet, on a choisi Ia structure du code de calcul mentionnée sur la figure
3.11.1, pour qu’on puisse accéder a chaque programme séparément.
2.11.2 Temps d’exécution du code de calcul

LLe micro-ordinateur ulilisé dans la partie numérique est. un Pentium--

_Celeron300A muni  d’un  coprocesseur mathématique et une mémoire  vive

SDRAMé64Mo. La mise en évidence du temps d’exécution de chacun des programmes
est nécessaire pour compléter tous les pavainétres influents sur le choix du nombre
d’¢léments nécessaire et suffisant pour une meilleure modélisation du probléme
considéré,

Pour le premier programme LA, le temps d’exécution est trés faible. Par
exemple, pour 800 éléments de fronti¢re sans I’existence des points spécifiques a
Pintérieur du corps, le temps d’exécution est 0.49 seconde. Avec 1000 points
spécifiques, il augmente a 0.60 seconde. Il est donc inutile d’étudier la variation du
temps en fonction du nombre d’éléments de frontiére ou en fonction des points
spécifiques. |

Le temps d’exéeution du second programme (A1) est important relativement
aux deux autres programmes, a cause de la complexité des calculs concernants les
coefticients d’influence qui peuvent atteindre (317 x 3n) et (9n x 3n) coefficients,
respectivement avant et aprés la résolution de systéme d’équations (ou # est le nombre
d’éléments de fronticre). Ainsi le temps s écoulant dans la résolution du systeme
algébrique d’équations est trés important, vu la taille de la matrice constituant le
systeme algébrique (37 x 3n), ce qui explique Pallre de la courbe présentée sur la
figure 2.11.2,qui montre que le temps augmente de plus en plus rapidement en
augmentant le nombre d’éléments.

Le programme /’SP/ prend moins du temps dans son exécution, ceci est dii a
I'absence de résolution de systéme d’équations, il reste seulement le calcul des

coefficients d’influence des éléments de frontiére sur les points spécifiques (9m x 3n
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coefficients, m étant le nombre de poinis spécifigues). Pour le méme nombre
d’éléments de frontiere n=200éléments, on a calculé le temps d’exécution en
augmentant le nombre des points spécifiques, la variation du temps dans ce cas est
linéaire (voir la figure 2.11.3), a cause de I’augmentation linéaire de nombre

d’opérations concernants les coefficients d’influence.

3G00 — 1843 -
1o
wwm -
120 -
E 2000 g
E E .
: F
8
E g 0w
8 o
h-) o
é E a
g 1w 3
040
b
war
[1h1.¢] | 0o 4 | | | | i | T I 1 |
L xaw bootm o o
800 00 poo 200 00 40000 600 00 800 00 1000 00

Nombre d'éléments de frontdr hombre des points spécifiques.

Figure 2.11.2 Variation de temps d’exécution en  Figure 2.11.3 Variation de temps d’exécution en
fonction de nombre d’élément de froniiére. fonction de nombre de points spécifiques.

2.11.3 Présentation du code de calcul
Pour taciliter I'acees aux fichicrs ’entrée ct de sortic ainsi que I’exécution des
différents programmes du code de calcul, nous avons présenté le code par une

interface windows réalisée en « Delphi 4 » comme représentée sur la figure 2.11.4.

L gl Pattie caicul aux Fionltisres  Paitie calcul [nteriews .~
 Fichiers de données » |- '
~ ExécutiondeLOCA » E

~

es des elnt ‘de fr

A.‘.ﬂ.u‘;‘.!‘ﬁ.'. T L T .

Figure 2.11.4 Présentation du code de calcul.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va essayer de traiter un nombre d’exerriplés pratiques en
mécanique des solides, et qui peuvent Etre simulés numériquement par la méthode de
discontinuité de déplacement (M.D.D) en tridimensionnel. Ces exemples peuvent étre
divisés en deux catégones :

o la premiére catégorie d’exemples concerne le cas ot nous désirons calculer le
champ de contrainie en des points particuliers du corps continu a étudier. Dans cette
catégorie on traite des exemples qui possédent une solution analytique qu’on compare
avec celle trouvée numéngquement par la M.D.D. Ces exemplels constituent des
validations du code de calcul. D’autres exemples plus compliqués n’ont pas de
solution analytique, pour les quels nous présentons la solution numérique unidqemcnt.
e La deuxiéme catégorie concerne les problémes de la mécanique de rupture. Nous
calculons le facieur d'intensité de contrainte (F.1.C) et de les comparons avec ceux

donnés par les différentes relations empiriques.

3.2 Premiére catégorie d’exemples

3.2.1 Détermination du champ de contraintes pour un milicu infini contenant une

fissure circulaire chargée intérienrement.

Figure 3.2.1 Milieu infini contenant une fissure circulaire sous pression uniforme.
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Considérons le milieu linéairement élastique el infini présenté sur la figure
3.2.1, contenant une fissure circulaire de rayon R=/m soumise a une pression
uniforme qui a tendance a Pouvrir. Les caractéristiques mécaniques du matériau sont
les suivantes : /-2 10°KPa et v 0 7 respectivement Je module de Young et le
coefficient de Poisson. Avec un chargement p  JO0KPa, la condition aux limites prise

pour la fissure sera donc: 6, =0, =0,6,=-100KPa. La présence d’une double

Y2

symétric dans cet exemple nous conduit a considérer seulement le quart de Ja fissure
dans le calcul numérique. On utilise deux discrétisations de la fissure. La premiére est
obtenue en divisant la fissure en 7éléments dans le sens de x,; et 7 éiéments dans le
sens de x; soit 35 éléments. La deuxiéme discrétisation utilise 14 éléments dans le sens
de x; et 14 éléments dans le sens de x; pour obtenir au total 146 éléments

Nous calculons les contraintes oy, Oz €l Oy suy Vaxe (Oxy), VVaxe
(Oxy) et sur le plan (Ox;x3y). Les vésultats oblenus sont illustrés sous la forme des
graphes dans les figures 3.2.2,3.2.3,3.2.4,3.2.5,3.2.6,3.2.7 et 3.2.8.

La solution analytique présentée sur les figures 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 et 3.2.5 est
tirée directement des résultats présentés sous forme des graphes dans « Wiles T.D. et
al. (1983) ». |

Daprés les graphes des lipures 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 er 3.2.5, la solution trouvée
par la M.D.D est trés proche de la solution analytique. Cela est valable au voisinage du
bout de la fissure sur I’axe x; ol ia variation des conlraintes oy, et o3; est trés rapide.
La condition aux limites oy;= /00K "a est respeciée pour x, — 0 dans les figures 3.2.4
et 3.2.5.

L’influence du raffinage de discrétisation est remarquable uniquement pour le
cas de calcul sur Paxe x;, ou la variation des contraintes est rapide au voisiliage de la
téte de fissure le long de cette partie de I’axe x;.

Les figures 3.2.6, 3.2.7 et 3.2.8 représentent le champ de contraintes o, , O

et o3; dans le plan (Ox,x;). Nous remarquons la présence des zones de traction au

voisinage du bout de fissure pour oy; et o3;. La fissure dans ce cas risque de se

propager en mode .

I ~ : P . o
™" Pour conscrver les mémes données utilisées par « Wites 1213, ¢t al. (1983) ».
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Position sur laxe x3 [m)

Position sur i'axe x3 [m}

Position sur 'axe x1 fm)

Figure 3.2.6 Vanation de la contraintes ¢, dans le plan (Ox;x3).
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Figure 3.2.7 Vanation de la contramtes o;; dans le plan (Ox;x,).
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B Sig3=90.00Kpa
Sig3=80.00Kpa
Sig3=70.00Kpa
5ig3=60 00K pa
B Sig3=50.00Kpa
o Sig3=40.00Kpa
| S5ig3=30.00Kpa
Sig3=20.00Kpa
Sig3=10.00Kpa
S5ig3=0.00Kpa
H Sig3=-10.00Kpa
=2l Sig3=20.00Kpa
H Sig3=-30.00Kpa
Sig3=-40.00Kpa
Sig3=-50.00Kpa
Sig3=60.00Kpa
—— Sig3=70.00Kpa
1 Sig3=-80.00Kpa
0.00 ) . 00 F— Sig3=90.00K pa

Position sur I'axe x3 [m)
8

Position sur laxe x1 [m) §JQ§=~?Z;70££3
ig3=105. pa

Figure 3.2.8 Variation de la contraintes ay dans le plan (Oxx3).

3.2.2 Détermination du champ de contraintes pour un milieu semi-infini chargé

sur une bande de largeur 2a,
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Figure 3.2.9 Présentation d’un milieu semi-infini chargée sur une bande 2a.

(w) Muodéle réel. (b) Modéle numérique.
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On considére le probleéme d’un milieu semi-infini, linéairement élastique et
chargé sur une bande de largeur 2a (voir figure 3.2.9 (a)). Pour traiter ce probléme
pumériquement par ta M.D.D, on simule le probléme physique par le modéle
numérique en figure 3.2.9(b). Le domaine & discrétiser doit étre de trés grandes
dimensions. Il doit reposer sur des appuis simples (pour simuler un milieu semi-infini).
Ce modéle présente une double symétrie par rapport aux plans (Ox x,), (Ox,x3). De ce
fait, on considére le quait du parallélépipéde dans la discrétisation. Les caractéristiques
du matériau, le chargement et les dimensions du probléme sont :

£ =206000KPa b=20m

v=03 . h=20m
P =-1000KPa e=35m
a=0.067m

Pour obtenir une bonne précision au voisinage du chargement (la.partie la plus
- sollicitée), on doit raffiner de plus en plus la face (O-4-B-C) en se rapprochant du
chargement et du centre O (projection de ['axe, ol on calcul les contraintes). La

discrétisation du modéfe mumeérique est donnée par la figure et le tableau suivants -

Figure 3.2.10 Discrétisation de la face supérieur du modéle numérigue.
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L. face de _ A-B-C-O
frontiére E-F-G-D { E-D-C-B | A-B-E-¥F .

Les P o o P Oy 0 oy 0| oy=0 | 0,=0 | 0,=0 =0
conditions ; U ;; U ; U G 0| a3 0| gp 0| 6070 | 6,0 | 0,=0
aux limites " ” " Lo, 0 a, 0 o,=0 o0 | o,=-100| a,=100

g1 Of/, /.
- - . O 9f4(} 71300 V600 740
Dimensions ext { x2h e x2h s X Y X X
x OYe/70
Oe/7 e/7 Ole/70 e/70
Raffinage X6 6x6 Ax6 | 6x12 | 3x18| 7x8 | 2x60 | Ix40 | ISx15
[élément]
Nombre total 699 Sléements
d’¢léments

Tableau 3.2.1 dimension

s et discrétisation du modéle numérnique.

Contrainte en [Kpa]

-1200.00 -800.00 -400.00 0.00 400.00
~1000 00 -200 Q0 20000 .
' P J.._q_% o 0.60 -1

P S U IO S
Contraintes pnncipales sur l'axe x2
Siglt (sol num)
-~—-——  Sig!1 (sol anai}
Sig22 (sol num}
—=m—-m Sig22 {50l anal)

____________________________________

Figure 3.2.11 Vanation des co
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4%

Ce probléme a é1¢ traité analytiquement comme un probléme en déformation

plane tant que sa troisicme dimension est grande (pour cela, on-a pris « ¢ » trés

grand). La solution analytique « Durelli AL, et al.(1958) » est donnée par :

Position sur Faxe x2 jm}

oy :,—'-['- a,-a, +l(sin 2a, —sin 2a,)
T 2 .
f . ‘

o, =-=|a,-¢q, —-—2—(3|n 2a, —sin 2a,) (3.2.1)
T

T, = -t-—‘—f—(cos'Zarz - cos2a,)
2

Sig11{rum)=-100.00KFs

0,10 Sky11{ruim)=150.00KPeg
. —1 Sig11(num)=-200.00KPs
E oo4lint A
S M, = Sig11(num)=-250,00KPa
& ooel Sigt1{rum)=300.00KPs
§ Sig 11 (raum)=350.00KPs
g L
"g 0.08] - ) Sig 11{rum)=400.00KPa
o .
~ : g, . Sig1 1{rum)=-450.00KPa
o.10l e e e B, Y . e 0.10
.010 008 -006 -004 .002 -000 002z 004 0O 008 G40 Sig11{rum)=-500.00KPe
Position sur Faxe x1 [m]
Sig11{rum)=-550.00KPsa
() Sig11{rum)=600,00KPa

Sig11fana)=100.00KPa
Sigt 1{ana)=150.00KFPa
~1 Sig11{ana)=200.00KPa

3 Sig11{ana}=-250.00KPa

Sigt {fana)=-300.30KPa
ol Sig t 1{ana)=-350.00KPa

R Sig11(ana)=400,00KPa

Lo 10009

ey i Sig ! 1{ana)=450.00KPa
008 006 004 -002 -000 002 004 006 008 R Sig11{ans)=500 00KPa
Position sur faxe x1 [mj}
Sig11{ena)=-550.00KPa
(h)

 Sig | I{ane)=-600, 00KPa
Figure 3.2.12 Présentation du champ de contrainte oy, dans le plan (Ox,x»).

(1) : Solution munérigue (M.D.D). (b)) : Solution analytique.



Chapitre 3/Exemples, résuttats et interprétutions

01 -0.08

49

Sig22{num)=100.00KPa
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ieed Sig22(numy=-450.004Pa
9 Sig22(rmum)=500.00KPa

Sig22(numj=550.00KFa
Sig22(nurm)=600.00KPa
Sig22(num)=650.00KPa
Sig22(num)=T700.00KPa

R Sig22(num)=-750.00KFPa

Sig22(num)=-800.00KFa
Sig22(nurn)=-850.00KPa
Sig22(nurn)=900.00KFsa

| Sig22(nwm) =950 G0KPa

Sig22(num)= 1000.00KPa

Sig22(ana)=-50.00KPa

Sig22(ana)= 100.00KPa
Sigz2(ana)= 150 00KFa
Sig22fana}l=—200.00KPa

| Sig22{ana)=250.00KFa
~— Sig22{anaj=300.00KPa
| Sig22(anaj= 350 G0KPa
i Sig22(anaj=-400.00KPs

Sig22{ana)=-450.00KPa

il Sig22(ana)=500.00KPa

Sig22{ana)=550.00KPa
Sig22(ana) =600 QOKPa

& Sig22(ana)=650.00KPa
8 Sig22{anaj=700.00KPa

B Sig22{ana)=750.00KPa

Sig22(anal=-800 00KFa
Sig22(ana}=-850.00KPa

E S/g22{ana)=900.00KPa

Sig22(ans)=950.00KPa

} Sig22(anaj=1000.00KPa

Figure 3.2.13 Présentation du champ de contrainte o3, dans le plan (Ox,x.).

fct) : Solution pumérique (M.D.D). (b)) : Solution analytique.

D’aprés le graphe de la figure 3.2.11, on constate une bonne corrélation entre la

solution numérique et la solution analytique, surtout en se rapprochant du plan de

chargement. La condition o, -p est remplie.
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Sig 12{num}=300.00KFPa
Sig12(num)=280 00KPa
Sig12{numj=260.00KPa
J Sig12(num)=240.00KP =
} Sig12(num)=220.00KPa
™ Sig 1 2(num)=200.00KPa
M Sig12(num)=180.00KPa
Sig1 2(nurm)=160.00KPa
Sig12{num)=140.00KPa
—— Sig12{num)=120.00KPa
2! Sig12(num)=100.00KPa
4. o\ | Sig12(hurm)=80.00KPs
002 000 002 , 006 008 010 |~ Sig12(numj=60.00KPa
Position sur Faxe x1 [m]) — Sig12{nhum)=40 00KPa
— Sig12({numj=20.00KPa
(ct} — Big1 2{numj=0.00KPa

010 -0.08

D.06

0.08

Position sur 'axe x2 [m)

010 008 -006 -O.M

Sig12(ana)=300.00KPa
Sig12{ana)=28000KPa
SKg12{ana)=260.00KPa
W Sig12(ana)=240.00KPa
Sig12(ana)=220.00KPa
Sigi12{ana)=200.00KPa
1 Sigi2{ana)=180.00KPa
Sig12(ana)=160.00KPa
Sig12{anaj=140.00KPa
Sigi12(ana)=120.00KPa
- Sigi2{ana)=100.00KPa

- Sig12fanaj=80.00KPa
Siyi2(anaj=60.00KPa

Pasition sur l'axe x2 [m]

. g i
006 004 002 -000

Position sur laxe x1 jm] 1 Sig12(ans)=40.00KPa
1 S&g12{anaj=20.00KPa
. —— Sigi12(anaj=0.00KPa
(h)

Figure 3.2.14 Présentation du champ de contrainte o;; dans le plan (Ox;x;).

fa) - Solution numérique (M.D.D). (b) : Solution analytique.

A partir des figures 3.2.12, 3.2.13 et 3.2.14, on observe clairement que 1’allure
globale des solutions données par la M.D.D est trés semblable 4 celle des solutions
“analytiques et de plus en plus en se rapprochant du plan du chargement. On constate
aussl que la condition aux limites o3, - /000K Pa est remplie dans le graphe de la figure
3.2.13 et que la contrainte de cisaillement est maximale au niveau des bornes de bande

de chargement (x; - #u ) dans la figure 3.2.14, ce qui est trés logique.
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3.2.3 Détermination du champ de contraintes pour un milieu semi-infini chargé

sur un rectangle 2a x 2b,

"N}
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= ’: ./F,—JP[N,’inm"] )
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Figure 3.2.15 Presentation d'un nulieu semi-infini chargé  sur un rectangle 2a x 2b.
(e} - Model récl. (b) : Modele numérigue.

Nous considérons le méme probiéme tridimensionnel précédent, dont le
chargement est sur un reclangle de longucur 26 et de largeur 2a. Nous conservons les
mémes dimensions, la méme discrétisation et la méme valeur du chargement
p= {000KPa que Vexemple précédent. Nous prenons dans le premier cas
b=2a=0.067m et dans le second cas : b=a=0.067 (chargement sur un carré). Nous
nous intéressons au calcul des contraintes le long de ’axe x..

D’apres le graphe de la figure 3.2.16, nous remarquons que les contraintes o;,, o,

et o3; commencent rés faibles pour x, =21m. Aun-dela de ce point, la contrainte o,

augmente jusqu’a la valeur de la condition aux limites p. Cependant, o,, et o3; restent
faibles jusqu’a x>0.3. 0y, et 633 commencent & augmenter rapidement pour atteindre
des valeurs maximales semblables au voisinage de la face chargée. La différence entre
o1 €l o33 pres de la fronticre est bien vérifiée sur le graphe 3.2.16. Dans le graphe

3.2.17 concernant un chargement carré, les contraintes sont bien confondues sur tout le

domaine éludié.
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Confrainte en [Kpa]
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Figure 3,2.16 La Vanation des contraintes le long de I’axe x; avec a=b/2.
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Figure 3.2.17 La Variation des contraintes le long de I’axe x; avec g = b.
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3.2.4 Détermination du champ de contraintes sous une bille exercant une force p

sur un milieu semi-infini.

A +

(@)

Figure 3.2.18 Présentation d’un milieu semi-infini soumis 4 un chargement exercé par une bille.
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Figure 3.2.19 Modeéles nuinériques. (a} - Approximation avec un chargement constant,
(b) : Approximation avec un chargement semi-ellipsoidal. (c) :Projection du chargement semi-

cllipm‘idal sur fes plans (Oxxs) et (Choxy).
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Figure 3.2.20 Discrétisation de la fasse supérieur du modéle numérique.

La face de A-B-C-0
frontiére E-F-G-D | E-D-C-B | A-B-E-F N
considérée | l:-:-:{] [q
. 3420 110 19
Dimensions ex/ I x2h ex2h 34 xe | A x6eT X X X
e/7 9e/70 e/70
Raffinage 5x06 6x6 8x6 Sx10 | sx30 | 6x10 | sxi10 | 32x8
[él¢ment)
Nombre total _ ' 698 léments
d’¢léments

Tableau 3.2.2 dimensions ct discrétisation du modéle numérique.

Nous présentons dans cet exemple un probléme trés pratique. C’est le probléme
du contact d’une bille rigide qui exerce un effort P sur un milieu semi-infini et
lincaircment  élastique  (voir  figure  3.2.18). Pour modéliser ce probléme
numériquement, Nous reprenons le méme modéle utilisé dans les deux exemples
précédents avec les mémes caraciérisliques mécaniques, mais avec une répartition
circulaire du chargement et une discrétisation de la face supérieure plus compatible
avec le chargement (voir figure 3.2.20). Nous supposons en premiére approximation

que la répartition de pression sous la bille est uniforme p - p; (voir figure 3.2.19(a)). En
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seconde approximation, nous supposons - comme pour tout contact entre solides - que
la répartition suit les lois de Hertz” : 1a répartition des pressions sous la bille est semi-

ellipsoidale (voir figures 3.2.19(b) ei 3.2.19(c)), sott :

2 2
Pl x,) = sz -(2) —[%) (3.22)

On doit exprimer p; et p; en fonction de Ueffort P exercé par la bille sur le

miheu semi-infint
e Pour la premiere approximation

\ }) 1) .
P-pSsp =t (323)

Tel que S est la surface du cercle chargé.

¢ Pour la deuxiéme approximation :

‘ - r 2
= j [){1’1,X3 )Ct.\' = I pz \/i - f‘!“;:‘j‘b’”ds

(5) {5)

Or: x,’ +x,” =, en prenant ds = 2urdr on trouve
R 2 2
r R
P=2m, ) rJl—t —1{ dr =2mp,| —
() =)

AP
2k’

Alors :

P - (3.2.4)

Si dans cet exempie R~0.3m et P=1000 KN, nous trouvons d’aprés les
équations (3.2.3) et (3.2.4): p,~1273.23KPa et p,=1909.86KPa. Pour ces données,
nous calculons I’état de contrainte (o;;, ¢35 033 01y au plan (Ox;xy pour les deux
approximations. Les résultats sont illustrés- sous la forme des graphes des figures
3.2.21,3.2.22,3.2.23 et 3.2.24..

Dans fa figure 3.2.21, nous constatons pour la deuxi¢éme approximation, une
augmentation plus rapide des contraintes au voisinage de centre du chargement

(-HOOK Pa comtre  800KPa pour la 1" approximation) a cause de la concentration du

chargement au ceatre ().

" 1a relation cn 2-D est présentée dans « Caignarct G. et al, (1988) ».
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{ Sig11=-100.00KPa

- 5ig11=-200.00KPa
— 0.50 050 |:
E P
§ —{ Sig11=-300.00KPa
L] Jis
= 1.00 1.00 =] Sig11=-400.00KPa
F
g d
= Sig11=-500.00KPa
£ 150 1.50
8 Sig11=-600.00KPa
200k e e e e e e e ey e+ e e 2. 00 T —
200 Aso Ao Tos0 oo 0.50 1700 150 3 66 Sig11=-700.00KPa
Paosition sur I'axe x1 fm]
' Sig11=-800 00KPa
fcr)
— Sig ¥ =100 00KPa
T gy ) ) N - Sig11=-200.00KkPa
20000209 5 . )
o0 T 0000 \ - Sig11=-300.00KPa
= 050 - %05, / 050 | -
= e A e 1 Sig7=-400.00KkPa
o L
U - .
m Sig171=-500.00KPa
T 100 100
§ Sig11=-600.00KPa
S A
"g‘ d Sig?1=-700.00KPa
4 150 1.50 .
Y Sig11=-800.00KPa
oAl Sig11=-500.00KPa
200k - - - 0 e m e ‘.01;)‘__ e R R A ¢ ‘
20 -1.50 . -0.50 0.00 0.50 1.00 1.50 200 l sig717=-1000.00kPa
Posifioh sur faxe x1 [mj -
™ Sig11=-1100.00KPa
()

Figure 3.2.21 Variation de la contrainte oy, dans le plan (Ox,x5).

fw) - Pression uniforme. (B) | Pression semi-ellipsoidale.

Les mémes remarques peuvent étre tirées pour la variation de o3; dans la figure

3.2.23. Amsi, Nous remarquons la coincidence entre la variation de oy, et o3; le long

de I"axe x,, axe de révolution du chargement appliqué. 1l est aussi a remarquer que

Peffet du chargement pour les deux contraintes a une influence trés locale (autour du

chargement).
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.ﬁ
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2.00 : ey e o e oo = . 2.00
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()
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£
o
»
Lt
=
s 100 1.00
3
o
c
2
§
a 1.50 1.50
200!---- e e e e T e I — s
-2.00 -1.80 -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 1.50 2.00

Position sur {'axe x1 [m]
(b)

Figure 3.2.22 Vanation de la contrainte o, dans le plan (Ox,x.).

(@) : Pression uniforme. (h) © Pression semi-cllipsoidale.

- Sig22=-100.00KPa
| Sig22=-200.00KPa
! Sig22=-300 00KPa

71 Sig22=-400.00KFa

Sig22=-500.00KPa

Sig22=-500.00KPa

2 Sigaz=-700.00KPa

Sig22=-800.00KPa
Sig22=-300.00KPa

Sig22=-1000.00KPa

Bl Sig22=-1100.00KPa
N Sig22=-1200.00KPa

B 5i020=1300.00KPa

— Sig22=100 0OKPa
|— Sig22=-200.00KPa
| Sig22=-300.00KPa
| sig22=-400 00KPa
-~ §ig22=-500.00KPa

{ Sig22=-600.00KPa
Sig22=-700.00KPa
Sig22=-800.00KPa

1 Sig22=-900.00KPa

Sig22=-1000 00KPa
Sig22=-1100.00KPa
Sig22=-1200.00KPa
Sig22=-1300.00KPa
Sig22=-1400.00KPa
§ Sig22=-1500.00KPa

¥ Sig22=-1600 00KPa
B Sig22=1700.00KFs

b Sig22=-1800.00KPa
Sig22=-1900.00KPa

En ce qui concerne la répartition de la contrainte o3; sur le plan (Ox,xy), elle est

représentée par la figure 3.2.22. Nous constatons que Pinfluence du chargement semi-

ellipsoidal est plus importante que celle du chargement uniforme en se rapprochant du

centre, a cause de la différence des conditions aux limites ( p1=1273.23KPa et
P2 1909.86KPa).
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— Sig33=-100.00KPa

t— 5ig33=-200.00KPa
— 0.50 050 |
E : | Sig33=-300.00KPa
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* |
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% 1.00 1.00 ;
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Sig33=-1100.00KPa
(h)
Figure 3.2.23 Variation de la contrainte o3, dans le plan (Ox;x).

(a) - Pression uniforme. (h) : Pression semi-cllipsoidale.

Pour la variation dc la contrainte de cisaillement oy, présenté sur la figure
3.2.24, la concentration de cisaillement est directement sous les deux extrémités du
chargement pour le cas du chargement circulaire uniforme ce qui esi logique. Par

contre la concentration du cisaillement pour la deuxiéme approximation est déplacé a
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Pintérieur. Cela est di essentiellement au fait que le chargement aux extrémités du

cercle est nul (p(r K) ).

— 0.50
E
o .
b3
o H
x ;
= 1.00
3 :
@ t
c :
i .
|
o 1.50
E
s
2 00b—— e < e i
-2.00 -1.50 -1.00 -0.50 000
Paosition sur 'axe x1 [m]
(ct)

ks

— ‘0.50
E
(o]
b4
[
®
[1]
£ 1.00
3
]
=4
a
= 5
g 2 150
2.0 : v . : : L i 0
-2.00 -1.50 -1.00 -0.50 0.00 050 1.00 1.50 2.0
Position sur laxe x1 [m]
(h)

Figure 3.2.24 Variation de la contrainte 0, dans le plan {Ox,x3).

{a) - Pression uniforme. (b) © Pression semi-cllipsoidale.
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v

1
3

Cependant, nous remarquons (ue pour la contrainte de cisailiement, Peffet du

chargement semi-ellipsoidal est plus grand et la confrainte engendrée est plus

importante relativement au cas du chargement uniforme.
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tinalement, pour cet exemple, nous pouvons conclure que I'approximation avec
un chargement semi-elhpsoidal (qui est la plus proche de réalité) provoque des effets
plus importants. Pour cela, on doit faire le choix de maténiau du milieu semi-infini qui
doit résister 4 Vaction de la bille, selon les résultats trouvés en utilisant cette

approximation.

3.2.5 Conclusion

Les exemples traités dans cette partie sont des exemples pratiques et les
résultats trouvés ont un grand intérét pour le choix du matériau et sa résistance aux
chargements imposés dans les problémes.

Les résultats trouvés par la M.D.D dans les deux premiers exemples sont trés
proches & ceux trouvés analytiquement, ce qui valide Vutilisation de cette méthode
pour ce genre de problemes.

Pour les deux derniers exemples, la M.1D.1D donne une approximation trés fiable
vu la compatibilit¢ des solutions trouvées avec les conditions aux limites et la
flexibilité du choix de répartitions des chargements et les variations des dimenstons et

des raffinages de la discrétisation.
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3.3 Deuxi¢me catégoric d’exemples (Problémes de Mécanique de
la rupture) :

3.3.1 Détermination du facteur d’intensité de contrainte pour une éprouvette

fissurée.

Plan charpe

Fissure [ NSNS ————==F

{hl

Figure 3.3.1 Eprouvette chargée perpendiculairement a sa fissure.

Ce modele d’éprouvette est utilisé souvent dans les études expérimentales, il
existe en deux types ; Eprouvette de type (CT : Compact-Tension) et éprouvette de
type (WOL : Wedge-Opening-Loading). Les dimensions des deux types sont données
par « Barsom J.M. et al. (1987) » et « Ewalds H.L. et al. {(1986) » :

o Pour P’éprouvette (CT) :
H=12W C-125W
a- 03w, B205SW
e Pour Péprouvette (WOL) :
HO12W, C LW
a O5W, B=205W
| Beaucoup de méthodes numériques ont traité ce probléme en bidimensionnel en

le considérant comme état de déformation plane telles que la méthode des éléments
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finis M.E.F et la méthode intégrale directe M.1.D. Nous essayons dans notre cas
d’utiliser la M.D.D en tridimensionnel pour modéliser ce probléme a fin de tester la
validité de la M.D.D dans son emploi en mécanique de la rupture.

Nous prenons dans notre caleul :

1 H00000KPa, v 0.4, W 2.03[23m.

La discrénisation est faite sur la moitié de Véprouvette a cause de la présence

d’un plan de symétric (Oxx3). Elle est présentée dans les tableaux 3.3.1 et 3.3.2 pour

les deux types d’éprouvettes

La face de
frontiére
considérée

S-M-L-R

R-L-K-Q

Q-K-N-T

T-N-M-S

M-N-K-1,

La fissure

Dimensions
[t x |

Ix 2.4

Ix 25

Ix 2,4

3x24

25x24

3x 1)

Raffinage
[élément)

8x 60

10x &8

16x 12

10x8

Ex &

20x 10

Nombre total
d’éléments

664

Tableau 3.3.1 Discrétisation de I'éprouvette (CT).

La Face de
fronticre
considérée

S-M-L-R

R-1-K-Q

Q-K-N-T

T-N-M-S

M-N-K-L

La fissure

Dimensions
jen x m}

3x 1,974

3x 23

3x 1,974

3Ix 25

25x 1,974

3x 15

Raffinage
|éément]

8x)

10x8

16 x 10

1x 8

0x8

20x 10

Nombre tetat
d’éléments

6-10)

Tableaun 3.3.2 Discrétisation de |’éprouvette (WOL).

Le calcul numérnique du facteur d’intensité de contrainte se fait en utilisant la

discontinuité de déplacement représenté par Péquation (2.10.2). Les relations

empiriques qui donnent Pexpiession du facteur d’intensité de contrainte de cet

exemple sont :

ou :

IJ

'Kf(enlpl) = EJ—;- f

w

[i) « Barsom J. M. et al. (1987) »

(3.3.1)
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3 ] 2 SN 4 5

19 = 29.6(-‘—'-] -—--185.5(—-(ij n 655_7[iJ —1017[—“—] + 638_9(iJ ,
M W W W W W

Pour une éprouvette de type (CT).

2 a 3 a 4 a 5 ‘

f(fi -{309¢ < —'los.s(i) +730.6(-—) —1186.3(—) 4-754.6(—} ,
W W W W % W
Pour une éprouvette de type (WOL).

. P fa . ,
K!(empZ) ZWI‘(W} « Ewalds H.L. et al. (|986) » (332)

(2 4 ][0.886 N 4,64( ¢ ]— 13.32[_'?'—-) %14.72[-5'— ) - 5_6(i]4
f(“ )_ % Aw W w) T\w

ol :

k4

Pour Péprouvette de type (CT).

Le calcul du facteur d’mtensité de contrainte par la M.D.D et par les relations
empriques nous donne

¢ Pour I’éprouvette de type (CT) :
=222 30KPam

Houmy —

K = 215.50KPa~lm

Iemplty
K oomny = 216 90K PaJm
Avec une erreur relative par rapport a chacun des valeurs empiriques :
.5%('-‘1'11]”) =3.2%
E gy = 2.5%
e Pour Péprouvette de type (WOL)
Ko = 227.48KPa~Im
K, jempy = 230.63KPaIm
Avec une erreur relative par rapport a la valeur empirique :

E%,. = 1.4%

(emp)
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D’aprés ces résultats, nous pouvons conclure que la méthode de discontinuité
des déplacements en 3D donnc une bonne approximation du calcul de facteur
d’intensité de contrainte ca mode | pour les éprouvettes de forme d’un paraliéiépipéde
a cause de leur compautbilité avec I'élément de discrétisation utilisé (1 'élément

rectanguiaire).

3.3.2 Détermination du facteur d’intensité de contrainte sur le contour d’une

fissure elliptique dans un milieu infini :

Figure 3.3.2 Fissure elliptique dans un milieu infini chargé a Iinfini.

{w) . Schéma du probléme. (b} - Discrétisation de la fissure.

Considérons un  milieu infim, linéairement élastique et homogéne contenant
une fissure eltiptique et soumis & un chargement p de traction a 1*infini normal au plan
de la fissure. Les caractéristiques mécaniques du matériau utilisé sont

LE=70000MPa, v=0,2 et c,=250MPa.

e chargement est :

p=200MPa, |

Le probléme posseéde deux plans de symétrie (Ox;x3) et (Oxzxy). Nous nous
intéressons donc au quart de Vetlipse en prenant a -/cm. La relation analytique qui
donne Pexpression du facteur d’intensité de contrainte « Barsom J.M. et al. (1987) »

est:
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. 2 194
K!(mmf) = [”J%(Sinz 0 -+ %2“ C()Sz 0] ’ (33.3)

() est un paramétre qui est dépend des rapports a‘'c et p/o,, il est donné sous
forme d’abaque « Barsom J M. et al., pp. 47 (1987) ».

Nous calculons e facteur d’intensité de contrainte maximum pour différentes
valeurs du rapport a'c, d’aprés ’équation (3.3.3), K, atteint sa valeur maximale a

#-90°. Pour cel angle, nous trouvons les résultats suivants :

0= 90°
Le rapport a/c 0.2 0.4 0.6 0.8 L0
Kiwuny/ p Jem™?] 2.092 1.910 1.731 1.560 1.409
K yanay” p fcm™] 1809 | 1635 1457 1.296 1116
Er (%] 15.61 16.82 18.81 20.33 20.83

Tableau 3.3.3 Comparaison entre le K. p et le Ky, pour différentes valeurs du rapport (a /¢).

Notons que les résultats numériques du facteur d’intensité de contrainte sont
obtenus en utilisant un élément rectangulaire constant dans la discrétisation pour toute
la fissure. Ceci explique 1’augmentation relative de I’erreur. Cette erreur diminue de
plus en plus avec la diminution du rapport a-c. Ceci est di au fait que lorsque a‘c est
faible, I’élément rectangulaire est plus représentatif du bout de la fissure.

Passons maintenant au calcul du facteur d’intensité de contrainte sur le contour
de Pellipse pour le cas a’c = 0,6. Les résultats obtenus sont illustrés sous la forme des
graphes de la figure 3.3.3.

D’aprés les graphes de la figure 3.3.3, nous constatons (ille la courbe de
variation du facteur d’intensité de contrainte obienue par la M.D.D est de méme forme
que celle trouvée analytiquement. L’erreur relative varie en fonction de ’angle 8 Elle
atteint ses valeurs maximales (environ 21%) pour @ appartenant a 1intervalle

[40%,60%}. Ceci peut étre expliqué, si on met en considération la forme rectangulaire de

Pélément utilisé dans la discrétisation de la fissure (voir la figure 3.3.1(b)).
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Figure 3.3.3 Variation du facteur d’intensité de contrainte et de I’erreur retative

sur le countour de ellipse.

du facteur d’intensité de contrainte pour un corps contenant

ton

minat

3.3.3 Déter

erieure

r

une fissure semi-elliptique ext

i

.

#
-
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X2
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Figure 3.3.4 Corps chargé en traction et contenant une fissure semi-elliptique débouchante,
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Le présent exemple représente un parallélépipéde linéairement ¢lastique,
homogene, chargé en traction et contenant une fissure semi-elliptique débouchante
(voir figure 3.3.4). Ce type de fissure a été intensivement étudié car on le rencontre
assez [réquemment dans les structures soudées. Le probléme admet un plan de
symétrie (()x,x3), ce qui nous permet a considérer la moitié du corps. La discrétisation
des faces de frontiere et de fissure et les conditions aux limites du probléme sont

mentionnées sur te tableau 3.3 .4.

La face de . Le corns
frontitre A-B-C-D | Bb-C-G-11 | H-G-F-E | E-F-B-A | A-D-H-E La fissurce en ticr["
considérée
Raffinage 6 x3 2x8 6 x3 6 x 24 i x2d 300 570
|élément]
Les Oy " O { [w 0l o 1 T8 0 Oy (} Oy Oy Ty =Ty ™ Ty=0n=
condlitions s wT v RN | e
. . Gy €F o, 0 O, O . a,- ) g,=0 ;=1

aux limites :

Tableau 3.3.4 La discrétisation et les conditions aux limites des frontiéres et de la fissure.

Nous prenons pour ce probléme :

E=70000MPa, v-0,2, o, 250MPa et o =200MPa.

a-3cm, e-Scm, h 40cm, | 20cm.

L’expression analytique de K, de cet exemple est de méme forme que ceile de
I’exemple précédent, mais avec deux cocfficients correcteurs. Le premier concerne les

fissures extérieures, le deuxiéme est en fonction du rapport a/¢ « Barsom J.M. et al.
(1987) » :

, 14
. fyra . a
K amay =1.120 U(smzf)—k—(};cos' E)J M, (3.3.4)

M, :1_0+1.2(E—0A5] (3.3.5)
€

aveo |

Dans cet exemple nous calculons le facteur d’intensité de contrainte X, sur le
contour de la fissure pour un rapport a/c-- 0.6, et le comparons avec celui trouvé par la
relation analytique (3.3.4). Les résultats obtenus sont présentés sur la figure 3.3.5,

Les résultats trouvés par la M.D.D sont représentés par des graphes de méme

forme que ceux de Pexemple précédent. Une légére augmentation de Perreur relative
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par rapport au cas d’un milicu nfini apparait a cause de la présence des faces de
frontiére (effet de bord) et de la diminution du nombre d’éléments qui discrétisent la

fissure (limitation du nombre d’¢léments).
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Figure 3.3.5 Comparaison entre les valeurs numériques et analytiques de K

Sur le contour de la fissure.

3.3.4 Détermination du facteur d’intensité de contrainte pour un corps contenant
une fissure elliptique au voisinage d’une frontitre du domaine et sollicitée
intérieurement par une pression variant linéairement sur le petit axe de I’ellipsem
(fissure elliptique non débouchante) : .

Nous considérons dans cet exemple un corps contenant une fissure elliptique au
voisinage d’une frontiére du domaine (voir figure 3.3.6.(a)) et sollicitée intérieurement
par une pression variant linéairement sur son petit axe (cas d ‘une plaque en flexion par
exemple). Nous reprenons le méme modéle numérique utilisé dans Pexemple
précédent avec les mémes dimensions et les mémes caractéristiques mécaniques. La
fissure est de dimensions plus faibles pour s’¢loigner au maximum des autres faces du

corps © a=0,3cm, ¢ 0,5cm soit a/c 0,6, La variation d pression est donnée par :

"' Cet exemple et sa solution analylique sonl tirés de la référence « Barthélémy B., pp. 61 (1980) ».
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q= p[l —--x—‘-j, avec p = -200MPa. L’expression analytique du facteur d¢’intensité de
a

contrainte dans ce cas est : |
wml o« ) K E(k)cos®
K =M p |—jcos’@+ —sin’ @ - :
el P\f Q (c‘ ¢? J (I-+ kY E(R) - (1 - kYK (k)

I G

< -1 .’:v/

(b)

Figure 3.3.6 Corps contenant unc fissurc elliptique-voisinanic 4 I'une dc ces faces.

Tels que, kz—l——g-;, K(k) est l’iﬁtégraie eliptique de premiére espéce, k(k) est
Pintégrale elliptique de seconde espéce et M est un coefficient appelé facteur
d’amplification qui est fonction de la position sur la fissure (?'angle@ ) et de
I"¢loignement de la fissure de la surface libre (rapport a/d). Le facteur M est donné
sous forme d’abaques « Barthélémy B. (1980) ». Les valeurs de X sur le conlour de la
fissure trouvées par la M.D.D sont présentées sous la forme des graphes de la figure

3.3.7. Le premier graphe montre la grande corrélation entre la solution numérique et la
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solution analytique. K, prend sa valeur maximale a & = 180° ou I'erreur relative atteinte

environ | 3%,

Kifp [emm=(1/2)}
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Figure 3.3.7 Comparaison entre les valeurs numériques et analytiques de K,

Sur le contouir de la fissure.

3.3.3 Conclusion

Dans cette partie d’exemples, nous avous traité des problémes pratiques liés a la
mécanique de la rupture, le domaine dans lequel la M.D.D présente de grands
avantages. Les deux derniers exemples sont trés fréquents dans les structures
métalliques (fissures débouchantes et fissures prés du bord). Nous pouvons déduire
pour cette catégorie d’exemples, que les résultats trouvés présentent un bon argument
a I’utilisation de la M.D.D comme une approximation numérigue pour la simulation en
fissuration en 3-D.

Dans cette série d’exemples, les erreurs relatives sont trés acceptables dans le
cas des éprouvettes (CT) et (WOL) o I’élément rectangulaire respecte la forme a
discretiser. Cette errcur relative augmente dans le cas des fissures elliptique mais reste
acceptable. Il faut noter que dans ce cas, les conditions de compatibilité sont plus
restrictives.

1I faut indiquer, pour avoir un ordre d’idée, que Crouch « Crouch S.L. et al.
(1983) », en utilisant un élément spécial bout de fissure en bidimensionnel (de

variation paraboligue du premier ordre) obtient 6% d’erreur.
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CONCLUSION GENERALE

Ce travail montre les grandes possibilités qu’offre la méthode de discontinuité -
de déplacement pour la résolution des problémes de I’élasticité et de mécanique de la

rupture en tridimensionnel.

Nous avons montré en introduction que les travaux sur cette méthode en
tridimensionnel sont rares. Nous avons montré¢ dans le chapitre deux les lourds calculs
sur les fonctions de Green. Nous aurions pu étre tenté, au regard de la forme des
fonctions de Green, de procéder a des intégrations numériques éen utilisants les
différents algorithmes d’intégration numériques disponibles pour la totalité de I’étude.
Cette solution faciliterait peut éire les choses mais cela aurait démuliphé le temps
machine douze fois an mimmum. Cette différence du temps de calcul a été tentée.en

utilisant une intégration numérique d’ordre 8.

Nous avons pu procéder a des intégrations analytiques, pour éviter les

. . - | T T . . e .

différentes singularités en —, —, — . Les techniques utilisées pour le trattement de ce
ot r

r !
type de singularités constituent des contributions importanies et restent une grande

préoccupation pour les chercheurs utilisants les techniques numériques.

lLa discrétisation de structures tndimensionnelles continues ou fissurées que
nous avons réalisé avec notre code de calcul utilise un élément surfacique de forme
rectangulaire. Malgré sa forme simple, cet élément peut reproduire les différents

domaines que 1’on désire discrétiser.

Il est clair que des problemes de compatibilité peuvent apparaitre avec cet
¢lément dans le cas de structures gauches. Dans ce cas un élément spécial pourrait étre
proposé. Nous ne pouvons conclure sur une possibilité d’intégration analytique dans ce
cas, mais une intégration numénique pourrait étre envisagée. 11 reste alors a prendre en
compte les problémes liés aux différents cas de singulantés. 11 faudra alors un outil de

travall a la mesure du sujet.
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i.es exemples traités ont particutiérement montré la puissance de cette méthode

en mécanique de fa rupture.

Dans la premiére sénie d’exemples pour les domaines continus, nous nous
sommes intéressés a I'étude des contraintes. Elles constituent les préoccupations de
ingénicur. La comparaison des résullats donnés par nos calculs et ies résultats
analytiques montrent que ces tests de validation présentent une bonne corrélation.,

Dans la deuxieme séric d’exemples, nous nous somines intéressés au caleul du
facteur d’intensité de contrammte. Ce paramétre est évidemment un élément
d’appréciation fondamental de DPoutil mécanique de la rupiure. Quantifier cette
grandeur par le calcul de contrainte n’est pas possible vu le grziduent de contrainte
important en (€te de fissure. Nous avons donc opté de calculer le facteur d'intensité de
contrainie en utilisant la discontinuité de déplacement normale. Le calcul aurait pu
concerner le facteur d’intensité de contrainte en mode 2 et mode 3 en utilisant les deux
discontinuités tangentielles en bout de fissure. Mais nous nous sommes limités au
mode 1 car considéré cn général le plus dangereux. Les résultats peuvent étre
considérés trés satisfaisants dans le cas des éprouvettes (CT) et (WOL) et I’étre moins
pour les exemples concernant les fissures elliptiques.

Ceci peut étre cxpliqué par le [ait qué dans le premier cas de figure les
conditions dc compatibilité sont mieux respectées gue dans la deuxiéme catégorie

d’exemples.

Le présent travail laisse encore un champ large a son application pour la
discrétisation des structures en utilisant des ¢éiéments surfaciques gauches ¢t d’ordre
supérieuwr. Cet apport sera remarquable surfout pour le traitlement des fissures

elliptiques pour mieux respecter les conditions de compatibilité.



REFERENCES
BIBLIOGRAPHIQUES



Référeaces bibliographigues ' 73

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

Amoura N. (1997) « Etude de la fissuration dans les matériaux viscoélastiques linéaires -
simulation numérique et validation expérimentale - » Thése de Magistére, EIN.P Alger.

Balabane M., Duflo M., Frisch M., Guegan D. (1982) « Somme : intégration » Vuibert
université, Paris.

Barthelemy B. (1980) « Notions pratiques de la mécanique de la rupture », Ed. Eyroiles.

Barsom Y M, Rolfe St (1987) « Fracture and faligue control in structures » Englewood
cliffs New Jersey.

Bass J. (1968) « Cours de mathémaltique (fome!) », Masson & C" Editeurs.
Belkacemi Y. (1990) « Méthade des Discontinuités de Déplacement en Champ Complexe-

Développements Analytiques et Numériques- Application aux Milieux Fissurés. » Thése de
Doctorat, Université des Sciences et Techniques de Lille, France.

Benrabeh Z., Zegnoune A. (1994) « Modélisation de la rupture des matériaux viscoélastiques
par la méthode de discontinuité de déplacement » P.F E , EN.P Alger.

Bouhaddane A. (1987 ) « Application de Plntégrale de Cauchy a la Méthode -des
Discontinuités de Déplacement et Autres Méthodes de Collocation. » Thése de Doctorat,
Université des Sciences et Techniques de l.ille, France.

Boukria H., Dilmi, R. (1995) « Application de la méthode des contraintes fictives aux milieux
anisotropes » P.F.E A PEN.P, Alger.

Brebbia C.A. (1978) « The Boundary Lilement Method for Engineers» Pentech Press,
London.

But H.D. (1978) « Mécanique de la rupture fragile » Kd. Masson, Paris.

Calgnaret G., Henry 1P (1988) « Exercices d’élasticité » Dunod université,

Crawford A.M., Curran J.H. (1983) « A Displacement Discontinuity Approach to Modelling
the Creep Behaviour of Rock and Discontinuities. » Int. J. of Num. and Anal. Meth. In

Geomech., Vol 7, pp 245-267.

Crouch S.L., Starfield. AM. (1983) « Boundary element in solld mechanics » G. Allen,
Anwin. Wmchester

Crouch S.L., Tian Y. (1988) « A two-dimentional direct boundary integral method for
clastodynamics » Int J. Rock Mech, Min, & Geomech. Absir. Vol 25, N°. 3, pp 149-158.

Dautray R, Lions i.L. (1988) « Analyse mathématique et calcul numérique, vo! 6 : méthodes
intégrales et numériques » Ed. Masson Paris.



Références bibliographigues 74

Deutsch G., Gross M., Richter K., Richter N. (1998) « Grand livre Borland Delphi 3 » Ed.
Micro-Application, Paris.

Dhatt G, Touzot . (1985) « Unce présentation de ta méthode des éléments finis» Ed.
Maloine, Paris.

Durelli A3, Philips E.A,, Tsao C.H. (1958) « Analysis of stress and strain » McGraw-Hill
Book Company, Inc. New York.

Evans G. (1993) « Practical numerical integration » John Wiley & Sons Ltd. Chichester.
Ewalds H L., Wanhill R.J.H. (1986) « Fracture mechanics » Ed Edward Arnold.

G.A M.N.I (1980)« Méthodes numériques dans les sciences de I’ingénieur », G.A. M.N.1, 2°™
congres, Ed. Dunod Paris.

Giarlet P.G. (1986) « Elasticité tridimensionneile » Ed. Masson, Paris.

Guiggiani M., Gigante A. {1990) « A general algorithm for multidimensional Cauchy
principal value integrals in the boundary element method » Transactions of the ASME J. App
Mech. Vol. 57, pp. 906-915, December 1990

Guiggiani M., Krishnasamy G., Rudolphi T .J., Rizzo F.J. (1992) « A general algorithm for the
numerical solution of hypersingular boundary integral equations » Transactions of the ASME
J. App Mech. Vol. 59, pp. 604-614, September 1992.

Hankock H. (1958) « Elliptic integrals » Dover publications, Inc., New York.

Irwin G.R. (1987) « Fracture mechanics » Metal Handbook velume 8, pp. 439-464, Ed 1987.
Kondo D. (1989) « Modelisation du Comportement des Roches par la Mécanique Linéaire de
la Rupture : Application a I’Etude de la Stabilité des QOuvrages Souterrains», These de

Doctorat, Université des Sciences et Techniques de Lille, France.

Kondo D. (1999) - Correspondance particuliére - Université des Sciences et Techniques de
Lille, France.

Labbens R. (1980} « Introduction & la mécanique de la rupture » Ed. Pularis.

Lachat C. (1975) « A further development of the boundary integral technique for
elastostatics » Ph.D. Thesis, the facuily of engineering & applied science, Univ. of
Southampton.

Lemaitre J., Chaboche J.L.. (1989) « Mécanique des matériaux solides » Ed Dunod, Paris.

Liebowitz H. (1968} « Fracture 11 » Mathematical fundamentals, Academic Press.



Références bibliographigues 75

Miguez R., Belkacemi Y. , Henry J.P (1989) « Higher Order Displacemeni Discontinuities in
Complex Varnables- Application to the Description of Cracks Path with Friction. » 3" Int.
Conf. on Num. Meth. In Geom. NUMOG [ll, Niagara Falls, Canada, Elsevier Applied
Sciences, pp. 447-454.

Panasyuk Y.V, Savruk H.P, Datsyshyn A.D. (1977) « A General Method of Solution of Two
Dimensional Problems in the Theory of Cracks » Eng. Fracture Mech. Vol. 9, pp. 489-497.

Salengon J. (1987) « Mécanique des milieux continus» tome |-2, Ed. Ecole nationale
polytechnique, France.

Timoshenko S. (1948) « Théorie de i"¢lasticité, librairie polytechnique, CH. Beranger.
Wiles T.D., Curran J.H. (i983) « A General 3-D displacement discontinuity method »

. Proceeding of the 4" Int. Conf. Meth. in Geomechanics, Edmondon, Canada, Vol. 1, pp. 103-
111,



ANNEXE




Annexc 76

Les fonctions de Green en 2D pour la méthode des discontinuités de déplacement
4 Porigine par rapport 4 un systéme d’axes orthogonaux(x,, X, jsont données par

les expressions suivantes :

e Discontinuité tangentielle dans la direction %, (glissement).

2G xx2[3 Z—x]

8n1:2 (l— )
2G
997 = 3 -
g._:Zl 2 (l-—V) I" [ x]
-G
8121 = 8 :2 (1 g [xl +x2 6x,x2]
1 x|, x|
- Lla—2v)+ =5
4 47r(lwv)r2[( ) ]
1 x 2x2
_ B+ 22
Ja 4r(l—v)r? [( V) rt

» Discontinuité normale dans la direction ¥, (ouverture - fermeture).

-
iz = 2 (]_ ) (,[xl i“J‘:z 6x1x2]
-G 1p.
g =m3[xf—3x;‘+6xﬁx§]

472’(1 — V) r’
-1 x| 2x;
T 47r(l — V) r’ [(l 2v)+ 2 ]

avec ! r=
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Les fonctions de Green en 3D pour la méthode des discontinuités de déplacement
a Porigine par rappert i un systéme d’axes orthogonaux (.., sont données

par:

« Disconfinuité tangentielle dans la direction x, (glissement).

-3G  xx, | 5x/
i~ 5 1- 5
4z(l-v) r r
-3G ‘xx ] 5x2
¢ S — | = 2v)— :..;7:.
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Eis1 — &3 Ax (] V)I‘ [( ) 2 A ji
-1 3x?
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Discontinuité tangentielle dans la direction X, (glissement).

~3G  x,x, S5x;
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e Discontinuité normale dans la direction X, (ouverture - fermeture).
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RESUME

Ce travail porte sur la modélisation des milicux tridimensionncls, homogéﬁcs,
isotropes et linéairement élastiques par la méthode des discontinuités de déplacement.

En premier lieu, Ia construction de la formulation mzithémhtiqu’c de la méthode
en 3-D, puis la mise cn forme de la procédure numérique ct enfin F'élaboration d’un
code de calcul. Avec ce code, on peut déterminer te champ de contraintes et le champ
de déplacements pour les milicux tridimensionnels, ainsi le calcul du factcur

d’intensité de contrainte pour les problémes de fissuration en trois dimensions.

.Mots clés: ’
. Elasticité, rupture, contrainte, déplaceinent, discontinuité de déplacement, cocfficient

d’influence, fissure, facteur d'intensité de contrainte.



