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Résumé i

Résumé

Ce travail de recherche est consacré a I'élabaraltione méthode plus rapide pour
la résolution d’un systéeme d’équations linéaireegmlyé par la discrétisation des équations
des équations intégrales duales (éléments frosjiéies structures fissurées ;et puis
'implémentée dans le code KSP qui permet,entreedatsimulation du phénomene de
multi fissuration.

Cette tache est décomposée en cing étapes : lagpeedtape est consacrée a la
présentations des principes fondamentaux de lanitgeade la rupture, ainsi I'étude des
structures bidimensionnelles et tridimensionnelléstfet des efforts volumiques type
pesanteur, centrifuge et contraintes initialesatéidié et implémenté dans un code aux
éléments de frontiére déja existant (KSP), et dagmiévision des trajets de propagation
des fissures qui fait intervenir les facteurs @&imdité de contraintes dans un critére
prévoyant la direction.

La deuxiéme étape porte sur la formulation desténsintégrales pour les structures

fissurées, et aussi le traitement numérique dégaations. Nous exposons le support du
logiciel utilisé dans cette étude, nous présentmwrsde KSP t qui est écrit en Visual C++,
ainsi ces différentes classes, dans la troisieayeéll vient apres la quatriémes étapes ou
on expose en détail la méthodes de gauss pousdtutén des systemes d’équations, et
son implémentation dans le code KSP, ainsi poardthode de Gauss optimisée adoptée
a la résolution des systéemes d’éguations pourrtgsagations des fissures et son
algorithme.

Enfin dans la cinquieme étape on présente une a@ispn entre la méthode Gauss
optimisée adoptée a la résolution des systemesiafiégs pour les propagations des
fissures et la méthode de décomposition de gatssteliprécédemment utilisé par le KSP
juste pour voir le niveau d'importance de 'utiliee de tel méthode dans le cadre de
résolution des problemes des structures fissurées.

Les résultats obtenus sont trées encourageaatselioration du temps de calcul final est
treés considérable, comme on avait constaté dastsalgtre 5.

Mots clés : les fissures, les propagations des fisss, les éléments de frontieres, les
éguations intégrale duales, le code KSP, la méthode Gauss, la méthode
de Gauss optimisée.
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Abstract

This research is devoted to the development ageef method for the resolution of a
linear system of equations generated by the digat&in of the equations of the dual integral
equations (elements borders) of the fissured strest and then implemented in the code KSP
which allows, amongst other things the simulatibthe phenomenon of multi cracking.

This spot is broken up into five stages: the #tsige is devoted to the presentations of the
fundamental principles of the breaking processs the study of the two-dimensional and
three-dimensional structures. The effect of theinohal efforts standard gravity, centrifugal
and initial constraints was studied and implememntezh already existing code with the
elements of border (KSP), and also the forecastefvays of propagation of the cracks
which utilizes the stress intensity factors in igecion envisaging the direction.

The second stage relates to the formulation oiritegral equations for the fissured
structures, and also the digital processing ofefeegiations. We expose the support of the
software used in this study; we present the code KSvhich is written in Visual C++, thus
these various classes, in the third stage. It caftesthe fourth stages where one explains in
detail the methods of gauss for the solution ofsystems of equations, and its
implementation in code KSP, thus for the methoGaftiss optimized adopted with the
resolution of the systems of equations for the agapions of the cracks and its algorithm.
Finally in the fifth stage one presents a comparisetween the Gauss method optimized
adopted at the resolution of the systems of equsifior the propagations of the cracks and
the method of direct decomposition of gauss preshoused by the KSP right to see the level
of importance of the use of such method withinftaenework of resolution of the problems
of the fissured structures.

The results obtained are very encouraging, theorgment of the final computing time is
very considerable, as one had noted in chapter 5.

Key words: cracks, propagations of the cracks, elenents of
borders, the dual integral equations, code KSP,
nmet hod of Gauss, nethod of Gauss optim zed.
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Introduction 1

Introduction

Dans la plupart des cas, I’'homme a cherché a it durée de vie de ses
créations, soit par une meilleure connaissanc@li@somenes qui président a leur
dégradation, en phase de conception, d’adaptealestéristiques de la machine a son
environnement, soit en s’enquérant régulieremetiétit général de celle-ci a travers des
opérations de maintenance et d’inspection. Commmeahle ressentir, cette maitrise n’est
malheureusement pas compléte, beaucoup de phéneswmriale nature aléatoire et leur
modélisation (phénomeénes physiques) ou parfois miéandormulation pose de réelles
difficultés.

Dans le domaine aéronautique, les problémes dpiagt de fissuration des éléments
structuraux sont omniprésents. Les fissures (@ues) apparaissent dans les zones de
concentration de contrainte, et croissent soutet'eles charges de service. La rupture
catastrophique a lieu lorsque les fissures atteigmee taille critique compte tenu des
sollicitations envisagées. En effet, I'accidentBheing 737 de la compagnie Aloha en
1988 nous rappelle que cette menace est toujoacsudlité. L’enquéte a révélé que la
jonction soudaine d’'un grand nombre de fissurd®@es dans une rangée de fixations
(phénoméne de la multi fissuration) était a I'angide cet accident.

Le phénomene de la multi fissuration est une desesad’endommagement des structures
d’avions vieillissants, en conséquent la flottevibas agés en service ne cesse
d’augmenter et la navigabilité de ces appareils@&oé assurée en toute sécurité. C'est
pourquoi il est devenu indispensable que les cocigurs se dotent de moyens de
prévision adaptés, dans le but de tenir compteegdhénomene dans la constitution de
programmes de maintenance et pour la conceptionalegaux appareils.

Compte tenu de la complexité croissante des stexteronautiques, et afin de garantir un
colt de développement et d’utilisation raisonngb&secours aux simulations numériques
se généralise. Ces simulations visent a complé&tmr eemplacer tout ou partie des essais,
tres colteux et long a mettre en oeuvre. Parfesderniers ne sont plus qu’un moyen de
vérification des calculs effectués.

Plusieurs travaux ont été effectués afin d’améti@eompréhension des mécanismes qui
régissent le phénomene de multi fissuration et tBair compte dans la conception des
planning de maintenance. Une procédure numéricqueiadu logiciel SAMCEF a été
développe a AEROSPATIALE pour modéliser la propaga¢n mode | de multi fissures
dans les assemblages boulonnes. Cette procédlraseést sur la méthode des éléments
finis et utilise la technique de modélisation plarck. Malgré la limitation de son champ
d’application (propagation en mode I, constructiensous-ensembles de maillage de
plaques avec toutes les combinaisons de fissurptissible,...) cette procédure reste
lourde a utiliser. En effet. La modélisation d’'umple assemblage fissuré est une tache
longue et fastidieuse qui exige un nombre importéopérations délicates : géométrie,
maillage raffiné autour des trous, mise en plaééédients particuliers en téte de fissures,
gestion des contacts fixations/plaques...

L’application correcte des principes de la mécamide rupture permet de réduire la
fréquence de ces ruptures et d’épargner des viaaihas, grace a la maitrise des vitesses
de croissance couplée a des procédures d’inspecigoureuses.

Au cours de leur utilisation opérationnelle, lasistures aéronautiques peuvent étre
soumises a des charges cycliques relativement desléet en général relativement faibles
pour limiter les problemes de fatigue), et plugnaent a des charges séveres. Ces
dernieres peuvent cependant gérer des contraimigaes (ou contraintes résiduelles), qui
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vont influer sur le comportement en service (saliéc#ation cyclique ou en tenue
résiduelle). Par ailleurs, des contraintes peuggstcréées d’une fagcon volontaire par un
traitement spécifique. Il s’agit souvent de comires résiduelles de compression
introduites dans les zones les plus sollicitédesElermettent d’améliorer la résistance en
fatigue. Ceci illustre I'importance de I'étude dongportement des structures en présence
de ces contraintes internes, et le besoin de lesidérer lors de simulations numériques
utilisées.

Une nouvelle méthode appelée méthode des équatiggsales permet de diminuer une
dimension pour la résolution du probléme par rapgox autres méthodes. Ainsi elle nous
permet de gagner en mémoire et d’élargir I'horides problemes possible a traités. Le
principale inconvénient de cette méthode est digébevelle présentant ainsi un manque
terrible de développeurs qui travail dessus eaqegomme conséquence l'inexploitation
totale de ces capacités réelles.

La différence majeure entre la méthode des équatidagrales et la méthode des éléments
finis est que la forme de la matrice du system&saudre est totalement aléatoire et differe
d’un cas a un autre alors qu’elle est symétriqueaatie (avec une bonne numérotation).
Ce dernier point I'a défavorise face a la méthogle @éments finis, mais on peut surpasser
ce petit inconvénient en utilisant une méthodeédelution adaptée a ce type de systéme.
Parmi ces méthodes de résolution, on trouve thodé de triangularisation de gauss et
notre but est de et I'adapter pour le calculepteblemes avec la méthode des équations
intégrale, et I'implémenter dans le code KSP [cki4@nfin, optimiser le temps de
résolution durant la propagation de la fissure.

Ainsi le travail se pressente comme suite : Apiregpercu sur la mécanique de la rupture
dans le chapitre 1, nous présentons la formulat®la méthode des équations intégrales
en élasticité linéaire dans , et I'étude des stingst fissurées en deux et en trois dimensions
ainsi sont traitement numérique dans le chapitre 2.

Dans le Chapitre 3 nous exposons le support Idgitiesé dans cette étude, nous
présentons le code KSP qui utilise la méthode deatidns intégrales et qui est écrit en
Visual C++, ainsi ces différentes classes.

Il vient aprés le chapitre 4ou on expose en ditariéthodes de gauss pour la résolution
des systemes d’équations ,et son implémentatios ldacode KSP,ainsi pour la méthode
de Gauss optimisée adoptée a la résolution delsnsgstd’équations pour les propagations
des fissures et son algorithme

Enfin dans le chapitre 5 on présente une compmarastre la méthode Gauss optimisée
adoptée a la résolution des systemes d’équatiamslig® propagations des fissures et la
méthode de décomposition de gauss précédemmasé yidr le KSP juste pour voir le
niveau d'importance de I'utilisation de tel méthaténs le cadre de résolution des
problemes des structures fissurées.
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Chapitrel

Principes fondamentaux de la mécanique de la ruptar

| -1) Introduction

Hormis les processus chimiques de ruine des matéeibstructures sont nombreux.
Il existe plusieurs processus essentiels dangtmnique de la rupture :
* le flambage.

* larupture ductile par surcharge.

» larupture fragile sous des contraintes généralisdérieures a la limite
élastique, la rupture par fatigue a grand nombreydkes ou la rupture par
fatigue oligocyclique.

* larupture par fluage a haute température...

La rupture par fissuration est avant tout la cogatle la surface de discontinuité. L’échelle
dimensionnelle de cette discontinuité surfaciqyeedd, en fait, directement du moyen de
mesure utilisé, et bien entendu, de la natureaggpfioche recherchée. On s’intéresse ici,
particulierement & deux mécanismes physiques dgptare par fissuration

» la rupture fragile : cette rupture est celle qui se produit sousrdéditions
permanentes appréciables. Elle est soit interadiirst, soit intra-cristalline.

» la rupture ductile : est celle qui s’Taccompagne de grandes déformetio
locales, voire globales (striction).

Ces deux mécanismes peuvent intervenir selon gpes de fissurations:

¢ la fissuration brutale pour les solides, ou pour les matériaux a teggen
résistance, les contraintes de travail sont t@géls, une énergie
potentielle considérable est ainsi créée ; la pEsde petites fissures peut
alors conduire a une rupture brutale qui souvergaeompagne pas de
déformations plastiques macroscopiques par suita tes faible ductilité
du matériau au voisinage de la fissure.

+ la fissuration successivél s’agit ici, d’'une succession de mécanismes
(fragile-ductile) qui sous contraintes répétéesadné la fissuration
successive, appelée habituellement la rupturegtiguke. Cette fissuration
peut intervenir sans déformations plastiques ajpdréss avec un grand
nombre de variations de cycles de contraintes|leypeut s’accompagner
de grandes déformations plastiques et intervepatidnombre de cycles.
On parlera alors de la fatigue “oligocyclique”.
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I-2) Processus de fissuration

Il est généralement admis que la fissuration sdytalans un matériau suivant
quatre étapes:

a)

b)

c)

d)

La premiéere étape est la plastification localevaisinage des défauts et
singularités géomeétriques ou matérielles. Le delgréa singularité a une
influence primordiale sur I'ampleur de la zone ptpage ainsi que sur la
concentration de la contrainte.

Lors d’'un chargement répété, il y a écrouissage.eCmuissage conduit a
élever la contrainte seui|,. Le matériau se trouvant au voisinage de la

pointe du défaut ou de la singularité, devient atdhaésistance, entrainant
la création d’'une premiere fissure.

La deuxieme étape est la formation des fissurete@tape peut se réaliser
a partir des traitements de surface, des traitesnent chargement
thermique générant des contraintes résiduellessdapalargement le seuil
plastique.

On peut également avoir des formations de fisswepartir d'un
chargement mécanique statique ou variable.

la troisieme étape est la propagation des fissifebes naissantes. Cette
propagation peut étre brutale ou successive. Souvenassiste a une
propagation successive faisant augmenter la tddlela fissure jusqu’a

atteindre une taille critique (correspondant adsistance intrinseque du
matériau a la fissuration), entraina une propagdtratale.

cette propagation brutale constitue la derniérapéét Elle peut étre
accompagnée de grandes déformations généralistasiofs), ou sans
déformation importante (rupture fragile)

I-3) Mode de rupture:

On montre que toute fissuration peut étre ramenamales trois modes simple ou
leur superposition.il existe donc trois modes deurations élémentaires

, II IIx

L
%,
4
i

Fig.1.Les 3 modes de sollicitation de fissure



Chapitrel : principes fondamentaux de la mécanique de lapture 5

Mode | : mode d’ouverture de la fissure, ou les déplaceésnanx levres
de la fissure sont perpendiculaire a la direction de |
propagation.

Mode Il : mode decisaillement dans le plan ou les déplacements aux
levres de la fissure sont paralléles @itection de
propagation.

Mode Il : cisaillement hors plan ou les déplacements auxesede la

fissure sont paralléles au fond de la fissure.

Pour chacun des modes, on déterminera le comparteiria fissuration de chaque solide
en calculant I'état des champs de déplacementerrdéfions et contraintes au voisinage

de la fissure

|-4) Description du champ des contraintes a I'extrénté d’une fissure:

Zone 3

Fig.2. Zone délimitant le voisinage d’une pointe de fuiies

L’objectif de la mécanique appliquée de la rupesede caractériser le comportement a la
fissuration des structures a 'aide des paramguiastifiable au sens de l'ingénieur,
notamment la contrainte, la taille de la fissurlae€sistance a la fissuration du matériau.

La zone d’élaboration (zone 1)Elle se trouve a la pointe de fissure et
dans le sillage laissé par la fissure au couradge@pagation. L'étude de
cette zone est tres complexe a cause des consr&mpertantes qui ont
fortement endommageé le matériau. Elle est discoatau sens de la
mécanique des solides. La théorie classique détanique de la rupture
réduit cette zone a un point pour les problemesspéd & une courbe pour
les problemes tridimensionnels.

La zone singuliere (zone 2) Dans laquelle les champs de déplacements,
déformations et contraintes sont considérés costieiu posseédent une
formulation indépendante de la géométrie lointailee la structure. On
démontre que dans cette zone les composantes dgshde contraintes
sont infinies au voisinage du front de fissure:(10).



Chapitrel : principes fondamentaux de la mécanique de lapture 6

= Zone 3: extérieure comprenant les champs lointains seordant d’'une
part, a la zone singuliere, et d’'autre part auxdd@ns aux limites en
charge et en déplacements. Dans cette zone, lespshde déplacements,
déformations et contraintes varient peu et peugaet approximés par des
polyndmes communément utilisés dans la méthodéldegents finis.

I-5) Analyse élastique des contraintes et des déforti@ns au voisinage de
I'extrémité d’'une fissure :

Divers méthodes d’analyse permettent d’étudiehbng des contraintes et des
déformations au voisinage de I'extrémité d’'uneuiss et les résultats de la théorie de
I'élasticité permette d’écrire qu’en point de caamdées polaires r ef ,les contraintes et
des déformations au voisinage de I'extrémité diismure sollicitée de la maniére la plus
générale sont donnés par les expressions :

cos—_l— sing sin‘sﬁ
> J2mr 2| 2 2 |
KI

.8 .30
COS—| 1+ sin— Ssin—
i 2 2

.6 6 360
g, = Sin— CcoSs— CcoS—
2 2 2

Jzz = V(0x+ Jy)

O-XZ :O-yZ:O

—cosg[ 1- ¥ + sii ﬁ}
2 2

/ r
U :ﬁ‘/Lsing[Z— v - coéﬁ}
27T 2 2

U,=0 (déformation plane).
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e Modell:
O =" K” Sing|:2+ COSQ C053€:|
N 27 2 2 2
g, = K, sin— cosg COS—
yy [2m 2
g, = Ky cosg[l— sing sin3£}
Yo J2m 2 2 2
SN (12)
sz:Uyz: .
U, :ﬁ‘/Lsing[Z— D+ coéq
G'Va2mr 2 2
u, =5 Lcosg[—1+ ¥+ siﬁg}
Yo G'\Nom 2 2
U,=0 (déformation plane).
« Mode lll :
g, =~ R sin—
XZ 2 71T
g, = Ku COS—
yz
271 2
Ow=0,=0,=0,=0 (1.3)
U =K ﬁsmg
’ "N 2
u,=u,=0

K,, K, , K, sontles facteurs d’intensité de contrainte enenod, Il ces facteur ne

dépend que de la géométrie de la fissure et disitedions extérieures.si on peut les
déterminer les formules précédentes donnent Kiatontrainte et de déformation a fond

de fissure.
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|-6) Calcul des Facteurs d’Intensité de Contraintes
Il existe plusieurs techniques pour calculer lesdars d’intensité des contraintes,
Dans notre étude deux méthodes seront utilisées.
* la méthode d’extrapolation des déplacements aunage du fond de la
fissure
* la méthode d’intégrale de Rice Intégrale J

e Critere du minimum de la densité locale de I'énexg déformations

Dans ce qui suit on présente les principes derosstechniques

|-6-1) La méthode d’extrapolation des déplacements awisinage du fond

de la fissure
Irwin a montré qu’en général, I'état de contrainimes pres du fond de la fissure est
décrit par les composantes du tenseur de contsaghide déplacements ci- dessous, dans

un systeme de coordonnées polavks & )

. Fond de fissure

Fig.3. Repere cartésien et polaire en fond de fissure

o Problemes Bidimensionnels

g, = K, cosg[l— sing sin"jﬁ}— Ky smg—[ 2 cog ceag}

o Jom 2 2| Jomr 2 2 2

0, =1 sin? cod codZ+ K sire{ t sif sﬁ} ()
Yoo 2 2 2 Jom 2 2 2

o =K cosg{ﬂ sir? sit? |+ K gif & 2

2 om0 2 2 2| Jomr 2 2 2
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Et les déplacements au voisinage de la fissure giimt M(r, 8 )

ulzL r—cosi[k—cosé’]—& siné—’[k+ cod+ P
214 N 2T 2 2u 2
(1.5)
K ’ K, @ A
u, = —- Ir—sin—[k—cosé?]——” cos-[k+ co8- P
2u N 2T 2 2u 2

3-v . L : .
ec k :1T en contraintes planes kt=3-4v en déformations planes, étant le
v

coefficient de poisson e le module de cisaillement.

o0 problémes tridimensionnels

Pour les problémes tridimensionnels, le facteuntdiisité des contraintes est fonction de
la positions au fond de la fissure. Dans le repere relié ad fiala fissure le champ des

déplacements est décrit par I'équation.

Fronr dels fissure

Fig.4. Repere local relié au front de la fissure
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2 a2 s8] e o]

1;/ {K(O)S'n(g){Z(l v +co§( ) +K, A )co% {1 119+ gﬁ%ﬂ} ()

1+v

y=2"" ;{m.. (n)sir(E)}

’

_A—

Et les champs de contrainte en coordonnées spiedtiglartranft et Sih ont obtenues des
relations plus générales des contraintes en fandgol’angle.

%> {9{“@ 2o e * ) )

TS CECIC AT
oo i) e )

_ {KZZ;) .)g 2 92T 3:()) KJ/]) 6 6) (3
T = chosfo)SIn(Zj CO{ 2) co%—] W)C { j{l_ S"E 2] Slﬁ ZH

3-v . . , .
Avec k :1T en contraintes planes kt=3- 4y en déformations planeg, étant le
v

coefficient de poisson e le module de cisaillement.

Le saut des déplacements des lévres de la fissurdgs points P* (r,8 = 1) et

P~ (r,68=-m) se calcule a partir des équations
r

k+1 r
0= @=-m)=—— K,
w0 =M= (O=-m) =Ko
< (1.8)
k+1 r
@ = — 8=- =— K -
kul( M) = uy( ) 1 N\ oy

10
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La connaissance des déplacements des levresidsueefnous permet dévaluer

directement les Facteurs d’Intensité de Contraiateartir des formules

— w2
M, M* M
" - ¢ B
B - & & :
M; M, M, \ Fond de fissure

& Noeud de collocation

g DNoeud de géomeime

Fig.5. Elément de fond de fissure

Apres résolution du probléme les vecteurs déplaogsrsont connus en tout point de

collocation, notamment pour ceux des deux éléndunfend de la fissure

Donc d'apreés les équatiofis3)

(1.9)

(1.10)

11
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En faisant une extrapolation linéaire des valeessfdcteurs d’Intensités de Contraintes

entre les pointsl,, M, vers le fond de la fissure on aura

L 3J_5
("= 50 - ) =202 - )| T

{ (1.12)
KM= 5(u1M5 2)_£5 M3 — ) L\/ZLT

N k+1

|-6-2) Intégrale de Rice intégrale J

/-‘“
\ \
\77\\/1: ond de fissure

Fig.6. contour del de l'intégrale J
Intégrale de Rice intégrale J a 'avantage d’'élms pimple a mettre en ceuvre

numériquement. Cette méthode sera utilisée poduévies Facteurs d’Intensité de
Contrainte.

Dans la suite on présente la méthode de I'intégral

Si le comportement du matériau est considéré glastinéaire, I'intégrale J ou de Rice

correspond a I'énergie de Griffith qui est direcggrreliée au Facteurs d’Intensité de

12
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Contrainte K lui méme proportionnel a la chargeligpgge et pouvant étre calculée a partir
des conditions de chargement et de la taille disdare.
Cette intégrale est donnée par I'équation suivamnegbsence des efforts de volume et en

supposant que les levres de la fissure sont nagébs.

Jo=[Wn - tu,)d (1.12)

W est la densité de I'énergie de déformations éastpar unité de volume.

\Nzia

215

ij

n, est la composante k de la normael( 2, 3).

t; estla composaniedu vecteur tension définit par:

=gn

" est un contour fermé arbitraire entourant le fdada fissure

et n, est la composante j du champ de déplacement poinhintérieur au

domaine '
Les relations qui relient I'intégrale J et les faats d’intensités de contraintes sont données

par le systeme d’équations.

J = K|2+K||2
1 E
(1.13)
5 = 2K, K,
1 E

13
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E’ est le module d’élasticité de Younf'=E en contraintes planes Et = E/(1-v?)en

déformations planes.

On constate que l'intégrale J est combinaison aetefirs d'intensité de contraintes. Les
FIC sont obtenues par décomposition de l'intégdad@ deux sous intégrales ou chacun est
associé a un mode et en associant a cette décdmpasie décomposition du champ
élastique.

Bui a présenté une méthode élégante de décongrodits modes qui consiste a

décomposer l'intégrale J en la somme de deux iate&gr
— 1l Jll
J=J+
Ou les exposants sont associés aux modes de rupture

|-6-3) Critere du minimum de la densité locale de I'éngie de
déformations

Selon ce critéere proposé par Sih en 1972, la ssutiale bifurque dans la direction
g,pour laquelle la densité de I'énergie de déefornmestity (équatior(l.14)) est minimale

par rapport a

@ pour unr donné. Autrement di§( 8) est minimale pour un angi donné par

I'équation
(1.15).
W :la'i_gi. :ﬂ (|14)
2 """ rcos(p)

S()=a,K*+ a, Kl + &, K K+ a i (1.15)

14
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avec

_ 1,
aﬂ-ﬁ(B &~ cod)( ¥ cof)

1 .
a, :@ siné( cod)

azzzﬁy[4(l—v)(1—co§)+( 3008 )4 off] (1)

- L
% i

M estle module de cisaillementiete coefficient de poisson.

L’angle de bifurcation 6, correspond 2 la valeur minimale de S(6)

|-7) Propagation des fissures

L’expérience industrielle montre que les ruptures pléces de machines ou de
structures en fonctionnement normal sont le plus/aot dues a la fatigue. Celle- ci est
particulierement insidieuse du fait de son caracmogressif masqué. Ceci est d'autant
plus grave que la fissuration par fatigue condéis souvent a une rupture brutale qui peut
provoquer un accident.

On entend par fatigue ou endommagement par fatmueodification des propriétés des
matériaux consécutive a l'apparition de cycles foi$, cycles dont la répétition peut
conduire a la rupture des piéces constituées denetdriaux. En général, la fatigue se
produit sans déformation plastique d’ensemble ragex une déformation plastique trés
localisée d’abord autour des défauts, a fond dibkmtau en surface, ensuite a I'extrémité
de la fissure une fois que celle- ci s’est formiéeen résulte que la mesure de cette
déformation est extrémement difficile.

La durée de vie est généralement mesurée par lbreate cycles a ruptubé L’exécution

de n cycles (nN) entraine un certain endommagement de la piédeegt’important de
chiffrer car il détermine sa capacité de vie résilduet donc peut indiquer s’il faut ou non
remplacer la piece pour éviter un accident.

L’application d’'un chargement cyclique (d’amplitudenstante ou variable) & une piece se
traduit par I'apparition d’'un dommage qui compreérads stades

= Stade I si le chargement est en dessous d’un certain, dadiksure ne se
propage pas au niveau macroscopique. C’est un d@adeoissance rapide
des micro- fissures qui atteignent des longueurd’atdre de quelques
microns en surface aprés quelques millions de sycle

» Stade |I: la fissure se propage «le plus souvent » dans lan p
perpendiculaire a la direction de l'effort appliqu€’est un stade de

15
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progression plus lente de la fissure en surfacd tomurée dépend de
I'amplitude de la contrainte.

= Stade llI: il correspond au cas de chargements élevés (msigrerapide
qui précéde de peu la rupture) pour lesquels unkimée se produit dans
le matériau. Les vitesses de propagation tres éewbservées dans ce
domaine conduisent rapidement a la rupture dedleepi

|-7-1) Loi de propagation de fissures

La rupture par fatigue est le phénoméne de larsisun successive d’une fissure
sous chargement cyclique passant par les stadessd@aravant. La compréhension de
ce phénomene réside dans I'étude de la vitesseopagmation des fissures par fatigue. Les
modeéles qui sont proposés pour décrire la propagatiune fissure devront tenir compte
de tous les parameétres qui conditionnent cetteggagion dans un matériau donné.
A partir des concepts de la mécanique de la rupfaeis, Gomez et Anderson se sont
livrés a I'analyse suivante : les contraintes aisimage d’une fissure, au cours d’'un cycle
de fatigue, sont connues des que I'on connait &#suvs minimaleKmin et maximale
Kmaxdu facteur d’intensité de contrairfeau cours de ce cycle ; on peut en conclure que
tout phénoméne se produisant dans la zone du agsside la pointe d’'une fissure est

contrdlé par ces deux parametres, en particulieitéase de fissuration, et on doit avoir :

da _
N f(K, . Ko) (1.17)
On pose :
AK = Kmax_ Kmln
(1.18)
— Kmin — amln
Rt B Kmax Umax
On obtient
da
—= f(AK,R .19
o= [(BKR) (1.19)

On considere une fissure qui se propage soust'éffie chargement simple pour lequel R
est constant. L'expérience montre que pour la nigjates matériaux métalliques, la loi

peut s’écrire sous la forme d’une loi de puissance

16



Chapitrel : principes fondamentaux de la mécanique de lapture 17

92 _cpkr (1.20)
dN

AK est la variation du facteur d’intensité de contrajnfonction du chargement ; de la
longueur de fissure, de la géométrie globale dedee et locale de la fissure. C et m sont
deux constantes intrinseques au matériau. Cettestappelée la loi de Paris. Elle est d’'un
intérét pratique considérable pour l'ingénieur tessai de fissuration donne lieu a un
dépouillement qui permet d’obtenir la loi de Patismatériau.

Cette relation n’est applicable que dans les cae®wconditions de la mécanique linéaire
de la rupture sont respectées. Elle concernede dtale la fissuration.

La croissance des fissures de fatigue sous chargediamplitude variable peut étre
étudiée en sommant les accroissements de longesuissures Aa dans chaque cycle de
chargement.

N
ay =a,+) A3 (1.22)
i=1

Ou a, est la longueur initiale de la fissure, ay est la longueur apr@é cycles, etAa est
I'accroissement de longueur de fissure provoquédepayclei.
En admettant qu'’il n’existe pas d’interaction enlies cycles successifs de chargement,

I'accroissement de longueur de la fisstv& est égal au taux de croissance par cycle

(da/ dN), a la méme valeur dAK et de rapport de contrainR dans un essai a amplitude

constante. Cependant, dans le cas de chargemenpléuale variable,Aa, dépend de
I'histoire de la croissance, a cause des effetgetaction, etAa aussi bien quedé/ dN

ne sont pas équivalents pour AK et unR donnés. L’accroissement de la longueur de la

fissure Aa, dans un cycle donné dépend de

* la géométrie de la fissure existant avant cycle

» I'état du matériau a la pointe de la fissure,

» les conditions de chargement.
La longueur de la fissure et la forme du frontideure dépendent aussi de la géométrie de
la piece et du chargement appliqué. Par exemple, Ips tdles minces, le front de fissure
est relativement droit. Cependant dans les sectiea€paisses, le front de fissure prend la
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forme d’'un quart d’ellipse prés des surfaces lilmessemi- elliptique. Par conséquent les
facteurs d’intensité de contrainte varient le lolugfront de la fissure.

|-7-2) Criteres d’orientation du front de fissure

Lorsque le chargement varie en direction (chargémen simple) la fissure change
de direction (elle bifurque) ce qui implique qua secroissement soit représenté, non plus
par un scalaire, mais par un vecteur. Aux lois aession de fissure, il faut ajouter un
critere fixant la direction: un critére d’orientai ou de bifurcation. Deux critéres sont trés

utilisés.

|-7-2-1) Critere de la contrainte normale maximale

Selon ce critére, le vecteur accroissement derissst normal a la direction de la
plus grande contrainte principale. Ce critére deenein ceuvre facile n’est valable que pour

les angles de bifurcation assez faibles.

AXQ

Fissure 0 2
Fig.7. Repere local relié a la fissure Structure bidimensielle

0 Structures bidimensionnelles

Dans le cas des structures bidimensionnellescbpgposantes du tenseur des contraintes
dans le repére local a la pointe de la fissure donhées par :

18
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0,p(M) = ! cosg{KI coég—gKII sirﬂ}
27 2 2 2
(1.22)
1 : :
O.,= sing[K, sind+K, (3co® - 1)
2

0, est maximale pour un angésolution de I'équation suivante
g, =sinf[K, sind+K, (3cog- )= 0  ( 1.

La direction de propagation de la fissure est atbwanée par I'angled, définit par

I'équation ci- dessous :

2
g, = 2arcTan AT Sy BLATHR [ (1.24)
4K, 4

0 Structures tridimensionnelles :

Ce critére de la contrainte maximale est adapté [@sustructures tridimensionnelles en
remplacant le facteur d’Intensité des Contraintesndde 1KI, par un facteur effectif
(Kleff).

Généralement ce facteur est une combinaison demufacdu mode | et mode Ill Ainsi, la
direction de propagation de la fissure en un pdoriné du front est prédit dans le repere

local de la fissure par I'équation.

Surface de la
fissure

t (x3)

Fig.8. Repere local relié a la fissure : Structure tridinsgonnelle
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Ker =K, +B|K,| (1.25)

Avec B est un facteur empiriquement déterminé.

K Kot )
g, = 2arcTan 4II<e” +1 ( 'e”j +8 (1.26)

Le signe + est choisi 3, est négatif et vice- versa. L'équation pose dedblpmes
numériques sK, est tres proche de zéro. Cette équation peutirgéaussi sous la forme

qui tient compte des différents signes et elle egipaneilleure que la forme du point de

vue numérique.

8, = 2arcTan “2K, (1.27)

KIeff +\/(Kleff )2 +8(KII

|-7-2-2) Critére du taux de restitution d’énergie maximal

Ce critere reprend la notion de taux de restitutignergie (G) déja utilisée par
Griffith, mais il se place dans un cadre d'étudespjénéral, celui de la fissure pouvant
présenter une bifurcation. L'énoncé de ce critéte € Parmi tous les accroissements de
fissures virtuels cinématiquement admissibles enéime longueur a, I'accroissement réel
de 6a est celui qui maximise le taux de restituti@gmergie G ».

En 3D le taux de restitution d’énergie est donme pa

G(6) = a- V)( K ) (1_EV )( ” ) (1_;:/ )(KIII ) (|.28)

Avec
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@y 4 1—0/77)9/2”[ 3, }
K,(6) 3+COSM( —OIT] ] cos s 3K, sing)

o. 4 1-6 /n}g’z”[ 1, }
K, 3+cos€)2( 0 K, cos@ )+ 2KI sin@ ) (1.29
K i (2) (6) = K i

On remarque que ce critere présente des difficdténiveau de la détermination de

I'angle g, au repéere local relié a la fissure.

Malgré les critiques que l'on peut adresser a chada ces critéres, ils conduisent
cependant & une tres bonne précision pour les iaatéélastiques fragiles contenant une
fissure réelle, soumis a un chargement quasi-gsi&tiPar contre, pour les matériaux
ductiles, soumis a des cycles de charges répétdessaurait étre question de les utiliser
sans un examen attentif des valeurs auxquellesoitsluisent vis - a- vis des résultats

expérimentaux.

|-8) Parametres ayant une influence sur la propagatiode fissures :

L’endurance d’'une piece ou d’'un €lément de strectst la résultante de plusieurs
phénomenes compétitifs qui peuvent influencer wntois stades décrits ci- dessous. Ces
facteurs peuvent étre rangés en quatre catégdessfacteurs métallurgiques, les facteurs

géomeétriques, les conditions de surface et lesittons de sollicitations.

|-8-1) Facteurs métallurgiques :

Dans cette catégorie on peut ranger tous les fisct#s a la nature du métal qui
constitue la piece (composition chimique et strreetristallographique), a son élaboration
et a sa mise en forme (inclusions, défauts, fibragmsi qu’aux traitements thermiques
(structure métallographique et caractéristiquesami@cies) subis par la piéce. La présence
de défauts internes (inclusions) introduit des ibil##€s de concentrations locales de
contraintes qui vont diminuer I'endurance de lapid_es observations faites sur les pieces
rompues par fatigue montrent que les inclusionssgidelles sont assez grosses, sont
toujours a l'origine des fissures. Plus généraldmarrésistance a la fatigue dépend de la

quantité, de la taille, de la nature et de la rigpam des inclusions, ainsi que de leur forme
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par rapport a la direction des efforts. En consBgeeles métaux doivent étre d’autant plus
“propres” que I'on cherche une résistance et umkeiemce plus élevées

|-8-2) Facteurs géométriques
L’influence de ces facteurs intervient par la disien des pieces (effet d’échelle) et
surtout par leurs formes (effet d’entaille).

|-8-3) Conditions de surfaces

Les fissures de fatigue prennent le plus souvenssaace dans les couches
superficielles. Elle convient donc, pour augmeltitsrdurance des pieces, d’améliorer la
résistance des couches superficielles. On peuivweapar des traitements de durcissement

et le développement précontraintes de signe falamrab

| -8-4) Conditions de sollicitation

La nature des efforts appliqués, la surchargetdquience d’application des efforts
ainsi que les contraintes résiduelles agissentlesisomportement des structures. Aux
contraintes appliquées se superpose l'effet degraintes résiduelles, qu’elles soient a
I’échelle microscopique, par exemple entre graioisins, ou a I'échelle macroscopique d
la piece, par suite des usinages ou les traitentieatsniques. Localement, c’est la somme
algébrique des contraintes gu'’il faut considérersetes contraintes résiduelles de tension
peuvent aggraver dangereusement les pointes deractes, inversement des
précontraintes de compression permettent d’augmdatdaux de travail admissible.
Généralement, les sollicitations appliquées créermt zone plastique au voisinage de la
pointe de fissure. La taille de cette zone augmawe I'accroissement du chargement. Le
phénoméne de fermeture de fissure par fatigue met aonséquence directe de la
déformation plastique qui s’installe dans le s#atg la propagation de la fissure. En effet,
ces deéformations plastiques conduisent a un chaepcahtraintes résiduelles de
compression qui provoque le retard a la fissuratidans la suite de ce chapitre, on
présente les origines possibles de ces contramitedes.
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I-9) Simulation de la propagation des fissures

£ X,
Fond de fissure

Pas 1

Fond de fissure

ES. :
X,

Pas 7 +1

=« Nceud de géométrie

. Noeud de collocation
E.Q.N.C. : éléments quadratiques non conformes
E.S. : éléments singuliers

Fig.9. Incrémentation numérique de la fissure

Au pasi apres détermination de la longueur de propagatlan la mise en ceuvre
numérique de la propagation se fait en ajoutankdéléments singuliers

Géomeétriguement confondus en fond de fisstre). ., , I e

Les coordonnées des deux nceuds de géorhéprie, N7Z..,,de I'élément singulier)

I vee., dans le repere local sont
(X =X
1 - 2
NNEF+1 NRNEF
1 = 2
NNEF+1 NRNEF
\
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.
X =x, +Agcosb,

2
NNEF+1 NEF+1

) (1.32)
=y +/Ag cosb,

2 1
NNEF+1 NNEF+1

NEF étant le nombre d’éléments de fissure auipas
L'élementl ..,, est geométriguement confondu a I'eleménj,, .
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Chapitre2

La méthode des équations intégrales duales

[l -1) Introduction

Les problemes de mécanique traités par les ingénisont décrits par des lois
physigues qui se présentent sous forme d’équatidfésentielles et qui conduisent a des
formes intégrales permettant de fournir des sahgtiapprochées aprés une étape de
discrétisation du domaine a étudier. Parmi les pdh numériques utilisables, la méthode
des équations duales (méthode des éléments fidisnt@re) (BEM : Boundary Eléments
Method) est particulierement performante pour rdsedes problemes de propagation de
fissure en élasticité linéaire. En effet, dans as, ceul le contour de la structure qui est
discrétisé, les problemes de modification de disgatton au cours de la propagation de
défauts s’aveérent moins délicats a traiter queepample dans le cadre de la méthode des
éléments finis de domaine.

Il -2) Formulation des équations intégrales

Le principe de la méthode des éléments de frostiemmsiste a transformer des
équations aux dérivées partielles dans le volumia g&ce en équations intégrales sur le
contour. Alors on ramene ainsi I'étude d'une piegoe€canique a I'étude de son
comportement en surface. La discrétisation de -céllpermet de transformer les
équations intégrales en un systeme d’équationsaite® et de déterminer les
déplacements et contraintes en chaque point dwwonOn peut ensuite obtenir les
grandeurs a 'intérieur de la piéce a I'aide datiehs Intégrales simples.

Il -2-1) Hypotheses

La méthode des équations intégrales est utilispble tout phénoméne physique
régi par des équations aux dérivées partiellesiliag a coefficients constants. Donc, dans
le cadre de la mécanique des solides, le matédalette élastique, linéaire et homogéne.
Dans cette étude, on traite les problémes aveurylestheses supplémentaires suivantes :

> le matériau est isotrope ;

> les forces de volumes sont négligeables ;

> le contour de la structure est borné. Ainsi, ontriter le cas d’un trou
dans un plan infini et non dans un demi-plan.

» la formulation des équations intégrales est faibeirpdes probléemes en
déformations planes.
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[I-2-2) Equations de I'élasticité linéaire

Les propriétés mécaniques sont caractérisées gagsbais de laboratoire: essais de
dureté, de traction, de compression, de flexion,chdec. Un essai de traction ou de
compression permet de mettre en évidence diffésgaties du comportement du matériau.
Le premier stade, le comportement élastique sectéaise par I'absence de déformation
résiduelle apres décharge le comportement estréwecsible.

Voici brievement les équations réagissant I'équdlilstatique d’'un solide linéairement
élastique isotrope et homogéne, sous I'hypothéseelites perturbations.

Fig.1 Probléme a résoudre

On considére un solide isotrope linéairement é&lastiet homogene occupant un domaine

Q et de frontierd Q . La normale unitaire est, par convention, systé&uament
orientée vers I'extérieur du solide. . Notons Ikaraps de déplacement, de déformation et
de contrainte en un point M &2 , respectivemenu(M),&(M) , o(M) , vérifient les

relations locales suivantes, en supposant queoldgmes physique poseé est en contrainte
planes:

1
€ = 2_(ui,j + uj,i)
s, = d e+ 2Uu e (11)

S + bi =0

Ou b désigne le vecteur des efforts volumiques,vaou traduire des effets variés :
pesanteur, inertie ou effets thermiques. La froati@Q supporte par ailleurs des
conditions aux limites :

e

 Endéplacementtl; = U; surdQ

« Entension f; :0.; n =1 sur 0Q
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N.B : Les problémes en déformations planes sont trdéda méme facon en remplacant
le module de Young et le coefficient de poissoH respectivement

par(1-V?*)Eetv/(1+ V).

Il -2-3) Théoreme de réciprocité de Maxwell-Betti

C’est un théoréme qui lie entre les solutions dexgeoblémes d’élasticité linéaire
sur un méme domairfé

dQ)

WA

ur

I:.-i;"l' l:l:ﬁl_-_j-_.l:l ]-:-I.H[ ij[ﬂ"z,ur-‘_lj
Fig.2 : Deux problémes différents sur un méme domaife

On considére deux états élastiql@’st?) et (?,t?)en équilibre, ot(@,t?) définissent

respectivement champ des déplacements et champrigsns sur le conto@® pour le
probleme 1.

(?,t?) Définissent respectivement champ des déplacenetichamp des tensions sur le
contou’Q pour le probléme 2.

D’aprés le théoréme des travaux virtuels :

/

[ [0']:[¢7]da-[ tuds-|[ fd=0 (II.2)

[ [0?]):[¢']da-[ tu'ds-| f*ud=0
—

En faisant la différence entre les deux équatisésdquentes :
[([][¢]{e"][¢7])de- jm(t‘éal-flaz) ds- jg(“;zﬂ-ifm) @=0 (I3
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Et, d’apres la symétrie du comportement élastique :

[02] : [5‘1] :[02] : ([ D] [0‘1]) :([ D] [02]) :[01] :[01] : [52] (11.4)

D’ou le théoreme de réciprocité

J,o(f0 - Eut)as- [ (T~ Fw) @=0 (1)

_— —

1 2 =
En I'absence des forces de volumfe € f, =0), ce théoréme s'écrit ;
(12 _ 201
[, thufds=| tu'ds (1.5")

Ce que nous permet d’établir de relations intégratdre les inconnues du probleme a
résoudre (1) ou (2), I'autre étant connu.

Il -2-4) Solution fondamentale (Probléme de Kelvin)

Pour pouvoir écrire I'équation intégrale on a besbune solution analytique d’'un

probléme particulier sur le domaifeet on appelle solution élémentaire ot fondamentale
de I'élastostatique un état associé a une forcetpele unitaire appliquée en un point fixé

du domainef2 et de direction ele comportement du matériau étant considéréitiméa
élastique. Il y a autant de solutions élémentajresde choix de domairf@ et de

conditions aux limites s@€2 . Plusieurs solutions élémentaires existent, pamgte :
+ demi-espace avec surface libre : solutions de Boess, Cerruti, Mindlin (force
ponctuelle appliquée en un point intérieur du despace).

%+ demi-espaces collés : Solution de Mura (demi-esp@ogropes).

% plaque épaisse infinie élastique: Solution de BeniRosakis.

%+ probleme de GREEN ou de Neumann, etc....
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e, _
e,

9

P Plan infini

Fig.3: Probléme de KELVIN

Solution de Kelvin es la solution la plus simpldagplus générale correspond a I'espace
infini élastique isotrope avec conditions de dé&sance a I'infini (déplacement nuls a
I'infini), elle décrite ci-dessous.

Soit une force unitairé appliqguée en un point P d’un milieu infini bidimemnel
suivant la directioﬁ .pour ce probléme, I'équation de NAVIER s’écritenpoint Q du
domaine :

(A + p)uy + HU; o = —0p01] (”-6)

Avec les déplacements nuls a l'infini comme comais aux limites

[im u, = 0
IPQ]|-

« La composante du vecteur déplacement en un posniv@nt la directiore est :

i _ 1 _ 1
Uj(P,Q)—SH'U(l_V)[(S 4v)|n(rj5ij+r,ir,j} (1.7)
Ou:

E

r : est la distance entre les point P et/®,= S1tv) 1+v)

Et
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rpo=4 (11.8)

» Le tenseur des contraintes est calculé & parta 8 de comportement en
élasticité linéaire (loi de Hooke) :

ol =A0, Ul +uU;, +U, ) (1.9)

e La composante du vecteur tension en un point Qsefacette de normale

n(Q)

Suivant la direction€; est:

—_—

T/(P.Q =0y (P.Qn(Q (11.10)

Soit sous une forme explicite :

POz * O _ _
Tj(P’Q)_47T(1—V)r[6n[(1 )2 |+ @2 mrj)} (.13

ou:

or _ B
an NG =nr;,+n,r,

Il -2-5) Equations intégrales en déplacements

Toute solution élémentaire élastostatique est $igrguau point source. D’ou pour
I'établissement d’'une équation intégrale, le besbime procédure de passage a la limite
permettant de tenir compte du caractére singuédadolution fondamentale employée.
L’équation intégrale en déplacements solution chblgme déja posé (voir Figure 1) est
obtenue a l'aide de la solution de Kelvin et duwtieééne de réciprocité de Maxwell-Betti.
Cette équation dépend de la position du point Ryroapplique I'effort unitaire Ki=1,2).
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2t 144

o) P

ﬁ*} Plan infim
Intat 1: (wy . ty) ltat 2: [us , t2)
a) Probleme & résoudre(u, ) Byobléme de KELVIN (U, T')
Fig.4 : DomaineQ et sa traceQ’ sur le plan infini

+ u, (Q) estlacomposante du vecteur déplacement d’urt @Qoin

suivant la directior® ; ;
+ t,(Q) estlacomposante du vecteur tension suivantégtitn

€, en un point Q sur une facette de normel@) .

Pour un probleme bien posé, soit(Q) , soitt, (Q) , Q variant sur le contowdQ et
(j=1,2), est donné comme condition aux limitesytta étant I'inconnue qu’on cherche. La

figure (Fig.1.4b) représente un plan infi," étant la trace dé2  sur ce pIan.Fi est
une force unitaire appliquée en un point P suiiﬂmirectiongj, la composante du vecteur
déplacement en un point Q d&' suivant la direction?j est donnée par la solution

analytique du probléme de KELVINU ; (P,Q)), et la composante du vecteur tension
en un point Q déQ' sur la droite tangente é’#'( P, Q).

+ Sile point P est & I'extérieur deQ’" :

Dans ce casQ’ est en équilibre sous I'action du champ des tesﬁjk(rP, Q). Ainsion a
deux états oul le domairfé est en équilibre élastostatique : le premier eptdbléme a

résoudrdu; (Q), 1 (Q)), le second egt)| (P,Q), T, (P, Q).

Alors d’apres le théoreme de Maxwell-Betti, on a :

[ T/(P.Qu(Qd{Q=[_ U(RQt Qdsq (I.12)
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e Sile point P est surQ’ :

Le domaineQ' n’est plus en équilibre sous I'action du chaifﬁ(rP, Q). Par conséquent,

I’équation (II.12) ne peut plus étre écrite pour un point P apparteﬁtﬁiﬁ.

d€2

31 [
ud Plan infim
tav ;o (uwy . ty) ptat Z: | us , 1g)
Probléme a résoudre(l, t) Probleme de KELV:I@,'IT‘)

Fig.5 : Cas ou le point d’application de la force est icontourdQ

Pour pouvoir écrire le théoreme de MAXWELL-BETTIysaun point P du contour, on
isole P par un cercle de rayéncomme le montre la figure (Fig.5). Le nouveau oant
d’intégration sera :

Fr=0Q-(Q,naQ)+(0Q, n Q) (11.13)
Ou Q, est la région du cercl€), on contour. On peut €crire alors :

[[TIP.Qu(Qd¢Q=] Y(R Qi Qds® (I.14)
Et en faisant tendré vers zéro, on obtient I'équation intégrale en dépiments :

C,u(P)+[ T(PQY(Qd§ Q=] U(P QI QdsR (I1.15)

Ouc. = L4 silanormale en P est continue. Dans ce casdtémuintégrale en
ij 2 ij

déplacement s’écrit :

U+ T(RQY(Qds @=[, U PRI REX (119
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Il -2-6) Déplacements des points intérieurs

B ‘ M=
eI 44 (- —

ya Q

H F!
. P J_)-")
— | e
uﬂ Plan infim
Istat 1: [y . 1) vat 23 (e o Tg)
Probléme a résoudre(d, t) Probléme de KELVIN (LT,'F)

Fig.6 : Cas ou le point d’application de la force est urnpantérieur
+ Sile point P est a l'intérieur de Q' :

Pour pouvoir écrire le théoreme de Maxwell-Betti,igole P par un cercle de rayén
comme l'indique la figure (Fig.6). Le nouveau cantd’intégration devient :

[=90Q +0Q,

On a alors :
[TI(P.Qu(Qdg Q=] U(RQH Q ds ® (11.17)

En faisant tendre vers zéro, on obtient :

u(P)+[ T(PQuY(Qds Q=] U(P QI @dsR (1118)

Ou

u(P) =] U[(PQ{(Qd§Q-| T(P Qu @ dsX

Cette équation est connue sous le nom de « ldewt#téSomigliana » pour les
déplacements. Elle permet de donner la valeur gladément en tous points intérieurs en
termes de déplacement et d’efforts €t t;) et pour tous points P ou l'effort unitaire est

appligué, une fois que ett; sont connus en tous points de la frontiere.
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Il -2-7) Contraintes des points intérieurs

La composante; du tenseur des contraintes est calculee a parti idede
comportement de Hookel(9) :

o,(P)=[ D\ (P,Qt(QdEQ-| (P RU RdsQ (I1.19)

Ou

i 1

ik =m[(1_ )0l + O = O )t A, ] (1.20)

Et

- o
S 2R 4, ) (12}

VG HY ER)HE-RXA, )@ +0 )~ (- 4)nd)
Il -2-8) Equations intégrales en tension

Le tenseur des contrainteg est obtenu en appliquant la loi de Hooke aux éqoati
de deplacement. L’application de la loi de Hookespermet de relier la composartg

du tenseur des contraintes a la solution de Kedtimux tensions et déplacements du
contour. L’équation (1) donne le tenseur des cartga pour un point P a l'intérieur du
domaindr #0). En prenant P sur le contour et en suivant le m@&lennement que pour

I’équation(ll.16), on obtient I'équation intégrale en contraintes :

%aij(P)ﬂm S, (PQU(Qdé Q=] _ D(P QL @ ds .22

Avec les conditions u (P)OC' ett, (P)OC!

En multipliant I’équatior‘(ll.22) parn; (P), on obtient I'équation intégrale en tensions

SR (P, S(RQU QSR 6 ), I PRI Q@2
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Il -2-9) Contraintes des points du contour

Pour calculer le tenseur des contraintes pour unt o situé sur le contour, trois
méthodes sont envisageables :

e connaissant le champ des déplacements sur le ¢potopeut déterminer celui des
contraintes variant linéairement sur un élémentteCméthode nous donne des
résultats peu précis.

* En calculant les contraintes pour un point intéressez proche de P puis en faisant
une extrapolation. Cela ne donne pas de bons aésylbur les zones de fortes
variations de contraintes.

- La troisiéme méthode, la plus précise, est d'atilia formule(11.22) comme une

formule des contraintes sur le contour. Ainsi oatgerire :

0,(P)=2[ D (P,Qt(QdLQ-2[ §(P Qu @ ds}l.24)

Il -3) Etudes des structures fissurées

L’étude des structures fissurées a pour objet prahéa détermination de différentes
caractéristiques de la fissure permettant de régasugk quatre questions suivantes :

+ Est-ce que la fissure va se propager ?

+ Sioui, est ce que la propagation est stable ?

+ sila propagation est stable, avec quelle vitess$issure va-t-elle se
propager ?

4+ pour quelle taille de fissure et a quel momentrgppgation devient
instable ?

Il -3-1) Equations intégrales pour les structures fissues

Dans cette section, les équations intégrales néicessu calcul d’'une structure
fissurée (Figure 4) sont présentées au dessousets approches peuvent étre utilisées,
mais on a choisi d'utiliser la méthode des équatiatégrales duales.

La simplicité de cette méthode réside dans le nerdi&quations intégrales a écrire. En
effet, pour les points situés sur la fissure, aiit ééquation intégrale en déplacements
pour une levre de la fissure et I'équation intég@lale, en tension, pour I'autre levre. Ces
deux équations sont indépendantes.
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— 80 B

r T :'u‘z' \\
e o
e III \\ -
o ' N K
[}

Fig.7.structure fissurée (cas ouH )

Considérons une fissufe située dans le solide élastique La fissure est décomposée en
deux levre§ ™, géométriqguement identiques et munies de normaliggingsn”,

N~ opposées et choisies de sorte que n soit oriest€€ ders ™~ (la normale étant ainsi
dirigée vers I'extérieur du milieu matériel).

Il -3-1-1) Equation intégrale en déplacement pour les poistde la fissure

Décomposons par la pens@een deux sous-domain€x’ et Q™ séparées par un
contour C et la fissure (Fig.1) On peut alors égpour un pointP” appartenant a la levre

" de la fissure.
Pour une fissure non chargée I'équation intégmaleeesion se réduit a :

Su(P)+ T(P.Qy(Qds@=[, . . W P QR ds)XN25)

JaQ octort *gcrort

De la méme maniere, I'équation intégrale en déphace pour un poire” appartenant a la
levre [~ s’écrit :

U+ T(P, Qu(Qdé =]

oQ-oc or-

W P ®T R ds)XIl.26)

J-OQ_DC_DI'

L'addition membre & membre des deux égalité4),(11.2) prises pour le méme point

P =P*=P"donne, compte tenu des conditions de raccord gpdisition des normales’
etn surC:
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)y U PRE R 6927

oQ artor-

T(PQu @ds 1|

eQ ortor-
Sachant que
r=r-gr-

U@ P+ TR AN @ s R

aor

U PR pdS)Q.ZS)

D’ou I'équation intégrale en déplacement pour lesi{s de la fissure.

Il -3-1-2) Equation intégrale en tension pour les points dia fissure:
En suivant le méme raisonnement que pour I'équatidgrale en déplacement_

I’équation intégrale en contrainte pour un pdint P*= P~ situé sur les levres de la fissure
s’écrit :

%(Uu (P)+g, (P_))ijmr S(PRQuU(Qds Q=L P PR R @s)Q1.29)

QOr

En multipliant les deux membres de I’équat(cbth.S) parn®, du pointP* ou n~ du point
P~ on obtient I'équation intégrale en tensions

e @) (P)],., $PRU RER |0 P, 1@ PROAHE@N)
Pour une fissure non chargée I'équation intégmaleeesion se réduit a:

0 (P) ] S(RQuUQ ST o B H PRE R E3Y

Il -3-1-3) Equation intégrale en déplacement pour les poiatdu contour

Si le pointP n’appartient pas aux lévres de la fissur@ppartenant aQ"*
L’équation intégrale en déplacement s’écrit:

u(P)+|

aQtoctar*

T(PQy(Qdé =]

oQtoctar*

WPRIERER (1132
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Et puisqueP Q™ on va utiliser le theoréme de Maxwell-Betti poarige une relation
intégrale suf)™:

T.(P.QY(Q dé Q=] U P QI @ ds)i33)

J-OQ_DC_DF_ oQ oc ar-

L'adition membre a membre des deux équat{tihg),(111.9) donne :

%“i(P)J“LQDrT'(PQH'(Q ds @=[ U P @ Qds)l3a)

Qor

D’ou I'équation intégrale en déplacement pour umpde conteur.

Il -3-1-4) Equation intégrale en tension pour les points daonteur

La méme démarche suivie pour I'obtention de I'émumaintégrale en déplacement
pour un poinP du contour nous conduit, a I'équation intégraldéesrsion appliqguée pour
le méme poinP

S(PQU Qdsi ;0 )P I PR(t)QE(@.35)

oQar

—t(P) n(P|

oQar

Il -3-1-5) Déplacements et contraintes des points intériesir

Si le pointP est a l'intérieur du sous-domaif¥é, on peut écrire alors écrire
I'identité de Somigliana

u(P=[ . U(P,Q1(Qd¢ Q-] T PR R ds)1.36)

eQtocrort

Le théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti s’éstit le sous-domairie”

T (P.Qy(Qd¢ Q=] W( P Q1 @ ds.37)

JGQ_DC_DI’ oQ oc ar-

L'addition membre a membre des deux éga{ité36),(11.37) nous donne l'identité de
Somigliana pour une structure fissurée :
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u(P=[_ U(PQI(Qd§ Q-] T PQuU R ds)I38

La composante; du tenseur des contraintes est obtenue a paréridede
comportement de Hookldl.9) en injectant la valeur de (P) de I'’équation(11.38)

dans(11.9) on obtient :

o,(P)=] Di(POL(QdEQ-[  $( PRU R ds)Q1.39)

Il -3-1-6) Contraintes des points du contour :

La composanter; du tenseur de contrainte d’un poisitue sur le conto@Q
se calcule a partir de I'équation intégrale entr@ante d’'une structure fissurée

g,(P)=2[ D,(P.OL(Qd4Q-2 (PR Rds)N49

oQOr

Il -3-2) Résolution numérique des équations intégrales

Cette section décrit la discrétisation par €lémdetiontiere et la résolution
numérique des équations intégrales nécessaires¢mnudre une structure
bidimensionnelle fissurée élastostatique en présdiatforts volumique de type
contraintes initiales. L’approche décrite danstapitre est la méthode des points de
collocation, qui consiste a discrétiser I'équatrndéplacements et! Ou en tension pour
des points de collocation en un nombre fini chdesmaniére a fournir au moins autant

d’équations que le probléme discret compte d’inc@sn

Il -3-2-1) Discrétisation de la géométrie

Fig.8 Structure fissurée discrétisée
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La frontiéredQ est discrétisée en NEG segments de dfgjtém=1,NEG). Le contour

et~ sont décomposés respectivement en NEF (m 1, NEF)) éléments

géomeétriguement confondus mais de normale oppG3egjue élément est défini par deux
nceuds comme en éléments finis. Les coordonnéegpdinhquelconque de I'élément sont
déterminées par interpolation a I'aide des fonatide forme. Par contre le domaiQeest
subdivisé en M éléments internes sur lesquelntégrales de volume sont évaluées
numeériguement.

Les champs élastiques sont discrétisés a I'aidérdénts quadratiques non conformes.

%97 X N(3+ 2 N
) (k=f, g)  11(41)

Yo(9) = Y N(S+ Yoo N E

\

Il -3-2-2) Discrétisation des champs élastiques

rﬂll
N. M, M, M, N,
B B
= I"r.'l 'Ilr ﬁ I 'Lr.'l 'I 3 I L.'r.' ‘III 3 I‘ "".'1.I fﬁ L
i fif i g
Ln".'

® Noeud de collocation

B Noeud de géométrie

Fig3. EIéments quadratiques non conforme
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1.5 AN N NG /]

0.5

N, ©

7 )
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N
/
\

-1 08 06 04 02 0 02 04 06 08B 1

g
)

Fig4.Fonctions de Formes
Les points de collocation ont été choisis a l'irger de I'élément pour éviter les problémes
numeriques liés a la discontinuité de la normajgoeir pouvoir surmonter aussi le
caractére singulier des problémes avec fissures.
Ainsi que pour pouvoir traiter les problémes deslarité en fond de fissure.

Sur un éléemenk, on a:

-

u(M)N(9 (11.42)

Mo

u,(s) =

1

(M) N (9

A
w

ti (s)

\

Les fonctions de forme sur cet élément sont donpaes

Fig.5.Elément linéaire pour la représentation de la gétoimé
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15 6 9
Nl(s)ZE—L—ns+ K s (1.43)
Nz(s):—§+3 s+L—2 S (11.44)

3 3 9
N3(s):§—|_—ns oL s  (11.45)

Ousest I'abscisse curviligne et L la longueur totdgel’élément.

M/ (1=1,3) sont les points de collocation de I'élémlent

Le fond de la fissure est discrétisé a I'aide didéts singuliers permettant de représenter
exactement le champ des déplacements. Cet éléimgutier contient trois points de
collocation positionnés de la méme facon que ceubétEment quadratique non
conforme, les fonctions de forme étant définies mensuit:

N (s)=a+b+¢e/s (11.46)

L/2 |
L,/3 |
- q
Mt M} M,
[ $ & & :
" » - -
M M, VA

1\\ Fond de fissure

® Noeud de collocation

g Noeud de géometrie

Fig6. Elément de fond de fissure

42



Chapitre Il : La méthode des équations intégrales 43

Les déplacements et les tensions en un point g&ri

( 3

u(s)=> y(M)N(9 (1.47)

=1

JOEDRICHIIE

\

Il -3-3) Ecriture discrétisée des équations intégrales

Il -3-3-1) Discrétisation de I'équation intégrale en déplaament pour un
point P de la fissure:

L’équation intégrale en déplacements appliguée a pamnt de collocation
(P =M ) de I'élémentl"! situé sur la levré * s'écrit :

U+ UMD+ TN QuQas @=[, V(L BT R o
(1.48)

Tenant compte de la discrétisation des contoutds @blume en éléments cette équation
devient:

SUME)+Zu(ME)+ Y [ TP, Q4 (Q dé g+
> [, TIMPQu(Qdg Q= (11.49)
> [L,UIMEQL@ALQ+ Y, [, U(M, QH(QdéQ

En remplacant la valeur des variablegQ) ett (Q) par leurs représentatio(rlls42), on
obtient
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UM+ u M)+ X [T Q(z N(3 4 wj s @ (1150)

2xNEG

> [Ty Q)(ZN(s)q(Mn)j d§ @ = ZLQ M, i N)st ﬂ/l)} ¢s)Q +

2xNEG

2 J T(My Q)(Z N(s)t(NL:)]ds(Q

Soit:

2xNEG

; (Mfk)+ u (M760) izzu T(MkaN(g)dglt( M)+ (11.51)

m=1 I=1 j=1

=z

EG

Sy (Ko on@adpm= I3[ o 5 s dse e

o zz( [ UL 9N (9 a9 1 M)

Ou Ly, estlalongueur de I'élément du contayy, . = 9J,,0,0; et LI est la longueur de

I'élément de fissurg
Finalement on a :

Z_ ZZ( I’T‘Inkllj mnklu J.OL&T;(Mer’S) N(S d% lj-( '\4)"' (”52)

>33 [T 9N g W )= ii[ﬁ“ YO B NS ds ¢ g

m=1 I=1 j=1 m=1 I=1 j=1
2xNEG
> 33Uz 9N o M)
m=1 [|=1 j=1

a nkij — 5mn5kI5ij et Brankii = Om( 1) Ok 119i( j+1)

C’est une équation a (12MNEG + 24 x NEF )variables.
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Il -3-3-2) Discrétisation de I'équation intégrale en tensio pour un point
P de la fissure

Pour une fissure non chargée I'équation intégnalteasion(ll.Bl) appliguée a un
point de collocation(P = M ) de I'élémentl"| situé sur la lévré ~s’écrit :

(MO S.(MS Qu(Qds @= i M) RO M. R R ds)pI53)

La méme démarche de discrétisation nous conduit a :
2 2
DR INCR
L
0 (M[ [ (M, 9 NC3 0340 ) (1154

iiu,—(w')(jf” D, (M, 9N (3 d%ra(Ms:)

J,' Sa(ME, 9 NCS 0 4 1)

Il -3-3-3) Discrétisation de I'équation intégrale en déplaament pour un
point P de conteur

Pour une fissure non chargée I'équation intégraldéplacemen@ll.34) appliquée a
un point de collocatiorfP = M%) de I'élémentr? s'écrit

Ty TMEQu(Qd$ Q=] UM, QX @SR (155)

Apres discrétisation, on obtient :
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NEG 3

ZZZ( 300, jo“g“T;(Mgk,s)N(s) d% W N+

ml =1 j=1

2XNEG 3 2

>3 [ITMEING S K = Y

m=l =1 j=1

EG

i(f e, )S.N)Sg t M+ (1.56)

I=1 j=1
2xNEG 3

Z >3] [FuimE 9N (9 o, )

mel =1 j=1

C’est une équation a (12MNEG + 24x NEF)variables
Il -3-4) Constitution du systéme d’équation :

La discrétisation des champs élastiques nous augamdvoir (12 XNEG + 24x
NEF) variables la moitié de ces variables sont consogsme conditions aux limites. Pour
pouvoir résoudre le probleme, il fait donc (BIEG + 12x NEF)équations
indépendantes.
La méthode de collocation consiste en I'écriturd@spuation intégrale pour tous les points
de collocation de structure. L’écriture de cettaatmpn pour un point de collocatiét

d’'une levre de la fissure conduit a la méme équnadimite pour le poirR™ de l'autre
lévre de la fissure.

Pour surmonter ce probléme on utilisera la méthimdeequations intégrales duales qui
consiste a écrire I'équation intégrale en déphami(ll.ZS) pour les points de

collocation d’'une lévre de la fissure et 'équatiotégrale en tensior(ll.Bl)sur I'autre

levre de la fissure ce qui nous donne deux équatratépendantes écrites pour les points
géométriquement confondBs et P*

La construction du systéeme d’équations consistxieeé

X I'équation intégrale en déplacement discrétiséar fes 3 points de
collocation (P = M%) (k=1,3) de chaque élément du contdyfr (n

=1,NEG ) suivant les deux directions.
X I'équation intégrale en déplacement discrétiséar fes points de

collocation(P=M_") (k =1,NEP de chaque élément d’'une méme

levre de fissurd | (n=1+2 a ,a =1 NEF-1)suivant les deux

directions.
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X I'équation intégrale en tension discrétisée peardoints de
collocation (P = M *) (k=1,3) de chaque élément d’'une méme lévre
de fissurel'| (n=2a ,a =1 NEF) suivant les deux directions.

Ainsi, on obtient un systéme d’équations 8eNEG + 6x NEF + 6x NEF)
équationsa 12x NEG + 24x NEF yariables
Sous la forme matricielle suivante

[AI{Y H B}t (.57 )

Les coefficients des matrices [A] et [B] ne sons$ pan méme ordre de grandeur. En effet,
A, est du méme ordre de grandeur que r tandisRj@st du méme ordre de grandeur que

G (G étant le module de cisaillement). Pour obtenisysteme bien conditionne, on doit

multiplier les coefficients de la matrice [B] paB20n aura alors a résoudre :

[A|{u} =(20)] Eﬁ{ t :%} (11.58)

Les vecteurs {u} et {t} contiennent les valeurs déplacement et des tentions avant
I'application des conditions aux limite6x NEG+12x NEF)de ces variables sont

données comme conditions aux limites. Ces conditipauvent étre introduites par un
réarrangement dans les colonnes de [A] et [B] cengus permet de transformer le
systéme a résoudre en mettant les variables comtuesoté et les inconnues de l'autre
coté et obtenir un systeme déquations déxNEG+12x NEF)équations a

(6x NEG+12x NEF)inconnues de la forme :

[KI{x}={v} (11.59)

Ou {x} est le vecteur qui contient toutes les incoas en déplacement et en tension.

Apres la résolution par une méthode approprié,videurs des tentions trouvées seront
multipliées par 2G pour avoir la solution du praobé
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Chapitre 3

Le code KSP

[1I -1) Introduction

Compte tenu de la complexité croissante des stestaéronautiques, et afin de
garantir un colt de développement et d'utilisat@isonnables, le recours aux simulations
numeriques se géneéralise. Ces simulations viseoigpléter et/ou remplacer tout ou partie
des essais, tres codteux et long a mettre en odR@rkmis, ces derniers ne sont plus qu’un
moyen de vérification des calculs effectués.

L’objectif est de développer un modele numériqomme |leKSP basé sur la méthode des
équations intégrales et la méthode des élémenssdun permettent d’une part I'étude des
structures tridimensionnelles fissurées ou nonufé&sss et d’autre part, de mettre en
évidence l'effet des contraintes résiduelles sur demportement des structures
bidimensionnelles et tridimensionnelles. Le nivedas déformations résiduelles est
considéré comme suffisamment faible pour qu’eltdsrg négligées, et I'étendue des zones
concernées est par hypothese suffisamment petitg pavisager un comportement
globalement élastique comme une bonne approximationcomportement réel de la
structure.

[l -2) Présentation de KSP

KSP est une plate-forme logicielle de simulatiarmérique en mécanique. Il est
développé en langage orienté objet sWistial C++. Il permet la résolution de différents
types de problemes modélisés par la méthode degiéqs intégrales et/ou la méthode des
éléments finis, en linéaire ou en non linéaire, rpdes structures en deux et en trois
dimensions.

Il permet, notamment, la résolution des problenuégasts :
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lll -2-1) Elasticité en deux et trois dimensions par la nteode des éléments
de frontiéeres:

Fig. lll.1 : une piéce avec 6 trous au milieu Fig. lll.2 : une piece sous forme de A

[l -2-2) Multi fissuration par la méthode des éléments d&ontieres :

Fig. lll.3 :une piece avec trois fissures  Fig. I11.3 : piéce en 3D avec un trou au milieu
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[l -2-3) Elastoplasticité en deux dimensions par la métlie des éléments
de frontiére :

Fig. IIl.5 : une piéce avec un maillage partiel.
lll -2-4) Couplage éléments de frontiere — éléments finis

|
|
S \
|

P ol gl o s P Sl o i s o

Fig. 111.6 : une piece en 2D avec une fissure
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[l -2-5) Simulation de la propagation des fissures

Fig. IIl.7 : un cube avec une fissure circulaire.

[l -3) Environnement de développement du logiciel

KSP développé en langage orienté objet sdisuial C++ il utilise quelques classes

de la bibliothequéFC.
Actuellement, il est constitué de plusieurs clas$egju’'une d’elles représente un objet bien

spécifique.
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< MODELISATION - Microsoft Visual C++ - [SystemeDEquation.cpp]

[ Ble Edit Wiew Insert Project Buld Tooks ‘window Help = x|
8 sEH@| i B - R EE | W |
| CSystemeDE quation = |[ 180 class members) || & DoTriangularisation I H || E P ELAm A 5
e =
- ®1% CSysteme ~ oy
=l ®1% CSystemeDEquation #7 Le Calcule des Elements de Droites De la Nouvelle Matrice
- @ CSystemeDE quation(] s o
- @ ~CSystemeD Equation(] Eor(3=0:j<Hin: j++)
- @ dawpylint n, double da. double ¢, int j, double Y] BEVEKTT LI
- @ deopylint n, double ™, int m, double ") ) ) )
- @ dgemvlchar trans, int m, int r, double alfa, doubls =4 inr( i=Min;i<m_Taille:i++)
- @ dm2(int n, doubls ™) s
- o[ DoTrznguiisatr)] R e
- @ drot{double &<, doubls &Y, double ¢, double 5]
- @ drotgldouble &da, double &db, double &c, doubls &s) for(i=j+l:i<Min:i++]
- @ dusvichar uplo, char rans, int n, double ™4, double ' e
- @ EcrasementETriangularisationPivoParLigne(] fDr(kk:ﬁm)kkm_Tal“a Klore
- @ GMRAES(int &restart, int Liter) {
- @ GMAESAVECPRECONDITIONEMENTL K[i][kk]=K[i][kk]l-c*K[i][kk]:
- @ GMRAESFinallint &restart, int biter] ¥
- @ GMRESFinalPrecondiint restat, int iter) 3
- @ ResaisiLaT ailleDuProblemefint newsize] %
- @ SetTaileDuProblemeint taille] P22 -
. @ Trisngulstisstionglohsls(] " #/F[Min-1]-F[Hin-1]/E[Hin—1][Hin-1]:
: :1::::3E::::z::g:i:zﬁ::‘;:imDU“ i le Calcule des Elements de Dessous de La Houvelle Matrice
a e
- @ TriangulsrisationglobaleS ansRecherchePivl])
~ § Triangularisationjordan(] for({i=0;i<Min;: j++)
; ; :ﬂn;ngulansatmn[lpt\male[] B T i S Y
w @mF c=K[1][i]:
@ mK for(lkk=j+1 kken_Taille kkt+t)
@ m_kpivot £ .
- m_DldTaile E[i][kk]=K[1i][kk]-c*K[i][kk]:
=g ke FLi1=Fl]-esEL3];
ol
- 1% CSystemePourPlasticite ¥ =
- ™% Cecteur LS = =
% Cyectenrlnt %Dr(j*}{ln, Jem_Taille:j++)
- (2] Globals _ oo
v e Rechsrchs ds 1.c du pivot max
£ | > b
= sup=K[3]1[1]: =
B2 Clasolfiow | ] Fresourcebien | [ Fileview | : : |
A Configuration: HODELISATION — Win32 Debug———————————————— <
MODELISATION.dll — 0 errori(s), 0 warning(s) -
W1 Build ¢ Debug %, Find nFiles 1 5_Findin Files ]| 4 | | I

LnEE, Col 1

lll -3-1) La décomposition des problémes dans KSP

lll -3-1-1) Les classes CProbleme et I'héritage

Lorsqu’une classe est définie a partir d’'une a(iee plus généralement, a partir de
plusieurs autres), la nouvelle classe est appddése dérivée. Une classe dérivée contient
automatiqguement tous les membres donnés des clagseispermis de la définir ainsi que
les fonctions membres. On dit que la classe héete membres donnés et des fonctions
membres des classes de base. Ainsi, Les clagse®robleme dérivent de la classe

CProbléme.

Le code KSP utilise la notion de fonction virtuelle. Il s'agde la plus importante

fonctionnalité du C++.

Une fonctionvi rt uel | e permet aux classes dérivées de remplacer l'impltatien fournie

par la classe de base. Le compilateur s'assurdagueéthode remplacée est bien appelée

quand I'objet en question est bien du type dedsse dérivée, méme si I'objet est accédé par
un pointeur de base plutdt qu'un pointeur dérivila@ermet aux algorithmes de la classe

de base d'étre remplacé dans la classe dérivée.
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Ainsi, lorsque |leKSP appelle la fonction mer€Probléme : SolveYourSelf()c’est les
fonctions fillesC***Probleme ::SolveYourSelf() qui vont s’exécuter.

Il -4) Présentation des classes CProbleme

KSP est un programme pluridisciplinaire de calculs amégues numériques. | peut
traiter aussi bien les problémes mécaniques paréhhode des éléments finis, que par la
méthode des équations intégrales ou en couplantidag méthodes. Il est prévu pour
contenir une bibliothéque de classes de problémiegegivent étre completement différents.

Parmi ces classes :

Il -4-1) CPropagationFissure
Cette classe permet la résolution de problemes mitezs en élasticité linéaire en
deux et trois dimensions par la méthode des éqeatidégrales. Elle permet notamment la

simulation de la propagation des multi-fissures.

Il -4-2) CRaidisseurPropagationProbleme
Cette classe permet la résolution de problemes mitgees en élasticité linéaire en
deux dimensions par couplage de la méthode dedi@asiantégrales et la méthode des
éléments finis. Elle permet notamment la simulateria propagation des fissures dans des

panneaux raidies.

Il -4-3) CBEMElastoPlasticite

Cette classe permet la résolution des problemesoglastiques par la méthode des
égquations intégrales duales. Elle permet notamiaegimulation de la déchirure ductile des

téles minces.

lIl -4-4) CContactProbleme

Cette classe permet la résolution des probléemegodéact par la méthode des

équations intégrales duales. Elle permet notamitéute des assemblages boulonnés.

Il -4-5) CFEMProblme
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Cette classe permet la résolution des problemesames par la méthode des

éléments finis.

Seules les deux premieres classes seront décaibssce manuel.

Class GProbleme
Liste de Piece
Systeme d'equations
Virtuel void SolveYourSelf)
Class Class
CPropagationFissureProbleme CRaidisseurPropagationProbleme
void SofveTourSelf void Solve YourSelf)
Class
CBEMElastoPlastcieProbleme Class CContactProbleme
1d Solve YourSelf
void Solve YourSelf) TR
Class CFEMProbleme Class C***Probleme
void Solve YourSelf void Solve YourSelf])

Fig. 1.8 : I'architecture du code KSP.
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Chapitre 4

La méthode de gauss pour la résolution des system
d’équations

IV-1) Introduction
Nous cherchons a résoudre un systeme linéaireéd@ations & inconnues :

CooXot Co X+...+ Cy X, = by
CioXo+ CX+...+ Cpy X, = b (IV.1)

C:n,OXO-i- C:n,lxl-i-"' + Cn,n Xn: b1

La méthode de Gauss consiste a faire une suit&dtpns sur le systeme d’équations qui,
sans changer ses solutions, le transforment egst@nse triangulaire, dont la résolution
est facile.

Ces opérations sont :

» permuter deux équations ;
» ajouter a une équation une autre équation muldiglar un coefficient non
Pour cela Gar:JusLs présente trois méthodes poairée: f
IV -2) Méthode de Gauss directe
IV -2-1) Méthode de Gauss avec pivot partiel

IV-2-1-1) REPRESENTATION.

Nous représenterons le systeme par laceaatx (n + 1)

Ao . g,
A = : : (1v.2)
a'n—ll an—ln
. a, = C.;0<i<n;0< j<n
Donneée par ] 1
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A est donc la matrice obtenue en ajoutant a la ceatlés coefficients du systeme une
derniere colonne formée des seconds membres dasaitpu Les opérations sur les
équations indiquées ci-dessus se traduisent parmeations correspondantes sur les
lignes deA.

IV -2-1-2) DESCRIPTION DE LA PREMIERE ETAPE

Ce n’est pas I'explication de la premiére étapevauie plus nous aider a trouver le
programme ; fions-nous plutét a I'explication détdipe générale

> Rechercher, parmi les coefficierdga,,- - a,,_,de la premiére colonne, celui dont
la valeur absolue est la plus grande ; soitindice de sa ligne. Le coefficierd,
est appelé I@ivotde I'étape 0

> Sia,, un peu pré nul ou nul« arréter tout : la résolutiu systeme est
impossible ».

» Sinon, permuter les lignes d’indices (et

» Remplacer chacune des lignes d’indites.. n-1par le résultat de I'addition d’elle
méme et de la premiére ligne multipliée par celdatit pour que le premier
coefficient de la ligne résultante soit 0.

Ces transformations fournissent une nouvelle ngtdorrespondant a un systéme ayant
les mémes solutions que le systéme initial, et optemiére colonne est faite d’'un
coefficient non nul sous lequel on ne trouve queziFos

aé)o a'01 301
a=| O (IV.3)

0 NIV aIn—1n

On peut alors recommencer ces opérations sur esmiéme obtenu en « oubliant » la
premiére ligne et la premiére colonne du systenginal. Et ainsi de suite.
On aboutita la :

IV -2-1-3) DESCRIPTION DE LA K*™ETAPE

La premiére étape, expliquée ci-dessus, corresjitanla= 0). Au début de la
K*™étape, la matrice a la forme suivante :
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B B A Age o A
0 . ; e

A= ] | , | (1v.4)
: : cee a‘kk akk+l e cee a‘kn
0 o .- a;m—lk aIn—1|<+1 aln—1n

IV -2-1-4) Les opérations a faire a I&*™ étape sont

> Rechercher, parmi les coefficiett§™ a,, , a,., ... &, de la colonne d’indic&
celui dont la valeur absolue est la plus grandér8dindice de sa ligne. Le
coefficient a_, est appelé le Pivot de K™ étape.

> Si a, estapeu prés nul, arréter tout. La résolutiomesossible.

Sinon, permuter les lignésetm.

Remplacer chacune des lignes d’indikeg, ... n-1par le résultat de I'addition
d’elle méme et de la ligne de rakgnmultipliée par ce qu’il faut pour que le
coefficient de rangf de la ligne résultante soit O.

Y VY

IV -2-1-5) LA FIN DES ETAPES

Si la méthode a réussi a effectuer avec sutétspes
(k=0, ... n1), alors la matrice a pris la for suivante :

. . cee a'nk a’mkl—l eee o e akn

3;)0 3;1 a0< a"ml 3,

o 0 - 0 O - 84y 8y,

Ua, ; a,..-a_.,sonttous non nuls. La solution de ce systéemeaegefa obtenir : de la
derniére équation on tire la valeur ¥e_ Connaissant cette valeur, de I'avant-derniere
équation on peut sort _, et ainsi de suite jusqu’ a la premié&guation, qui fournix,
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IV -2-1-6) FORMULES.

Pouri= K+1, ... n-1
Pourj=K+1, ... n

a. <« a. —a¢akj (IV.G)
Ay

Le systéme étant devenu triangulaire, I'obtenties sblutions peut s’écrire

Pouri=n-1,n-2,...0

n-1
&, — Z a; X
X, = J;'*l (Iv.7)

IV -2-2) Méthode de Gauss sans pivot

IV -2-2-1) DESCRIPTION DE LA PREMIERE ETAPE

> Le coefficienta,, est appelé IRivotde I'étape O
> Si a,, un peu pré nul, ou nul « arréter tout : la résofudu systeme

est impossible ».

» Sinon Remplacer chacune des lignes d’indices. n-1par le résultat
de l'addition d’elle méme et de la premiére ligneltipliée par ce
gu’il faut pour que le premier coefficient de lgre résultante soit 0

Ces transformations fournissent une nouvelle ngtdorrespondant a un systéme ayant
les mémes solutions que le systéme initial, et optemiére colonne est faite d’'un
coefficient non nul sous lequel on ne trouve queziEFos

a£>o a;)l 301
a=| D (1v.8)
0 awl1—11 amlw—ln

On peut alors recommencer ces opérations sur Esmieme obtenu en « oubliant » la
premiere ligne et la premiére colonne du systengenal. Et ainsi de suite.
On aboutit a la:
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IV -2-2-2) DESCRIPTION DE LA K*™“ETAPE

La premiére étape, expliquée ci-dessus, corresjitcila= 0). Au début de la
K*®™étape, la matrice a la forme suivante :

Go By Gy o
A= : O " .: (IV.8)
Ay Qg 8y
0 0 G A o A

e

IV -2-2-2) Les opérations & faire & 1& *"° étape sont

> Le coefficienta,, est appelé le Pivot de l°™étape.

A\

Si a, est a peu prés nul, ou nul, arréter tout. La rémoiest impossible.

» Remplacer chacune des lignes d’indikeg, ... n-1par le résultat de
I'addition d’elle méme et de la ligne de raidgnultipliée par ce qu’il faut
pour que le coefficient de ramgde la ligne résultante soit 0.

IV -2-2-3) LA FIN DES ETAPES

Si la méthode a réussi a effectuer avec sutétspes
(k=0, ... n1), alors la matrice a pris la for suivante :

S ¢ T ((\YA%)
B

0 O - 0 o - a;—ln—l a;'n-ln
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Oua, ; a,...a,_,.,sont tous non nuls. La solution de ce systéemeae#efa obtenir : de
la derniere équation on tire la valeurXle, Connaissant cette valeur, de I'avant-derniére
équation on peut sorti _, et ainsi de suite jusqu’ a la premiére équationfaurnit X,

IV -2-2-4) FORMULES.
Pouri= K+1, ... n-1
Pourj=K+1, ... n

a, « a, - —*a (Iv.10)

Le systéme étant devenu triangulaire, I'obtenties sblutions peut s’écrire

Pouri=n-1,n-2, ... 0

n-1
&, — Z a; X
X, = J;'*l (Iv.11)

IV -2-3) Méthode de Gauss avec pivot total

IV -2-3-1) DESCRIPTION DE LA PREMIERE ETAPE

» Rechercher, parmi les coefficients
Q0801 B 1BioPur By i R & G 1@ 1 @ » de toute la matrice,
celui dont la valeur absolue est la plus granaxt nsl'indice de sa ligne, et
q 'indice de la colonne. Le coefficiert,, est appelé IPivotde I'étape 0

> Sia,, unpeu pré nul ou nul« arréter tout : la résotutiu systeme est

impossible ».

» Sinon, permuter les lignes d’indices (netet les colonnes d’indice O et q
» Remplacer chacune des lignes d’indites.. n-1par le résultat de I'addition
d’elle méme et de la premiére ligne multipliée gaqu’il faut pour que le

premier coefficient de la ligne résultante soit 0.

IV -2-3-1) DESCRIPTION DE LA K*™ETAPE

La premiére étape, expliquée ci-dessus, corresjitanla= 0). Au début de la
K*"étape, la matrice a la forme suivante :
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&, 8, - 8y Bg, o 8
0 . b (ivaz)
' o B o A

0 o - a;1—1k a'n—1k+1 a"n—ln

IV -2-3-2) Les opérations a faire a l&°™ étape sont

> Rechercher, parmi les coefficiemt§™ a,,,
B B r g Bar By’ @1, ,0€ 12 colonne d'indicK celui dont la

valeur absolue est la plus grande $oitindice de sa ligne, et g I'indice de la
colonne. Le coefﬁciena;nq est appelé le Pivot de K°™étape.

> Si a, estapeu prés nul ou nul, arréter tout. La réswlgst impossible.

Sinon, permuter les lignésetm, et les colonnes k et q

Remplacer chacune des lignes d’indikeg, ... n-1par le résultat de I'addition
d’elle méme et de la ligne de rakgnmultipliée par ce qu’il faut pour que le
coefficient de rangk de la ligne résultante soit O.

Y VY

IV -2-3-3) LA FIN DES ETAPES.

Si la méthode a réussi a effectuer avec sucé&apesk=0, ... ni), alors la matrice
a pris la for suivante :

A= O . (IV.13)
. . cee amk arnkl-l cee cee akn

O 0 - 0 o - aT"1—1n—1 a;w—ln
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Ouay ; a,..-a.,,,Sont tous non nuls. La solution de ce systémeaegefa obtenir : de
la derniere équation on tire la valeur ¢, Connaissant cette valeur, de I'avant derniére
équation on peut sorti _, et ainsi de suite jusqu’ a la premié&guation, qui fournix,

IV -2-3-4) FORMULES.

Pouri= K+1, ... n-1
Pourj=K+1, ... n

a; < a _+akj (IV'14)

Le systeme étant devenu triangulaire, I'obtenties sblutions peut s’écrire

Pouri=n-1,n-2, ... 0

n-1
&, — Z a; X
X, = J;'*l (Iv.15)

IV -3) La méthode Gauss optimisée adoptée a la résolnides systemes

d’équations pour les propagations des fissures

La résolution du systeme d’équations est la p&tmus longue au niveau du temps,
dans un code de calcul par la méthode des équatiEusales
En effet, la matrice K du systeme a résoudre estoatrice pleine et non symétrique Pour
une matrice de Taille N le temps de résolutionlpanéthode de décomposition de Gauss

est proportionnel d\ ®
En outre, il faut résoudre a chaque pas de projmagain systeme d’équations dont la
taille ne cesse d’augmenter au fur et a mesura geopagation
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Dans le but d’optimiser le temps de résolution dtita propagation de la fissure un

algorithme spécial est mis en ceuvre il consiste en

IV-3-1) La méthode optimisée avec pivot par ligne
Au pasi :
» sauvegarder la matrice triangularis[él;(']

» sauvegarder le vecteur forEeF }

» sauvegarder la taille de la matriEeK ]

» sauvegarder les valeurs des pivots
» sauvegarder la colonne de chaque pivot maximum

Au pasi +1:

> calculer les nouveaux coefficients de la mat[rit‘e] a résoudre (les

coefficients correspondant aux éléments singutlarpas +1 ainsi que ceux
correspondants aux éléments singuliers du pasredeviennent des éléments

guadratiques au pasl.
» récupérer la matrice triangularisEé‘ ] etle vecteurforce[F } du pas

précédent et les insérer respectivement dans la nouvelteicma[ K] et

de nouveau vecteur forc[eF ] du systeme a résoudre au pesen

écrasant les éléments qui existent déja.

» réarranger les colonnes des nouvelles lignes giligu.
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» recalculer les valeurs des nouvelles colonnesshdavelles lignes en tenant
compte de la triangularisation (ﬁé(] au pas.

» triangulariser les nouvelles lignes

» calculer les valeurs des inconnues en remontafigless

IV -3-2) La méthode optimisée sans pivot

Au pas i:
» sauvegarder la matrice triangularis[ég ]

» sauvegarder le vecteur forEeF }

» sauvegarder la taille de la matriEeK ]

» sauvegarder les valeurs des pivots

Au pasi +1:

> calculer les nouveaux coefficients de la ma rige] arésoudre (les

coefficients correspondant aux €léments singutlarpad +1 ainsi que ceux
correspondants aux éléments singuliers du pasredeviennent des éléments

guadratiques au pa&sl.
» récupérer la matrice triangularisEeK :| etle vecteurforce[FJ du pas

précedent et les insérer respectivement dans la nouvelteicea[ K] et
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de nouveau vecteur forc[eF ] du systeme a résoudre au pesen
écrasant les éléments qui existent déja.

» recalculer les valeurs des nouvelles colonnesshdavelles lignes en tenant
compte de la triangularisation (ﬁé(] au pas.

» triangulariser les nouvelles lignes
» calculer les valeurs des inconnues en remontafigless

N.B :I'algorithme est fonctionnel a partir du premier pas.
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IV -3) Organigramme de la propagation d’'une mondissure

Lecture des donnée

A 4

Maillage du conteur et de la fissure

|

Formation et résolution du systeme d’équation
initial

K, W,

NON
» Calcul des déplacements des points
intérieurs L~ Stucture
» Calcul des contraintes des points intérieul Fissurée ?

Oul '

\ 4
Doi=1, nombre de pas

v
» Calcul deK, ,K, , K,
» Calcul de I'angle de propagationd,
» Calcul de l'incréement de propagationAa

v

Calcul des nouvelles lignes et colonnes et
résolution du systeme d’équation

K., Y| — .

i —

A 4

A 4

AffichagmA

<

Organigramme de la propagation d’'une mono-fissur
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Chapitre 5

Résultats expérimentaux

V-1) Introduction

Résoudre un systeme d’équations c’est I'étapéulaimportante et la plus colteuse
au niveau de temps, et des fois un simple systéaredples heures et des heures pour les
résoudre .Alors l'objectif de ce stage c'est d’aorér le temps de calcule pour la
simulation des propagations des fissures, enautilia méthode de décomposition de gauss
optimisée.

V-2) Comparaison entre la méthode de décomposition de @Gss directe
et la méthode de Gauss Optimisée

Les tables et les graphes suivants représentesamesaraisons effectuée entre le
temps de calcule final pour quelques exemples (@minexes) par la méthode de
décomposition de Gauss directe, et le temps deulealfinal par la méthode de
décomposition de Gauss optimisée.

V-2-1) Exemple d’'un cube avec une fissure circulaire

Fig. V.1 :cube avec une fissure circulaire
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V-2-1-1) La tables de comparaison

B

=

Nbr Nbr
DDI=306 DDI=306
Nbr
de temps Nbr de temps
pas final2 (t1) pas final2 (t2) t1/t2
1 90,87 1 63,32 462 1,4351
2 199,26 2 107,9 618 1,8469
4 589,13 4 243,1 930 2,4234
6 1328,6 6 426,5 1242 3,1153

Tab.1tableau de comparaison pour un cube avec unedigstiinée.

V-2-1-2) Les déplacements selon les directions x ety

X y X y

min 0 -0,023833' | Dire min 0 0,024529' | Dire
2

max | 0,160330 | 0,023833’ 1pas | max |0,172235]|0,024529’ pas
min 0 -0,023833' | opti min 0 0,024529’ | opti
max | 0,160330 | -0,023833’ max |0,172235 | 0,024529’

X y X y
min 0 -0,031746’ | Dire min 0 0,037205’ | Dire
max | 0,211965 | 0,031746’ 4 pas [ max [0,307999 | 0,036920’ 6 pas
min 0 -0,031746’ | opti min 0 0,037205’ | opti
max | 0,211965 | 0,031746’ max | 0,307999 | 0,036920’

Tab.2 :tableau de comparaison pour les déplacements.

V-2-1-3) Le graphe de comparaison

termps final

1400 -
1200 -
1000 -+
800 -
600 -
400 -+
200 -

exemple PFE(DDL=306)

‘ —m— gauss directe —e— gauss optimisée

Nbres de pas

Schéma.l : Le graphe de comparaison (DDL=306)
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V-2-2) Exemple d’'un cube avec une fissure elliptique inaiée

Fig. V .2Exemple d’'un cube avec une fissure elliptiquanclinée

V-2-2-1) La tables de comparaison

o

Ommase |

Nbr de temps Nbr de temps
pas final2 (t1) pas final2 (t2)
1 117,23 1 78,63
2 246,09 2 129,5
4 707,87 4 273,3
6 1502,3 6 4745
10 4839,9 10 1075

Tab.3 :tableau de comparaison pour un cube avec unedisdliptique inlinée.
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V-2-2-2) Les déplacements selon les direction x ety

X y
max -13,2 -74,873293 directe
min 115,5 5,832336
10 pas
min -13,24 -74,873293 optimisée
max 115,5 5,832336

Tab.4tableau de comparaison des déplacements.

V-2-3-3) Le graphe de comparaison

exemple d'une fissure elliptique inclinée(DDL=372)

—=—(auss directe —s— gauss optimisée

Nbres de pas

12

Schéma.2: Le graphe de comparaison (DDL=372)
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V-2-3) Exemple d’un cube avec une fissure huit

DEPLACEMENT Uz (mm)
Valeur Minimale = -0.004188 (mm)
Valeur Masimale =  3.160378 (mum)

TR T

Fig V.3 Exemple d’'un cube avec une fissure huit

V-2-2-1) La table de comparaison

o |l ommme

-0.321545

0.059283
0.440111
0.820939
1201767
1.582505
1.963423
2344251
2725079
3.105907

Nbr Nbr
DDI=1536 DDI=1536
Nbr de temps Nbr de temps
pas finall pas final2 t1/t2
1 1754,1 1 1144 1872 1,5339
2 3107,6 2 1559 2208 1,9939
4 7198,1 4 2488 2880 2,8927
6 13707 6 3754 3552 3,6517

Tab.5 :tableau de comparaison pour un cube avec unedigsuhuit.
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V-2-3-2) Les déplacements selon les directions x ety

X y X y

min -0,6201 1,6 dire min | 0,6201 | -1,6322 dire
1

max 0,4152 2,3 pas [ max | 0,8418 2,3109 2 pas
min -0,6201 1,6 opti min | 0,6201 | -1,6322 opti
max 0,4152 2,3 max | 0,8418 | 2,3109

X y X y
min -0,9617 -2,3 dir min | -1,046 | -2,2768 dir

4

max 0,8418 2,3 pas | max | 0,8418 | 2,3109 6 pas
min -0,9617 -2,3 opt min | -1,046 | -2,2768 opti
max 0,8418 2,3 max | 0,8418 | 2,3109

Tab.6 :tableau de comparaison pour les déplacements

V-2-3-3) Le graphe de comparaison

exemple de fissure huit(DDL=1536)

—=—(auss directe —e—gauss optimisée

O I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Nbres de pas

Schéma.3: Le graphe de comparaison (DDL=1536)
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V-2-3-4) Le graphe de comparaison pour les trois exemples

Graphe de comparaison

_o— t1/t2(306) —=— t1/t2(372) —a— t1/t2(1536)

4
= 3,5 -
n o 3
w um
35 25
(ONO) 2
(22
o O
€ £ 15+
v o
I—t 1-
et
5 0,5
0 I I I I I I

3 4 5 6 7

o
=
N

Nbres de pas

Schéma.4: Le graphe de comparaison pour les 3 exesp
On remarque bien, que dans les trois exemplesgeatEque :

e Le temps de calcul final est proportionnel aux boes de pas et c’'est
semblable pour les deux méthodes (Gauss directessGgotimisée).

» La différence entre le temps de calcul final denkthode de Gauss directe
et celui de la méthode de Gauss optimisée augnpeoprtionnellement
avec le nombre de pas.

» Les déplacements selon la direction x et y sonttigees pour les deux
méthodes.

V-3) comparaison entre la méthode de décomposition derdlan et la
méthode de Gauss Optimisée

Les tables et les graphes suivants sont des coippasaeffectuée entre le temps de
calcule final pour quelques exemples (voir annepes)la méthode de décomposition de
Jordan, et le temps de calcule final par la méthitddécomposition de Gauss optimisée.
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V-3-1) Exemple d'un cube avec une fissure circulaire

Fig. V.4 :cube avec une fissure circulaire

3-1-1) la table de comparaison

Temps Temps

finall(t1) final2(t2)
1 75,015 52 1 1,451
2 152,99 79 2 1,928
4 448,27 180 4 2,491
6 1301,9 317 6 4,101

Tab.7tableau de comparaison pour un cube avec unedissaulaire
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V-3-1-2) Les déplacements selon la direction x ety

X y X y
min 0 -0,023833’ Jor min 0 0,024529’ | Jor

2

max | 0,160330 | 0,023833’ 1pas | max | 0,172235 |0,024529’ pas
min 0 -0,023833" | opti min 0 0,024529’ | opti
max | 0,160330 | -0,023833’ max | 0,172235 |0,024529’

X y X y
min 0 -0,031746’ Jor min 0 0,037205’ | Jor
max | 0,211965 | 0,031746’ 4 pas | max | 0,307999 |0,036920’ 6 pas
min 0 -0,031746’ | opti min 0 0,037205’ | opti
max | 0,211965 | 0,031746’ max | 0,307999 |0,036920’

Tab.8 :tableau de comparaison pour les déplacements

V-3-1-3) Le graphe de comparaison

Temps final

Exemple PFE(DDL=306)

—e— methode de jordan —— Gauss optimisée

3

4

Nbres de pas

Schéma.5: Le graphe de comparaison (DDL=306)
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V-3-2) Exemple d’'un cube avec un contourT3_fissureT3

DEFLACEMENT Uy (ram)
Valeur Winimale = -0.195238 (mm)
Valeur Mazimale= 1.099062 (trorn)

-0.324668
-0.169352
-0.014036
0.1412380
0296596
0451912
0607228
0.762544
0.917860

|
|
I
1
=
==
1]
1]
=
|

1.073176

Fig V.5 : Exemple d’'un cube avec un contourT3_fisseT3

V-3-2-1) La table de comparaison

Nbr de temps Nbr de temps
pas final pas final t1/t2
1 2593 1 1246,9 2,07952
2 4498 2 1464,7 3,07131
4 10034 4 1977,7 5,07345
6 17851 6 2602,8 6,85832

Tab.9:tableau de comparaison pour Exemple d’'un cube awve@ontourT3_fissureT3
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V-3-2-2) Les déplacements selon la direction x ety

X y X y
min | -0.044689 0 Jor min -0.094236 0 Jor
max 0,047 0,363 2pas | max 0,0939 0,511 4pas
min | -0.044689 0 opti min -0.094236 0 opti
max 0,047 0,363 max 0,0939 0,511
X y
min -0.527408 | -0,195238' Jordan
max 0,3213 1,0991 6pas
min -0.527408 | -0,195238' | optimisée
max 0,3213 1,0991

Tab.10tableau de comparaison pour les déplacements

V-3-2-2) Le graphe de comparaison

temps final

exemple avec un
contourT3_fissureT3(DDI=2082)

—=—jordan —e— gauss optimisée

20000 -
15000 |
10000 |
5000 |
o L
0 2 4 6

Nbres de pas

Schéma.6: Le graphe de comparaison (DDL=2082)
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V-3-3) Graphe de comparaison pour les deus exemples

graphe de comparaison

——DDL=2082 —=— DDL=306

tempJordan/tempsGaussOpt
|
o~

Nbres de pas

Schéma.7: Le graphe de comparaison pour les 2 exesp
On remarque bien, que dans les deux exemples Enétsegue :

e Le temps de calcul final est proportionnel aux bogs de pas et c’'est
semblable pour les deux méthodes (décompositionJatdan, Gauss
optimisée).

» La différence entre le temps de calcul final denksthode de décomposition
de Jordan et celui de la méthode de Gauss optimadgmente
proportionnellement avec le nombre de pas.

» Les déplacements selon la direction x et y sonttigees pour les deux
méthodes.

V-4) Conclusion

La méthode de décomposition de Gauss nous atpgeméduire considérablement
le temps de calcul d’'un probléeme de propagatiorfislires comme vous l'avez bien
constaté a partir des tables et les graphes pnéiedditre d’exemple pour un cube avec
une fissure huit le temps de calcule est divisédpgaour un calcule de propagation de 6 pas
(3552 degrés de libertés a la fin de propagation).
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Conclusion

L'objectif principal de ce travail est d’améliorée temps de calcule pour la
propagations des fissures dans le code KSP iljseua méthode des équations intégrales
par I'implémentation et I'adaptation de |la méthatiedécomposition de Gauss pour le
type de systéme d’équations résultant de la mad&isdes structures fissurées.

Nous nous sommes tout d'abord intéressés en prengartie aux principes
fondamentaux de la mécanique de la rupture Chap.4, la formulation en éléments
frontiéres est présentée dans le chap.2 ou laouéttdes équations intégrales duales est
utilisée pour étudier les structures fissurées Bléments quadratiques non conformes
linéiques sont utilisés pour modéliser le conteila structure et un élément singulier est
utilisé au fond de la fissure pour mieux tenir coenple singularité des champs de
déformation. Ces éléments sont développés au amgdravaux de these de H.Kebir
[1].La discrétisation des équations intégrales m@trde les transformer en un systéeme
d’équations linéaires et de déterminer les déplacesnet contraintes en chaque point du
contour. On peut ensuite obtenir les grandeurs#étieur de la piece a l'aide de relations
Intégrales simples. L’outil numérique développéédilisé pour la simulation d’'un essai
d’expansion des alésages et un cas industriel.

Les résultats obtenus en termes des facteurs wbitdés de contraintes sont
satisfaisants et nous ont permis de valider legldgpements implémentés dans le code
KSP.

En deuxiéme partie on s’intéresse a résoudre yssemes d’équations et pour
cela il existe plusieurs méthode adaptées ratipales la décomposition de Gauss .Alors
dans cette partie nous avons exposé en détail thones de gauss pour la résolution des
systémes d’équations, ainsi pour la méthode de Gaptimisée adoptée a la résolution des
systemes d’équations pour les propagations dagdisset son algorithme (chap 4), et leur
implémentation dans le code KSP (Annexes A).

Les résultats obtenus sont trés encourageaatsélioration du temps de calcul
final est trés considérable, comme on avaittad@slans le chapitre 5.
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Annexes le code de 'algorithme de la décompositingauss

Annexes A

Le code de I'algorithme de la décomposition de Gass

A-1) la méthode de Gauss directe

A-1-1) la méthode de Gauss a pivot partiel

void CSystemeDEquation::TriangularisationPivoParLigne ()
{inti,j,I,m,Ic,lll,kk;

double sup, t,piv,c,som;

double ** K=m_K.m_Valeur;

double *F=m_F.m_Valeur,

double *U=m_U.m_Valeur;

int  *KP=m_kpivot.m_Valeur;

for( j=0;j<m_Taille-1;j++)

I memememem e e
llc Recherche de I,c du pivot max
I memememem e e

for( lc=j;lc<m_Taille;lc++)

/I for( l=j;lll<m_Taille;lll++)
{
if(fabs(sup)<fabs(K[j][Ic]))
{
sup=KI[j[lc];
/s
m=lc;

(o

llc  =emememeeeeeeees Permutation entre lesleones----------------

for( i=0;i<m_Talille;i++)
{

t=Kl;

K[i[1=KM][m];

K[i[m]=t;
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/lc

/lc

}
}

-------------------- Trainagularisation —-------------------
piv=K[[il;
for(i=j+1;i<m_Talille;i++)

{
KU][i]=K[%][i]/piv;
FUI=F0l/piv;
for( i=j+1;i<m_Taille;i++)
{
c=K[i][l;
for( kk=j+1;kk<m_Taille;kk++)
{
KKK]=K[i][kK]-c*K[]IKKI;
}
Fli]=F[i]-c*F[l;
}
}

Resolution-----------------
U[m_Taille-1]=F[m_Taille-1}/K[m_Taille-1][mTaille-1];
for( i=m_Taille-1-1;i>=0;i--)

{
som=0.0;
for( I=m_Taille-1;I>=i+1;l--)
{
som=som-+K[i][l]*U[l];
}
U[i]=F[i]-som;

Rearangement des solutions

for( i=m_Taile-1-1;i>=0;-)
{

t=U[i];

UIi]=U[KPI]];

U[KP[i]]=t;

}
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A-1-2) la méthode de Gauss sans pivot

void CSystemeDEquation::TriangularisationglobaleSasRecherchePivot()
{inti,j,I,m,Ic,lll,kk;

double sup,t,piv,c,som;

double ** K=m_K.m_Valeur;

double *F=m_F.m_Valeur,

double *U=m_U.m_Valeur;

for( j=0;j<m_Taille-1;j++)

llc  —-mmemmmmeee- Trainagularisation —-------------------
piv=K[]0T;
for(i=j+1;i<m_Talille;i++)
{
KU][i]=K[%][i]/piv;
FII=F0l/piv;

for( i=j+%;i<m_TaiIIe;i++)

?;?[EE]:;jﬂ;kk<m_TaiIIe;kk++)

K[i][kk]=|£[i][kk]-C*KU][kk];
Fli]=F[i]-c*F[l;

JIC e

llc  =ememememmeeeeeeeees Resolution-----------------

U[m_Taille-1]=F[m_Taille-1}/K[m_Taille-1][mTaille-1];
for( i=m_Taille-1-1;i>=0;i--)

{
som=0.0;
for( I=m_Taille-1;I1>=i+1;l--)
{
som=som-+K[i][l]*U[l];
}
U[i]=F[i]-som;
}
I memememem e e
HC e
}
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A-1-3) la méthode de Gauss a pivot partiel

void CSystemeDEquation::Triangularisationglobale()
{inti,j,I,m,Ic,lll,kk;

double sup,t,piv,c,som;

double ** K=m_K.m_Valeur;

double *F=m_F.m_Valeur,

double *U=m_U.m_Valeur;

int  *KP=m_kpivot.m_Valeur;

for( j=0;j<m_Taille-1;j++)

I memememem e e
llc Recherche de I,c du pivot max
I memememem e e
ISU_|0=K[i][i];
:J,
m=j;
for( lc=j;lc<m_Taille;lc++)

{

for( lll=j:lll<m_Taille;lll++)

{
if(fabs(sup)<fabs(K[lll][Ic]))

{
sup=K{[lll[lc];
[=Ill;
m=lc;

(o

llc  ——mmemeee- Permutation entre les lignes | ---------------

if(1'=j)
{
for( kk=j;kk<m_Taille;kk++)

{
t=K[j][KK];
K[1KK]=KII][KK];
K[[kK]=t;

}

t=F(j];

FlI=F1;

F[I]=t;

llc  —-mememmmeeees Permutation entre lesleones----------------

for( i=0;i<m_Talille;i++)

{
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Ik
K[IG1=Ki]m];
KQ[m]=t;

llc  —-mmemmmmeee- Trainagularisation —-------------------
piv=K[]0T;
for(i=j+1;i<m_Talille;i++)
{
KU][i]=K[%][i]/piv;
FII=F0l/piv;

for( i=j+%;i<m_TaiIIe;i++)

?;?[EE]:;jﬂ;kk<m_TaiIIe;kk++)

K[i][kk]=|£[i][kk]-C*KU][kk];
Fli]=F[i]-c*F[l;

JIC e

//C ----------------------- ReS(Dﬂion

U[m_Taille-1]=F[m_Taille-1}/K[m_Taille-1][mTaille-1];
for( i=m_Taille-1-1;i>=0;i--)
{
som=0.0;
for( I=m_Taille-1;I>=i+1;l--)
{
som=som-+K[i][l]*U[l];

}
Ul[i]=F[i]-som;

I memememem e e
llc Rearangement des solutions
I memememem e e
for( i=m_Taille-1-1;i>=0;i--)
{
t=U[i];
UIi]=U[KPI]];
U[KP[i]]=t;
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A-2) La méthode Gauss optimisée adoptée a la résotuiides systéemes
d’équations pour les propagations des fissures

A-2-1) La méthode optimisée avec pivot par ligne

//************************************************* kkkkkkkkkkkkkkkkkk
void CSystemeDEquation::EcrasementEtTriangularisatonPivoParLigne()
//************************************************* kkkkkkkkkkkkkkkkkk

{int i,j,I,m,lc,lll,kk,Min,tem,tmp;
double sup,t,piv,c,som;
double ** K=m_K.m_Valeur;
double *F=m_F.m_Valeur,
double *U=m_U.m_Valeur;

int  *KP=m_kpivot.m_Valeur;

double test;
e
Min=m_OldTalille;
[~ m e e -
[~ e e
for(j=0;j<Min-1;j++)
{
if(KP[j]'=))
{
m=KP[j]
for(i=Min;i<m_Talille;i++)
{
t=K[i]0];
K[i]0]=K[][m];
KHlm]=t;
}
}
}
[~ m e e e
[~ mm e e -
/I Le Calcule des Elements de Droites De la Noevidiatrice
[ ==
for(j=0;j<Min;j++)
piv=K[j]0l;
for(i=Min;i<m_Talille;i++)
{
;<[i][i]=K[i][i]/piv;
for(i=j+1;i<Min;i++)
{
c=Ki]Ql;
for(kk=Min;kk<m_Taille;kk++)
{
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K[kK]=Ki][kk]-c*K[][KK];
}

}
}
e
[/[F[Min-1]=F[Min-1]/K[Min-1][Min-1];
et
/I Le Calcule des Elements de Dessous de Lav@lie Matrice
e
for(j=0;j<Min;j++)
{
for(i=Min;i<m_Talille;i++)

{

C=KIi[i;
for(kk=j+1;kk<m_Taille;kk++)

{

K[i[kK]=Ki][kk]-c*K[][kK];
}
FI]=F[i]-c*F[i;
}
}
I
for(j=Min;j<m_Talille;j++)

{
et
/I Recherche de I,c du pivot max
Jfm e

sup=KIID);
:J,
m=j;
for(lc=j;lc<m_Tallle;lc++)
{
if(fabs(sup)<fabs(K]j][Ic]))
{
sup=K{i][lc];
I=j;
m=lc;
}
}
Jfmm e
KP[j]J=m
Jfmm e e
/[ Permutation Entre les Colonnes
Jfmm e e
if(m!=j)
for( i=0;i<m_Talille;i++)
{
t=K[][;
K[01=K]m];
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KL[m]=t;

piv=K[j]{T;
for(i=j+1;i<m_Talille;i++)
{
;<[i][i]=K[i][i]/piv;
FLI=F0l/piv;

for(i=j+1;i<m_Talille;i++)
{
C=KIi[i;
for(kk=j+1;kk<m_Taille;kk++)
{
K[i][kK]=Ki][kK]-c*K[][kKI;

Fli]=F[i]-c*F[T;

U[m_Taille-1]=F[m_Taille-1];//K[m_Taille-Im_Taille-1];

for( i=m_Taille-1-1;i>=0;i--)
{

som=0.0;
for(l=m_Taille-1;I>=i+1;l--)

som=som+K[i][l]*U[l];

U[i]=F[i]-som;

for(i=m_Taille-1-1;i>=0;i--)
{

t=UI[I];

U[i]=U[KP[i]};

ULKP[iII=t,

}

m_OldTaille=m_Taille;

}
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A-2-1) La méthode optimisée sans pivot

//************************************************* *kkkkkkkkhhkkkkkkkkk
void CSystemeDEquation::EcrasementEtTriangularisatonSansPivo()
//************************************************* *kkkkkkkkhkkkkkhkkkk

{int i,j,I,m,lc,lll,kk,Min,tem,tmp;
double sup,t,piv,c,som;
double * K=m_K.m_Valeur;
double *F=m_F.m_Valeur,
double *U=m_U.m_Valeur,

int  *KP=m_kpivot.m_Valeur;
double test;

for(j=0;j<Min;j++)
{
piv=K[j]{l;
for(i=Min;i<m_Taille;i++)

{
;<[i][i]=K[i][i]/piv;

for(i=j+1;i<Min;i++)

{
c=Ki][l;
for(kk=Min;kk<m_ Taille;kk++)
{

K[i[kK]=Ki][kk]-c*K[i][kK];

}

}

}
Jfmm e e e

F[Min-1]=F[Min-1]/K[Min-1][Min-1];

Jfmm e e e e

for(j=0;j<Min;j++)
for(i:Min{;i<m_TaiIIe;i++)
?o:rl(i([EE}iLl;kk<m_TaiIIe;kk++)
K[i][kk]=|£[i][kk]-C*KU][kk];

Fli]I=F{i]-c*F[I;
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I

}
}

piv=K[j]{T;

for(i=j+1;i<m_Talille;i++)
{

;<[i][i]=K[i][i]/piv;

FOI=Fll/piv;

for(i=j+1;i<m_Talille;i++)
{

c=K[][il;
for(kk=j+1;kk<m_Taille:kk++)

{
K[iJ(kk]=Ki][kk]-c*K[][KK];

Fli]I=F{i]-c*F[I;

U[m_Taille-1]=F[m_Taille-1];//K[m_Taille-Im_Taille-1];

for( i=m_Taille-1-1;i>=0;i--)
{

som=0.0;
for(l=m_Taille-1;I>=i+1;l--)

som=som+K[i][l]*U[l];

U[i]=F[i]-som,;
}

m_OldTaille=m_Talille;

}
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