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Résumé

Nous avons étudié la conduction de chaleur dans une plague épaisse dans le cas de
conditions limites doublement mixte. Les conditions non homogénes de la température et du
flux sont imposées sur des parties opposées circulaires et coaxiales. Moyennant la méthode de
la transformation intégrale de Hankel le probleme axisymétrique a été reduit a un systeme
d’équations intégrales duales. Contrairement a [|’approche traditionnelle nous avons
directement obtenu deux systemes algébriques infinis en utilisant la formule de Gegenbauer
et quelques relations intégrales de la fonction de Bessel d’ordre zéro. Par la suite, les
fonctions inconnues sont exprimées a I’aide d’un développement en série de fonctions de
Bessel. Les valeurs numériques de la température et du flux sont aussi données
analytiquement et illustrées graphiquement.
Mots clés. Conduction de chaleur, probléme aux conditions mixtes, transformation intégrale

de Hankel, équations intégrales duales, formule de Gegenbauer, systéme algébrique infini.

Abstract

We consider the heat conduction in a layer with doubly mixed boundary conditions.
The non homogenuous temperature and flux conditions are prescribed over coaxial opposite
circular regions. Using the Hankel integral transforms method the axisymmetric problem is
reduced to a system of dual integral equations. Instead of the traditional approach we directly
get two systems of infinite algebraic equations with the help of the Gegenbauer formula and
some integrals relations of the Bessel function of zero order. Then the unkown functions are
expressed in terms of Bessel series developpement. The numerical values of the temperature
and the flux are also given analytically and are illustrated graphically.

Key Words: Heat conduction, mixed boundary value problem, Hankel integral transforms,

dual integral equations, Gegenbauer formula, infinite algebraic system.
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Notation Signification )
17¢ formule

n, p, kK, m constantes réelles (1.1.1, 1.1.4, 1.1.10)
Jn (%) fonction de Bessel de premiere espéce (2.1.17)

Y, () fonction de Bessel de seconde espéce (1.1.39)
Hn(X) transformation intégrale de Hankel d’ordre n (2.11.2)
T température [°C] (2.01)

d densité de flux de chaleur (2.02)

[0 flux de chaleur [W] (2.03)

0 flux de chaleur stocké dans le systeme (S) (2.04)

g flux de chaleur généré dans |e systéme (S) (2.04)

e flux de chaleur entrant dans le systeme (S) (2.04)

s flux de chaleur sortant dans le systeme (S) (2.04)

1 conductivité thermique du milieu [W m™°C™ (2.05)

T. température du fluide loin de la surface du solide [°C] (2.07)

G constante de Stephan [W m™? K™ (2.08)

€ facteur d’ émission de la surface (2.08)

P masse volumique [kg/m°] (2.09)

X, Y,z coordonneées cartésiennes[m] (2.14)
(r.6.z) coordonnées cylindriques [m, rad, m] (2.18)
Au opérateur de Laplace (2.49)

h épaisseur de |la plaque[m] (3.02)
A(2).B(4) constants dépend de A (3.05)
T..U, polyndmes de Tchebychev (3.10)
&y Ph coefficients (3.19)
S um symbole de Kronecker (3.22)

ci fonction cosinus intégrale (3.43)

s fonction sinusintégrale (3.44)
0,6, H paramétré sans dimension (3.53)
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Introduction et Synthese bibliographique

Le phénomene de conduction thermique présente un intérét capital dans divers
domaines pratiques, tels la construction mécanique, la réaction nucléaire et la déformation
thermoé astique. Grace a son implication dans de nombreux phénomenes naturels et processus
industriels, beaucoup d’auteurs se sont intéressés durant ces dernieres décennies a ces
problemes de transfert de chaleur. De nombreux travaux de recherche ont y’été auss
consacrés a leur compréhension. Ce domaine fut également I’objet d’un grand nombre de

publications.

Bien que les modeles analytiques soient largement employés dans la modélisation des
problémes étudiés [1, 24], le recourt a d’autres méthodes de résolution reste indispensable en
raison de la complexité des applications industrielles se présentant dans la pratique. Par suite,
les chercheurs s’intéressent de plus en plus a d’autres approches plus performantes de

résolution analytique et numeérique des problemes proposeés.

L’objectif de ce mémoire de recherche est de présenter une solution alternative d’un
probléme doublement mixte de conduction thermique dans une plaque métallique épaisse
donné par Dhaliwal. Il a éudié ce probleme moyennant |a méthode classique de réduction
du systéme des équations intégral es duales a des équations intégrales de Fredholm. Dans notre
cas, en s’inspirant des récents travaux de Sakamoto, nous avons directement transformeés le
systeme des équations duales correspondant en tenant compte de la formule d’addition de

Gegenbaueur a des systémes agébriques infinis.

» Letout premier travail consacré a I’étude analytique du probléme axisymétrique
et simplement mixte de conduction thermique dans une plague est publié par Dhaliwal [2]. La
base du domaine est maintenue a une température nulle ainsi que la partie opposée de rayon
unité aors que le reste de la frontiere supérieure est supposée thermiquement isolée. Ce
probleme aété réduit par la méthode de la transformation intégrale de Hankel a un systeme
de deux équations intégrales duales. La fonction inconnue vérifie donc I'équation intégrale de
Fredholm de seconde espece et elle est donnée sous forme d’une série entiere en fonction de

I’épaisseur en supposant que h est suffisamment petit.
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» Dhaliwal [1] S'est intéresseé a la résolution du probléme de conduction
thermique dans le cas doublement mixte telles les parties opposées soient de types différents.
Les portions circulaires inférieure et supérieure de rayons un sont soumises a une
température uniforme uo et un flux thermique d’intensité us, respectivement. Un systeme de
quatre équations intégrales duales en Jo a été obtenu a I’aide de la méthode de la
transformation intégrale. En introduisant des fonctions auxiliaires et en utilisant les
équations intégrales d’ Abel ces derniéres vérifient le systéme de deux éguations intégrales de
Fredholm de seconde espece dont |a solution a été donnée approximativement par la méthode
de développement en séries entiere suivant la hauteur h. Les résultats des calculs ont été
représentés graphiguement pour montrer l'influence de I’épaisseur de la plague sur la

propagation de latempérature.

» L’analyse thermique de quatre problémes aux conditions limites mixtes de
I’équation de Laplace dans un demi-espace homogeéne a fait I’objet du travail de Lemczyk et
Yovanovich [3]. Le systéme des équations intégrales du probléme a été transformé a un
systeme d’équations algébriques en utilisant le développement en série de Fourier la fonction
auxiliaire et les propriétés des polyndmes orthogonaux de Legendre. Le cas d’un milieu
bicouche en contact idéal composé d’une plaque épaisse et d’un demi-espace ayant des
coefficients différents de conductivité thermique a été auss considéré par les mémes auteurs
Lemczyk et Yovanovich [4]. Lestempératures ainsi que les flux sont supposés étre continus le
long de I’interface du domaine étudié.

> L’étude menée par Mehta et Bose [5] est consacré au probléme de conduction
de chaleur dans le cas axisymétrique d’une plaque circulaire épaisse. La base du milieu est
maintenue a une température nulle alors que la face opposée subit un flux le long d’une
portion circulaire. La solution a été donnée sous forme explicite a I’aide des fonctions hyper
géométriques et des intégrales elliptiques de premiére et seconde espece. La convergence de
la solution exacte sous forme de série aété auss discutée.
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»  Letravail de Dhaliwal [11] propose la determination de I’état d’équilibre des
contraintes thermiques dans une couche éastique. La surface supérieure non chargée de la
couche est soumise a un flux thermique le long d’une zone circulaire de rayon R sans charge
alors gque le reste est supposee étre encastrée lisse. La distribution de la température dans la
couche est réduite alarésolution d’un systeme des équations intégrales duales transformé a
une seule équation d’intégrale de Fredholm. Les résultats numériques de distribution de la
température dans la couche ont été obtenus a I’aide d’une intégration numeérique en fonction
delavariableradiaer dans I’intervalle [0. 1 ,4] enz danslecas h =25.

La distribution de la température a été calculée dans la couche ainsi que les surfaces

isochromatiques ont été construites pour des différentes épaisseurs.

> Lebedev et Ufliand [10] ont étudié le probleme de déformation axisymétrique
d’une couche élastique ayant une fissure circulaire dans le cas d’un encastrement lisse des
frontiéres. Les contraintes et les déplacements sont exprimés a I’aide des fonctions
harmoniques de Neuber-Papkovich. Le probléme est alors ramené a la résolution d’une

équation intégrale de Fredholm ayant un noyau continu et symétrique.

» Letravail examiné par Makoto Sakamoto [6] traite le probléme axisymétrique
d’une couche isotrope et élastique, contenant une fissure circulaire de rayon 2a et subissant
une pression interne et uniforme. Son étude considere le cas de surfaces libres de charges et
le cas ou les frontieres du milieu éastique sont délimitées par deux plaques rigides et lisses.
Ces problemes aux conditions mixtes sont ramenés a un systeme des équations intégrales
duales. Contrairement ala méthode classique, ces dernieres équations intégrales sont réduites
a un systéme d’équations algébriques infini. Ce qui a permet d’obtenir des expressions
analytiques pour les déplacements et les contraintes en fonction des coefficients du systéme
algébrique.

Les éguations sont données sous forme d’intégrales. Ces dernieres sont décomposes et
calculées comme suit: la premiere partie est évaluées numériquement par laregle de Simpson

avec| , =15004 ors que dans la seconde intégrale on remplace la fonction par son expression

asymptotique en tenant compte de I’équivalent a I’infini de fonction de Bessdl.
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Les effets de I’épaisseur de la couche élastique et des conditions aux limites sur le
déplacement, la contrainte normale ainsi que sur le facteur I’intensité de contrainte ont é&é
examinés.

Les calculs numériques ont été effectués dans les trois cas: h/a=0.7, h/la=1, h/a=1.5 et
a=1. Lesresultats obtenus se résument comme suit :

e Pour avoir la convergence du systéme, il suffit de considérer les dix termes de la

serie;

e Pour le premier cas |, le déplacement normal normalisé de la fissure augmente avec la
diminution de I’épaisseur de la couche toutefois pour le second cas, |le déplacement
augmente avec I’épaisseur de la couche ;

e Dans le voisinage du bord de la fissure, la contrainte normale normalisée pour le
premier cas augmente avec I’épaisseur de la couche ;

e Quand I’épaisseur de la couche devient grande, le facteur d’intensité de contrainte

pour le cas | augmente mais diminue pour le cas .

» L’étude de Sakamoto et Koboyashi [7] est consacrée a la résolution du
probléme de [I’action d’un poingon rigide infini sur une couche éastique reposant sur une
base rigide ayant un orifice circulaire. Le probleme a été résolu par le méme principe que
leurs deux travaux antérieurs.

Les résultats numériques sont consacrés a I’effet de I’épaisseur de la couche et du rayon
du trou circulaire sur les champs de contrainte. Les résultats des calculs sont donnés comme
suit :

e La distribution du déplacement de la fissure et de la contrainte en fonction des

variations de h/a (h/a=0.7, h/a=1, h/a=1.5, h/a=2 et h/a=3). Le déplacement de la

fissure augmente en fonction de h/a.

¢ l|acontrainte de contact normalisé a une singularité polaire au bord de I’orifice; 1l a
été constaté que la contrainte dans la zone de contact correspond a une compression.

Celle-ci est proportionnelle au rapport h/a.




Introduction et Synthese bibliographique

= Description du probleme

Dans cette étude, nous proposons une solution analytique pour un probléme de conduction
thermique axisymétrique d'une plagque métallique d’épaisseur h, circulaire et conductrice
occupant le domaine donné en coordonnées cylindriques. On suppose que la face supérieure
z=h subit un flux thermique d’intensité u; le long d’une portion circulaire de rayon b. Laface
inférieure opposée de rayon a est soumise a une température uniforme up . Le reste des
surfaces est maintenu a une température nulle z=h, alors que la partie correspondante a z=0
est thermiquement isolée. Ce probléme aux limites doublement mixte est transformé en un
systéeme d’équations intégrales duales par la méethode de la transformation intégrale de
Hankel.

A l'aide delaformule de Gegenbauer et grace acertaines formulesintégrales, ce dernier
systéme est réduit a un systeme infini d’équations. Lesdistributions de latempérature ont

été exprimeées par des séries appropriées et les courbes sont cal culées numériquement.

=  Organisation du mémoire

Ce mémoire est structuré en une introduction générale contenant un état de I’art sur les
travaux relatifs concernant les problémes de conduction thermique ainsi que trois chapitres

et des références bibliographiques.

Un rappel mathématique sur les fonctions de Bessel est décrit dans la premiére partie du
premier chapitre. Les principes de transformation de Hankel sont présentés dans la seconde

partie de ce chapitre.

L e second chapitre comprend deux parties. Dans la premiére partie, on donne quelques
rappels sur les transferts de chaleur. alors qu’un apercu sur les transferts de chaleur par

conduction a été présenté dans la seconde partie.
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Dans le troisiéme chapitre, représentant le noyau du mémoire, on résout le probleme de
conduction thermique axisymétrique et doublement mixte par la méhode de la

transformation de Hankel.

Finalement, ce mémoire s’achéve par une conclusion générale qui illustre les principaux
résultats obtenus a travers cette éude et une perspective sur les méthodes de résolution

dével oppées dans le sujet propose.

Une annexe est jointe a ce mémoire pour décrire les calculs analytiques et les différents

programmes numeriques qu’on a appliqué pendant I’étude de ce probléme.
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CHAPITRE1

Rappels mathématiques

Ce chapitre constitue des outils et des notions nécessaires qui seront présentés tout au long de
cette thése. Dans un premier temps, un apercu et un rappel sur les fonctions de Bessel et leurs
propriétés. Ensuite, nous allons présenter une bréve méthode d'une transformation intégrale de
Hankel. Enfin, il est utile de donner des notions et certaines méthodes concernant les éguations
intégrales. Notre travail se base sur latransformation des égquations intégral es.

@ 1. 1. Fonction de Bessd

En anal yse mathématiques, les fonctions de Bessel découvertes par le mathématicien suisse
Daniel Bernoulli, et portent le nom du mathématicien allemand Friedrich Bessdl.
Bessel développa l'anayse de ces fonctions en 1817 dans e cadre de ses études du mouvement
des planétes induites par |'interaction gravitationnelle, généralisant les découvertes antérieures
de Bernoulli. Les fonctions de Bessdl jouent un rdle important en physique mathématique.
Elles possédent certaines analogies avec les fonctions trigonométriques, comme leur caractére
oscillant.

Les fonctions de Bessel sont aussi connues sous le nom de fonctions cylindriques ou
d'’harmoniques cylindriques, parce qu'elles font partie des solutions de |'égquation de Laplace
en coordonnées cylindriques (intervenant par exemple, dans la propagation de la chaleur dans
un cylindre). Ces fonctions sont présentées dans toutes |es bibliotheques mathématiques de

programmation, dans les logiciels de calcul symbolique comme Maple dans un logiciel

graphique.

@ I ntroduction

Le laplacien de u noté par Au apparait souvent dans de nombreuse équation aux dérivées
partielles dans les domaines de la physique et de la technique. Le choix d'un systeme de
coordonnées qui dépend de la nature du probléme envisagé peut étre important dans la

recherche de la solution. Les problemes des vaeurs aux limites d'écrivent en termes
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d équations aux dérivées partielles peuvent étre résolus par de nombreuse méthodes. Parmi

ces méthodes, on utilise les conditions aux limites la méthode de la fonction de Bessel [15].

@ 1.1.1. L’ équation différentielle de Bessel

Les fonctions de Bessel s'introduisent comme solutions de I’ éguation différentielle s écrit

[16] :

2
ZZ%+Z%+(Z2 —n®)y =0, nest une constante réelle
z z

qui est appel ée équation différentielle de Bessdl.

En cherchant une solution de laforme::
Y(2)=Z +cZ " +.4+c, 7P+

il apparait que |’ éguation déterminante s écrit :
FI)=r(r-)+r-n*=r*-n*=0

elleadmet lesracines: r, =+n, r, =-n

Divers cas peuvent se présenter :

@1.1.1.1.1. Cas1: n non entier

Il existe manifestement deux solutions delaforme:

+n+l

V.(2)=Z"+¢Z
En portant (2.1.4) dans (2.1.1), on obtient :

+...+cpzi“+p+...

z [in(in—l) Z"? +¢ (xn+1)(xn) P +c, (xn+ p-1) 2P +}

+n-1

+z[4_rnz— +¢ (¥n+1)Z" +...+c,(¥n+ p)Z"° +]

+(Z-n*)[ 2"+, 2" + .+ C, 2 4. | =0
il enrésulte:

c(1+2n)=0
et larelation entre coefficients,

col=n+ p)? —n? 1= p(p+2n)c, = ¢, ,

deux situations peuvent se présenter.

(2.1.1)

(11.2)

(11.3)

(1.1.4)

(1.1.5)

(1.1.6)

(L1.7)
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@ a.2n est non entier
L’ équation (2.1.1) admet les deux solutions:
a7 v e z°
Yn(2)=2 {1 Z1(n+1) " 22(n+)(n+2) O D 2 p)+"1
(1.1.8)
. zZ z ZP
Va(2)=2 {“ (1) 222 "~ 2°pln-1(n-2)..(n—p) +} (119

@ b. 2n est un entier

L’ éguation (2.1.1) admet les deux solutions :

zZ b P
Z)= 2)=2"|1-—i——+..+(-1 +. 1.1.10
Y.n(2) y%ﬂ( ) [ (n+1)(n+2) (-9 2 pl(n+1)(n+2)..(n+p) ( )
ket . 2 (1.1.12)
Yn(2)=12 2 1—Z—+...+(—1)F' z + ..
221!(%”) 2“p!(¥+1)...(2k2+1+ D)
@ 1.1.1.1.2. Cas 2: n entier ou nul
Si n est un entier positif ou nul, il existe manifestement une solution delaforme:
¥, (2)=2"+CzZ" +C,2"* +..+C 2" + ... (1.1.12)
Correspondant ala plus grande des racines, r,=+n, de |’ équation déterminante ; elle s’ écrit :
Z2 ZZP
Y.(D=2"1-5——+..+(-)" = +.. (2.1.13)
21T (n+1) 2°°P(n+)(n+2)...(n+ p)

Il résulte de cette discussion que |’ équation de Bessel admet les deux solutions particuliéres:

2 o
ym(z):z“{l—mﬂ—]) 22"p!(n+])...(n+p)+"1 (1.1.14)
n z 7’
y_n(Z):Z [1+m+m+22pp!(n_l)m(n_ p)+j| (1'15)
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ou les développements convergent pour tout z, mais il est a noter que la seconde, y., (z) ne

convient pas pour n entier positif. Envisageons la solution (2.1.14), et multiplions la par le

coefficientﬁ, I'(n) étant lafonction eulérienne de seconde espéce, nous obtenons la
n+
fonction :
- v (2)= [ H 1 _(5) 1 . (1.1.16)
(n+l) '(n+1) 2) 1Ur'(n+ p+1)

dite fonction de Bessel de premiere espece d’ordre n, que I’on représente par la notation
J(x) ; ansi

3(2)-(2 jz ’(2 jm (1117

or:
(_1)p(zjn+2p
)= 2 (L1.18)
= p!T(n+ p+1)
Si n=0, devient:
2 4 6
I(z)=1-2+ 2 2 .| (1.1.19)

10
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Figure 1.1.1. lesquatre premiéres fonctions de Bessel entieres de premiére espece et

de deuxiéme espéce.

Si n est un demi entier impair, Jy(x) peut étre exprimé sous la forme de termes en sinus et

Cosinus.

n

2
r(1-n)
2"y

F(ii(nz)) B @)n L‘(ll_ n) ‘(gﬁ .+ (-1)° GTP mﬂL} (1.1.20)

Soit maintenant la solution (2.1.15), en lamultipliant par ; on obtient :

Cette fonction est lafonction de Bessel de premiere espece d ordre (—n) :

J.(2)= ( gj g (-1)° ( gjzp ﬁ (11.22)

p—n+1)

11
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Notons que cette solution se déduit (2.1.17) en remplacant n en (—n), mais que pour n entier
positif, nous n"avons pu I’ obtenir en tant que solution de I’ équation de Bessel développée en
série de puissances de z.

Ceci peut d'ailleurs se justifier en remarquant que pour n entier positif, les fonctions J,(z) et

Jn(2) et ne sont pas indépendantes, d’une fagon plus précise ona dans cette hypothese,

J..(2)=(-1)"3,(2) (11.22)
ainsi que nous allons |’ établir.
Soit :
z\ " PP 1
‘]—n (Z) = (Ej p=o(—1) (Ej m (1| 23)

avec n entier positif.

Nous avons pour p < n-1

p=n

J (Z)‘(Ejni(zjzp—(_l)p (1.1.24)
2 2) pir(p-n+1) v
Posons p-n = k entier positif, nous obtenons :
7 -n 7 2n+2k (_1)n+k
J == = _— 1.1.25
(2 (2] é(Zj kIT(n+k+1) ( )

(22
= (Ej ;(Ej KIT(n+k+1) (11.26)

La figure 2.1.2 représente le graphe de J (X) et yo (X). Notons que ces fonctions comme
toutes les fonctions y, (X) ou n>0, ne sont pas bornées en x=0.
Si n est un demi entier impair, yn(x) peut étre exprimé en termes de fonctions

trigonométriques.

12
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1~u: dplx)
8
N
8 \\ Yol(x)
TN
. \ k
\ 4 VA U AN
\ L1/ N1
0 1 2\ [a 4p 5] S [6 T/ B N8 [io
i b, /
| X Ty
-z
|

Figure 1.1.2. Graphede Jo (X) €t yo (X).

@ 1.1.2. Formule derécurrence pour lesfonctions de Bessel de premiere espéce
Nous alons établir larelation :
d

E[z“”JM(z)] = 7", (2) (1.1.27)

Del’expression générae de Jy.1(2), on tire:

2n+2+2p

ni] ~ 3 (1) z 1.1.28
VA n+l(z) ;( ) 2n+1+2p p!(n+ p+2) ( )
etil enrésulte:
d L n+ p+1) 2n+l+2p
n+ J p 1|29
dz[ na ] z( & 2n+1+2p I(n+p+2) ( )
0 ZZn+1+2p 1| 30
Zc:) 2n+2p I(n+ p+1) (1.1.30)
De laméme maniéere, on établit larelation :
d —n —n
L7 (D)]=-2"3,.(2) (1.1.31)

@ 1.1.3. Lesfonctions de Bessal dont I'indice différed’un entier de J_r%

1 . : .
Posons n= piE, ou p est un entier, nous alons montrer que les fonctions de Bessel

dont I’indice est de cette forme se relient aux fonctions trigonométriques.

13
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Considérons lafonction :

AR o 27°°
J:UZ(Z):(EJ p=o(—1) W (1'32)

S0it :

Jﬂzz‘/isinz (1.1.33)
nz

Envisageons maintenant lafonction J_,,(z) :

7?3 ,,(2) :%(Z”ZJW(Z)) (1.1.34)

:i(\/zsianz\/gcosz (1.1.39)
dz\ \ = T

:\ECOSZ (2.1.36)
T
ans :

J.,(2)= \/%cosz (1.1.37)

@ 1. 1.4. Développements asymptotiques des fonctions de Bessel

Les développements en série qui ont été donnés pour représenter les fonctions de Bessel
de premiére espéce J(2), ne permettent pas de connaitre facilement I’ alure de ces fonctions
pour les grandes valeurs de la variable et la méme remargue vaut pour les fonctions de Bessel

de seconde espece yi, (2).

Signalons que I’on a pu donner des expressions asymptotiques de ces fonctions pour les
grandesvaleursdez ; ona:

2 T

J.(2)= ‘/E cos(z—(2n+1)z) (1.1.38)
2 . T

yn(2)~,/Esm(Z—(2n+1)Z) (1.1.39)

14
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Revenons al’ expression générale des fonctions de Bessel de premiére espéce :

=( jg ( jzpm (L1.40)

En utilisant des propriétés classiques de la fonctionI" nous allons montrer que I’on peut

transformer |a série représente Jy(z) en une intégrale.

Jn(z):%(zjni 2’ fcos2p (6)do (1.1.42)
F(n+2j 2) b 22”p1"(p+ jo

Par applications répétées de laformulel’ (z+1) = zI'(z), en définitive :

O'—;N\-\-I

Jn(z)—ﬁ( )z 12)p)| cos?® (0)sin® (0)d0 (11.42)
x| n+= 0
2
Envisageons maintenant lafonction:
cos( zcos(0)) = i m (1.1.43)

(2p)!

ou la série qui intervient est uniformément convergente par rapport a 0 quelle que soit sa
valeur. Nous pouvons poser:
o (__ P 2p f 2N
sinZ”(Q)cos(zcos(Q)):z( 2% cos? (0)sn”™ (0)
= (2p)!

(1.1.44)

et la série qui figure au membre de droite est également uniformément convergente par

rapport ad . Dans ces conditions, il vient

zsm (H)ws(zcos(e))—g (_(12);)2'sz0052"(0)an“(0)% (1.1.45)
J.(z 2 [z n;cos zcos(6))sin*" (6)do (1.1.46)
2 m(m;)@ Joos(zeas(0))sin (0

15



Chapitre 1 Rappels mathématiques

@ 1. Il. Transformation de Hankel

@ 1.11.1. Généralité
Cette transformation s obtient de la transformation de Fourier bidimensionnelle suivante
[34] :

0 o0

G(o,7)= % J' J' g(x y)e ' Vdxdy (1.11.2)

—00 —00

dans!’inverse est :

00 00

9(x, y)=% [ [G(o.r)e ™™ dodr (1.11.2)

—00 —00

Par passage aux coordonnées polaires :

X =T COS@ . dx=-rsinpde o o = pcos6 - do =—psinfdo
y=rsing dy =r cosede T=pSno dr = p cosfdo

Les expressions précédentes (2.11.1) et (2.11.2), s écrivent sous cette forme :

© 2r

— 1 —ir pcos(p—0)
G*(p,H)—erdrig*(r,go)e Pesede (L.11.3)
alors que:
17 % N
0)=—{pdp [ G.(p,0)” ™" do 1.11.4
9.(19) =5, [ P ] G.(p.0) (LI1.4)
A) Supposons maintenant que :
g.(r,p)=€e"g(r) (111.5)
Posons danslarelation (2.11.3), ¢ — 6 = L t, en tenant compte en suite de la
2

représentation intégrale de :

3, (2) :% [ert=roidg (1.11.6)

-

16
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2r
Jn(z)zéicos(ne—zsine)da (111.7)
on trouve :
2r-9-~
1% 2 o ir o
G.(p,0)=— j rdr j g(r)e eIt (1.11.8)
2r .
,9,5
—in(9+£]°°
e * ? J'rdrg(r)\]n(rp)dr (1.11.9)
0
G, (p) :jrg(r)Jn(rp)dr (1.11.10)
0
. in(8+£]
Si: G,(p)=G(p.f)e" ? (1.11.12)
B) larelation (2.11.3), S écrit alors comme suit :
1% 28 i(n(p-0-Z))+epcos(p-0)
=—|G d 2 do 1.I11.12
g(r) 271! 2(P)p p!e (L11.12)
Effectuons ensuite |le méme changement de variable précédent, on aura:
9(r) = [ PG, ()3, (rp)dp (111.13)
0

@ 1.11.2. Définition

On appelle transformée de Hankel d' ordre n delafonction g(r), lafonctionG, (p) donnée par :
Gn(p):Trg(r)Jn(rp)dr (1.11.14)
0
lafonction g(r) S obtient deG, (p) al’aide de latransformée inverse donnée par :
g(r):TpGn(p)Jn(rp)dp (1.11.15)
0

@ 1.11.3. Lestransforméesde Hankel d’ordren de

a)g'(r)

17
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Rappelons tout d’ abord quelques formules de lafonction J,:

i g\]n(rp):pJn_l(rp)—FJn(rp) (1.11.16)
i Jn(rp):;—ﬁ[Jn_l(rp)+ 30a(rp)] (1.11.17)
i, (nz—zz)Jn(z)zz%[zJ;(z)] (1.11.18)

Par suite on trouve :
a) transforméede g'(r)

Calculons par I'intégrale par partie I’ intégrale suivante :

o0

| =[rg(r)J, ( (111.19)

0
Soit :
U=rJ,(rp)=dU=-(n-1)J3,(rp)+rpd,(rp)

dv=g'(r)=V=9(r)
I :(n—l)Tg(r)Jn(rp)dr —pTrg(r)Jnl(rp)dr (1.11.20)

a(r)d ﬁrg wa(rp)dr +jrg M(I’p)dr} (1.11.22)

0

O 8

Finalement latransformée d’ ordren de g'(r) est :

g'(r)= an (n-1G,..(p)-(n+1)G,4(p)] (111.22)

b) Transformée de

g"(f%@—?—zg(r)

Calculons par I'intégrale par partie I’ intégrale suivante :

(1)=rg"(r)3,(rp)dr (1.11.23)

(n ):—Tg’(r)%[r\]n(rp)] (1.11.24)

18
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rJn(rp)A%[rJn(rp)]

g"(r) > g'(r)
Ce qui donne en suite :

0

j{g"(rﬂ%g'(r)}n(rp)dr =—pjrg'(r)J,;(rp)dr (1.11.25)

0 0

0

A I’aide d’unel’intégrale par partie on trouve, la derniére expression s €crit comme suit :

o0

I aojg(r)%

[rp3;(rp)]dr (1.11.26)

En utilisant la propriété (ii) on trouve:

TNTR ¢ (rerp?)
I :pjg(r)ﬁ[rp\]n(rp)]dr :jg(r)—Jn(rp)dr (1.11.27)
0 0
. S A (O I .
Finalement latransformée de g (r)+T—r—zg(r)est.
[ ') n
jr{g (r)+$—r—zg(r) J.(rp)dr =—p*G,(p) (1.11.28)
0
Conclusion
Cette introduction aux fonctions spéciales est tres loin d étre exhaustive, il existe de

nombreuses autres fonctions dites speciales : les fonctions eliptiques, les fonctions de
Fresnel, les fonctions de Meier, ... Le développement de bibliothéques qui permettent de
calculer les valeurs de ces fonctions est un secteur tres actif et nous disposerons dans les
anneées futures de bibliotheques encore plus performantes.

Dans le cas géné&a on aura, grace a des transformations mathématiques, a résoudre
suffisamment de systemes des équations différentielles.

Dans la présente d éude, la méthode de la transformation de Hankel a éé choisie pour la

résolution des éguations aux dérivées partielles du systéme d’ équilibre.
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CHAPITRE 2

Généralités sur lestransferts de chaleur

Introduction

La thermodynamique permet de prévoir la quantité totale d’ énergie qu’ un systéme doit échanger
avec |’ extérieur pour passer d’'un état d’ équilibre a un autre.

La thermique (ou thermocinétique) se propose de décrire quantitativement (dans I’ espace et dans
le temps) I’évolution des grandeurs caractéristiques du systéme, en particulier la température,
entre |’ état d’ équilibre initial et I’ état d’ équilibre final.

2.1- Définitions

2.1.1- Champ de température

Les transferts d’ énergie sont déterminés a partir de I’ évolution dans I’ espace et dans le temps de
latempérature : T = f (x,y,z,t). Lavaleur instantanée de la température en tout point de I’ espace
est un scalaire appel € champ de température. Nous distinguerons deux cas :

- Champ de température indépendant du temps : le régime est dit permanent ou stationnaire.

- Evolution du champ de température avec le temps : le régime est dit variable ou instationnaire.
2.1.2- Gradient de température

Si I’on réunit tous les points de I’ espace qui ont la méme température, on obtient une surface dite
surface isotherme. La variation de température par unité de longueur est maximale le long de la

normale ala surface isotherme. Cette variation est caractérisée par le gradient de température :

Isotherme Ty

_>
grad (T}
grad(T) = i a (2.1)
on
avec ni: vecteur unitairedelanormae
g—T . dérivée delatempérature le long de lanormale
n

20



Chapitre 2 Généralitéssur lestransferts de chaleur

2.1.3- Flux de chaleur
Lachaleur s écoule sous I’influence d’ un gradient de température par conduction des hautes vers
les basses températures. La quantité de chaleur transmise par unité de temps et par unité d’ aire de

la surface isotherme est appel ée densité de flux de chaleur :

<I>:1d—Q (2.2)
S dt
Ou Sest I'airedelasurface

On appelle flux de chaleur la quantité de chaleur transmise sur la surface S par unité de temps:

dQ
_9K 2.3
?= " (2.3)
2.2- Formulation d’un probleme detransfert de chaleur
2.2.1- Bilan d' énergie
[l faut tout d abord définir un systeme (S) par ses limites dans I’ espace et il faut ensuite établir

I"inventaire des différents flux de chaleur qui influent sur I’ éat du systéme et qui peuvent étre :

(3)

e

¢« : flux de chaleur stocke dans le systeme (S).
¢q : flux de chaleur généré dansle systeme (S).
@e : flux de chaleur entrant dans le systeme (S).
¢s : flux de chaleur sortant dans le systéme (S).

On applique aors le 1% principe de la thermodynamique pour établir le bilan d énergie du
systeme (S) :
Pe +Pg =Ps +0qy (2.4)

2.2.2- Expression desflux d’ énergie

[l faut maintenant établir les expressions des différents flux d énergie. En reportant ces
expressions dans le bilan d’ énergie, nous obtiendrons I’ équation différentielle dont la résolution
permettra de connaitre |’ évolution de latempérature en chaque point du systeme.
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2.2.2.1- Conduction

C est letransfert de chaleur au sein d’un milieu opaque, sans déplacement de matiére, sous
I"influence d’ une différence de température. La propagation de la chaleur par conduction a
I"intérieur d’un corps s effectue selon deux mécanismes distincts : une transmission par les
vibrations des atomes ou molécules et une transmission par les éectrons libres.

Lathéorie de la conduction repose sur |I” hypothése de Fourier le flux de chaleur est

proportionnelle au gradient de température :

@ =- A Sgrad(T) (2.5)

Ou sous forme algébrique

p=—1S o (2.6)
OX

avec: - ¢ : Flux de chaeur transmis par conduction (W)
- % : Conductivité thermique du milieu (W m™ °C™)
- X : Variable d espace dans ladirection du flux (m)

- S: Airedelasection de passage du flux de chaleur (m?)

S

4

T T,=T, T, |—T1* @< =/ S_,

[
-

X
On trouvera dans le tableau ci-apres les valeurs de la conductivité thermique A de certains

matériaux parmi les plus courants.

Matériau A (W m?tech)
Argent 419
Cuivre 386
Aluminium 204
Acier doux 45
Acier inox 14,9
Béton 14
Bois 0,12-0,23
Verre 0,78
Air 0,026

Tableau 2.1. Valeurs de la conduction thermique
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2.2.2.2- Convection
Cest le transfert de chaeur entre un solide et un fluide, I'énergie éant transmise par

déplacement du fluide. Ce mécanisme de transfert est régi par laloi de NEWTON :

P
Fluide 4 T
;
. /
S ff' ,?'LTP
f’j /
¢=hS(T, -T,) (2.7)

avec - ¢ : Flux de chaleur transmis par convection (W)

- h : Coefficient de transfert de chaleur par convection (W m? °C?)

- Tp : Température de surface du solide (°C)

- T., : Température du fluide loin de la surface du solide (°C)

- S: Airedelasurface de contact solideffluide (m?)
Remarque : La valeur du coefficient de transfert de chaleur par convection h est fonction de la
nature du fluide, de sa température, de sa vitesse et des caractéristiques géométriques de la
surface de contact solide/fluide.
2.2.2.3- Rayonnement
C’est un transfert d’ énergie é ectromagnétique entre deux surfaces (méme dans le vide). Dans les
problémes de conduction, on prend en compte le rayonnement entre un solide et le milieu
environnant et dans ce cas nous avons larelation :

- Milieu environnant

aT-
;‘%
/
s / LT,

/
& ‘f,f ‘fl

£

p=c¢, (T,"-T,% (2.8)

avec - ¢ : Flux de chaleur transmis par rayonnement (W)
- o : Constante de Stephan (5,67.10% W m? K™
- gp . Facteur d’ émission de la surface
- Tp : Température de la surface (K)
- T, : Température du milieu environnant la surface (K)
- S: Airedelasurface (m?)
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2.2.2.4- Stockage d’ énergie
Le stockage d’ énergie dans un corps correspond a une augmentation de son énergie interne au

cours du temps d’' ou (a pression constante) :

oT

pg=pVe Y (2.9)
avec - g . Flux de chaleur stockeé (W)

- p : Masse volumique (kg m™)

-V : Volume (m°)

- ¢ : Chaleur massique (Jkg™*°C?)

- T : Température (°C)

-t: Temps(s)

- p, V et ¢ sont supposés constants, le produit p V ¢ est appelé la capacité thermique du

corps.

2.2.2.5- Génération d énergie

Elle intervient lorsqu’ une autre forme d’ énergie (chimique, éectrique, mécanigque, nucléaire) est
convertie en énergie thermique. Nous pouvons I’ écrire sous laforme :

0, =4V (2.10)

avec - ¢g: Flux d énergie thermique genérée (W)

- ¢ : Densité volumique d énergie générée (W m’)

-V : Volume (m°)
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2.3. Transfert de chaleur par conduction

2.3.1. L’ éguation de la chaleur
Dans sa forme monodimensionnelle, €lle décrit le transfert de chaleur unidirectionnel au travers

d un mur plan:

Qx s Predx

L:=e

Considérons un systéme d’ épaisseur dx dans la direction x et de section d’aire S normalement a
ladirection Ox. Le bilan d’ énergie sur ce systeme s écrit :

Oy Oy =Opa T P (2.11)
avec O, =— (ﬁ, Sa—T]
X ),
¢, =0 Sdx

Oy =— ()’ Sa_Tj
8X X+dx

(pstz/)Cdeﬂ

ot
[zs‘?} —(AS?—J o
X dx X .
s *4qS=pcsis 2.12
> GS=p p (212
B oT oT
soit: {15 igs=pesd 213
ax[ axj 4>=pC>75 (213)
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En reportant dans le bilan d’ énergie et en divisant par dx et dans le cas tridimensionnel, nous

obtenons I’ équation de la chaleur dans le cas le plus général :

a—[ix a_Tj+a_ lya_T +a—(ﬂ,z a_Tj-{-q:pCa—T (214)
oX OX oy oy 0z 0z ot

Cette équation peut se simplifier dans un certain nombre de cas :

a) Si le milieu est isotrope : Ax = Ay =12,

b) S'il N’y apas de génération d énergie al’intérieur du systeme: =0
c¢) Si le milieu est homogene, A n’est fonction que de T.

Les hypotheses a) + b) +c) permettent d écrire :

2 2 2 2 2 2
A 6'I2'+6'I2'+81' +d—)b (£j+ﬁ +(£j :pcﬁ (2.15)
OX oy o0z dT |\ ox oy 0z ot
d) Si de plus A est constant (écart modéré de température), nous obtenons I’équation de Poisson :
aveT = ar (2.16)
ot

Lerapport a= = est appelé la diffusivité thermique.
pC

€) En régime permanent, nous obtenons I’ équation de Laplace:

V2T =0 (2.17)
Par ailleurs, les hypothéses a), ¢) et d) permettent d’ écrire :
* Equation de la chaleur en coordonnées cylindriques :

+%:1%T (2.18)
a

+

0T 14T 1 0°T 0°T
-
o2 ror r?o00% 072

* Equation de la chaleur en coordonnées sphériques :

2 2 .
10 (rzT)+ . 1 i[singa_Tj+—2 _12 0 -E +ﬂ:18_T (2.19)
ror r<sino oo 00) r°sin“6 op A a ot
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2.3.2- Conduction unidirectionnel en régime per manent

2.3.2.1- Mur simple

On se placera dans le cas ou I’ écoulement est unidirectionnel et qu’'il n’y a pas de génération ni
de stockage d’ énergie.

On considére un mur d’épaisseur e, de conductivité¢ thermique A, et de grandes dimensions

transversales dont les faces extrémes sont a des températures T, et T, :

I

Oy Ox+dx

Section

transversale S \‘

e
A

En effectuant un bilan thermique sur le systeme (S) constitué par la tranche de mur comprise

entreles abscisses x et X + dx il vient :

oT oT
= = -AS| —| =-1S| — 2.20
(px ¢x+dx ( anx ( axjx+dx ( )
d ol ?j—T:AetT:AXJrB (2.21)
X

avec lesconditionsaux limites: T(x=0) =T, et T(x=€) = T>

dou T=T, - 2 (T,-T,) (2.22)

Le profil de température est donc linéaire. Le flux de chaleur traversant le mur s en déduit par la

relation: ¢ = — [A SZ—TJ dou: @ :LETZ) (2.23)
X

S
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Cette relation est analogue a laloi d Ohm en éectricité qui définit I’ intensité du courant comme
le rapport de la différence de potentiel électrique sur la résistance éectrique. La température
apparait ainsi comme un potentiel thermique et le terme e/AS apparait comme la résistance
thermique d’un mur plan d’épaisseur e, de conductivité thermique A et de surface latérale S, on a

donc le schéma équivalent suivant :

?
T e — AN T

R=—o
.S

2.3.2.2- Mur multicouches
C est le cas des murs réels constitués de plusieurs couches de matériaux différents et ou le ne
connait que les températures Tr; et Ty, des fluides en contact avec les deux faces du mur de

surface latérale S :

™

Ta

Fluide 1

convection
coefficient h;

—_—

Ca

¥

¥

convection
coefficient h,

E———

In

Fluide 2

Le flux de chaleur est conservatif et s écrit :

T -T)_(0,-T,) (,-T,) (,-T.) (T-T.) (2.24)

1 €, € €, 1
h S An S Ag S Ae S h, S
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dou
(Tfl_TfZ)
1 e, €; e 1
+ + + +
hS A4,S 4,S A4S h'S

o= (2.25)

Nous avons considéré gue les contacts entre les couches de différentes natures étaient parfaits et
qu'il n’existait pas de discontinuité de température aux interfaces. En réalité, compte-tenu de la
rugosité des surfaces, une micro-couche d'air existe entre les creux des surfaces en regard et
créée une résistance thermique R (I’air est un isolant ) appel ée résistance thermique de contact.

Laformule précédente s écrit dors:
(Tfl - Tf 2)

- (2.26)
€, €s X 1

hsta,s e s T 0 s s
A B 2

C

2.3.2.3- Mur composite
C'est le cas le plus couramment rencontré dans la réalité ou les parois ne sont pas isotropes et ou
le transfert n’est pas monodimensionnel. Considérons a titre d exemple un mur de largeur L

constitué d’ agglomeéreés creux :

Mur en
agglomere creux

/._.._ RS B | 1:
. _ Milieu 1 I,
@Com‘ection h;

Y
w
3
w
Y
w

Convection by Milieu 2
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En tenant compte des axes de symétrie, on peut se ramener au calcul du flux atravers |’ élément
isolé sur la droite de la figure et calculer la résistance thermique R équivalente d une portion de
mur de largeur L et de hauteur | =11 + |, + I3 en utilisant les lois d’ association des résistances en

série et en paralléle par larelation :

R=R +R,+ 1 1 1 +Rs+R, (2.27)
R, R, R
avec
1 & & & & & 1
R hiL' 2 AlL % LLL Y AlL,L R A, 14 L R AL hlL

Selon |e schéma électrique équivalent suivant :

2.3.2.4 Cylindre creux long (tube)

On considére un cylindre creux de conductivité thermique A, de rayon intérieur r;, de rayon
extérieur rp, de longueur L, les températures des faces internes et externes étant respectivement
T, et T,. On suppose que le gradient longitudinal de température est négligeable devant le
gradient radial.

Effectuons le bilan thermique du systeme constitué par la partie de cylindre comprise entre les

rayonsr etr+dr:
Or = Predr (2.28)

Prtdr
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Q. =—A2nr L(d—Tj
dr J,

& 0.4 :—AZn(Hdr)L(d—Tj

r+dr

Soit —ianL((;—Tj = —AZyr(rerr)L[d—Tj
r r

r+dr

dour ar =C (2.29)
dr

avec les conditionsaux limites: T (r1)) =T et T(rp) = T,
d'ou

. T,In (rrlj +rT1 In (rrzj
)

Et par application de larelation ¢ = —A 2z r dT/dr, on obtient :

(2.30)

o= 27 AL(T,-T,)

(2.31)

(2.32)

et étre représentée par le schéma éectrique équivalent suivant :
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2.3.2.5- Cylindre creux multicouche

C'est le cas pratique d un tube recouvert d une ou plusieurs couches de matériaux différents et
ou le ne connait que les températures Ty et Tr, des fluides en contact avec les faces interne et
externe du cylindre, h; et h, sont les coefficients de transfert de chaleur par convection entre les

fluides et les faces internes et externes :

Flude? Ty

by

Le flux de chaleur ¢ est conservatif et s écrit :
27 A L(T,-T,) 2725 L(T,-T,)

R

=h, 271, L(T,-T,,) (2.33)

p=h2xr L(Tfl_Tl):

dou
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(2.34)

+ + +
h2rrnL 27zA,L 27mAgL h,27r,L

ce qui peut étre représenté par le schéma éectrique équivalent suivant :

@

o e AW — WA — A — A —e T2
_ ]n"r_zl m{r_ﬁ _
h;2ng L L1 lr, ) h,2nr, L

2mr, L gL

2.4- Conduction unidirectionnelle en régime variable

2.4.1- Plaqueinfinie

Nous alons traiter dans ce qui suit le cas d une plague d épaisseur 2L avec un coefficient de
transfert connue, et de dimensions latérales suffisasmment grandes pour que I’on puisse

considérer que le transfert de chaleur est unidirectionndl.

T,=T (x0)

0=h[T(-Lt)-T,] | | 6=h[T(-Ly)-T,]
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L’ équation de la chaleur s écrit [24]:
o°T 10T
-2 2.35
ox* a ot (2:35)

avec les conditions aux limites :

T(x,0) =Ti

oT
[&j - 0 (2.36)

A} nrLy)-T
(aj [r(L)-T,]

La résolution de cette équation permet d’ obtenir le résultat suivant :

T(x,t) = T niexp(— awnzt] [ i hzf - cos(wnleL {T (x) - To}co{wnxj dx' (2.37)

Ouw,(n=1,2,...)sont lessolutions de |’ équation : w tan(wL)= h/A
Dans le cas ou latempératureinitiale Ti est uniforme (indépendante de x) la solution s écrit :

.
- - co§ W X
T(xt)= TO + 2(T_ - TJ zl exp(— aw th /12 - (2.39)
| i " {W2+h}|_+h cos(w LJ
A4 "

Cette solution est représentée sous forme d’ abagues.
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Chapitre 2 Généralitéssur lestransferts de chaleur

2.4.2- Cylindreinfini

On impose brutalement un échange de chaleur par convection avec un coefficient de transfert h a

lasurface du cylindre initialement alatempérature uniforme Ti.
L’ équation de la chaleur s écrit :

T 1T _1oT

o’ ror adt

avec les conditions aux limites :
T(r,0)=Ti

~A [%J =h[T(Rt)-T,]

=R

T2 T (1. 0)

i
|
h [Te-T(R.1)] | h [To-T(R.t)]
> i »
|
e IL
| i g
|
' >
0 r
Lasolution s écrit :
2 o) W, dp(wr)  f
T(r,t):TO +?29Xp(—awn t) . 5 oo jr [Ti —TO]JO(WnI’)dI’
R

Ouw,(n=1,2,3,...)sont lesracinesdel’ équation : a Jo'(wWr) + h Jo(wr)/ A= 0

Si latempératureinitiale Ti est uniforme (indépendante der) ce résultat s écrit :
h

27(Ti _To) o
T(rt)=T,+—4+ ~ Zexp(—awnzt) JOZ(W”r)
R

Cette solution est représentée sous forme d’ abaques

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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2.4.3- Sphére
Nous considérons ici une sphéere de rayon R a la température initiale uniforme Ti a laquelle on
impose brutalement une échange convectif (avec un coefficient h) avec le milieu ambiant a la

température To.

h [T - T(R.1)]

L’ équation de la chaleur s écrit :

— _
1T 107 243
ror a ot
OuT=T-T, (2.44)
avec les conditions aux limites :
T(r0)=T -T,

(r_ )=T -T, (2.45)

T(Rt)=0

On effectue le changement de variable suivant : U(r, t) =r T(r, t) qui permet de se ramener au cas
delaplagueinfinie d’ épaisseur 2L.

On obtient finalement :

2
(T —T,) & RZW“2+[T_j
T(rt)=T, +— 2%

sin(w, R)sin(w, r) (2.46)
S e

A

Ouw,(n=1,2,...)sont lesracinesdel’ éguation: wR cotg(WR) + hR/. —1 =0

Cette solution est représentée sous forme d’ abagues.
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2.5. Probleme de conduction thermique

Considérons une plague métallique bicouches dont les coefficients de conductivité thermique [25]

sont A (0<z<h)etX(0<z<h).Aing, lesconditionslimites sur lafrontiere{z: z = 0}

sont:
U (r,z)| =0 =1 r <1, (a)
(2.47)
ouq(r, z)
oy o =0 r >1, (b)
alors que sur lazone de séparation {z : z =0} le contact est supposeidéa ; cest-adire:
ul(rl Z)|Z=h = uZ(rr Z)|Z=h r < 11 (C)
(2.48)
ouq(r,z) 0u,(r, z)
At————= =1 — 1, d
1 aZ 720 2 aZ yeh r > ( )

la continuité des températures et des flux correspondants entraine :

u, —0 (Lorsque, z—0) et lafigure (2.1) montre la géométrie du probleme

O

A u;lh
""" A uy

Vz

Uq, Uy~ température des 2 milieux

Figure 2.1 Probleme de conduction thermique.
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2.5.1. Formulation mathématique du probléme

L es équations de conductions sont :

Auq(r,z) =0, 0<z<h),[r=0)
(2.49)
Au,(r,z) =0, (z=h),(r=0)

AP 10 2
ou T 9r2  ror 9z2

2.5.2. Solution du probleme

Nous multiplions les équations de conduction par rJ,({r) et nous intégrons en suite le résultat de
0 a oo suivant r. En tenant compte de (u, — 0 lorsque z— oo ), €t al’ aide de latransformation

inverse de Hankel, nous trouvons :

[ee)

@) = [ @ + B @i (2:50)
0

w7 = [ 40 oG 251)
0

Vérifions les transformées de (2.48.¢) et (2.48.d) nous trouvons | es équations al gébriques:

A1(Qe™" + Bi(Deh = Ay(e~¢" (2.52)

Ao~ — By (et = T4, (e~ (253)

2

En additionnant (2.52) et (2.53) nous obtenons :

A+ A A+ A
24,(Q)eh =22 A,(De™ ie., A (0) = = 4,(0) (2.54)
Ay 24,
Par suite, en soustrayant (2.52) et (2.53) nous aurons :
Ay — A A, — A
2B,()elh = 2/1 LA, (e M ie., By (Q) = 22/1 = A,(De%h (2.55)
2 2
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ce qui donne
1 [ee]
u(r,z) = 2_/12 A (D[ + Az)e_zz + (A, — Al)ei(z—Zh)] Jo(¢r)d{ (2.56)
0
w2 = [ 40 oG (257)
0

Vérifions les conditions mixtes (2.47.9) et (2.47.b), nous trouvons les égquations duales
suivantes:

1 oo
o | A1+ 1)+ e = e M J@al =1 (<D (259)
1 oo
o | A1+ 1) = e = e M J@rat =0 (> D) (259)
Posons ensuite :
1
1Q) = 3 A0 + 1) = Uy = )] 2 (2.60)

nous trouvons | es équations dérivées :

a+be %" = (a— be %)y (2.61)
_ b ,_2¢n

a+be ¥ 1+_e
Y = — = =H

a — be 2(h 1 _ge—2€h (()
Si0<(2=k)<1, on aura :

a

H(Q) = (14 ke~ ") Z k™ e=2néh (2.62)

n=0
=142 ) ket
n=1

= a, = 2k™,B, = 2nh

SIA(Q) = (fol @(t)cos({t) dt dors, I’ équation (2.59) est satisfaite. Ce qui correspond a Poser A({)

comme suit

1
AQ) =1 ] o(D)cos(t) dt 2.63)
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Dans ce cas, |’ équation (2.58) permet de trouver |’ équation de Fredholm suivante :
1

px) + f M) k(x,t)dt=1, (r<1) (2.64)
0
ou
k(x, t) = —an g(t)cos({t)d?
g =-2) ke mh (2.65)
e, H({Q) =1- g(0)
Conclusion

Ce chapitre contient quel ques hypotheses et des notions élémentaires sur Les transferts de
chaleur qui vont étre utilisées dans les chapitres a suivre, nous pouvons donner quelques

applications sur Les transferts de chaleur par conduction.
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Chapitres. Formulation et résolution des équations de la conduction thermique
Résultats numériques et discussion

3.1. Formulation et résolution des éguations dela conduction thermique :

3.1.1. Description du probleme

On considére une plagque métallique d' épaisseur h, circulaire et conductrice occupant domaine D

donné en coordonnées cylindriques par :
D={(r,@,z) telque 0 < r< o, 0 <@ <2m, 0 <z <h}

On suppose que la face supérieure z=h subit un flux thermique d’intensité u; le long d’ une portion
circulaire de rayon b. la face inférieure opposée de rayon a est soumise a une température uniforme
Uo. Le reste des surfaces est maintenu a une température nulle z=h aors que la partie correspondante
a z=0 est thermiquement isolée, cf. figure 3.1.

Le probleme se ramene a un systeme d’ éguations intégrales duales en ], (fonction de Bessel de
premiére espéce d’ ordre zéro). L’ approche de résolution différe de la méthode traditionnelle de

transformation a un systéme d’ équations intégral es de Frédholm de seconde espéece

==

Figure 3.1 Géométrie du probléme
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Résultats numériques et discussion

3.1.2. Formulation mathématique:

L’ équation de la conduction thermique stationnaire en cordonnées cylindrique (r, z) pour ce

probléme est exprimée comme suit [1] :

2 2
a_u_|_la_u_|_a_u:() (3_1)

or? r or 0z2

Alors que les conditions aux limites sont :

(U] =0 = Uy r <a
face inférieure < (3.2)
]
= = r>a
\ 9z12=0
(ou _
271, Uy r <b
face supérieure % (3.3)
\U|,—p, =0 r>b

apres latransformation integrale de Hankel d’ ordre zéro sur |” equation de laplace (3.1) on obtient
I’ equation différentielle ordinaire suivant :

U” — 22U =0 (3.4)

Lasolution de |’ égquation (3.4) est de type:

[oe)

U(r,z) = f [A(D)chAz + B(D)shiz] Jo(Ar) dA (3.5)
0

ou A(A) et B(A) sont des fonctions de paramétré A a déterminer a partir des conditions aux

limites du champ de température.
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Résultats numériques et discussion

En vérifiant les conditions mixtes (3.2) et (3.3) on obtient e systeme d’ équations intégrales
duales suivent :

fo OOA(A)]O(Ar)dA = u, r<a (3.6)
fo OOA[A(A)sh(Az) + B(A)ch(Az)] Jo(Ar) dA = u, r<b (3.7)
fo OOAB(A)]O(Ar)dA =0 r>a (3.8)
fo m[A(A)ch(Az) + B(A)sh(Az)] Jo(Ar)dA = 0 r>b (3.9

Larésolution du systeme des équations duales (3.6) (3.9) se base sur les deux formules

intégrales :
{i T2n+1(§) < x
f Mo(Ar)M,(Ax)dA = {’” x? —r? (3.10)
0
l 0 r>x
I( 4 Tz (T‘) r <y
«© p—— ——Uzns1
| 1GrN Gz {"’” T 3.11)
0
l 0 r>x

oun=0,1, 2,.., T, et U, sont les polyndmes de Tchebychev de premiére et seconde espece,
respectivement. Alors que les deux fonctions M,, et N,, sont données par

MaG) = J it GV 1, ) (3.12)
et
Mo = 2 1y G2y @ iy Gy ) (3.13)
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Ains pour satisfaire les éguations homogenes (3.8) et (3.9) on pose::

B(1) = Z a, M., (Aa)

n=0

A(A)chAh + B(A)shah = Z B, N, (Ab)

D’'ou:

' N, (Ab)
AD = Y [fn i~ G th () My (2a)]

n=0

En portant les expressions (3.14) et (3.16) dans les équations (3.6) et (3.7) on trouve:

N,
f Bn ch((/lh)) anth(Ah) M,,(Aa)] Jo(Ar)dA=u, r<a

S [ My (Ab)
A[B th(AR)N,, (Ab J(Ar)dA = b
Zfo [Bath QRN (AD) + ST o) r<

En tenant compte de laformule de Gegenbauer [15] :

JoGr) = ) (2= 8um)Xm(A2) cos(me) . x = @b

m=0

ou

Ax
X (Ax) = JZ (7), alors que

@, = 2arcsin (2)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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Les équations (3.17) et (3.18) s écrivent souslaforme:

[oe)

;fo [Bn Nn (Ah)) a,th(Ah) M, (1a)] z (2 = 8om)Xm(Aa)cos(mey)dA = u

ch(

m=0

y * ABth(AR)N. (Ab M (G0, 26 Ab Q] =
;L [lgnt ( )Nn( )+an Ch(ﬂ'h)];()( - Om)Xm( )COS(Tn(pb) =u,

Or le systeme trigonométrique {cosme, } m=0, 1, 2, ...
est linéairement indépendant, en intervenant les sommes suivant m et n

on obtient :

N Na(b)
;Jo B chamy ~ nth(Ah) My (A)] X (A@)dA = w o8om

o [ M, (Aa)
Z fo ALButh RN (D) + 235 Xon (DDA = 1B

ou J,,, désigne le symbole de Kronecker (on dit aussi |e delta de Kronecker) défini par :

Som =

{ 1 m=20
0 m=1,2,..
Dans les derniéres équations, par soustraction des équations d’ordre m et m+2

on aurales systemes algébriques infinis suivants :

N, (2b)
meWm anth(2h) My (10)] Xon (10)dA = o

°° M, (4
Z j;) A[Bnth(AR)N,(Ab) + ay, ﬁ] Y (Ab)dA = u 180 m+2

avec

Yn(4b) = A[Xm(/lb) - Xm+2(/1b)]

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Par suite, nous pouvons écrire le systéme d'équations (3.26) et (3.27) sous laforme algébrique

Z ﬂann] = —U ¢0om

L Z [t Con + BnDr] = t 180m

(3.28)

Le but de larésolution le systéme algébrique d'équation (3.28) est la détermination des

coefficients a,, &t 3, , ou une grande partie de la solution dépend de I'évaluation du suit des

intégrales

A, = f " QM. (Aa) X, (Aa)dA (3.29)
0
j " (Ah)N (Ab)X,,(Aa)dA (3.30)

Corm =f0 o M (Aa)Y,,(Ab)dA (3.31)

D, = j " RN, (b)Y (Ab)dA (3.32)

Lesintégrales (3.30) et (3.31) sont rapidement convergentes et donc nous avons intégré
directement entre zéro et Ag hous obtenons:

By, = N, (Ab)X,,(Aa)dA (3.33)

f:o h(lﬁh)

Ao
Cnn ZL h(lh)M 2(Aa)Y,, (Ab)dA (3.34)
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Pour améliorer la convergence des intégrales (3.29) et (3.32) qui sont lentement convergent

nous écrit sous laforme suivante :

o)

Ao
A = j th(AW)M,, (X)X (Aa)dA + | M, (Ad)X,,(Aa)dA (3.35)
0 4o

[oe)

Ao
Dy = f th(Ah) N, (1b)Yy, (Ab)dA + f N, (Ab)Y,,,(Ab)dA (3.36)
0 Ao

L’ équation (3.35) et (3.36) est caculée comme suit: la premiére intégrale du cété droit est
évaluée numériquement par la régle de Simpson avec i, =1500 alors que dans la seconde
intégrale on remplace la fonction par son expression asymptotique en tenant compte de
I’ équivalent al’infini de fonction de Bessdl.

4v% -1 1
L (x) = (—)2 {cos(x - vE - %) - v8x sin(x — vg — %) + O(F)} ,X — +00 (3.37)

par la derni¢re formule nous conduisons les suivantes pour de grandes valeurs de A :

m

M, (Aa)X,,(1a) — sin(1a) + -

m[ (1- COS(ZAa))l (3.38)

128(—=1)™(m + 1)(n + 1) cos?(Ab)

N,,(Ab)Y,,(Ab) — o F (3.39)
Apresintégration de laformule (3.35) par partie nous obtenons:

Ao
Apn = | M,(A2)X,,(Aa)dA + A, (3.40)

0
ou A',,, est représenté par:

[oe)

“ 4
Apn = M,(1a)X,,(Aa)dA :f ——= Isin(la) + (
o 1, Tea A

m

(1 —=-cos(22a))|dA (3.41)

sm(la) (- 1)"‘ (1 -=cos(21a))
m2a? f [ yE l

n?a? A? 2 A? (3.42)

4 sm(Aa) (—l)m ©1 — cos(21a)
L 0 L A

0
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Par suite, on integre |’ expression (3.42) par partie nous obtenons :

“sin(Aa sin Ao
f ( )i (Aoa) _ aCi(ya) (3.43)
) Ao
0
et
oo1—0052)La 1—cosZAa
f ( ) i (240a) _ 2aSi(21,a) (3.44)
A Ao
0
sint
avec Si(x) = —f —dt (sinus intégrale)
X
cost
Ci(x) =— Tdt (cosinus intégrale)
X
Nous obtenons donc :
@ 4 [sin(1pa) ] (=)™ (1 — cos(24qa) ]
N M,(Aa) X, (Aa)dA = 22 o aCi(Aqga) + > X — 2aSi(22ya)| (3.45)
D’ autre par larelation (3.36) donne:
Ao
Dy = j N, (Ab)Y,,(Ab)dA + D'y (3.46)
0
ouD',,, e€streprésenté par:
) @ 128(—=1)™(m + 1)(n + 1) cos?(Ab)
D'y = f N, (Ab)Y,,(Ab)dA =f 2pt F dA (3.47)
2o 2o T
128(—=1)™(m+ 1)(n+ 1) [*cos?(Ab)
= dA 3.48
T2h% VY (3.48)
Ona
® cos?(Ab) cos?(Ayh)
dl = — Si(24 3.49
|, =% o = Si(2200) (3:49)
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Finalement on trouve

f C N (DY, (Ab)dA = 128(_1)m(7? i D+ D [cosob) ¢ 0y (3.50)
o n2b Aob
3.1.3. Equation delatempérature:
Az
u(rz) = Z 8. f hé\hi N, (Ab)]o (Ar)dA
+ Z ay, jw[Mn()\a)shO\z) — M, (Aa)ch(Az)th(Ah)]J,(Ar)dA (3.51)
3.1.4. Equation du flux :
6u(r z) sh(Az)
Z b [ S Mo
+ Z a, fool[Mn()\a)chO\z) — M, (Aa)sh(Az)th(Ah)]],(Ar)dA (3.52)

Nous utilisons les équations sans dimensions de la température et de flux pour simplifier et

généraliser les résultats en faisant le changement de variable suivant :

_r . _Z . H_h
p_a ’ C_a ’ T a

L'équation sansdimensions du flux et de latempérature est rédigée comme suit :

v' Equation de latempérature sans dimensions :

u(p. ¢) = ZBH fo Ch((lfl)) No (1) o (o)

+ Z oy j Oo[Mn(;\a)sh(;\q) — M, (Aa)ch(A¢)th(AH) ] Jo(Ap)dA (3.53)
n=0 0
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v" Equation du flux sans dimensions:

aU(p,C) z f (C) <)]0(?\p)d7\

ch(AH)

Z f Mp(Aa)ch(A¢ ) — My (Aa)sh(A¢ )th(AH)] Jo(Ap)dA (3.54)

n=0

3.2. Lesexpressions analytiques de la température et du flux dansles extrémités:

Dans cette éude, une autre technique est utilisée pour exprimer la température et le flux de
chaleur dans la partie supérieure et inférieure, au moyen de la formule intégrae (3.53), nous

pouvons exprimer analytiquement la température a la surface supérieure ¢ =H avec le polynéme

de Tchebychev.

3.2.1. Casl: dansleplan (=0

Pour la détermination |'expression analytique de la température et du flux dans la surface

inférieure que nous prenons

+ Equation de latempérature

b
(e Ol an | ™A Dl00d

o f M., (Aa)th(AH) Jo (Ap)dA 0>1 (3.55)

n=0

i fo ch(AD) Nn(A— )Io(xp)+28nf% hom Nn (A )]O(Ap)d)t

n=0

[oe)

Ao
= Y an [ My QMR o ()
n=0 0

- Z a. [ M. Qa)th(H) Jo (p)dA 0>1 (3.56)

n=0 2o
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b = Ao
(e, Ol , an fo om M (A2)JoGe)ar - 2, [ Ma 0D 1oChp)0h
_ Zan "M, (a)]o (hp)dA 0>1 (3.58)
n=0 2o
+ Equation du flux
au(p,C) = 0
M, ) ], () dr
Zoa f (A2) Jo(Ap)

3.2.2. Cas2: dansleplan{ =H

Pour la détermination I'expression analytique de la température et du flux dans la surface

supérieur que nous prenons

+ Equation de latempérature

u(p,c)=ZBn fo h(mcl)) No (1) o (o)

+ z o, f m[Mn(xa)sh(xc) — M, (Ab)ch(A¢ )th(AH) ] Jo(Ap)dA (3.60)
n=0 0
= ©ch(AH) b
u(p, C)|C=H = nZan i mNnO\E)]oO\P)dK
+ ) a, f m[Mn(;\a)sh(xH) — M, (Ab)ch(AH)th(AHh)]J,(Ap)dA p< g
n=0 0
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= i B fo NI Gp)dk

+Z(xn ] [M (Ga)sh(H) — M, Ab)ch ) D o

ch(AH)

-3, [N
n=0

+ Z o ] " (M, a)sh(AH) — M, (Aa)sh(AH)] Jo (hp)dA
n=0 0

co 0 b
> bn [ NaODIG)
n=0 0
4 0]
u(p Ol _y, = ﬂ—bpzoﬁn 1= &2 )

+ Equation du flux

au(p J_ Z jxsh(af[)) (A2)Jarppan

+ Z oy j A[M,(Aa)ch(A¢ ) — M, (Aa)sh(A¢ )th(AH)] Jo (Ap)dA
n=0 0
G - © sh(AH b
u(p ) L A S 0Dl 0d

+ Z o, j Alch(AH) — sh(AH)th(AH)] M, (Aa)], (Ap)dA
n=0 0

co 0 b
= _Z By fo A th(AH) Ny (A )] (Ap)dA

n=0
- © [ch2(AH) — sh2(AH
+Zan f xlc ( Cio\;) (AH) M, (Aa)], (Ap)dA
n=0 0
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[ee) . b
== DB [ AHGI N, DI C)A
n=o 0 4

; Za | 2 [ Ma s 0>
- _2&, f A th(H) N, 2o (g — an Ox NaG o)A
) + i)a jo My Ol ) p>2
a“(p <) g is f AQH)N, (12) 1o0p)dh - ZB L AN (12) o

3.3. Résultats numériques et discussion

Les résultats obtenus du coefficient en fonction de¢, montre que la convergence devient

légerement rapide et proportionnelle la valeur de H. Il a éé examiné que dix itérations des

coefficients sont suffisantes pour le calcul des champs de latempérature du probleme proposeé.

n an B n

0| -1.541545832943438 0.365968531824528
1| -0.268506311099624 -0.005972864848679
2| 0.063640690638092 -0.003410894411459
3| 0.008860063737945 0.000004904103949
4| -0.001699734268390 0.000070913350266
5| -0.000441079036041 0.000004806643845
6| 0.000031793346259 -0.000001876178944
7| 0.000032415601294 -0.000000689113283
8| 0.000020844438649 -0.000000490288271
9| 0.000012477453714 -0.000000860094 709

Tableau 3.1. Valeur de coefficients a,, et #, pour b/a=1, H=1.
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n an ﬁ n

0| -1.116568741635938 0.582716452200962
1 -0.089030736285750 -0.043338799011299
2 0.006523506756922 0.001437711656850
3 0.000173045124586 0.000554287192166
4 -0.000013031479631 -0.000119724184436
5 0.000000280413850 0.000003660517057
6 0.000003641129269 0.000003157510507
7 0.000007393435089 -0.000000863179220
8 0.000013689339744 -0.000000230513429
9 0.000009121181741 -0.000000359463523

Tableau 3.2. Valeur de coefficients a,, et #, pour b/a=1.5, H=1.

n an ﬁ n

0 | -3.41487/368/256331 0.472014344852912
1| 0.004071637505510 -0.000413620643207
2 | 0.000070957843950 0.000002394609465
3 | -0.000003502456158 -0.000000029103269
4 | 0.000000165479719 0.000000000889727
5 | 0.000000167045241 -0.000000027724412
6 | 0.000000382214929 -0.000000028897610
7 | 0.000000777270452 -0.000000066963831
8 | 0.000001441564843 -0.000000092507972
9 | 0.000000960654557 -0.000000153192922
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n an ﬁ n
0| -1.055760971697039 0.770594082437782
1| -0.020893502871042 -0.034114508253404
2| 0.000838575752275 0.00282601 7384498
3| 0.000003602807212 -0.000169317810953
4| 0.000000149488728 -0.000000995889636
5| 0.000001458841026 0.000002276603826
6 0.000003272724393 -0.000000467256934
7 0.000006644964231 -0.000000054962850
8 0.000012310081428 -0.000000142440461
9 0.000008200206275 -0.000000232126086
Tableau 3.4. Valeur de coefficients a,, et f, pour b/a=2, H=2.
n an ﬁ n
0 -3.082486651021158 0.154218171860934
1 0.070894119326874 -0.000920319960774
2 0.010656287292661 -0.000009658739279
3 -0.003219902521863 0.000000243958964
4 0.000515494 752564 0.000000007646944
5 -0.000056553546494 -0.000000067609835
6 0.000004096027135 -0.000000069772402
7 0.000002665375395 -0.000000166058120
8 0.000003978062432 -0.000000230680471
9 0.000002799555761 -0.000000385089640

Tableau 3.5. Valeur de coefficients a,, et #, pour b/a=0.5, h/a=2.

57




Chapitres. Formulation et résolution des équations de la conduction thermique
Résultats numériques et discussion

3.4. Distribution destempératures et de flow dela chaleur
+ Casl: b/a=1, H=1

12-

—_ =1
— =075
y - g=0.5
el S
» analical
08
06
u
ug
04
02
0 rrY
02 ] | | | 1
0 05 1 15 2 25 3 35 4

Figure 3.2. Distribution de la température
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02

08

Figure 3.3. Distribution du flux
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+ Cas2: b/a=1.5, H=1

=1
7=0.75
7=0.5
7=0

+  analytical

I
-r-r-rrrrvvrirrrvv-rvvrz-rs-rrvrv

*
0 05 1 15
P

Figure 3.4. Distribution de la température

13

( amalytical ) =0

08 | | ] ]
] 153 1 15 H 25 3 35 4

p

Figure 3.5. Distribution du flux
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+ Cas3: b/a=2, H=2

04 | | | | | | 1

Figure 3.7. Distribution du flux
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Conclusion

Nous avons traité dans cette étude un probleme doublement mixte de conduction thermique dans une
plague métallique épaisse. En utilisant la transformation intégrale de Hankel et en se servant dela
méthode analytique dével oppée dans notre étude basée sur laformule d’ addition de
Gegenbauer, nous avons montré que :

» Le probléme est équivalent a deux systemes d’ équations intégrales duales couplés dont
les noyaux sont des fonctions de Bessel d ordre zéro. La solution analytique a été obtenue a

I’ aide des coefficients de systemes algébriques infinis.

» Les suites des coefficients a,, et B, sont donnés sous forme de tableau en fonction des
deux rayons des domaines de changement des conditions limites et de |a hauteur de la plaque
conductrice. On peut remarquer gu’ils convergent plus rapidement si H est croissant.

» La température et le flux sont calculés analytiquement a I’aide des coefficients
précédents et en fonction de la variable adimensionnelle p en tout point de la plague en fixant
la hauteur ¢ . Les résultats obtenus montrent que les valeurs numériques du probleme pour les
deux frontieres peuvent étre calculées avec une bonne précision en utilisant les formules
intégrales. La température dans la plague est proportionnelle au rapport (aors quun

phénomeéne inverse se produit pour le cas du flux.

» Latempérature est maximale le long de |’ axe de symétrie du domaine indépendamment
du rapport des deux rayons. Le flux tend vers|’infini sur la circonférence des deux surfaces de

changement des conditions limites ce concorde avec le résultat de Dhaliwal.

» Le probleme étudié dans ce mémoire peut étre aussi résolu par la méme méthode pour le
cas d’un matériau transversalement isotrope.

» Les conséquences pratiques de cette étude paraissent intéressantes puisqu’elles
permettent de considérer des problémes aux limites plus complexes en réduisant les étapes de
calcul analytique contrairement al’ approche traditionnelle des équations intégrales de Fredholm.
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Conclusion générale et per spective

Conclusion ¢ et perspective

Nous avons traité dans cette éude un probléme de conduction thermique dont la solution
analytique a été obtenue a I’aide des coefficients de deux systémes algébriques infinis. Nous
avons proposé une technique directe de résolution des problemes aux conditions limites mixtes.
Cequi apermet le calcul du champ de température en tous points de la plaque ainsi que le flux
correspondants. Les résultats obtenus par la méthode proposée ont été validés a I’aide d’une

comparaison avec des solutions analytiques existantes, cf p. 226-240 [1].

Per spective du travail réalisé

La méthode anaytique développée dans ce mémoire peut étre appliquée pour la résolution
d’une classe intéressante de problemes de recherche. Nous envisageons d’étudier les

problémes aux conditions limites mixtes suivants:

Probleme 1:
On maintient les mémes conditions sur laface inférieure que le probléme proposé. Les
conditions imposées sur la seconde frontiere sont triplement mixte du type température / flux /

température ou bien flux / température/ flux, cf. figures ci-apres.
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Casl : Température/ flux / température
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Probleme 2: Les conditions maintenues sont celles de la surface z=h du probléme étudié
dans le mémoire. Les conditions triplement mixte de la base sont alors de laforme :
température/ flux / température ou bien flux / température/ flux, cf. figures ci-apres.

Casl : Température/ flux / température
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Annexel

On trouvera dans le tableau A.1.2. Les valeurs de la conductivité thermique A de certains

matériaux parmi les plus courants.

Matériau LW m ) Maténau (W m™eC
Argent 419 Plitre 048
Cuvre KA Amiante 016
Alumanium 204 Coton (1059
Acier doux 43 Ligge 004440049
Acier inox 15 Lamne de roche 00,038-0,041
(face | &R Lane de verre 0.035-0,051
Hiton | 4 Polystyréne expansé 00,036-0,047
Boias (fewllu-résineu) 012023 Polyuréthane (mousse) 00300045
Brigue temre cutte | Polystyréne extrude 0,027
Verre 1,78 Axr 0,026
Tableau A.1.1. Valeurs de la conduction thermique A.
Annexe 2

Tableau A.3.1 des valeurs de Jy(x) et Ji(X).

= | Tatz). Ty
i += 1 0
1 4 TRRE A4l
u |- I3 = OTGT
o400k [ i) 4 8191
3 | -Za01 —+ 3381
b B2t 12 -40323 O
1 | — -3p71 — 0560
a8 | 1770 - -HRTH
5520 | ) — %403
)| | T ITET
7 | R T (HLT
Tl ]| 0
“ + 1719 2346
Moo (1] - 2710
0 SO + 24853
10 2450 = 0430
10-173 — 2407 LE]
11 — 1712 — -TTHH
11-702 i — RI2N
12 4 47T el L H B
1% B R — TN
18-TR 4+ ‘@1R4 0
I 4 -1711 «1334
14-031 L] 4+ <2HlE

il

Tableau A.2.1. Lesvaleurs de Jo(X) et J1(X).
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Le tableau suivant donne laliste des quelques premiere racines positives de Jo(x)=0.

Lesracines de valeur élevée différent, approximativement de n=3.145....

Ja=0, Fi=0. Iy =0 Ty=1 Fi=0i. Ty, =0,
1 2406 3-832 51368 6-3810 T-588 8771
2 6620 T016 5417 BT 1 1 1-00G5 12-330
3 8654 | 10-173 | 11-620 | 13-016 14-373 L&-T00
4 11-702 | 13-324 | 14-796 | 16-223 | 17616 | 18080
| & 14-931 16-471 17-860 | 19-408 | 20-827 | 22.218 J
|

Tableau A.2.2. Zéros des fonctions de Bessdl.

Annexe 3

|. Programme numérique « MATLAB »

| Editor C:'\.U:c's"btlh:-ui'-_{lﬁl:cp’-mim youcchyalel 111 it =10

Fic Edit Tet G0 el Tocls Detug  Doskbop Window Help N &
NEH | $RBI0 |2 Resfs B-Hx1A0E B8 |(sucjeze - £ TM=8FC
Brd -t [+ +11 % K20

1 slc: T.
B ~isar: il
= tormat  Longy AEY
1 2

b § Doonées du probléne. =

: =
¥ = NAAST LS H. A0 5 TISTNN S =50 0 v=a500;

fbe diw=z:

= YowD—5010:
a i 1=-170010;
11 T
1z T Talcul de Inm
1%
19— | for mlidim
1 []  for m-l:dim

TE= fa=@(lam)rann (V=W *h).*HM{a . n-1,Tam) - =¥ 1=, m-1,1am;
3 1flt(1&:,n,.l='3:.|:"_psn':r."u|1E.:i:l_. 1,ta)+raestt ja, lamll, m-1, 0-1"
THE = end

E; =nd
2z %
21 T TAT . Ae R
2
27 — [lfor ml:dim
24 [] for n=1:dim
A== o=@ (1) X T, w=T, Tami o SH (b n=", Tam) -4 sh (Tame dh)
i€ — E(m,n;=—Fimpeon |1=mo, 1, Oh) -
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clc;
cl ear;
format | ong;

% Données du probl éne.

b./a=1.5; h./a=0.5; U0=100; QL=50; k=300;
di me5;

| amD=500;

| =1500;

% Cal cul de Amm.

for mel:dim
for n=1:dim
fa=@!lamtanh(lam*h).*Ma,n-1,lam.*X(a,m1, | am;
A(m n) =si npson(lanD,|,fa)+restt(a,lanmd, m1,n-1)
end

% Cal cul de Bmm.

for mel:dim
for n=1:dim
fb=@!am X(a,m1,lan).*N(b,n-1,lam./cosh(lam *h);
B(m n)=-si npson(lanD, |, fb)
end

% Cal cul de Cm.

for nFl:dim
for n=1:dim
fc=@!lam Y(b,m1,lan).*Ma,n-1,lam./cosh(lam *h);
C(m n) =si mpson( | anD, | , fc)
end

% Cal cul de Dm.

for nFl:dim
for n=1:dim
fd=@!lam Y(b,m1,lan).*N(b,n-1,1am.*tanh(l am *h);
D(m n) =si npson(l anD, |, fd)+rest (b, lamD, m1, n-1)
end

% Résol uti on du systéne al gebri que.

d=[-U0; zeros(dim1,1); QL; zeros(dim1,1)];
ab=[ A B;C D]\ d;

al pha=ab(1:dim

bet a=ab(di m1: 2. *di m
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Vz=[0,0.5,1]. *h;
for i=1:1ength(Vz)
z=Vz(i);
raf =2;
for me0: (40*raf)
r=m/(10*raf);
T=0;
for n=1:1ength(beta)
T=T+(bet a(n).*(quadgk( @!| am
(cosh(lam *z)./cosh(lam *h)).*N(b,n1,1an).*Besselj(0,lam *r),. 000001, 300)) +. .
+ al pha(n).*(quadgk(@!lam (sinh(lam*z).*Ma,n-1,1amn-
(cosh(lam *z).*tanh(lam*h)).*Mb,n-1,lam ). *Besselj (0,1 am *r),. 000001, 300 )));
Temp(mtl,i)=T
end
end
end
A=Temp(:, 1); B=Tenp(:, 2); C=Tenp(:, 3);
i =0: (40*raf);
plot(i/(10*raf), A(i+1),i/(10*raf),B(i+1),"'r',i/(10*raf), C(i+1),'qg");

Vz=[ 0. 00001, . 5, 1] . *h;
for i=1:1ength(Vz)
z=Vz(i);
raf =2;
for me0: (40*raf)
r=m/ (10*raf);
9=0;
for n=1:1ength(beta)
g=q+(beta(n).*(quadgk(@lam |am *(sinh(lam*z)./cosh(lam *h)).*
N(b,n-1,1anm.*Besselj(0,lam *r),.000001, 300 ))+. ..
al pha(n). *(quadgk(@!lam |am*(cosh(lam*z).*Ma,n-1,|amn-
(sinh(lam*z).*tanh(lam*h)).*Mb,n-1,lam).*Besselj (0,1 am *r),. 000001, 300 )));
flux(mtl,i)=-k.*q;
end
end
end
A=flux(:,1);B=flux(:,2); Cflux(:,3);
i =0: (40*raf);
plot(i/(10*raf), A(i+1),i/(10*raf),B(i+1),"'r',i/(10*raf),C(i+1), g );
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