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RESUME

La présente étude est consacrée a la recherche du dimensionnement probabiliste optimal
d’une fondation superficielle. L’utilisation du concept probabiliste nécessite en général,
I’acquisition de données statistiques d’une part et leur introduction dans un modéle mécanique
d’autre part. La méthodologie d’approche qui en résulie est d’autant plus complexe, qu’elle
doit en général, satisfaire au double impératif de sécunté et d’économie. Les informations
nécessaires en vue de la recherche de la solution optimale du probléme posé ont trait
essentiellement aux caractéristiques des matériaux mis en ceuvie et aux sotlicitations
extérieures, lesqueiles présentent les unes comme les autses, un caractére fortement aléatoire.
En outre, les critéres de dimensionnement doivent permettre de minimiser le coiit total
probable des matériaux mis en ceuvre ou encore dans certains cas leur poids total pour une.
probabilité de ruine donnée de la fondation considérée. Différents aspects d’une formulation
générale du probléme de dimensionnement optimal des fondations superficielles dans un
contexte probabiliste, sont présentés. Des conclusions d’importance pratique sont formulées a
la lumiére des solutions optimales obtenues & partic de cas d’étude de dimensionnement
probabiliste optimal des fondations superficielles dans un environnement aléatoire

ABSTRACT

This study is devoted to the solution of reliability — based optimization problem of shallow
foundations. Use of the probabilistic concept requires in general the collection of statistical
data on the one hand and their introduction in a mechanical model on the other hand. The
resulting methodology is as much sophisticated as it should generally meet both safety and
minimum total cost requirements. Necessary informations in order to obtain the problem
solution consist essentiatly in material characteristics and loadings which are both random. In
addition, the design criterion should allow for the minimization of the total probable cost of
the foundation, or under certain conditions, of the total weight for a given probability of
failure of the foundation. Various aspects of a general formulation of the problem of the
reliability based optimal design of shallow foundations are presented. Conclusions of
engineering significance are given in light of the optimal soluiions obtained from the case
study of the reliability - based optimal design of shallow foundation in a random environment,
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Mots-clés : Optimisation stochastique, Fiabilité, probabilité de ruine, coeflicients de sécurité,
dimensionnement optimal des fondations, caractéristiques aléatoires des matériaux,
coefficients de corrélation, degré d’incertitude .
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1.1 Problématique

=

L’idéal que cherche a atteindre tous ceux qui sont associés a Pacte de construire est de réaliser
Pouvrage qui donnera les meilleures garanties de services dans des conditions requises de
sécurité, au meilleur prix. Cette derniere condition prend une importance de plus en plus
grande, car les besoins en équipement de toutes natures se développent & un rythme tel qu’ils
nécessitent une €tude approfondie des investissements nécessaires. Flles se traduisent par la
recherche de la solution économique. L’ optimisation qui en découle peut étre regardée comme
une recherche systématique de I’excellence a donner, dans un cadre de référence déterminé, le
meilleur usage des ressources disponibles. On peut dire que I’émergence des méthodes
d’optimisation et leur développement servent & rendre explicite la recherche, ’évaluation et le
classement des options, ce qui jusque-1a, avaient été accomplit de fagon implicite.

1 n’existe pas, de nos jours, un modéle d’optimisation (ou une théorie générale
d’optimisation) pour la {otalité des opérations de conceptions et de réalisations qui s’applique
aux systtmes de génie civil les plus importants. La théorie et les méthodes d”optimisation
¢laborées par des chercheurs de divers pays se sont limitées jusqu’ici a des exemples trés
particuliers d’éléments de construction et manquent, tout au moins dans I’étape actuelle, de la
qualification nécessaire pour une apphication générale[11, 24, 27]. Les problémes posés par le
calcul optimal peuvent étre groupés dans les trois catégories suivantes :

e  Optimisation des éléments constructifs
e Optimisation des structures de type et de configuration présumés.
e Optimisation d’une structure dans son ensemble.

Les ¢eléments constructifs tels que les planchers, poutre, murs rideaux,... etc., font partie du
premier groupe de probléme d’optimisation.

Les problémes d’optimisation du second groupe comprennent des systémes tels que les
portiques, treillis,... etc. i

Dans le troisiéme groupe, on trouve les problemes concernant 1I’optimisation d’une structure

dans son ensemble.

Ces problémes d’optimisation peuvent mathématiquement étre approchés selon deux
* philosophies différentes : une conception essentiellement déterministe et une conception
probabiliste.
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La premiére a acquis une expérience considérable a travers le développement et I’émergence
de nombreuses techniques d’optimisation qui relévent pour I’essenticl des techniques de Ja
programmation mathématique. Ceite approche souffre néanmoins d’un tnconvénient majeur
du fait qu’elle apparait incapable de répondre correctement aux préoccupations de la
profession sur le plan de la sécurité. En effet, traiter du probléme de Poptimisation en
ometlant d’inclure de fagon directe ou indirecie la probabilité de ruine de Pouvrage considéré
parait surréaliste.

La seconde approche, fondée sur I’optimisation probabiliste devient une nécessité dans la
mesure ol elle permet de mieux appréhender les incertitudes des concepteurs. 1] est du reste
économiquement plus logique et plus réalistc de se satisfaire de matériaux imparfaits en
considérant les imperfections possibles plutdt, que d’exiger des entrepreneurs une réalisation
parfaite, évidemment impossible a I’échelle humaine. Tout le probléme d’optimisation
consistera alors a identifier d’abord les aspects fortement aléatoires du probléme considérg et

a rechercher dans une seconde phase le degré d’incertitude acceptable pour la marge de
securité jugée suffisante.

Les conceptions probabilistes qui en découlent interviennent non seulement au niveau des
concepts structuraux mais également au niveau de certains problémes particuliers dans les
ouvrages.

La notion probabiliste du degré de sécurité introduite de fagon explicite dans le domaine de la
construction par Marcel Prot [ 60 ] et Robert Lévi[ 9, 49 } vers 1946 a pris une part de plus
en plus grande dans la recherche des cnitéres de sécurité. En effet, les travaux récents des
~ chercheurs du monde entier, les travaux des commissions internationales, s’occupant de
sécurité ont montré la nécessité d’étudier sur une base statistique non seulement la résistance
des structures mais aussi les actions (les sollicitations) qui ont €€ jusqu’ici €valués dans la
plus grande incertitude en prenant compte de maniére forfaitaire leur variabilité. L’absence de
fondement scientifique du concept de sécurité nous contramt a faire appeli & la théorie des
probabiliiés.

Dés ses premiéres activités conscientes de constructeur, I’homme a remarqué par ’expérience
qu’il commet dans ses structures des erreurs de conception ou de construction qui peuvent
entrainer leurs ruine aprés un temps variable. Pour éviter d’éventuelles conséquences
catastrophiques, I’ingénieur a établi plusieurs méthodes de calcul qui introduisent certaine
"marges de sécurité" pour se prémunir suffisamment, sinon tout & fait, du danger de dégéts.

Les premieres méthode de calcul des structures se développent a partir de lincarit¢ et de la
" considération déterministe des grandeurs en question, ce qui rendait naturel et utile Pusage
"des contraintes admissibles" pour introduire la "marge de sécurité voulue". Ainsi, l'on
définissait le concept, sans le comprendre tout a fait, du "coefficient de sécurité¢" comme le
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nombre par lequel il fallait diviser la résistance des matériaux pour obtenir la contrainte
admissible et l'on identifiait, dans un certam sens le coefficient de sécurité avec la marge de
sécurité réelle de la structure [8].

Des ¢tudes successtves firent remarquer plus clairement le comportement (non linéaire) des
matériaux et par suite des éléments structuraux dont ils faisaient partie, et mircnt par
conséquent en évidence llignorance des ingénieurs sur la marge de sécurité réelle quand il
n'utilisait que les méthodes classiques aux contraintes admissibles. En plus, une analyse plus
profonde de la sécurité des structures montra que les grandeurs et les méthodes utilisées dans
les calculs, comme les charges, résistances et caractéristiques rhéologiques des matériaux, les
résultats de superpositions, les hypothéses, ... etc. étaient de nature aléatoire. Une
considération probabiliste des calculs apparaissait alors nécessaire [12, 44].

En ingénierie, pour le calcul et I'analyse, la résolution des incertitudes est devenue une
nécessité, et ¢’est a cause de ces inceriitudes que les coefficients de sécurité et les coefficients
de majoration des charges sont traditionnellement exigés dans le calcul.

Les nouveaux reglements de conception et calcul des constructions sont différents des
réglements antérieurs : ils sont en effet basé sur de nouveaux principes de sécurité.
L’introduction de ces concepts probabilistes entraine deux préalables : la nécessité d’acquérir
des données statistiques et de les inclure de maniére judicieuse dans un modéle mécanique en
faisant usage de techniques modernes.

Ainsi, ces techniques de probabiliiés en structurc ont un impact réel et important dans le cadre
logique de Panalyse d’incertitude et constituent la base quantitative pour I’évaluation du
risque et de fa sécurité. Par ailleurs, le développement d’un dimensionnement probabiliste
d’ouvrages importants dans un calcul global est au-dela des possibilités actuelles et I’apport
des probabilités sera restreint dans un premicr temps au niveau de I'analyse de structures
courantes en vue de mettre en place une méthodologie d’optimisation stochastique,

1.2 Objectif visé

[’ objectif visé consistait & mettre en évidence I'intérét des méthodes probabilistes et des
recherches correspondantes dans le domaine de la construction,

C’est le développement et la formulation de cetie méthode d&’optimisation et sa mise en
application pour plusieurs exemple de structures qui permettra de comparer les deux
conceptions déterminisie et probabiliste. Donc notre objectif est surtout de présenter une
méthodologie concernant ces recherches sur I’approche stochastique par quelques applications
Donc en se plagant au niveau du concept probabiliste de la sécurité on peut envisager le calcul
sous deux optiques différentes. La premiére consiste en une analyse probabiliste, ¢’est a dire
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en une évaluation de la probabilité¢ globale de survie d’une structure a caractéristiques
aléatoires connues, sous 1’effet d’un ensemble d’actions aléatoires également connues. Cette
probabilité doit étre supérieure & une valeur préalablement établie. La deuxieme se donne
comme objectif de trouver la structure optimale qui peut supporter un ensemble d’actions
aléatoires supposées connues : ¢’est la cas du dimensionnement probabiliste optimal.

L’objectif visé est d’identifier aussi les besoins et les conditions nécessaires a I’application
d’une approche probabiliste et de montrer que les considérations du risque dans I’évaluation
de la performance et la formulation du calcul sont maintenant pratiquement faisable et
souhaitable. Et de montrer I'importance et le role de I’information sur la connaissance des
incertitudes sur 1’évolution du gain en fonction des variables considérées. Et I'influence des
incertitudes et des probabilités sur la variation du coefficient de sécurité et par la la variation
de 'optimum.

Enfin, montrer la contribution de 'outils stochastique a donner un sens scientifique au
concept traditionnel du coefficient de sécurité qui est certainement mal défini et les principaux
avantages acquis par cette approche probabiliste pour Ia sécurité et la performance des
structures et que dans ce contexte qu’elles doivent étre analysées et évaluées.
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ELEMENTS DE THEORIE DES PROBABILITES

2.1 Introduction )

Le calcul des probabilités est I'étude des phénomenes aléatoires ou non déterministes. Pour
certains, les probabilités ont la réputation d’étre une branche difficile a comprendre.
L’expérience montre que les difficultés se situent rarement au niveau des concepts
mathématiques introduits, mais le plus souvent au niveau dela construction d’un modele
probabiliste permettant I’étude d’une situation concréte donnee.

Or les probabilités se prétent, peut étre mieux que toute autre branche mathématique, a
développer Daptitude a Ja modélisation mathématique, démarche scientifique qui doit
occuper une place de premier plan dans la formation de tout ingénieur.

Les origines du calcul des probabilités remonte au 17°™ siecle. Pendant une premicre période,
elles ne constituaient en effet guére plus qu’une collection de méthodes combinatoires et
algébriques. Depuis cette époque, les probabilités ont trouvé un nombre croissant
d'applications dans des domaines plus scientifiques (probléme de statistiques
démographiques, en théorie des erreurs et en biologie). Au 20°™ si¢cle, un nombre croissant
de disciplines qui s’étendent des sciences naturelles et techniques jusqu’au sciences sociales
et économiques, utilisant des méthodes probabilistes et statistiques [54, 62].

Cette extension de la théorie des probabilités au-dela des jeux de hasard n’a été possible que
grice & un développement théorique auquel de nombreux mathématiciens ont contribué.

2.2 Expériénce stochastique, événement

2.2.1 Expérience stochastique

Une expérience est dite stochastique ou aléatoire s’il est impossible de prévoir son résultat.
En principe, on admet qu’une expérience stochastique peut étre répétée indéfiniment dans des
conditions identiques ; son résultat peut donc varier d’une réalisation a une autre.

Si ’on jette un dés en [’air, il est certain que le dé va retomber en faisant apparaitre un 6.
Supposant que 1’on répéte 1’expérience plusicurs fois, soit s le nombre de succes, c’est a dire
le nombre de fois ot I'on a un 6 et soit n le nombre total de jets. On observe empiriquement
que le rapport f =5/ n, qu'on appel fréquence relative devient stable a la longue et se
rapproche d’une limite. C’est sur cette stabilité que repose toute la théorie des probabilités.

2.2.2 Ensemble fondamental, événement
En théorie des probabilités, on introduit un ensemble Q dont les éléments ® symbolisent les

différentes épreuves, résultats ou éventualités d’une expérience aléatoire.

L’ensemble, noté en générale 2, de tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire est
appelé I’ensemble fondamental ou univers de cette expénience. On appel evénement tout sous

ensemble de Q.
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2.3 Le langage de la théorie des probabilités

En théone des probabilités on s’intéresse a certains sous ensembles A de Q appelés
événements 4 chacun desquels on affecte un nombre compris entre 0 et 1, ce nombre attestant
de la fiéquence de production de I’événcment au cours d’expériences successives. Plus
précisément on identific la famille des événcments auxqguels on s’intéresse et qui constitue 1a
famille P(€2) de parties de Pensemble © (ensemble fondamental).

2.3.1 La famille des événements

La famille () a les propriétés suivantes :

1. P(€2) contient a partic vide ¢, ¢’est Pévénement vide,

2. P(€2) contient le plus grande partic possible, autrement dit, "ensemble Q: c’est

I’événement certain,

3. atoul événement /<, on peut associcr Iévénement contraire J¢,

4. a toute swite [y, I, ... F, d’événcments, on peut associcr IPévéncment U I, , ¢’esl
) =

I’événement «ui se produit si I’un au moins des événements 1y, 15, ... F, se produit, et c’est
I’événement qui ne se produit pas dans e cas contraire ; c’est a dire si aucun des événements

o0
£, Iy, .o 5, n’a licu. De méme, on peut définir I’événement n I, comme élant
i=1

I’événement se produisant st tous les ¢vénements 14y, £5, ... I, se produisent simultanément.

2.3.2 Notion de probabilité

On effectue a tout ¢vénement E une probabilité (%), nombre compris entre O et 1 de fagon
que Pon ait :
1. P($) =0, ce qui signific que Pensemble vide a la probabilité nulle

2. P{Q) =1, ce qui signifie que Vévénement certain a, en moyenne, une fréquence de
production égale a 1.

3. Siles événements [5, 19, . 1, sont disjonts, anirement dit, si deux quelconques & entre
eux ne peuvent ce produire simultanément, on a :

I(U“ E, ) = ; {r:,)

Ceci comespond au fail que, si on {ait N expéricnces successives au cours desquelles 1)
sest produit ny fois, /93 s’est produit i fois, 'événcment #10Uf5 se produit i) + 1, {ois,
La fréquence de production de cet événcment :

(m +m)/N=nm/N+m/N
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est donc égale a la somme des fréquences de production de /) et de 77).

2.3.3 Exemples d'espaces probabilises

2.3.3.1 Exemple (a)
Soient 717 un nombre réel elo; >0

Loy )j,

1
: b N 2eri I
S = )

pour tout intervalle 1, = o, fy[ posons

() = f () 2)

On  démontre que parmi loutes les familles parties de la droite ™ =€ qui contient les
intervalles | et qui ont les propriétés §2.3. 1a a §2.3.1d, il en existe une Pyr(N) plus petite que
toutes les autres. Si Iy, I, ... [, sont des intervalles ouverts disjoints avec |; =ja;, o[, I, est
donc un événement. C’est a dire qu’il appartient a la famille P4(\R), ct que on peut poser :

PU=Y [ fos (3)
i=1

T

A

Figure L.

On obtient ainst une probabilité /2 et ’on dit que P a pour densité f{x). Cette probabilité peut
étre utilisée si I'on s’intéresse a la limite élastique de Pacier (en Kg/mm? par exemple)
fabriqué pendant une période donnée par un aciérisic donné. Le nombre m est appelé la
moyenne de la limite élastique car :

rxf; (x)dx =m, 4)

o

Le nombre o est appelé ¢carl-type car on a en effet
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[w (x-— m)z_/; (V)dx = cf (5}

o0

Plus o est grand, plus le dispersion de la limite ¢lastique est grande. Le nombre ¢ est appelé
la variance.

En effet, les aciéristes ne donnent pas relativement a leurs production deux paramétres i el o
mais seulement le parameétre m — 26 comme :

m-2a

(=0, 0228 (6)

On peut dire que la limite élastique a une probabilité d’environ 0.0228 d’étre inférieure a
nt — 2a. Notons que Pexemple ci-dessus peut étre généralisé en remplagant  par une fonction
positive quelconque dont I'intégrale (sur toute la droite) est égale a |.

2.3.3.2 Exemple (b)

Nous généralisons I’exemple précédent au cas de plusieurs variables
On se donne un vecleur m= (m], my, ..., m,)de Pespace N a n dimensions. On définit le
produit scalaire :

X =(mx) =X, +m,X, . 4 m

" H

des vecteurs m et x (ou x est un vecleur arbitraire), On se donne une matrice symétrique
[V]=#" ¢’est & dire un tablcau symétrique de i nombres V. On note [B] ta matrice inverse
de [V]. On suppose que la matrice [V] est définie positive, autrement dit pour lout vectleur x
non nul on a Pinégalité :

{(V,x)= Z V, x,x, >0 (7)

ij=l

Soit |V| le déterminant de la matrice [V}, on pose alors :

f(x] ’xz,' .,,I”) _ (27[)—".’2 =Y x=m ) x~nr} (8)

Cetie expression généralise (1).

On appelle pavé ouvert | =1 x I x ... x ], = | | 1, le produit de n intervalles ouverts Iy,
=l
I, . . ., L, on peut alors écrire

PO =0 e, xa, . x) dy dya,. ., d, | | (9)

Cette expression généralise (2).

On démontre que parmi toutes les familles de partlcs de I"espace M” = Q, qui contiennent les
pavées ouverts et qui ont les proprictés §2.3.1a a §2.3.1.d, il existe une plus petite que toutes
les autres, notée Px("R""). On peut démontré que si Pon intégre fsur R”, autrement dit, si {on
fait 1=N" dans (9), on obtient (N") = 1. La fonction / permet done de définir une probabilité
P sur la tribu (N et 'on dit que festladensité de 2. On projetant cette répartition de
masse  sur le premier axe de coordonnées, on obtient une répartition de masse sur la droite.

10
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Cetle répartition de masse a pour densité

Silx) = HI/( X1, X2, . .., X)) dxy dxa,. . ., dy, (10)
On trouve
Fi(x) =2 Vi) Expl—(xi—m; ¥ 72V ] (1)

” . N 2 . . oy
On reconnait une expression analogue a (1) avec oy = Vi on dit que /] est la premiére
densii¢ marginale de /7, on définit de méme les autre densités marginales £, . . ., /7.

2.3.4 Analogie mécanique

En mécanique rationnelle, le répartition des masses dans un corps solide S de ’espace "
(n=2 ou n=3) est caractérisée par une fonction densité f{x;, x2, . . ., x,,) nulle en dehors de S.
Supposons que la masse lotale est égale 4 1.

Hlsf( X1, X2, .. ,T,,) (1,‘(1 d')fg,. . d.-\',, U 2)

on voit que le point m de coordonnées ;

ny =”Is XA x,x0,. . L x)deyde, . Ldy o j=1,2, . n

est le centre de gravité du solide §

Le moment d’inertie de S par rapport a ’hyperptan d’équation x; = m, est ¢gal a ;

M = ”L (x— m])g_f( X, X2, .., ) dyyda,. L dx,

Cette intégrale est égale & Vy si fa Pexpression (10).
Le moment d’inertic crotse de § par rapport aux hyperplans x| = my ¢t x2 = 11, correspond a

Muz = [ fs (o= (o= ) K xy, xa, . X) dixy dixa, ., d,

Cetle intégrale est égale a V5 si fa 'expression (10)

La matrice des nombres V;; est la matrice centrale d’inertie. Cette matrice et les coordonnées
du centre de gravité sont deux paraméires essentiels de la répartition de masse. Il en est de
méme en théorie des probabilités.

De plus, dans le cas particulier ou {a ’expression (10), Ja répartition des masses est méme
enticrement caractérisée par la donnée du centre de gravité et de la matrice V;;. On emploie
donc en mécanique et en théorie des probabilités des langages équivalents (Tableau 1).

Mécanique : ' Théorie des probabilités
Répartition de masse sur R" de masse totale 1 Loi de probabitité sur "
Densité de la répartition de masse Densité de la loi des probabilités
Matrice d’inertie Matrice des moments d’ordre 2
Matrice centrale d’inertie - Matrice des covariances
Barycentre Moyenne ou point moyen

Tableau 2.1.

il



2.4 Variable aléatoire

Soit F(€2) une famille d’événements probabilisés et représentés par des parties d’un certain
ensemble Q. Relativement a ces données, une vartable aléatoire X est une apphication X, de
) avaleurs dans ’ensemble H des nombres réels, telle que pour tout intervalle Iy = ]y, 5[ la
partic de Q notée "X, € 1," ou X, prend ses valeurs dans |, est un événement.

On appelle loi de la variable aléatoire X, la répartition de masse p sur la droite qui est
I’image de P’ par I’application X. Ces définitions sont illustrée dans la figure 2 ¢i dessous ;

"

—

])|

Figure 2.2,

"Xy € )" est Ia partie de Q, formée par tes points o de Q | tels que a; < X; < h
Tout intervalle 1; et son image inverse "X, € [,” portent-la méme masse :
Tout int lle 1) et 2 "X, eI} tent-1

vy, PCGre 1) = () . (13)

La loi de la variabie aléatoire X, est la loi de probabilité p,; sur W qui vérifie cette relation. La
proportion logique "X, a pour lot i," sera notée :

X1~ (14)

La définition d’une variable aléatloire peut étre schématisée de la maniére suivanle : une
grandeur physique mesurée par un nombre (résistance, lempérature, vilesse du vent, . . ) est
dite aléatoire si elle dépend du hasard. Autrement dit, une grandeur physique X, peut étre
caractérisée par une application définie sur le hasard Q a valeurs réelles. Plus généralement,
lorsqu’on a n grandeurs physiques aléatoires, les applications X, X,, . . ., X,, de Q dans R
associces a ces grandeurs définissent une application :

0O—* 5a (15)
(D———"-——%( X ((D)s Xy ((D)a X, ((U)) V

L’1image de la probabilité /> par cetle application est une répartition dc masse L sur ‘R telle
que, quelque soient les intervalles 1y, 1y, . . ., [,,, on ait ;

,P("X| € I], Xz S 12, | X,, € l,,")= ,,l(]; X [2 b 3 i,,) (16)

On dit que p est la loi conjointe des variables aléalotres X, . . ., X, Il faut noter que dans ces
définitions, I’ensemble € n’est pas défini de fagon unique. P*ar exemple, lorsqu’on étudie n
grandeurs aléatoires associées a des applications X, . . ., X,, de Q dans 91, on ne change rien
du point de vue probabiliste en remplagant Q par N, la probabilité P par la loi conjointe p, et
chaque X; par la i*™ projection canonique de I"espace produit R”.
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]

N W a7
X=X, X500 X, )—— X,

c’est ainst d’ailleurs que nous procéderons. -

2.5 Fonction de répartition
Si X est une variable aléatoire, on appelle fonction de répartition la fonction /4 telle que :

Y, ()= PO Xy <x"y= (X, € -, x[) (18)
si fa loi de X; admet une densité /y ona :

)= [ fodr s doi 1 = £) (19)

2.6 Exemples de variable aléatoire

2.6.1 Exemple (a)

Reprenons Pexemple a) §2.3.3.1, soit X Papplication identique x — x de la droite 9. La
probabilité /” coincide avec fa loi 11 de X. On peut poser :

1= N(m, o°) (20)

On dit que pt est une loi normale (ou Gaussiénne) de moyenne m ct de variance o°.
Signalons que la fonction de répartition de la normale réduite M0, 1) est tabulée et figure dans
les bibliotheques d’ordinateurs, elle.est parfois appelée fonction £+ ou ®

2

J'el'? dr @1

-

(I)(x) =

2n

si X, est une variable aléatoire de loi N(m, 02), on calcul la fonction de répartition /7 de X, en
notant que (x—m)/c est normale réduite :

m Xy —m

u ):(])(
[9)

m X
<

Fi(x) = POX, < xg) = P ) (22)
[#)

2.6.2 Exemple (b)

Reprenons l'exemple b) §2.3.3.2, soit & un entier quelconque compris entre | et n
Considérons la &™ projection canonique IT; de 1'espace produit R” (voir expression 17). X;
est une variable aléatoire de loi N(my. Vi) et Ton dit que (X, ..., X,) estunensemble
gaussien de variables aléatoires.

2.7 Moyenne, variance, covariance

Supposons que la variable aléatoire X a pour loi fi(x|) dxy, on écrit :

13
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X~ fi(x1) dx, (23)
On définit alors la moyenne de X (ou espérance mathématique de X) par

X=m, = E(x)= T.\-, —m ) fi(x )y, 24)

on définit la variance de X par :

cz(x) =Var(x) = r {x, —H.’E):f;(.\’])(.i.\‘l . (25)

soient X; et X, deux variables aléatoires de moyennes m et m, respectivement. On appelle loi
.. . . . R 2 . .-

conjointe de ces deux variables aléatoires la probabilité pt sur < qui est I"image de !’ par

I"application (X, X3) :

QO—— %
n— X, (m), X ()

St 1 a pour densité F(X,, X32), on défimt la covariance de X, et de X; par :
Cov(Xy, Xa) = [ (o= i) (xa— m) f x), x2) lx) dxa (26)

2.8 Indépendance, dépendance et coefficient
de corrélation

Soient X, et X; deux variables aléatloires. On note £1(X)), /2(X3), AX|, X;) les densité de X,
X: et de la loi comjointe. On dit que X; et X3 sont indépendants si :

AX1, X2) =/1(X) . f(X2) (27)

Une méthode plus générale pour définir I'indépendance de deux variable aléatoires consiste &
défimir d’abord I'indépendance de deux événements /7 et /75,

£7) et Iy indépendants <= P(I5) m I55) = P(1) . P(k) (28)

Puis Pon définit I'indépendance des deux variables aléatoires X, et X, par la condition :
quelque soient les intervatles 1, et I, les ¢vénements "X, € 1)" et "X5 e 1" sont indépendants.
Dans le cas particulier ot X; et X, sont gaussiénnes I’expression de f, donnée par
I’équation (8), avec 27 =2, montre que X, et X, sont indépendants si, et seulement si, Vy; = 0.
Graphiquement, cela se traduit par le fait que les ellipses d’égale densité oot des axes
paralléles aux axes de coordonnées (figure 2.3)

Au contraire, si ces ellipses ont des directions d’axes obliques et si elles s’allongent dans une
certaine direction, ceci correspond 4 une certaine liaison entre X, et X,. Plus précisément ,
pour tout nombre réel k, on a, puisque Iintégrale d’une fonction positive est un nombre
positif

H [(.)Cz— 1112) - k(xl— HI[)]2_](( Xy, Xz) d_r; afrl =20 (29)

14
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.\'ZA
Courbe f{x|, x)} constant

,”3 P U

X
p
i,
Figure 2.3.
En développant le crochet, on voit que cetle relation équivaut a :
K 6°(x3) — 2k Cov(Xy, X2) + 6(X1) 2 0 (30)
par conséquent :
| Cov(Xy, X2) 1 £ 0(X) . o(Xy) 31

Dans le cas particulier ot 1’on a une égalité, le trindme (30) admet la racine double 4 et par
conséquent, revenons i (29), on voil que Pon a presque siirement (c¢’est a dire avec une
probabilité 1) la relation :

(x2— 1) — ko(xy— ) =) 32)

Soit ;

(xa— n12) = ky(xy— nmy)

d’our une relation de dépendance entre les variables aléatoires Xy et X,
En conclusion, on défimt le coelTicient de corrélation p entre X, et X; par la formule :

p(X1, X2) = [Cov(X1, X2/ [6(X)) . (X2)] (33)

15
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onatoyjours —1 < p(X), X3) <+1

Lorsque jp| est petit, les vanables Xy et X; sont "peu” dépendantes ; elles sont méme
indépendantes si p = 0 dans le cas gaussien. Lorsque |p| est grand, les variables X, et X; sont
"trés" dépendantes : elles sont méme lides si p = 2:1.

Notons que dans le cas gaussien, si p lend vers +1 ou vers —1, les ellipses d’égale densité
dégenerent selon la droite passant par (my, my) et de cocfficient angulaire 4y, De plus, la forme
quadratique :

Vi I]z +2 Vi xoni Vi .(32

S’annule pour le vecteur non nul (xy, x2} = (ko, —1}. La mairice de coefficient Vy ne vérifie

plus la condition (7): la lois gaussiénne correspondante cst dite dégénérée. De telles lois

interviennent aussi lorsque certaines variables sont “certaines” (c’est & dire quelles prennent

des valeurs connucs).

2.9 Espace vectoriel des variables aléatoires relatives a
une catégorie donnée d’'événements probabilisés

Considérons un espace probabilisé (€2, (€2), 7’} , ccla signtfie que P’on considére unc famille
P{€2) d’événements représentée par des partics d’un certain enscmble €, chaque événement [
de () étant affecté &’ une probabilité 1,

Soient X et Y deux variables aléatoires relatives 4 ces donndes et A un nombre réel
quelconque. On peut alors déhnir, naturcliement AX et X+Y puisque X ¢t Y sont représentées
par des fonctions mmmériques définies sur Q. On voit que ces définitions munissent
Pensemble des variables aléatoires refatives a (€, P(€)), ) &’une structure d’espace
vectoriel. :

Nous admetions le théoréme sclon lequet :
1. La moyenne de la somme de deux variables aléatoires est la somme des moyennes,

2. Lavarance de X-+Y est reliée aux variances de X et de Y par la formule

VarlX+Y) = Var{ X} - Var(Y) 42 Cov(X, Y) (34) .

3. Sila loi conjointe de plusicurs variables aléatoires est Gaussienne, alors Ta somine de ces
variables est aussi .

4. Pourtoutréel hona:

AX = AX el Var(AX) = A2 Var(X)
5. Siladensité de la loi de X est d(x), la densité de la loi de AX est Ad(Ax)

Remargue: Si on »n variable aléatoires X, Xo, .. ., X, formant un ensemble Gaussien,. Cet

16
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ensemble est défini par la donnce du vecteur m (i, ma, . . ., niy) ¢t la matrice symétriquce
inerticlle positive [V].
On démontre une formule importante qui généralise la relation (22) (voir annexe 2) et permet

"
de calculer la probabilité de Y = ZC-‘IX,. qui suit une ot normale.
=1

2.10 Application

Une barre de section constante, définie par des paramétres | et v est soumise & un moment
fléchissant aléatoire M;dont la loi de probabilit¢ f1(x;)clx; est supposée connue. La résistance
élastique o, de Pacier constituant celte barre est une variable aléatoire dont la loi g(x2) dxa
est supposée connue (2.3.3.a). On cherche qu’elle est la probabilité de I"événement /7 de
dépassement de la résistance élastique .. PPour chercher la solution, on prend pour My une
convention de signe telle que sa valeur moyenne soit positive.

Le moment de début de plastification est la variable aléatoire M, = 1/v g, (d’aprés 2.9 ¢),la
densité de la loi de M, est ga(x2) = 1/v g( 4 x2) .

Le chargement de la poutre, étant indépendant de sa résistance effective, on peut considérer
que M, et M;sont de variables aléatoires indépendantes. Etant donné (X, X2} = AX ) . fAX2)
si X el X3 sont indépendantes (voir Equation 27).

La loi conjointes de My et M, a pour densité le produtt de /) et fa.

z ] b By 2 o " J Pt ]
Représentons I’espace probabilisé €2 par 18", L événement [) est caractérisé par My > Mp. /7 est
donc représenté par le demi-plan hachuré de la figure 2.4,

X

H'“” My Mér >

Figure 2.4,

17
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La probabilite de /2 est donc égale a I'intégrale de f'sur £
Py = [[£(x)ds= [Ficdn. [1eeyar,
PO = [£,x)de, By, (35)

Ou Iy est la fonction de répartition du moment résistant ¢t /) cst la densité du moment
fléchissant. Cette formule est classique.

Si les lois de charge et de résistance sont quelconques I’évaluation de cette intégrale se {ait a
’aide des formules de quadrature ou par des méthodes Monte-Carto [47].

Dans le cas ott les lois de charges et de résistances sont gaussiénnes, if résulte d’apres 2.9 que
la variable aléatoire

X=M,-M=1/vo.—M;

est une variable aléatoire gaussiénne de moyenne et de vartance connues

5{—"—- MI)_ _M|‘=1/V “(}c— mM[

6 (X) = Var(X) = Var(M,) + Var(Ml) = I /" Var(c,) + Var(M)
Onaalors: P(E)=P(X < 0). D’apreés (22) on obtient : P(F) = d(— w}'(/O“(X)).

Autrement dit, la probabilité¢ cherchée s’obticnt simplement en consultant une table de la loi
normale centrée et réduite.

Interprétation . On voit que /(1) diminue lorsque la différence M, — M; augmente. De plus,
P(E) augmente lorsque 1°/v Var(o)) + Var(Mp) augmente ; c’est a dire lorsque les
dispersions de la résistance et de la charge augmente. Finalement, dans ce cas simple, la
sécurité dépend non seulement de la différence du moment résistant et du moment applique,
mais aussi de la dispersion de ces grandeurs, ¢’est a dire de leurs variances.
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ELEMENTS D'OPTIMISATION ~ DEFINITIONS

3.1 Introduction

Le mot optimisation en mathématique désigne fa recherche des conditions moyennants pour
tesquelles une fonction donnée atteint un optimum, qui se présente le plus souvent comme

un extremum (c’est a dire un maximum ou un minimum}.

C’est la recherche de la meilleure solution, évaluée selon certains critéres avec prise en
compte des conditions nécessaires. On voit immdédiatement & quel point ce genre de
probleme peut répondre a des préoccupations pratiques de tout ordre ; physique, mécanique,
technique, économique, . . . etc.

Historiquement, le probléme de maximiser ou de minimiser une fonction sous des conditions
d’égalités est un probléme mathématique bien classique (c’est un probléme d’optimisation
qui remonte a Lagrange, aprés un premier intérét porté par Monge en 1776 a un probleme de
ce genre) [42 ]. Le fait d’étendre la théorie de Lagrange et de ses multiplicateurs au cas ou il
y a aussi des contraintes d’inégalités est relativement nouveau et les premiers résultats ne
datent que depuis 1948. (C’est a dire ce n’est qu’apres la deuxiéme guerre mondiale que ces
méthodes ont connues un  développement considérable, surtout avec I’avénement des
ordinateurs) [16, 37, 35 .

3.2 Role de I'optimisation

e role de I"optimisation dans la construction est capital, elle permet de déterminer la
meilleure solution d’un probleme et d’aboutir a des colits minimaux. Le développement des
méthodes  d’optimisation n’a servi qu’a rendre explicite la recherche, I'évolution ct e
classement des options.

Les tendances faites pour développer ces méthodes ont eu pour effets bénéfiques d’affiner
notre compréhension du projet, didentificr les applications valables de la sous optimisation

et de restructurer un grand nombre des processus particls qu’intégre 1'étude du projet.

3.3 Définitions

3.3.1 Eléments de I'optimisation

Parmi les diftérentes méthodes ou formes d’optimisation (par exemple les méthodes
variationnelles, tes méthodes des multiplicateurs de Lagrange qui ne seront pas pris en
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compte), nous allons présenter ici une classe de méthodes d’optimisation appelée
programmation mathématique.

La programmation mathématique se propose pour objet, |’étude théorique des problémes

d’optimisation ainsi que la conception et la mise en ccuvre des algorithmes de résolutton.

La présence du terme « programmation » dans le nom donné a cette discipline peut
s’expliquer historiquement par le fail que les premiéres recherches ct les premicres
applications se sont développées dans le contexte de Péconomie et de la recherche
opérationnelle. '

Trés naturellement, la terminologie employée alors refléte Pétroite relation existant entre
Pactivité d’analyse mathématique d’un probléme el son interprétation économique (la
recherche d’un programme économique optimal).

C’est ainsi que G. B. Dantzig propose en 1949 [16] le terme de programmation linéaire pour
I’étude des problémes theéoriques el algorithmes liés a la programmation des fonctions sous
contraintes linéaires. Dans le méme sens, Kuhm et Tucker [37] proposent e nom de
programmation non linéaire pour {'¢tude des problémes d’optimisation non linéaires avee ou
sans contraintes.

La programmation mathématique cst aujourd hwi une branche particulierement active, La
premiére, c’est peut étre le nombre, la variété et I'importance de ses application que ce soit

dans les sciences de I'ingénieur ou dans d’autres domaines des mathématiques appliquées.

3.3.2 Formuliation du probléme -

D’une facon générale, le probleme d’optimisation peut étre formulé ou énonceé sous forme
fonctionnelle comme suit :

Minimiser W = C(X) ' (1a)
(A) Sounis a : F(X)=0 {(ib)
GX)<0 (Ic)

ou le vecteur X est le vecteur des variables du projet (variables de décision, variables de
conception). C(X) est la fonction objective (Tonction critére ou économique). F(X), G(X)
sont appelées contraintes ou fonctions de limitation.

3.3.3 Variables de décisions

Les variables de conception ou de décision ou variables de calcul sont constituées par des
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sections ou par les dimensions (épaisseur, tongueur, ...) dc la structure & optimiser ou par
d’autres parameétres. Dans les structures a deux ou trois dimensions ceux qui définissent la
géométrie sont particulicrement intéressants a déterminer afin de minimaliser la quantité des

matériaux mis en euvre,

Le calcul consiste & défimir les valeurs des composantes du vecteur X - x|, x5, ... x,, qui sont

les inconnus du probléme (on appelle ces composants les variables de décision),

3.3.4 Contraintes

La structure calculée doit satisfaire aux exigences fonctionnelles concernant la résistance,
Putilisation, ... etc. Ces exigences qu’on appelle conditions sont les limitations ou les
contraintes du probléme. Comme le montre ["équation (1), il convient de répartir les
contraintes en deux classes : celles qui doivent étre satisfaites comme des égalité strictes (1b)

et celles qui sont régies par des inégalités (1c),

3.3.5 Fonction objective

Parmi les facteurs caractéristiques d’une structure, il y a toujours un dont 1’tmportance
prédomine. C’est ce facteur qui constitue le critére d’optimisation et qui est représenié sous la
forme d’une fonction objective C(X)=f x1,x2,..., x,) (on dit aussi parfois: fonction

¢conomique, fonction critére ou critére de mérite).

En outre, le critére de mérite n’exige pas d’étre déterministe et peut s’exprimer en terme de
probabilité.

En optimisation des structures, on utilise souvent un volume minimal comme critére plutdt
qu’'un colt minimal pour la raison que les coefficients de colit sont trop difficiles a

déterminer.

3.4 Type de probleme d’optimisation

3.4.1 Probléemes déterministes

Soit une structure dont les charges, résistances, géométrie (dimensions) sont fixées (¢’est a
dire qu’'on connait avec certitude les données). Le probléme du dimensionnement optimal
consiste a déterminer les variables x; (=1, 2, ..., #) qui oplimisent une certaine fonction de
mérite (appelée fonction objective ou fonction critére) et satisfaisant également aux

Iimitations (ou contraintes). 11 peut étre ¢énoncé sous la méme forme que le (A) du 3.2.
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3.4.2 Problémes probabilistes

Supposons maintenant que les charges et les résistances des éléments soient des varniables
aléatoires définies  par des modéles mathématiques & parametres statistiques connus @

I’exception des valeurs moyennes des résistances qui restent a déterminer.

Les condittons de sécurité contre la ruine peuvent étre spécifiées en adoptant des niveaux de
"confiance” convenables.

En geénérale, le probléeme de dimensionnement probabiliste optimal peut ére €noncé comme
st

— Pour une structure, charges probables et variations de résistance connues

— Trouver les résistances moyennes des éléments tels que des niveaux de confiance
spécifiés et des conditions d’économie déterminées soient satisfaits,

3.5 Méthodes et formulation générale d’un probléme
d’optimisation déterministe

Premiére illustration : Treillis a trois barres

Afin dillustrer la formulation des variables de conception (ou de décision), considérons le
treillis symétrique constitué de trois barres de la figure 3.1 cet exemple était le premier
présenté¢ par Schmit [55]. Le matériau de la structure est I’acicr et {a structure est soumise a
deux charges distinctes Pi et P2 respectivement. Les paramétres préalablement atiribués
représentent  les  propriétés  du  matérniau (module  d’¢lasticité, densité, contrainte
limite, . . . etc.). La topologie de la structure (trois barres entre les neeuds A-B, A-C et A-D)
et les coordonnées des nccuds  sont les paramétres de la configuration. Les variables de

décision repreésentent les sections transversales A1 et A2 des barres.

En générale, les variables de décision sont indépendantes dans ie probléme d’optimisation.
Une fois que leurs valeurs ont ¢té choisies d’une fagon ou d’une autre, la structure est
complétement déterminée et son comportement peut étre évalué a partir des équations
d’analyses.

ar comportement nous voulons dire les quantités qui sont les résultats d’une an e, tels
P port t I dire les quantités q t1 llats d’une analyse, tel
que les forces, les contraintes, les déplacements. Puisque le comportement de la structure
dépend de la valeur des vanables de décision. Il pcut étre représent€ par un groupe de

variable de comportement dépendants.

Bien que la distinction ci-dessus entre variables (de décision) indépendantes et de
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comportement deépendantes semble étre naturel, d’autre formulations peuvent étre utiles. Les
différentes possibilités seront discutées en 3.7.

100 100

| |
—_ B <7C D
) (2 (2)
o
= A,y As Ay
- A -
i
PQ = 20 PI = 2()

Figurel. Exemple d’un treiilis 3 3 barres

3.6 Contraintes

Chaque groupe de valeur pour les variables de décision (ou de conception) représente une
conception de la structure. Clairement, quelque conceptions sont des solutions utiles pour
I"optimisation du probleme, mais d’autres peuvent étre inadéquates en terme de fonctions,
comportement ou autre considération. Si une conception satisfait toutes les exigences (ou
conditions) impos¢es, elle sera dite "solution admissible" (ou solution faisable).

Les conditions (ou restrictions) qui doivent étre satisfaites afin d’obtenir une conception
faisable sont dites "contraintes”. Du point de vues physique, on peut identifier deux sorte de
contraintes :
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1- Les contraintes imposées sur les variables de conception ¢t qui limitent leur champs
(portée étendue} pour des raisons que des considérations sont appelées contraintes de

conceplion ou contraintes de "bon coté".

Les contraintes qui sont explicitées en forme peuvent provenir de différentes considérations
telles que  la fonctionnalité, la fabrication, ou 'esthétique. Dc cette fagon, une contrainte de

conception est une limitation spécifique (ou imposée) sur une vatiable de conception.

2- Les contraintes qui dérivent des exigences sur le comportement sont appelées "contraintes
de comportement”. Les limitations sur les contraintes maximales, déplacements et

flambements sont des exemples typiques de contraintes de comportement.

Des contraintes de comportement explicites ou implicites sont toutes deux rencontrées dans
la conception pratique. Les contraintes de comportement explicites sont souvent données par
des formules présentées dans des cadres de conceplion ou dans des spécifications.

Cependant, les contraintes de comportement sont généralement imphicites.

D’un point de vue mathématique, les contraintes de conception et de comportement peuvent

&tre usuelHement exprimées comme un groupe d’inégalités.

g(X)<0,i=1.2,...,m 3.1}

ou m est le nombre de contraintes d'inégalité et X est le vecteur des variables qui peut
comprendre les variables de décision et de comportement.

Souvent dans un probféme de conception des structures, on a aussi a considérer des
contraintes d’égalit¢ de la forme générale :

h(X)=0;i=1,2,...k (3.2)
ou 4 est le nombre d’égalités.

Dans la plupart des cas, les contraintes d’égalité peuvent étre utilisées pour éliminer des

variables du processus d’optimisation en réduisant leur nombre

En général, les équations d’analyse d"un probléme sous condition peuvent étre exprimées en
terme de variables dans la forme dc I’équation (32). Cependant, st nous choisissons les
variables comme indépendantes, alors ces ¢quations peuvent calculer les variables de

comportement (dépendantes) pour chacune des conceptions données.
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Cette procédure est avantageuse dans plusicurs cas puisque nous avons a trouver les valeurs
optimales d’un nombre moindre de variables, et le probléme est dit avoir une dimension plus

basse.

L’épalité (3.2) peut représenter aussi différentes considérations de conception tel gu’un

rapport désiré ente la longucur de la scction transversale et son épaisseur.

De telles simples et expliciies contraintes peuvent facilement &tre utilisces pour réduire le
nombre de variables indépendantes. Cependant, dans certains cas 1a procédure d’élimination
peut étre complexe et consomme du temps et quelques contraintes d’égalité doivent étre

considérées.

3.6.1 Contraintes de comportement explicites

En général, les contrainte de comportement sont des fonctions non linéaires des variables de
décision, cela peut &tre le cas m&me des struciures ¢lastiques avec une analyse lincaire. Pour
illustrer ce point ainsi que la nature explicite des contraintes de comportement, considérons
une formulation générale de la méthode des déplacements en analyse. Cette méthode est un
outil d’analyse universel en pratique courante dans le calcul optimal des structures mais on
peut souligner que les formulations d’une conception optimale ne sont pas restreintes a une

méthode spécifique d’analyse et d’autre méthode peuvent étre employées.

L’analyse commence avec la construction de ’équation de a matrice de ngidité de I'élément

{(voir annexe) :

IK){Uj={R}c (33

ou le vecteur {R},. représente le vecteur force nodale de I'élément. {U}, est le vecteur

déplacements correspondant et {K], est la matrice de rigidité de ’élément.

Les coefficients de la matrice de rigidité peuvent étre des fonctions linéaires des variables de
conception, si ces derniéres représentent la surface de la section transversale ou le moment
d’inertie par exemple.

Les équations du systéme complet peuvent &tre obtenues & partir des équations des éléments
en appliquant le processus classique d’assemblage (voir anncxe).
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[KI{U}={R} (34

ou [K] est la matrice de rigidité globale et {U} est le vecteur de déplacements nodaux global

et {R} est le vecteur de chargement extérieur appliqué.

Considérons les limitations sur les déplacements {U}, exprimées sous forme (3.1)

{U-{U't <0 (35)
ou {U"} est le vecteur de la limite supérieur ol des déplacements spécifiques.

Substituons {U} de (34) dans (35) on trouve :

[KI'{R} - {U"} <0 (36)
ot la matrice [K]™" est fa matrice inverse de (K]
1l est généralement plus efficace d’utiliser les techniques de résolution.

Remarque : La matrice [K]"' est une fonction linéaire de variables de conception, et en

général il n’est pas possible de I'exprimer explicitement en terme de ces

variables.

Considérons les limitations des contraintes

{o}-fc"} <0 _ (37)

ou {G} est le vecteur contraintes et {G"} est le vecteur des contraintes admissibles spécifiques.

{c} est calculé de :

{o}=[S{U}=[S] [K]"'{R} (38)

ou [S] est une matrice du systéme qui exprime les contraintes en fonction des déplacements.

Substituons I’équation (3.8) dans I’équation (3.7). La limitation des contraintes devient :

[STIKI{R} ~{c"} <0 (39)
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Du fait de la dépendance avec fa matrice inverse [K]-1 les contraintes sont aussi, en général

une solution implicite et non linéaire des variables de conception.

Revenons a Pexemple donn€ (exemple du treiflis a trois barres) de la figure 1. Les paramétres

préatablement attribués sont supposés donnés
Chargement appliqué : P, = 20.

Contraintes admissibles
Traction (limile supérieure) co, =20
compression {limite influence) coi'=15

Limite inférieure de la surface de la section transversale : A, = 0

Du fait de la symétrie de chargement et de la géométrie, Ie nombre de variables de conception
se réduit a deux variables (A1, A2) el seulement une seule condition de chargement peut &tre
considérée.

Les conditions du probléme de conceptions, (sous la forme de I’équation 3.1); sont :

1) contraintes de conceptions :

gr=-A1r20;p2=-A2<0 (31
2) contraintes de comportement :

@p=o1-20<0 ; pa=-01-15<0 ; gs=02-20<0;

go=—02-15<0 ; gr=03-20<0 ; gr=-063-15<0 | (3.11)

Les contraintes sont calculées par "équation (3.8) (voir en annexe comment on obtient la

matrice[S]) :

, 05 05
k 0 ] Ui (2.12)
(a2 = X
[ 100 u, :
o, ~05 05| %

ou IE est le module d’élasticité

Les déplacements Ui et Uz (voir figure 1) sont calculés par les équations d’analyse des
déplacements (voir 3.4)
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E_|A 0 HU.} 1{20}
S (3.13)
100\/5[0 A2, U= 5120

[K] Uy = (R

dans cet exemple simple, il est aussi possible d’exprimer explicitement les déplacements en
terme de variables de conception de I’équation (3.13) ; on trouve :

U, ] 20100 /A,
{Uz}_ E {I/(A,+J5A2)} (3.14)

Substituons (3.14) dans (3.12), on obtient les contraintes exprimées en terme de variables de
conception (ou de décision)

A2+\/5A]

G, =20 .
2A,A,+y2 A’
2A
G, =20 J2a - (2.15)
2A,A, 42 A
G, =-20 a -
2AA, +y2A]

Seulement les conditions (ou limitations) qui peuvent affecter la conception doivent étre
considérées. Puisque o, et G2 sont loujours positives ¢t o3 négative, nous pouvons considérer
seulement les trois conditions suivantes :

G —20<0
G2 —20<0 ' (2.16)
-g3—15<0

Substituons (3.15) dans I’équation (3.16) on obtient les limitations (ou conditions) en
contraintes explicites suivantes :

20(A2+\E_A,)_20<"

01'72(]2 ;
2A1A2+\/5A]‘ '
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20424,

c,-20= -—-20<90
2A A, 42 A2
~g,~15= 207, ~15<0
2A,A2+J5A,2

(3.17)

La représentation graphique de ces conditions dans le plan formé par A, A, est montré sur la

figure 2

V (em’ )
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4001
380
360-L
340
3201
300
280 ‘

260

1 ] 1 L i 1

" L 1 M i 1
0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1.4 1,6

Figure 1 : Fonction objective
Solotion optimale : A;=0.79; A;=041; Z 4= V,~2638%cm’
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3.7 Espace de conceptidn

Nous pouvons voir chaque variable de décision comme une dimension dans un espace de
conception, et chaque groupe particulier de ces variables comme un point de cet espace. Dans
le cas de deux variables, I’espace de conception se raméne a un plan. Dans le cas général de n
variables, nous avons un hyperplan de dimension n. Une conception qui satisfait toutes ces

contraintes g{x) < 0 est une conception faisable.

Le groupe de valeurs des variables de conception qui satisfait I"équation gi(x) = 0 forme une
surface dans I"espace de conception. C’est une surface dans le sens qu’elle coupe ’espace en
deux régions, une ou g; >0 et Pautre on g; < 0. L’espace de conception et les surfaces de
contraintes (conditions) pour 'exemple des {rois barres est montré sur la figure 2.

Le groupe de toutes les conceptions faisables forme la région faisable. Les parties des
surfaces de contraintes respectives qui limitent la région faisable forment la surface de

contraintes composées.

lLes points a I’intérieur de la région faisable (c’est a dire ou g; < 0, i =1, 2, ..., m1) sont appelés
points libres, ou conception sans contraintes. Les points sur la surface (¢’est a dire lcs

conceptions faisables pour lesquels g; = 0) sont appelés points limites.

Il est possible que la régions [aisable soit composée de deux ou plus de sous régions
disjointes, mais ceci est rare dans les problémes de conceptions ot les éléments ne peuvent
pas étre élimings.

Le sous espace ol deux ou plusieurs contraintes g(x) = 0 est appelé une intersection. Dans
I’espace a deux dimensions, I’intersection de deux contraintes est un point.

La i*™ contrainte est dite étre aclive en un point de conception si g{x) = 0 et elle est dile

passive si g{x} <0. §i g(x)> 0, la contrainte est violée et la conception correspondante est
infaisable.

Les contraintes d’égalité :

hi{y=0,i=1,2, ...k

+

introduisent un couplage entre les variables et peuvent étre vues comme des surfaces dans
Iespace de conceplion a n dimensions. Les points de coneeption faisables doivent étre
localisés a Iintersection de ces surfaces. Le nombre des contraintes d’égalite, & doit satisfaire

k<T ou T est le nombre total des variables. Dans le cas ou £ = T, les vanables peuvent en



Chapitre 3 Lléments J optimisation

principe étre déterminées comme solutions des équations: /i{x)=0 et il n’y a pas de

probléme d’optimisation au sens propre.

3.8 Fonction objective

Il existe habituellement un nombre infini de conceptions faisables. Pour obtenir la meilleure,
il est nécessaire de former une fonction de variables a utiliser pour la comparaison des
conceptions faisables.

La fonction objective (appelée aussi coiil, critere, ou fonction de mérite) st la fonction a
partir de laquelle la plus petite valeur est recherchée dans un probléme d’optimisation. C’est
une fonction de variable x et eile peut représenter le poids, le coiit de la structure ou

n’importe quel autre critére a partir duquel une conception possible est préférée aux autres.

Nous supposons toujours que la fonction objective z=f{x) doit étre minimisée, ceci
n’implique aucune diminution de la généralisation, puisque le minimum de — f{x) est obtenu

lorsque f{x) est maximum, ¢’est a dire :

max { f{x) )=-min (- fx)) A (3.18)

Le choix d’une fonction objective peut &tre une des plus importantes décisions dans la
procédure d’une conception optimale. Dans certaines situations, une fonction objective
évidente exisle. Par exemple, si le colit de la structure est supposé €tre proportionnel au poids
de celle-ci, alors la fonction objective peut &tre Ta poids.

La formulation mathématique de la fonction objective peut étre une tache tres ditficile, par
exemple lorsque des valeurs esthétiques importantes sont influencées par les variables de
décisions. En général, la fonction objective représente la propriété simple la plus importante
d’une conception. Mais elle peut représenter aussi la résultante d’un cerlain nombre de
propriétés.

Des précautions doivent étre prises pour optimiser par rapport a la fonction objective qui

refléte au mieux, le véritable but du probléme d’optimisation.

Le poids est 1a fonction objective la plus habituellement utilisée di au fait qu’il est facilement
quantifiable bien que la  plupart des méthodes d’optimisation ne se limitent pas a la
minimisation du poids. Le poids de Ia structure est souvent d’une importance critique, mais la
minimisation du poids n’est pas toujours la plus facile.

Le colt est d’une importance pratique plus grande que celle du potds, mais il est souvent
difficile d’obtenir suffisamment de données pour la construction d’une fonction réelle du

(VS
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colit. Une fonction du cofit général doit inclure le coit des matériaux, de la fabrication, du
transport, ... elc.

En plus du cofit engendré par la construction et la conception d’autre facteurs tels que mise en
service, maintenance, réparation, assurance, ... etc., doivent &tre considérés. Cependant, il

n’est pas toujours désirable de considérer une fonction aussi large que possible.

ID’un point de vue pratique, 1l est demander d’introduire une fonction objective qui est a la
fois sensible aux variations des variables de décision et & la composante la plus importante du
cofit.

Dans le chapitre quatre, on verra une autre approche (approche stochastique) c’est de
considérer le colit initial de la structure et le coiit de ruine. L hypothése est que le colit de
ruine est donné par les colts des dommages associés a une ruine particuliére multiplié par sa

probabilité¢ d’occurrence (Cy = C; + C), Pry).

En général, la fonction objective est une fonction non linéaire des variables de décision.
Considérons a nouveau I’exemple des trois barres de la figure | et supposons que e volume

du matériau est la fonction objective. Nous obtenons I’expression Hnéaire suivante

z=282.8 Ar+ 100 Az (3.19)

e lieu des points satisfaisant F(x) =C* forme une surface. Pour chaque valeur de la

constante, il correspond un élément différent de la famille des surfaces.

L.a figure 3 montre la famille des contours de volume (ou poids) constant appelés contours de
la fonctions objective pour I'exemple des trois barres. Chaque conception sur un contour

particulier a le méme volume.

On peut remarquer que fe volume minimal de F(x) dans la région de faisabilité se produit au

point A lequel représente la conception optimale (ou sotution optimale).

3.9 Formulation dans I'espace des variables de
conception ‘

Le probléme général de conception de la structure optimale peut étre formulé comme étant le

choix d’une conception et des variables de comportement correspondantes soumises aux

contraintes relatives 4 la conception et au comportement de la structure, de telle sorte que ta

fonction objective soit mintmale.
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Si le comporiement de la siructure pent éire facilement caleulé pour n’importe quelie valeur
donnée des variables de conceplion, fes équations d’analyse peuvent &tre extrailes de la
formulation mathématique. Dans de tels cas, nous utilisons les équations d’analyse pour
Evaluer les contraintes qui sont données de fagon implicite. Une formulation explicite de ces
confrainies st possiblc seutement pour des structures déterminées ou simples.

Supposons quc toutes les contraintes d’égalité peuvent étre ¢éliminées, le probléme de
conception optimal peut étre formuié mathématiquement comme étant une fagon de choisir le

veeteur des variables de décision { X de telle sorte que -

gl)=0,i=1,2, ...m (3.20)
z=[Fx) —> min (3.21)

L’équation (3.21} stgnific que F(x) doane un minimurm

Ce probicme est dit formulé dans Pespace de conception puisque les variables de décision
sont les seules indépendantes. Les deux équations ci-dessus représentent une forme de
probléme appelé "programmation mathématique”.

Sur la base des équations de contrainte (3.10) ¢t (3.17) ¢t supposant que la fonction objective
est I'cquation (3.19) alors Pexemple des trois barres de la figurc 1 peut étre formulé par la
programmation mathématique comme suit : Trouver les variables de conception Ar et Az dc
telle sorte que -

gr=-A150;
g=-A2<0;
pi=0,—-20= 20(A V20D _5g29 :
2A A, 42 A
: 2042
gi=0,-20= J AL —=20<0 ;
A A2 A2
ps=—0,—15= 20}\2_ -15<0 (3.22)
2A,A 442 A2
z=2828 Av+ 100 A2—— min (3.23)

L’Hlusiration de ce probléme dans Uespace des variables de décision a deux dimensions est
montré sur la figure 3. La conception optimale, ¢”est & dire une &’ clles qui est faisable et dont
la valeur de la fonclion objective est minimale est au point A

A =0798 ; A2 =040 ; min z=263.89
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3.10 Deuxi¢me illustration : FONDATION SUPERFICIELLE

3.10.1 FONDATION FILANTE

Une fondation est destinée A transmettre au sol dans les conditions les plus favorables les
charges provenant de la supersiructure. '
_Lorsque le terrain résistant se trouve a une faible profondeur et qu’it est facilement accessible
(nappe phréatique absente); on éablit directement sur le sol & proximité de Ia surface

On appelle “ fondation superficielle “ toutes les fondations dont ’encastrement D dans le sol

de fondation n’exceéde pas quatre fois la largeur B (de la semelle), c.-a-d. : D/B <4
Et elle est dite filante si 1./B >5

'

Semelle isolée : le rapport L/B<5
Semelle carrée: L.=B [41]
3.10.2 Charge limite, contrainte de rn;;)ture et capacité portante
3.10.2.1 Charge limite de la semelle : Q,,
c’est la charge maximale que peut supporter celle-ci et qui entraine la rnuplure :
0.=0,+0,+0,
avec :

Q, : Résistance du sol pulvérulent sous le nivean de la semelle, avee v poids spécifique des
terres sous le niveau de la fondation.

Q¢ : Action des terres de fondations situées au dessus du nivean des fondations.
Q. : Action de la cohésion .

Si A est I'aire de la semelle, la contrainte de rupture de la semelle est :

Est la pression moyenne de rupiure sous k. fondation est appelée : capacilé portante de la
semelle [15] '
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G; =0.5yBN, +CN,. +yDN,
Avec :

N, N etN. coefficients appelés respectivement terme de surface, terme de profondeur et

terme de cohésion.

v : poids spécifique de la terre l Q

B: largeur de la semelle filante.

P ITFTIIIT Ei?’???
- b

Remarque : 2n pratique, dans les calculs B b
on utilise la capacité portante nette o, 1"

o, =0,~yD=05yBN, +CN; +yD(N, -1)

Figure 31

pour dimensionner une semclle, on atilise 1a comtrainte admissible 1o
c. =0,/8 (1)

0 Représente le coeflicient de sécurité (géncralement pris égale 4 3 )

Si o, est la contrainte appliquée, on a la condition

o, <o, )

dans le calcul, on utilise plutdt :

o_=a¢, —YD

an ap

De(1)et(2),ontire - ,, < %‘

Sionpose: B=X, etD:X2

Les contraintes du probleme sont :

gy =-X, <0
g,=—-X,=<0
g] = G.’lp _—GI/O

Pans les calculs, on utilise :
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o, :capaciié portante

o, . contrainte appliquée nette.

an

3.11 FORMULATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME :

Chorsissons pour fondation objective le poids propre de la fondation ¢t le poids de la fouille
de fondation.

W = Pb[“l}‘@;;—b)* [D —(B ; bﬂb:l +pBDn

On a multiplie le poids de la fouille par le facteur n qui prend en compte la différence de prix

du béton C,, par rapport au prix de I'excavation de la fouille C, :vj= C,/C, (Voir fig.31)
pour 'exemple, de la semelle filante de la fig 3.1

avec Q =80t et0=3

la formulation est : trouver les variables de décisions X, et X, de telle sorte que :

g, =-X,<90 (1)
B, =-X,=0
gBZan_GI/G (2)

G= 2_4[L41_b1 + [,\’2 - (%ﬁﬁﬂb] +1.8.Y, X7 — min

La contrainte (2) , ramende a une égalité nous donne ;

0-In
GI!II =
3
ou
0.5, +CN,.. ++. X (N, -1
O) X, =y = YAy ety XN, 1)

3
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L’illustration de ce probléme dans le plan de deux variables de décisions est montré sur les
figures 4, S et 6.

3.12 Application
Q=801 , 6=3

On a un sol ferme de poids spécifique y=18 KN/m’, les paramétres de cisaillement de ce sol
sont : Cu=15KN/m” et ¢=30°

@=30° donne (d’apres Terzagui) [15]

N,=20
Ne=37

Et Ny=22

-D (m)

/ Fonction contrainte

Domaine admissible

06 08 1,0 12 14 1,6 18 20 22 24 B(m)

Fig.4 - Espace de caleul, semelle filante
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Fig 4 — Espace de calcul et fonction objective
Solution optimale { By=2.02 ; D,=0.64 ; W, =228 )

W@
sl

kg o \
Nk

24}
- e

22

i 1 M ] " ] g |} 2 5 . .
05 10 15 20 25 10 Bim

Fig.5 —fonction objective de la semelie filante
{ Optimum : B,,=2.02 ; W,=2.28t)
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Lulémers J optimisation

3.13 Toisiéme Illustration

considérons le treillis ci-dessous formé de 2 barres identiques.

Posons : X;=H et X,=De

Les conditions du probléme sont :

gr=—X1=z0 {‘)
gr=—X21z0

(2)

E3=Cumpp—0Oe = 0

L L

H

Fig.3.2

St on désigne par T la tension dans chaque barre, 1a condition d’¢quilibre nous donne ;

2Tcosa =P

ou

7= F (3)

2cosa

‘ ) H
De la figure 3.2, on tire que : cos a = — 4

JIE+H

P NIRESTE -
Donc: T = ! = Pyl _+ ! (5)
2cosa H

La contrainte appliquée dans chaque barre est

T .
G app™— A section de la barre.
A

Les sections des barres ont Ja forme mdiquée ci-dessous :

A=n.De

En utilisant (5) on aura :
T PAL 4P

zDe  HnDe

Gopp =

(6)
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Formulation mathématique du probléme :

Choisissons pour fonction objective le poids des deux barres

Z=2nXo ' +X, v, (T

avec :
X;=De, Xi=H etl=1m

Z = 2R.X2...JH—X|-Ymicr

Finalement, en substituant (6) dans (2), la formulation pour cet exemple de treillis & deux
barres est :
Trouver les variables de décision X1 et X2 de telle sorte que :

gl =-X1<0
g2=-X2<0
f )
g3=E__L+—}\l_G'C <
2nX X,

Z = 2ynX, 412 + X2 > Min

L’illuswration de ce probleéme dans le plan des deux variables de décision est montrée sur la
figure 7.8, ¢19

Application : P=i{8 1t
o, = 300 MPa

G Al end)
6ol
{
50
40}
L
30}
I /
103~ -
1 L 1 i 1 i i i 1 1 (] I 9
0 ] 2 3 4 5 H/L

Figure 7 :  Fonction objective pour Texemple du treillis 4 deux barresg
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_ D.e (em %)
10f

8F Contrainte D.e=f(H

e

Domaine admissible

6 -
4r 30Kg o
fonction objective

/
2t /

/ TKg
0 " 1 L I " 1 i | i 1 J }'l (m)

0 ! 2 3 4 5

Figure 8 Espace de cacul pour le treillis a deux barres

— — p —
- 5*"-*&._‘_‘-' P e L. ~——.
Solutier”__ === e -

optimale | ety Roe S SR

0 1 2 3 4 S H(m)
Figure 9 - Espace de calcul et fonctions objectives

( Solution optimale: H=1; D.e=1.35cm* Wmin = 9.36 t)
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FIABLILITE

4.1 Introduction

La théorie de la fiabilit¢ a comme objectil d’étudier P"aptitude de dispositifs techniques
(machines, équipements, ¢léments, ..., et} & accomplir une fonction requise ¢t le bon
fonctionnement d’une structure (ou ouvrage) dans des conditions données et pour une durée
de vie donnée.

Par définition, la fiabilité c’est la probabilité d’une structure (ou d’un dispositif quelconque)
de fonctionner correctement sans défaillance dans des conditions déterminées et pour une
période de temps délinie. Cest aussi la séeurité que garantit une structure pour une période
de temps définic. 11 est logique de faire appel au caleul des probabilités pour résoudre des
probicmes de frabilité.

4.2 Incertitudes et analyse du risque

Le calcul et I'analyse en ingénierie nécessitent fa résolution des incertitudes. Du point de vue

de ces incertitudes, le risque est mévitable,

Certes, c’est a cause de ces incertitudes que les coelficients de majoration des charges sont
traditionnellement exigés dans le calcul. Cependant, les incertitudes el leur importance sur la
sécurité et la performance des structures ne peuvent étre systématiguement analysées que par
les méthodes probabilistes. Ainst lcs critéres  de calcul doivent aussi élre développés sclon

une formulation probabiliste.

Les concepts théonques des analyses du risque et de la fiabilit¢ sont disponibles depuis
longtemps [29, 35, 49, 50] et Vimportance de tels concepts dans le caleul et la sécurité est
bien reconnue. Cependant, "application de ces concepts dans la pratique de Pingénieur était
limitée. Récemment, il y a de nouveaux efforts [6, 3, 14, 13] visant a appliquer la théorie de
fiabilité dans les calculs. Ceux-ci comprennent le développement des formats de caleul
statistiquement consistants [[3, 51]. De tels cfforts se sont concentrés sur la consistance des

formats de calcul basé sur la probabilité, mais ont évité de se référer au risque ou probabilité

de ruine.

D’autre développements [6, 5, 18] concernant le généralisation du modcle de habilite
classique se concentrent sur les roles du jugement de 'ingénicur dans le caleul du risque et

des problémes associés a I’application des mesures de risque explicite dans le calcul.
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En tout cas, les roles réels et importants de la probabilité dans les structures se trouvent dans
le cadre logique de ’analyse d’incertitude et la base quantitative pour I’évaluation du risque et
de la sécurité. Cependant, Je risque comme conséguence d’incertitude est mesuré par la
probabilité de ruine. Pour cetie raison, il est important que la notion de probabilité de ruine
suit acceptée, ne seraif-ce que comme une mesure relative de sécurité et de performance.

Accepter cette mesure probabilistique de sécurité et de performance est nécessaire pour
I’accomplissement total du potenticl de la théorie de fiabilité.

Malgré quelques imperfections (ou de trés petites probabilités sont considérées) et le fait de
ne pas acceptet la probabilité de ruine, il y a des avantages significatifs et uniques donnés par
la base probabiliste de I’analyse et du calcut de sécurité qui ne devraient pas étre ignores.

® Elle fournit une base importante pour ’évaluation systématique et I’analyse de I'incertitude
&’une maniére adéquate et convenable pour I'évaluation des effets d’incertitude sur la sécurité
et la calcul.

@ Le risque probabilisté et les mesures de fiabilit¢ peuvent étre soumises & des opérations
logique 4 travers la théorie mathématique des probabilités, permettant ainsi une approche
wformelle” & Panalyse de la sécurité et & la performance des structures et des éléments
structurales.

Tout comme d’autres concepts théoriques, la réalisation pratique de la théorie de fiabilité
nécessite I'introduction de certaines hypothéses et approximations.

L’objectif visé ici est d’identifier les besoins et les conditions nécessaires & I’application
d’une approche probabiliste et ensuite de montrer que les considération du risque dans
’évaluation de la performance et la formulation du calcul sont maintenant pratiquement
faisables et souhaitables.

1.3 Bases pour l'évaluation du risque

La ruine d’une structure qui signifie généralement I'atteinte d’un état limite allant jusqu'a
I’effondrement peut étre défini comme R <S ou R et S sont respectivement la résistance de la
structure et la charge appliguée (ou la sollicitation appliguée). R et S sont en général des
variables aléatoires.

Sous les conditions idéales, dans lesquelles I'incertitude est strictement associée a la nature
aléatoire de R et S et les distributions de probabilités sont connues, le risque est donné par la
probabilité de ruine (ou rupture) :

46



Chapitre 4 Fiabilité

Pr=P(R < 8) ()
En réalité, notamment, les caractéristiques aléatoires de R et de S sont inconnues.

La forme des fonctions de distribution et des paramétres associés sont inconnues, il est
seulement possible de faire des prévisions sur ce qu’ils sont ou ce qu’ils pourraient étre en
utilisant des modéles théoriques appropriés. De telles prévisions théoriques sont cependant
constamment imparfaites et par conséquent sujeties 4 des erreurs. C’est pour cela que Ia
simple hypothése que la résistance et la sollicitation sont des variables aléatoires est
insuffisante. Ceci va particulierement modéliser les incertitudes associées a la nature aléatoire
ou la variabilité. Cependant, ceci n’inclut pas les incertitudes assocides aux erreurs de
prévision.

Il n’apparait pas clairement dans P’équation (1} Comment ces derniéres incertitudes sont
quantifiées et comment elles affectent le risque sous-jaccnt. Ces questions peuvent étre
résolues & travers le modele de fiabilité étendu [5, 6] dont Pessentiel peut €tre exposé
succinctement comme suit : ‘

Comme on peut prévoir R et S, soient ces prévisions R et S respectivement, 3 priori tout aléa

sera modélisé dans Ret S. Dans le but de compenser les imperfections dans ces modéles
prévisionneis, on introduit des facteurs de correction Ng et Ns, représentant les corrections
aux prévisions théoriques de sorte que :

It

R @
h)

. AN

N R
Ny
De cette fagon, les incertitudes associées aux errcurs de prévision sont considérées dans Ny et
Ns. Par conséquent, dans le cas pratique, la probabilité de défaillance devient ;

Pr=P(R<S)=P(Ng R<Ns S) 3)

Pour pouvoir appliquer 1’équations (3), les modzles R et §appmpriés pour une application
spécifique doivent étre déterminés. Ceci nécessite la détermination des distributions de

probabilité de R et de S, y compris le forme des fonctions de distribution et des parameétres
respectifs. '

En pratique cependant, la forme des fonctions de distribution est généralement prescrite ou
donnée (ou bien supposée)}(guidée par I’information disponible ou spécifiée sur code si
nécessaire), ainsi que les valeurs moyennes Ret S, et les écarts types o et o calculées
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sur la base des données el dinformations disponibles, a partir desquelles  on obtient les
caclticients de variation

O = a3/ Rl $g= o/ S (ainsi (e autres paramétres de distribution si néeessaire).

Toute errent dans les modales et § devrait éice corrigée par Ny et Ng, qui penvent étre
supposés  8lre des  variables  aléatoires  (Bayesiennes, de  Bayes) avec des
moycnnes N|{= NS'—?“ ct des crrems de prévision Ag et Ag représentant des valeurs des
incertiludes associées au erreurs sur R et § (dans Ang ¢t Amin [4], Ng et Ng sont supposés
étie des constantes déterministes). dans ka théorie de Papproximation finéaire cependant, les
erreurs de précision Ag cl Ag peuvent ére enlicrement attribuces aux valeurs moyennes
“caleutées de Ret §. Par conséquent, méme s'il y a des incertitudes associées aux valeurs
cilculées o el ﬁﬁainsi quaux Tonclions de distribution supposées, Ay et Ag peuvent étre
“évalués (avee la (héoric lindaire) en se référant aux errcurs sur Ies moyennes calculées Ret S

vniguenent.

En d'gutres mots, dans Papproximation lincaire de premicer ordre, toute erreur sur o el
a5 ainsi que sur Je moment supéricur est négligeable. (par exemple Perreut sur fa variance est

un terme de second ordre |1, S8 Conceplucllement, ceci équivaut & définir les facleurs
carrecieurs contme suil:

N =, /R ' @)
Ny =, /S ' '
o g et yig sont fes vraics moyennes de R et de S, alors que les moyennes prévues Ret'S

sont des variables aléatoires avee des espérances 1{ R ) = ppet B S )= ys.

i

Ceci entraine que  Np = Ng = 1 et que fes erreurs de précision A el Ag sont des erreurs sur
R et S rclativement i pg ol g respectivement. Forinellement, les A ont un caraclére
Bayésien, dans le sens gu’elles dininuent avee plus d’information, alors que les valeurs de &

peuvent rester constantes ou méme augumenler.

Suivant Péquation (2), nous oblenons les moyennes de R el de S (en supposant une

indépendance statistique entee el Ny clentre S et Ny)

g = R et Jts = 5 . ) ()]

. . ' . v . P
alors que les incertitudes sur R et § se composent du coeflicient de variation et de Uerreor de.

prévision et sonl approxinativement (voir anncxe 3) - ‘
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Q, = Ja; +A, et Q= \fﬁi +Ay | (6)

1.4 Calcutl pratique du risque

Théoriquement, le caleul de la probabilité de ruine nécessite généralement 1 éva!uatmn
d'intégrales multiples {3, 21, 30]. Pour cetts raison, ¥'évaluation du risque n'est pas pratique
et a donc contribué 4 la difficulté de meitre en wuvre les concepts de fiabilité en ingénierie

(ou dans le domaine des science de l’mgémcur) Cependant, de telles difficulids peuvent &tre
contoumées sur le plan pratique.

Conformément avec P'état d'information habituel, les prui)abiiités de ruine calculées sur la
base d'un certain nombre &’ hypothéses (ou sur la base de certaines suppositions) peuvent ére
utiles du point de vue pratique.

En particulier une probabiliié de ruine peut &re évaluée (pour un ensemble de distributions
données) simplement comme une fonction des incertitudes des moyenne des variables de
. calcul comme montré dans ce qui suit

Des équations (1) ou (3), on peut dire qus abstraction faite des distributions sous-jacentes la
+ probabilité de ruine peut s’exprimer comme suit :

Pr=P(R-S < 0) = F(0) - ‘ Q)
ou x = R-8§ et F, 1a fonction de distribution de k-
mais

Hx=ER-8)=pr—ps= R~ 5 : (8)

etpour Ret§ statistiquchwnt indépendants.

o, =Jo§ +o? 9

ofi op=0k R: etos=£% S

donc F, (0) =F, (<
a

EJ

)

(R-8)-(R-5)

Jo? +a?

ol 1, =




Chapitre 4 Fiahilir

qui est une variable aléatoire normalisée avec 1, =0 ¢t o =1 Doncpour une distribution

m

specifique de ni, 1a probabilité peut étre exprimée comme suit

~(R-S) (10)
Hy
Oy +635

Alternativement, la probabilit¢ de ruine peut étre exprimée comime :

P, =T

Pr=P(R/S < 1) = P(log ¥ < 0) =F,(0) (1)
oty = log ¥ et log est le logarithme népéricn.

En remarquant que sur la base de I’approximation linéaire (voir annexe) :

ne~log X/ g (12}
et
o, = [Qp2 + Qg2]” (13)

La probabilité de ruine devient :

Pi=F(0) = F, (3* (14)

ﬁ."

log & —log &

JQ;’; +Q;

ot 1, = est aussi une variable aléatoire normalisée réduite avec p, =0 et

G, =|

donc pour une distribution spécifiée de 2, la probabilité de ruine peut étre exprimées comme

suil ;

—lopk
P.=F Es

f N> . (]5)
1fQﬁ +O;

dans chacune des formes (c’est a dire équation 10 ou 15), on voit que pour une distribution
donnée (ou prescrite) de mi ou 02, la probabilité de ruine est une fonction du premier et
second moments (c’est & dire les moyennes et les variances) de R et de S.
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La relation précise de F,; ou Fy peuvent bien €tre difficile a déterminer. Cependant, si cette
fonction est connue ou supposée, la probabilité de ruine peut étre exprimée simplement

comine une fonction des moyennes R et S et des mesure d’incertitudes associées g et s.

En considérant les fonctions de distribution, on devrait souligner laquelle des distributions de
la marge de sécurité¢ R—S ou du log ®% qui est importante.

Aussi, il devrait étre reconnu que fes données et I'information pour la détermination des
distributions de probabilité et des paramétres sont habituellement disponibles pour les
variables constituantes R et S. Par conséquent, la distribution de m; ou 1 doit découler de
celle de R et S qui, elles, sont fonctions des variables constituantes.

Ce calcul pour obtenir Ia distribution de m, et 112 est généralement difficile (& I'exception de
cas trés spéciaux); de plus, les distributions correctes des variables constituantes sont
rarement connues (dans un premier temps).

Pour ces raisons, ce n’est qu’en pratique que les distributions de v, et 2 sont prescrites (ou
données) et que la probabilité de ruine est évaluée (sur cette base).

La probabilité de ruine résultante est une mesure utile et pratique du ruine sous-adjacent sur
les bases suivantes :

1) A des niveaux de risque élevés par exemple Pe2 | 07 des différences dans les formes des
distribution de 1, et 12 n’affecteraient pas sérieusement la valeur calculée de Py par
conséquent, le choix de la fonction de distribution de 1’une des variables aléatoires (n; ou

12) ne serait pas trés important.

2) A des niveaux de risque trés bas, soit Py < 107 la valeur calculée de P¢ dépendra beaucoup
des distributions de 1, ou m, de sorte 3 ce que la probabilité de ruine puisse étre
déterminée uniquement en connaissant ta distribution correcte.

Cependant, pour la plupart des probleémes d’ingénieur, une mesure relative du risque est
supérieure i celle qui est nécessaire {largement suffisante) : dans ce sens et pour ce but, une
distribution recommandée de 1; ou 12 devrait suffire.

Pour des raisons pratiques, il est proposé que la probabilité de ruine soit évaluée ;avcb
I’équation (10} ou I’équation (15) en utilisant des distributions prescrites de i) ou na.
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4.5 Cas d’une distribution normale

Concernant le choix de la distribution, selon les équations (7) el (11), ce n’est pas toutes les
fonctions de distribution qui peuvent élre choisics comme distribution de (R-8) ou log % (ou
pour M1 ou W2). Foute fonction de distribution ayant une probabilité nulle pour des valeurs
négatives des variables aléatoires, ne peut convenir. La fonction normale de Gauss est I'une

des rares fonction parmi les fonctions bicn connues qui peut convenir (ou qui est qualifiée).

. . . . N I . .
La recommandation (ou le choix) de la distribution de (R-5) ou du log 7g doil aussi
comprendre  (ou inclure) des considérations pratiques  adéquates ¢t des informations

probabilistes qui doivent étre rapidement accessibles telles que les tables de probabilités.

De ce point de vue, la large disponibilité des tables normales standard favorise cetie .
distribution. Donc a maoins qu’il y ait de bonnes raisons pour d’autres distributions {qui peut
étre le cas d’un demaine spéeifique  dapplication), fa distribution normale peut éire
généralement adoptée.

Supposons que la marge de sécurité¢ (R-5) cst une variable aléatoire normale, la probabilité

de ruine de I’équation (10) devient : (voir annexe A)

—(R-9) R-S

2 o e (16.a)
Jol 10 Jo? a2

ol $(x) est unc fonction de répartition de la nouvelle variable aléatoire centrée réduite

P=4¢

(Annexe A)avec x = | R-8 171 ﬁl\,z.,.(,ml'fr'

De méme, supposons une distribution normale pour log % (cela équivaut a faire I’hypothese
que R et S sont des variables log-normales [6]), la probabilité de ruine de ’équation (15)
devient :

—log®y fop Ry

Po= ) S = | = B B (16D)
\/;1; + Q2 \/Qﬁ 2] .

4.6 Formulation du calcul basé sur la fiabilité

Le probléme majeur du calcul d’une structure peut étre considéré comme étant la
détermination  d’une  résistance  néeessaire pour assurer une  séeurité  adéquale, unc

performance ou les deux. Ltant données les incertitudes, une assurance absolue de sécurité et
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de performance d’un calcul (ou conception) n'est pratiquement pas possible a obtenir : des
risques peuvent s¢ produire de maniéie invariable. Sur le plan pratique, le calcul dans le
domaine d'ingénieric peut &tre développé dans la meswre d'un risque admissible ou une
probabilité de ruine. Pour déterminer un calcul, la charge et la résistance exigée peuvent étre
définies de différentes maniéres. Traditionnellement, le caicul de la charge est défini comme
étant la charge “nominale", tandis que la résistance exigée est définie comme étant une valeur
nominale “minimate". Cependant, puisque la probabilité de ruine est une fonction des valeurs
moyennes, it serait plus adéquate de dévetopper le calcul de la résistance exigée en termes de
ces valeurs moyennes Ret S.

En ces termes, le calcul exipé correspond a un dsque défini P; qui peut &tre obtenu a partir de
I'inverse de 1'équation (10), donnant pour une distribution admise de n,.

R= S-GuP) o' +or’]" (an
ol G est ta fonction inverse de F,; pour une probabilité Py donnée.

Alternativement, en inversant I’équation (15}, nous obtenons la moyenne exigée du calcul (ou
du modéle).

R= S Exp(-Ga(P) | 03+ T%) (18)
ot1 Gy est la fonction inverse de Fy.

Pour P; << 0.5, comme il est généralement nécessaire pour des exigences de ces structures,
G (P9 ou G(Py) scront négatives.

Tl est & noter que les équations (17) et (18) sont généralisées comme fonction de base des
risques de conception: l'une ou Pautre équation est valable pour toute distribution
recommandée Fy; ou Fya.

Les fonctions inverses, Gy et Gy vont, bicn sdre dépendre de la fonction de distribution de my

ou 1.

Encore une fois, & un niveau de risque élevé (P> ,10“3), les valeurs des fonciions inverses, G,
et G, peuvent étre approximativement indépendantes des distributions [5], tandis qu’a un
niveau de risque faible (Py < 107), ia dépendance de la distribution de G, et G, deviendra plus
significative. Cependant, si une mesure relative du risque et de la sécurité est aussi grande
qu'il est nécessaire, le calcul exigé peut étre détenminé aussi sur la base d’une distribution
recommandée de 1wy ou de 1y sans prendre en considération comment sera {a distribution
exacte. La distribution qui paraissait la plus appropriée peut étre recommandée ou déterminée
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par un code pour un champ d’applications. Dans ce sens I"adoption d’une distribution

normale pour (R-S) donnera ;

Gi(P) = - d-1(1-P)) pour Pr<0.5

Le calcu! devient alors :

R= S +h-1(1-P) [or2 + 052]”" (19)

ot ¢-1(1-Pp est la valeur de la variable aléatoire normale standard qui correspond 4 la
probabilit¢ (1-Py) laquelle peut étre obtenue a partir des tables de la probabilité de la foi
normale

Alternativement, la recommandation d’une distribution normale pour R/ S donne :

R= S Exp( ¢-1(1-Pp [on2 + 52)™) (20)

Pour des raisons pratiques, les équations (19) ou (20) peuvent étre généralement utilisées (en
I’absence  d’informations favorisant  d’autres  distributions) comme base pour le

développement d’un critere de caleul basé sur des mesures spécifigues du risque acceplable,
PP i

Il est a conslater que, pour une distribution recommandée, les valeurs de Gi(Py) de Péquation
(17) et Ga(Py) de Péquation (18), correspondent a un risque spécilique Py sont des indices de
sécurité {13,53].

L.’indice de sécurité peut &tre utilisé comme mesure de fiabilité sans référence a la probabilité
de ruine. Dans le but de développement d’un code, une méthode de calcul sur la base de la
fiabilité peut &tre étalonnée par rapport a des codes existants a travers un choix appropri¢ de

la valeur de Pindice de sécurité [51].

Durant le processus d’élaboration de concepts de fiabilité pour le calcul, ceci est (peut étre)
une premiere étape indispensable pour la mise ¢n place d’une stratégie d’application, car ceci
gvite une référence directe a la probabilité de ruine. Une notion d’ailleurs difficile 4 accepter
par les concepteurs qui ont "habitude de croire que les structures ne sont pas supposées
tomber en ruine.

La méme stratégie, cependant, peut étre utilisée par étalonnage sur la base d’un risque admis
des calculs courants comme iflustré par Ellingwood et Ang [18], et I'indice de sécurité exigé,

évalué pour ce niveau de risque.
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La relation explicite entre Pindice de séeurité ot la mesure du risque Pg, o fa mesure de fa

fiabitité (1-Py) servita a renforcer Ta reconnaissance du besoin et les avantages des concepts -
1

probabilistes.

Les avantages opérationnels de fa théonie probabiliste peuvent dans ce cas &ire wtilisés, ¢’est a
dire que la survic d'une structure, ou la probabilité de ruine, peul ére soumisc a des
opérations togiques de probabtiité¢ (ce qui n’est pas te cas cependant avec indice de
séeurité) . De plus, dans ces exemples on les infonmations disponibles favorisent fortement
certaines distributions. De telles distribubions peuvent étre utilisées pour obtenir G, ou G,
correspondant & un risque spéeifique Peou défini (s7il est évalué a travers un étalonnage direci
par des codes existants, Pindice de séeurité peat, bien siire étre indépendant de toute

distribution, ¢t ne peut, aussi, faire I’'usage de telies informations).

Finalement, Pétalonnage est elfectué en terme de probabilité de ruine, ceci servira a insister
sur be fait qu'il existe un risque implicite dans les caleuls courants et que le niveau de séeurité
des caleuls futurs peut augmenter ou duninuer en ajustant la probabilité de ruine calculée
relative & celle des caleuls courants. En (Pautres termes, Uindice de séourité est un indicateur
statistiquement consistant de 1a Gabilité,

Cependant, ceci doit étre considéré comme ctant une mesure intermédiaire de la séeurité, et
ne posséde pas de propriétés opérationnelles ou théonique de la ;probabilité de ruine (ou de la
probahilie de survie).

De plus, Pavantage d un indice de séeurité dans 1o mise en place d”une stratégic &' application -
peut élre préserve si e'est expressivement rapposté a la probabilité de ruine. Dans ce sens, la
pleine potentialité d’analyse probabiliste peat commencer a étre réaliste.

4.7 Evaluation des coefficients de sécurité

Ce a’est pas notie objectif ici de suggérer les caleuls qui peuvent étre formulés en utilisant les
equations (17) ou (18). Pour des raisons du caleul soutinier, le caleul nécessaire peut toujours
étre déterminé a travers Putilisation des cocflicients de séeurité conventionnels (ou des

facteurs de chargement) c'est a direR 2 (), S.

Les ¢quations (17) et (18) cependant, peavent 8tre utilisées pour ¢valuer les cocfiicients de
sécurité et des factewrs de chargement correspondant 4 un nisque spécifique. Pour cela, nous
constatons a travers I"¢quation (18) que le cocliicient de séeurité central exigé ¢’est a dire

0y=R /7§ correspond a risque spécifigue tolérable Py qui se présente par

Oo = Exp(=Ga(l?) [z + Q) ) (22)
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Il est donc évident que le facteur de sécurité est une fonction du risque tolérable (ou
admissible) Py et du degré des incertitudes pour R et S qui sont mesurées par Qg €t Qs

Si 1a distribution de log ¥ est considéré comme étant normale, G2(Pp) = ~¢"'(1-Pp. Dans ce
cas, cette relation est illustrée sur la figure 4.4

Remarque : s’il existe plusieurs chargements, c’est 1’effet combiné total du chargement qui est
important. Par exemple, si I’effet du chargement total est S = Sy + 2 +... + Sa ., ’effet moyen
se présent comme suit :

S= S+ Sp+...+ Sa (23)

Si S, S2, e S, sont statistiquement indépendant ’incertitude totale sur Sy, S;, ..., Sa
Peut étre obtenupar Qs 2=1/SY(Qs’S’*+.. .+ QoS ) (24)

En utilisant P’équation (24) dans 1’équation (22), nous constatons, sans prendre en
considération le nombre de chargement, que le calcul peut &tre développé sur la base d’un
seul coefficient de sécurité, Comme C’est généralement le cas, un seul coefficient de séourité
est suffisant du point de vue du calcul effectu¢ pour un niveau de risque ou de sécurité
donnée.

1 3
00 02

Incertitudes ¥ (R)? + V(S)?

Figure 4.4 relation du coefTicient de sécurité, des incertitudes, et du risque.
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CONCEPTS ET FORMULATION GENERALE D'UN PROBLEME
D’OPTIMISATION STOCHASTIQUE

5.1 Introduction

Le probléme principal qui se pose al’ingénieur est de donner une réponse satisfaisante a la
conception d’une structure. Cette charge Iui incombe essentiellement. I doit faire face a un
probléme trés complexe, il doit combiner les impératifs de sécurité et d’économie tout en
respectant les conditions fonctionnelles, d’esthétiques ...

Devant I’ensemble de ces facteurs, I’ingénieur fait appel a son expérience et aura souvent
intérét 4 profiter des méthodes les plus performantes pour adopter dans une premicre étape du
dimensionnement une bonne solution. Cette solution préliminaire se concrétise par le choix du
type de structure et de ses matériaux constitnants.

Sur cette base il passe ensuite au probléme véritable de dimensionnement qui consiste a
calculer la structure pour aboutir 3 la solution définitive.

Les informations nécessaires pour le calcul ont trait aux propriétés des matériaux, aux actions
et aux lois de comportement de la structure. Tous ces facteurs ont un caractére aléatoire.

Dans ces conditions, on peut envisager les calculs sous deux optiques différentes en se plagant
au niveau du concept probabiliste de la sécurité (I'introduction des concepts probabilistes
entraine deux préalables ; il est nécessaire d’acquérir des données statistiques, puis de savoir

les inclure dans un modéle mécanique)

Le premier consiste en une analyse probabiliste ; ¢’est-a-dire en une évaluation de la
probabilité globale, de survie d’une structure a caractéristiques aléatoires connues, sous I’effet
d’un ensemble d’actions aléatoires également connues.
Cette probabilité doit étre supérieure a une valeur préalablement établie ou imposée. (cette
valeur de référence est appelée sécurité de la structure).

Le deuxiéme se donne comme objectif de trouver la structure optimale qui peut supporter un
ensemble d’actions aléatoires supposées connues: c’est le cas du dimensionnement
probabiliste optimal.

Iy

I.a notion d’optimisation est indissolublement liée 4 un critére auquel doit satisfaire Ia
solution. 11 existe plusieurs critére d’optimisation probabiliste, deux d’entre eux sont présentés
et discutés dans ce chapitre.
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5.2 Critére du colit total

5.2.1 Définition du critére

Le premicre formulation de Voptimisation basée sur la fiabilité pour obtenir le minima du
colt tolal a ét¢ initialisé par Forssell |23]. Depuis, plusicurs critéres ont été proposeés {23,
26, 35). Le critére le plus général qui permelt de trouver la structure optimale du point de vue
économique (les considérations fonctionnelics, csthétiques... ¢tant exclues) a été formuld
comme suit [20, 28, 44] :

C'J‘ = Ci + C;) P(_) (I)

Ou Gy représente le colit total probable de las structure (ou de Fouvrage). C; est le coiit initial
C), est le colit de ruine égale & la somme du colit engendré par une éventuelle mise hors
service de la structure. P, est la probabilit¢ de ruine ou la probabilité d’occurrence de celie
mise ne service. Selon ce critére, "objectif de dimensionnement probabiliste optimal est de
trouver la structure qui rend minimal son coidt total probable. Autrement dit, la structure
optimale est celle dont la probabilité de mise hors service Py: conduit & la valeur minimale
du coiit total Cy.

Nous appelons Py la probabilité ¢conomique (1). Sa valeur est  calculée dans le cas
fondamental présenté ci-apres. ‘

5.2.2 La solution optimale du cas fondamental

Ce cas correspond a une structure simple soumise 4 une action aléaloire connue, pour laquelle
le dimensionnement se réduit a trouver un seul paramétre Y {I"aire d’une scction droite, le
moment statique, ... ). En n’envisageant qu’un mode de ruine, nous nous proposons de trouver
la valeur de ce paramétre Y, pour laquelle le colit total probable sera minimum. Comme la
refation entre Y et fe coeflicient de sécurité central 0y est généralement connue, le probléme
revient a trouver la valeur 8, de 8, qui minimise le coiit total de la structure. Pour la plupart
des lois de distribution (loi Normale, Log-Normale, ... etc. ). O, varie presque linéaireiment
avec log)y Py (voir chapitre 4). En effet, elle est linéaire et nous avons vérifide pour

plusicurs cas. (annexe 3},

Si P’on pose comme approximation que celte variation est linéaire, la relation entre 0, et

logjo Py (comme le montre plusieurs exemples en annexe 3) est de la forme :

Gg) = —Ayy ]Og P(v)‘l' a = }L(}() C()lOgm P(_)"‘Eh (2)
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ou a, représente une constante positive et colog P, est le cologarithme du nombre considéré.

Aoy n’est que la pente de la droite (2) ( voir figure 1),

Dautre part, le colt initial C; est génératement considérd [38, 40, 57] comme une fonction

linéaire de 9, donc aussi de colog,, P, ;. Cette Tonclion s*écrit
( )

Ci=a 0y + b= A colog P~ +b, (3)
Ou a, b et by = a a;+b sont des constantes positives.

La relation (3) introduit un nouveau coefficient g = a Ao, c’est la pente de la droite
(3).(voir figure 1)

Puisque la somme C;, des codis engendrés par une ruine éventuete ne dépend eénéralement
1 g

pas de la probabilit¢ de réahisation de cet événement [35, 38]. La valeur optimale P, s¢

calcule comme suit ¢

1 2.2 (Cacp JeTu e, =0 (4)
DY (- D
op_, v P, Inl0
D7ou on tire :
A
C. = Ci 4q
", 10 (4a)
, A (4b)

P_yop = =
< CLinto

Cette probabilit¢ correspondant au coiit total minimal s’identific a la probabilité économigue

P .. sa valeur dépend uniquement du coelficient Ag; et du colit Cy,.
En remplagant dans (2) PP, par Piaap 01 obtient le coctlicient de séeurité centrale pour lequel

le colit totale probable est minimal :

A
0, = Ay colog—E—14a : 5
op a0 ;D Cn [n I 0 i ( )

La valeur du colit total probable qui correspond au coellicient de sécurité optimale Bop st la

suivante ;
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= A colog— ho | (6)

C, :
C,Inl0  Inl0

o

On obtient cette valeur en remplagant dans (1) C; et P, respectivement par (3) et (4). Nous
altons tllustrer ce critére du colil total par un exemple pour bicn expliciter et préciser ces
notions développées.

L’exemple qu’on va prendre est une semelle filante soumise a une charge de 800 kN/ml et
. . . . . . 1 .
ancrée a Im de profondeur sur un sol ferme de poids velumique 18 kN/m”. Les paramétres de

résistance aw cisaillement du sol sont C, = 15 kN/m® et P, = 30"
D’aprés ce qu’on a vu au chapitre 4.

¢

5" Exp[:b;j,,l Ve Ve ] (7)

0, =

Pour V=20% et V3=25% nous avons obtenu (voir annexe3 ) :

0, =—0.2676log, P,_, +0.8606 = ~-0.615log,, P,_, +0.8606 (8)
Finalement :
0, =0.615 colog,,P,_, +0.86 (9)

Avec R? = 0.9993 donc R=0.9996~1
avec R : coefficient de détermination sur le graphique.

D’aprés (2} :

By = ko, colog P, + a, (10)
donc ko =0.615 et a;=0.86
d’aprés (3) :

C;=a0, +b=~ colog,P_ +b, (an
on trouve d’aprés ’exemple qu’on a pris

Aci = a hop=0.78 et b;=1.25 (voir annexe 3)
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donc : C;=0.78 colog P+ 1.25

0 1 1 1 1 i 1 = ] Y
5 7 CO]O&P{.)
P(-)op=P(-)E
Fig.1: Variation deg), C; , GF,, et C; en fonction de CologP
50 AG/
40 Sous ¢ : P sur
i dimensionnement
/P(-) op
0 . ! T i B S | '
2 3 : 4 5 6  Cologyp,

Figure 2 - Excés du cout total probable pour B, = 10
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Finalement en prenant Cjy comme fraction de C;, on détermine P, par (4.b)

P(-)nh = hCi = ]0“4
Cplog, 10

donc

Cr=Ci+Cp P = 0.78 colog Pyt 1.2543.4 10-' P,

Un des deux couples de valeurs [Py, Cropl 0U [0, Croy] défini d’une manicre complete la

solution optimale du cas fondamental.

5.2.3 Exceés du coiit total probable

Si la solution n’est pas optimale, clle engendre un exeés du coat total probable

AC’I‘ = C'I' - C'l'np = Ci + Cl) P(") - CAI‘np

P~ étant la probabilité qui caractérise la solution particuliére envisagée.

En remplagant dans (7) C;, C]) et Cy,, respectivement par (3), (4a) et (6) on obtient :

i p{_}_p

(=}op
log 10 P

{ —)up

P sep
ACy =] Tog, +

)
](—]

(7)

(8)

nous avons représenté a la figure 2, I'évolution du rapport AC,/ ki en fonction de P, dans

hypothése ot Py, 4 1a valcur 10,

Tableau 2

>
CO‘Ogml () 1 2 3 4 5 6
A Ay 4308 41 2.9 .00 (1.6 1.58
Sotis-dimenssionement solution | Surdimensionnement
opt optimale
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cette hypothése n’enléve rien & la généralité des conclusions €noncées. L’analyse de la
figure 2 et les résultats présentés au tablean 1 nous permettent de tirer les conclusions
suivantes :

a) pour une méme valeur absolue de I’écart de sécurité par rapport a la solution optimale :

AP = colog Py — colog Piyep |

le sous dimensionnement engendre un exceés du coiit tolal probable supérieur a celui engendré
par le sur-dimensionnement ; la différence entre ces excés augmente fortement avec AP.

b) dans le cas d’un sous-dimensionnement (Py> P(0p), I"augmentation du coiit total probable
avec AP est trés prononcée ; ¢’est la raison pour laguelle un sous-dimensionnement important
ne peut etre accepié.

c) dans le cas d’un sur dimensionnement (P(, < Pryp), 'augmentation du coiit total probable
avec AP est nettement plus lente ; ¢’est la raison pour laquelle lorsque les incertitudes des
résultats de calcul sont importants, il est préférable d’opter pour un léger sur-
dimensionnement.

5.3 Critere du poids total

En pratique, dans les problémes réels d’optimisation, on utilise souvent le poids ou le volume
comme critére plutdt qu’un codt minimal, car il difficile, et parfois méme impossible, de
quantifier le coiit total probable de maniére précise. Puisque le poids total d’une structure ou
d’un ouvrage s’avére dans de nombreux cas constituer une bonne mesure du coiit, il est
logique de substituer au critére du coit le critére du poids.

Cependant, pour les fondations superficielles ce critére doit tenir compte non seulement du
volume (ou poids) de la fondation mais aussi du volume des fouilles nécessaires & leurs mises
en place. Dans ce but, on définit un poids effectif (voir équation 3).

Selon ce critére, 'objectif du dimensionnement optimal d’une fondation en contexte
probabiliste est de trouver la fondation de poids effectif 7 minimal, dont la probabilité de

mise hois service (ou la probabilité de survie P(),) a une valeur Py, fixée ou imposée 2 priori.
Mathématiquement, ce probléme de programmation stochastique se pose comme suit :

trouver {X} tel que
wr ({X}) soit minimal (1a)

et que
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P [{X3] 2 P (1b)
ou
P [EX1 <P

i v . . -
S Xy = ( X,,X,,...,,\’,,) respecte uniquement la comtrainte probabiliste (1b), elle est une

solution admissible, si de plus {X} satisfait 2 la condition (1a), elle est Ia solution optimale
{X}op.

Les composanies X, X,,....X, du vecteur solution {X} peuvent étre des variables non
aléatoires ou des paramétres (espérance mathématiques, variances ...).

Ces composantes s¢ réferent soil a la configuration géométrique générale de la fondation
(hauteur, largeur, profondeur ...); soit 4 la répantition du matériau dans cette méme fondation
(moment & inertie, ou autre ... ).

: "”“‘«-.,_.
- 4 m—

e ————

) ] I 1 3 1 2 1 A 1 A H

Xlap X,

Fig. t- : Hlustration du probléme d'optimisation

Lorsque {X} ne dépend que deux variables, une illustration graphique du probléme
& optimisation est donnée 2 la figure 1. Nous avons admis que le poids effectif qui représente
la fonction objective, dépend lindairement de ces variables. Le domaine des solutions
admissibles est limité par 1a contrainte probabiliste (1b) ramenée a une égalité. L’ oplimum est
atteint pour le point extréme du domaine admissible (voir figure 1.).Une formulation
equivalente a (1) est [a suivante

trouver {X} tel que :
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Wy [{X3, Py ({x}) 2 Peye soit minimal (2a)

ou

W'l' l {X}, p(,) ( {X}) < P(_m so1l minimatl (2[))

Dans ce cas, le poids effectif est de plus fonction de la probabilité de survie ou de ruine de la
structure

Applications

Ilustrons les deux formulations (1) et (2) du critére du poids effectif par un exemple. Pour
préciser et expliciter ces notions prenons Pexemple d’une fondation filante soumise & une
charge centrée Q (voir le schéma ). Nous nous proposons de déterminer la solution optimale
pour diverses valeurs fixées & priori de la probabilité de survie Pqy, de cette fondation.

Formulation (1)

Explicitons d’abord les variables, la contrainte probabiliste et la fonction objective du
probléme.

- Les variables de dimensionniement sont X, =Bet X,= D.

- La contrainte probabiliste, ramenée & une égalité exprime que la fondation doit avoir la
probabilité de survie Py, = Pas, Celte contrainte s’écrit

V27X N +r.X7.[N ml)-f-c'.N,
_ Y 2\q C oy
= 5 =g (: (s} {R), p +)a)

oy X
X V22

i x|

g° étant le coefficient de sécurité central nécessaire 4 la fondation pour lui assure la

probabilité de survie Py,

-_ ] ; - P il Seckr 1t

R—A.}'.AI.NY +y.X2.(Nq I)H..NC est la résistance du sol ou capacité portante de la
semelle

ou N ¥ Ng, N C sont des coefficients appelés respectivement terme de surface, terme de

profondeur, ct terme de cohésion, y est le poids de spécifique du sol, S est I’action ou la

contrainte appliguée et O est la charge moyenne appliquée sur la fondation

- La fonction objective est le poids effectif de la fondation définit comme suit :
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Chapitre 5 Concepis et formulation générale d'un probléme & optimisation stochastique

{xy—b ~b
WT:Pb[———-—xl(x; )+(x2-xl4 )b]+ﬂs-x117 (3)

ol 7 est un coefficient d’homogénéisation relatif a la fouille nécessaire 4 Ia mise en place de
la fondation.

Pour fixer ces idées, considérons que V(S) = 30% et V(R) = 10% oun V(S) et V(R) sont les
coefficients de variation de ’action et de la capacité portante du sol. Supposons que les
variables R et S obéissent a une distribution logarithmo-normale. Dans ce cas, la figure 2

représente [a contrainte probabiliste (1) pour les valeurs 1-10 2, 1-10%, 1-10** de Py = Prsa

Les courbes en trait plein et celles en trait interrompu correspondent respectivement aux
bomnes infiricures et supéricures du coefficient @ *. On constate que Je domaine des
solutions admissibles s’amenuise avec ’augmentation de la probabilité de survie de la

fondation .Cette méme figure montre aussi la fonction objective pour diverses valeurs (1, 7, 9
tonnes..) du poids effectif.

On remarque que "optimum représenté par le point du domaine des solutions admissibles
caractérisé par le poids minimal augmente avec la valeur de P(+) {voir tableau 1 ). Dans le
tableau 1 se trouve le poids de 1a fondation wp qui correspond a la solution optimale.

Q
- Dm) P, |p®RS)=0|pRS)=1.
sl 10% a ) '
7 & ID 1g° b by

107 ¢ '

W
0. Qv 05y n’nr-ncuc

nye‘ﬂnmq -1

Q=80t, y=18 KN/m’
Cv=15 KN/ m* g=30°
VR)=10%
V(S)=30%

: 1 i > 3 2
45 10 15 20 25 30 Bm)

e ————
T g ——

Figure 2. Excmple, pour une semelle filante de ln premitre Ewmu!ﬂiondumubﬂnndcdimiommipoixhuﬁnimal

P (R.S) : coeflicient de comélation lindaire entre R et S
8. cocfficient de séaurité centrale nécessaire pour assurer & la fondation [a probabilité de sorvic P,y
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Chapitre 5 Concepts et formulation générale d'un probléme d’optimisation stochastique

On remarque que Poptimum représenté par le point du domaine des solutions admissibles caractérisé
par le poids minimal augmente avec la valeur de P(+), (voir tableau 1 ). Dans le tableau 1 se trouve le
poids de la fondation W ,, qui correspond & 1a solution optimale,

Tablean 1.
Pey 1-107 15107 | 1107 107 1-107°
B op (1) 1 187 1.90 1.98 205 2.13
2 1.95 20 2.08 2.20 23
3 20 12 42.1 174 108
Dgp (cm) 4 28.3 47 86.0 143 197
W,, (10° daN) 5 1315 1485 1973 2479 3.045
6 1.760 2,077 2673 3.589 4453
Gain (%) 7 53 47 30 12 -
8 38 26.5 55 - -

Les valeurs indiquées aux lignes 1, 3, 5, 7 et 2, 4, 6, 8 correspondent respectivement aux
bornes inférieures et supérieures du coefficient de sécurité central 0°

Q
Py, |p(RS)=0§ p(RS)=1
W (1) i 15')1 a 2
0r I" S T b b,
: B 10° [~ L]

B_b QO -0SyN B BCN. g_,
Wr = bpp| B—— ! - ,
4b 7BB+1Bﬂiq—I) 4

-
Qe —o.s;rurnz -BCN,

+psBin
yBO+y B(Nq -

Q=808 y=1% KN/
Cu=15 NV/m?, ¢=30°,
n=005VR)y-10%
VS

""""
St

1 2 3 B{m
Figare 3. Exemple pour une semelle filante de Ia seconde formulation du probléme de dimensionnement & poids minimal.
" p(R,S) : coefficient de comélation linéaire entre R et S
6° : Coefficient de sécurité centrale nécessaire pour assurcr  a fondation 1a probabilité de survie P,

68



Chapitre 5 Concepts et formulation générale d'un probléme d'optimisation stochastigue

+ Formulation {2)

L’autre possibilité de trouver la solution optimale consiste 4 exprimer le poids total en
fonction de la probabilité de survie a assurer a la fondation. Portons la valeur de X; tirée de
(1) dans (2), on obtient ainsi I’expression du poids effectif donné sur la figure 3.

En conservant les mémes données que celles de I'exemple traité ci-dessus, on a reporté sur la
figure 3, la variation de 1 en fonction de X1 pour les valeurs : 1-1072, 1-10%, 1-107 de fa
probabilité de survie Puy = Puy ; les courbes en trait plein et en trait interrompu
correspondent respectivement aux bornes inférieures et supéricures de ¢ * . La valeur
minimale de wp est donnée pour diverses probabilités de survie dans le tableau (1)

Dans cette exemple trés simple, la solution optimale est aisée & obtenir .11 n’en est plus de
méme pour un nombre de variables et de mode de ruine plus éleve.
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Fig.5.2 - Varition de l'optimum en fonction des probabilités
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Gair{%)

10}

Fig.5.3 — Variation du gain en fonclion de la sécurilé

Gaar(%s)

10}

8(m)

I " 1 M i M i i 1 i

i
1.8 190 195 200 206 210

Fig.5.4 — variation du gain en fonction de la largeur B de la semelle
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Chapitre 5 Concepts of formulation générale d'un probléme d'optimisation stochastigue

Les résultats obtenus pour les fondations superficiclles peuvent étre résumés comme suit -

- Pour concevoir & un niveau de séeurité spécifié, un facteur de sécurité semble suffisant.
Les effets des incertitudes et des probabilités peuvent étre apprécies proprement 3 travers
le seul facteur de sécurité. Bien siir, le coefTicient de sécurité lui-méme est fonction de la
probabilité¢ de ruine (ou de survie ), des incertitudes sur les informations, et les aberrations
sur ces dermicres vont directement Paflectds.

- On a obtenu que pour un coefficient de sécurité de 3, généralement adopté dans les
procédures classiques de dimensionnement déterministe d’unc fondation, correspond unc
probabilité de 10" pour une variabilité de 30% sur les actions et de 10% sur les
caracténistiques du sol. Lorsque la variabilit¢ diminue, la probabilité de rvine diminuc,
ainsi pour une varabilité de 25% sur les actions et pour une méme variabilitd pour les
caractéristiques du sol, fa probabifité de ruine est alors de 107 '

- De plus pour une méme probabilité de survie, le coefTicient de sécurité est d’autant plus
grand que la corrélation entre les actions et les caractéristiques du sol est forte. Cette
influence est d’autant plus forte que la probabilité de ruine est faible. Par exemple pour

*
une probabilité de ruine de 10 sans corrélation, @ =2.655 et avec une parfaite corrélation
* - y o . *
& =3.5. Pour uue probabilité de 107 | ¢ = 3.24 sans corrélation et @ =4.43 avec une

parfaite corrélation.

- Pour Pévaluation du gain, on a obtenu ses variations en fonction des variables de décision
(Yargeur et profondeur) pour une probabilité de survie (ou de ruine) donnée. On remarque
que le gain décroil avec cetle probabilité. Le tableau 1 montre bien la diminution du gain,
I’augmentation de I’optimum, avec l’ilrlponaixce de la corrélation.

- Dans tous les cas étudiés, la fonction objective est non linéaire.

- Les vanables de décision ont ¢ét¢ limités a deux, les plus prépondérantes. Ceci nous a
permis de miecux percevoir, d’une fagon plus concréte, les problémes considérées, et
d’aboutir ainsi 4 un dimensionnement rationnel.
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FORMULATIONS ET RECHERCHES

DE SOLUTIONS OPTIMALES
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Chapitre 6 Forndations et Recherches de solutions optimales

FORMULATIONS ET RECHERCHES
DE SCLUTIONS OPTIMALES

6.1 Cas du dimensionnement des fondations dans un
contexte probabiliste.

6.1.1 Fondations superficielles
Méthode de dimensionnement probabiliste

6.1.1.1 Semelle isolee

1/ Semelle carrée

Comme 1l n'est pas possibie d’assimiler toutes les semelles a des semelles filantes, on
rappelle que cette simplilication n’cst adimissible que lorsque le rapport de la longueur L de la
semelle a Ja largeur B dépasse 5 c’est a dire :

L /B>5

pour le calcul de la capacit¢ portante, Terzaghi, a ¢1é le premier & proposer, le 17 avait
proposé dans le cas d’une semelle carrée de cdte B, la relation suivante [ 15

B
q, = ‘D.S}f?‘f\lT +yN, + 13N,
Une autre formule pour calculer la capacité portante d’une semelle rectangulaire (propose par

Terzaghi ct Peck), qui donne des résultats infcricurs 4 la réalité, done du coté de la sécurité,
est dounée par [15] :

B, B 3

[Dans le cas &’ une semelle carrée, L =13, done ;

B
¢ = 08— yN, +yDN, +1.2CN,

Chaisissons comme fonction objective le critére du poids.

Selon ce critére. "objectif du dimensionnement optimal d’une semelle carrée en contexte
probabiliste est de trouver la fondation carrée de poids total W, minimal, dont la probabilité

de mise hors service a une valeur P(-), fixée a priori.

HHustrons les deux formulation (1) et (2} du critére du poids total minimal de la page (65,0u
page 66) par un exemple.

L’exemple que nous prenons est une semelle isolée de Forme carrée qui repose sur un sable
dont tas caractéristiques sont : densité¢ : 1.70
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¢ =30

Ce sable a une 1égére cohésion de 0.1 dalN/m?.
pour diverses valeurs fixées a priori de la probabilité de survie P,,,, dc cette fondation

proposons nous de déterminer fa solution optimale.

Formulation (1)

Explicitons d’abord, la contrainte probabiliste et la fonction objective du probléme :
1) Les variables de dimensionnement sont: X, =Bet X, =D.
2) La contrainte probabiliste, ramenée  une égalité, exprime que la fondation doit avoir la
probabilité de suivre P,,,. = P, . Cette contrainte s’€crit :
0 SﬁyN +¥X,(N, -1)+12CN,
° 2 H 2 q " C

= — ¢
= Q/X'Z _ sz - 9 (V(S),V(R), P(+)n) (1)

wni| =

8" : étant e coefficient de sécurité central nécessaire a la fondation pour lui assurer la
- probabilité de suivie P,

= X
R =0.874N, +1DX,(Ng - +12CN,

R :est la capacité portante moyenne nette de la semelle.

N,, N, et N, : sont des coefficients appelés respectivement terme de surface, terme de
profondeur et terme de cohésion.
v : Poids spécifique de la terre.

S : Contrainte moyenne nette appliquée.

6 : La charge moyenne appliquée sur la fondation.

3) La fondation objectif est le poids de la fondation et le poids de la fouille de fondation.

X*(X-a X, -a) X?
W, = Pb[""l‘“(‘r“")""(xz - 'g""'—d_—l'l—l]"' P XX, (2)

aveca=B/4 5-)(./4

3p X} 3%, X}
P4 py(Ky ~ T T +PX XN

7T P 16

on a multiplie le poids de la fouille par n (n est un coefficient qui prend en compte la
différence de prix du béton par rapport au prix de I’excavation de la fouille).
T]=Cf/ Cb

C; : Cofit d’extraction d’un m’ de Ia fouille.
Cy : Cofitd’un m"® de béton.
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Chapitre 6 Formulations ef rechrches de solutions optimales

Considérons que V(8) = 30% ct V(R) = 10% .

V(S) et V(R) sont les cocfiicients de variation de Paction et de la capacité portante de la
semelle et supposons que les variables R et Sobéissent 3 une distribution Logarithmo-
normale.

Dans ce cas la figure 4 représente la contrainte probabiliste (1) pour les valeurs ;
E407 1-10%, 1-10%, De Py = Prry. -

Les courbes en trait plein et en celles en trait interrompu correspondent respectivement aux
. ¢ . - . .
bormes inféricures et supérieures du coefficient '

On constate aussi que le domaine des solutions admissibles s’amenuise avec I’augmentation

de la probabilité de survie de la fondation. Cette méme figure montre aussi la fonction
objectif pour diverses valeurs (0.5t, 2t, 2.5t) du poids total.
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Chapitre 6 l

Formulations et RW—W R S=1
AR PR 1
107 b by
107 c c

D (m}

* 3 2
-0, -13B8°C
Qg yB NJ’ 138 NC

BYyo" + yB2(Nq -y

Q=504, v=17 KN/m®
Cu=1 OKN/m?, =30°
VR=10% ; V(S)=310%

: 1 . i N EPvn LT | ;i e oy

0.6 08 1.0 1.2 14 16 o
Figure 4. Exemple pour une semeile carrée de la premiére formulation du probléme de dimeRsiGement 4 poids minimal.

p (R,S) : cocflicient de corrélation linéaire entre Rt S
8": Cocfficient de sécurité centrale nécessaire pour assurer A la fondation la probabilité de survie Pios

Q P(—; p(RS)=0 | p(RS)=1
W(t) 1 a a
33 ~ ]0-3 b b;
- 7Tt peraIr— 107 ¢ <
— b :
30} 1h D .
Q=50t, y=17 KN/m?
- > B Cu=10 KN/m? , ¢p=30° /
v ¢ VR=10%
.2'5 = \ °| V{8)=30% J,.' ¥
20 b
15
10 +
0.5 N 1 i 1 N L N H 1 (] 1L 1 i 1 1 1 1 1 A
02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22

B (m)

Figure 5. Exemple pour une semelle carrée de la seconde formulation du probléme de dimensionnement 4 poids minimal.
p (R,5) : coeflicient de corrélation linéairc entrc R et S
0": Cocfficicnt de sécurité centrale nécessaire pour assurer 4 ln fondation 1a probabilité de survie Py,
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Chapitre 6 Formndations et Recherchies de solutions optimales

On remarque aussi que "optimum représenté par le point du domaine des solution admissibles
caractérisé par le poids minimal augmente avec la valeur de Py, (voir tableau 2).

Tableau 2

P i 1107 15007 | o107 [ i10” =107

| 1.04 1.05 1.06 1.08 {09

B (m) .

2 1.06 1.07 1.08 1.09 111

3 0.91 1.22 1.54 2.07 2.64

D (cm) 4 129 1.60 2.20 2.96 36
W, (107 daN) 5 718 0.781 0928 |. 1.073 1311
6 0.86 0972 1.157 1.374 1.652

Formulation (2)

Lautre possibilit¢ de  trouver la solution optimale consiste a exprimer le poids total ¢n
fonction de la probabilité de survie  assurer 4 la fondation. Si on porte la valeus de X tirée
de (1) dans (2) on obtient ’expression suivante du poids total -

0°0-08L X} N, —120N, X2 v 2
W, =p +( 2 i AR
! 16 PN, =B+ 0" px ] 6" 16

0'0-08 }2’ XN, 120N A}
’”).v/\!I I

NN, = 1) +07px ]

En conservant les mémes données que celles de Iexemple traité ci-dessus, on a tracé a la figs,
la variation de Wy en fonction de X, pour les valeurs : 1-102, 1-107 et 1-107 de Ia probabilité
de suivie P(+), = p(+),.

Les courbes en trait plein et en trail interrompu correspondent respectivement aux bornes
inférieures et supérieures de 0'. La valeur maximale Wy de est donnée pour diverses
probabiité de suivie dans le tableau (4).

6.1.1.2 Semelle earrée : charge verticale excentrée

On va traiter une semelle carrée, mais soumise & unc charge excentrée, L excentricité
et I"inclinaison de la charge diminuent fortement la capacité portante des fondations f15].

Meyerhof a proposé en 1953 d’attribuer a cette semelle une longueur fictive centrée sur la
charge |15, 48].

B'=B-2EavecE=eB

lorsqu’on est en présence d’une semelle isolée el que la charge est doublement excentrée
(c’est & dire dans les deux sens: aussi bien dans Ic sens longitudinal que dans le sens
transversal).
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B, = B-2E,
B, =8-2F,
s
Ei=E;,Ona: B =B, =13
Semelle carrée - non excentrée
B , o
0, =08y =N, +yDN, +1.2CN,,
Pour une semelle isolée : charge excentrée de ¢. En remplagant Bpar 3' =B -2E, E = Be,
B'=B-2Be = B(1-2¢).

on et en évidence deux coellicients correcleurs &, &p, relatifs a la forme de la semelle
correspondants a 'excentricité e de la charge,

& =(1—2€)* pour N, et N,

En =(1-2¢)" pour N,.
Pour la méme semelie isolée de forme carrée de Vexemple précédent prenant une excentricité

: . . B s
e maximale ¢gale a r3 =0.1668 C'esta ditc e =16.6%.

On obtient pour la 1° formulation avec X, = B et X, =D, Pexpression suivante de X3 :

0’0 —0.8; B'N, (1-2¢)" =1 2CN (1 - 2e)?

X, =

YBA(N, — 1)1 - 2¢)* + y0'B*(1 - 2¢)’
et pour le poids total on obtient Pexpression :

3 2

X X, X
W, =p |3 +(X, -3l o nX, X
P =Ml 6 (X, 3]6)16] PpNA A,

Avec X, égale a I'expression ci-dessus, ‘
Tableau 3

Py’ 1107 1 1-5007 | 1-107 | 1-107 | 1-107

B (m) | 1.05 1.06 1.08 11 112

| 2 1.07 1.085 111 113 (.15

3 2.25 2.60 3.03 3.57 4.4

Dy (cm) 4 2.79 3.27 3.8 4.56 5.55
Wop (107 daN) 5 103 .22 1396 | 10613 | 1.926
6 1.30 1.461 1713 | 1.982 | 2397

Ce qui montre que Pexcentricité diminue fortement la capacité portante (voir higé et fig7).
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Q
. Po [p(RS)=0 [pRS)=1
o 102 [a a
[ 10° b b,
wl 10° Je cy
0
. 3
. B
I 00" 08y — N -1342 N,
8 N o= 2 4
7k 820" +yB‘2(NQ -1
51 B =B-2¢"
s L Q=501, y=17 KN/n®
! Cu=1 OKN/?, =30
41 VIR)=10% V({8 =30%
3
3
2
=
[ i | X
00,6 20 B{ni
Figure 6. Exemple pour unc fondation isolée soumise a charge excentrée de la premiére formulation du probléme de
dimensionnenient & poids minimal,
P (R,8) : cocfficient de corrélation tinéaire entre R ¢L S
8': Coefficient de séourilé centrale néeessaire pour assurer a la fondation la probabilité de survie |
0
P [pRS)=0 |p(RS)=1
. 0% |a a
e, 107 b by
- b 10° ¢ oy
————— e b l)
W(o) 1]
45 Joo o)
B =p-2.¢"
401 =501, y=17 KNAn*
Cu=1 OKNAn?, =30
s5h V(R) = 10 V(8) =30 %
- / c
g
so} pd /
L //
25 //
20} o
- ///
AN L
150 /}\ # ’\(\
- a /\“\-____'___ T by
1.0 3 b B
1 i | L i 1 t " i
05 10 15 2,0 2,5

Figure 7. Excimple pour unc fondation isolée soumise & une charge excentrée de la seconde
formulation du probléme de dimensionncment A poids minimal.
p (R,S) : cocthicient de corrélation lindaire entre R et S

0": Cocfficient dc sécurilé centrale néccssaire pour assurer A ia fondation Ia probabilité de
survie P.o...
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6.1.1.3 Semelle carrée soumise a une charge centrée inclinée.

L7 inclinaison de la charge comme Fexcentricié diminue Tortement la foree portante de
la fondation.
1’ influence de I’inclinaison de la charge sur la force portante :
Pour une charge inclinée centrée si o est Pinclinaison de la charge par rapport a la verticale
(voir fig.8 et fig.9) on a mis en évidence trois facteurs réducteurs iy, iget i qui sont fonctions
de I’obliquité de la charge et de 'angle de frottement interne ¢ [15,31].
Les trois facteurs N,, N, et N, sont multipliés respectivement par :

iy =(!—0L/(p)2 (1)

i, = (l ~%0°)2 (2)

Pour le méme exemple de la semelle isolée mais soumise a une charge centrée et inclinée
avec o= 10°, "illustration des deux formulations (1) et (2) de 1a page 69 et 70, du critére du
poids fictif nous permet de trouver la solution optimale pour diverses valeurs fixées a priori de
la probabilité de survie Py, de cette fondation (voir fig 8 et fig9) .

Les résultats obtenus sont sur le tableau 4.

Tableau 4

P 1-10 2 1510 1 1.q07 1-10" -197
i 1.26 1310 1.36 1.43 1.51
B (m) .
2 1.33 1.38 1.45 1,52 161
3 0.78 .86 0.95 1.08 1.23
D gp (cm) 4 0.89 1.09 1.14 [ 31 1.52
W,, (10" daN) 5 1.208 1.347 1,582 1.803 2.302
6 1.458 1.694 2.007 2 401 208
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0
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Py [pRS)=0 | p(RS)=1
10° |a a
10° 1o by
10° J¢ G

=501, =17 KN/’
Cu=1 DKM, =30

VD = 10%  V(8)=30%

0,
I=i0%°
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Figure 8. Excinple pour une fondation isolée soumise a une charge inclinée de la premiére formutation du
probléme de dimensionnement & poids mintmal.

P (R.S) : coclficien de corrélation linéaire cutre R ¢t S
0": Cocflicient de sécurilé ccnlmll“c;j nécessaire pour assurer a la fondation la probabilité de survie Py,

- b

1 n

1

L L

4

Q

e B (m)

1,8 2,0

Py |p(RSY=0 |pRS)=1
107 |a a

107 |b b,

10° |c C

B =n-2¢

Q=501, v=17 KN/m*
Cu=1 0KNAn?, =30

VR)=10% V() =30%

i =10%

s | T |

06

Q8 10

16

18

24 26

X 3Gn)

Figure 9. Excmple pour ung fondalion isoléc sonmise 4 wne charge inclinée de la seconde formulation du
probléme de dimensionnement @ poids mininal.
p{R,S) : coclficient de corrélation kinéairc entre R ¢t S

0°: Coefiicient de sécurité centrale nécessaire pour assurer 4 la fondation la probabilité de survie Pl
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6.1.2 Fondations profondes : Les pieux

il arnve souvent que le terrain superficiel sur lequel une fondation doit étre assise n’est
pas susceptible de résister aux efforts appliqués. Ce cas se présente lorsque les couches
superficielles du sol sont constituées par exemple par de Ia vase, de la barbe, de largile molle
ou d’une fagon générale par des terrains peut résistants et trés compressibles. Si la fondation
était exécutée directement sur ces couches, des tassements incompatibles avec la stabilité¢ des
ouvrages se produiraient. Donc, lorsqu’elle est possible, 1a solution la plus simple consiste a
asseoir "ouvrage sur une assise profonde résistante par I'intermédiaire d’éiéments porteurs
qui vont constituer la fondation dite profonde. En{in, la distinction capitale entre les fondation
profondes et le fondations superficiclles réside dans la fait que la portance des premiers fait
intervenir cn  plus de la résistance du terrain d’assise, les frottements des terrains tatéraux sur
le fiit enterré de la fondation.

Les fondations profondes sont caracierisées par un rapport D/ B éleve (D/B > 5)
Avec D fiche totale de la fondation dans l¢ sol et B 1a largeur de la fondation.

6.1.2.1Charge portante d’un pieu

La charge limite du sol provient de deux termes :

- De la résistance au poingonnement du sol sous la pointe du picu ; ¢’cst la résistance de
pointe Q, ’

- De la mobilisation d’un frottement entre e sol et le picu le long du it ; ¢’est le frottement
fatéral Qr.

La charge limite du sol s écnt finalement :

QL=Aq,+ Q=AFDN+12CN)+oyD*Br/2
Avec A : section droite du pieu [15, 48].

6.1.2.2 Formulations

Pour illustrer les deux formulations (1) et (2} du probléme du dimensionnement
optimal, prenons Pexemple d’un pteu de diamétre B, ayant une fiche de longueur D enciée
dans une bicouche comme le monire la figure 61 de la page 70. Pour diverses valeurs fixées a

priori de la probabilité de survie P, de cette fondation profonde, proposons de déterminer la

solution optimale .

Formulation (1)

1°} Les variable de dimensionnement sont X; =Bet X; =D
2°) La contrainte probabiliste, ramence a une égalité, exprime que la fondation doit avoir la
probabilité de survie Py = Py, Elle s7éent :
0 R 2y
- L (it + Ny = )+ SR S S (R s, ()
Q{rpp l: (Qﬂpp ) 4 2

g* :étant le coefficient de sécurité central.
IZ(S) : moyenne ou espérance mathématique de la charge appliquée Q.
¥1,75 - poids spécifiques des deux couches.
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o : Coefficient dépend de o et de I’obliquité .
Les caracténistiques numériques de toutes les variables aléatoires sont indiquées a fa figure 10.

Considérons V(Q)=25% et V(R)=10%, dans ce cas la figure 10 représente la contrainte
probabiliste pour les valeurs ]0_2, 10 et 107 de Piiys = Pia.

- La fonction objectif : on a choisi la resistance du pieu comme fonction objectif définit
par :

Xl
- Wy

am
XN, +T?’2X22X|

Formulation 2

Si on exprime la résistance totale du pieu en fonction de la probabilité de survie a
assurer & ce pieu, si on porte la valeur de X, tirée de (1) dans (2), (voir ’expression de X; ci-
dessous relation (4) ); on obtient I’expression suivante de la résistance du pieu

T Vs o 2
W___},zz.,\"z(/\’z —h,)Nq + oL 22 LN, = h)* X,

~37.82X,% +19.44.X, +JA
6.48.X,
A=130438X" ~1390.1X" +12.960X,0"  (3)

avec X;= et

A la figure 3 on a tracé la courbe de W en fonction de X, pour les valeurs 1072, 107 et 107 de
la probabilit¢ de survie Py = Py

VA A A A A A 4 S ST 7
Limon

Y1 vaseux h,

o 1B
Sable
T2 o =30
- e
Fig. 6.1
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Q P pRS)=0| pRS)=1
107 a a,
107 b by
£ yd o p &
3Im
D
I

s
B

Q=701 1 =19KN/m’
12 =21KN/m' =0, = 30°
V(R)=10%% , V(§)=25%

L \-,7.\ \..“ h

9k )z‘ e
~" ~.
1 T -
SRR "

gk b e

| / Iy

b
3l 1
0 ] N L i 1 1 ;| A 1 n i " A 1 N 1 i
0,2 04 06 0B 1.0 12 14 1,8 1,8

::-l - ]
20 B (m)

Fig.10 —Fixemple, pour une fondation profonde de Ja premitre formulation de dimensionnement

p (R,S) : coeficient de corrélation linéaire entre R et 5

0": Coeflicient de sécurité centrale nécessaire pour assurer 4 la fondation la probabilité de survie P

CW(t)

o % N 8 &4 8 8 d 8 8

P pRS)=0 | p(RS)=1
107 a ay
10” b b,
,0-5 C £
1 N fxm)

02 04 06 o8 10

p (R,8) : coeflicient de corrélation finéaire entre R 1 §

12 14 16

Fig.11 —Exemple, pour une fondation profonde dea seconde formulation de dimensionnement

0": Coefficient de sécurité centrale nécessaire pove assurer a la fondation la probabilité de survie oy,
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Les courbes en trait plein en trait interrompu correspondent respectivement aux bornes
e ns s . - * . _
inféricures et supéricurcs de O (voir tablcau 5).

Tableau 5

Pis 10 | 15007} 10 | -0 | 10
. 1 0.69 0.72 0.76 0.81 0.87
B g {m)
2 0.73 077 Q.83 0.90 1.00
3 1.15 7.89 8.06 8.19 8.33
D (cm) 4 798 8.10 824 847 8.73
W, (10° daN) 5 | 46166 | 5124 | 3826 | 6746 | 7860
6 5359 61.10 71.06 B7.22 109.02
D (m)
30
}.
27}
2}
|
rils
181 AN Foncli -
! N ~ Fonction objective
15 - \\.\\'\f ‘
12} ““'\::._.
: e,
9l L7 e
Fonction cantrainte T DIB=5 ..
6 ~-\..._"_m-_::::-‘ . - RS
3T S C P
o [ e 1 i 1 i 1 1 :
a0 0.2 04 06 08 1.0 12 14 B(m)

Figure 12 - Solution optimale { §,,7069m, 0 =7.75m)
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Résultats

Les résultats obtenus pour une fondation superficielle isolée sont présentés sur les tableaux
(2, 3 et 4) et les figures 4 2 9. Tout d’abord, le cas de la fondation isolée sous charge centrée
(figures 4 et 5) a été étudié, a travers un exemple réel d’une fondation carrée rigide. Ensuite,
les cas de la charge excentrée (figures 6 et 7) et de la charge inclinée (figures 8 et 9) ont été
successivement envisagés, pour la méme fondation supporlant la méme charge en module.

Les considérations, remargues el conclusions citées pour les fondations continues sous mur
restent valables pour les 'l'onglations isolées principalement en ce qui concerne le coefficient de
sécurité, e gain, les degrés d’incertitudes, I’etfet de la corrélation et la probabilité de ruine.
Pour, les trois cas de fondations superficielles isolées, on constate que I’effet de la corrélation
est d’autant plus important que Pon s’approche du voisinage de I'optimum et que la
probabilité de ruine est faible. Au-dela de ce voisinage son effet semble plutdt uniforme pour
une probabilité de ruine donnée (on passe d’une courbe non corrélée 2 la courbe parfaitement
corrélée par une simple transiation).

Dans tous les cas, comme attendu, le poids effectif optimal relatif au coiit optimal, augmente
avec la diminution de la probabilité de ruine. Une excentricité ou bien une inclinaison de la
charge engendre aussi une augmentation de ce poids optimal.

De plus pour les trois cas considérés, on constate que pour les ditférentes probabilités de ruine
considérées, la largeur optimale de la fondation augmente faiblement avec la diminution de la
probabilité de ruine. Par contre la profondeur d’ancrage optimale est fortement affectée par
cette diminution de la probabilité de ruine et ¢ce d’autant plus que la probabilité de rnine est
d’autant plus faible. Cecti est principalement dii au fait que le prix de revient d’un metre cube
de béton ferraillé est nettement plus cher que le prix de revient d’un métre cube de fouille de
sol meuble en surface.

De méme, contrairement 4 notre atlente, une excentricité ou une inclinaison de la charge
affecte peu fa largeur optimale mais affecte fortement la profondeur d’ancrage optimale de la
fondation.

Ce qui fait, que pour la charge inclinée, au vu des résultats obtenus, le terme de profondeur
dans la fonction objective, relatif au coit des fouilles, a dii étre revu, pour tenir compte d’un
surcoit engendré par un ancrage qui ne serait plus superficiel. Les figures 8 et 9 montrent les
résultats obtenus dans ce cas. Elles montrent gu’alors, la largeur optimale et la profondeur
optimale d’ancrage, sont affectées dans une méme proportion, aussi bien par 1’augmentation
de P’inclinaison que par la diminution de la probabilité de ruine.
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Cette derniére remarque met en évidence le soin nécessaire a apporter 4 I’évaluation du cofit
probable (ou poids effectif probable qui en découle) et de sa variation en fonction des
variables aléatoires de dimensionnement. Une sous ou sur estimation de cette fonction affecte
de fagon plus prépondérante la profondeur optimale plutét que la largeur optimale.

Fondations profondes :

Le cas de fondation profondes demande une étude particuliére, vu la complexité du probléme
de manque de données pour apprécier ou choisir la fonction critére du pieu car prendre le
poids du pieu ou son poids fictif comme fonction critére c’est sous estimer le prix réel de son
réalisation sans tenir compte de la nature du sol & excavé, de la technique utilisé et du type de
pieu.

Nous avons cherché et optimiser ce type fondation en choisissant sa résistance ou sa capacité
portante comme fonction critére pour le cas traité que nous avons pris, le tableau 5 et les
Figures 10 et 11 montrent les résultats que nous avons obtenus.

On remarque que I'effet de la corrélation est d’autant pius important que la probabilité est
faible.

Cet effet se traduit d’une part par un décalage appréciable de I’exiremum (Fig.11) .Par ailleurs
la courbe pour le cas parfaitement corrélé est d’autant plus éloignée de celle du cas non
corrélé, que B croit, alors que pour les petites valeurs de B, les courbes restent trés proches
pour une trés faible probabilité de ruine.

Dans tous les cas, pour une probabilité de ruine donnée la courbe correspondant au cas
parfaitement corrélé est toujours plus haute que celle de la courbe non corrélé.

En plus des ces remarques celles faites pour les fondations superficielles relatives a la non
linéarité de la fonction objectif, 3 la diminution de 'espace de calcul et a la variabilité de
Pinfluence qui existe entre les trois parameétres: coefficient de sécurité, variabilité et
probabilité de ruine, restent valables. 1
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6.2 Extensnon au dimensionnement des structures
métalliques dans un contexte probabiliste

6.2.1 Introduction et définitlon du critére

Comme on Ia déja signalé dans le chapitre précédent, il est difficile et parfois méme
impossible de quantifier le coiit total probable d’une structure.

En construction métallique, ol le colit total d’une structure (assemblage et éiéments divers)

est approximativement proportionnel  son poids. Il est justifiable de substituer au critére du
cofit, celui du poids.

6.2.2 Premiére application

Dimensionnement probabiliste d’un treillis métailique : C’est un treillis constitué de
deux barres soumis 4 une action aléatoire P tel qu’il est représenté 3 la figure 1. Les deux
barres sont identiques; ayant une section en couronne de diaméire D (oun de section tubulaire)
Prenons comme variable de décision X; =1let X;=D.e

Premiére formulation

- La contrainle probabilisie ramenée & une égalité exprime que la structure doit avoir la
probabilité de survie Py = Py),. Cetle contreinte s’écrit :

E©) x,
TE(P) VX7 +

- =0'(V(C)LV©)LR,,) | ()

E(C) : Moyenue ou espérance mathématique de la capacité portante de ia barre.

E(P) Moyenne ou espérance mathématique de I’action ou de la charge appliquée.

8" : Coeflicient de sécurité central nécessaire au treillis pour lui assurer la probabilité de
survie Pgyya.

La fonction objective est le poids du treillis (poids des deux barres).

Wy =2, J 12+ X2 =2, X7 + 12

¥ : étant le poids épéciﬁque de I’acier des barres ' _ )

Les caraciéristigues numériques (espérance mathématique et coeflicient de variation) de
toutes les variables aléatoires qui interviennent sont indiquées a la figure 2.

Supposons que les variables C et S obéissent & une distribution logarithmo-normale, dans ce
cas la figure 1 représente la contrainte probabiliste (1) pour les valeurs 1107 1107 et 1.10°°
de P(iy = Paya. : et

v
Les courbes en trail plein ct celles en trait interrompu correspondent respectivement aux
. a + . .
bornes inférieures et supérieures du coefficient 0 .

Méme constatation pour le domaine des solulions admissibles : Il s’amenuisent avec
"augmentation de la probabilité de survie des deux barres. La figure 1 montre aussi la
fonction objective pour diverses valeurs du poids (10K g et 45kg).
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L L
2 P R.8)=0 {R,S)=1
D.e (cm i p& p R,
18 - (cm™) £l 107 a a,
‘ T b b,
16 !0-5 < o
14 P H 3
3 .Jl +{(—) .
12 pe=>Y1 L @
s H/L
10 _
E(Py =18 t, E{C) =300 MP,
8 ViS8)=15% (W )=5% ;f=tm
6
4
2
3 " s
o {10Kg , —ToTo—— H{m)
0 1 2 3 4 5

Figure 1. Excmple pour un ircillis 4 devs barves de la premiéee formulation du probléme de dimensionnement &

poids minimal.

p (R.5) : cotfhiciem de comélation lindaire cotre R ¢t §

0": Cocfficicm de séeurilé contrale nécessaire pour assurcr a la fondation la probabilité de survie Py,

L L P, pRS=0 ] p(RSE)=1
102 a a
103 b b,
l(rs C ‘:l
13
H 2
MU 1+ ( o )*
. w22 1 gy
E(CY  HIL

0

E(P) =18 1, E(C) =300 MP,

viS)=15% , V(C)=5% ;L=1m .

H/L
]

1 2 3 4 5

Figure 2. Excmple pour un teeillis 3 deux basres de la scconde funnnlation du probléme dc dimensionnement 3

poids minimal.

p (R,5) : cocflicient de corrélation lindaire cnire R ¢ S
0": Cocfficicat de sécurité centrale néeessaire pour assurer & la fondation la probabitité de survie P
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Remarque : Voptimum représenté par le point du domaine des solutions admissibles
caractérisé par le poids minimal augmente avec la valeur de P, (voir tableau 6).

Les valeurs indiquées aux lignes 1, 3, et 2, 4 correspondent respectivement aux bornes
inférieures et supérieures du coefficient de sécurité 6.

Tableau 6
P [-107! 1-107 1107 1-10°* 1-107°
Hop (m) 1 1 1 | ] |
2 1 I 1 1 I
3 1.64 1.91 2.20 2.58 2.81
Deyp (cm?) 4 1.74 2.08 2.47 2.79 3.13
W, ( en daN) 5 it.42 13.12 15.25 17.30 19.80
6 12.26 14.34 17.23 19.41 21.72

6.2.2.ZDeuxié}ne formulation

L’autre possibilité de trouver la solution optimale consiste & exprimer le poids total en
fonction de la probabilité de survie 4 assurer 4 la structure.
Portons la valeur de X, tirée de (1) dans (2), on obtient ainsi 1’expression du poids total

12+ x2] B
X, E(P)

W, =7 B (V(C), V(S),P(+), )i (3)

En conservant les mémes données de I'exemple précédent, on a représenté a la figure 2 la
variation de Wy en fonction de X, pour les valeurs 1.10"1, 1.107% et 1.107% de Ia probabilité de

Sur\"ie P(+).‘; = [)(4.);1.

Les courbes en trait plein et celles en trait interrompu correspondent respectivement aux
bornes inférieure et supérieures de 0. La valeur optimale de Wy est donnée pour divers
probabilités de survie dans le tableau 6.

6.2.3 Deuxiéme application

Dimensionnement probabiliste d’une barre métallique soumise a une traction :

L’exemple est une barre soumise a une traction P aléatoire (Figure 4). La résistance de celte
barre est aussi une variable aléatoire o, (c’est la limite élastique de [’acier). Le
dimensionnement probabiliste de cette barre consiste a trouver la section transversale A qui
corresponde a un niveau de sécurité imposé P,

Si on désigne par C la capacité de la barre et par P ’action ou la charge appliquée, en utilisant
la formulation (1), on obtient :
I_) L
Ay =—86
]

L4
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avec A = nDe (section en couronne), avec [ diamétre moyen
C AG, _ e
f B ""“‘Fh“"‘“ - exp[(b(ll-"f-)) Vg + Vﬁ ]

et ’aire nécessaire de la section Ay

P A
A, == =exp[d)“'_p(_)J Ve +V} ]

P
e = 79
o,

ou D= 0 avec X;=DetX, =e.

neo

<

Les caractéristiques numériques (moyenne et coefficient de variation) de toutes les variables
aléatoires qui interviennent sont indiquées dans la figure 3.

la fonction objective : W=_Y“TCD8L=Y;.HX 12X,L.

Formulation (2): W =y, 1:1.,6'* (voir Figure 4)
g
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p P, p(RS)=0 | p(RS)=1
107 ‘ a y
D (mm Ty b by
30g- 1 (M) (Y . 16 < <
§
)
)
vy 107 .
250 *. J ' ]):..!.9..._]._0_9
B ! P=16t, E=2110" Kg/ca®
200+ c ) &’ =3000Kg/ cm® ; )y = 1m
C/. g y V(E)=V{6 }=5% . V(p)= 15%
150 . e
100
| a S
50 .
- b TS iitiinaegaa.
b. K
0 X I "N § " 1 i 1 a2 1 2
2 3 4 5 6 e(mm)

Fig 3 ~Exemple, pour une barre soumise a une tension de la premiére formulation de dimensionnement

p{R,S) : cocfiiciont de condlavon lindatie cntre R vt §
B': Coclicient de sécwiifé centrale néecssaire powr assarer 3 1a fondation la probatilité de survic Py,

12D |-
1nf

100 -

O et et et e e et ee e

i o{nun)
60 N ) 1 . 1 . 1 . 1 .
2 3 4 5 6

Fig 4-Exemple, pour une basie soumise a une iension de H seconde formulation de dimensionnement

p (R.S) : coeflicicat de corrélation lincasire eotrc R e S
0 Coeflicient de sécurité centrale nécessaine jpour assures 4 fa fondation fa probabilité de sutvie P
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6.2.4 Troisiéme application

Dimensionnement probabiliste d’une barre métallique soumise & une compression : Prenons
I’exemple de la barre précédente soumise & une compression aléatoire P (Fi gure 5),

On doit trouver la section transversale A qui correspond a une probabilité de survie imposée
P,
. (+);].

La mesure de la sécurité de cette structure est donnée par Py, c’est la probabilité que,
simultanément, "acier ne dépasse pas la résistance & la compression &’ et que la barre résiste

au flambage.

Si I'on suppose I'indépendance des variables R et P, on obtient une borne inférieure pour la
sécurité de la barre [4, 45] :

. . —c P — ‘P .
inf(P,,,) = P(G¢ > X)-P(gg > K) =P, P (M

Dans les applications, il est indiqué du point de vue sécurité d’utiliser la borne inférieure pour
apprecier la sécurité de la barre.

Si Peya est le niveau de sécurité imposé, en utilisant la relation (1) et en admettant Pégalité
entre la sécurité a la compression et au flambemet, on obtient :

‘; =6, (V(S), V(R),P,,,.)

En utilisant ta formulation (1), on obtient I"aire nécessaire pour la compression
A ~—I-i—ex [rb" 1/VZ-HF]
c S5 PP sy Ve T Vs

De la condition de flambage résulte le moment d’inertic de la section. Pour notre cas -

El
N, =n’ 3 ‘ : (2)
<9

(barre articulée sur ses deux extrémités L,=l.,)

I =nDe(D? +e%)/8 (3)

(voir forme de 1a section en Figure 5 ou 6), donc la condition de flambage est :

iy
N, Ly oo ey 1
T OV (S)LV(R), I, (4)
_I-; B 2 -
I, = ﬁL(,e2 (5)
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avec

0 = e’(pb}lﬁf:; JVi+v: ] ©
0: = cx;)[(p:;i.__w____) Vi Vi ] o

car P(+)barre = P(+)c M Peon . (8)

si on connait I’élancement A, on obtient :

/{2
Ap =—1
7 LS
ou
]_) 2 L
Ar = —= X0, ©)

St on remplace les capacités portantes de la barre a la compression et au flambage, on obtient
les expressions du dimensionnement probabiliste & la compression :
1P . :
De= - -0, ) (10)
TG,

et au flambage :

tDe(D?+e?) 1P , ..
S L | (th
ou
. .. SL2P .
De(D? +e?)=—2=0, (12)
an E

L’illustration de cet cxemple est représente dans la figure 5 (avec les caractéristiques
numeériques et toutes les données)

On peut observer que les points d’intersection des courbes de flambement et de compression
qui correspondent & la méme sécurité se trouvent sur un cercle centré a "origine des axes de
coordonnées (voir expresstons 10 et 12), ce cercle a pour équation :

2
4.10° ) , o
D +e =R’ avec R’ =( pour les mémes données de I’exemple cité ci-dessus

z14

En dehors du cercle, la condition de compression est déterminante et a I'intérieur c’est la
condition de flambement qui domine (voir figure 6)
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P Py pPRS)=0 [ pRS)=1
10" a ay
D D (mm) 107 b b,
. ! _ 10” ¢ <y
ik
[ 140

p=20t, E=21.10°Kg/cm®
o =3000Kg/cm?®; lh=1m
V(E) =V(o") =5%, V(p)=15%

Fig.4 ~Exemple, pour une barre soumise 4 compression avec flambage de la premiére formulation de
dimensionnement

p (R,S) : coefficient de corrélation lindaire cnre R ¢1 8

0": Coeflicient de séeurité cenirale nécessaire pour assurer 4 hn fondation la probabilité de survie Py,

sor D (mm) ) P 1-107 | 107 ] 1-107
Compression 1 a; ap a3
o5
8 / FFlambement b; by
50
asf
L & e
40
354
301
251
20 . i A 2 | M 1 " i M 3 e (Tm)
7 8 9 10 1 12

Figure 5 : Hiustration des points d’intersection des courbes de flambement et de compression qui

correspondent a la méme sécurité.
(a) : courbes de compression
(b} : courbes de flambement
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Résultats

Les trois applications de cette extension aux structures simples ( treillis a4 deux barres, barre
simple soumise 4 la traction ou & la compression avec flambage ) montre la variété du
domaine d’application de cette méthode stochastique aux différents structures de génie civil.
Les résultats obtenus sont présentés sur le tableau 6 et les figures de 1 a 6. Pour ces structures
ou le codt est approximativement pmpbnionnal au poids, il est logique que les résultats
obtenus soient réalistes vu I"analyse et Pestimation du risque de ces structures. On a pris
comme coefficients de variation de I’action V(p)=15% et de la capacité portante V(c)=5% des
deux barres, en supposant que les variables P et C obéissent 3 une méme distribution
logarithmo-normale. Ainsi, pour Lo=1m, la figure 1 représente la contrainte probabiliste pour
les valeurs 1-10™ 1-10® 1-107° de Piys = Praga - Les valeurs de la sécurité qu’on a pris pour ces
structures sont diftérentes que celles considérées pour les fondations, car pour 1-107
correspond un coefficient 6™=1.23 qui est celui couramment utilisé en pratique ( on remarque
que les incertitudes quon a pris sont faibles par rapport & celles considérées  pour les
fondations car il est plus facile d’estimer le risque et d’évaluer les incertitudes pour une barre
métathique). Une autre remarque (voir ﬁg.2)' est quelque soint la valeur de la sécurité imposée,
optimum est toujours atteint pour Hy=1m.

Le manque de données statistiques aussi bien pour les actions que pour les matériaux reste
toujours un obstacle non négligeable au développement de cette théorie probabiliste du
dimensionnement optimal.,

Si on arrive a connaitre la probabilité¢ de survie a assurer a la structure, les coefficients de
variations des actions et des capacités portantes des éléments, ainsi que les coefficients de
carrélation entre les actions et les capacités portantes, alors le dimensionnement probabiliste
offte un cadre mathématique plus targe que celui du dimensionnement classique, avec
I’intention de se rapprocher de plus prés de la réalité et ainsi la valeur de la solution peut étre
obtenue sans complication.
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Le pnncipal avantage apporté por le dimensionnement probabilisie opiimal est que celie
méthode permer de prendre en considération le degré & incenitude sur les informations
relatives aux actions et aux caractéristiques des materiaux. Ce degré d'incenitude sur les
informations a une grande incidence sur la valeus de la solution optimale comme le montre |
Pensemble des applications traitées. 1 est regrettable, qu’actuellement, nous constatons un
manque d’informations ou de donndes statistiques précises concernant les actions ef les
caracténstiques aléatoires des matériaux et des structures. Par suite, une recherche et une’
synthése des lois de disinbution stasiistique relatives a ces données s’ imposent car ce manque
d'information est e faclcur majcur qui coasidue un obsiacle au développemem du
dimenstonnement probabiliste optimal. '

Un autre probléeme majeur relatif au dimensionnement probabilisie optimal est le choix &’ un
miveau de sécunité convenable relatif aux phénoménes a éviler, élant bien eniendu que la
sécurité est estimée en tenme de probabilité de ruine (ou de survie). La definition, le choix des
phénoménes a éviler ainsi que les probabilités de ruine correspondantes dépendent du projet
considéré. Pour concevoir & un niveau de sécunité spécifié, un facteur de séeurité semble
suffisant. Les effets des incertitudes et des probabilités peuvent éire apprécies proprement a
travers le seu! facteur de sécurité. Bien sir, le coefficient de séourité fui-méme est fonciion de
Ja probabiliné de mine {(ow de survie ), des incenitudes sur les informations, et les aberrations
sur ces derniéres vont directement Valfecler. Pour les problémes de fondations, nous avons
considérer la rupture du sol comine phénoménes prépondérants i éviler. Comme préva, le
coefficient de sécurité qui en résulte est d’autant plas important que fe niveau de sécurité est
d’autant plus strict. La méthodologie proposée d Pavantage, comparativement auwx méthodes
classiques, de relier directement le coefficient de sécurité et la probabilité de ruine. Par
exemple, nous avons obtenu pour les coefficients de sécuntés de 3 et de 2 habnuellement
utilisé en bureau d’étude pour le dimensionnement respectif des fondations superficielles et
des fondations profondes, des probabilités de ruine respectivement de 107 et 107 et ce, sans
corrélation entre les caractéristiques mécaniques du sol et les actions. Ceci ilustre an des
avantages majewrs de Putilisation de la méthodologie adoptée. Un autre avantage de celtte
approche stochastique est le choix du coelficient de sécumié, elle nous permert de choisis le
coellicient de sécurité convenable s1 on arrive a estimer le risque ei 4 évaluer fes inceriitudes
pour n’importe quelle structure considérée.

Comme les applications traitées Pomt monté, une corélation parfaite entre les
caracténstiques des matériaux el les actions 4 pour effet d’augmenter la probabilité de nuine
d’une mani€re non négigeable. A "heure actuelle ces comélations ne sont pas maiirisées et
compte tepu de leurs impacts sur la solution optimale, il semble important de rechercher a
maeux les apprécier. De plas, nous remarquerons que les inexactitudes couranies & execution,
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par nature probabiliste, modifient les sollicitations agissantes et les caractéristiques des
matériaux. 1l serait aussi intéressant de développer une méthodologie de prise en compte de
ces inexactitudes et d’étudier leur influence sur la sécurité¢ d’une part et sur la solution
optimale d’autre part.

Un demier point important est que la recherche de la solution optimale nécessite la définition
précise de la fonction objective. Comme nous P'avons montré pour les fondations
superficielles, sa définition & une incidence importante sur la solution optimale. Sa définition
varie bien sir d’un prejet 4 un autre et nécessite bien entendu la collaboration et une
transparence parfaite entre toutes les structures concernées par la réalisation du projet.

Finalement, nous pouvons dire que I'approche stochastique est une voie rationnelle pour
étudier la sécurité d'une part et pour déterminer une solution optimale d’autre part. Son
importance a été soulignée maintes fois par des chercheurs spécialisés en matériaux ct en
structures « mieux mesurer le risque et mieux garantir la sécurité » .

Il est recommandé d’orienter la recherche dans cette voie, et principalement pour les points
cités gi-dessus. La méthode probabiliste semble étre actuellement la seule voie possible pour
garantir une sécurité homogéne que ce soit pour les éléménts structuraux et la structure
globale.

Une telle recherche aidera & mieux cerner la nature du probléme de dimensionnement
probabiliste optimal et 4 faire apparaitre la nature de la dépendance de la solution optimale vis
a vis de divers paramétres, (probabilité de survie 4 assurer & la structure, les coefficients de
variation des actions, des capacités portantes des éléments, les coefficients de corrélation
enires les actions, les capacités portantes des éléments, ...etc). Cette recherche s’avére
d’autant plus nécéssaire pour les ouvrages ou constructions non courantes pour lesquelles les
méthodes classiques sont insuffisanies, ne garantissant pas forcémént, en plus une sécurité
homogéne.
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ANNEXE 1

i- Loi novmale (on de Laplace-Gauss) ¢

Soientxweva, mel o-0e R
X est normale ou suit une loi normale de paraméties (m, o) si x adinel pour densité de
probabilité la fonction {{x) détinie pour tout x par :

gty
[{(x)y=——t >

o2n
ona:

- Test conlinue sur R

- [est positive sur R (car a3~ 0)

; Tl'(x)dx =1

- Fonction de répartition  (1'(x))
Ona:
-x ] _(_l—m)z
- 2
F(xy= | —pet " dl
2 oa2n
- Proposition :
Soit x une v.a qui suil une loi normale de paramétre (m, o) -alors la variable aléatoire
3 3
X -

suil la loi normale (0,1)
a

- Remarque
Soit x une v.a normale, on dit que x est centré réduite (ou normale réduite) lorsque
m=Oel o=|

~ Proposition importunte :
d fonction de répartition de la vaa nonnale eéduite ona
fa) =1-d(-a)
P(|x| = a) = 201 = §(a))
Relation trés utilisé dans les caleuls pratiques
Sty suil uine lot normade (m,c)ona
l’(l_\,r - m| =aa)= 2l - dla))

X—m a—m, il—m .
P(x <a) =1 Sy = ) t
g [9) [$)




2- Loi log- normale {ou le modéle des produils)

- Les modeéles multiplicatifs

Alors qu’une distribulion normale est produite & partir d’une somime de plusieurs petits effets
il est désirable aussi de considére Ja distribution d’un phénoméne qui se produil comme
résultat d”un mécanisime agissant sur un nombre de lacleurs.

Un exemple de tel mécanisme se produil dans le processus de rupture, tel que Pécrasement
des agrégats ou le transporl des sédimenls dans un écoulement.

[La taille finale de la particule résulte d’un nombre de collisions entre particules de différents
tailles voyageant a différents vitesses, chaque collusion réduit 1a particule d’une proportion
aléatoire de sa taille y, d’une particule choisi aléatoirement aprés ta '™ collision est

Le produit de y,.y (sa précédente taille juste avant la collision) et w, (le Tacteur de résolution
aléaloire).

Par extension de cel argument en arfiére pour tout les collisions ;

Y =Yoo Wi L Wo™. Y0 WL WL L LWy

L.’évolution de certains systémes ¢conomique peut suivie ce modele,

Un autre exemple est le mécanisme de la Ldigue des matériaux aprés n cycles de chargement-
-Distribution :

Dans tous ces cas, la variable d”intérét y est exprimée comme le produit d’un grand nombre
de variables.

- Distribution de y :

En prenant Le Togarithme naturel de chaque coté de Péquation (1),le résullat est de cette forme
Lay=Ln yot-bnowprLnowaboo o Flnowy,

Remarque

W, sont des variables aléatotres , les fractions [L.n wi sont aussi des variables aléatoires et Ln y
est normalement distribud

Distribution de y :

Posons - x=Logy=y = ¢

Puisque y est normalement distribué, on pent fucilement démontré que la distribution de y
est:

. ] L.y —inx
[3‘(}’) = Y

o 3.
ym\ﬁ; 1 2( s A
on dit dans ce cas que la variable aléaloire suil une loi log-normale de paramétr
es (M, o)
avee !

x=lny

sit oty est la médiane dey
el My est la médiane de x
on monire que
Lnﬁ;ly = Ihﬁy

pour une distribution normale ;
la médiane est égale i la moyenne
done :

M =iy
d’ou:

Lty = my
Y=0 (3) Par substitution dans {3} on obiient :



1 R Y .
[y (y) = e expl= [ In(=2)

y Uz‘T[GmY = ﬁtll‘l’ ]nY
SV posséde cette fonction de densité on dit que Y est LN( my,o,,, )
Oumyct ayuy sont les deux paramétres de distribution

Maoment :
Le 1Y moment de Y -

2
)
my

S o 2
L) = {)’-,/r(_r)‘d)-**- (my)l CNP(%Y a

r=1:

- . - l 2
By my =m, -cxp(;-c;ﬁ)
Sion pose :

Vi =explol —1)

nmy

onobtient :
= aweryfo 1/ g2
m, =m_ exp( A O,)
2
o= In(VW + 1)

Sy

il faut aussi remarquer
Mg, = Lam, —1/2c;

my



ANNEXE 2

1) Les diflérentes étapes de base pour ta détermination de la rigidité d’un élément :

1) Relaiion entre déformations et déplacements -
[e}= B8]l avee [B]=]1] 1]

. . 3]
II,] sopérateur malriciel, dans notre cas [E,];: o
X

2) Relation entre contreainte et délormation

to}=le] &}
Dans notre cas [c]: [I“:J
L application du principe des travaux virtuels nous donne

s ul =[]
Avee [K]= I[B]"’ e} B} dv

3} Refation entre contrainte et déplacement

o} =[o]- {u}
ou: {o}= [C]'[B]‘luu]= 1] {Uu}

4) Etablir la matrice [£/] veliant contraintes ct déplacements :

)= [
k)

Dans le repere global, fa matrice de rigidite

: Bk =k A A

[K°]= Al avee k= tl

L |-k kK Apope
Ao=Cos¢
pL=sin

et fa malrice [l-l] dans le repére global est

. 7| cosgp sing 0 0
- ESY -
[l ]] - L L | sme cosg 0 0
0o 1-2 44 X 0 0 COsSP  sinQ

L [ 0 { —sing  cosq



Application :(voir figuie)

On a un treillis & trods barres, on considére un seud
Cas de chargement.

Les barres (1) et (3) sonl identiques et de méme
Section : AI=A3 .

T
Barre (1) : ¢ =—-45= "
(e 3

/2 =v2 -2 121

[A]:ﬂ -v2 12 2 -u2| |y

S A TN PSS Pl T V5 B Vo SRS V% N N

/2 -u2 -2 w2 ||p,
Barre : (2) ¢ = -90

0o o o o],

=
|
=

[E;]: A2
1.2

<

0o 0 ol
-1 0 |

<

Barre (3): @ =-135°

22 =2 -2y,
]_zm 12 12 12 -2,

(3 {-v2 -2 w2 w2 ||o,
<12 ~12 w2 2|,

s

100

P=20

Iigure |

PPour oblenir la matrice de rigidité de ta structure ou du treillis, on doit additionner ou
assembler ces trois matrices (it est important de remarquer qu’on ne peut faire le processus

d “assemblage que st ces trois matrices sont élablies dans le systéme de coordonnées global) .
Apres assemblage et introduclion des conditions aux limites en tenant comple que A1=A3 et

LI=L3 on obtient :
Al

plo P .[”»]z[“m]
0 ,./.1..%.4}.‘4' l, o

12

ouavee L1=100-42 el £.2=100

I3 At 0 EARLY
100-42 10 a2 a2 (v, ] | iy,



Formulation de la matrice [1/] ( ou de la matrice $)

3=k )

ou {o}=[#] {U} en introdwisant ka matrice lll on obtient
2 Jeos ol 17 avee oo %

[o’l]drl.[(.ob(p sin | li”z:l avee g ==

U,

{

[C)'Z]—'-:%-[C()Sq) sin (p]-[ ) 1 avee @ —

2

et [03] = }[—5 . [cosgo sin rp]- L{:'
‘ 2

Finalement on obtient 8] :

2k o n
2 L2 i [os -os
[S]: 0 —.l"_._ =__£__ 0 -1
1.2 100
S O 0.5 05
2 13 2 3] R

avec Ul et U2 dirigés comme indigué sur la [igure (1)
St U2 est dirigé vers le bas on obtient ;

05 05
(s1= o
-0.5 0.5

fe}=[s}-[t7] du systeme.



ANNEXIE3
Ixemple :
Nous atlons préciser et expliciter certain notion développées.

La semelle est soumise a une charpe de (BUORK NN et ancrée a un métse de
profondeur.

f.es mcentitndes sur R et S sont
V= 20% et Vy = 25%

oo -1 S
T 1"--‘1”[4‘5:-';,, Vg + ¥y

O, =

VIl =032

on obtient pour diverses probabitiés

Pr= 10" 0 =15 ' P=1,
Py=107 0, =2.1

P;= 10" 0, =269

Pe=10" 0, =3.287

Pr= 107 05" =3.90

po=10" 0, = 4.60

Si on trace cette fonction sur Excel ,on obticit une droite (échelle semi-logarithmique)

0 =-0.273 In(x) + 0.8606
O

0" =-0.61479 log, (x) + 0.8606
0" = 0.615 colog P, 4 0.86
_ La valeur du coeflicient de détesmination sur e graphique R? = 0.9993
On déduit que :
luu = ().&15
cl a,=0386

Détenination de C et Cy

Ci=a 0+ b=, cologh +b

Le calcul de cette semelle nous donne, pour :

Po= 107" 0 =352 b= 1L.O45Sm = hm
Pr=10%:0" =46 by = 2.48m = 2.5m
Pe=10";0"=39 b =22m



O -3 o oblient un volume V- 0.6m* de béton.

0 =39 ot obtient un volume V- 1925 de béton,
Cas3: .

on obtient un volume Vi= 1.725m’ de béton.
Pour un pris unitarre de béton dpate 4 15000DA/m* , on obierd

Cas 1: G =10200DA
Cus 3 C;=2980G0DA = 30000DA

Apres un chopdudicienx de PPéchelle, on obhient aprés résolution du systéme suivant

Ci=al+ b‘
Ci=aO+bh
que a=1277=127
el b=0.158
C; est égule ausst a :

Ci = ki cologls + by
on oblient :

Ac=a Agy = 078
el

by=aua,+vb=123
fimalement ;

Ci=078colog Pyt 1.25

Si on choisi par exemple Gy égal a 15% de Cp nous déicrminons Péxpression de Cy .
Cr=GtChPy

Cy=0.T8 colog P, + 125+ 3.4 . 107 ¢,

(voir lig. 1 page 62)



