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Notation

A, coefficients de Lamé.

vV : coefficient de Poisson.
: module d’Young.
[£] . état de déformation.
& : la composante (i,j)de I' état de déforrmati
[0] : état de contrainte.
o : la composante (i,j)de I' état de contrainte
] : vecteur de déplacement.
t : vecteur de tension.
f, : vecteur des forces de volume.
U, : déplacement suivant la direction e
ouU.
U i | = a_'
€
U J' : la composante j du vecteur déplacementstiia direction e
.U
Ul ==
de,
Tji : la. composante j du vecteur tension suileadirection ¢
T : le tenseur de contrainte lid aetU |
Q : domaine a étudier.
0Q : frontiere du domaine a étudier.
r . contour d’intégration.

£ : rayon d’isolation d’'un point pour lertour.
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Résumeé

La simulation numériqgue en mécanique prend degiysius d'importance dans le
milieu industriel et les problemes a modéliser dement de plus en plus grand, ce travail
consiste a développer une méthode de résolutcatiite pour accélérer un code de
simulation numérique du comportement des structuigreind nombre de degrés de liberté
par la méthode des équations intégrales.

Puisque le systeme a résoudre résultant de cettmdeest représenté par une
matrice pleine et non symétrique on a choisi lahoee GMRES qui est la plus adaptée pour
ce type de systeme.

Mots clé : simulation numérique, comportement desctires a trés grand nombre de ddl, le
méthode d’élément frontiere, méthode itérativeédmiution, GMRES.

Absract

The numerical simulation in mechanics takes moceraare importance in the
industrial environment and the problems to be meddlecome more and more big, this
work consists in developing a method of iteratiegolution to accelerate a code of numerical
simulation of the conduct of the structures with bumber of degrees of freedom by the
method of boundary element method.

Because the system to be resolved resulting frasmikthod is represented by a full
and not symmetric matrix we chose the method GMREI8h is the most adapted for this
type of system.

Key words: numerical simulation, conduct of struesiwith big number of dof, boundary
element method, iterative method of resolution, &R
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Introduction

Introduction

La mécanique -théorique ou appliquée- a connu Bedebnieres années des progres
considérables grace a l'utilisation de I'ordinateQes développements ont eu un fort impact
dans bien des domaines de la société : transmortnanication, médecine, environnement,
défense, agro-alimentaire... Que ce soit dans le olende la mécanique des fluides ou des
structures, l'utilisation de I'ordinateur a perndimméliorer les prédictions, la caractérisation,
et la simulation de phénomeénes physiques et deersgst industriels principalement
gouvernés par les lois de la mécanique. L'utilatd outils informatiques a globalement
permis d’améliorer la compréhension et la prédictle systémes complexes.

Le calcul numériqgue en mécanique peut aujourd’hHte &onsidéré comme une
discipline a part entiere de la mécanique. De nend®s revues et conférences scientifiques y
sont consacrées (Revues : Computational Methodspplied Mechanics and Engineering,
Computers & Structures, Computers & Fluids, Advancée Engineering Software,...
Conférences : European Congress on Computationdhdds in Applied Sciences and
Engineering,...). Le développement des technologiésrmatiques, autant logicielles que
matérielles a conduit a I'émergence de cette ndéendikcipline a caractére naturellement
multidisciplinaire : concepts et méthodes issudadenécanique, des mathématiques, et de
linformatique. Aujourd’hui, ce caractére pluridiginaire est encore accentué par
I'adjonction de nouvelles disciplines permettantd#erire des phénomenes de plus en plus
complexes Il est raisonnable de penser que pouarages a venir le calcul numérique en
mécanique prendra une importance de plus en plasdgr d'une part dans I'étude et la
compréhension de phénomenes complexes, et d’aartregns la conception de produits et de
systemes. C’est en particulier dans les interastiwec des disciplines connexes que I'on
peut attendre le plus de progrés : biologie, mémecproblemes liés a I'environnement,
aéronautique, aérospatial,... Le chalenge des anaéeenir est donc véritablement
lintégration de phénomeénes a physiques multigies, physiques intervenants a des échelles
spatiales et temporelles trés hétérogénes : dumean® a plusieurs milliers de km en espace,
de la picoseconde a plusieurs centaines d’annéengps. La conséquence inévitable de cette
évolution est qu'il sera nécessaire de dévelopmar stratégies de calcul forcément plus
complexes, pour des codes de calculs devant étéeutds sur des grands systemes
informatiques (supercalculateurs, grilles d’ordéuas,...), et ca a cause de la tres grande
taille des systemes d’équations résultants. Leldpgement d’outils de simulation, efficaces,
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précis et fiables implique une maitrise convenatdeces disciplines, et ce a des niveaux
variables. Le développement d’un nouvel outil dontdes aspects est la simulation sous-
entend :

- une bonne connaissance des phénomeénes physiqdeEsé

- de bonnes connaissances des modéles mathémaitdisés

- une analyse mathématique des modeles afin d'mhtermprobleme bien posé

- la vérification des limites des modéles mathégues

- le développement de stratégies de calcul basgasmsnodeéle discret et sur des algorithmes
numeriques, pour approximer le modele mathématiejuen) valider les limites.

Aujourd’hui, ces développements sont rendus plsésaiplus rapides et plus efficaces
par lutilisation d'outils informatiques de haut niveau’D’'un point de vue logiciel, ces
outils peuvent étre regroupés en trois grandessedas.a premiéere correspond a la plus
récente génération d'outils de programmation de haweau que I'on peut décomposer en
deux groupes : les langages de programmation pucaéxl classiques (FORTRAN 77,
FORTRAN90, PASCAL,...) et les langages orientésebfMALLTALK, C++, Java,...).
La deuxieme classe regroupe tous les logiciels @nagétiques de manipulations algébriques
tels que Maple, Mathematica, Matlab,... une trorgévoie associe les deux premieres
approches et conduit a une approche ou outils tmilcaymbolique et outils de calcul
numérique sont utilisés conjointement pour la néswh de probléme en mécanique.

D’autre part, les méthodes de discrétisation sanouad’hui fort nombreuses :
éléments finis, volumes finis, différences finiesethodes spectrales, méthodes ‘meshless’,
collocation,... Leur utilisation dépend souvent desndines d’application. Leur intégration
dans des stratégies globales de résolution susyd#émes informatiques variés (logiciel et
matériel) s’avere étre une tache souvent délidasdgre ca, on assiste a plusieurs travaux de
recherches depuis plus de 10 ans qui se placeantedlement dans la conception et le
développement d'outils informatiques de simulatimmmérique pour la mécanique basés
surtout sur la méthode des éléments finis. Dartsaiedes problémes 3D, et c’est souvent le
cas, cette méthode et plusieurs d'autres méthodesantent de tres grandes capacités
d’ordinateurs en mémoire et en vitesse.

Une nouvelle méthode appelée méthode des équatithggales permet de diminuer
une dimension pour la résolution du probléeme pppoa aux autres méthodes. Ainsi elle
nous permet de gagner en mémoire et d’élargiriloordes problémes possible a traités. Le
principale inconvénient de cette méthode est d'@wavelle présentant ainsi un manque
terrible de chercheurs qui travail dessus et qurame conséquence l'inexploitation totale de
ces capacités réelles.
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L'une des différences majeures entre la méthode épsmtions intégrales et la
méthode des éléments finis est que la forme de d#rice du systéme a résoudre est
totalement aléatoire et différe d’un cas a un aatréieu d’étre symétrique et bande (avec une
bonne numérotation). Ce dernier point I'a défawifisce a la méthode des éléments finis,
mais on peut surpasser ce petit inconvénient disanti une méthode de résolution adapté a
ce type de systeme. Cette méthode existe, ellepellep GMRES et notre but est de
limplémenter et I'adapter pour le calcule des peoles avec la méthode des équations
intégrale.

Ainsi, dans le premier chapitre nous présentonfdmulation de la méthode des
éguations intégrales en élasticité linéaire et gaitement numérique.

Dans le deuxieme Chapitre nous exposons le sujgapciel utilisé dans cette étude,
nous présentons le code KSP qui utilise la métliedecquations intégrales et qui est écrit en
Visual C++ que nous exposons également, et nousel@ps le concept de base de la
programmation orientée objet.

Le troisieme chapitre est consacré a une présentgiénérale et minutieuse de la
méthode GMRES, nous entourons la méthode théorigaieet nous exposons ces différentes
variantes.

Le quatrieme chapitre est consacré pour le déwil'ichplémentation au niveaux
algorithmique et gestion de mémoire ainsi que lglage des différents paramétres et
'adaptation de sont implantation direct pour laalé@tion des problemes 3D en utilisant le
code KSP comme plateforme.

Il vient enfin dans le dernier chapitre une préston générale du principe du
préconditionnement ainsi que le choix d'un type qadé de préconditionneur et la
présentation de son efficacité et des amélioratiiprespeut apporter son utilisation.

Enfin dans la conclusion nous présentons une petitgparaison entre la méthode
GMRES et la méthode de décomposition de gaussgwguéaent utilisé par le KSP juste pour
voir le niveau d'importance de [l'utilisation de teiéthode dans le cadre de simulation
numérique des problemes de grande taille.
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Chapitre 1

méthode des équations intégrales

1.1 Introduction

En physique, on s’intéresse souvent a ce qui ssepdens un domaine D, limité par
une surface S s’appuyant sur un contour C. Sidblpme est bidimensionnel, le domaine est
une surface S limité par un contour C. En appliguan probleme considéré les principes
généraux de la physique, on établit des équatansnieux différentielles. Leur intégration
comporte toujours des conditions aux limites.

Si on prend I'exemple du cas simple de la poutradgene a section constante, il sera
nécessaire de préciser les déplacements aux etdseetiles rotations (dérivées premieres) en
certains points.

L’équation ainsi établie sera dite équation de b&dle concerne essentiellement le
domaine. Sa solution est dite solution fondamernitglea dans [1] une table correspondant
aux différentes équations en une, deux ou troigdsions.

Les solutions analytiques sont trés délicates @&nibhtaussi les ingénieurs ont-ils
cherché des méthodes purement numeériques : difseriinies puis éléments finis.
L’inconvénient est de devoir traiter, dans de nankrcas, des problemes a trois dimensions,
ce qui exige souvent de grandes capacités de nme&mndes ordinateurs. La méthode des
éguations intégrales de contour appelée égalemedthode des équations intégrales aux
frontieres permet de revenir a deux dimensions.

Dans son principe, la méthode des équations idesgm@onsiste a transformer les
éguations locales qui décrivent le comportement fdestions a l'intérieur du domaine
(déplacements u dans le cas de I'élastostatique)retes limites (déplacements u ou traction t
imposée) en une équation intégrale liant les fonstinconnues et certaines de leurs dérivées
aux fonctions connues en surface.
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Autrement dit, pour tout point x de la surface temit la structure considérée,
I'équation intégrale relie les déplacements etidesions en tous les points de cette surface ;
certains de ces termes sont connus par les camsliox limites, les autres sont les inconnues
du probleme. Apres résolution, on obtient les d&gizents, les tensions et les contraintes en
tous les points de la surface, une relation doaserlémes informations en tous les points du
domaine.

C’est au département de Génie civil de I'universiééSouthampton qu’une variante
intéressante de cette méthode a été développée&égg].auteurs lui ont donné le nom de
boundary element methaplie I'on peut traduire par méthode d’élément igvet Elle repose
sur les méthodes dites d’annulation de I'erreuusSsa forme la plus simple elle part d’'une
solution satisfaisant les équations de base du idemmaais comportant quelques coefficients
inconnus que I'on détermine en imposant les camaktiaux limites en un certain nombre de
points. On parle de méthode indirecte.

La méthode des équations intégrales sur le cogigon présente dans ce chapitre fait
partie de la classe des méthodes dans lesquellesloerche une solution présentant certaines
propriétés sur le contour du domaine. La plupartatesolutions en mécanique du solide sont
recherchées a partir d’équations intégrales faisatdérvenir des quantités connues et
inconnues sur le contour. La méthode des équaitibé@grales sur le contour est fréquemment
utilisée en mécanique de la rupture. Outre 'avgmide sa grande précision dans I'évaluation
des grandeurs locales au voisinage du front darés®lle présente I'avantage de réduire le
probléme d’'une dimension puisqu’elle nécessite talélisation des données gqu’en surface.
En effet, le maillage de la structure ne concewn spn contour. Ainsi par rapport aux autres
méthodes, comme celles des éléments finis, otétieur du domaine est modélise, cette
approche permet de diminuer la taille des probleeresombre d’équations a résoudre. La
solution a l'intérieur du domaine peut étre obteansuite par une simple relation. De plus la
propagation de fissures se fait simplement partaddid’éléments ce qui nous évite le
probleme du remaillage local ou globale.

1.2  Formulation des équations intégrales

1.2.1 Hypotheses

La méthode des équations intégrales est utiligadale tout phénomene physique régi
par des équations aux dérivées partielles linéaiefficients constants. Donc, dans le cadre
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de la mécanique des solides, le matériau doit&astique, linéaire et homogéne. Dans cette
étude, on traite les problemes avec les hypotlsggsdémentaires suivantes :
- le matériau est isotrope ;

- les forces de volumes sont négligeables ;
- le contour de la structure est borné.Ainsi, eatpraiter le cas d’'un trou dans un
plan infini et non dans un demi-plan.

- la formulation des équations intégrales est fadter des problémes en déformations

planes.

Les problemes en contraintes planes seront traitéemplacant le module de Young
E et le coefficient de poissan respectivement p&t—V°) E etv/(1+ V) .

1.2.2 Equations de I'élasticité linéaire

On fait un petit rappel des équations régissanuiléore statique d'un solide
linéairement élastique isotrope et homogéene, sbysdthése des petites perturbations.

FIG1.1 Probleme a résoudre

Pour un solide isotrope linéairement élastiqueoetdgéne occupant un domaifeet
de frontier@Q . La normale unitaire est, par convention, syst&uament orientée vers
I'extérieur du solide. Les champs de déplacemantélormation et de contrainte en un point
M deQ, notés respectivement u(M¥(M) ,a(M) , vérifient les relations locales suivantes :

1
& :E(ui,j +uji)
O; =A0; & *+2U¢E,
o;, +b =0
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Ou b désigne le vecteur des efforts volumiquesyvaoutraduire des effets variés :
pesanteur, inertie ou effets thermiques. La froatd) supporte par ailleurs des conditions
aux limites :

* en déplacements; = suroQ,

i

* entensiont, =qn =1 sur 0Q.

1.2.3 Solution élémentaire (Probleme de Kelvin)

On appelle solution élémentaire ou fondamentaléétiestostatique un état associé a
une force ponctuelle unitaire appliquée en un pbké du domaineQ et de direction ele
comportement du matériau étant considéré linédmstigue. Il y a autant de solutions
élémentaires que de choix de domafdeet de conditions aux limites 2@ . Pour pouvoir
écrire I'’équation intégrale on a besoin d’'une sotuanalytique d’un probléme particulier sur
le domaine? . Plusieurs solutions élémentaires existent,pameie :

- demi-espace avec surface libre: solutions des8iaesq, Cerruti, Mindlin(force
ponctuelle appliquée en un point intérieur du despace).

- demi-espaces collés : Solution de Mura (demi-esp&otropes).

- plaque épaisse infinie élastique: Solution dei@enRosakis.

- probleme de GREEN ou de Neumann, etc...

e, _
o

r-l._l_

P Plan infim

FIG.1.2 : Probleme de KELVIN

La solution la plus simple et la plus générale espond a I'espace infini élastique
isotrope avec conditions de décroissance a [linf{diéplacement nuls & [linfini),
dite « Solution de Kelvin » décrite ci-dessous.
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Soit une force unitaire’ appliguée en un point P d’'un milieu infini bidimermel

suivant la directioné.pour ce probléme, I'équation de NAVIER s’écrit en point Q du

domaine :
(A+ 1)y + UU; o = ~0p Ol (1.1)
avec les déplacements nuls a l'infini comme coadgiaux limites
lim u, =0
IPQII- e

la résolution de cette équation différentielle aahd :

—_—

» la composante du vecteur déplacement en un posuiv@nt la directiorﬂ est:

: 1 1
U(P,Q=——B-4)In=|0 +rr, 1.2
=g o .
ou :
: . E
-est la dist tre | t P ,
r.estla distance entre les poin eth: 2(1+l/)
et
M Si i=1
r = r (1.3)
Yo~ Yo i =2

* le tenseur des contraintes est calculé a partia #f@ de comportement en élasticité
linéaire (loi de Hooke) :
i i i i
O _/]é-jkuu +Iu(Ujk +Uk,j) (1.4)
 la composante du vecteur tension en un point Quearfacette de normale(Q)

suivant la directioreT. est:

Tji(P’Q):aijk(P’QQ(Q (1.5)

soit sous une forme explicite :

T'(P,Q ;[ﬂ[(l—w)dj +26r, }+ - 2)(nr -nr )} (1.6)

~Am(l-v)r | an
ou :
ﬂ:n.r:nlrl+n2r2
on ' ‘
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1.2.4 Théoréme de réciprocité de Maxwell Betti

Le théoreme de Maxwell Betti découle directementidioréme des travaux virtuels,
il lie entre les solutions de deux problémes di@d#é linéaire sur un méme domaige

itat 1: (i, . £;) [Stat 2: (T, , 1)

FIG.1.3 :Deux problémes différents sur un méme domg&ine

Supposons que le premier probléme ait comme snl&&i@ouple(ﬁ,ﬁ) ; champ des

déplacements et champ des tensions sur le caitaur
Soit un second probleme défini sur le méme domainqui a comme solution le

couple(?,t?). D’aprés le théoreme des travaux virtuels on petite :
IQ[GJ}:[sz]dQ—jaQFlu—zds—jQ_Liﬂzd) =0 (1.7)
et
[ [0?):[¢']da-[_tu'ds-[ f*ud2=0 (L.8)
en faisant la différence des deux équations(1Z.@ton a :
jQ ([0’2] ; [51] —[0’1} ; [52]) dQ-| (anl—flaz) ds- jQ (TjZTJl— 313j @=0 (1.9

or,d’apres la symétrie du comportement élastigneg o

[0’2] : [51] = [az] : ([D] [0’1}) = ([ D] [JZD : [0’1} = [0’1} : [5 2} (1.10)

d’ou le théoréme de réciprocité :
12 12 N [ [ 1,2 £2,; —
Lg(tu tu)ds jQ( - ul) @ =0 110

en I'absence des forces de volume, ce théorémets’'éc

10
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=3, — <
J‘aQtlu ds= J‘GQ tz led\ (1.12)

ce théoréme permet d’établir de relations intégraatre les inconnues du probleme a
résoudre (1) ou (2),I'autre étant connu.

1.2.5 Equations intégrales en déplacements

L’équation intégrale en déplacements solution chblgme déja posé est obtenue a
I'aide de la solution de Kelvin et du théoréme éeprocité de Maxwell-Betti.
Cette equation dépend de la position du point Ryroapplique I'effort unitaire jF

e}

gl
“d

Plan infim

latat L fwy . £) Itatl 23 [te , to)

a) Probléme & résoudréu, 1) b)Probléme de KELVIWU?,T')

FIG. 1.4 : Domain&Q et sa trace’ sur le plan infini

La figure (Fig.1.4b) représente le domai@edu probléme a résoudre :

- U;(Q) est la composante du vecteur déplacement d’urt Qoguivant la directiorteﬁj ;

- 1,(Q) est la composante du vecteur tension suivantrétin Ej en un point Q sur

une facette de normai€Q) .

Pour un probleme bien pose, $oitQ), soitt;(Q), Q variant sur le contoudQ et
(=1,2), est donné comme condition aux limitesutfa étant I'inconnue qu'on cherche. La

figure (Fig.1.4b) représente un plan infig; étant la trace d€ sur ce pIan.Ei est une force
unitaire appliguée en un point P suivant la dimctie?, la composante du vecteur

déplacement en un point Q Q' suivant la directioneT est donnée par la solution

11
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analytique du probléme de KELVII(U}(P, Q)),et la composante du vecteur tension en un

point Q de@Q’ sur la droite tangente e'ﬁji(P, Q.

* Sile point P est a I'extérieur de’ :
Dans ce casQ' est en équilibre sous l'action du champ des telssTQhP, Q). Ainsi

on a deux états ou le domaifkest en équilibre élastostatique : le premier eprdbléme a
résoudrgu, (Q), t (Q)), le second esi(U}(P, Q),TJ.‘(P, Q). Alors d'aprés le théoreme de

Maxwell-Betti, on a :

LQT;(P, Qu(Q d¢ Q:LQ WP QU @ds¥ (1.13)

* Sile point P est suR' :
Le domaine Q' n’est plus en équilibre sous l'action du chaiffm:’, Q). Par

conséquent, I'équation (1.13) ne peut plus étrigedoour un point P appartenanfQ .

a0

=
ud Plan infuim

Eval Lo (wyg o ) Bbat £: \ue . Ia)

Probléme a résoudréi, t) Probleme de KEL\AII(LT,'F)
FIG.1.5 :Cas ou le point d’application de la foest sur le contoudQ

Pour pouvoir écrire le théoreme de MAXWELL-BETTIysoun point P du contour,
on isole P par un cercle de raygncomme le montre la figure (Fig.1.5). Le nouveantoar
d’intégration sera :

[=0Q-(Q, ndQ)+(0Q, n Q) (1.14)

ou Q, est la région du cercl@Q, son contour. On peut écrire alors :

[T(PQY(Qd$Q=] YPQY QAT (1.15)

et en faisant tendre vers zéro, on obtient I'équation intégrale en dépients :

12
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CUP+[ T(PQu(Qds@=] U PRE RdsX (1o

ou C =§5U. si la normale en P est continue. Dans ce casdi@muintégrale en déplacement

s'écrit :

%ui(P)+jaQ'ﬁi(RQq(Q ds@=[ W PR(RASX  (117)

1.2.6 Déplacements des points intérieurs

f’] o

!

o
o

Plan infim

itat 12 [ty - 1) bat Z2: |te o Ta)

Probléme a résoudréi, t) Probleme de KEL\AINLT,'F)
FIG.1.6 : Cas ou le point d’application de la foest un point intérieur

* Si le point P est a l'intérieur d@’ :
Pour pouvoir écrire le théoréme de Maxwell-Betti,igole P par un cercle de rayen
comme lindique la figure (Fig.1.6). Le nouveau tmr d’intégration devient :
=0Q+0Q,

On a alors :

[T(PQY(Qd¢ Q=] Y(P QU @dsX  @1g
en faisant tendre vers zéro, on obtient :

P+ T(RQU(Qds Q= W PRI RAX  (1.19)

ou

13
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u(P=[ U(PQ1(Qd¢ Q- T(PRU RdsX  (1.20)

Cette équation est connue sous le nom de «lded&téSomigliana » pour les
déplacements. Elle permet de donner la valeur gladément en tous points intérieurs en
termes de déplacement et d’'efforts éb t) et pour tous points P ou l'effort unitaire est
appligué, une fois que at { sont connus en tous points de la frontiére.

1.2.7 Contraintes des points intérieurs

La composanteo; du tenseur des contraintes est calculee a partitad®i de

comportement de Hooke (1.4) :

g,(P)=| Di(P.QL(Qd$Q-[ S(PRU RdsX (2

ou
- 1
ik —m[(l_ Z/)(dikr,j +5jkr,i _al-kr,j )+ 2y g i| (1.22)
et
S\ =Lz{ﬂ[<1— VRV )= Ay ]+
Arr(1-v)r on ‘ ' (1.23)

V(n r,j e +n,j rjrk)+(1_2/)(2]<rjrj +nj4< +naj_k )_ (1_ A/)QCE}
1.2.8 Equations intégrales en tension

Le tenseur des contrainteg est obtenu en appliquant la loi de Hooke aux eqoati

de deplacement. L'application de la loi de Hookesipermet de relier la composatge du

tenseur des contraintes a la solution de Kelvaugttensions et déplacements du contour.

L’équation (1.21) donne le tenseur des contraiptas un point P a l'intérieur du
domainef # 0. En prenant P sur le contour et en suivant le mé&ais®nnement que pour

I'équation (1.17), on obtient I'équation intégrale contraintes :

9P, S(ROY(Q s @=[, P PRI REX (20

avec les conditionsu, (P) O C' ett, (P)OC

14
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En multipliant I'équation (1.24) par (P), on obtient I'équation intégrale en tensions :

%ti(P)mj(P)jms;K( RPQuU QdsR= it ¥ X PR R ES) w25

1.2.9 Contraintes des points du contour

Pour calculer le tenseur des contraintes pour unt o situé sur le contour, trois
méthodes sont envisageables :

- connaissant le champ des déplacements sur leworn peut déterminer celui des
contraintes variant linéairement sur un élémenttteCenéthode nous donne des
résultats peu précis.

- En calculant les contraintes pour un point ietériassez proche de P puis en faisant
une extrapolation. Cela ne donne pas de bons aésytour les zones de fortes
variations de contraintes.

- La troisieme méthode,la plus précise, est dasilila formule (1.24) comme une
formule des contraintes sur le contour. Ainsi oatgrire :

0,(P)=2| D\ (P.Q1(QdEQ-2[ §( P RM R ds) (1.26)

1.3 Traitement numérique des équations intégrales

Les solutions analytiqgues des équations intégralesives aux problemes d’élasticité
sont extrémement rares et n’existent que pour geslgéométries et conditions aux limites
simples.

Pour étre en mesure de traiter des cas plus coerwlgui correspondent a ceux
rencontrés dans la pratique, on est amené a l&utiésonumérique de ces problémes. On
approche alors la solution du probléme avec ureiequi dépend généralement de :

- lareprésentation de la géométrie ;

- le nombre d’éléments utilisés ;

- la représentation des champs élastiques ;
- la méthode d’intégration.

Cette partie est consacrée a la présentation daesigales étapes du traitement
numérique de I'équation intégrale en déplacements.

15
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1.3.1 Discrétisation de la géométrie

La frontiére 0Q est discrétisée en Ne segments de drbitfdm=1,Ne), comme en

éléments finis chaque élément est défini par deceuds N'et N?. Connaissant les

coordonnées de ces nceuds, on détermine par irdggomolles coordonnées d'un point
guelconque Q de I'élément a 'aide des fonctionfodae linéaire :

X (9) = Aa N(9+ Xe N( ¥ (1.27)
Yo(9)= ¥ N(S+ . N( B (1.28)

rm f_f‘h fif_——'——n-___
_..'-._.Tlllif ; b Q i \
/\/"’“”’M
. Q \

A N
rﬂ
FIG.1.7 : Discrétisation de la géométrie
avec

.S
N, (9 =1-— Z9)

Lm

S

N, (9) :L— (1.30)

m

FIG.1.8 : EIément linéaire pour la représentatieriadgéométrie
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ou Ly, est la longueur de I'éléemeny, .

Avec ce type d’élément on peut évaluer analytiquertes intégrales qui apparaissent
dans la formulation des équations intégrales. Ureathoix de type d'élément, quadratique
par exemple, nous obligera a les évaluer numériquempar la méthode de quadrature de
Gauss, ce qui tres colteux en temps de calcul.

1.3.2 Discrétisation des champs élastiques

La formulation des équations intégrales en déplacésnn’impose aucune condition
sur les champs des déplacements et des tensiongopséquent, on peut prendre une
variation constante sur chaque élément

u, O ct t O ct

Pour d’autre cas on doit prendre une variation ainsnquadratique des champs de
déplacements et de tensions, soient :

ujDCl tjDC1

Les points de collocation ont été choisis a l'iit@r de I'élément de discrétisation
(Fig.1.9) pour éviter les problemes dus a la disnaité de la normale (le terme libre
C, (P, Q) de I'équation intégrale change en fonction deisgahtinuité de la normale), ainsi

gue pour pouvoir traiter les problémes de singidlaan fond de fissure.
Sur un élémenk ona:

3
u(9=> uy(M)N(3 31)
1=1
et
3
(9= t(M)IN(9 -32)
1=1
ol M! (I=1,3) sont les points de collocation de I'élénfentet avec :
15 6 9
Nl(S) =§_L—n S"'Z—Li § (133)
5 9 9
N, (s) = _Z+L_n s+|_—?1 (1.34)
3 3 9

17
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L, /6 I /3 L/3 | IL/6

v

@ Noeud de collocation

B Noeud de géométrie

FIG.1.9 : EIément quadratique non conforme

2
15 N AL _ V&) /
ST S hrj(;) //
1 N 1 re
s N N
N,E) 0 - e
05
1/ N\
/ N
15

-1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

=

|

S
FIG.1.10 : Fonctions de Formes

1.3.3 Discrétisation de I'équation intégrale

L’équation intégrale en déplacements (1.17) appkgé un point de collocation
(P=MY)de I'élémentl” s’écrit :

18
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UM+ [ TIME Qu(Q dg Q=[, U( M. Qi @ ds & w39

En discrétisant le conto@Q en Ne éléments, nf= NEQ, on aura:

%“i('\/lnk)J’Z_eJ‘rmTJi('\/lnk'Q)UJ(Q)d$ Q=

Ne _ (1.37)
> [ UiMI Q) (Qdy(Q
et en remplacant la valeur des variables par leym®sentations, on obtient :
Sum 3 [ M 3 N3 (M) | d Q=
" Ne I__l 3 (1.38)
Z_Irmu;(M:,m[Z N.(s)g(MrL)j dg Q
soit :
1 ‘ Ne 3 2 Lm i .
S+ P (TG 9 NS b )=
m=1 I1=1 j=1
Ne 3 2 f im (1.39)
>33 ([UNME N (Y dd 1 M)
m=1 I=1 j=1
Finalement, on a:
>33 25,80,+ [ TIMLING dd W)=
S Ne (1.40)

>3 ([ Ui mE 9N (9 d M)

m=1 =1 j=1

C’est une équation a (¥Ne) variables. En faisant varier le point de collocatio

M ¥ sur tous les éléments (n=1,Ne), sur chaque poinbliecation k(k=1,3) et suivant chaque

direction é(i =1,2), on obtient ainsi un systeme dex(8e€) équations a (12Ne) variables de

| [A{G £ B}t wen

19
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1.3.4 Calcul des intégrales

C’est I'étape la plus importante de la méthodedipstions intégrales. En effet il faut
déterminer avec précision les coefficients des ioesr[A] et [B] pour obtenir une bonne
approximation de la solution du probleme. Le nonmtteecoefficients a déterminer est égal a

2x (6x Nex 6x N@, soit 72x(Ne)® coefficients, ce qui prend une grande partie duptede
calcul. La solution idéale est de les évaluer dimplgment. C’'est ce que nous avons

finalement choisi. Pour cela il est nécessaireiderétiser la géométrie en segment de droite
pour pouvoir effectuer une intégration analytique.

1.3.5 Constitution du systéeme d’équations

La construction du systéme d’équations consistecrireél’équation intégrale en
déplacement discrétisée (1.39) pour les pointsotlecation M ¥ (k=1,N,¢) de chaque élément

du contour ', (m=1,Ne) suivant les deux directionsycNetant le nombre de nceuds de

collocation par €lément. Ainsi, on obtient un systéd’équations algébriques dex(§e)

équations a (12Ne) variables :

Apres discrétisation de I'équation intégrale enlaégments on est arrivé a un systeme

[A{y § Rt

Les coefficient des matrices [A] et [B] ne sont mwhs méme ordre de grandeur. En effet,
A est du méme ordre de grandeur que r tandis Bjest du méme ordre de grandeur que

%(G étant le module de cisaillement). Pour obtenirsysteme bien conditionné, on doit

multiplier les coefficients de la matrice [B] paB20n aura alors a résoudre :

[Al{4) = o 8| = | e
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Les vecteurs {u} et {t} contiennent les valeurs déplacement et des tentions avant
'application des conditions aux limites. X8lEG)de ces variables sont données comme
conditions aux limites. Ces conditions peuvent &theduites par un réarrangement dans les
colonnes de [A] et [B] ce qui nous permet de tramakr le systéme a résoudre en mettant les
variables connues d’un coté et les inconnues déréacoté et obtenir un systeme d’équations
de (6¢x Ne) équations a (8 Ne)inconnues de la forme :

[KI{% ={¥} a3

ou {x} est le vecteur qui contient toutes les incoas en déplacement et en tension.

Apres la résolution par une méthode appropriévaésurs des tentions trouvées seront
multipliées par 2G pour avoir la solution du praobé

1.3.6 Reésolution du systeme d’équations

La matrice [K] du systéme a résoudre est une neapieine, non symétrique et a
diagonale dominante, ce qui représente une diftéreonsidérable par rapport aux méthodes
des éléments finis, pour lesquelles il est biemoajue la matrice de rigidité est symétrique et
bande. Pour les matrices de taille moyenne, lehadés directes sont trés efficaces. Par
contre, pour les matrices de grande taille, et @it due la matrice [K] est a diagonale
dominante les méthodes itératives sont les plusaeHs. Cela représente le coeur de notre
travail qui consiste a implémenter une des plustrés méthodes itératives adaptée a ce type
de systéme d'équation. La représentation de cedthade ainsi que son implémentation sont
représenté dans les chapitres 3 et 4.

1.3.7 Calcul des déplacements des points intérieurs

Le champ des déplacements des points intérieure Rakule par une simple
intégration, de I'équation (1.20), on a :

u(P)=] U(PQ1(Qd§ Q-] TP QU RdsX (1.44)

En discrétisant cette équation, on obtient :
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Ne 2|_

W=y

m=1 =1 j=1

"(Uj (P 9 NI( 3 d (W) -

N

[N

(1.45)

(0]

3 L

ZiLm(T;(P, 9N($ d$ W W)

m=1l I=1 j=1

1.3.8 Calcul des contraintes des points intérieurs

Le tenseur des contraintes d’'un point intérieue Racule par une simple sommation,
de I'équation (1.21) on a:

o,(P)=[_D,(P.QL(QdE Q-] _ §( P RU R dsX (1.46)

On peut écrire alors apres discrétisation :

7,(P) =233 [1" D} (P9 V(9 i -
>3 (7SR 9 NC3 db o 1)

m=1 1=1 k=1

Ne (1.47)

1.3.9 Calcul des contraintes des points du contour

Le tenseur des contraintes d’un point P du conteutalcule par simple sommation a
partir de I'équation (1.26) :

0, =2{] D, (P.QIQd{Q-[ $(PRU R K (4s)

Soit ;

Ne

0,®)=2{ 333 ([0, PIN( dhtt W)-

m=1 |=1 k=1

(1.49)

Ne

DD (RERCEIET I p]

m=1 I=1 k=1

22



La méthodesdequations intégrales

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté le principe de ldodé des équations intégrales
directes en élasticité linéaire. A partir du théoeede réciprocité de Maxwell_Betti et de la
solution élémentaire du probleme de Kelvin, on deob les équations intégrales en
déplacements. La discrétisation de la géométrieé eeffectuée par des segments de droite
alors que les champs élastiques (champ des dématerat champ des tentions) ont été
discrétisés par des éléments quadratiques nonrooego
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Chapitre 2

La POO et le code KSP

2.1 Introduction

Pour résoudre des problemes modernes de modétisdeéadimensionnement ou bien
de calcule en mécanique et dans n'importe quetaldmaine de la technologie il ne suffie
pas de développé des méthodes numériques. Il fiaplue trouver des algorithmes adéquats
et développer des codes de simulation numérique ngoare possible le traitement de ces
problemes ou le rendre le moins compliquer queiblass

Le KSP est un nouveau née dans la famille de ceescqui a beaucoup de
perspectives, il utilise la méthode des équatiotégrales déja présentée dans le premier
chapitre et est écrit en Visual C++, le langagerié objet par excellence qui offre des
solutions graphiques trés a la hauteur des exigedce marché. Cela représente notre
environnement du travail exposé dans ce chapitre.

2.2 La programmation orienté objet (POO):

« Au cours des 35 dernieres années, les concepteunsateriel informatique sont
passés de machines de la taille d’'un hangar a migsateurs portables Iégers basés sur de
minuscules microprocesseurs.

Au cours des mémes années, les développeurs dielegont passés de I'écriture
de programmes en assembleur et en COBOL a I'éerdarprogrammes encore plus grands
en C et C++. On pourra parler de progres (bienoglee soit discutable), mais il est clair que
le monde du logiciel ne progresse pas aussi viee aglui du matériel. Qu'ont donc les
développeurs de matériel que les développeursgilgdts n'ont pas ?

La réponse est donnée par les composants. Sidési@gurs en matériel électronique
devaient partir d’'un tas de sable a chaque foigsgeoncoivent un nouveau dispositif, si leur

by

premiere étape devait toujours consister a extiairsilicium pour fabriquer des circuits
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intégres, ils ne progresseraient pas bien viteu®mconcepteur de matériel construit toujours
un systeme a partir de composants préparés, chamngé d’'une fonction particuliere et
fournissant un ensemble de services a traversntir$aces définies. La tdche des concepteurs
de matériel est considérablement simplifiée paraleail de leurs prédécesseurs.

La réutilisation est aussi une voie vers la créatie meilleurs logiciels. Aujourd’hui
encore, les développeurs de logiciels en sont tiosija partir d’'une certaine forme de sable et
a suivre les mémes étapes que les centaines deupmogurs qui les ont précedeés. Le résultat
est souvent excellent, mais il pourrait étre améliha création de nouvelles applications a
partir de composants existants, déja testés, agaltances de produire un code plus fiable.
De plus, elle peut se révéler nettement plus ragigeus économique, ce qui n’est pas moins
important. »

Extrait de « Au coeur de ActiveX et OLE », Bavid Chappel

2.2.1 Petite histoire de I'évolution des méthodesdrogrammation

Au début, la programmation se résumait a du codehma entré en langage binaire
(c’était I'époque des switches et des programmesaries perforées). Puis on est passé a
'assembleur : c’est toujours du code machine, @nplace juste les 0 et les 1 par des jeux
d’instructions plus intuitifs, et on compile le tou

Puis vinrent les langages plus évolués, comme IB@QO ou le FORTRAN, qui
permettaient de coder des choses beaucoup plusleeaap mais qui avaient le défaut
d’obliger les développeurs a continuer a réalises grogrammes avec des branchements
conditionnels (GOTO). La création de programmes meres était difficile, et la
maintenance du code pouvait s’avérer trés délicate

Puis vinrent les L4G (comme le C, ou le Pascal)pgumettaient une programmation
structurée, avec des boucles, des bibliothequemtién et des fonctions utilisateurs, et qui
ont permis pour la premiére fois de faire de grag@mmes « maintenables »...

Sauf que la taille des projets informatiques neseede croitre, et que les langages
structurés ont vite révélé quelgues manques popondke a certaines logiques de
programmation.
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Chronologie de I'objet

1967 : le langage Simula introduit la notion d’dbje

(1967) C’est un langage orienté vers la simulation

1973 : introduction de la notion de classe dansutiran 1973.
1972 SmallTalk, premier langage tout objet — intibth notion d’envoi de message
(communication entre les objets)

1976 : apparition de la notion d’héritage dans $hadi

1980 : (C avec Classes)

1982 : naissance du C++

1983 : apparition de I'encapsulation dans le laegaDA

1986 : le C++ arrive a maturation

1995 : JAVA

1997 : standardisation ANSI / ISO du langage c++

Le probleme qui se pose quand on a besoin d’élalm® programmes complexes,
c’est que l'on est trés vite confronté aux problémmgvants :

» comment réutiliser les programmes que vous aveis écy’a six mois et dont vous avez
oublié le fonctionnement

» comment comprendre et réutiliser les programmiesfar d’autres

» comment « cloner » rapidement des programmesfdiéjpour des applications légéerement
différentes

» comment programmer simplement des actions singuledes éléments variés et complexes
» comment ajouter des fonctions sans tout réédrit@ue retester

L’approche traditionnelle du développement, ditectionnelle, marche bien tant que
le développeur sait ou il va: le client a fourm cahier des charges parfait et complet, ne
changera pas d’avis, et une fois que le logicied §ai, on y touchera plus...
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Dans ce cas, on peut décomposer les programmesfa@rttions » : un processus
global, et des sous processus ou fonctions quintée arbre décomposant le probleme en
une série d’actions (c’est une décomposition «ralgnique »)

Sauf que ces programmes idéaux n’existent paslielet change d’avis, les logiciels
vivent, et le développeur doit vraiment savoir buai, surtout en cas de travail en équipe, car
il ne s’agit pas de « découvrir » des choses ersabeiroute

Or avec une approche fonctionnelle, tout changendmt spécification a des
conséquences catastrophiques... Il faut parfoisredaire du sol au plafond

Pour résoudre ces problémes, il faut développer stoatégies :
» modéliser differemment
» modulariser

» encapsuler

2.2.2 Le "modéle objet
A quoi sert un modele en programmation

L'intérét du "modele" en programmation, c’est dernpettre de réaliser une

hY

"maquette” simplifiée du programme a réaliser. Undale est une "abstraction”, une
simplification de la réalité.

Un bon modéele doit réunir deux qualités :

» faciliter la compréhension du programme étudié, en réduisant la complexité
» permettre dsimuler le comportement du programme

L'intérét du "modéele objet

La force de la programmation objet, c’est qu’elEppuie sur un modeéle calqué sur la
réalité physique du monde. Les objets se comportenime des entités indépendantes,
autosuffisantes qui collaborent par échange deagess
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On peut aussi raisonner du particulier au géngahdraliser) grace a la notion de
classes d'objets, qui permet de partager entrebgds de la méme classe des propriétés et
des comportements...

Un objet, dans ce modele, est défini comme un "tiwme “"entité”) qui a des
propriétés, et un comportement. Les caractérissifpredamentales d’'un objet sont :

» une identité (ne pas confondre "voiture" et lawm@tRENAUT CLIO V6)
» Un comportement (freinage)

» un état (elle est rouge, le réservoir est plein)

le triomphe de 'UML

La modélisation objet consiste a créer une reptasen informatique des éléments du
monde réel auxquels on s'intéresse, sans se pparcda l'implémentation, ce qui signifie
indépendamment d'un langage de programmationagiitstionc de déterminer les objets
présents et d'isoler leurs données et les fonctjantes utilisent. Pour cela des méthodes ont
été mises au point. Entre 1970 et 1990, de nomlaralky/stes ont mis au point des approches
orientées objets, si bien qu'en 1994 il existaisple 50 méthodes objet. Toutefois seules 3
méthodes ont véritablement émergé:

« La méthodeOMT deRumbaugh
+ La méthode BOOCH'93 deBooch
+ La méthodeDOSE deJacobson

A partir de 1994, Rumbaugh et Booch (rejoints efi51par Jacobson) ont uni leurs
efforts pour mettre au point le langage de desonpgt/ML (Unified Modeling Language), qui
permet de définir un langage standard en incorpdesnavantages des différentes méthodes
précédentes (ainsi que celles d'autres analystepermet notamment de “programmer”
entierement une application avec un langage quiélseltoutes les composantes du futur
programme.

UML standardise :
»les modeéles
» les notations

» les diagrammes. Par contre, UML ne standardiséeganéthodes de développement.
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2.2.3 Modulariser

Il est possible de découper un programme en modalgesnomes grace a une
programmation de type "procédurale”. On découp@rtbleme en éléments simples, on
confie le développement de chacun des morceaux sadédeeloppeurs différents, avec
obligation de respecter des "sous spécificatioastiqulieres.

Sauf que cela oblige les équipes de développemerged leurs propres normes en
matiere de méthodes de développement, et I'expéri@nouve qu’en I'absence d’'une tres
grande rigueur, rien ne garantit que le produitfbnctionnera de matiere nominale.

La programmation objet apporte tous les outils mgir une approche "modulaire”
de la programmation : I'objet est un "module” paei@ent opérationnel, et on peut construire
des programmes complexes en jouant au Lego avebjets :

» on peut réutiliser des bibliothéques de classdsjet® préts a I'emploi

» 0N peut "personnaliser” des objets existants, garcher au code testé et revérifie du code
de départ

»0ONn peut faire agir des objets sur des objets, deardgir des objets entre eux, sans
compromettre

» et modifier un objet (bien fait) n'oblige pas a nifa les autres objets...

La POO apporte aussi des "outils" simplifiant ev&il du développeur, comme une

notation particuliere, et des "régles" qui prodoiste la modularité "par construction".

2.2.4 L’encapsulation

La complexité dans les programmes est génératackodues... Et la probabilité de
I'existence de bogues inattendues croit de mamigpenentielle avec le nombre de fonctions
et de procédures qui interagissent entre ellesur Bmiter ces phénomenes, il est donc
impératif de pouvoir écrire des modules qui fornmtient comme des boites noires
hermétiques : ces boites attendent un certain dgpdonnées, de commandes, de message.
Elles réagissent de maniere prévisible, et rentairrcertain type de données, de messages.
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Par contre : en dehors de ces "interactions" avandnde extérieur, tout le reste est

41}

"encapsulé” dans la boite, il est donc impossible ce qui se passe dans la boite influe sur
une autre boite, ou l'inverse...

L’encapsulation permet donc de "cloisonner" lesrd@s et les fonctions a l'intérieur
de I'objet...

Bien sdr, la encore, on peut reproduire ce fonaogoment en "boite noire" en
procédural, mais cela oblige a réinventer un cotepwent qui existe en "natif* dans les
objets...

2.2.5 L’intérét de la POO par rapport au procéduralet au fonctionnel
Le code est plus sar

Les programmes sont plus clairs

La maintenance des applications est facilitée

Le code est facilement réutilisable

Il est facile de créer de nouveaux programmes édgent différents par clonage d’'un
programme existant

Il est facile de faire évoluer des programmes
L’approche RAD est possible

La POO rend possible le développement de gros @muges

2.2.6 Les inconvénients

La POO oblige a réfléchir et a modéliser avant dgm@mmmer (est-ce réellement un
inconvénient)
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2.3 Le Microsoft Visual C++

Microsoft Visual C++ offre des outils et un envimement de développement tres
puissant et tres flexible pour créer et dévelomiérentes applications. Il est constitué des
composants suivants :

- Les outils du compilateur de Visual C++. Le colagur possede de nouvelles
fonctionnalités destinées a assister les développdans les différentes étapes de leurs
travail, et surtout pour ceux qui ciblent des @dtwmes de machine virtuelle, comme le

CLR (Common Language Runtime).

- Les bibliotheques Visual C++. Il s'agit de lalmtheque ATL (Active Template Library),
de la bibliotheque MFC (Microsoft Fondation Classdes bibliotheques standard, telles que
la bibliotheque C++ standard et la bibliotheque tRoe C (CRT). Une nouvelle bibliotheque,
la bibliotheque de prise en charge C++, a été ampnur simplifier les programmes qui
visent le CLR.

- L'environnement de développement Visual C++. Bier les outils de compilateur et les
bibliothéques C++ puissent étre utilisés depuisigae de commande, I'environnement de
développement aide puissamment a la gestion airifigaration des projets, ainsi que pour
modifier ou parcourir le code source, et offre desils de débogage. Cet environnement
prend également en charge IntelliSense, qui e#ecdlies suggestions contextuelles
intelligentes au cours de la création du code.

Outre des applications classiques d'interface guaphutilisateur, Visual C++ permet
aux développeurs de générer des applications We$, appplications Windows clientes
intelligentes, ainsi que des solutions pour cligagique et pour périphériqgues mobiles clients
intelligents. C++. Visual C++ appartient a la suleelogiciel Visual Studio.

Mais avant tout le Visual C++ est du C++ qui estlamgage de programmation dit
"haut niveau”, c’est le langage de niveau systé@nm@us répandu au monde créé en 1983 par
Bjarne Stroustrup des laboratoires Bell. Il seidigte de son prédécesseur (le langage C) en
proposant une programmation orientée objet. Cealgm@st particulierement utilisé dans les
applications demandant de hautes performances.
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2.4 Le KSP

Le KSP est un code de calcul des probléeme de |lamigite des solides développé a
FTUTC sur la plateforme Microsoft Visual C++ et d#a sur la méthode des équations
intégrales. Il offre la possibilité de modélisatidas problemes d’élasticités 2D et 3D, des
problemes d’élastoplasticité et de fissuration.

Comme tout logiciel de calcul en mécanique, le KSPconstitué essentiellement de
trois parties : l'introduction des données, leténaient et la sortie des résultats.

2.4.1 L'introduction des données

L’introduction des données est la premiere étapasdie déroulement d'une
manipulation sur KSP. Elle se décompose elle ménueux étapes : l'introduction des
données géométriques et 'introduction des conut@ux limites.

L’introduction des données géométriques :

Elles sont introduites dans le cas de problemegp&Dun sketch de dessin offrant la
possibilité de faire les différentes opérationsgpales d’'un dessin 2D. Le maillage est
réalisé par un mailleur propre a KSP et qui donmenaillage bien adapté pour l'utilisation
par la méthode des équations intégrales.

En ce qui concerne les problémes 3D les donnéemaiéques sont introduites a
I'aide d’'une fonction qui permet leur importatioeplis d’autre logiciel telle que ABAQUS
ou IDEAS.

L’introduction des conditions aux limites

Le KSP offre un menu de fonction pour lintroductides différentes conditions aux
limites (déplacements imposés ou charges impodé@sctement sur son interface
d’utilisation pour les problemes 2D et 3D.
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FIG.2.1. exemple d’introduction des donnés sur3K
2.4.2 Le traitement

C’est I'étape la plus intéressante, elle ausscesstitué de deux étape : la création du
systeme et la résolution.

La création du systeme

Elle est effectuée par la méthode des équatioggriaies expliguée dans le premier
chapitre.

La résolution

C’est la partie ou intervient notre travail. Le KSHilisait la méthode de
décomposition de gauss pour la résolution du systEaquations résultant de I'algorithme de
la méthode des équations intégrales. Pour lesnmierpliquées dans le paragraphe 1.3.6 du
chapitre 1 il était préférable qu'on change cettéthode directe par une autre méthode
itérative qui sera bien adapté pour les problémneegrande taille.
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On a choisi l'algorithme GMRES qu'on va implémentians le KSP pour qu'il
devient plus rapide et offre des possibilités dé&dgment de problemes beaucoup plus larges
gu’avant.

2.4.3 La sortie des résultats

Elle est assuré dans le KSP par une interface gaplgui permet de voire la distribution des
contraintes clairement a l'aide d’'un jeux de coulgqui offre une tres bonne visibilité aux
résultats. Le KSP donne aussi la possibilité de hesi déformés ainsi que des animations de
déformation a I'échelle normale et exagéré. Beapabautres résultats peuvent étre tiré du
KSP tel que les contraintes maximales et minimaidsi gue des graphiques pour une lecture
et une interprétation plus fiable.
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FIG.2.2. exemple de sortie de résultats sur le KSP
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Chapitre 3

La méthode GMRES

3.1 Introduction

Pour la résolution d'un system&x = bou AL R™" est une matrice carrée d’ordne n
et x et b sont des vecteurs de longueur n, et quertdille du systéme est trés grande
(n>10%), plusieurs auteurs ont proposé des généralisatitiffiérentes de la méthode du
gradient conjugué et du gradient biconjugué cede2biére années.

Paige et Saunders ont proposé la méthode MINRE£Stéaisé par la minimisation de la
norme du résidu via un sous espace de Krylov. MIBR&présente une généralisation de la
méthode du gradient conjugué pour la résolutionsgetemes linéaire symétriques indéfinis.
MINRES comporte deux étapes distinctes. La premiéseé de construire une base
orthonormale avec le processus de Lanczos et Igiatea est de résoudre le probleme au
moindres carré en utilisant les rotations de Givetieduite par Gentleman.

Pour généraliser MINRES, en 1986, Saad et Schuitzfamulé la trés populaire
méthode GMRES (Generalised Minimized RESidual) daurésolution des problemes non
symeétrique. lls présentent une implémentation guatibasée sur le processus d’Arnoldi et les
rotations de Givens. Elle construit une base odhmale du sous espace de Krylov

K, (r,) =spa ¢, Ay,...., A7} our, =b - Axet I'initie avec le vecteur, = r0||r I
0

bY

Une autre implémentation tres intéressante de GMRIBSsiste a utiliser les
transformations de Housholder a été proposé en.l9BB8plémentation (appelée Simpler

GMRES) proposée en 1994 démarre le processus dmrrparvl:ArOHAr I Cette
0

implémentation construit une base orthonormaleaiis ®space, (Ar,) au lieu deK, (r,) et

peut étre considéré comme une implémentation diemmté qui a un avantage de mémoire
mais qui présente un probleme d’arrét d’algorithme.
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Le colt de l'orthogonalisation complete du sousaespde KrylovK, (r,) devient tres
pénalisant quandk, (r,) atteint une certaine taille. Pour détourner cédl@me on redémarre

l'algorithme apres un kmax d'itération qui représela taille maximale du sous espace de
Krylov a mémoriser. Une autre alternance est daetilune orthogonalisation incompléte. Les
propriétés de la convergence pour I'orthogonabsaithncompléte ne sont pas bien maitrisées.
Pour la version redémarrée de GMRES, et au momenedémarrage, on perd quelques
informations. En 1995 Morgan accroit I'efficacité GMRES redémarré en réduisant I'effet
négatif du redémarrage par 'augmentation de l& loasnouveau sous espace de Krylov par
les vecteurs propres liés aux valeurs propres tes getites magnitudes. Plusieurs autres
possibilités de préconditionnement ont été propnsées plus importante sont FGMRES
proposé par Saad en 1993 qui change de préconwtiora chaque étape et sa plus grande
rivale GMRESR qui été développé en1994.

D’autres tentatives moins importantes pour accel@akgorithme ou pour minimiser le
co(t de mémorisation n'ont pas cessé d'étre prazosés 10 dernieres années. Ceci dit le
développement de cette méthode est toujours dl#étuat le meilleur exemple est la
nouvelle variante trés intéressante proposé pachoa tout récemment (en 2003) et qui
consiste a utiliser un nouveau algorithme pougsiution du probléme au moindre carrée au
lieu des rotation de Givens.

Ce chapitre est consacré a la présentation géndeala méthode de GMRES, de ses
principes de bases et des difféerentes étapes dealgmmithme. On commence par la
description de I'environnement de la méthode etliférents processus qui la constituent. On
trouve dans la section 3.2 la description des ni&hale Krylov et dans les sections qui
suivent 3.3, 3.4 et 3.5 la représentation de lamigosition de Hessenberg le processus
d’Arnoldi et les rotations de Givens. On continalans les sections 3.6 et 3.7, par la
présentation des principes de la méthode et dalgesthmes de base. Et on termine par son
organigramme dans la section 3.8.

3.2 Les méthodes de Krylov

3.2.1 Définition de I'espace de Krylov

L’espace de Krylov de dimension k lié a une matAoet un vecteur v est le sous espace

engendré pdv,Av,....,A v} , on le note K

K, (A\v)= span{ v,Av,....,A™ v},
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3.2.2 La propriété de minimisation :

Contrairement aux méthodes itératifs stationndessméthodes de Krylov n’utilisent
pas une matrice d’itération, et puisque la matAdeR" " n'est pas hermitienne définie
positive, des méthodes relativement simples negrgyvas étre appliqguée car on ne dispose
pas de la norme ||.||L'idée va étre de construire des méthodes it@sticonsistant a
minimiser la norme |k||du résidu. A la K™ itération, une minimisation de l'erreur est
effectuée envers I'espace voisin. La solution serss

X+ Ky,

oll % est la solution initiale et Kest le K™ sous espace de Krylov et le résidu est

r =b— Ax, (3.1)
alors{r} .., représente le résidu séquentiel
e =b—Ax, (32)

La m®™jtération des algorithmes des méthodes de Krytmne la solution du probléme aux
moindre carrée
min |[o— Ax]| (3.3)

XUxy+ Ky

3.3 Décomposition de Hessenberg en arithmétique eta

3.3.1 Définition d’'une matrice de Hessenberg supérieure

La matrice HIR"™ " est sous forme Hessenberg supérieure si et seuiaime
hij=0pouri>j+1
Cette matrice est dite irréductible si et seulensent
his1i# 0 pouri=1,...,n-1
On appelle matrice non dérogatoire une matrice tiolice de toute valeur propre est égal a
sa multiplicité algébrique. On peut affirmer erréf&rant a [8], qu’une matrice de Hessenberg
irréductible est non dérogatoire.

Exemple
La matrice suivante appelé matrice compagne estatece de Hessenberg non dérogatoire
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0 0 -1 -3,

3.3.2 Présentation des décompositions de Hessenberg

, o , . X . N
Une décomposition de Hessenberg d’'une matriceRAX™ " consiste a trouver deux
matrices, la premiére Q unitaire et la deuxiemesHodme Hessenberg telles que :

A=QHQ" (3.4)

Les matrices A et H sont unitairement équivalentes.l n'y a pas unicité de la
décomposition de Hessenberg [11].

Il existe plusieurs familles de méthodes de décaitipo de Hessenberg. Nous nous
intéressons principalement a la méthode itératidendldi pour obtenir une décomposition
de Hessenberg. Elle effectue une projection orthalgode A sur le sous-espace de Krylov
engendré par{v,Av,...,A"v}. A I'étape i, on obtient la matrice Vi que l'on note

Vi= {v1,..., vi}. La matrice \/' AVi=H; est une matrice de Hessenberg d’ordre i. La matrice
Hi:1= Vis1" AV d’ordre i+1 s'obtient en rajoutant une colonne punis ligne a H:

X

H. .

L
I

i+1
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Il existe plusieurs manieres de calculer la basdavis la méthode d’Arnoldi en utilisant
essentiellement la factorisation QR a l'aide d'uwes trois implantations : Gram Schmidt
classique, Gram Schmidt modifiée ou Householder.

3.4 Processus d’Arnoldi

3.4.1 Principe de I'algorithme d’Arnoldi : effectuer une factorisation QR

L'algorithme d’Arnoldi effectue une factorisation RQ récursive de la matrice
[V, AV,...., Ay, 1=V, Ay] pourm=1,..n-1:

VAV =V 1 Hil= ViR s
avec R la matrice triangulaire supérieure d’ordre m+1.

Ainsi, tant quén ., . #0 , poum= 1,...n-1.

AV =V

+1,m

m+1H m (3.5)

Pour m=n, se situe un arrét mathématique qui qooresrait a k., =0 et

AV, =V, H - A=V HV (3.6)

3.4.2 Trois facons classiques de réaliser la factorisatioQR

Il existe plusieurs manieres de calculer la basdavis la méthode d’Arnoldi en utilisant
essentiellement la factorisation QR a l'aide d'w®es trois implantations classiques: Gram
Schmidt classique, Gram Schmidt modifiée et Houlskeno
Pour une méme matrice A et un méme vecteules algorithmes de Gram Schmidt classique,
Gram Schmidt modifié et Householder permettent décuter la base orthonormale
{v1,...,vk} du sous espace de Krylowket la matrice ida chaque itération k et donnent les
mémes résultats en arithmétique exacte avant t’aNéus pouvons donc choisir I'un ou
lautre de ces trois algorithmes pour effectuer uldeomposition de Hessenberg par la
meéthode d’Arnoldi. Une distinction entre ces traigorithmes existe cependant lorsqu’on les
utilise en précision finie lors de calculs sur aateur.
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Algorithme 3.1 : algorithme d’Arnoldi-Gram Schmidt classiqueCGS)

- Choisir un vecteuryde norme 1.
- Pour k=1,...,n
- Calculer bx=(Avg Vi) pouri=1,...,k

- Calculer w=Avy- zik:lh ik Vi

- s i = W] Sihee i = 0, Arrét.
- Vk+1:Wk/hk+1’k
- Fin Pour

Algorithme 3.2 : algorithme d’Arnoldi-Gram Schmidt modifi§MGS)
La variante MGS qui est présentée comme une matldic de I'algorithme de Gram
Schmidt classique a en fait été utilisée directénpan le Marquis Pierre Simon de Laplace

dés le début du £9°siécle, lors de ses calculs astronomiques de mesrhrrés.

- Choisir un vecteuryde norme 1.

- Pourk=1,...,n
- W =Ay,
- Pouri=1,...,k
- calculer l=(W", v; )
- W = w -y v
- fin pour

- hye1x =|[W]|. Si hes1 = O, Arrét.
- Vk+1=Wk/hk+1’k
- Fin Pour

Algorithme 3.3 : algorithme d’Arnoldi-Householder

Pour cet algorithme, le calcul dey¥vs,...,vy] utilise des matrices jPi=1,...,n,
hermitiennes unitaires (donc carréesnij construites a partir de matrices de Householder.

1. Choisir un vecteur;wde norme 1 et calculer el que Rvi=e;.

2.
- Pour m=2,...,n
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- Zm= Pm_]_. s P]_AVm_]_

" avecz? de taille m-1.

- Partitionner z en z=[ 2" 2?
- Si 22=0,

- Pn=ln

- hm1=2m

- Arrét des itérations ou continuation pa=R, et vi=P;...Pn.1€m.

- Sinon
- Calculer Pm & partir d&” .
- hm-1= PmzZnm
= szpl...Pmen']
-fin poir
3. h’]=Pn...P]_AVn

Il existe également d’autres techniques d’orthotisation, telles que la méthode de
Givens, mais elles se basent sur des techniqueslaaes a celles employées par ces trois
algorithmes. D’autres techniques plus récentegt@nproposées ces derniéres années mais on
ne dispose pas d’informations suffisantes poursleonplémentation et pas assez de recule
pour voir leurs efficacité.

3.4.3 Méthode d’Arnoldi pour la décomposition incompléetede Hessenberg

Cette méthode associe a une matriceRA™"
- une base orthonormale ¥ {v,..., vk} du sous-espace de Krylov

K, (Av)=span{ Vv Av,,....,A* v},
et
- une matriceH_k de taille (k+1,k) qui a pour bloc principal une tnize de Hessenberg

supérieure K et qui est augmentée d’'une ligne supplémentarg k& seul élément non
nul est Ry k .

La matriceH, a donc la forme suivante :
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[ Nk
Lo 0 )\ ey

On peut montrer que, a litération k de I'algoritbnd’Arnoldi, les matrices A, Vet H
vérifient I'égalité :

AV,=VH +h ke kY |<+1Q-<r (3.7)

ou le vecteur gest le K¥™eyvecteur colonne de la matrice identité d’ordre n.
Cette égalité peut également s’écrire :

AVk:Vk+1H_m' (3.8)

En multipliant I'égalité (3.7) a gauche péf', nous pouvons écrire

VkH AV.= H,. (3.9)

Hy est la matrice quotient de Rayleigh de A parest une autre maniere de voir que
Hy est la matrice de I'application A projetée orthonglement suKy dans la base

Un grand intérét de cette méthode pour les trasdgsmmatrices (n20°) est de pouvoir

stopper le processus au pas m<<n et de travaikzr H (respectivemeﬁ) de taille mxm
(respectivement (m+X¥m). Cela s’appelle une décomposition incompléteHeéssenberg,
avec H la matrice qui représente la projectionagtimale de A sur le sous-espace de Krylov
de dimension m dans la basg.V
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L’algorithme d’Arnoldi s’arréte lorsquexh «=0. La matrice Y est alors une base d’un
sous espace invariant associé a A. Cela se pnooluitly <n eton a:

AV, =V, H, (3.10)

Pour k=k0, on a K(A,v1)= Kgo(A,v1). Plus précisément :
pour k < k, rg(Ky)=k,
pour k=ko, rg(Ky)=ko

ou rg(Ky) est le rang de K

Nous qualifions le phénomenby.1,=0 a litération k=l par le terme darrét
heureux[12], qui est traduit du terraeglais : “"happyreak-down”. Une justification de cette
appellation sera expliquée dans le paragrapherstuiva

3.4.4 L’arrét heureux

Proposition (établie par Y.Saad) [13]:

La procédure d’Arnoldi s’arréte en fournissant lalgion % du probléme L’algorithme
GMRES s’arréte a I'étape k lorsque.; =0 , si et seulement si rst solution exacte du
systemeAx =b.

L’algorithme d’Arnoldi comporte deux étapes essallds :
1. Définir p=b — Ax et vi = rof||n|.
2. pouri=1,....,k-1

A R (GRON
i+1 i
A =2 ((AY) Y)Y I
Tant qu’il n'y a pas de division par zéro dans kuxieme étape de l'algorithme

d’Arnoldi, alors les colonnes de la matriceddnstituent une base orthonormale ge K
Une division par zéro représente un arrét de lidigme (break-down) et se manifeste

seulement si la solution exacke x, + K, ;.

Ces deux faits formulés de deux manieres diffésergprésentent le méme phénomeéne
et justifient clairement le terme d’arrét heureux.
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3.4.5 La perte d’orthogonalité

Nous savons que le termg.fx est le critére d’arrét de la décomposition de Eelssrg
par la méthode d’Arnoldi. Lorsque ce terme estaliitération k=k, algorithmiquement, le
vecteur yp+1 Ne peut pas étre construit et I'algorithme d’Ach@xact s’arréte s’il en est ainsi.

Supposons quedh = € avece petit. Le vecteur Aypeut étre calculé algorithmiquement
mais sera presque linéairement dépendant des v&sfeirl,..., Kk, précédents. Les vecteurs
vi, i=1,...,k, forment une base unitaire mais les wastealculés pour i=1,...,k+1, ne forment
plus une base unitaire : il y a perte d'orthogdgalile la matrice M;. Cette perte
d’orthogonalité est le phénoméne flagrant qui sedpit lorsque I'on effectue une
décomposition de Hessenberg par la méthode d’Armwidorécision finie, la précision finie
occulte I'arrét heureux : la valeur dg ,,, calculée est non nulle et egale aeypetit. La

perte d'orthogonalité de la matridg ,, se manifeste a litération qui succede l'arrétrbay

de I'algorithme d’Arnoldi en arithmétique exacte.
3.5 Lesrotations de Givens

Quand k est tres grand (k étant la dimension des segpace de Krylov (¥
implémentation en utilisant les rotations de Giseest plus efficace et plus rapide qu’une
approche directe.

Une rotation de2x 2 est une matrice de la forme :

C -S
G= :

s ¢ (3.11)

ou c=cos@),s= sin@ ) pour HD[—ﬂ,ﬂ].La matrice orthogonale G fait une rotation du

vecteur(c,-s), qui fait un angle dé -avec I'axe x, d’'un angle dese qui le fait coincidé avec
'axe X :

C C —-S\( C 1
G = =
-S s c)\l—5 0

Une rotation de Givens daxn remplace un bloc d&x 2 d’'une diagonale d’'une matrice
identité nx n par un bloc d’'une rotation de Givens 2e 2.
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1 O 0
0
1 O
G= : 0O c -s :
RE s ¢ O a (3.12)
0 1
0 0 1

on note une rotation de Givens de&n Gj(c,s) une rotation de type (3.12) avec une rotation
de Givens de&x 2 pour la colonne et la ligne j et j+1.

Les rotations de Givens sont utilisées pour rédaimatrice de Hessenberg supérieur a
une matrice triangulaire supérieure et par cons#qaerésoudre le probleme au moindre
carrée résulter de l'algorithme de GMRES. Cettehau peut étre aussi utilisé pour la
résolution des problemes aux valeurs propres paetaode de QR.

On réduit H a la forme triangulaire en premier gamultiplication par une matrice de
rotation de Givens qui annule (et bien sur qui change la valeur kg, et les colonnes
suivantes ).

On définiG, = G(c, §) par:
¢ =h,/ rfl-'- rﬁl et s =-h,/ [fl+ @1- (3.13)

Si on remplace H par @, alors la premiére colonne de H ne contient neaiant
gu’un seule élément non nutg;. D’'une maniére similaire on peut appliqués(c,, s,) a H

ou :
c, = h,/ h§2+ hiz et s,=—h,/ 'ﬁz"' }iz- (3.14)
et qui annulehz,. Notons que l'application de ;Gvaffecte pas la premiere colonne, et

similairement I'application de ®&’'affecte pas les i-1 colonnes précédentes.
En continuant ainsi et en mettant :

Q=GG,,..GG.

On peut voir queQH = R est une triangulaire supérieure.
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3.6 GMRES idée de base

Supposons avoir un projecteur orthogonajleewvers k. alors, n'importe quelle(zKy
peut étre écrit de la facon suivante :

k
Z:Z y Y, (3.15)
1=1

ouv est la’f™ colonne de V.

On peut transformer (3.3) en un probléme aux meircdrrée dans‘Pour les coefficients du
vecteur y de z = x - x Depuis que x —x= Viy, pour un certain YR on doit avoir
Xk = %o + Vky ou y minimise :

b= AC+ M W IFIlE— AV VI (3.16)

Ce qui réduit notre probléme aux moindre carrées dir :
min |l —AV Y | (@)1

Ceci est un probléme aux moindre carré linéairadstal qui peut étre résolu par une
factorisation QR. Le probleme avec une telle appeodirecte est tel que le produit matrice
vecteur de A avec la matrice basg doit étre performer a chaque itération. On utilise
processus d’Arnoldi pour représenter efficacementpiobléme (3.17), le probleme au
moindre carré résultant ne demande pas des mcdtigihs supplémentaire de A par des
vecteurs.

La structure d’'une matrice de Hessenberg supérigeue étre exploité pour trouver la
solution du probleme aux moindre carrée d’'une fages efficace.

Le processus d’Arnoldi (sauf s'il termine prématueit avec une solution) produit la
matrice \f avec des colonnes orthonormales telle que :

AV, = Ve Hie
De la, pour certainy* 0 R*, et on prenant

o =b=Ax =1 =A% - %)=V.,(Be- HY). (3.18)

la relationr, =V e, est vérifié grasse au choix fait pour la prem@®nne de V.
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Alors, quandy* minimise|| 3¢ - H, y|| enversR, ona:

X = X%tV ¥ (3.19)

On note que lorsque/sera calculé, la norme dg peut étre trouvé sans un calcul
explicite dex et puis der, =b — Ax, qui peut étre trés pénalisant dans certain casesi tres

grande et pleine. En utilisant I'orthogonalité dgiyon a :

I [EVey Be—HY VB IBe- HY J. (3.20)

et notre probleme aux moindre carré (3.17) aufartae suivante :

min_ . |l5e-H Yyl (3.21)

Théoréme :
Soit A une matrice non symeétrique d’une grandéetail
L'algorithme de GMRES trouvera la solution bien avia M itération. [13]

3.7 GMRES algorithmes

Par I'application de la construction de Gram-Schndidns le processus d’Arnoldi on
aura la matricek +1x k Hy de coefficientsh, une matrice de Hessemberg supérieure.

En gardant le probleme au moindre carrée donnégupration (3.21) telle qu'il est, et en se
basant sur les informations et les explicationgrisupar les sections précédentes, et ou le
teste d'arrét est quegp= |fi| soit inférieur a une valeus fixé par l'utilisateur, on aura

l'algorithme GMRES de base avec orthogonalisatierGdam-Schmidt classique qu’on note
gmres_cggui a la forme suivante :

Algorithme 3.4 : algorithme gmres_cggx, b, A,&, kmay

r
1. r=b—Ax,\4:m|,p=||r||,8=p,k: 0

2. tant que p > £ et k€ kmax
@k=k+1.
(b)pourj=1,....k h,=(Ay)" v

K
(C) Vi = AV, _zjzl hk Vi
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(d) h<+l,k :||Vk+1 ”

V,
(e) Vk+1 = —
[\

(f) minimise || B ~ H, ¥* ||, enversR* pour obtenir*
(@) p=l1Be — He Y lhe

3. % =%+ VY.

Une importante propriété de GMRES est qu'il estspensable de mémoriser la base de
'espace de Krylov au fur et a mesure que la psxjon des itérations. Pour réaliser k
GMRES itérations on doit sauvegarder k vecteurtadies n. Pour les tres grands systéemes
cela peut devenir prohibitive. Une maniére de pilecé@st d'itérer jusqu’a un k maximum qui
représente le nombre maximum de vecteurs a saulerg@MRES teste la norme du résidu
b— Ax et la compare a la valeur tolégesi celle si est toujours supérieur GMRES

redémarrera avec comme solution initiale le résulala derniere série d'itératiodgmax
Cette version de GMRES avec redémarrage de I'dlgod est dénotgmres(m) Il n'y a
aucun théoréme pour la convergence de cet algaitbinle redémarrage entrainera un
retardement de la convergence qui est une réseltinh autre probleme plus génant pour
l'implémentation de I'algorithme gmres_cgs estdi fque les vecteurs peuvent perdre leur
orthogonalité a cause des calculs en précisior {jparagraphe 3.4.5) qui font accumuler les
erreurs, s'il arrive que cette perte soit un pdus pmportante I'évaluation du résidu peut ne
pas étre juste et la solution peut ne pas étrentdteCe qui veut dire que l'algorithme va
stagné et ne fournira jamais de résultat.

Un remeéde partiel a ce probleme est de modifietHagonalisation classique de Gram-
Schmidt : on remplace I'étape 2c de I'algorithgmeres_cggar :

" Vi = AY,
- pourj =1,....K

Vielr = Vi ™ (V{+1V,) V.

Ce qui nous conduit a l'algorithme dit avec orthogiisation de Gram-Schmidt modifié
présenteé si apres et ngres_mgs
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Algorithme 3.5 : algorithme gmres_mg&, b, A,&, kmay

r
1. r=b—Ax,\4:m|,p=||r||,8=p,k: 0

2. tant que p > ¢ et k< kmax

@k=k+1.
(b) Vi = Ay,
pourj=1,.....k

i' hjk :V-kr+1vj

i Vi = Vi = hjk Vi
(C) hk+1,k :||Vk+1 ”

V
(d) Vg =7
[IVicaa |l

(e) minimise|| B, = H, Y || enversR* pour obtenir*
() o=llBe = He Y e

3. % =%+ VY.

Cette algorithme représente seulement lintroductie I'orthogonalisation de Gram-
Schmidt modifié dans le processus d’Arnoldi et |[@asersion redémarré de la méthode qui
peut étre appliqguée pour n'importe quelle type ttiogonalisation, et que nous présenterons
un peut plus loin.

Une simple application dans lalgorithmgmres _mgs des idées exposée dans le
paragraphe 3.6 a comme optique la résolution dwblgmee au moindre carrée par
I'application du produit de k rotations de Givens donne Q.

Mettons g = Qg et notons que la résolution du probléme se réduit

18e - H Y Ik.=IQRBe- HY )=l RY } (3.22)

ou R est une matrice triangulaire supérieurekdelx k résultante de la factorisation QR de
Hy.
On peut performer la factorisation QR de H au fuaenesure que la réalisation des

itérations de l'algorithme@mres_mgsEn fait, si R, = Q H, et apres orthogonalisation, on
rajoute une colonnk., a H, on peut faire une mis a jour de@ € R, en premier lieu par une
multiplication dehy., par Q (se qui va appliqué la premiére rotation de Givens.), et puis
réaliser la rotation de Givens G qui élimine le (k+2§™ élément de Qu.», et finalement
Q.. = G,,,Q, et former R+, par 'augmentation degparG,,,Q h.,,-

Ainsi aprés l'utilisation des rotations de Givenaldorithme gmres_mgssera noté
gmrestout court. Pour nous c’est l'algorithme de GMR#&S base, et il prendra la forme
suivante :

Algorithme 3.6 : algorithme gmres(x, b, A,&, kmax

r max+
1.r =b—Ax,\4:m|,p=||r |B=p k= 0g=p (1,0....)0 0 R™*,
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2. tantque p>¢ et k< kmax

@k=k+1.
(b) Yy = Ay,
pourj=1,.....k
i. h, =V,
i Vi = Vs ~ hjij
fin pour

(C) hk+1,k :||Vk+1 ”

v,
d) v, =—k1_
Vi |l
(e)

i. si k>1 appliquer @; & la ¥™ colonne de H.

i. v=\h¢ +h, ..
ii. ¢ =h  /u,8==hy, /v
h(,k = Ckh<,k_ S(h&l,k’ hﬂ,kzo-
vi. 9=G(G.8) 9
) 2 (@) .
3. r,; =h, pour I=i j <k.
(w), =(9g), pour Iic<k.
résoudre le systéme triangulaire supéri®ye= w
4% =%+ Y.

On close cette section par la présentation de tante de I'algorithme dite avec
redémarrage ou réinitialisation déngtr@res(m)et proposé par Saad lui méme pour détourné
le probleme de la taille du sous espace de Kryleang le systéme initiale est de trées grande
taille. La convergence de cette variante est |o@trel assuré et méme qu’elle est beaucoup
moins rapide que les versions de base appeléds gmres et qui ont la structure de
lalgorithme 3.6 avec des différences par fois neg8antes au niveau techniques de
programmations, de minimisation des opérationsfecefé, de gestion de la mémoire, de
calcul de l'erreur et au niveau testes d’arrét.

L’idée principale de cette variante et la structygeérale est représentée si apres :

Algorithme 3.7 : algorithme gmres(m)(x, b, A,&, kmax m)
1.gmres(x, b, A,e, m)

2.k=m.

3. tant que p>¢ et k< kmax

(@) gmres(x, b, A,e, m)
(b)k=k+m,

50



La méthode GMRES

3.8

Organigramme

Initialisation
I'algorithme
Choisir »

Choisil€,Kmax

de

|Ir 1]

r
r=b-Axy=——p=||r[|f=p k= 0

Tant qu

p>€ et

K=k+1

Par le processus d’Anold
calculer la colonne
Hi,k i:11k+1’ V(+1

o ‘ N

Applique les k-1
rotations déja
calculées a la

derniére colonr

SN

k>

Résoudre le probléme &
moindre carrée
Calculer x. o
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Chapitre 4

L'implémentation de l'algorithme GMRES

4.1 Introduction

La méthode GMRES est devenue trés célébre ceseédesniannées, plusieurs
tentatives d'implémentations ont été réalisées @iffiérents auteurs. La majorité des
implémentations sont basées sur le méme algoritl@rsgvoir I'algorithme GMRES avec
redémarrage (restart), cet algorithme est représeat I'algorithme 3.7 dans le paragraphe
3.7 du troisieme chapitre. Chaque implémentationcele algorithme comprend la touche
personnelle de son auteur, et c’est ce qui faliffarence entre les différentes versions.

On utilise ce méme algorithme avec une caractgustifondamentale d’étre utilisé
comme la méthode de résolution pour le KSP quiedbgicielle de calcul des problémes de
mécanique utilisant les équations intégrales cormma déja vu dans le deuxiéme chapitre.
Cela implique qu’'on n’a pas d’interface de manigiala ainsi on ne peut pas introduire des
chois de certains parametres. Tout doit étre bégléret bien adapté pour notre cas. Aussi,
notre but principale est de gagné un maximum suenheps de calcul et sur la mémoire
nécessaire pour le stockage des informations eésklsergour le bon déroulement de
I'algorithme.

4.2 Le probléme de moindre carré

A chaque étape j de l'algorithme, on doit résoddrprobleme aux moindre carré de
'équation (3.21). la matriceH_j du probleme est une matrice(j+1) x| de forme

Hessemberg supérieur qu’on va utiliser la strucaunetre faveur.

Premierement, on fait une décomposition QR de Iaima[ﬁ;,ﬂq] ou Q est une

matrice orthonormale et R est une matrice triangukupérieur dej(+ ¥ j(+ )1
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On développe le probléeme aux moindre carrée eg€éarire la solution du probléeme
sous la forme :

_ . . Lo _1 .o .
ici, R(1: j,1: j) représente lgj x| premiéere sous matrice de R, Bt [1j+,) sh derniére

colonne.
On effet,

[Hi, Be] = QR
—
H, =QR(: j,1:j) et Sg= QRL: j j+}
le probléme de moindre carrée étant

min ., 188~ Hiy, |

aussi
ijj :ﬁq
et
QR1: j,1:j)y, = QRX: j, j+ 23
enfin

yj = R(l j,l: J)_lR(l j1j+:h

On utilise les rotations de Givens pour faire letdasation QR de{ﬁ;,ﬂq] pour les

raisons présenté dans le chapitre précédent.

On sait queﬁjﬂ est obtenue par simple addition d’'une colonri?jade méme en ce

qui concerne[ﬁjﬂ, pe] par rapport é{ﬁ,-, pe] et les coefficients dejR sont obtenue par
une mise a jour qu’on va expliquer dans un exeroplg=3 :

+ + + 4+

0 + + +
10 0 + +
O 0 0 +
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— A~ - e . .
On calcule le vecteuWW = Q' C otic est le vecteur ajouté fH i, #e], on lintroduit

entre la derniére et 'avant derniére colonne gdetRon aura une matrice transitoiRg de
(j+2)x(j+2) :

+ + + * 4
0 + + * +
Ri=|0 0 + * +
0 00 * +
000 *0
ou

x

x

w=l| *

x

x

On applique les rotations de GivensRa ol I'élément nul seraR;(j+2,j+1) la
matrice résultante est la matrice R

j+1 T

Py

[
O O o o +
o o o + +

o o + + +

o + + + +
+ + + + +

Ainsi, on a bien notre factorisation a moindre cadtniveau temps de calcul, et en
plus cette procédure est trés bien adaptée a algogithme, essentiellement parce gu’elle
peut étre effectuée a chaque itération sans rdéasrealculs précédents.

4.3 Calcul de \

La qualité de l'orthogonalité de;Youe un rdle important dans I'algorithme GMRES
comme critere de convergence. Comme on a déjavperte de I'orthogonalité entraine une
grande perte de convergence. L'implémentation dlgorithme a trés bonne orthogonalité
est tres pénalisant point de vue temps de calcul.
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Pour notre implémentation, on utilise le procesdignoldi avec l'algorithme de
Gram Schmidt modifié ou on gagne sur l'orthogoBalite la base tout en perdant un
minimum sur le temps de calcul.

4.4 Calcul de résidu au redémarrage

La réalisation d’'un produit matrice-vecteur peut fmas étre compliqué et prend du
temps pour les systemes de grande taille, méman sieora par la suite qu'on essai de
redémarrer l'algorithme le moins possible, il yauoujours des redémarrages dans des cas
ou la recherche de la solution sera tres complkgygendra trop de temps.

Dans ce paragraphe on essai de gagner du tempsedeaisul du résidu, et ca en le
réécrivant sous une autre forme qui rend le calaybroduit matrice-vecteur (le vecteur ici est
le résidu) plus facile a calculer.

Pour cela, on doit calculer le résidu juste avantedémarrage de l'algorithme. On

aura alors le nouveaty = X,,, et on peut écrirk = b- AXm avecX, = X% +V_y_ On

développe comme suit :

r0 :b_A(X0+Vm ym)
r.0 =Vm+1(ﬂe1 - Hym)

o=V, Q@ g -| o m)} %)

0

I

m+1,m+1 |

I"0 :Vm+1Qm |:

Le calcul du résidue revient a faire une combinaifare une combinaison linéaire
des vecteurs de la base issu du processus d’arebléis coefficients de la combinaison sont
obtenues en appliquant les rotations de Givens l@asens inverse a un vecteur qui a tous ses
coefficients nuls sauf le dernier.

Cette procédure demande n(2m+1)+2m opérationsnagtiques au lieu de 2n(m+1)
opérations.
Aussi, on peut voire que

I h=Ib-Ax Y= IBe-H Yy JF fy.
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4.5 Réglage des parameétres
45.1 Le paramétre m

On introduit a l'algorithme qu’on va utilisé une dification principale qui joue un
réle principale dans son déroulement et qui rédates I'unification des deux parametres k et
m on un seule paramétre m. on va étudier son mélisur la convergence de I'algorithme et
'optimisé envers le temps de calcul et le nombitérdtions. On représente I'influence de ce
parametre sur le temps de calcul et sur le noniiézation. Pour plus de clarté on représente
le temps de calcul normé par le temps minimaleoantfon de m/n, et pareille pour le nombre
d’itération. Ainsi on aura un graphe plus repréagities caractéristiques de I'algorithme.

On observe d’abord ces deux exemples :

3000
2500 -
2000 -

1500 -

iter

1000 -

500 A

0 1000 2000 3000 4000
m

FIG.4.1 : nombre d'itération en fonction de m poniprobléme a 3276ddl
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2000

1800 -
1600 -
1400 -
1200 -

1000 -

temps(s)

800 -

600 -

400 ~

200 -

0 T T 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

m

FIG.4.3 : temps de calcul en fonction de m pouprobléeme a 9216ddl

En observant les graphes on remarque qu’aprésaitene limite I'algorithme ne fait
plus d'itération, ce qui veut dire qu'il a trounedolution et il s’est arrété. Ceci dit le temps de
calcul recommence a augmenté quand m devient unhpbes grand a cause du stockage
nécessaire de la base V et de la matrice H donailkss augmente avec m. alors, on ne peut
pas se donner le lux de prendre m grand et édteassement de téte due a la détermination
du nombre d'itérations minimale.

Un autre point tres important est que le nombr&ition comme le tems de calcul
descend tres rapidement d'une valeurs tres grabhd@méene inacceptable a une valeur
acceptable et puis optimale, ce qui nous inciteéterchiner aussi la borne inférieur du
paramétre m.

On lance les calculs sur plusieurs exemple et pnésente les résultats dans les
graphes qui suivent :
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FIG.4.3 : détermination de m optimale via le terdp<alcul
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FIG.4.4 : détermination de m optimale via le nomdbiegrations
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Apres observation des graphes on peut voire calil & tous prix éviter les valeurs de
m inférieur a 0,05 n puisque ¢a donne des temps de calculs et desresrlitérations qui
tendent vers l'infinie. On peut voir aussi, surtalans le graphe de la figure FIG 4.4 des
nombres d’itérations, que ca sert a rien d’augmentau dessus de 0,256 puisque on aura
atteint la valeur minimale et on aura plus rieragrger. Au contraire, augmenter m entrainera
I'utilisation de plus de mémoire et augmente alesggmps de calcul.

De ca, on peut affirmer que m optimal est compmised,05%xn et 0,15n.

Pour une utilisation générale du logiciel on chmisi borne supérieur de l'intervalle
comme valeurs par défaut, dans tous ce qui suéliur de m est fixée a 0,45.

45.2 Le parameétre myax

On a vu dans les paragraphes 3.4 3.6 et 3.7 dutichgpécédent qu’'on a besoin de
stocké les deux matrice V et H, et que la taille\est de m et la taille de H est de
(m+1) x(m+1).

Par ailleurs, d’aprés le paragraphe précédent wr=#,15x n.Et on sais que le code
gu’'on est entrain de développé est destiné a résales systeme a trés grande taille :
n est tres grand= m aussi peut étre tres grand

Ce qui veut dire que le stockage de V et H peutedevirées génant voir méme
impossible dans des ordinateurs a performances stexleCela nous oblige a imposer une
valeur maximale a m qui sera appelég,net qui dépendra des caractéristiques de la machine
ou les calculs seront effectués.

On prendra alorsn=min (0,15 N, Mnay).

Dans le graphe qui suit, on représente le tempsatiell en fonction de m pour un
exemple a 1152 degré de liberté dans deux mackjmes’ont pas les méme capacités de
mémoire. La premiere machine est un ordinateurif?anill avec une mémoire RAM de 96

Mo, et la deuxieme est un Pentium IV avec 1Go d&RA

Pour pouvoir comparer les résultats et les tragefesméme graphe, en représente le
temps par la grandeur adimensionnéiiin) / tmin.
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—o—P Il
——P IV

(t - tmin)/tmin

1200

FIG.4.5 : effet des caractéristiques de la machine

On remarque clairement que les deux graphes suwenéme allure a gauche. Mais a
partir d’'une certaine valeur de m, le graphe quiespond au premier ordinateur commence a
augmenter et a s’écarter de celui de deuxieme dagen trés rapide. Ce qui veut dire que
I'algorithme prend de plus en plus de temps pauner la solution, pourtant, on a vue dans
les graphes des nombres d'itérations que ces denmmées’'accroissent pas apres leurs valeurs
minimales.

On trace un deuxieme graphe semblable au précéugiston augmente la taille du
systeme traité par le deuxieme ordinateur, la nideitalle sera 9216 degrés de liberté.
On aura le graphe suivant :

1.2

—e— 1152ddl dans Pl
—m— 9216ddl dans PV

(t-tmin)/tmin

1) 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
-0.2

m

FIG.4.6 : la ressemblance du comportement desréiffés machines
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D’aprés ce deuxieme graphe on voie I'apparitiorpd@nomene qui était absent dans
le cas précédent pour le Pentium IV. Le comportérdenla deuxieme machine est devenu
semblable au comportement de la premiere dés cqu'angmenté suffisamment la taille du
systeme a résoudre.

On remarque que la valeur dengnest de a peut prés de 400 pour le premier
ordinateur et de 2000 pour le deuxieme. De la,ma bien que le parametre g ne dépend
gue de la machine et pas de l'algorithme.

On peut dire aussi que lalgorithme ne fonctionnegpas d'une facon optimale si
m,., <(0,05xn).

4.5.3 Le paramétre restart

Puisqu’on ne peut pas prévoir la forme exacte duedtice K et qu’il y a des cas ou
I'algorithme GMRES devient tres instable on doitracluire un autre parametre de sécurité
qui limite le nombre maximal des itérations. Ceapagtre était présent dans I'algorithme du
paragraphe 3.7 et représenté pak knéme Sauf qu’on I'a supprimé dans le paragraphd 4.
lorsqu’on a fait la modification de I'algorithme Bainification de m et k. on ne peut pas le
restauré tel qu'il est car on n'a plus de k powiaun kqax €t en plus il ne remplie pas bien
sa fonction dans notre cas.

On définie le paramétre restart comme le nombreiiax des cycle de redémarrage. Il doit
étre fixé antérieurement a I'utilisation du codeslée logiciel et il sera pour n'importe qu’elle
taille du systéme. On effet, le travail effectué leuparametre m a pour optique de trouvé la
solution dans le premier cycle. Si la premiéreatah échoue, on procede a une deuxieme et
puis une troisieme et ainsi de suite. La seuleéédifice entre les tentations successives est le
vecteur initial. En limite le nombre de tentatioldépendamment de la taille du systeme n.
Ceci dit le nombre maximal des itérations seractir@ent et relativement lié a n et il sera
égale arestartx m, et puisqu'on an=0,15xn ; on a alors le nhombre maximal des

itérations égale aestartx0,15x n

On n’a pas cette liaison entre le hombre maximal itirations et la taille n si on
utilise le paramétre Jf¢x de l'algorithme 3.7. Et avec l'absence d'une ifstee de
manipulation le nombre maximale des itérations égede a kax et sera le méme pour toutes
les tailles confondues. Chose qu’on ne peut pasédi on veut réaliser un vrai code pour un
vrai logiciel.
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On le voie bien sur le graphe ci-dessous, ou oacetla relation entre le nombre de
redémarrage effectué en fonction du nombre d’i@mahormé par le nombre d’itération
minimale, que restart n'atteint pas vingt pour apport du nombre d’itération sur le nombre
d’itération optimale égale a cing. Et déja on netgms permettre que le rapport atteint cette
valeur pour permettre qu’il la dépasse.

60
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FIG.4.7 : la relation entre le nombre de redémaretde nombre des itérations
4.6 Le critere d’arrét

Notre critere d’arrét est basé sur le calcul ddiséance entre la solution approchée et

la solution exacte qui revient a calculer la nordm”b—AXj |et la comparer a la

précision demandée sur les éléments de la solapprochée. Ainsi, si en cherche une
précision des en a qu'a imposer comme condition de sortie Gdgdrithme la condition

suivante ;| [D— AXJ ke

Il faut dire que le calcul de— AXJ |a chaque itération peut devenir trés colteux

qguand la taille du systéme devient importante, imefégalité

”rj |L=|b—AX‘- H= Wq_ H Y QH: H'+]4',+1
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ou on peut voir que la norme du résidu est donngciment dans l'algorithme durant la
résolution du probleme des moindres carrées caégluit considérablement le codt et le
temps de résolution.

Ceci dit, il est connu que dans l'arithmétique e#csion finie, le calcul du résidu issu
du processus d’arnoldi peut étre significativendifferant du résidu réel, alors en va suivre
la stratégie suivante :

On fait une premiere itération jusqu’'a ce qlfeJ | vérifie le critére d’arrét

+1,j+1

(|rj+1,j+1|se‘) puis une deuxieéme itération jusqu'a ce qqu—AXj |Ie verifie

(Ilb—Ax &)

En procédant de la sorte notre bute est de minirtéseopérations relatives aux calcul

du résidu (le calcul du produﬁxx X)) en ayant en méme temps un réel critere d’arrét.

Ce premier critere d’arrét nous permet d’avoir gokition approché de la solution
exacte d'une maniére simple et efficace mais los lgs différents coefficients du vecteur
solution sont disproportionné elle présente urnt petibleme qui peut rapidement devenir trés
génant surtout quand on a quelques coefficientsapprochent la valeur de Pire encor,
guand ces coefficients sont inférieurcaet dans ce cas on peut avoir des résultats tres
erronée(l'incertitude des résultats sera supédanmrésultats ).

Pour avoir un algorithme plus fidéles, on peut noichaque coefficient du résidu par
le coefficient qui lui correspond du vecteur salaticalculer la norme du vecteur résultant et
puis la comparer au pourcentage de la précisiofuv@ans ce cas, représente la tolérance
sur ce rapport et pas la tolérance des résultasi Ralgorithme continua a itérer jusqu'a ce
gu’il atteint la précision relative demandé sur quma coefficient a part. cette maniére de
procéder augmente un peut le nombre d’itératiqmaetconséquent temps de calcul ce qui est
a l'opposé de notre objectif de départ mais quisndanne une précision trés fidele de la
solution quelle que soit la forme de celle si.

Un autre probleme qu’on rencontre dans I'implémmtade ce critere est ce qu’on

doit effectué une vérification de la va leur destdess coefficients de la solution puisqu’ils
représentent le dénominateur du rapport et en acesinn coefficient pourra étre nul. Pour
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détourné ce probleme en rajoutant au dénominateitres petite valeur juste pour éviter la
division par zéro. Cela entrainera une toute pettiee de précision de la solution pour les
déplacements nuls ou trés petits.

Une autre maniere de procéder est devisiata norme du résidl,llrj |par la norme

du premier résidl”ro | et comparer la résultante a une valeur qu’on dixgqui sera stocké

danse. Ce critére est bien adaptée pour les cas oullgi®o initiale est assai proche de la
solution exacte, mais elle n’est pas efficace dartmas ou la solution initiale est arbitraire et
peut par ce fait étre trés loin de la solution ¢xaPar ailleurs, on perd les informations que
nous avions sur la précision, en fait on a aucnfeernation précise sur la valeur du résidu ou
sur la précision de la solution. Tous ce qu’on tacesque la solution finale comparée a la

solution de départ est améliorée par un rapporltz‘n’ibéf . On voie bien que ce critere ne
nous convient pas et que cette approche ne peutndtoduite dans un logiciel de calcul en
mécanique, mais on peut introduire une modificatiom consiste a relativisé la norme du

résidt“l'j | pas par le résidu initiale, mais par la norme ésidu précédenHl'j_l |et

observer la tendance de la résultante vers 1. lcelcgarréte des que l'algorithme stagne, ce
qui est possible d’'y parvenir.

Ce critere nous empéche de faire des itération ganis (sans amélioré la solution),
c’est tres important pour la robustesse de nogrerithme. Malheureusement méme si on a
plus de chance d’avoir des résultats meilleursatggirithme ne nous garantie pas la fidélité
des résultat encor moins la rapidité de la convergemais on peut utilisé cette approche en
combinaison avec un autre critere d’arrét, ainsaora pas un deuxiéme critére d’arrét mais
une mesure de sécurité en cas ou I'exemple traite s délicat que I'algorithme de GMRES
n’atteint pas la précision demandé par l'utilisateu

4.7 L'influence de la précision sur le nombre d’itéation

On représente dans ci-dessous l'influence de lauvales sur la convergence de
I'algorithme, on trace le graphe représentant imlm@ d’itération en fonction de la précision
demandé, ou la précision est calculée comme étaveerise de la tolérance :
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FIG.4.8 : influence de la précision sur le nombitéicitions

On distingue deux zones :

Une premiere zone représenté par la couleur rougenoremarque une trés grande
influence de la précision sur le nombre d’itératiane petite augmentation de la précision
entraine une tres grande augmentation du nomhiération et par conséquent du temps de
calcul (perdant pas de vue que notre objectif e$é aninimiser).

Une deuxiéme zone représentée par la couleur ldauen voit clairement qu’une
augmentation méme considérable de la précisiongelaire qu’une petite augmentation du
nombre d'itération.

Ainsi, si on se retrouve dans la premiere zone’gst le plus fréquent) on doit faire
tres attention en fixant la précision, on doit gdee gourmand au niveau précision des
résultats car cela peut ce révéler trés pénalsamiveau temps de calcul surtout pour de
grands systemes.

Pour la deuxieme zone on peut se permettre d’augmen peut la précision pour

avoir une certaine garantie des résultats sanséferndes conséquences que ¢a aura sur le
temps de calcule.
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Chapitre 5

Le préconditionnement

5.1 Introduction

La démarche suivie dans le chapitre précédent offus des performances optimales
pour une tres large plage de la taille des probemastés, mais de toute facon on doit envisager
le traitement des probleme qui dépasse cette pkagedela de 10000 degré de liberté. Le
redémarrage de l'algorithme devient alors inévéaloke qui provoque une perte d’orthogonalité
et un ralentissement de la convergence comme @jaavd dans le troisieme chapitre. Comme
alternative, plusieurs auteurs ont proposé de aoentfEMRES avec d’autre méthodes itératives
plus simple

La combinaison de la méthode GMRES avec d’autrabadés s’appel Hybrid GMRES.
L'utilisation de la méthode GMRES elle méme en pezenet en deuxieme phase de résolution
ou préparer le systeme initiale a résoudre avamiende commencer les itération et utiliser une
seule phase de résolution s’appel Preconditione®REM(GMRES préconditionnée ).

5.2. Principe du préconditionnement

Il est plus facile de résoudre le systtm® AX = Mb ou AMy=b et x= My

avec MA (respectivementAM ) est proche de I'identité que de résoudre le mystériginal.
On parle alors du préconditionnement a gauche (precas), du préconditionnement a droite
(deuxieme cas)ou du préconditionnement mixte powar Hdésolution du systeme

RALy= Rb et x= Lyavec RAL proche de l'identité.
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L'objectif d’'une tel démarche est de réduire le bod’itération au détriment de rajouter
des opérations supplémentaires ou réaliser plygdadion par itération.

5.3. Différents types du préconditionnement

5.3.1GMRES hybride

L'idée est de performer un nombre d'itération de RS limité et puis calculer les
valeurs de Ritz. Ainsi les information requise n@&smet de lancer un autre procédé itérative
comme la méthode de Richardson ou de Chebychewxyample en seconde phase de la
résolution.

5.3.2 Préconditionneur polynomiale

La résolution se fait sur deux phases comme pouRE® hybride sauf qu’on utilise les
valeurs de Ritz pour construire un polyndme carestigue qui engendre les valeurs propres du
systeme. On appliqgue se polyndme a la matrice dstese et on lutilise comme
préconditionneur a droite Le schéma d’une telle@gige est le suivant :

Réaliser un nombre limité des itérations appliqul¥ = b
(premiére étape)

!

calculer les valeurs de Ritz® calculer lamétres du préconditionneur polynonia( A)

appliqguer GMRES 8AP (A y= b x= P( A \avec approche initiale de la solution tiré de la
premiére étape
(deuxieme étape)
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5.3.3. GMRES-DR ( Deflating Restart )

il a été observé qu’enlever les plus petites valepropres améliore le taux de
convergence de l'algorithme GMRES. Une maniérerdegaer pour éliminer les valeurs propres
indésirables est de rajouter les vecteurs prommeespondant au sous espace de Krylov. C'est ¢a
la philosophie qui gouverne le développement die setriante de GMRES appelé GMRES-DR.

Cette méthode recycle quelques approximations deewes propres d’'un redémarrage a
un autre par 'augmentation du prochain sous espac¢&ylov avec ces approximations.

5.3.4. Décomposition LU Incompléte

L’idée est de chercher une décomposition LU inc@tegptie A, approchée A par M = LU
avec L triangulaire inférieur et U triangulaire édpur. Mais en imposant aux coefficients de L
d’étre nuls en dehors d'un ensemble fixé et dedfic@mmts nuls sauf dans un ensemble fixé
pourU.

Si la décomposition LU incompléte de A est telle dgs coefficients non nuls de L et U
sont situés a I'emplacement des coefficients nos de A, la décomposition incompléte est
appelée ILUO.

5.3.5. Approximation de l'inverse

. : . — AL .
L'idée est d’approcher directement l'inverse de M=A" s’agie de trouver la

matrice M tel que AM =l pour le préconditionnement a droite MA= | pour le
préconditionnement & gauche.

Il'y a plusieurs approches pour construire la roatil. On a la décomposition de A
suivante :

A=VHV'

on peut approcher l'inverse de A par approchevéme de la décomposition :

M= Al =VHV
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Une autre approche totalement différente est bawwela minimisation de la norme suivante :
min ||| —-MA |f

ce qui nous conduit a :
min ||g - Am [f

et enfin :

ou m i=1,n sont les colonnes de la matrice M.

On peut déterminer avec une certaine toléranceolesines désirées de M .

5.4. Critere d’'arrét

Le critere d’arrét étant basé essentiellement @urorme du résidu, son changement ou
pas est liée directement au fait que le résidughau pas. Ainsi, on peut observer que le résidu
ne change pas dans le cas d’'un préconditionnemeérdit. En fait, on a a résoudre le systéme
suivant :

AMy =D
X =My
au lieu du systéeme initiale :

de Ia, le résidu pour le systeme initiale s’écrit :
r=Ax-Db
et le résidu pour le systeme préconditionné s’écrit

F=AMy—-b= Ax— b=t
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On voie bien que les deux résidus sont equivakelats, le critere d’arrét demeure le
méme pour le cas d’'un préconditionnement a dreit€a c’est un des plus grands avantages de
ce type de préconditionnement car I'algorithmeadéstméme.

Pour le préconditionnement a gauche, le systerésaudre est :
MAX= My
le résidu dans ce cas prendra la forme suivante :
F =MAX—-My= M(Ax— y) = Mr
de cette relation, on voie bien que nous sommeaontde changer le critere d’arrét pour qu'il
soit fiable, et méme avec ¢a on aura jamais la méai&ise des résultats qu’au paravent.

Pour le préconditionneur mixte, le systeme a résosecrit :

M,AM,y= M,b
et
X=M,y

et le résidu aura les méme propriétés que darasldic préconditionnement a gauche :

Fr=Mr

5.5. Implémentation du préconditionneur

Il s’agit d’abord de trouver un préconditionneuerbiadapté a notre systeme d’équation.
Les coefficients de la matrice du systeme a résoudont pas de caractéristiques qui faciliteront
la prévision de la forme de la matrice, sauf l¢ éavoir une diagonale dominante. C’est ce
dernier point qu’on va exploiter pour construirgrag@réconditionneur.

Pour commencer, on choisit un préconditionnemedtaéte pour la simplicité de son
implantation et surtout pour la préservation deéitrise des résultats fournis par I'algorithme.

En dehors de la classification par type des préatondeurs, on peut les classer aussi par

leur philosophie ou leur objectifs. On distingueral deux classe de préconditionneur. La
premiere classe cherche a modifier la structure deatrice du systéme pour qu'il soit plus facile
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a résoudre, on cherche alors a atteindre la solai@c moins d’itération que pour le systeme
initiale. On peut dire que la modification qui suld systeme de départ est un changement de
variable qui nous offre une premiére approximatd® la solution ce qui nous fait gagner
plusieurs itérations.

La deuxiéme classe cible 'origine de la dégracdatie la convergence aprés redémarrage
et tente de ramener le taux de convergence de GMB@Snarré a un taux proche de celui de
GMRES complet. Cette classe est destinée uniquetn&MRES avec redémarrage alors que la
premiére classe peut étre introduite sur n'impquelle variante de GMRES.

Pour un premier essai, et vu que le travail effectans le chapitre précédent nous permet
de résoudre les problemes sans redémarrage derithige ou avec peu de redémarrage au
moins pour la plage de problemes ciblés (réalisésis PC pas sur des calculateurs a tres haute
performance), il est plus intéressant de cherchgréconditionneur de la premiere classe.

La notion de premiére classe et deuxiéme classaésteéepas dans la littérature, c’est juste
une appellation gu’on a introduit pour faire unenparaison entre les préconditionneurs.

Parmi les préconditionneurs exposés dans le pafagra.3 les préconditionneurs de la
premiére classe sont la décomposition LU incommétéapproximation de I'inverse. Alors que
GMRES Hybride, le préconditionneur polynomiale éViRES-DR font partie de la deuxiéme
classe.

Apres les explications et les arguments déployésue la, on choisit d’utiliser un
préconditionneur de la premiére classe et on isatitomme préconditionneur a droite. Reste de
trouver un bon préconditionneur bien adapté potrersysteme.

On a déja vu que la matrice du systeme est a digaominante. Il existe dans la
bibliographie un préconditionneur mixte de la premi classe appelé le préconditionneur
diagonale, mais il est a la base destiné a desoamaermitiennes définies positives:

Soit A une matrice hermitienne définie positive [2tla matrice diagonale dont les
coefficients diagonaux sont les racines carréeselx de A. la matrice préconditionnée a la
forme suivante :

D *AD™
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Pour notre cas, on ne peut pas utiliser ce prétondeur tel qu'’il est, d'abord, parce
gu’'on veut un préconditionneur a droite et pas ejixdt encor, parce qu'a priori les termes
diagonaux de A peuvent étre négative et on peudlpas faire leurs racines carrées dans IR.

Ces problemes disparaisse en utilisant une matiagonale D comme préconditionneur
a droite et dont les coefficients diagonaux ne pastles racines carrées de ceux de A mais leurs
inverses. Et on aura a résoudre le systeme :

ADy =D
et
X=Dy

ce préconditionneur est trés facile a implémerttataevraiment pas de colt additionnel.

5.6. Algorithme

i. lire les données (n,Ab,...)

ii. calculer les coefficients de la matrice préditionneur D.
iii. appliguer GMRES pour le systeme AD y = b.

iv. calculer x de x = Dy.

5.7. Résultats

Pour voir l'apport du préconditionneur et son impaur les performances de
I'algorithme, on procéde a une comparaison entreREBI sans préconditionnement et GMRES
avec préconditionnement en ce qui concerne le nes itérations et le temps de calcul.

Pour cela on lance trois séries de calcul poueuifits exemples et on représente dans le
premier graphique une comparaison entre GMRES (pa&ronditionneur) et PRECGMRES
(avec précoonditionneur) en ce qui concerne leuntme d’itération respective et puis dans le
deuxieme graphique une comparaison des temps dd ealre la méthode de décomposition de
gausse (précédemment utilisé par le KSP), GMRER&CGMRES.
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1°" exemple
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FIG.5.2.comparaison des temps de calctilexiemple

2°M exemple
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FIG.5.4. comparaison des temps de calctifegemple
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FIG.5.5. comparaison des nombres d'itératidiiseXemple
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Le préconditionnement
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FIG.5.6. comparaison des temps de calctifefemple

On voie bien sur des trois exemples traités quemhebre d'itération est considérablement
réduit par le préconditionnement améliorant aiasiitesse de GMRES déja excellente, sauf pour
le troisieme exemple ou GMRES présente des capauibins satisfaisante, une pénurie bien
rattraper par le préconditionnement qui offre délmes performances.
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Conclusion

L’objectif du départ de ce travail était d’améliotes performances de rapidité et de
capacité de traitement de problemes de trés grailtke d’'un code utilisant la méthode des
éguations intégrales par l'implémentation et I'adéipn de la méthode Generalized
Minimized RESidual (GMRES) pour le type de systémiéquations résultant de la
modélisation des structures avec une telle méthode.

Le graphe suivant est une comparaison effectuele das temps de calcul pour
guelques exemples traités en utilisant la décortipngie gauss qui est 'une des méthode de
résolution directe et précédemment utilisée pak$ face au temps de calcul des méme
exemples en utilisant la GMRES et GMRES préconaliteo(PRECGMRES).

500

400 -
% 300 - —— PRECGMRES
Q.
= GAUSSE

100 -

0 - ‘
0 2000 4000 6000
n

GRAPHE 1 : Comparaison entre gauss, GMRES et GMRE&Nditionné

On voit bien que I'écart entre les deux méthodesRE® et GMRES préconditionné
d'une part et gausse d’'une autre part augmenteludegm plus que la taille du systeme a
traiter devient importante. L'utilisation d’autreséthodes itératives tel que richardson ou
gauss-seidel par exemple n'améliore pas vraimetgnigs de calcul comme c’est le cas pour
GMRES, et en exigeant une bonne précision destaésules méthode deviennent encor plus
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lentes que les méthodes directes. Le gain appart&RIRES devient tres important quand le
nombre de degré de liberté du probleme traité dégeand..

On représente dans le deuxiéme graphe pour plusisdalisation des résultats,
le pourcentage des temps de calculs utilisant 651t GMRES préconditionné en prenant
le temps d'utilisation de la décomposition de gaasame référence.

120.00%

100.00% -

80.60%
80.00% + ]

I PRECGMRES
60.00% 96.10% I GMRES

gauss

temps(%)

45.70% 45.90%
] 38.00%

40.00% +

28.50%
30% 23.90% 22.5(0%

19.80%
20.00% + 14.80%
8.70% 8.50%

4.20%

0.00% - 1 1 1 1 1 1
1188 1938 2931 3054 3579 4122 4593

n

GRAPHE 2 : Comparaison en pourcentage entre gauss,
GMRES et GMRES préconditionné

On voie que l'utilisation de GMRES accélere le nhlgui devient a peu prés entre
guatre et deux fois plus rapide que la méthodeéderdposition de gauss sauf pour quelques
cas de figure ( le quatrieme cas par exemple )roo'®a pas jusqu’a ce taux d’amélioration.
GMRES préconditionné est au minimum cing fois plapide que la méthode de
décomposition de gauss, et ¢ca pour tous les cdgesfelle présente une stabilité meilleure et
des performance beaucoup plus élevés que cellesentées par GMRES sans
préconditionnement
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Ceci dit, ni GMRES ni GMRES préconditionné est @miment stable, ce qui est
logique pour des méthodes itératives ou la convemae suit pas une loi particuliere et
dépend de plusieurs parameétres tel que la fornsystéme ou la solution initiale.

Ce travail a conduit a la réalisation d’'une DLLrédsolution trés rapide d’'un systeme
d’équation de tres grande taille issu d’'une modébs par la méthode des équations
intégrales ou les seules entrées sont la tailleydteme a résoudre, la matrice du systeme a
résoudre et le vecteur des coefficients a droite @bpations, et une seul sortie qui est le
vecteur de la solution recherchée.

Comme on a vu l'utilisation d’'un préconditionneunéliore considérablement les
performances de GMRES. Notre approche présentempartement optimale pour une trés
grande plage de problémes (jusqu’a 10000 ddl latdirde notre machine d’essai) et
redémarre l'algorithme le moins possible, mais densadre d’une utilisation pour des
probléemes encore plus important le redémarrageatigptithme devient alors inévitable et
prend beaucoup d’'importance. L'introduction d’'unuxiéme préconditionneur de la
deuxieme classe sera alors le bien venue pour ment@$ pertes causées par le redémarrage
et libérer d’avantage de la mémoire
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