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Résumé

Ce travail consiste a étudier I’écoulement d’un fluide incompressible et isentropique a
travers une surface S; d’une turbomachine radiale en effectuant une modélisation
mathématique et numérique quasi-tridimensionnelle détaillée du probleme.

La résolution du probléme a été faite pour un plan radial. Diverses grandeurs telles que
les fonctions de courant, les vitesses, les températures,... sont ensuite calculées.

Mots clefs: écoulement, turbomachines, radiales. quasi-tridimensionnel, incompressible,
isentropique.

Abstract

In this work we present a mathematic and numeric quasi-tridimensional modelisation of
incompressible and isentropic flow through the S, surface of a radial turbomachinary

The resolution of the problem for a radial plan, permitted us to evaluate various flow
parameters as stream functions, velocities, temperatures.

Key words: flow, turbomachinary, radial, quasi-tridimensional, incompressible,
isentropic.
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L1- Introduction. Ecele Nationale Pelytechnique

De trés importants progrés ont été accomplis dans le domaine de la conception des
turbomachines ces derniéres années et I'éventail des méthodes et des outils a la disposition du
concepteur a subi un important développement. Parmi toutes ces possibilités, les ingénieurs
chargés de ces tiches doivent savoir choisir l'outil le mieux adapte a chaque étape du projet.

La méthodologie de conception des turbomachines dépend de l'application, de la
géométrie et du domaine industriel d’application ; par conséquent, il n'existe pas d’approche
unifiée.

Une démarche méthodologique générale peut cependant étre retenue concernant la
conception des turbomachines, elle est présentée en figure 1.1. La spécification des
paramétres globaux (cahier des charges) comprend le debit. |'¢lévation de pression. le
rendement souhaité, les dimensions globales de la machine ou l'espace disponible pour la
loger, les caractéristiques du fluide de travail et le type de machine en fonction de la tache qui
lui est destinée. Parmi d'autres paramétres qui sont aussi acquis au début du projet, on peut
considérer les bases de données contenant les géométries des profils, les corrélations pour le
calcul des pertes sur les aubes et les flasques, les fuites par jeux radiaux et les modeles pour le
calcul des angles de déflexion.

La premiére étape du calcul consistera en une analyse globale faite a l'aide de modeles
simplifiés de type unidimensionnel portant généralement sur le tube de courant moyen et
utilisant I'‘équation d'Euler des turbomachines combinée avec les lois de I'équilibre radial
simplifié [1]. Dans cette étape, il est fait généralement appel a de nombreuses corrélations
définissant les angles de déflexion [2] et les pertes en grilles d'aubes[3]. Les résultats les plus
importants de cette premiére étape seront les caractéristiques globales en fonction du débit et
surtout une premiére approximation de la géométrie de la machine (notamment les profils
d’aube) qui servira a initialiser les autres étapes de la démarche.

Sélection du profil des aubes.

Il existe deux approches différentes pour la sélection des profils des aubes : le
probléme direct et le probléme inverse. [Is peuvent étre décrits ainsi :

o Probléme direct (analyse). Les profils d’aube sont générés par des techniques -
géométriques dont une loi d'évolution de la ligne moyenne (loi de cambrure) et
une loi d'épaisseur. Des séries de grilles ainsi construites avec ces profils sont
ensuite analysées par des méthodes théoriques, numeériques ou expérimentales
pour identifier les plus performantes et déterminer leurs caracteristiques
aérodynamiques détaillées.

e Probléme inverse (dimensionnement). Cette technique permet au concepteur
de spécifier les distributions des vitesses ou des pression sur les surfaces des
profils a construire. Des méthodes numériques tres poussées permettent de
déterminer la géométrie des profils qui réalisent ces distributions. D'autres
méthodes simplifiées permettent avec certaines contraintes imposees sur la
géométrie (par exemple une famille fixe de profils), d’obtenir la géométrie la
mieux adaptée aux conditions d'entrée et de sortie imposees au départ.
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| Spécification de paramétres globaux
i (Cahier des charges)

: *Performances.

*Encombrement,

! =Caracténstiques du fluide,

*Type de machine, etc..

Analyse globale
«Corrélations de pertes et déflexion en grilles d'aubes

+Equilibre radial simplifié

»Détermination des caractéristiques globales en fonction du débit

Analyse quasi 3D
«Couplage des résolutions aube a aube et méridienne
*Résolution du probléme inverse 2D

«Couches limites / Corrélations de pertes

Analyse 3D
*Code Euler ou Navier-Stokes

*Calcul des couches limites / écoulements secondaires

*Tourbillon marginal

+Effets instationnaires

»Détermination des caractéristiques globales, pertes, rendement, ...

Analyse Structurelle et Thermique
+Calcul des contraintes, efforts, températures, ...

Figure 1.1 Projet des turbomachines

Si les méthodes inverses semblent offrir la solution idéale pour obtenir les
caractéristiques souhaitées, elles présentent plusieurs inconvénients, notamment, il n'existe
pas toujours un profil correspondant 4 toute distribution imaginable et, d'autre part, méme
lorsqu’elle existe, la solution n'est pas toujours réaliste ou structurellement stable.

[l cst important de noter que les deux approches peuvent étre utilisées dans le cadre de
la conception de turbomachines, mais que les meéthodes directes doivent étre utilisées dans
une boucle itérative dont la géométrie recherchée est obtenue par des améliorations
successives de critéres objectifs.



Chapitrel : Introduction et Rétrospective sur les modeles d écoulements en turbomachines

ou les angles a et B définissent les directions absolues et relatives de la vitesse
d’écoulement.

Figure [1.4] : Définition des parameétres servant a décrire 'écoulement dans une
turbomachine

Les équations du mouvement régissant les écoulements turbulents en turbomachines
sont fortement non linéaires et la plupart des solutions analyvtiques disponibles sont pour des
¢coulcments trés simples. l.a résolution implique plusieurs hypothéses selon le type de
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machine, la geométrie de 1'aubage et les conditions d'écoulement. Les premicres tentatives
pour résoudre numériquement ces équations sont apparues vers la fin des annees 60 (Cooper
et Bosch, 1966 [6]; Marsh, 1968 [7]). L'analyse tridimensionnelle classique est basée sur une
résolution itérative des équations axisymétriques de 'écoulement méridien et des formulations
aube a aube (solution en grilles d'aubes). Les solutions axisymétriques sont en relation avec
les trois theéories suivantes :

e La théorie de |"équilibre radial simplifie

» La théorie des disques actuateurs (Actuator Disc)

e La théorie des €quations moyennees.
Quant aux solutions non-axisymétriques, elles sont en relation avec :

¢ La méthode des lignes et surtaces de portance

e [cs méthodes quasi-tridimensionnelles

e Les méthodes numériques tridimensionnelles.

Les solutions axisymétriques sont cmployées pour prédire globalement les variations
radiales des propriétés de 'écoulement. Ces solutions sont strictement valables loin en amont
¢t en aval des aubes, mais certaincs hypothéses, comme celle d'Euler, permettent de les
utiliser a l'intérieur de la zone aubée. Une fois que les valeurs locales des parametres de
I'écoulement sont connues, les modeéles aube a aube peuvent étre utilisés pour prévoir les
variations azimutales de la vitesse et de la pression. Cette technique de combiner les theories
axisvmetriques avec la théorie des grilles d'aubes est limitée normalement aux turbomachines
axiales.

Les théories de lignes de portance et de surtaces de portance sont principalement
utilisées pour l'analyse axiale, notamment des hélices propulsives.

Le tableau 1.1 ci-dessous montre un résumé des différents modeles et types de
solutions utilisés-pour les écoulements en turbomachines.

1

; (Potentiel, Euler et Navier—Stokes)

|
|
[ | g i ©
| | =3 » } = ' !
i T d’ 1 | e s ‘ ‘@ ! . !
| ype d anaiyse | .§ ,g ‘ e ! S i
| I g | = | 2
g gl &8 F
| « a i o -
- - + - _— - . i
u . . . . . H . !
Cquilibre radial simplifié (ERS) ou | 1D | ouvnon | non
o i I :
Théories des disques actuateurs I oui } 1D/2D ! oui/non non |
H |
v | |
Equations moyennes dans le canal © qnon . Q3D . ouvnon | ouvnon .
Lignes et surfaces de portance (machines ouvertes: | non . 2D/Q3D i ou/non : non
¢oliennes, hélices, etc.) | i i
: | : |
Méthode de cowrbure des lignes de courant out/non ; 2D/Q3D \‘ ouv/non = non
Méthodes quasi-tridimensionnelles _oui/non - Q3D ! oui/non . non
], R [ . . - S I - .. e ] ;
| ou/non | oui/non
‘ H H
|

|
1
| Solution numérique des équations tridimensionnelles | non 3D
I
|

Tableau [1.1] : Résumé des types de résolution et hypotheses simplificatrices
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Solutions quasi-tridimensionnelles.

C.H- Wu (1952) [4] a présenté le véritable caractere tridimensionnel de 'écoulement
dans son article de référence et a proposé le schéma numeérique remarquablement sophistiqué
ilustre a la figure 1.5, L'écoulement tridimensionnel est proposé comme la superposition d'un
certain nombre d'écoulements bidimensionnels modélisés suivant les surfaces de courant S, et
Sa.

Surfaces S»
L

Aube 2

Surfaces S| = — -

Figure [1.5] . Surfaces de courant S, et S» (d'apres Wu, 1952).

Les surfaces S suivent la déflexion principale provoquée par la courbure des profils
d’aubes et par leurs charges aérodvnamiques associées. A cause de la différence de pression
statique entre l'extrados de I"aube | et 'intrados de 1"aube 2, la courbure de chaque surface de
courant S, est différente, ce qui exige l'utilisation de plusieurs surfaces pour obtenir une
mod¢lisation precise.

Les surfaces S; ne sont pas en général des surfaces de révolution. Dans le modéle de
Wu, les surfaces S, doivent étre vrillées pour permettre les variations induites par les
différentes surfaces S,. Les surfaces S, et S, présentées. représentent une sélection des
surfaces de courant qui traversent la zone aubée. En résolvant les ¢quations du mouvement,
dans cette grille, on obtiendra des estimations améliorées successivement des surfaces S; et S,
permettant le couplage dynamique des parametres de I'écoulement. L'approche itérative pour
obtenir une bonne estimation de I'¢coulement tridimensionnel a été établie d'une maniére tres
complete par Wu, dans un article rigoureux, trés en avance sur son temps. Ce concept
demeure, encore aujourd’hui, comme une présentation extrémement utile des équations de
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base qui régissent I'écoulement en turbomachines et a constitué un remarquable essai de
modélisation numérique bien avant la disponibilité d' ordinateurs suffisamment puissants.

Le premier schéma informatique majeur basé sur les travaux de Wu, a €té€ publi¢ par
Marsh (1966) [7] concernant I'écoulement méridien axisymétrique sur la surface S, dite
moyenne. D'autres formulations alternatives des équations ont été développées avec
notamment, la méthode "Time Marching" de Denton (1982) [8] qui a ouvert des perspectives
vers l'analyse tridimensionnelle des écoulements compressibles dans les codes pratiques de
conception. Potts (1987) (1991) [9] a ét¢ en mesure d'adapter cette méthode pour étudier le
vrillage des surfaces de courant S; dans des grilles trés vrillées de turbines. En dehors de ce
schéma et de plusieurs autres publiés, les sociétés industrielles ont développe leurs propres
codes d'analyse méridienne ou opté pour des codes commerciaux.

Les méthodes disponibles pour résoudre I'écoulement potentiel traversant une grille
d'aubes (probléme direct) ou pour concevoir une grille d'aubes susceptible de satisfaire une
distribution donnée de pression {probléme inverse) peuvent étre briévement classées comme
suit :

1. Méthode de la transformation conforme: Dans cette méthode, l'€coulement
autour d'une grille d'aubes est obtenu par transformation de I'écoulement autour d'un
cylindre; écoulement parfaitement connu.

2. Méthode des singularités : C'est une méthode d'approche ou ’aube est remplacée
par un ensemble de singularités comme des sources, des puits ou des tourbillons..

3. Méthode Numérique: Dans cette méthode, les équations sont résolues
numériquement sur un maillage en utilisant un schéma de relaxation. La techmque
des différences finies ou la méthode des éléments finis sont uttlisées.

4. Méthode globale : Dans la méthode développée par Wislicenus (1965) [10], la
déviation entre la ligne moyenne des profils et la ligne de courant moyenne est
obtenue empiriquement en utilisant des données aube & aube expérimentales. Les
effets dus a la cambrure et a I'épaisseur des profils sont déterminés a partir d'une
distribution de pression donnée.

Les méthodes décrites ci-dessus peuvent étre utilisées pour la conception d'un profil ou .
pour l'analyse de l'écoulement autour d'un profil donné (probleme direct). La mcthode de
singularités est l'une des techniques les plus largement répandues en ratson de sa précision et
de la facilité avec laquelle elle peut étre programmeée.

Solutions tridimensionnelles.

Les conditions aux limites rencontrées dans les turbomachines sont parmi les plus
complexes concernant le domaine de la simulation numérique des écoulements.

L'apparition de la simulation numérique des écoulements dans les années 70 a fourni
une impuision importante pour résoudre les équations d'Euler et de Navier-Stokes régissant
écoulements externes et internes. Le progrés principal a été ultérieurement accompli dans le
développement des techniques numériques, de la génération de maillage, de la mode¢lisation
de la turbulence, de I'application des conditions aux limites, pré et post-traitement des donnés
et de Varchitecture des ordinateurs. La plupart des techniques utilisées pour la résolution des
équations de Navier-Stokes peuvent étre classées en différences finies, surfaces ou volumes
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finis, éléments finis et méthodes spectrales. Seulement les deux premicres techniques sont
largement répandues dans le domaine des turbomachines. Les techniques de calcul numérique
fournissent une méthode efficace pour l'analyse et la conception de turbomachines.
L'utilisation de la CFD (Computational Fluid Dynamics) par les constructeurs de
turbomachines a augmenté sensiblement pendant la décennie passée, ayant pour résultat un
cycle de développement plus court de leurs produits. Combinée avec des mesures, la CFD
fournit un outil complémentaire pour la simulation, la conception, l'optimisation et, d'une
maniére primordiale, l'analyse des écoulements tridimensionnels complexes jusqu'ici
inaccessibles & lingénieur. Dans beaucoup de cas, la simulation numérique des écoulements
fournit le seul moven pour accéder aux informations détaillées du champ étudié, car les essais
réels des turbomachines, avec des mesures détaillées dans les canaux tournants sont difficiles,
coliteux et, dans beaucoup de cas, impossibles.

Les éléments essentiels pour une résolution précise et efticace de I'écoulement peuvent
tre résumcs comme suit:

1. Equations régissant l'écoulement, y compris les équations de transport de
turbulence (avec validation des approximations faites)

2. Application des conditions aux limites appropriées
3. Résolution et orthogonalité adéquate du maillage
4. Modélisation de la turbulence

5. Technique numérique ; dissipation artificielle optimale, discrétisation précise, bon
historigramme de convergence et évaluation appropri€e

6. Développement efficace du code et des algorithmes, y compris la vectorisation
7. Architecture de I'ordinateur, y compris le traitement parallele
8. Lvaluation des techniques de calcul par étalonnage et validation expérimentale

Les techniques de calcul largement répandues dans la pratique en matiére de
turbomachines peuvent étre classées comme suit:

1. Solveurs non visqueux (Euler) pour écoulements bidimensionnels
2. Techniques quasi-tridimensionnelles

3. Calcul de couches limites y compris les techniques intégrales de quantiteé de
mouvement

4. Techmques de Navier-Stokes parabolisées

5. Solutions d'Euler et de Navier-Stokes completes pour des écoulements
compressibles et incompressibles

Adler (1980) [11], McNally et Sockol (1981) [12], et Lakshminarayana (1991) {13] ont
présenté des articles de synthése de ces methodes de calcul pour les €coulements en
turbomachines. Lakshminarayana (1986) [14] a passé en revue les modeles de turbulence
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adaptés. Les sujets concernant la transition en général et l'application aux turbomachines en
particulier, ont été résumés par Narasimha (1985) [15] et Mayle (1991) [16], respectivement.
Bien que la modélisation de la transition soit importante pour la simulation de I'écoulement,
I'état actuel des connaissances sur ce sujet est insuffisant pour réaliser une bonne prévision de
la transition pour les turbines, les compresseurs et les pompes.

Dans le domaine du projet des turbomachines, les équations de Navier-Stokes sont
employées dans les étapes finales de la conception pour controler les problemes éventuels (par
exemple, séparation laminaire et turbulente, zones de gradient de pression adverse,
localisation d'ondes de choc, jeux radiaux et autres pertes)  ils ont aussi commence a trouver
une place intéressante dans les premiéres étapes de la conception.

1.3-  Objectif de I’étude.

La présentc étude s’inscrit dans la continuité du travail entamé dans le cadre de la
sortic de promotion 2002 par Mokhtar Liamini sur L’étude des écoulements dans les
turbomachines [17]. Rappelons a cet effet que Liamini s’est intéressé aux ¢coulements le long
de surtaces de type S, a travers une turbomachine axiale. Nous allons quant a nous tenter de
poursuivre sur cet axe en nous intéressant a l’écoulement aube a aube a travers une
turbomachine radiale. Nous avons tenté ci-dessus de compléter la compréhension générale des
problémes de résolution des écoutements dans les turbomachines et de revenir sur certains
caractéres des surfaces de courant S; et S, afin de nous familiariser avec leur représentation.
Nous avons omis volontairement de reprendre certaines définitions qui apparaissent dans le
projet de Liamini.
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2.1-  Introduction.

Dans ce chapitre, nous allons introduire les équations fondamentales qui sont 2 la base de
toute modélisation des écoulements dans les turbomachines. Comme nous 1’avons rappel€ au
chapitre 1, ces équations de base traduisent des lois universelles telles que le principe de
conservation de la masse, le principe de conservation de la quantit¢ du mouvement, fes
principes de la thermodynamique et les lois du comportement du fluide.

2.2- Equation de continuité :

Sous sa forme la plus générale, ’équation de continuité s’écrit :

%?W'(pW)

0 (2.1)

en remarquant que
@(plf’): PVIW + WV p
et en divisant par ( p ), I’équation (2.1) peut se mettre sous la forme :

dinp
i

VW +

0 (2.1a)
Ou le second terme représente la dérivée particulaire de (Inp).

2.3- Equations de mouvement.

l.e théoréme des quantités de mouvement appliqué au fluide dans son mouvement relatif a
travers la turbomachine, aboutit a la relation vectorielle

dw . .
W2 AW = ——1-Vp (2.2)
dt o
avec:
dW W (o e
W v
dr Ot ‘
W |1 S (e -

= «»é-[—+—é~V(W)2 ——W/\(V /\W)

Projetons ces équations sur les directions radiale, circonferentielle et axiale

17
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Lo L7 o Oz o~ "oz “or r Op oz
r«_p “1‘
—a)W,,-' r or ‘
2 oW ~w*| 0 =-—L lg‘?—i
p|rop
o 1 o AT
op
Lo
on obtient apres réarrangement :
6W, +;Vr aW’ + Wu 0W, +”,- aW, __Wuu _a)Z,._‘_za)u/u — _anﬁ (2.23)
ot or ro op T ooz r P or
4 7
. +W, W, +H—"5H“ +W, il + W, +20W, = L (2.2b)
ot or r Op G r pr op
W, e POy OB L (2.2¢)
ot or r op B p o=

2.4- Equations de la thermodynamique :

L’équation de continuité et les équations de la dynamique doivent étre combinées aux
équations qui traduiscnt les principes de la thermodynamique pour aboutir a un syst¢me
d’équations complet : Car les phénomeénes décrits par ces équations ne doivent en aucun cas

violer les principes de la thermodynamique.

Le premier principe de la thermodynamique donne 1"équation :

& = du+ pdv (2.3)
L’ cntropie ¢tant définic a partir de la relation :

ds = —

I’équation (2.3) ci-dessus pourrait se mettre sous la forme :

Tds = du + pd(p"' J (2.4)

avee
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o)

Par ailleurs, la premieére lot de Joule permet d’écrire pour un gaz parfait :

du=c dT

En utilisant la relatton de Mayer (c =c, —R) et en introduisant le rapport des chaleurs

~

’ N L’ - s . . .
specifiques, y = -2, I’équation ci-dessus devient

>
v

du = L RdT (2.5)

7 -1

Cn portant la relation (2.5) dans I’équation (2.4), puis en divisant par RT, on obtient :

PO

R) y-1T RI

mais, I’équation d’€état du gaz parfait donne % = p et la relation précédente devient

d(;}} = ﬁﬂjﬂ pd(p™)

soit encore :

d(i) - leln I'—dinp (2.6)
}/ —

la deuxiéme loi de joule pour les gaz parfaits donne :

14
/

Rar = LT

dh=c dT =
f =1 y-1T

En introduisant la vitesse du son dans un gaz parfait (u = JRT ) cette relation devient

i.jff_ _ din/ 2.7

u” y -1

En portant cette refation dans I’équation (2.6) on obtient :
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d(inp) _ 1 dh d[s) 2.8)

dt adi de\R

A présent. en utilisant cette relation, on peut mettre I’équation de continuité (2.1a) sous la
forme :

quli{ll—i(i):o (2.9)

Afin de combiner les équations de la dynamique avec les lois de la thermodynamique,
€crivons le premier principe en terme d’enthalpie

(i{zdh+vdp=dh+-c-l£—

P
soit en posant &g = /s :

L =dh-Tds (2.10)

P

Plutét que d’utiliser I’enthalpie, il est avantageux dans le domaine des écoulements en
turbomachines d’introduire la rothalpie :

1

1:,’14—:W2—%U2 (2.11)

soit en passant a la différentielle de cette fonction :

dl = dh +—;—a’(W"' )—%d((/l)

d’ou:

dh = dI —%a’(Wz)+éd(Uz)

En remarquant que U=r® (avec o= constante) et en remplagant dans I’équation (2.10), on
obtient -

Lip =i ~1us - %d(w2 )+ w*rdr
po)

En opérant une différentiation directionnelle a ’aide de I’opérateur V | cette équation se met
sous la forme :

L@p =VI-1Vs —%ﬁ(Wz )+ @ FVF
Fol 2
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on aura :

L@er%\—/(W:)—w F=V1-1Vs (2.12)

yol

Finalement, en remplagant e premier membre de cette €quation par le second dans I’équation
(2.2) on obtient :

W= e - N
W7 A0 AW V426 Al =% + TV (2.13)
ot

Cette équation peut aussi s’exprimer en fonction de la vorticité de !’écoulement en y
introduisant la vitesse absolue :

VA = [V AT 20
En portant cette expression dans |’équation (2.13), elle devient :

aa” W A AP )= V141V (2.14)
{4

16



Chapitre 3 : Application des équations du mouvement au_cas des turbomachines radiales

3.1- Introduction.

Dans ce chapitre, nous allons appliquer les équations fondamentales développees
précédemment aux écouiements dans les turbomachines radiales, et nous allons tenter de les
réduire aux surfaces de courant par un procédé mathématique qui sera décrit ci-dessous.

3.2- Considérations mathématiques.

Dans le cas des turbomachines a écoulement radial, les deux variables indépendantes a utiliser
sont r et ¢, la variable z s’exprimant alors en fonction de ces deux dernieres :

c=z(r,p) 3.1)

d-= a—'dr +—dg (3.2)

De la sorte, toute grandeur (q) peut s’écrire :

q=4qlr,0.=(r,0)] (3.3)

et sa différentielle :

dq:—ag—dr+—(?g-d(p+?g- = (3.4)
or oQ oz
devient :
dgq = ?—%dr + —a—q~dtp + % édr' + ga’qp (3.5)
or Rl o=\ or op
Soit
or oro- dp Op o= )

Par ailleurs, I’équation de la surface de courant s’écrit :

S(r, Q. :) =0 3.7)



_9S dr + oS

or Op

ds

{ntroduisons la normale principale a la surface de courant 7(
composantes du vecteur unitaire vérifient les relations :

n n

r _ u

oS

n.

dp+—d-=0

g
or

a7 (3 (

a partir de cette €quation, on a :

as
or

oS _ n,
or . !
(as]z 168Y [as)z 2
—— + e + ——
or rop oz
as _ n,
- 1
1as as\ |’

" 54

r op

n.’.’

I

oz

;

-

e

En portant ccs cxpressions dans 1’équation (3.8). On obtient :

1a5
rop

J

n,dr +n,(rdp)+n.d= =0

d’ou on tire :

@
o=

)2

o

~

(3.8)

n.). On sait que les

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.122)

(3.12b)
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A présent, en utilisant ces expressions dans I’équation (3.6), on obtient les dérivées de (q)
suivant la surface de courant S :

?_q:[éi] _| %4 _n 9% (3.13a)
or or ), or n, oz

et

199 1{og) _(10q n 2q (3.13b)
r5¢7 r\oe ), rop n. oc )

D’autre part, le vecteur vitesse relative W étant parallele a la surface de courant, on a :

W.i=0 (3.142)

soit

W.on, +W,n, +W.n_ =0 (3.14b)

D’ou:

w.o=-w, 1y la (3.15)
n n.

En régime stationnaire, la dérivée particulaire de la grandeur (q) s’écrit :

A B B (3.16)
dt or rog S oz

En utilisant (3.13) ct (3.15) , I’équation (3.16) devicnt :

= (3.17)
dt or r Ogp

3.3- Equation de continuité :

Dans le cas d’un régime stationnaire, 1’équation de continuité s’écrit a partir de |’équation
(2.1

soit en coordonnées cylindriques :

19
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1 |
1olprw,) 1alpW,)  alp.)_, (3.18)
r or r Og o=

Développons cette expression, puis remplagons W, par I’expression (3.15), on obticnt :

0 W, o oW oW’ oW w
Wr—p+ ”_BM"_'Wra_p_ELWH_@_+pO ’+£.0 Ly p—=—+p—=0 3.19)
or r Jp n. o n. o= or r o oz r
. ( n, oW, n, oW, -
En ajoutant et retranchant les termes | p— 5 | et | p——~—=1 . on peut ecrire cetie
n_ oc n. oz

¢quation sous la forme :

{8(,014{_) i) /8 Wn_,c'?(pWr )“ +l~~l opW.) n, a(qu)}
or

r n, 0z | LI’ op h oz
Tj 5
W /4 W
= —ﬁ'lrnr a : + nu a : + nZ a -l (3 20)
nz|_ Oz Oz Oz _l )

N lé(p:rW,)_ w,
r or s
1 3(p, )

B: =
r Co

On a finalement en remplagant dans 1’équation (3.20), I’équation de continuité sous la forme :

16(prv,) 1 0(pW
10(prw,) 13(p Do e 321)
r o or r 0@
avee !
1 Tn oriv) oW, ow, |
c=——|-= +n, +n, (3.22)
n | r oz oz oz J

20



Chapitre4 :Equation principale pour la résolution du probléme de écoulement suivant une surface S, dans
une machine radiale

4.1- Introduction.

Ce chapitre sera consacré a I’élaboration mathématique de I’équation principale décrivant
I"écoulement du fluide suivant une surface de type S; a travers une turbomachine radiale.
Cette équation sera écrite en terme de la fonction de courant dans une forme qui facihtera
sa manipulation numérique. Nous atlons ensuite presenter une forme simplifiée de cetie
équation dans les deux cas particuliers correspondant a une surface de révolution et & un
plan radial ; ce dernier cas étant le seul que nous aurons & considérer dans la suite de la
présente tude.

4.2- Ecriture de ’équation de continuité en terme des dérivées spéciales.
Soit la variable (b) définie par la relation :

dInb
= —¢ 4.1
” ¢ (4.1)
d’ou :
h ‘ T
lnb— = —cht - —jﬁ;dx 4.2)

En combinant |’équation (4.1) et I’équation (3.21), on obtient :

5(,0W,r)+15(qu) __dlnb

or r O dt

!
r

(4.3)

Dans le cas d’un régime stationnaire , la dérivée particulaire de In(b) a pour expression:

dinb W, b W, b W.0b

dt b or brdp b oo

4.4

En portant I’équation (3.15) dans 1’équation (4.4) et en tenant compte des équations (3.13),
on obtient :

dinb W, b s ob

dt b oor ?5?}5

(+.5)
L’équation de continuite (4.3) devient:

Lr or pbg b

3w _ — —
[l____a(,o_ ,r)+ ﬁab + l———a(f “)+ W, é—bw =0
r O br O |

soit encore en multipliant par (br):
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une machine radiale
0 o | | alpw ab |
bi‘e_w’—r)+pwrrc_—b +‘ b—-—(-£-L)+qu =—[=0
or or| | O o
Finalement, I’équation de continuité peut s’écrire :
a(b,_)u r) . a(bfu ) 0 (4.6)
or o
4.3- Equation principale en terme de la fonction de courant.
La fonction de courant i peut étre définie a I’aide des relations:
3
%’U ==bpW, (4.7a)
or
ay
| —=— = rbpi¥
20 P, (4.7b)
et les vitesses peuvent alors étre exprimées a 1'aide de cette fonction :
( v, o—
w oo L) (4.8a)
| bpi or )
w - (ov) (4.8b)
rbp\ g )

En considérant les relations (4.7) ci-dessus, le parametre b peut €tre interprété comme une
grandeur proportionnelle a 1I’épaisseur de la nappe de courant suivant la direction z.

En combinant les équations (2.11) et (4.8), on obtient :

h=1+ W::: ~£—l(pb)"z[(§£] +[15—ij} (4.9)

or r 0¢

L ¢équation (3.25b), qui exprime le bilan de la quantit¢ de mouvement suivant {a direction
circonférentielle, peut étre réécrite sous la forme :

os . WW. W.ow,
=+ f, - +—=—==

Sp r r o

— 2w, (4.10)

oW oW o T
W{ : lor}_JLL
r

or *-; o ;éb

En dérivant |"expression (4.8a) par rapport a r, on obtient :

04
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une machine radiale
5Wu_§'_(pb _] F] 6(pb) { aw
or  or or | 6r ('9(/)/5) or pb or’
Cette équation devient apres simplification
=11’ = - =2
oW, _ 1 [olnlpb) v Gy (4.11)
' & pb| o o o
En dérivant I’expression (4.8b) par rapport a @, on obtient :
7 ! J |
1ow, 1801 dp]_1 dw| \ph) dpb)| 1 v
l r 3¢ roe{rpb 5(pJ r? opl| opb  Og L rph 09’
L J
équation qui devient apres simplification :
= N2
la_Wr _ I, ('ﬂn(pb) _l:i ://-] (4.12)
rog pbl r- g aw r- o

En dérivant I’équation (4.9) par rapport 4 ¢ et en divisant par r, on obtient :

16h 10 wri-w2l 19 | 5(1/‘\2 1 ow d
rogp rde 2 J rogp 2 or J

ra(p)J

Apres avoir effectué les dérivations, on obtient finalement, apres quelques rearrangements
et en tenant compte des équations (4.8):

E) P 2.2 2 5
Lan 10, Wr oW ()L Slolet),
roe rop 2 J r Op

. (4.13)
ap W, @t W, 0°
—(pb) '{_, . L —4= 5’/1 -
r cr@gp r° O _j

De méme, en dérivant |’équation (4.9) par rapport a r, on peut la mettre sous la forme :

_5.{’_: o |—/+ wirl —W:ﬂ+(wz +W2)51n(pb)+
or & l_ 2 J ! g )

r

_ _ (4.14)

2 2 WZ

Loy [ W Ty Ty W
r orée or- J r

La dérivée du terme In(pb) par rapport & @, qui apparait dans les équations (4.13) et 4.14)
peut s’exprimer par :

75



suivant une surface S, dans

Chapitred :Equation principale pour la résolution du probléme de I'écoulement
une machine radiale
18ln(pp) _13lnp 10Inb
r g r ¢ r oo
En combinant cette équation avec 1’équation (2.8), on a
13in(pb) _ 1{ 1 ?ﬁ_i(i) 131nb
r Op riatdp Sp\R)| r d¢
Posons : é = 5" et I’équation ci dessus devient :
13In{ph) _ 1 3n 13" 10lnb
ro o9 ra’dp rop r O
En multipliant cette équation par @’ et en réarrangeant, on obtient
a’ dln{ph) 4’| 3Inb a5’ N oh
r oo dp Op| rop
En portant la relation (4.13) dans ’équation ci dessus, on aura
a* dtn(ph) «*[Blb a5’ F] 2p2 W2 K]
pt) a3l 1,131, 00 WY e ) 200D,
r Ogp r{ 0p Odp| rop 2 r  Og

W, 3w W, 3y |

~le) {‘ r 3o 1 997 |

Apreés réarrangement, on obtient finalement :

l — (w2 + ]lc‘;’ln (pb)_13 |, @’ r-W: +a_{8lnb_§§m .
r  Ogp rop 2 ri dp Op
‘l[ u 52‘// Wr 52'/’
- - = 4.15
(pb) L O@or N r a(pz} ( )

3 ‘ Rl 2.2 2
@ln(pb)_i]+wr —W:-La dlnb ds” N
o o

w a2 =2 2
L9V 9 '/’}»W' (4.16)
r

~lehy {—r_g or " or
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une machine radiale

99 _ %4 (4.26b)
dep Op
Les équations (4.7) deviennent, en tenant compte des relations (4.26) :

oy

_ - b

or P

é_Wza_W_r”u o =rphW,

op » n, 0=

i et
=0

sOlt encore :

oy _ _ bW, (4.27a)

or

OV b, (4.27b)

7

_ W : . 4
En portant ’expression (W: = )’ ), donnée par 1’équation (4.25) dans ’équation (4.1b) et

(%

en tenant compte des relations (4.26), on obtient apres quelques réarrangements :

1\10 aW W, V(10 7T os)
( ﬁ oJ——[—_———— J 0 (4.28)

\ r
De méme, en portant [’expression (W: =

4

Q’Jdans I’équation (4.9) et en rcmplagant

W _par son expression a partir des relations (4.26) on obtient .

@t 1 -2 é{{/ﬁ 1Y 1oy
h=1+ : 2(,ob) Hérj L )(ranJ 4.29)

En dérivant cette expression par rapport a r ¢t en procédant comme pour le cas géneral, sur
I’équation (4.14a) ,on obtient :

[uz —Wz]—-»ah’l_(pb)=é_[+a2 ___6111(17)_8_; +@’r+
or or or or

32 72 7 2
—(pp)" W,‘ZV,’ [1+_L)Wr9§" +(1+sz” W, da (4.30)
or” AP ) r orde A)r /1 dr

En procédant de méme avec la variable ¢, on obtient :




Chapitred : Equation principale pour la résolution du probléme de I’écoulement suivant une surface S, dans
une machine radiale

r Op rop r - r orée

op op
+(1 12)ch} (4.31)
A°) r Op

A présent, multiplions les équations (4.11) et (4.12) par (u> =?) et remplagons les

[u: _W211M= l_a_/_Jrﬁ{M ﬁ}_(p/,)"*{_ﬂ_?zw +

termes [a W 2]1 (‘)h; ph) [a2 Wz]ﬂ%(—eb—) par leurs expressions (4.30) ct (4.31). On
@ r
obtient :
7 2 o
® Wz}lan _loylran L4 aln(b)daiw+
r Ce pbcqp‘réfp r| Og op |

32 2 2
+(pb)_{—w—"—--—§ L4 +(1+-1~)W’ 0 Vf:|}+(u: —Wz) ! 7 0 Vf

r oroep ) r dp’ pbr® dp

et

5 EVV [‘“ _.'.
[uZ—W‘] _”=—1——§-§-1—+c aln(b) os +o'r+

or  pblor or o
/ W /[ 2 WZ Z_W.’. a2

+(pb)” !( W, A’ v . 2) Ay LHML- W, g u’/lL('il// (a )(zl//

L or \ A*) r orde A r A dr| or pb or-

Portons ces expressions dans la relation (4.28) et réarrangeons. On obtient ainsi la forme
tinale de 1"¢quation principale pour un €coulement le long d’une surface de révolution :

+M6— ia_'/’_o (4.32)
r r 0@
ou
yo_omnb 3 T A a Wt oWk oW oott WA
or or a:!_ ar , 1 er
et

Ne[1o LY 1ome 1o o] a —‘W 20, 1 (o o)
\ A J|r Op rop ur a(p a- W, W'r aq) o

Soit encore la forme elliptique de |'équation principale pour une surface de révolution :



Chapitres : Définition du domaine interau be et construction du maillage

|l

ay(R = a3) = 1g(5= ) (i)
(3, =Dy +(x,—a,) =R’ (iii)
(dy =R~ (%= ) 2 =185 = ) (iv)

Une cinquiéme équation est fournie par le triangle rectangle dont la corde / est I"hypotheénus :
x4y =l (v)

Nous obtenons ainsi un systéme non linéaire de 5 équations a 5 Inconnues ; afin d’en faciliter
la résolution, nous entreprenons de le réduire seulement a deux équations.

En combinant les équations (1) et (i1)on a:

a, = rg(%i- B)b, (5.3)

puis, en remplagant dans (i), on trouve :

_1
R -—-H[g(i}—ﬁ] )Jh +1} “ b, (3.4)

Par ailleurs, on a a partir de I’équation (v)

|
v =P =x)? (5.5)
A présent, en portant les relations (5,3), (5,4) et (5,5) dans les €quations (1i1) et (1v), on aboutit
finalement aux deux équations & résoudre avec les inconnues x; €t by

|

2b{)(/2 _xf)l '*'2[8(%_}31 )b()xl —/2 =0 (5.6)

1

[’g(g" B)b, — x, J _[g(g_ﬂz){bj +2tg(‘§’—ﬁi )byx, fxllj|2 =0 (8.7)

La résolution de ce systeéme fait appel aux méthodes itératives. Nous portons notre choix sur
la méthode de NEWTON-RAPHSON [18] qui convient parfaitement dans ce cas.

5.2 Procédure de résolution.
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Posons :
1
Folhibo) = 20y(0° =53 + g o B by, ~1 =0 (538)
. 5 b4 2
o =15 = B, |-t E o) B+ 2 G B - [ =0 (59)

La résolution du systéme consiste a chercher des solutions par approximations successives a
partir des valeurs initialement posées jusqu’a I’ obtention de la précision souhaitée. Soient k et
k+1 deux it€rations successives, on a la relation :

X, =X, +AY,

, R A\'l
X, = et AX, =
bn ‘—\bf;

A partir d un vecteur-erreur initial - AX, = [ 10

J le vecteur AX, est obtenu en résolvant
N0

MxAX, =—1'(X,)

Iolx.0y)  Ify(x,5,)

O b '
Avec : M=} . . %, et /7 ={‘f?0(xl’bo)}
(X 00) (X, b,) J20(X,5)
Ox, ob,
S.2.1 Calcul des dérivées.
o, (X, b, =2x.b 7 ;
fw;xl Do T g Z o, (5.10)
Crewp
(X, b,) ;v V4
mab; 0 :2(/ —x )2 +21g(?—ﬂ,)x1 (5.11)
ro
O 2ol X, b, 2 2
Y 20(X55y) - - -1 (5.12)

ox,
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o mfaendoan

2
(b:m: T Bb ]

I o(x,0y)
ob,

5.2.2 Algorithme et organigramme de résolution.

¢ Initialisation des valeurs de x, et 5.

o (alcul du déterminant :

(X, hy) » afé0(>r|’b()) _ ajl.o(xl»bo) < afiu(xlabo)

D= (5.14)
ox, ob, ob, ox,
e (Calcul des valeurs des incréments :
. of ,(x,,b, . Ot {x,.b

Sa08X,, By ) % fmé}; ) = Sro(x,85) % ._/-oé_j_p )

Ax, = " ~ 0 (5.15)
/|-()(-'C: s A’L’n )X 6_/30((3-\] ’ b“ ) - fzo ( X, h“ )% af' ')--E;I—’b“ )

Ab, = ad = al (5.16)

e Incrementation des valeurs de x, et 4, :

X = x + Ax,

b, =b, +Ab,

e Testde convergence :

le]| <&
ef
'Ab‘)| <g
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Organigramme {1| :Méthode de Newton-Raphson.

Initialisation de
x, et h,

Calcul de :

Folx:80), fro(,,0,)

Ofo(x,5,) afzn(xl’ho)
a, | ox,

Ofo(x,0y) Ofs(x.b,)
obh, ~  ob,

v

Calcul de :
D,Ax,, Ab,

‘

Si:

Non (Anfer|Ab| < &

oul

Calcul de a,R, y,

v

Affichage des résultats
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¢ Résultat :

La résolution a été faite pour une longueur de corde /(.08 m. et les résuitats obtenus sont :

ap ~ 0.050135 m

bo - 0.032358 m

x; = 0.0125148 m
v - 0.0790151 m
R 0.059779] m

Avec ces paramétres, ’équation du squelette v - f{x) est parfaitement définie. Ensuite, en
appliquant une loi parabolique pour distribuer ’épaisseur du profil autour du squelette, on
obtient les équations y - fy(xj ety  fo(xj de I’extrados et de I’intrados respectivement.

I. Equation de I’extrados :

Sy =hy+ R —(x—u) —10x(x-X,) (5.17)

2. Equation de I’intrados

Fr(x)=by+ JR: —(x—u,)* +x(x—x,) (5.18)

0 F
S, »
: e — v
Fy(x).~ 1" Fa(x)
Ce R,
/i
Jt" L 4
SR B
R “ |
Xaon X Xoz Xz

Figure|S.2] : domaine d’¢tude

Le champ d’écouiement a considérer se trouve limité a I’espace compris entre deux aubes
adjacentes (voir fig.5.2 ci-dessus). Il est strictement délimite par deux arcs de cercles de
ravons R et R, (correspondant a ’entrée ct a la sortie de la roue), ce sont les segments BC
et DE sur la figure, et par ’extrados d une aube d’un cote (representée par la ligne BD sur
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la figure) et I’intrados de I’aube suivante d’un autre coté (représentée par la ligne CE sur la
figure)

5.3 Expressions analytiques des fonctions des lignes délimitant le domaine exploré.

— Frontiére inférieure :

Afin de mieux décrire la frontiere inférieure du domaine d’étude, on dévise notre domaine en
deux zones.

1. Zone 1, pour Xx<X; :

La frontiére inférieure est délimitée par une droite passant par I’origine et faisant un angle (B)
avec ’axe des abscisses. L équation de cette drotte est

y=x-1gp
Avec |

X, =R cosf et R, représentant le rayon de la roue a ’entrée de la zone aubee.

2. Zone2, pour X <x<X, .

Dans cette zone la frontiére inférieure du domaine physique est décrite par ’équation de
Pextrados exprimée dans le nouveau repére (fig.5.2) ; soit :

y=1F(x)=b, +[R2 ~[x = (R, cos(B)+a, )]2]’5 ~10(x~ R cos(8))[ x— (R, cos( )+ x)] +
1
+rg(§~ SR, cos( ﬂ)—[bo +(R - )5} (5.19)
I’équation de I’intrados s’ écrit :
y=F,(x)=h, +[R2 ~[x-(R cos(ﬂ)+u0)]2}i +(x = R, cos(B))[x~ (R cos(B)+x)]+

1
+tg(“],)£— PR, cos(B){b0 +( R -ag)z} (5.20)

avec :
X,=R,cos 3 et R, : rayon de la roue 4 la sortie de la zone aubge.

— Fronti€re supérieure :

La frontiére supérieure du domaine est obtenue en effectuant une transformation ponctuelle de
type rotation pour chaque point de la frontiére inférieure (fig.5.3).
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e
v p—
: .'*30
e ———
5 T, ~e
i . I
. — D
A
LT
-
0 ,
X X

Figure|S.3] : schéma décrivant la transformation du profil par
rotation

Les coordonnees cartésiennes (x,y) d’un point (D) quelconque, situé a un rayon (r) de ’axe de
la roue appartenant a [’aube inférieure s expriment par -

X =rcos{a) (5.21)
y=rsina) (5.22)

Les coordonneées polaires de ce point seront donc

N
r= (x“ +_v‘)2
Y

}
a = arc(g('——J
X

Soit v = f (x) une fonction queiconque.

La rotation du point (D) d’un angle (B¢), donne un point (D ) de coordonnées polaires (ry,ou))
telles que -

y =7
a()z(a""ﬁn)

kD)



Chapitres : Définition du domaine interaube et construction du maillage

et de coordonneées cartésiennes (x ,y ) donnees par:

x =r, cos(a,) (5.23)
v =r,sin(a,) (5.24)
En remplagant 1 et o par leurs expressions, on obtient apres réarrangement :
' folx
X =(x2 +(f,;(x))')2 cos urctg( 0 ]+,BO (5.25)
- e | LY, o]
v :(:c3 +{ fo(x0)) )2 sin arctg(ﬁjwL 8 (5.26)
X

Ou (S représenta la distance angulaire séparant deux aubes consécutives, défini par

2

/60=_

z étant le nombre d’aubes .

LLes coordonnées de chaque point de la frontiére supérieure seront donc calculés comme suit :

3. Zone !, pourx <X,

ra—

x =(x2 +(1g(B)x) ) cosi:arcrg(tg(ﬁ))+/30:l

!

J sin[arcig (t2(5))+ 5.

>

v = (x2 +([g(ﬂ)x)h

4. Zone 2. pour X, < x< X,

= ) cos|arerg | 2 ]%}

v =(x2 +(ﬂ(,r))2)2 sin arctg([‘( J+[}0:|



Chapitre$ : Défimtion du domaine interaube et construction du maillage

dy, =y — pli)dy

e Zone3 pour X, <x<X, (i, <1<, +n):
dri(i) = g po)-dv) = (X oy + (1= 1) - dx3)

dv, ()= p(i)-dv =T ( X, +(i—1,)-dx,)

dry(i) = 2o, (d(Ndy — (X + (1 — 1, )dx,)

dv (1 =d()dy = f, (X, + (1= 1,)dxy)

Ou : g représente la valeur de la fonction inverse de F (ou f) avant le méme indice, calculée
par la méthode de dichotomie [19].

Organigramme [2] : méthode de dichotomie.

Déclaration de a et b

a<b
a+t
X=
2
Non
a-bl<g L b= -
bui
a=x
v
affichage des | g—2ui
résultats
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Chapitre 6 : Discrétisation des équations et présentation de la méthode de calcul

Dans ce chapitre. nous allons exposer bri¢vement la technique de discrétisation num¢rique des
équations et nous présenterons |’organigramme général de calcul qui servira de base a
'écriture du programme en langage C++. Les résultats des calculs seront quant a eux
présentés sous forme graphique a la suite de ce chapitre.

6.1 Forme algébrique de I’équation principale.
Considérons une fonction de courant i/ (r,go) définie sur une surface de courant de type (Sy).

e développement en séries de Taylor [20] autour d’un point de coordonnées (r.p) de la
fonction l//(r,(/))s‘écrit :

3 o
plr + 8r.p + Ap)= plr.p)+ 22 (ar)+ X (Ag) +

v OW (n v
it A 6.1
P %0 pe (ap) (6.1)

W(r,o+AQ)

A(p 1
Arz Ar t
W(r.p )

W(r-Ar2,@ ) W(rtArLg )

A(p'r

-

Y(r,0-Ap2)

Figure |6.1] :schéma tllustrant les valeurs de la fonction de courant aux
diftérents nceuds du maillage général non uniforme

En remplacant les termes r, @, r + 4r, @ + A@p  par i, i+l, j, j+1 ., on peut écrire a partir de
I"équation (6.1) les deux relations suivantes :

2

A - = = ‘ i

l//(r + Ar (/)) lfulfl,/ WL,‘ + 1 a" 2 6]’2 (6°2d)
oy 1 5 631//

V/(r _Ar'(p): l//A-I.,‘ = l//(./ - Ar[ ~ _(Ar2) > (6’2b)
or 2 or-

En devisant les équations précédentes par Ar, (Ar1 +Ar,) et Ar,(Ar, + Ar,), respectivement.
on obtient :

Vi, Y., 1 w1 Ar, Oy
= + ——+— : (6.3a)
Ar(Ar +Ar))  ArlAr, +Ar) (A +AR) Or  2(Ar +Ar) or°
Wi, _ V., B 1 Eil+]_ Ar, Oy 6.3b
Ar,(Ar, + Ar)  Ar(Ar +Ar) (Ar +Ar) or 2 (Ar +AR) OF° (6.35)
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Chapitre 6 : Discrétisation des équations et présentation de la méthode de calcul

Additionnons membre 3 membre ces deux équations pour €crife :

L, 1}&6*:;1
2

V’,H‘,- i -1y V/f.f
+ = o
Arlar, +Ar)  ar(ar +Ar)  (Ar +An){ A A,

or*

La forme algébrique de la dérivée seconde de la fonction de courant par rapport 4 la variable

r sera donnée alors par :

&y 2v..,, . RIS 2 { 1 1 }{/ (6.4)
IV *

——= - —+
o Arar +ar)  ar(ar +ar) (An +AR)| A Ar,

D autre part. pour une variation de la tonction de courant selon la direction circonférentielle.

on peut écrire :

oy , Oy -
plr.o+Ap)= W,n =¥, , +Ap S _(Aq)l ) p Ug (6.5a)
dp 2 1817,
oy 1 s Oy
w(rp=-ap)=y,  =v, -bp, L+ (8p,) =L (6.5b)
op 2 1817

En devisant les équations (6.5a) et (6.5b) par r Ap,(Ag, +Ap,)et r’Ap,(Ap, +Ap,)

respectivement, on obtient :

W, V., ! oy 1 A, Oy
? = 3 Y + b - + ~ b M
r A (Bp, +Apy) 1 Ae(Ap, +Ap,) 1 (Ap, +Ap,) dp 21 (A, +Ap, )’

W, V., ! 17_g£+ Ag, 3w

}
riAg. (Mg, + Ap.)  rlAg.(Agp, +Ap.) r’(Ap, +Ap,)dp 2 r’(Ag, + Ap,) 0¢°

Additionnons membre & membre les deux équations ci-dessus, on trouve :

W, . W, v, l | 1 o'y
= + +—
Ap, Ap, | 2r7 Op-

3 = +— ;
rl'A‘/’:(A% +Ap ) r- A, (A(pl +A992) r’ (A(/’r *A‘Pz)

D’ou la forme algébrique de la dérivée seconde de la fonction de courant par rapport a la

variable ¢ -

I &y p, 2y, 2 | I
_ / i+l F { + W,_I(6'6)

) T = s T + - By )
roops r ApAg +A0,) riAp (Mg, +Ap,) 1 (Mg +Ap,)| Ag,  Ap,



Chapitre 6 : Discrétisation des équations et présentation de la méthode de calcul

X 1 >
En reprenant a nouveau les équations (6.2a) et (6.2b) et en les devisant par ;(Ar])

1 . .
et~ (Ar, ) respectivement, on obtient :

2://.”_’, ) 2!//,,,1 L2 dw (6.7a)

(ary  (arn) A dr Or

W, W 20w v (6.7b)
or”

(ar) () &

Retranchons. a présent. membre 4 membre les équations (6.7a) et (6.7b), on obtient :

2’//,—1,; 2'//:4 2‘”!4 +q%[l +_]__i!

ZVIH-L/ o
B Ar,  Ar,

(Ar, )2 (A": )2 (Ar, ): (A’: )z or

D ou. la forme algébrique de la dérivée premiere de la fonction de courant par rapporta r

0 1 tel.y /I /
oy WI_)_I/ I‘,_'//,, l)_ 1 : (6.8)
or b Pan) (an) TTHAn) (an)
A A,
N . . . 1 ) .
De méme. en devisant les équations (6.5a) et (6.5b) par ;(Ago})“ et %-(A(p_\ ).
respectivement. on obtient :
W0 2w 2 :
Pt _ Vo oy 0w (6.9a)
(Aﬁow) (A§p|) Ap, g do- ’
(6.9b)

W v, 2 oy dy

(Ag.) (a9.) Aap, dp 09’

Retranchons membre 4 membre les ¢quations (6.92) et (6.9b) pour aboutir a :

21//&!*1 21//1_/4 N ]: l I } ~ al//[ ] 1 :l
T~ T = -;"//.g, T 3 + 2 — +
(A¢’| ) (Aff’z ) (ap,)  (a9,) op | Ap,  Ag,

D ou. la torme algébrique de la dérivée premiére de la fonction de courant par rapport a @ :

th
—_—
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dy !
3 7

'/I: RN V’r e I

(Agf)l)) (A‘/’ )

R
Apy Ag,

/IJ

o
(A ) (Q’)}“H

- , . I :
Multiplions les équations (6.7a) €1 (6.7h) par — |, ¢lles deviennent alors:
,

1 2 HI o 2 l/l/.u/ P2 {5'// | (‘) l//
—— — o + o m—————— e o J—
7 ( ) ([.\r', ) r, Ar, Or r, 0;
X
V20, 2y, 2 ady , IOy

: 2 h I
, (A”g) (A; ) r /\1, oo or
Retranchons membre @ membre ces ¢quations pour éerire ¢

1 2y
Ry () aan) )

”{tl|} _ l “'// i f//l/ Qt/lf‘f } & 0(// 1 + _]
AI Ar,

On obticnt apres réarcangement :

1 ﬂ 1//

r

i

R } T, v, v,

F RN BN ) Y T

Soit finalement ;

oy L [ {' mJ }
rooOr r[ 1 N 1 JL(AJ Y (/\1 ) _(/\r,)’ (A/z)

! Ar, A,

Fn portant les relations (6.11),(6.6) ct-(6.4) dans 1’équation (4.39), on obtient :

. -
“If,/n}_/ 2[// I ]

[, 4 e - [ _1\4 [ f// _i_

A A |

rl/ 2

rlr ! e | } (/.\r.) (/\i ) '(/\,.1)7 (/\rz)z ¥,
'_A.

2y, m 2yr n

(6.10)

(6.11)

) 2 1 ]
- JYS——— LA L S, Tl R PRSI [y hH = ()
’, A(p,(A(/J‘ +/\(/) ) 1 A, (A(/)‘, -+ /.\(/)2) r,’(/\r/)] +~Agnz){qu, Ag, Jl/ T AP
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ST RN I R IPR
ri_(Agol +A9'72) A(pl A(p2 +l'l/|+]\,) AFI(AI‘I + Ar )+;_(Ar )2 1 I
2 : 1 T
l:Arl Ar,
. 2 12 I N 2y, .1
14 - 3
ol an(an v an) n ey 1, 1| Fae(ae +a0:)
Ar,  Ar
2171/1,;—1

- —2pwb =10 (6.12)
r’Ag,(Ap, +Ap,)

6.2 Meéthode de relaxation.

On effectue une premiére approximation de la fonction y en chaque nceud du domaine. Les
valeurs prises au départ peuvent étre quelconques, toutefois la convergera du processus sera
d’autant plus rapide que les vateurs choisies sont proches de la solution.

L ordre de parcours du domaine est arbitrairement choisi, mais il doit rester le méme a chaque

nouvelle itération. En chaque nceud (7,j), on calcule un résidus (res), donné a I'itération (k) par
la relation [20] :

. 2 1 1 ] 1Y (1Y
res =y, Ar———| —* + — | - t+
| (Anw:){m« Arj {1 I}KNJ [NH
rlo—

__.+._.....
Ar,  Ar,
2 1 1
NS IS S
r (A(p] +A(02) A(tol A(/)Z +W!+L/ Ar (Ar + Ar )+7(Ar )2 1 I +
| 1 2 i I L
|:Ar1+Ar:}
‘ 2 1 2 ! 2y,
+i//1—11 - 2 + 2
’ A"z(Arl'*'Nz) ’}(Arg) 1_+_I K'A¢1(A¢1+A(/’:)
Ar,  Ar,
2yt
+— Ve ~2pwb =0 (6.13)
r’ A, (A, +Ap,)



Chapitre 6 : Discrétisation des équations et présentation de la méthode de calcul

La nouvelle valeur de la fonction y en ce point & Vitération (k+1) sera calculée en fonction
de sa valeur a I'itération (k) de maniére a annuler la valeur du résidu au méme point. soit :

wit =yl o+ res (6.14)

wislers ol bl ]

J

t

6.3 Cas particulier ou I’on a un maillage uniforme.

Dans le cas ou le maillage est uniforme (A, = Ar, ¢t Ap, = A, ), les équations précédentes
se simplifient ¢t s’écrivent sous leur forme la plus simple. Ainsi, 1’équation (6.12) devient :

Ay e e w e [y
H Y i T ETY M (P e

(//l‘/+] + I/Il_l"l

- - - —2pwb =0 (6.15)
riae)  ri(ae)
et I'équation (6.14) prend la forme :
pl =yt s res (6.16)
A ey
(ar)” rlag)y

, 2 2 1 1 1 1
avec : res =y — + - +
/ ‘{(Ar)' ",(Aw)z} %”[(NV rA’} e {(A ) fAf}

Wnﬂl + (//.' Yt
ri(ap)  ri(ae)

—2pwb  (6.17)

6.4 Calcul des vitesses.

Les vitesses radiale et circonférentieile sont données par les relations respectives :

En portant les relations (6.8) et (6.10) dans les équations ci-dessus, on obtient :
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Chapitre 6 : Discrétisation des équations et présentation de la méthode de calcul

! I V. Vi 1 l H 6.18
W = — 2 - - (6.18)
" prb { 1 N 1 J [(A(}’] )u (A(pz )- {(Afpl ) (A(pz )2

Ap, Agp,

1 1
_—_ + e
Ar,  Ar,

1 1 Vi, _ ¥ ! :
= — R - > (6'19)
v m{ }Lw (. "’"’[(Ar,f (&) ﬂ

6.5 Calcul des températures.

Le fluide étant assimilé a un gaz partait. en appliquant la loi de joule #=¢,T et en remplagant
dans I"¢quation (4.36) on obtient la température en chaque point (i,j).

I+ ‘Wv-_r; — [Ol/j j- + _1_ a_l'l/
2 or r dp
T = (6.20)

¢ "

6.6 Calcul du nombre de mach.

|
y Wiy 6.21)

3 |

ORT):

6.7 Procédure de résolution.

La résolution du probléme commence par une initialisation des valeurs de la fonction de -
courant en chaque point du domaine déja défini. de maniére a respecter les conditions aux
limites. Ensuite on calcule a nouveau les valeurs de la fonction de courant en utilisant les
équations (6.13) et (6.14), ou (6.16) et (6.17).

Le calcul se poursuit suivant un processus itératif jusqu'a satisfaction de la condition de
convergence pos€ée comme suit ;1//"" —u/"' <¢. Une fois cette condition satisfaite. on

calcule les valeurs de : %—V/ %i/i W.. W,, T et M, en utilisant les relations (6.8), (6.10),
r O

(6.18), (6.19), (6.20) et (6.21).

()
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Chapitre 6 : Discrétisation des équations et présentation de la méthode de calcul

6.8 Organigramme de résolution.

Intialisation des valeurs de :
Z, ny, 3, i Ry Ro Bi B2 wi w2, @

Calcul de :
T[‘ [, P- dXL dXz‘ ng_

Organigramme

] ,

Détermination des €quation
du profil eq (5.17) ,(5.18)

Tracé du domaine
Eq (5.19), (5.20), (5.25),
(5.26)

A

Maillage du domaine

A 2

Calcul des valeur de ;

P(i). d(i)

Organigramme [2]

v
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Calcul des distance :
dry (1), dra(1), dyi(i). dy2(1)

'

Inttialisation des valeurs de :
v

-

vt

Calcul des nouvelles de v :
Eq : (6.13), (6.14) ou (6.16),
6.17)

Non

Oui

Calcul des valeurs de :
W W W W T. M., -
op Or

Eq:(6.9), (6.8), (6.18), (6.19),
(620) et (621)

y

Affichage des résultats :
w. Wr-. Wus 'l‘w

Figure 16.2]1 : Orenieramme Général de Calcul 131.

o
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Chapitre7 : Résultaty ef commentaires

Sur la base des développements des chapitres de 2 a 6, nous avons construit un programme de
calcu! écrit en langage C-++ prenant en compte, notamment, n’importe quel type de profils et
des conditions aux limites qui peuvent étre changées. Comme illustration du type de résultats
qui pourraicnt étre produit par le programme, nous avons tracé les lignes de courant, les
distributions des vitesses, des température ¢t des nombres de Mach & travers ta zone aubée

d’une roue de compresseur radial. 1.es donndes utilisées a cet effet sont présentées ci-dessous.

7.1 Données du probleme.

Les données utilisées pour exécuter le programme de caleul sont les suivantes :

¢ Rayon intérieur de la roue : R=0.04 m.

e Rayon extéricur de la roue | s Ro=0.12 m.

e Nombre d’aubes : /=15,

e Angle d’attaque : [%I-T:33n.

e Angle de fuite L B=51

e Coefticient relatit a I’épaisseur de la nappe : b=1.

e Vitesse de rotation : N=15000 tr/min (w=1570.8 rd/s).
e Nombre de mach absolu a Pentrée My=0.4.

e Pression totale a 'entrée : Py=101325 pa.

o Température totale a I'entrée D Ty=350 K.

e Chaleur massique du fluide & pression constante 1 C,=1004.5 J/kg K.

e Valcur de la fonction de courant sur la [ronticre inférieure  : y=0.

e Valewur de la fonction de courant sur la (rontiére inféricure  : \2=6.

Cerlaines de ces données sont relatives a la géométrie de aube et du domaine d’étude tandis

que dautres concernent les caractéristiques du fluide a Pentrée de la roue.
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001 002 003 004 005 o006 007 o008 009 odo

Figure [7.1] : lignes de courant.
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-~ W

e e e W

NN\

BN SRR

S e R R R R
Rt N S -
TN R R I SRR
AN NN NN NN
NN
SN NN
NN

: vitesse d’écoulement.

Figure [7.2]
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0.09+ L

1 1 T 1 1 1 1

0.01 0.02 0.02 004 00§ 008 007 008

Figure [7.3] : température
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045

001 002 o003 o004 o005 o0ds 007 o008

Figure |7.4] : nombre de mach.
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7.2 Présentation des résultats.

Rappelons que les calculs etfectués concernent I’écoulement le long d’une surface de
courant de type S; a travers une turbomachine radiale avec un certain nombre de
considérations simplificatrices sur la géométrie de la surface ( plan radial ), sur les grandeurs
caractérisant I’écoulement du fluide (incompressibilité, absence de transfert de chaleur et de

frottement, écoulement isentropique.... ) et sur les conditions aux limites trés simplifiées.

La figure 7.1 présente un tracé des lignes de courant portées sur un plan radial entre
deux aubes consécutives d’une roue de compresseur centrifuge. On remarque que les lignes
de courant deviennent de moins en moins paralléles & mesure que [’on se rapproche de la
sortie du canal intéraube, c’est-a-dire 2 mesure que la vitesse diminue (figs.7.2 et 7.4) et que

la presston augmente dans I’écoulement.
g

La figure 7.2 présente, sur la méme surface de courant, les distributions de vitesse
relative pour un certain nombre de sections entre ’entrée et la sortie du canal intéraube. On
peut voir nettement sur cette figure la direction que prend I’écoulement et son intensité qui va

en diminuant & mesure que P’on se rapproche de la sortie.

La figure 7.3 présente la distribution des températures. On voit bien que la
température du fluide croit de I’entrée vers la sortie de la zone aubée, ce qui correspond

parfaitement a ce qu’on observe dans les compresscurs.

La figure 7.4 quant a elle est une présentation des valeurs que prend le nombre de
Mach a travers la zone aubée ; elle montre une décroissance du nombre de Mach en allant de
I’entrée vers la sortie, mais les valeurs enregistrées (de 0.4 a 0.9) montrent que le fait de
supposer I’incompressibilité du fluide constitue une approximation qui facilite les calculs,
certes, mais qui nous éloigne de la réalité des phénomeénes en présence de manieére importante.
Cependant, nous ne pouvions, dans le cadre de notre modeste travail, nous intéresser au

probléme sous cet aspect la.
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conclusion

CONCLUSION

Une description générale et une rétrospective détaillée sur les modeles
d’écoulements en turbomachines ont été présentées pour aider a cerner les probl¢mes
liés a la conception des turbomachines et & comprendre le long cheminement qui meéne
des premicres évaluations sommaires de ces écoulements jusqu’aux calculs tres précis

qu’oflrent les modeles tridimensionnels applicables au stade (inal de la conception.

Un modele mathématique  quasi-tridimensionnel  appliqué 4 analyse  de
I’écoulement a travers une surface S| d’une turbomachine radiale a €1¢ décerit a partir
des ¢quations fondamentales du mouvement et de P’énergie. Le probleme ainsi posé
avee des stmplifications importantes, a ¢t¢ résolu par la méthode de relaxation dans le
cas d’une surface de type Sy contenue dans un plan radial d’un compresscur
centrifuge. Ce travail, il est utile de le rappeler a ce niveau, fait suite a celui de Liamini
(voir introduction) qui s’est intéressé & I"¢eoulement sur les surfaces Sy mais a travers
unc machine axiale. Ce travail pourrait étre complété, dans un premier temps. par la
prise cn compie de la compressibilité ct des effets de la couche limite sur les

caractéristiques de I'écoulement sur les surfaces de courant Sy.
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