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Résumé ;

Dans le cadre d’un projet de conception d’un bras de robot industriel a six degrés de
liberté (rotoide ou pivot), nous déterminons dans ce mémoire les différents modéles
mathématiques de la structure mécanique articulée aprés Vintroduction de quelques
modifications du point de vue construct‘idn. Ces modéles sont : les modéles géométriques
direct et inverse, les modéles cinématiques direct et inverse, et en fin le modéle dynamique,
Nous étudions également les singularités du robot aprés déduction de la matrice Jacobienne.

Mots clés: robot industriel, modeles, géométrique, cinématique, direct, inverse,

dynamique.

Abstract:

In this work, we determine the mathematical models of an industrial six degrees of
freedom robot arm after making some modifications of the mechamcal structure. These
models are the direct and inverse kinematics, the velocity model and the dynamics. We also,
study the singularities after deduction of the Jacobian matrix.

Key words: industrial robot arm, models, kinematics, velocity, direct, inverse,

dynamics.
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Position du pmbléme :

La maitrise de la conception et du fonctionnement de mécanismes complexes
motorisés, ou «machines » a toujours été un facteur important du progrés technologique dans
divers domaines : transports, production industrielle, travaux publiques, exploration et travail

en milieux hostiles, etc.

Ces machines sont destinées & augmenter les possibilités de 'homme dans la rapidité
de ses déplacements et de ses e;ctions, et pour "amplification de sa force et de son champ
d’action, notamment dans I'accomplissement de tiches pénibles, dangereuses et/ou
répétitives. Les fonctions généralement concernées sont :

e Le déplacement & plus ou moins longue distance sur terre, sur mer, dans I'air et sous
I'eau ;
¢ [a manipulation au sens large du terme :

1. Déplacer un outil pour saisir des objets ou de la matiére, les transporter et les

déposer.

2. Exercer des efforts sur I'environnement.

¢ La combinaison des deux fonctions précédentes.

Un robot manipulateur peut donc étre considéré d’une manicre générale vu par son
environnement, comme un générat=ur de mouvements et d’efforts dans les diverses directions

de I’espace.

Sur le plan des applications les plus courantes on peut disti_nguer :

e Les robots industriels travaillant généralement a poste fixe, de maniére totalement
autonome, et dont les taches sont programmées sur le site par apprentissage, ou bien hors
ligne en utilisant un langage spécialisé ou des moyens de conception assistée par
ordinateur ;.

e Les robots pour Uintervention et I'exploration en milieu hostile et mal connu (ﬁucléaire,
planétaire, sous-marin) qui sont le plus souvent téléopérés mais peuvent étre dotés d’une
certaine autonomie locale compte tenu des difficuités relatives aux délais. des transissions

et 4 leur faible bande passante.
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Dans tous ces cas ou les roboTs TAENIpulateurs ne sont pas directement téléopérés et

doivent posséder une certaine autonomie d’action, leurs systémes de commande automatique
doivent connaitre et compenser les imprécisions éventuelles puisque I"opérateur humain n’est
pas- directement dans la boucle d’asservissement, pour s’adapter aux caractéristiques des
machines et de leur environnement. Pour cela, il est nécessaire de passer par une modélisation

mathématique précise de la géométrie et de la dynamique des bras manipulateurs.

Ce travail a pour but la détermination des modéles mathématique d’un bras
manipulateur 6R contenant une boucle plane. Il s’agit d’une structure existant dans le L.C.P a
"ENP, destinée a étre commandée par un automate programmable dont 1’étude fait 'objet
d’autres travaux. Il est donc tout A fait normal que les recherches bibliographiques soient
orientées vers les ouvrages qui traitent de la modélisation des robots. Les buts de ces
recherches bibliographiques étaient : |

o S’initier a la robotique ie. ;: comprendre ce qu'un robot[1,8,26], comment il
fonctionne[10,14], quels sont les types de robots et comment peut-on les
classer(8]...etc.

e Comment modéliser un robot, quels sont les modéles qu’on peut définir pour
un robot, quelles sont les hypothéses introduites généralement pour simplifier
Ia tAche sans réduire la validité des résultats{11,17]. )

e Identifier le type de la structure du robot projeté afin de pouvoir proﬁteﬂr' des
travaux déja existants.

e Appliquer les méthodologies de modélisation qu’on a tirées de la bibliographie

pour la détermination des modéles de notre structure.

En s’impliquant dans le travail, nous avons constaté que la structure présente quelques
problémes et que certaines hypothéses simpliﬁéatrices ou de base (c.a.d nécessaire pour la
validité des résultats) ne sont pas satisfaites. D’ou la nécessité d’une analyse du mécanisme
avant d’entamer la modélisation. Ainsi le travail est organisé dans quatre chapitre§ comme

suit :
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Un premier chapitre portant sur I’analyse de la structure et qui fait appel & des
connaissances en mécanique de construction. Nous détaillons les problémes qu’elle présente
tel que la qualité réduite de la découpe, la lourdeur, I’instabilité statique...ect. Et nous

proposons des solutions qui rendent la structure symétrique, rigide, a poignet sphérique...ect.

Dans le deuxiéme chapitre, sont développés le modéle géométrique direct MGD et
son inverse le MGI apres un bref rappel des outils mathématiques utilisés. Bien qu’il s’agisse
d™un porteur différentiel (ce qui est di & la boucle qu’il contient), les résultats dans leur forme

générale ne différent pas trop de ceux d’un porteur série{14].

Dans le troisiéme chapitre, nous déterminons le modéle cinématique direct. La matrice
jacobienne est déduite puis utilisée dans I’étude des singularités. Le modéle cinématique
inverse est obtenu par inversion du modéle direct.

En fin dans le quatriéme et dernier chapitre, nous déduisons les équations dynamiques
du robot en utilisant le formalisme de Lagrange. Le modéle est présenté sous sa forme brute,
¢’est & dire non optimisée. Contrairement aux deux modéles précédents, la vérification du
modéle dynamique ne peut se faire analytiquement, mais plutét par une comparaison

impiiquant des méthodes numériques.

IH
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Chapitre 1 i Analvse de la structure

1.1 Imtroduction :

Le but de ce travail est la modélisation d’un robot 6R & chaine cinématique fermee.
Bien que la conception de ce genre de structure doive étre étudiée par une équipe ‘de
spécialistes (mécanicien, électronicien, automaticien, informaticien, etc....), on peut travailler
en décentralisé, chacun sur un axe donné, puis combiner les résultats finaux pour construire le
robot. Cornme nous l'avons dit dans Jla position du probléme, avant d’entamer la
modélisation, une analyse de la structure est faite pour mettre en évidence les problémes que

nous avons constatés et proposer des solutions.

1.2 Structure mécanique articulée(SMA) :
Bien que la mesure des performances des robots soit un domaine normalisé|24], il
n’est pas nécessaire de consulter ces normes- comme nous allons le constater ! - pour déduire

sur la qualité réduite de la SMA disponible.

1.3 SMA initiale :
La figure 3.1 représente la SMA dont nous disposons, elle est faite de barres minces en
acier et contient une chailne cinématique fermée pour ramener le moteur de I'axe 3 vers la

base. Les liaisons étant toutes rotoides [1,10].

Fig.1.1 La SMA initiale.
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1.4 Problémes de. cette SMA:

1) Structure:
¢ Choix et qualité : _
Les barres métalliques constituants'la SMA sont découpées et soudées et les trous sont
percés d’une maniére un petit peu non précise ce qui diminue la qualité de Pensemble
lorsqu’il est monté. En plus I’absence de symétrie rend difficile la détermination des
différents modéles (cf. paramétres D-H das le Chapitre 2) et en particulier le modéle
dynamique car les tenseurs d’inertie ne sont pas diagonaux.
s Lourde:
A cause des poids des barres en acier en particulier la barre n°3 (cf. fig.1.1) ; en plus
des poids des moteurs qui pésent 0,6 Kg chacunf22] et qui sont portés par la structure
qui devient alors trés lourde pour étre entrainée par les dits moteurs bien qu’elle ne
soit pas encore chargée.
¢ Instable:
C’est un ensemble de pendules inverses se trouvant au point d’équilibre instable(2) de
la figure 1.2 et qui sous ’effet de la pesanteur cherchent 4 rejoindre (les frottements au

niveau des articulations sont vaincus par ce phénomeéne) le point d’équilibre stable (1).

2) Jonctions:
o Qualité :
Elles présentent des jeux, qu’on peut constater en vibrant la structure a la main.
e Dimensions :
D’autre part, les dimensions des axes et des clavettes ne conviennent pas trés biens aux

axes des moteurs, car a ce niveau ¢galement il y a du jeu.

3) Moteurs:
Nous disposons de 6 moteur-réducteurs DC identiques, dont les caracteﬁstiq}les sont
données dans[22}, or : n |
e ILe dimensionnement des actionneurs vient en dernier (aprés avoir calculer le
modéle dynamique) en fonction des spécifications du cahier des charges (vitesses,
accélérations...) [3,15] et les moteurs dont nous disposons peuvent ne pas étre

o menk =
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suffisants comme ils peuvent présenter un sur dimensionnement ce qui signifie une
perte d’argent.

e Comme les moteurs sont portés par la structure, leur volume (donc leur poids) doit
diminuer en allant de la base a I’effecteur, mais ce n’est pas le cas car ils sont

identiques.

4) Poignet:

4

e L’ortentation se fait selon la configuration Z-X-Z, [9] mais les axes ne sont pas

concourants c'est 4 dire qu'ils ne se coupent pas en un point commun[15,26] et les

moteurs sont portés par le poignet ce qui le rend trés lourd. Le 4% moteur

entraine le 5°™ et le 6™ en plus de la charge : le choix n’est donc pas optimal.

> Point déquitibre :

Instable (2)

Point d’équilibre
Q stable (1)

Fig. 1.2 Effet pendule inverse Fig. 1.3 Porteur série 2R plan

1.5 Solutions possibles :
1) lourdeur :
e Si on veut garder la méme SMA, on joue sur le matériau en suivant les indications

du tableau suivant contenant les caractéristiques de masse et rigidité de quelques

matériaux. .

Matéria E: Gpa p 103kg/m’ E/p :107m?/s2

: (module de Young) |(masse volumique) (rigidit¢ spécifique)
Carbure de Bore 4.3 2.4 19.9
Béryllium 2.9 1.9 153
Alumine 3-4 3.7-3.8 7.9-11
Carbure de Titane 4.0-4.5 5.7-6.0 7-9
Carbure de Tungsténe 55 .16 ) 34
Acier 2.1 7.8 2.7
Aluminivm 0.72 2.8 26
Magnésium (.43 _ 1.9 2.4
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e On peut ramener le moteur de I'axe 4 4 la base et adopter un systéme de
transmission par courroies par exemple]{18] ; mais cela change un petit peu la

structure comme ’indique la figure ci-apres :

8b 8¢ &d
= ¥ T ,
' X @
N AN e
O r*" N e =
f 1L A \‘ \

7]

_/
—_
1]

' Fig. 1.4 Ajout de transmissions i la structure.
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2) Stabilit

¢, rigidité et liaisons :

Une premiére fagon d’équilibrer la SMA est ['utilisation de contrepoids. La
compensation de I'effet des poids des barres est assurée {7,14] par I'ajout d’une
masse M et d’une chaine cinématique en parallélogramme (figl.5.b). Mais nous
rejetons cette solution car d’une part la SMA contient déja une boucle et d’autre
part nous voulons que la masse en mouvement soit la plus réduite que possible

pour avoir une dynamique relativement simple.

Mz

o

(@ (b)

Fig. 1.5 Equilibrage statique d’un porteur (a) sériel, (b) a boucle cinématique.

Nous trouvons également une fagon d’équilibrer par des ressorts[14], mais elle est
conseillée surtout pour les manipuiateurs ayant une liaison prismatique d’axe
vertical.
La solution que nous proposons est l'utilisation d’engrenages irréversibles.
c-3-d : le mouvement n’est permis que dans un seul sens (des moteurs vers les
barres métalliques). Un engrenage irréversible est un engrenage hélicoidal ayant un
angle d’hélice paﬂicuﬁer[lﬁ,ﬂ] (cf. annexe A} et il doit étre dimensionné de
maniére A compenser I'effet de la pesanteur & 'état staﬁque c'est & dire lorsque les
moteurs sont a 'arrét(formuled.5){7]. '
Pour augmenter la rigidité de 1a SMA on doit :

- Changer le matériau ;

- Redimensionner les barres en utilisant les lois de 'RDM ;

- Ajouter des éléments assurant en méme temps la symétrie de la structure.
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1.6 Choix d'une nouvelle SMA :

Nous gardons la méme forme du porteur & chaine plane fermée. Les modifications sont
faites surtout 4 la base et au niveau du poignet dans le but d'avoir une symétrie pour chaque
corps de la structure par rapport 4 un axe ou un plan car si tel est le cas les tenseurs d'inertie
sont diagonaux ce qui simplifie énormément le caicul de la dynamique.

a) Changements au niveau de la base :
les éléments éjoutés sont ;
+ Deux engrenages irréversibles disposés d'une maniére syméirique par rapport a
I'axe de la base. Ils assurent la stabilité de la structure i I'état statique.

¢ Des barres métalliques sont ajoutées de maniére symétrique également pour

rigidifier la base.

¢ Les poids des éléments ajoutés font que le centre de masse de la structure globale

soit plus proche de la base, on dit que la structure est lestée.

Ainsi , la nouvelle base du robot aura la forme suivante;

B -

Fig. 1.6 La base du robot aprées modi'ﬁcé_tion

b) Changements au niveau du poignet :
les caractéristiques du poignet idéal sont{15] :
o 3 degrés de liberté
e posséder un centre de poignet (Le. point d'intersection des 3 axes de rotation)
* posséder un grahd espace de travail . | '
¢ actionneurs agissant a distance
¢ compact, léger et rigide
e colt de fabrication faible
e robuste.
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La réalisation d'un tel poignet peut se faire a l'aide d'engrenages coniques comme il - ré dans
la figure suivante.

Y
‘El

Fig. 1.7 Poignet i axe concourant.

Pour notre cas, nous nous sommes inspirés du modeéle du poignet du robot Puma [19].

H

RCITELIR ;
1 PIICH |

- 1
MOTE LR R eny T A
- Faw e R e e — feouem

1 kwmmw< | }
‘ NS s——

PCTEUR _/l

ROAL
]
i

Fig. 1.8 Le poignet du robot (ressemble au poignet du PUMA)
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Les schémas suivants décrivent la structure dune maniére globale et mettent en

évidence sa symétrie et son poignet sphérique :

Gh
H
§
i
i
3
It
! g
AN
-
e
) i
.

Fig. 1.9 Trois vues différentes de la structure.

a: Yuae de face
b: Vue de droite

¢: Vue d’en haut



Chapitre 1 Analyse de la structure

1.7 Allure du volume de travail ;

Ce robot ressemble 4 ceux de la famille IRB de la firme ABB. La forme de son espace
de travail est donc similaire 2 celle du robot IRB 1400 par exemple soit :

Fig.1.10 Volume du travail du robot 3 boucle plane

Remarque :

Les schémas donnés ci- dessus sont suffisants pour la suite du travail (élaboration des
différents modéles), mais ne donnent pas d’indications sur I’aspect technologique. Cette tiche
dépasse le cadre de ce travail et fait appel 4 des connaissances approfondies en mécanique de
construction. Nous supposerons dans la suite que les moteurs et les réducteurs sont disposés
de maniére A garder le centre de gravité de chaque barre de la structure sur son axe de

symétrie( figure ci-apres)

Fig. 1.11 Perspective de la structure.



Chapitre 1 - Analyse de la structure

1.8 Conclusion :

Dans ce premier chapitre nous avons essayer d'apporter des améliorations a la
structure pour assurer une bonne rigidité et une symétrie partieile (au niveau de chaque barre)
et globale (la structure lorsqu'elle est montée) afin que la modélisation puisse étre simple et
fiable. L’utilisation d’engrenage irréversible semble étre la meilleure solution pour le
probléme de la stabilité statique. Néanmoins, il faut passer par la modélisation dynamique
pour pouvoir faire un bon dimensionnement de la structure. Le dimensionnement est un
probléeme de taille car il fait appel 4 des connaissances approfondies en mécanique de

construction.

En fin, notons que ce type de structure est trés utilisé dans I’industrie : fabrication

d’automobile, soudage, manutention. ..ect.[4,9,15]
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Chapitre 2 Modéles géométriques : direct ef inverse

2.1 Introduction :

La cinématique est la discipline qui traite le mouvement sans tenir compte des forces
qui le générent. Elle met en jeu la position, la vitesse, I'accélération et toutes les dérivées
d’ordre supérieur des variables décrivant la position d’un mobile. En conséquence, pour
étudier la cinématique, nous devons connaitre les propriétés géométriques et les équations
temporelles du mouvement[9].

Dans ce chapitre, nous déterminons la position et Porientation instantanées des barres
constituant le robot. On associe a chaque corps i du mécanisme un repére orthonormé direct
{Xi ,Yi, Zi} noté R, Les repéres particuliers sont celui de la base Ry et, celui R, (n=6) de
I'organe terminal. On note & i =1...6, les variables de positions angulaires des moteurs
actionnant les articulations actives. Ces variables définissent la configuration instantanée du

mécanisme. {7,11]

2.2 Modé¢le géométrique direct (MGD) :

1l exprifne la position et orientation du repére Rouy li€ a Poutil, relativement au
repére fixe en fonction des variables articulaires motorisées ¢ du mécanisme. L’¢lément
fondamental qui décrit la position et 1'orientation d’un repére R; d’origine O, dans un repére
R; peut se mettre sous la forme d’une matrice de dimension (4x4) appelée matrice de

transformation homogéne(d’autres approches existent){9,17] :

| Xi ¥i Z; 00 ”1
0o 0 o0 1

ol les composantes des vecteurs sont mesurées dans R; .
Dans cette matrice, la quatriéme colonne est la représentation d’un vecteur en
coordonnées homogénes {quatre composantes ) [17].

La matrice (3,3) suivante :
;‘R:[T; 57 ’Z] : 2.2

représente la rotation enire les deux repéres. Ses €léments sont les cosinus directeurs i.e. les
cosinus des angles respectifs entre les vecteurs unitaires des deux repéres: R, R. Pour
spécifier une rotation cette matrice présente un nombre surabondant de paramétres (9), qui
doivent étre reliées par les six contraintes exprimants que le repére est orthonormé. On peut
donc en pratique ne spécifier que trois paramétres, par exemple, les angles de lacets, tangage,

et roulis [4, 8 p] respectivement (fig.2.1).
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Chapitre 2 Modeéles géométrigues : direct et inverse

la matrice de rotation est [17] :

cosAcosp—sinAisinfsin p —sin Acosf cosdsinp +sin Asinfcosp
;R= sin Acos+cosAsin@sinp  cosdcosd sindsim p-—cosdsin&cosp 2.3

—cos@sin p sin @ cosfcos p

Notons qu'il y a 24 conventions pour la représentation de I’orientation d’un repere par

rapport a un autre. On trouve ces conventions détaillées dans{9].

Fig. 2.1 Angles de lacet, tangage et roulis.

2.2.1 Obtention du MGD :

Pour une structure ouverte (ou séric), dans le repére de la base, la position et
Porientation de I'élément terminal sobtiennent par le produit des matrices (4x4),
correspondant a la composition des changements de repéres successifs le long de la chaine

o T=1T 20" T i 2.4
11 est usuel de représenter les matrices de transfonnaﬁons qui font passer d'un corps au suivant
au moyen du formalisme de Denavit et Hartenberg modifié par Kha]ﬂ [17,23). La figure 2.2
montre les paramétres intervenant dans le transfére. Ces parametres :c;ont :
¢; angle entre Z;; et Z; (rotation autour de X, ;);
a.; distance entre Z,; et Z; le long de X.1;
6, angle entre X,.; et X; (rotation autour de Z;);
d; distance entre X..; et X; le long de Z,.

12
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Chapitre 2 Modéles géométriques : direct et inverse

La composition des transformations élémentaires conduisant du repeére R..; au repére

R; conduit a la matrice de passage (composantes exprimées dans R.;) :

cosd; ~sin &, 0 a,,
g _ cosq;sinf; cosg,cosfd, —sinq;, —d,;sing; 55
sing, sinf; sing;cosd, cosa, d; cosa;
0 0 0 1

Au cours de la modélisation, nous aurons besoin de la matrice inverse de ;7' c’est & dire /T qui

¢

sachant que Ia matrice}R est unitaire i.e. : det(j"R) =let J,-‘R'l = JfRT =/R

S*éerit
| JR TP ‘ IR i -IR'P,
T=l.. i ol = IT={. 1 - | 26
0 1 0 1

Ou'P ' est le vecteur position du repere j exprimé dans le repére 7.

4

&

Ziy 4

-
-
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-
N ———————
A

\
\
\
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\
\
A)

X
0:; j/

Fig.2.2 Les paramétres de Denavit- Hartenberg.
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Chapitre 2

Modéles géométrigues : direct et inverse

2.2.2 Robots manipulateurs avec bouicle cinématique plane :

C’est le cas de la structure que nous étudions, et il est possible de décrire Ia situation

de l'outil, par rapport & la base, par le produit des matrices de la chaine principale(§ 2.2.3)

comme pour une structure sérielle[9,17]. Mais certaines variables articulaires (paramétres 6,

de la formulation de Denavit et Hartenberg) ne sont pas directement actionnées par les

moteurs et il faut les exprimer en fonction desé actifs et porter le résultat dans les matrices de

passage de la chaine principale.

¢

2.2.3 Calcul du MGD de la structure:

Afin de faciliter la compréhension des étapes du calcul, nous définissons ci-aprés les

différents parametres du porteur :

£ passiTe

atrulation b paceee

—bexs wree, o

iond ct3

brrrst:mb, I

Fig.2.3 Définition des éléments du pbrteur

Les articulations 2 et 3 sont indépendantes.

e Les 3 éléments restant(ceux du poignet), seront notés 4, 5 et 6 respectivement.

P est le point d’intersection des axes du poignet.
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Chapitre 2 Modeéles géométriques : direct et inverse

£5 symbole dn centre de gravis
L2=La

Fig.2.4. Paramétrage du porteur.

Ainsi, nous pouvons définir les axes du manipulateur comme dans la figure suivante :

A v o
a b
Zb
l Z0,21 v
[+
g Sy X0.X1.X2.X3 e
Zc
z2.23 .
P
: —
A X4 XS5 X6
Z5,Y6 '
ZAZ5

Fig.2.5 Axes du robot suivant les conventions DH
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Chapitre 2 Modéles géométriques : direct et inverse

Les articulations 1, 2 et 3 font une rotation de 6,6 et & respectivement, et la structure

prend une nouvelle configuration :

Xallx2 e XbiXc

Fig.2.6 Configuration de la structure assurant la position.

Ce type de structure est dit “‘différentiel” car Pangle entre X. et X; est de: « =@ -6 Le
diagramme suivant décrit Ia propagation des mouvements de la base vers I’effecteur, il met en
~ évidence Peffet des deux chaines, principale (1,2,¢) et secondaire (1,3,a,b,c) sur la position du

point P .

Fig.2.7 Propagation des mouvements de la structure.
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Chapitre 2 Modéles géométrigques : direct et inverse

i. Paramétres de D-H et transformations homogénes :
_ Les tableaux suivants définissent les paramétres de D.H de chaque chaine, puis ceux
résultant de la combinaison des deux mouvements.

e Chaine principale : 0 —»1—»2—P»c—P4—>5—>6;

o | | di | 6 ar; | ais d; 8
Ifo [0 |0 e 1[0 10 0 |8
2 |72|0 |0 3| #7210 0 &
c |0 |L; |0 |« | cl0 Translation*: 7]

[LCa , LSet, 0]

parametres D-H pour chaque chaine
*: la transformation homogéne 2T ne peut pas étre obtenue directement par la
forme(2.5) générale de )T, nous ’obtenons en écrivant la matrice d’orientation et le

vecteur position séparément(2.6). C’est également le cas pour les transformations de la

chaine secondaire car les axes ne respectent pas les conventions D-H.

Qi1 ai d; 6
1 0 0 0 o
2 w2 0 0 &
C 0 Ly 0 a=6;- &
4 2 0 Ly &
5 - 2 0 0 | 6
6 2 0 0 &

Paramétres D-H pour ia chaine principale.

Par suite nous déterminons les transformations homogeénes en injectant ces parametres dans la
formule (2.5) mains en remplagant sin(&) et cos(8) par Si et, Ci rtespectivement de sorte

que :

i_—l,Tz SBiCaz_l CBI-CaI_l -—Sai_l —.Sai_ld;

0 0 0 1

17



Chapitre 2 Modéles géométrigues © direct et inverse

nous trouvons :

Ct -S1 0 0 C2 -S2 0 0
o. |8 Ct 0 ¢ 1 0O 0 -1 0
T = ; =
1 0 0 1 o0of 2 S2 C1 0 0
0 0 01 0 0 0 1

Ca -Sa 0 L, C4 -S4 0 0
2T= Sg¢ Ca 0 0 . Cr o 0 0 -1 -I4
¢ 0o o 1 o 4 S4 C4 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
C5 -85 0 0 C6 -S6 0 0
0 0 10 0 0 -10
4r _ . OT= 2.7
.5 -85 -¢c5 0 0 6 S6 C6 0 0
0 0 01 0 0 0 1

o Chaine secondaire : 1 —p3 —p a—» P c—» ...6;

Celles-ci ne sont pas déterminées par les conventions D-H (donc par 2.5) car les axes
ne correspondent pas, mais plutdt connaissant la matrice d’orientation des deux repéres et leur

position relative(2.6) ; nous trouvons :

[(c3 -83 0 0 Ca Sea 0 0
: 0 0 -1 0 , -Sa Ca 0 I,
T: M T: .
3 > a ¥
§S3 C3 0 0 0 0 1 ¢
0 0 0 1 0 0 0 1
| 2.8
[Ca -Sa 0 L, 1 0 0. 0
Se Ca 0 0 01 0 —L
ar=°% T L tra ’
0o 0 1 0 001 o0
0 0 0 1 000 1

18



Chapitre 2 Modeéles géométriques : direct et inverse

Remarque :
A cause de la chalne fermée en ¢ les transformations que nous avons €laborées doivent

vérifier une contrainte mathématique due a cette contrainte mécanique, a savoir :

lp_ Ll 2m_lgn 3 am b

CT_ZT.CT_:;!T.GT.ET.CT 2.9.3
{’est le cas !, et nous avons :

JC3 -S3 0 LyC2

7= 0 0 - 0 2.9.b

§3 C3 0 IL,S2|
0o 0 0 1

Ceci peut étre un moyen de vérification des calculs.

Calculs intermédiaires :

Dans la suite des calcules nous aurons besom de :
O _ O 1 2 e 4 5
6T —JT'2T'C]ij4T’ST'6Z-:

T ol

CIC3 -C1S3 S1  L,CIC2]
- ~C1 1C2
o7 S1C3 —S1S3 -Cl L,SIC 210
83 C3 0 L,S2
0 0 0 1
nous aurons aussi besoin de : ,
CIC3  SIC3 §3 -L,Ca|
r = ((‘g le -C183 -S1S3 C3  L,Se
St =Ct 0 0 2.11
0 0o 0 1|
C4C5C6-S456 —CACSS6-S4CH C4S85 .0
- S5C6 ~S586 —C5 —Ia 510
8 T1854C5C6+C486 —S4C586+C4C6 S4S5. 0 ‘
0 0 0 1
19



Chapitre 2 Modeéles géométriques : direct et inverse

enfin:

acs -Cs3 St LCC2
o |SIC3 —S1S3 —C1 LSIC2
7= x
3 0 LS2
o o0 0 1

2.13
CAC5C6-S456 ~CAC586-S4C6 C4S5 0] [r, 5, £ A

S5C6 —$556 —C5 —Li| |y my By my
SAC5C6+C4S6 —SACSS6+CAC6 S4S5 0 | |ry 1y 7 7

0 0 0 1]]0 0 0 1

avee :

riy = [C3-(C4-C5-C6~S54.56) ~53.55-C6)-Cl + SI.(S4-C5-C6 + C4-56)
Pry = [C3.(~C4.C5-S6—54-C6)+ S3-85-86]-CI +S1-(=S4-C5-S6 + C4 - C6)
732 (C3-C4-55+83.C5).Cl +SI1.584.85

7y = [C3-(C4-C5-C6—S4-56) = S3-55-C6]-SI + (~S4-C5-C6 - C4.56)-Cl

ryp = [C3-(~C4-C5.86—S4-C6) + S3-85.56]-S1 + (S4-C5-S6— C4-C6)-Cl
Fyy = (C3-C4-S5+53.C5).81-C1.54.S5

ry = S3-(C4.C5-C6~84.56) + C3.85-C6

rip = S3.(~C4-C5-S6~84-C6)— C3.55-56

ry=S3.C4-S5-C3.C5

re=Cl-{L;-83+1,-C2) = P,

ru=S-(L,83+L,-C2) = P,

Fr=L,82-1,-C3=P,

20



Chapitre 2 Modéles géométriques : direct et inverse

ii. Position :
Ayant trouvé la matrice 7, les composantes de la 4™ colonne donnent la position du
porteur (point P auquel sera attaché un effecteur), soit :
X=CI1(L,C2+L,S3)
Y=S1(L,C2+L,S3) 2.14
Z=L,52-L,C3

ifi. Orientation :

Il s”agit de trouver les expressions des angles d’Euler (Z,.X,Z),, 4, 2 partir de la matrice
d’orientation s4 du repére Rs par rapport au repere fixe Ry Pour ce faire, nous devons
comparer la forme numérique de &4 et sa forme littérale qui s’écrit d’une maniére
générale[9,13] :

 [CyCo-SuCBSp -CySp-SyCACp  SuSP
;"A= SyCo+CyCBSp -SySe+CyCpBCe —CySp 2.15
SBp - SpCy B

Cas1: |2A33l¢1

¥ =cos-1(gA33), avec 0 <y<z = =1y

on a en suite :
Sa,ar:‘gsig3 , cw=%:>w=z4mm 25;3,_‘%;23 2.16
de méme on trouve :
= ATAN? &léoﬁ% o 2.17

Sg 7 SB

Nous avons donc deux triplets de solutions :
1) p=Bi=+y = v=y. ¢=01
2) ==y =>y-w-yrtn o=@ =gtz
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Chapitre 2 Modéles géométrigues : direct et inverse

0 .
Cas?2 : ‘61‘133):1

La situation est dite singuliere[14] car, # =0 ou 7# ef (¢ ,y¥) ne sont pas déterminés

indépendamment mais leur somme ou leur différence. Amsi :

v Pour, g Ayz=1;B=0 etla 1¥* colonne de s°4 donne :

§ 41, =CyCo~SySp=C(y+p)

: _ }:>W+Q=ATAN2(2A2,,2A“) 2.18
6 421 =SyCop+CySe=Sy+p)

v Etpour, g 4,, =~1: f=rmetnous obtenons de la méme maniere :

w-@=ATAN2(J4,,,64,,) 2.19

Remarqgue : position de effecteur

Le poigpet du robot est utilisé pour porter une piéce ou un outil avec lequel on
exerce un effort sur 'environnement. Si on se trouve dans une station de travail, on ne doit
pas se contenter de la connaissance de la pose de l'outil relativement a la base. Une
description de la position et 1’orientation de 1’outil dans toute la station est nécessaire. Soit Rg

le repére de la station Rg = Ry, Ry =R4, Roy ceux de la base, poignet et outil respectivement.

On peut alors déduire la pose de Poutil en écrivant que[9} : i T=3T"3T T .

2.2.4 Conclusion :

Arrivant 3 cette étape, on peut écrire le MGD sous la forme d’une application non
linéaire de la forme : X = f(0) ' 2.20
ot X est le vecteur des variables opérationnelles et O celui des variébles articulaires.

Le formalisme D-H est le plus adéquat car d’une part les transformations homogénes
sont directement ol;tenues et peuvent facilement étre programmées dans le cas ou l'on
utiliserait un logiciel de calcul symbolique tel que: Maple, Mathematica, Mathcad
Professional...etc. Et, d’autre part, pour la structure qu’on étudie, l-es paramétres a,.; et d; sont
presque tous nuls et a;.; = 0 ou 772 ce qui rend le calcul plus aisé. ' A

En général, c’est X qui est connu et on veut connaitre quelles sont les variations
articulaires qui vont le générer ; ce qui nécessite 'inversion du MGD (2.20) lorsqué c’est
possible. On obtient alors ce que I'on appelle : MGI Modéle Géométrique Inverse. |
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Chapitre 2 , Modéles géométriques : direct et inverse

2.3 Modéle géométrique inverse(MGI) :

Dans la section précédente, nous avons résolu le pgobléme dans le sens directe, c’est 4
dire trouver les relations qui donnent la position et 'orientation de I'effecteur par rapport au
repere fixe en fonction de I’ensemble des variables articulaires. Dans cette section nous
traitons le probié¢me inverse qui est relativement plus difficile pour ce genre de robots[9,18].

Probléme : pour une pose(position et orientation) donnée de I'effecteur, quelles sont les
valeurs des variables articulaires correspondantes ? La réponse a cette question est assurce par
le MGL

2.3.1 Détermination de &, &ret &5

Pour déterminer ces trois parameétres, nous devons résoudre le systéme d’équations non
linéaires(2.14) connaissant la position du point P(XY, Z). Il n’y a pas de méthode
systématique pour la résolution de tels systémes, mais dans le cas particulier ou les axes du
poignet sont concourants, il y a toujours une solution [3,9,15 ].
On peut faire une premiérelsimpliﬁcation en élimmant & soit :
p =X+ Y472 =L+ 1)+ 2L, L5(S3C2-82C3) = L2 4+ L% +2L0,0; S(3-2)= L2+ L%+ 20,08
Avec la troisiéme équation il vient en posant R = (p S P LNV W B

($3C2-82C3=R

Ly8§2-L4C3=Z

et

3 ' 2.21

S 22 +C 22 =/ :
équationsde contraintes

2 ~2_ .
S3 +C3—J

\

Une facon de résoudre le systéme 2.21 c’;st de procéder par substitution, ce qui donne a la fin
une seule équation A une seule indétefnﬁnée mais fortement non ljnéaii‘e. Nous avons préférer
utiliser un logiciel de calcul symbolique pour réaliser cette tiche :

e Le Mathcad 2000 professional n’a pas pu répondre.

e Le Maple V' a donné plusieurs solution selon la formulation du probléme.
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Chapitre 2 ) Modéles géométriques : direct et inverse

La solution la plus intéressantc est donnée ci-aprés (nous retenonms uniquement
I'expression de S2 et C3 car C2 et §3 se déduisent des équations de contraintes et i n’est pas
utile d’utiliser les expressions compliquées de Maple V. Cette solution est détaillée dans

Pannexe B.

'\

/ A est un paramétre solution de I’équation : pz?,z 2Z(RLALYAL (R -1)+Z7=0 ;
S2 =4 et C3=(L,S2-Z)/Ly, puis C2=i\}1—S% S3=% 1—C3.2 donc :

0, = ATAN2(S2,C2) et 8; = ATAN2(S3,C3) 222

o /

Cette méthode donne deux solutions pour ¢ est deux solutions pour & et & se

détermine d’une maniére unique des équations de Xet Yde 2.14 :

X Y

Cl=— ; Sl=——————— =8 =ATAN2(SL,C]) 2.23
L4S3+LyC2 L4S3+L,C2

Remarque importante :

Dans le cas d’un porteur série, tel que le PUMA par exemple{17], le MGI donne pour
une méme position du point P, 4 configurations possibles, panm lesquelles sera choisie une
configuration optimale au sens d’un critére donné, une course minimale par exemple [7].
Dans le cas d’un porteur comportant une chaine -fermée comme le différentiel que nous
étudions, la situation differe un peu: mathématiquement, on trouve effectivement quatre
solutions, mais qui ne sont pas toutes réalisable physiquement (considérations mécaniques) a

cause- entre autres - des plages de variations restreintes des variables articulaires[6}].
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2.3.2 Exemple num'érique :

Supposons : L= L;~0,4 m et calculons ; 6 & & pour Y=0,X=Z=0,4 m.

Solution :

p=X+Y+7 =032 R=0 = 0,32(4 -A)=0 = 4 =0 ou A=l
. A=0:

=82=0 = C2=4 = &=0ourx
C3=A-1=-{=>83=0=~==x

Pour les deux couples(&;, &;) obtenus, on calcul & et on obtient:

(6:,6.65)=(0,0, » ou(xn mn)

. A=

=>852=1 = C2=0 = 0,= 2

C3=A ~1=0 = 83=41 = 03=42

On obtient également deux triplets de solutions soit :

(61.6:,65)=(0, w2, W2) ou(z, w2, - w/2)

Nous obtenons donc quatre solutions comme pour le porteur série du PUMA, mais qui ne sont
pas toutes réalisables, et il va falloir choisir laquelle nous utilisons dans la commande de la

structure. Toutes les solutions sont regroupées dans le tableau suivant :

A
0 i
& 0 7 T 0
& 0 T o2 w2
6; T 4 -2 w2
Solution rejetée rejetée rejetée ‘ac;:eptée
Raison , Butée Butée Butée | L 'unique
mécanique | mécanique | mécanique | solution
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Modeles géomértriques : direct et inverse

X=7Z=04:Y =0, 0,=0, 8:=8:=11/2

X=-—2Z=04Y=0

S E TP |

Fig. 2.8 Configuration donnée par 'unique solution du MGIL.

2.3.3 Détermination de 6; Gset G5

Connaissant la pose vers laquelle on veut aller, on peut construire la matrice de

transformation homogéne 60T et ’écrire sous une forme numérique :

ny N2

tay P
o _|T21 T2
ol =

' I,

0 0

n3 Mg
s T
33 T3
0 1

Nous voulons avoir la matrice ¢ T sous une forme numérique. Pour cela, nous utilisons les

formules (2.10 et 2.11) donnant Z’T et son inverse ¢ T :

cics  S1C3 S3

. -1 . ~-C183 -SI1S3 C3
o7 =(0r ) or=s1.07 =

S1 -1 ¢}
] 0 0
r'a orn
r’a o
N r*31 ?"32

0 0

_cha i1 Tz N3 Mg

LySa 'm T Tpn Ty
0 ‘ s Ty T3 Ty
1 0 0 0 1
' 2.24
r's ru
s T
r'u ru
0 1
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avege :

P11 = 1 CIC3 + 7, S1C3 + 7,837 12 = 7,CIC3 + 7 S1C3 + 13,83

r 13=73C1C 34753 81C3+75583

Pt = 7 C183 = ryyS1S3 + 7y C3ir' 22 = —rgC1S3 — 1y S1S3 4 7, C3
r 23 = =183 — 1,3 8183 + 73C3

731 = r1131 - ?‘21C1;r*32 =r,81 - r22C1;r*33 = 11551 = 1;5C1

ru =1, ClC3 4 1, S1C3 473,83 - L,Car; r'as = =1, C183 - 15, 8183+ 73, C3+ L, Sar

En comparant avec la forme littérale donnée par (2.12}, on peut écrire :

o siir 23|#1alors S5 20
CS=-r 25 = 85 =+f1-C2 = 8, = ATAN2(S5,C5) deux solutions 2.25
en suite :
¥ *
roi3 F 33
ca="L 54T B g - 4TAN2(S4,C4 2.26
S5 S5 4 ( )
en fin :
* *
C6="2 ;86=""2 =g = ATAN2(S6,C6) 2.27
S5 55

Nous avons donc deux triplets de solutions pour le poignet, deux pour & et un couple (8, 6).

. silr*23[ =lalors S5 =10

Cs=1-

C4C6-S456=r"1; =C (0 +8s)
S4CE+C4S6=1r"3; =S (65 +65); = Os +65 =ATAN2(r 31, 7 17) 2.28

27

.
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C5=-1
—C4C6-54856=r"1; =—C (4 —65)
—S4C6+C4S6= r'3; =S (61 —65); = Gs— Oy =ATAN2(r"s1, — 7" 1)) 2.29

2.3.4 Problémes du MGI :
Lors de la résolution du probléme inverse, on rencontre en générale, les problémes
suivant : ’
1) probléme de géométrie :
Si nous choisissons un point (X, Y, Z) n’appartenant pas a ’espace atteignable du robot, le
systéme 2.21 ne posséde pas de solutions. En effet, si par exemple on désir aller vers un
point pour lequel: p =X*+¥+Z% et R=(p — L’y —L%)/2L4;>1 ; alors la 1% équation
du systéme 2.21 n’est pas résolvable.

2) Probléme de mécanique :

Lorsque nous avons résolu le probléme du point de vue géométrie, nous avons supposé
que les variables articﬁlajres peuvent effectuer une rotation de 360°. Dans la réalité, pour
des raisons liées a la construction mécanique du robot, & est souvent voisin de cette
valeur mais ce n’est pas le cas pour & et&; . En conséquence, le volume atteignable par P

et le nombre de solutions réalisables seront réduis.

3) Frobleme mathématique :
C’est le probléme de singulantés. Supposons que X =Y =0 et que Z est quelconque.
L’équation Z = LC2+L,;S83 =0 présente une indétermination quant a &, ie. On a une

infinité de solutions..

Ces problémes doivent étre pris en considération lors de Ia programmation des tiches

du robot. Il nest pas nécessaire de continuer les calculs si on connait que le point désiré sort

~ de I'espace atteignable.. Les problémes de butées mécaniques peuvent éire gérés soit d’une

manmiére Hard par des fins de course par exemple, soit d’ume maniére Soff via la

programmation.
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2.4 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons déterminé pour le robot hybride, les modéles
géométriques direct et inverse, c’est 4 dire, nous avons €laboré les moyens de passage de
I'espace articulaire & 1’espace opérationnel et inversement. Pour le MGI nous avons mis en
¢vidence les problémes qui doivent &tre pris en considération lors de la programmation d’une
tache pour le robot.

En faisant les calculs, nous n’avons pas trouvé une grande différence entre nos résultats
et ceux que nous trouvons dans la littérature concernant les robots de type série{1,14,19] La
boucle fermée que contient la structure n’influe pas grandement sur sa géométrie du point de

vue mathématique, mais elle influe sur son espace de travail en particulier.
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Chapitre 3 ' Vitesses et Matrice Jacobienne

3.1 Introduction :
le modéle géométrique que nous avons élaboré dans le chapitre précédent, pose deux
grandes catégories de problemes|7] :

1) La non-linéarité de I’équation X=f(0) entraine des difficultés d’obtention du
transforrhateur de coordonnées inverse. Le robot est soumis 2 la restriction d’étre
résolvable.

2) Si on se contente des modéles géométriques pour faire la commande du robot, il
s’avére qu'on ne controle pas la vitesse de déplacement du robot. Dans les
applications courantes, il est trés important de connaitre la durée d’exécution d’une

tache ou plus exactement d’en étre maitre. D’ol1 la nécessité de contrdler les vitesses.

Dans ce chapitre, nous allons considérer la facon avec la quelle se déplace le
manipulateur d’un point 4 un autre. Pour ce faire, nous devons déterminer le modele
cinématique(ou encore différentiel{4]) du robot qui nécessite le calcul des vitesses linéaire et
angulaire de chaque barre le constituant. Les résultats, permettrons d’exprimer les vitesses de
’espace opérationnel en fonction de celles de I’espace articulaire(modéle cinématique direct
MCD) sous une forme linéaire qui met en évidence ce qu’on appelle «la matrice jacobienne
du robot». L’inversion de cette matrice jacobienne, lorsque cela est possible, permet
d’exprimer les vitesses articulaires en fonction des vitesses opérationnelles(modéle
cinématique inverse MCI). Lorsque Iinversion est pas possible, c¢’est 4 dire que le

déterminant de la jacobienne est nul, on se trouve dans une situation dite «singuli¢rex».

3.2 Modéle cinématique direct MCD :
Ce modele décrit les vitesses de Iorgane terminal en fonction des dérivées, par rapport
au temps, des variables actives. La vitesse instantanée du corps solide qui constitue I'organe

terminal relativement 4 la base est entiérement déterminée par la vitesse :

0 - .
= d0, ) .
outil= M 3.1

dt

du point de référence de I'organe terminal par rapport au repére de a base, et par la vitesse de

rotation instantanée O[g‘jmm]=0[ﬁn] de cet organe terminal .

Tl faut noter que les composantes de ce vecteur ne sont pas les derivées par rapport au temps,

de vraies variables d’orientation, comme les angles de roulis, tangage et lacet bien qu’elle leur
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soient liées. 11 en est de méme des cosinus directeurs de la matrice d’orientation de 'organe
terminal. Le choix de la vitesse de rotation instantanée permet dans un premier temps de

saffranchir d’un quelconque ensemble de variables d’orientation{7].

3.2.1 Obtention du MCD :
Dans le cas d’une structure sérielle, Les vitesses de I'organe terminal sont obtenues
par composition des vitesses des corps constituant la chaine cinématique. Si toutes les

articulations sont rotides, nous appliquons Ialgorithme suivant[9] :

i+1 _i+lpi y i+l
@ = R @, +0, 2,

- o (i

Vi =r+z'R '(rvi""wixlgn) 3.2
ou:
‘+,-1R = ( . R) = matrice d’orientation du repere R;.; par rapport au repére R;
‘v, = vitesse linéaire du repére R; par rapport au repére fixe Ry exprimée dans &,
‘o, = yitesse de rotation du repére R; par rapport au repére fixe Ry exprimée dans R;
‘P, = vecteur position du repére R;;; par rapport au repére Ri.

Les équations (3.2), appliquées successivement depuis la base jusqu’a U'extrémité de Ia
chaine(i=0...5), permettent d’exprimer les vitesses de I'organe terminal en fonction des

dérivées des variables de configuration. Sous forme matricielle, on a :

0

o, =J(0)-Q 3.3

Qn

Avec °J matrice de dimensions (6, n), ¢’est-d-dire (6, 6) pour un robot non redondant ;

Q vecteur - matrice colonne (n,1) dont les composantés sont lesé.

La matrice °J est fonction des & puisque Jes équations qui‘ permettent de calculer les
vitesses dans le repére de la base font intervenir les matrices de passage 1T qui contiennent

ces variables de configuration.
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Le membre de droite de 1’équation(3.3) n’est autre que le vecteur "vitesse des coordonnées
opérationneiles”. On obtient ainsi finalement une relation de la forme :

_ X=J 0 3.4
J(Q) est ainsi la matrice jacobienne de la fonction vectorielle f qui définit le medele

géométrique direct(2.20) X=f ) quand il existe explicitement.

3.2.2 Structure contenant une bouclie plane :

Comme il a été écrit plus haut (§ 2.2.2), il existe une chaine principale qui conduit de
la base vers l'extrémité, mais alors certaines articulations de cette chaine sont passives (non
motorisées directement). Il est cependant possible d'écrire un modeéle cinématique direct en
fonction de toutes les variables articulaire, motorisées ou non, puis d'utiliser les relations entre
les variables des articulations passives et les coordonnées & motrices, ainsi que leurs dérivees,

pour "éliminer" les premiére et obtenir une matrice jacobienne comme dans I'équation (3.4).

3.2.3 Calcul du MCD de la structure :

Ayant trouvé toutes les transformations /7', dans le chapitre précédent, on calcul les

vitesses de chague €lément de la structure par les formules(3.2). Les résultats de Papplication

de ces formules sont les suivant :

1) Porteur.
i. Pour la chaine principale : 0,1,2, ¢ :
=0
repére Ry fixe = Oa)ozov0=[0 0 O]T _ : 3.5
= 'oy=[0 0 4] etvy=o 0 of | 3.6
i= .
2 [ ; yoA a2, T : -
w, =526, €26, 6, et>v,=[0 0 0] 3.7
i=c

‘w0, =[536, C36, 6,1 et°v, =[L,Sab, L[,Cab, -1,C26,] 38

‘12
o
o
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ii. Pour la chaine secondaire 0,1,3, a, b, c:

i=0,I mémes résultats.

i=

‘w;=[536, €36, 6] et?v =0 0 of 3.9

i=

‘o, =526, C26, 6] et®v, =[-L,Cab, -L1,5a6, 1,53, 3.10

I=a

-

b, <1536, €36, 6,] et’v, =[1,5a6, - 1,8, L,Cab, (L,$3-L1,C26,] 3.11

i=b
. . . e . . .7
‘0, =[s36, 36, 6,] et ‘v, =[,Cab, L,Sab, -L,C24,] 3.12

Pour le point d’intersection des deux chaines principale et secondaire(c), nous

retrouvons le méme résultat ; ce qui vérifie les contraintes(2.9.a)

Remarque :

Pour tester la validité des résultats concernant le calcul des vitesses des éléments du
porteur en particulier, on peut utiliser le principe de super position. En effet, ce dernier est
pris en considération d’upe maniére implicite lorsqu’il s’agit d’ume structure sérielle
(formules 3. 2). Pour notre structure, la vérification doit se faire en particulier en le point ¢ ou
se manifeste I’effet des deux chaines principale et secondaire. Ce calcul est présenté dans

Pannexe C.
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2) Poignet :

i=c
S3C46, +546; L,C48ab, + L,C40; — SH1L,C2 + L83, ‘
Yy =| -S3546,+C46; | et vy = —LZS4Sa82 LyS40; - CA(L,C2+ L S3)0, 3.13
8,—-C36, —L,Cab,
i=4

(S3C4C5+C385)8; +S4C505 -S58,
‘w5 =|(-S3C4S5+C3C5)0) —S48565 ~C56,
65 +C403 —S3546;

[-54C5(2,C2+ L,83)B, +[L,(C4C5S e + S5C)P, +(L,C4C5)6,
et vs=| [S4S5(1,C2+ LS3)B, +[L,y (- C4S5Sa + C5Ca)Py —(L4C455); 3.14
[-Cca(1,C2+ £,83)B, - (1,848a)0, —(L4S4)6;

=

[C6(S3CACS+C355)-535456 ) +(S4C5C6+CAS6)3 —SSC66, +S5605
Sw =| [-S6(S3CAC5+C355)-S354C6 1) +(-SAC5S6+CACE)03+55560,4 +C605 | et
(53C455~C3C5)0; +545563 +C48 4 +6,

bt 19:1 blZéZ bl39:3
6V6 = b219.1 b229.2 b239.3 . 3.15.3
b3191 b32 92 b33 93

avec .
by, =[-(S4C5C6+ C4S6YL,C2+ L,S3)] ; by, = [L,[c6(C4CsSa+S5Ca)- S4565a]
by; =[L,{C4C5C6—5456)]

b,, = [(S4C586 + C4C6XL,C2+ L,S3)] ; by, =[L, [~ S6(C4C5Sa + S5Ca)- S4C65a]]
b,y = [~ L,(C4C586 + S4C6)|

by, = [-8455(L,C2+L,83)] ;5 by, =1L, (C4SSSa C5Ca)|; b,y = L,C4SS '3.15.b
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3.2.4 Matrice Jacdbienne :

Arrivant & ’indice 6, on peut exprimer la matrice Jacobienne du robot(par rapport au
repére Rg) en écrivant le vecteur X (vitesse des variables opérationnelles) sous la forme d’un

produit matriciel :

, 3.16
oud=l6, 6 6 & 6 64
_b“ b, b 0 0 0]
by by by 0 0 0
by by, b3 : 0 0 O
L 3.17
dyy dy dy Doey ey ey
dy dy dy € €xn epn
_d:n dy, dy €37 €3 €33 ]

ou les coefficients b; sont ceux définis plus haut pour la vitesse linéaire Svs (3.15.aetb)et:

d,, =[C6(S3C4C5+ C385)- C38486) ; dyy = [~ S6(S3CACS +C385)- C354C6]
dy; = (83C485-C3C5)

dir=ds=ds=0
d,, =(S4CSC6+C4S6) ; dyy = (~SACSS6+CACE) 5 dyyS4SS 3.18
e, =—S5C6 ; ¢, = 5556 ; e, =C5 ;

€ =50 ; ey, =C0; ¢33 =1

g3 =€y =5 =0 319
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3.2.5 Jacobienne par rapport a Ry:
Pour déterminer I’expression de la matrice jacobienne par rapport au repére de la base,

nous devons exprimer les vitesses vs etws par rapport au repére Ry,

a) Caleul de %v;:
Ayant *v; on a calculé suivant les formules (3.2)

L4

Syy=3R[*v, +0Jet v =0R[%v; +0] car® P, P, =0
done Svg=SR-JR*v,={R*y, ; 3.20
don Yy =R, =R ER* v, =Ry, =", = %=y,

11 suffit donc df’ calculer %vy:

-SY£,C2+L,83) —L,C1S2 L,CIC3] |6,
0y, =%, =0R%,="RiR%, =| CIL,C2+L,83) ~-L,5182 L,SIC3|-|6, 3.21
0 L,C2  LS3 | |6

avec

CIC3C4+ 8154 —-CIC354+51C4 (183
dR=|81C3C4 -5 ~C1S4 —S1C354-C1C4 S1S3 s 3.22
S53C4 -5354 -C3

Remarque : _

Le méme résultat est trouvé par dérivation directe des '.équations(2.14)donnant la
position du pofnt P en fonction des trois premiéres variables articulaires ; ce qui est rassurant
quant a la validité des calculs en plus de Ia vérification du principe de superposition

(annexeC).
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b) Caleul de “ws:

‘wg=tRos +[0 0 6, =iR-[iR%0,+0 0 6] |+po o 4T

‘=fR-[4a)4+§R-[O 0 95]]-]+[0 0 éé}r donc:

3.23
Oa)6=gR-6a)6=°R-[4w4+§R-[0 0 é5]r]+2R-[0 0 6]
le calcul donne :
0 0 Sl C183 (S1C4-C1C354) [CHC3C4S5+S3C5)+ 515485
‘wg=[0 0 —Cl 8183 —(C1C4+8S1C354) [SC3C4S5+S3C5)~C154S5)(-8
10 0 -C3 - 5384 (S3C455-C3C5)
3.24
avec toujours : _ 9=[9, 6, 6 8, 6o, Qs]r
¢) Formation de la matrice :
Par suite on peut écrire la matrice Jacobienne par rapport 4 Ry, soit
B 0
0F = 33 3.25.2
D E

avec B, D et E des matrices déduites des expressions (3.21 et 3.24). Notons par passage que :
det(J) = det (B) det(E) ‘ 3.25.b

3.3 Etude des singularités :

Comme il a été dit plus haut, les singularités sont obtenues en annulant le déterrninant
de 1a matrice jacobienne °J donnée par la formule (3.25). Il est montré dans Ia littérature
qu’un porteur type 3R posséde deux singularités et qu'un poignet sphérique posséde une
seule singularité [14]. Ici, comme le porteur que nous étudions differe un peut d’un porteur
série par la boucle en parallélogramme qu’il contient, nous allons développer le calcul pour

retrouver ce résultat.

[¥5]
~1
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3. 3.1 Singuiarités du portenr:

Nous devons annuler le déterminant de la sous matrice B de la Jacobienne, soit :

~SUL,C2+L,83) —L,C1S2 L,CIC3
det(B)={| CI(L,C2+L,S3) -L,S152 LSIC3|=L,L[L,C2+1,53)-C6,-8,)
0 L,C2  L,S3
| 3.26
= L,1,[L,C2+L,53] Ca =0= Ca =0 ou[L,C2+L,53]=0

Donc comme prédit, le porteur posséde deux smgularités, 'une correspondant a

Cea=0, Et I'autre correspondant a L,C2+L,53=0.

i. Premiere singularité du porteur
Elle est illustrée d’une mameére qualitative par la figure 3.1 :
Ca=0=2>a=06-6=+72 = 6=06+ 72 3.27

Fig.3.1 Premiére singunlariié du porteﬁr.

Or, par construction cette situation n’est pas possible, les plages de variation de 8; et
de & donc de « sont liées par une relation de 1a forme : —8,<(—-h)=a<0, telque G,<a/2;
il en découle, que cette singularité n’est pas comprise dans la plage de variation permise pour

le couple( & &), comme le montre la figure suivante :
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Premiéres
singularités
A93 \_/ Ca=0=6; =6, F w2
{8,}:1 ' QJ.U ;’
Zone de _—— —
variationt de
a=0;-6,| <, i

N >
i
i I‘/—L\imitcs physiques

f— meam  mam (Hfﬂ,ﬂ'v 957.'.!/E

Fig.3.2 liére singularité zones de variation des articulations.

ii. Deuxiéme singularité du porteur :

La deuxiéme singularité correspondant a :

L,C24L83 =0 = §3= —-(L; /L4) C2 =5Sa 3.28.a
avec o= — arcsin[(Ly /L4)CZ] 3.28.b

Cette singularité est représentée par la figure3.3, elle correspond a X =Y =0 dans Ik
MGD(formule 2.14), donc le point P se trouve sur 'axe des Z du référentiel fixe Ry pour

toutes les valeurs de 6. A

L]

Fig. 3.3 Deuxiéme singularité du porteur.
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En fonction des longueurs L; et Ly on peut calculer deux solutions :

D ILa>l, =

2) L4=L22:>

Ce qui donne les courbes de la figure ci-aprés.

2™ singularité :
L 3C2+.L4$3=0

Le=L2

b =6 -2

& =372 -6,

& =« ou & =7 aavee adéhne plus haut(3.28.b).

:;éme

singularité :
LC2+1,83=0

Remarque :

Fig.3.4 2®™ singularité et zones de variation.

3.29

Nous retrouvons ici les deux fameuses singularité d’un porteur série 3R [11,14,17]

bien qu’il s’agisse d’un différentiel contenant une boucle fermée. La différence néanmoins,

réside dans la possibilité d’atteindre ces singularités. En effet, les limitations des plages de

variation des articulations dues aux butées mécaniques, font en sorte que la

singularité ne

puisse pas étre atieinte. Ceci peut étre déduit des courbes représentant la premiére singularité

{fig3.2) car elles ne coupent pas la zone de variation permise pour &; etf;. Par contre la

deuxiéme singularité(fig.3.4) peut étre atteinte car les courbes «singuliéres » coupent ‘ladite

zone de variation.
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3.3.2 Singularités du poignet :

Nous devons annuler le déterminant de la sous matrice £ de la Jacobienne, soit :

CI-83 (S1-C4-CI1-C3-84) [CI-(C3-C4-S5+53-C5)+Si-54-85)
S§1-83 —(CI-C4+81-C3-S4) SI-(C3-C4-S5+83.-C5)-Cl-84-55
-C3 —53 -84 (53-C4-55-C3-C3)

=-85 =0 = sin(6) =0 3.30

Le poignet posséde donc une seule singularité pouvant avoir lieu pour trois valeurs
différentes de & qui font que les axes des articulations 4 et 6 se superposent. La figure
suivante représente 1’état du poignet dans les trois cas possibles &= 0, = = et la figure 3.6

démontre qu’effectivement théoriquement cette singularité a lieu pour trois valeurs de &

impliquant S5 = 0.

// B ,-’_’ /’f———
zl ’5‘ o e I
r - iy r """"""""""""""" | i
1 T I
| i ® | e )
! 5% ! A
________________________ y
o P
g 7
7/ Vs
&=20, Zs =+ Zs

Fig. 3.5 Singularités du poignet.

{

]
\/

Fig. 36 Les 3 cas de singularité pour le poignet.
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3.4 Calcul du MCI:

En supposant connu le profil de vitesse que va avoir leffecteur dans [’espace
opérationnel, quelle est la loi de vitesse que vont suivre les articulations & ? Pour répondre &
cette question, nous devons calculer le modéle cinématique inverse MCI. Ce modele peut stre
obtenu soit par dérivation du MGI soit par inversion de la matrice Jacobienne %7 quand c’est
possible{9,17]. Pour notre robot 4 6 ddl, la matrice Jacobienne est carrée et posséde donc une
matrice inverse °J' en dehors des singularités{9,17,19]. La détermination de J'
(Pexposant ““” est omis car il rn’y a pas risque de confusion) est relativement aisée vue la
forme de la matrice J donnée par (3.25.2 et b). En effet, au lieu d’inverser une matrice
{(6x6), on mverse deux matrices (3x3). Soit :

J'= B, A* 3.31
D" E

Et soit "équation JJ' =J 17=1ds = Identité (6x6) qu’on peut écrire :

B o,l[8 4] [ B85 BA | _[be 03,;3} 139
D E ||D" E'| |D-B+E-D" D-A+E-E| |bs lLig

d’on le systéme d’équations :

B-B =1, ,=B =B

B4 =0,,=A4 =0, |

D-A +E-E =l,u=E-E =l ;=FE =E" , 3.33
D-B" +E-D =8y,=D =-E'-D-B' =-E*-D-B*

A
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avec

-1 c1 . |

L,C2+L,S3 L,C2+1,53
7 =C183 - 8183 C3
' L,Ca L,Ca L,Ca
cic2 81C2 52

L .L4C0.’ L4C(I L4C0!_ . 334

El = ‘
15 (- C15385 + CIC3CACS + S154C5) (15355 S1C3C4CS +C1S4C5) —{C385 +83CACS)

— S5(S1C4-C1C354) —85(C1C4 + S1C354) - §35485
85 1S4 +CIC3C4 S1C3C4-C1S4 S3C4

Ainsi, nous pouvons écrire le MCI sous une forme matricielle similaire 4 (3.4) :
O=J(O)-X 3.35

3.5 Conclusion :

Au cours de ce deuxiéme chapitre nous avons ¢élaboré les deux modéles cinématiques
direct et inverse pour le robot hybride a boucle plane. Comme pour les modéles géométrigues,
la présence de la boucle plane ne change pas grand chose quant aux résultats généraux que
nous connaissons sur les robots séries{14]. En effet, ’algorithme que nous avons utilisé, est
destiné aux robots sériels[9] ; P’astuce était de ’appliquer a chacune des chaines principale et
secondaire aprés avoirs trouver les bonnes transformations homogenes en exprimant les
articulations passives en fonctions des articulations motorisées. La validité du résultat est
testée par deux méthodes : vérification du principe de superposition et dérivation du MGD
(annexe C)

Nous avons également déduis les expressions des deux matrices jacobiennes en
écrivant le MCD et le MCI sous une forme matricielle. En suite ’annulation du déterminant
de la jacobienne nous a permit d’étudier les singularités du robot et de les comparer avec
celles d’un robot série 6R. Elles sont identiques{14] : deux singuiaﬂtés pour le porteur et une
seule pour le poignet sphérique. |

En fin, i faut noter que le modéle cinématique offre {*avantage d’une linéarisation du
modéle géométrique et d’un accés vitesses de déplacement du robot. Néanmoins une bonne

commande de ce dernier, nécessite la connaissance de sa dynamique.






Chapitre 4 Modéle dynamigue

4.1 Introduction :.

Bien que plusieurs robots industriels commandés par des stratégies se basant sur les
deux modéles que nous avons déja calculés pour notre structure fonctionnent de maniére
suffisamment correcte pour étre d’une grande utilité{7,17], ils présentent quand méme certaiﬁs
problémes issus de la dynamique, et qui se traduisent par des dépassements, des oscillations,
des difficultés 4 régler les gains d’asservissement. .. etc.

En outre, un bon dhnensi?nnement de la structure du robot et des actionneurs, ne peut
se faire sans la connaissance la plus compléte des équations dynamiques du robot car elles
constituent le lien entre les paramétres dynamiques (masses, moments d’inertie..) de la
structure et les effort extérieurs qui lui sont appliqués y compris ceux provenant des
actionneurs. D’oi1 la nécessité d’une modélisation dynamique de la structure qui va faire

I’objet des paragraphes suivants.

4.2 Modéle dynamique inverse {4] :

Le modéle dynamique inverse permet de connaitre les couples instantanés des
moteurs lors de mouvements selon des trajectoires donnees avec des €quations de mouvement
curviligne détermingé. Ce modéle dynamique permettra d’obtenir les informations suivantes :

a Valeur du couple & fournir a tout instant par chaque moteur afin de minimiser ’erreur
par rapport a la consigne.

o Valeurs des couples maximums fournis par le moteur le plus chargé pour une tiche
déterminée ; ces informations seront utiles lors du choix des moteurs et lors du
dimensionnement de la structure <t des transmissions (réducteurs entre autres).

g La puissance maximum déliviée par le moteur le plus chargé fournira une
information importante pour le choix des moteurs ét le dimensionnement de
I’amplificateur.

g Mise en évidence de 'influence des dimensions du robot sur les couples moteurs et

possibilité de proposer des rapports de longueurs les mieux adaptes.

4.3 Obtention du modele dynamique :
Le modéle dynamique peut étre obtenu -par plusieurs méthode[9,29,21] dont le
formalisme de Lagrange qui se base sur 'énergie réelle du robot L = T-U. soit la différence

entre I’énergie cinématique et Iénergie potentielle du robot.
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4.4 Equations de Lagrange [7): ‘

Les équations de Lagrange permettent d’obtenir directement les relations entre les
efforts moteurs aux articulations et les mouvements. Par rapport aux équations de Newton, on
prend au passage les informations sur les efforts de réaction aux articulations qui sont utiles
au dimensionnement des parties mécaniques, mais n’interviennent pas dans un modéle utile a
la commande automatique puisque les corps sont supposés indéformables. 11 s’agit de N (N=6
pour la structure que nous étudions) équations différentielles non lin€aires du second ordre
obtenues a partir de : “

d oL

22y ar,4q; 41
dr 84, 0g,

L : fonction de Lagrange = T — U (énergie cinétique - énergic potentielle ) du mécanisme.
Q; : le couple de pesanteur s’exercant sur |’articulation i

I;: le couple des forces extérieures (couple actif ) s’exercant sur ’articulation i.

Le Lagrangien représente I’énergie réelle du systéme, soit la différence entre son
énergie cinétique T et son énergie potentielle I/ ; mais comme nous avons supposé les corps
solides rigides, ils n’emmagasinent pas de I’énergie interne (comme un ressori qui se
comprime). Donc :

L=T 42

Pour la structure que nous avons, I’énergie cinétique totale est égale & la scmme des

énergies cinétique de chacun des corps{7,21] :
. :
T=>T, : 4.3
k=1

Dés lors le systéme d’équations peut s’écrire pour le départ des calculs a effectuer,
sous la forme :

N : .
Zi(ﬂ’i —£=F5+Qi | 4.4
“~t 36, 86, - :

!



Chapitre 4 Modéle dynamique

4.5 Evaluation des différents termes impliqués :-

Q; : est donné par [7,27]par la relation :

N
oz
= E O, Lk 4.5
Q raral)

g : accélération de la pesanteur.
my . masse du corps n° k -

Z;: altitude du centre de.masse du corps n° k dans le repére de référence.

I';: ¢’est une donnée, un couple provenant soit des actionneurs , soit de I’environnement,
soit des deux.

T;: I'énergie cinétique du corps i, elle se décompose en deux termes :

: Ti="T+"T,; 4.6
Tel que :
T = %("a)j -1 -(ia)j)= énergie cinématique de rotation.
T = émi ('vc, )T . (fvc,. )= énergie cinématique de ranslation.
I, 0 0
I,=1 0 I, 0 |=tenseur d'inertie de la barre {
0 0 I

-4
‘v_= vitesse du centre de gravité de la barre i exprimée dans le repére i

I; est diagonal car les barres possedent des plans ou axes de symétrie(contrainte de
construction){9].
Le calcul des "v,; est présenté dans Pannexe D. Elles sont données par :

lV(_-;' = IV;' + IC'.){X ch,' 4.7

_ Pour déterminer le modéle dynamique il va falloir calculer I'énergie totale de la
structure et dériver par rapport aux variables articulaires &, leur vitesse et par rapport au
temps ; mais l'expression de I'énergie total est tellement compliquée qu'il est trés difficile de

faire le calcul en une seule fois pour une articulation. On procede donc par étape :
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O Calculer pour i'étape i les énergies correspondantes R et T,
Dériver par rapport & toutes les variables.
i1 Rassembler les termes correspondant a la méme variable & de manitre a obtenir les
" équations dynamiques sous une nouvelle forme plus exploitable [7] : -
N N
Z{Aikék +B, 07 + Zc,.,g.ékéj}zQi +T, ; =l..N 4.8
k=1 J=k+1

Ainsi, en appliquant les formules données plus haut, et en utilisant les expressions des

vitesses trouvées dans la partie précédente et celles des centres de gravité (annexeD), on

trouve :
i=l,
T =0 o'T, d'T,
26, 96
R R R R
ol o BT Oy g AT
2 - 26, a0, , dr\ 8o, i
=2,
T T
T, ='l‘mzLi2'(ézz+C22912):> ° L =0 et oL =0
2 =2 iwl,2
T
ﬂ_ -m,I2,C282-6}
2
g—( J= m,I2,CE -6, -2m,I%,C252-6,6,
d .
;( ]=m2Li2-92
R R -
T, (I S:07 +1 C292+1_92):> 0T 0 Zh2_g.
2 2x 2y+2Vl 2zV2 69 .
=2 i=],2
ot .
5922 =C232(IZ.\: _IZ,&!)"gl2
d {d"T,
—_ IS+IC29+2CZS7xI 2
dt[ 59] J ( ) ( 2}'%1
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i=3,
1 : . : T, a*T,
', :E-(]ksfef+I3_VC32912+I3:¢9§):> .0« 9.#; =0
a*r, . ‘
5933 =C383(1,, - 1, )- 62
R
412h (1,82 +1,,C2 -6, + 203531, - 1, B .6
dr{_ 28,
d [ 871, . '
el 2 l=7. .8
dt[aé_,,J v
T T
. . T a7T,
rr =l (2 45262 ) 2 T 20 @ 2520
2 69;';3 59#1!3
T
T .
o1 = -m,[2,C353- 6}
86,
d 67T3 5 a2 5 ..
SN =, 15,82 6, +2m [2,C383-6,6
dt(agiJ 3+~e3™3 1 35&e3 1v2
) i
dr| 86,
=a
R 1 2.2 2A2 12 aRTZ aRTZ
T =—\I _S:07+1 C;0+1 05]|= —==0 et — =
a 2 (ax 2% ay—2¥1 az 2) 66!—¢2 aeftl,z
T

e - 28521, - 1,,)-6?
92
4
d

t\ 56,

R
i a Tanlaz'éz
dt

[aR_nJ {1,852 +1,C2)-6,+2C2521,. - 1,, 6.6,
[ 36,
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T - %m s, -[Lgca- 62 +(L 6, — 1,508, | +(1,53-1,,C2) -ef}

a~—ca
T T
T
:>6 =0 et a.T" =0
.agi¢2,3 66#1,2,3
T
T .. .
29 @ —m,|L,L,,Cabyby + [,52-(L,S3~L,C2)6?]
2
o'T, . X :
TRl L 1,2.,Caby6y + 1,03 (1,531,202
d(a'T,) . | .
= aéa =ma[(L3SB‘—LmC2)-91—2LcaSz-(L3S3-—LmC2)€192+2L3C3(L3S3—~LCGC2)€193]
1
T
419 | ma[Lﬁa -8, - L;L Sab, + L, ,Cab,0, - L3LmCat9§]
dt\ 06,
T
V0 L\ 26, - LI, Sab, - L,L,,Cab,d, + L,L ,Cabl)
dt\ 86,
i=c,
AT, = L|1.8267 +1,,C362 + 1,67 ]

On trouve les mémes résultats que pour %75 mais il faut remplacer I'indice «3 » par

I’indice «¢ » dans les composantes de /. :

T, "

o, = 3831, - I, )-6;

d {8t \ . .

Sl e\ =7 S+ 1. C2)0, +2C38341.. -1 BE

dt[aé’lj (cx3 cyS) 1 (cx @)913
R

“"'d- a ’.I'C =IC’.9‘3

dt\ 86, :
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8T, 0 oTT,

TTC =%m‘c [(L2C2+LCCS3)2912 +L29.22 '*'-Lccéjf +2L2Lcc‘gaé293]:> Y.
685¢2=3 agi:l,Z,B

=)

T
g ;rc =m|- L, Cab,f, ~1,52-(L,C2+ L, S3)62
o)
T
T, . .
‘:;6 < =m, [LZL“Ca(9293 +L,.C3-(L,C2+ LCCS3)6']2]
3
T . .
dl9L ) m, [(_L2 C2+1,.83) 6, -2L,82-(L,C2+L,.S3)9,6, +2L,,CHL;$3~ mez)elég]
dt| a6, r
(AT .
419 | m, [L§ by + L,L, Sab; - L,L . Cab,b, + Lchccczég]
dr| 66, )
T
Ayl | m, [LZLCCSa Gy +I* -0, + L,L,.Cab,b; + LchcCaG%]
dt| 96,
i=4,

~R
57,

=0,— =0
59‘:3 4 06,56

AT, = %{14,(53&91 +S40,F + 1, (- 53546, + C46,f +1,.(6, CSG,)Z]:

ZR;} =8303(C21,, + 821, — I, B2 + C3C4S4(1,, — 1, .6, + 531,66,

BZ = [s2casa6? + s3(s2 - c2pé, - sacaérls,, - 1.,)

% 5;;4 =[s2car,, + s21,,)+ €21, B+ s3Ca88{E,, - 1, B, - C31,,0, +283C3C2 1, + S, - 1, Bi6s
v252casa(t,, — 1,60, +[s3(s2 -2 X1, - 1., )+ 831, .6, + c3Casal,, - 1,63

% ZRéT: = 53C454(1,. — Lo B + (Citae = S0, 1 + C30458(1,, - 1, 36 + 53(CE - 52 Wi - 1, B,
+2¢484(1,, —1,,)6,6,

% ?;gi =1,,8, - C31,,6, + S31,.0,6,

4
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' : . , 2,
T, =%m4[(L2C2+(L4 +L.4)S3)" 67 +(L23a92 +(L, +Lc4)93)2 +L§C0“922:i

= aTT4 =0 a.TT4 =10
0825 0023
éi % _ g [— L,S2L,C2+ (L, + L, )S3)02 = L,{L, + L,, )Cagzgs]
2
T ) ey .
Lo, (20 + 2,030,024 (L, + L )S3B? + Ly (L, + La )bty
T . -

% aa ;"4 = m[(L,C2+ (L, + Lo, )S3), - L,526,6, (L, + L., )C36,6)]

1 ,

T . - .

% aa ;" 4= m, [Lzéiz +L,(L, + L, )Sab; — L(L, + L., )Cab,8; + L, (L, + L, )ca932]

2

T - - - N

g}_ aa ;"4 =m, [Lz (L, + L, )50, + (L, + L, V85 + L, (L, + L0 )Caby0; — L,(L, + LM)cag;]

3/
j=5
w1 L l(53C4Cs + C385Y, +(S4CS), — 556, + I, (- S3C485+ C3CS), ~ (5455)6; ~C56,

=L
2 |+1,,[ 53546, + C46, + 6. T
R R
= 0% =0; __a.TS =0
96,56 06, 4

arT,

1
= [(S3C4C5 +C385){C3CACS - §385)., —(—S53C4S5+ CICSNCICASS +S3CS5);, + C3S3S L5, P}
3

+[ (c3casacs - s3sacssshr,, +(cacasas? + 535aC5SS ), —C3C4S4L,, i,
+[-{s3cacsss + c3s2)r,, + (c3cacsss+ s3ck )i, b6, - [(C3s ). 6

orT
4

+[casact ), +(casast iy, ~ (casayr,, b2 + [cacsisscacs + cass)-sasict ¥,
—{cass(-53C455+C3C5)+ 535252 )5, + (5382 - 83C2 )15, o6,
+{(s384C585X1s, - 15, )16, - [(CACSSSN s, — L5, W56 ~ [(S3CH)s. Bibs - [(S4)15: 565

= [— S354C5(S3CAC5 + C385)I,, + S38485(— S3C485+ C3CS)5, +S3C4S41s, }9‘3
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38T

- [(s3cacs + Ca5SY 530455 + C305\1,, - I, 7 - [s2esss)i,, - 1., )2
5

+[sscs(iy, - 1,, JB2 +[s4C5(- 530455 + C3C5) - 8485(S3C4C5 + C3SS Ui, - I, Kby
_[S5(- S3C4S5 + C3C5)+ C5(S3C4CS + 35Ty, — I, B, + [s4ls? -2 s, - 15, Jos6

R
g? (aa ;”s J _|(s3cacs + 385 1,, + (- S3Cas5+CICSP 1y, + (5252 ). B
1

+{c455(S3CACS + C38S);, — SACS(- S3C4SS +C3CS)L 5, —(S3ISACA);, B,

— [SS(S3C4C5 +C385)s, +C5(-= 830485+ C3CS)Is, B, +[2(c304C5 - 5385KS3C4CS +C3S5)s,
_(C3Cas5+ S3CS)Is, +2(53C352 )15, 6, + [Cacasac? — 53545505 ), + (030454 + $35455C5),
—(C354CA),, 2 +[(5354C585)15, — I, JB2 +[- S3S4C5(S3CACS +C3SS)s, + (S3S4SS)s,
+(525404)1,. 16,6, +[(5304C5 +C38Y\ACCS - S3CaSS), ~ Iy, Wb +[s3(c2 - 82 e, + 521, )
+83(s22,, + 21, Josb, +[o3s4(C? - 52)-253Ca84C585 )1, - 15, )- C3SAL. i,

~lecssses+ sacalc? - s2 )i, - 1, J+ 30415, 6

d (aRT

| 06
ls2lcir,, +s2r, e 21, B, - [isacsssWis, - Is, JB, +lCaLs, B

; :c;’3(;'a*ns*4(c5 I, + 524, - I, )~ (S354C5S5)1s, — 1, JBrds

clsale? - s2)cin, + 82, - I, )+ (C3cacsss\Is, - 1, )6,

+flessalc? -52)- 25385405851, - 15, J60s - 52351y, - 15, JBs65

+psacalcir,, + 821y, - 1., 00, - [salc? - 52 {15, - 1, )+ 1. J6.6s

~{(cacsss)is, -1, )b

J [S4C5(S3C4C5 + C3SS)L,, - S4S5(~ S3C4S5 + CICS)5, — SICASAL, P

gt—[a;; } - S5(S3CACS + C385)1;, —CS— §3C485 +C3C3)l5, By~ (545855, - 13, B

4

[(S I, +C21, ), [53(5515x+c515y) (C3C4C5S5N s, - ij]993 (5354C555) I, - I, JB:6,
_ecscsss + sacalc? - 2 s, - 15, .65 - [cacsss)i.. - Isy)]g 6, - [salc? 52 Y1.. - 1, .65

+l2e5Ss\ s, - 1, JBebs

R
i o 'T5 =I.‘52é5
dt| 86,
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T, = —;-ms (o (Pves)= %ms [a? + B? + C? + D? +2¢{C5A + S5B)|
avec:
A ={(1,5aC4), +(L,Ca), ~ SHL,C2+ LyS3), |
B=(L,Cal, : C=L,lf; +Ca, — 53544
= (L5054, + (CHL,C2 + L,S3)+ L5(SICACS +C3SS)B, +(L,S4+ LsSACS); ~ Los6s

Nous allons dériver terme & terme par rapport 4 chaque variable :

o1, T,
86, 06,

m, GA*

— = mg x

2 86, |

[ [L,c28252(1,C2+ 1,53)B? - [12C2Casalf? +[12525aC4SS + L,CaCASHL,C2+ L,S3)P 6,

+[L,1,52C485),6, -[L,L,CaC? 0,6, }

2 2
maB - mfEcasaly ;M0
2 26, 2 26,
s aD?

200,

- [L282C4 (1,C2+L,83)+ L,L,,S2C4{C3C4CS + $355)? - [1252CaSalp?
—|2,CaCaS4(L,C2+ L,S3)+ 12528aC4S5 + L, L ,CaS4{(S3C4C5 + C385)l,6,
~[1,52C484(L, + L ,C5)8,6, +[L,L.,S2C4S5)9,6, - [L,CaS2(L, +L,C5),6,
+[L,1.,CaS4558,6, }

ms 92C(C5A +55B) _
2 00,

L [s2s352057 - [5354(5055 - CaCaCs)B6, +[S2C454C5 B 6, +[s254C5 /65
+[C4(5aS5 — CaCaCs), 6, +[(SaSS — CaC4CS), 65

msLy L s x

my 5A*

SR = Mg x

2 6, -
{£,0352(L,C2+ L, S3)B? ~[L,1,SaC3C454+ L,CaC4SHL,C2+ LSI16,
- [L§C3C4S4}9193 +|2cisecap? +[1,1,caC2 B,6, )
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ms B2 | ;
?S.-é-g—- = —m5 [L%CCZS(XP;
3
2 |
%2‘; =m5Li5{[C3S3S§}912“[C3C4S4]9193 —[C3S4]‘9195}
3
msoD*
2 86, ’

JcA(L,C2+ 1,53)+ L5(S3C4C5+ C385)JL,C3C4+ L (C3C4CS - $385 )6}

+{L,CaS4(CHL,C2+ LyS3)+ Lo5 (SICACS + C385))+ L, SaS4(L,C3C4 + L5 (C3C4CS - $355))6,6,
+{S4(L, + LsCSNL,C3CH + L5 (C3CACS ~ S355),6; ~ [LsS5(L,C3C4 + L5(C3CACS - $385))6,6,
t[2casas?p? +[1,Cas2 (L, + 1 sC5)6; [L,L.sCasaS5,6, )

m; 32C(CSA +S5B)
2 80, -
[1.5C352C5(1,C2 + L83+ L,L5C35383C5 P2 ~[L,sC354(L,5aCACS + L,CasS)
+L,.S384(L,CaC4CS - L,SaS5),6, ~[2L,L,sC3C4S4CS P85 - [L,L,sC384CS P, 5
+[L,sCA(L,CaCACs - L,SaSSP,65 + [, L5 (CaCACS - SaS35)B, 05}

=m5x

mg BA?

—2_8—1'?4- =my % |

leasa(t, e+ 1,890 )7 +[1,50lc2 - s2)L,02+ L5306, +[L,(C2 - 53 kL 2+ L5364,
+[2s2acassh? + L, 1,ca545a 6, +[Acasapl}

ms 9B _
2 56,

ms o€
2 86,

= my 2 Js3casa? - [sic? - s2)bié, - [s3c4B 6 - [sacal? ~[s4:6,]
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ms 8D*
2 26,
CA(L,C2+ L,53)+ L 5(S3CAC5 + C3S5)S4(L,C2 + L,S3)— LsS3S4CS P}
+{[L,C45aJCA(L,C2+ 1,53)+ L 5(S3C4CS +C385)]
+[L,545a]S4(L,C2+ L,S3)- L58354C5[B,6,
+lca(L, + L CSYCHL,C2+ L,S3)+ Los(S3CACS +C3S5)]
+54(L, + L CSISHL,C2 + L,S3)- LsS3S4C5],6,
—[£,sS5(S4(L,C2+ L,S3)~ L sS3S4C3),0, + [1} 2aS4C4]9 [20,C484Sa(L, + L sCS)B,6; -
~L,L.sSaC4S51,0, +[CaSA(L, + L sCSB] —1LsC4S5(L, + LsC5)s6, 6.}

=m5>(

m, 52C(C5A + S5B)
2 a8,

([2S3CASACS(L,C2 + L SIB? +|L,5a83CS(S2 - C2 )~ L,CaS3C455 1,6, +[1,5353C3
+ S2CS(L,C2 + 1,S3)— L,S3C2C5 - C2CS(L,C2 + L, S3)Bi 6, + [2L,C454C5 7
_[21,C454C5Sa + L,54CaS5P,6,}

=msL s x

pA? @B? aC?

= = =0 .
86 086, 86s
ms OD?
—=——— =M X
2 06,

{[L.s(- S3C485+C3CSJCHL,C2 +L,S3)+ L,5(SICAC5 +C3S5)pr
+[L,L,S4Sa(- S3C4S5 +C3C5)B,6, +[L,sSHL, + L,sCSN-S3C4S5+C3CS)
— L,,S4S5(CA(L,C2 + L,S3)+ L5 (S3CACS + C385)),0;
[L2585(— S3C4S5 +C3C5)+ LsCS(CH(L,C2 + L,S3)+ L5(S3C4C5+ c3ss))]9 g,
1y2055052858,6; - [LsLosSaSACEr0, ~LesSISS(Ly + LsCS)PE
H[LogS4CS(L, + LosCS)+ 12,5452 P16, +[12,55C5 52 |

ms 52C(C5A+55B) _
2 86

{ [s35285(L,C2 + L,$3)? - [L,5354(CaCs - SaCassipib,
+{C45485(L,C2+ L,S3)+ L4S3C4S4SS]9183 [S485(L,C2 + L,53)B,8;
+[1,C4(CaCs - SaCasNB,b; +1L, (Cacs - SaC4s5)P,0, —[L,c2ssk?

~[L,cas58,6,)

- SLCS X



Chapitre 4 _ Modéle dvnamique

ms dfoA*)
2 dt| a6, ) °

{[Sf (L,C2+ L,S3) 6, — L,S4C4Ca(L,C2 + L,S3), — L,CASML,C2 + L4S3)(9'3]
_br,5252(1,C2+ LSIBG, + RL.CISAL,C2+ LIty + psaca(r,c2+ 1,53 hé,
+ |52 aCasa - BC25aCASa— 1,1, 5350l + |[2SaCdS4+ L, L S35 + L, L,C4S4C3Ca
+ 1,1,52C488),6, ~[1302CalC? - 82 )+ L,1,53CalC? - 52 )B,0, - [12C3Cas4 62
-[2s3lc? - s2)+ Ly1,c2(c? - 52 )6,6, }

d(oB*)_,
dt| 96,

me d [ oC?
—= = _— =m5L§5x
2 dr| 26,

{52526, — 5354Ca6, - 53544, |+ ps3c3s2 P6, + psicasapié, - [cacasap?
~[s3lc? - s2)p,6, - [c3548,6, - [s3C4 ], 65}

ms d [62C(C5A + SSB)] e
2 dr 86, ’

blL,1,5C25352C5+ L, L 5S2S2CS P, ~[L,L,5S354(SaC4CS + Cass)P,
—[2L,1,,S3C454C5 + L, L (C2CAC5S5P; — [L, L sC2S4C5 + L, L,;S3S4CSPs
—2[1,1.,525352C5 6, + 2L, L,sC2C3SICS + 2L, L,4S3C3S2C5 B 6,
+4L,,S354C4C5(L,C2+ L,S3)B,8, - 2[LC5S3S4285(L2C2 +L,S3)1,4,
+{L,L,sS38HCaCAC5 —SaSS)P7 —[L,L.sC3CaS4S5 - L, L ;S35a54S5

+ L, L S3CaC4S4C5 + L, L (C3SaC4S4CS + L, L, S2CAC5S5,0;

[ .5535a{c? - $2)C5+ 1,L,453CaC4s5P,6, - [L,L.4S3Cas4Cs

— L,L, S3SaC4S485— L, L S254C5,65 —[2L,L sC3C4S4C5P3

L Ls3lc? ~s2)cs - L1 sC254C5858,6, - [L,L sC204{C2 - 52)
—2L,1,,S3C454S5+ L, L, C3SACS 8, ~[L.sCACS(L,C2+ L,S3)B,bs
+[L,58485(L,C2 + L,S3)p?




Chapitre 4 Modéle dynamigue

, d[aD? |
2 dt{ 36, )“msx
{04(1:2(:2 +L1,83)+L,,(S3C4C5+C385) 6, + [Lgczsac4s4 +L,L,835aC454
+ [, L,sS3SQCASACS + L, L C3SaS4S5 )6, +[L, + LsCS[CASHL,C2 + 1,S3)
+ L SHSICACS + C3SS); L, LosC2CASS + L L,sSICASS +L35S5(SICACS + c3ss)}9'4
-[(2L,52¢4]C4(L,C2 + L,S3)+ L 5(S3C4C5+C3S5)[6,6,
~2L5(S385 - C3C4CS)~ L,C3CA]CHL,C2+ L, S3)+ L,5(S3CACS + C385)6,6;
—2[C4(L,C2+ L,S3)+ L 5(S3CACS + C3S5)S4(L,C2 + L, S3)+ L.sS3S4CS, 8,
—2[C4(L,C2+ L,53)+ L5(53C4C5 + C385)[ L5 (S3C4S5 - C3C5)}0,0 5
- [L§C4S4(C2Ca +528a)+{L,S3CaC4S4KL, + L sC5)+ L2L¢5C3CaS4S5]922
+ [LiczcaC4S4 +L,L,C38aC484+ L,1,S3CaC4S4 + L, L ;C3SaC4S4CS5
+ L, L, S3CaC4SACS — L, L 5S3SaS4S5 + L, L,sC3CaS4S5 - L, 1,S2C454
- L,L,,S254CAC50,6; + [L%C2Sa(€f - 82 )+ L2L4335a(c§ - S,f)
+ L1 S3SaCS|CE ~ S2 )+ L, L ;C3SaCass + L, L,sS2C4S5,6,
+[L,L,5C38a84C5 — L, L sS3SaS4CAS51,0; + [ch334 +L,L,sC354CS
+ L,L,sC3C4S4C5 — L, 15535455+ L3;C3S4C4C5 - L 553340465]9
Ly Licalc? - 82)+ 283Ca+ L LsC2UCE - 82 )05 + L L,sS3CACS + LoLs3lc? - s2)es
+I283(c2 - s2)es+ L§5(:3(c4 _ 52 )55 + I2,C3CACSSS - 255352 6,
+[L,L.5C2C48485 -1, L 5S35485~ L, L sS3CASASS + L, L sC3S4C5 — 2L S3CA54C5S5
- Lisc::ssa(:435]«939S [1,L,sC2S485+L,L 5535485 + L2533S4C535]9
- [L4 L,S3C4+ 12S3CH{C? - 82 )+212,C3C585P,6s

s dfoA’
=Ms X
e 86,

{lc2sacasas 1,1,535acasap, +[135%Ci B, + [, L,Cisap,

+[3525aCa54 + [ZC2CaCS A+ L,L,S3CaCAS4P,6, - [[2C2CaC4S4 +1,L,C35aCaS4

+ L, L,S3CaCASaP 0, ~[I2C2salc? - 83 )+ L2L4S3Sa(C4 -s2pé, -2 SaCaQ]g
+pI2SaCaC? - 1,L,Cas2 P,6, - 12S%aCasaPy6, + [1,1,CacCt B2 -1, L,SaC454Y,6,

2 di| 86,

dfasct)
di\ 86, )

4[] i s bl
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Chapitre 4 Modéle dynamigue

, d [oD? |

2 dt [ 86, ) s
(1202800454 + 1,1,535aC4S 4 + L, L ;S3SaCASACS + L, L, C3SaS4SSP, +[1357as? b,
+ [L2L4SaS§ + Lchssasfcs]§3 ~{L,L,.5a5485), - [L§C2CaC4S4 + L,L,83CaC454
+ L, L, S3CaC4S4CS+ L, L ;C3CaSASS,6, +|[2C2CaCaSa+ L,1,C3SaC4S4 + [,1,53CaC4S4
5 L, L C3SaCASACS + L,L s SICaCASACS — L, L sS35a5485+ L, L C3CaS4CSP,8,;
H2C25alcE = 52)4 L,1,535a{C? - §2)+ L, L,5538a{C? - 52+ L,L,C3SaC4SS P 6,
+]1,L,,C38aS4C5 ~ L,L,;S35aC454S51p,0; - [2L§SaCaS§ ]922 + [2L§Sa€as§ -L,L,CaS;
L, CaS2C3 6, + RI2S aCaSa + 1,1 CaSaSSPod, + [LyL,CaS? + L,LsCas2Cs P}
+[20,1,,SaCASACS + 2L, L, SaC4S4 ~ L, 1, Cas4SsW;0, - [L,L.;Sas2s5 b 6
1,1, SaC4S52 ~[1,L.5aS4C5, 05}

_@21 % [BZC(A;?Z + BSS)J L x

([SaC4C55354+ S3S4CaSSP, +[SaC2CS + CaCassp, +[SaC4Cs +Cass,

+[$3CaC454Cs - $35a8485),8, - [C35aC454CS + S3CaCASACS + CICaSASS - §3SaS455K,6;
_[s35alc? - 52)+ 53Cacasspié, +[s35aCasass—S3Cas4CS6; - (CaCiCs - SaCassh0,
+[SaS5 - CaCacsp,b; + [Cac;’-cs - Sac4s5]9§ —SaC454C5 + CaSas5,8, +[CaC4Cs

- $aC285+ CaCACS ~ SaS5 0, - [SaSaCsP,b; +[CaCs - Sacasspi}

s dfoa?
=M X
S E- N

Llcacasa+ 1,1,53c454p, +[L,L,5aC2 i, +[3C3 By +[13s2cas4p6, +[L,L,c3C454816,
Hzcac? - 52 LL,s3(c - 52, -, L,cat? ]92 [L,L,CaC2 6, - 2L, L,SaC4548,6,
- [2LiS4c4]9394 }

d(eB? -0
ar\ 86, )

2
s d419C7 ) _ my L2 x
2 dr 66

(~[s354C4], +c2 P, +[c4P; - [(:'354@4].9149'3 Is3(c2 - 52 )]99 [2C4S4}9 4, [S4ﬂ4 é.)
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Chapitre 4 ] _ Modéle dynamique

d{eD* ey
2 a‘t 09~ 3

J(LuSa+ L,,SACSNL,C2CA + L,SICH + L, S3CACS + LsCISSIB, + Lo Ly SaS? + L, L.sSaSiCs)G,

52 (2, + 15OV By - [LaLosSas5 + 12,54C555 W, ~[L,S2CASA(L, + LsC5)B16, :
+[84(L, + L sCSKL,CICH+ L 4CICACS — L, S3CASS)Pi6; - [SMLy + LsCSNL,S384+ L 5S3S4C5 + L,C2C4)
—CA{L, +LsCS\LyC2CH + L,S3C4+ L sSICACS + L CIS5) B8, +[L,sSAL, + L,;CSNCIC5-53C4SS5)
—(£,5455XL,C2C4+L,S3C4 + L sS3CACS + L ;C355)9, 65 — [Lsz CalL, + Lcscs)]éz2

HLSICaL, + s C)ub, + PLSACASHL, +LsCN:8, ~[LoL.sSaSTS5 ;64 + beasa(z, + 1551 b6,
125205556, ~[L.sCaSS(L, + LsCSNB2 +[LyLesS4CS + 12,54(CE - 52 )B,65 )

d{82C(AC5+BSS)|_
2 dr 80, "

(- [£,1,,C2CASACS + 2L, L, sSICASACSP, +|LoLosSaC2CsP, + L, LsC2CS B,
+[L,L.sCAC5Ps +[L,L,552C454CS 16, - [2L, L;C3C4S4C5 B 6,

L LosC2CE — 52 )05+ 2L, 15S3(C2 ~S2 ISP, +[LesCaSASS(L,C2+2L,S3) P16
iyLgCaciesh? + 1,1 Cacieshhe; -RL,L CSCaC4S4cs]ézé4 ~[L,L.sSaC2556,6,
AL, L, CASACSBsH, - PLoLosC2S56s ~ 1L, LosSACSB,0, L, L.sCaSS P2

oA\ _d[oB*)_d[ac*)_d([82C(AC5+BS5)|_
dt 36, | ar\ a6, T\ 6, ) d 36, %

s d [al)2 ]
ms X
2 dt\ 86 |
oL, 20485 + 1,1, 453Ca55 + 12,C453C5SS + 1240352 P, ~ [, L5505 455,
|L,1,55485+ 12,54C535 P, + [Lgssg B, +[L,L.s52C4851,6, ~[L,L,sC3C4SS
+I2.C3C4C585 - [2,S3S2 ]9,93 +[L,L,,C25485+L,L,sS3S455+ L§SS3S4CSSS}9'19'4
- [LcSCatcs(chz +L,S3)+ Lﬁscms*:s(cg2 -8 )+ L§5036555]9'195 +{L, L sCaS4S5¥2
[L,L sCaS4S51,6, - [L,L,sSaC4S5P,8, ~[L,1.sSaS4C5P 05 - [LsC4S5(Ly + LsCS)Bs60,
L5405+ 2salc? - 52,6, + 12 csssh,és )

39 .



Chapitre 4 Modéle dvnamique

oA’)_d(oB*)_dfap*) .
80, | dt\ 086, ) di\ogs )

g2 ,
%E‘;‘; } =m L x {éis +[ca¥, -[s354), - [s3C4B,8, -[C3548,0, - [34]9394}
4

ms d [82C(AC5 + BSS)J
_— T =Mg X

2 dr 36, |

([£s54C5(L,C2 + L,S3)B, +[L,Ls(SaCACS + CaSS)B, +[L,L,sC4C5Y;
+[L,L,55254C5),8, —[L,1.sC354C5 8, ~[L.sCAC(L,C2+ L, S3)Pi6,
+[1,45485(2,C2+ L, S3)B,85 ~ (L, L5 (CaCAC5 ~ SaS5)3 +[L, L5 (CaC4CS - SaS5)p,6;
[L,L,sSaS4CSBy8, —[L, L 5 (SaC4SS —CaC5)B,8; ~ [LoL,sS4C5 56, — (L, L.sC4S5 ;365 }
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Chapitre 4 Modéle dvramigue

6

6 . _ 16 6 r
Dy ‘"[ B Dy wﬁs] s

avec :

Swg; = [C6(SICACS + C385)~ 538456, + (S4C5C6 + C4S6)9, — S5C66, + S66,
Swg, = [~ S6(S3CACS +C355)-5354C6, + (- S4C556 + C4C6), + 55568, + C60,
Sw, = (S3C485-C3C5P, + 54856, - C58, +8,

et:

T,
RTﬁ =%(Iﬁx '(65061 )2 +IG,V '(66)62 )2 + [5-’- '(60)63 )2):> Zf;z |
696 =0
2

o°T,
a6,
+1,, [~ S6(S3C4C5 + C355)- S354C6]- S6(C3CACS ~ S355) - C3S4CE]

+1,,(S3C485 - C3C5XC3C4S5 + S3C5)PF +1,.[CH(C3ICACS - 5355) - C35486)(S4C5C6+ C4S6)
+1I,, [~ S6(C3CACS - §385) - C3S4CE6 Y- S4C556 + CACE)+ I, (S4SSHCICASS + S3C3)B,6,

+[(- S5C6)ce(C3cacs - $385)- C354S6)l,, +[-S6(C3C4CS - 5355)- C354C6YS5S6)],,
(C3C485+S3C5)C5),, 8.6, +[selce(C3cacs - $355)- C35456]1,,

+C6[-S6(C3CACS - S385)- C354C6I, 6,6 |+ [(c3C485+ 53C5)1,, .6,

=1, [C6(S3C4Cs +C385)- §35456]C6(C3C4CS - S355)— C35456]

5,
a6,
[~ 56(S3C4C5 + C385)~ S384C6]|+ I, [- S35485(S3C4S5 - C3C5)[;
+[1,.[(S4C5C6 + C4S6XCAC5C6 - S4S6)}~1,[(- SAC5S6+ CACENCACSS6 + SACE)]+ I, [casas? [p2
+[1,,[(C4C5C6 - S4S6|CH(S3CACS + C3S5) - S35456] - (S3SA4CSC6 + S3CASEYSACSC6 + C4S6)) -
+1,, [(S3S4C556 — S3CACEN~ SAC5856 + CAC6)—(CAC556+ S4CE)]— S6(S3CACS + C3S5)— S354C6]|
+1,,[C4S5(S3C485 - C3C5) - $38257 6.6, +[1..[s5C6(s354C5C6+ 53C4S6)]

+1,,[S556(S354C556 - $3C4C6)]|- 1,,[S354C585]B,8, +[1,,[- S5C6(CAC5C6-54S6)]

— I, [$556(C4C556 + S4C6)| + I, [cacsss],8, + -1, [s6(S354C5C6 + S3C4S6)]
+1,,[C6(5354C556 - S3CACO)[B16, +[1,.[S6(C4C5C6 - 5456)] - I, [C6(CACSS6 + SACE)B,6,
+[-1,,[535485]6,6, +[I,.[c4S518,6;

=[1, [- (S354C5C6 + S3CASE|C6(SICACS + C385)~ S354S6])+ I, [(S354C556 — S3C4C6)x
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Chapitre 4 ' Modeéle dvnamique

aR
28,
[ $6(S3C4C5 + C355) - S384C6]|+ I, [(S3C 485 - C3CSKS3CACS + C385)[]

+ [ 1, [5455C6(S4C5C6 + C456)] + I, [45565(- S4C556 + C4C6)| + I, [s2C555 62

+ [ {C585C2)+ I, (C55552)- I, (C595)B2 + 6, [(S4C5C6 + Cas6)- 53C4S5C6 +C3C5C6)
~ (S485C6)C6(S3CACS + C385) - S3S4S6]|+ 14, [(S3C 45556 — C3C5S6)~ S4C556 + C4C6)

+(S48586)[- S6(S3CACS + C3S5) - S354C6]| + I,[S4S5(S3CACS + C385) + S4C5(S3C 4SS - C3C3)[B 4,
+[1,.[- C5CE[C6(S3CACS + C355) -~ S35486] - SSCE(- S3CASSCE + C3C5C6)]
+1,,[C556[- S6(S3CACS + C385) - $354C6]+ S556(SIC45556 — CICSS6)]+ I, [CS(S3CACS + C355)

_ 55(53C455 - C3C)B8, + 1545 3c2-C5CH(54C5C6 + Cas6)| 414, [S45 253 C5S6(- S4C5S6 + C4CH)|
+1,,[54C2-5452 B8, + [15,[56(- $3C455C6 + C3CSCE)]|+ 1y, [C6(S3C4S556 - C3C556)[Bié;

+ |16 [~ sas5C656}+ I, [s455C6561sd; + |1, [- C5C686)+ I, [escesslpé,

+[1,,(83C4C5 + C385)6,8, +[1,.54C516:8, — 1. 551,65

[(- 53C485C6 + C3C5CEJCH(S3CACS +C385) - 835456 +1,,[(S3C45556 — C3C5S56)x

of T,
86,
-1, [I- S6(S3C4C5 +C385)- S354C6]C6(S3CACS +C355)- S35456][|p?

+[1,. [[c6(S3C4Cs + C385)- S3548 6]~ S4C556 + C4C6)—[S6(S3CACS + C385)+ S3S4CE]x
(S4C5C6+CaS6)}+ I, [[S6(S3CACS + C385)+ S354C6{S4C5C6 + C4S6)

~[c6(s3CACs + C385)- S35456)~ S4C556 + C4C6)[B,9;

+[1,.[S556{C6(S3CACS + C3S5)— 535486+ SSCE{S6(SICACS + C355)+ S354C6]|

+ 15, [~ S5C6[S6(S3CACS + C385)+ S354C6)- S556[C6(S3CACS5 +C3S55) - $35456]6,6,

+ |1, [C6[C6(S3C4C5 + C355) - $35486] - S6[S6(S3CACS + C3S5)+ S3S4C6]|
+1,,[S6[S6(S3C4CS + C355) + $354C6]- CE[CE(S3CACS + C385) - $35456]|B,6,

+ [16x [(S4C5C6 + C4S6)~ S4C556+ C4CE)]- 14, [(SACSCE + C4S6 )~ SAC556 + C4C6)1}9§
+[[S556(S4C5C6 + C456)~ SSC6(— S4C556 + (:406)11{”c —Ig, )]9‘31534

+[[c6(s4c5C6+CaS6)+56(- S4C556 + caCo)i,, - I, JBs6s [S C6S6(7,, ~ 1, 1, g2
+[ss(s2 -2 Yr,, - 14, JBbs +ls6C6(ls, - 15, 2

=[- I, [C6(S3C4CS5 + C385) - S35456S6(S3CACS + C3S5)+ S354C6]]
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Chapitre 4 Modéle dynamique

g{%) = {1, [C6(S3C4C5 +C355) - §35456F + I, [S6(S3CACS + C385) + S354C6]
+1,.[S3C485 - C3C5F }9’1 + [fﬁx[53c454cgc§ +83C2C5C656 + C3IS4C5SSC+C3CAS5C6S6
~838,C5C656— S3C4S4S§]+ L, [S3C4S4C§S§+C3S4C5SSS§+SBSfC5C6S6 —83CIC5C686
_ C3CASSCES6 - S3C4SAC |+ I [s3casast-casacsssp, - |1, [sacacsssciressic

— §35485C656)+ Iﬁy[SBC4CSS5C§+CBS§S§ +838455C656} I, [S3C4SSCS - cscg]]é?;

+ I, [$3C4C5C636 + CI55C656 - $354S2]- I, [$3C4C5C656 + C355C656 + 8354C2 P

+[1,.(83C485 - C3C5W; + [21,[(S3CACSCE+ C355C6 — $35456){C3CACSCE — S3S5C6 ~ C3S456)]
+ 21, [(S3C4C556 + C35556 + S3SACENCICACSS6 - S3S556 + C354C6)|

+21,[(S3C485 - C3CS)C3C 4SS5 + S3C5) 06 + [21,, [(S3CAC5CE + C355C6 - S35456)x
(- S354C5C6— S3C486))+ 21, [(S3ICAC556 + C35556 + S3S4CE— SISAC556 + SICACE)]

+21,_[(S3C455)- 835485)[06, + [27,, ((S3C4C5C6 + C385C6 - $38456)(~ S3CAS5CE +C3C5C6))
+21,, [(S3C4C556 + C35556 + S3S4CE)- S3C55556 + CICSS6)}+ 21, [(S3C4CSS6 + 35556 + 5354C6)x

(- $3C45556 + C3C556)]+ 21, [(S3C 485 - C3CSXS3CACS + C3S5)[B,6s
- [l(s3C4C5C6 + C355C6 — $35486)S3CACSS6+ C35556 + S354C6 Iy, — Ie, JEibs

+ [IGX [C3C4SACACE + C3CIC5C6S6 — S3SACSSSCE-S3CASSC686—C38;C5C656 - C3C4S4S§]
+ Isy[C3C4S4C 252_$354C55552+C3S2CSC656 — CICICSCHS6+ SICASSCESE - czc4s4c§]
1,.[c3casastsssacsss|: + |1, [s3lc?-st \ciciasscasacscess - s3ci-s3)sisasicy)
& I, [53(C2-52)c2524453C454C5C656 - S3(CI-52 024835282+ I [salca-s2 saesaca [pié,
+[1, [— 283C484C585C2-S3C2S5C656 + C3S4(c§—5§ )c;‘;+2c3C4c5(:636 +835255C656
~-§355C656— c3s4s§]+ I 253(:434C5555§+C334(C§-Sg )sg—S3S 285C6S56+ S3C;S5C686
_2C3CACSC6S6+ S355C656-+C3SACE |+ I, [253C454CsS5 - C354(C2-52 .6,
+[1.[-253Cas4C2C656 + S3C2CS(C2-52)- 2035405850656+ C3C4SS(CE-S2)

_ $382C5(C2-52 )~ 253C4S4CES6 ]+ I, [2S3CASACIC656+2C3S4CSSSCES6 +S3SICS(CE-S3)
— $3C2C5(C2-52)- 3C4S5(C2-52)+ 25354C4CES6|+ I, [C3C455+ S3CS o6,

Lol 5354055502 -83C455C656]+ I, |- $354C5S552453C455C656 )+ I, [S354C5S5]B]
1 [s3calcr-s2 eracacsssciesicast ] 1 [sacalci-stJsacscssscisacac ]

~ 1. s3calcr-s2)+ 2030555 ]p,6, - 1, |- 253CaCsS5C656 - 2035 20656~ 535455(C3-52 |
+ 1, [253C4C555C656 + 20350686 + S35485(C3-S2 |+ 15, [S354851B,6,

+[1: |- $3C455C686+ C3CSC6S6]-I4, [ S3C4S5C6S6 + cscscésé]]ég

+[sacacsicr-s2 )+ casslci-s2)- 253540686 ]I, - I,, J+ I, [S3C4CS + 38518105



Chapitre 4 Modéle dvnamigue

;‘; (5693"6] e [SJC4S4C2C6 + S3CIC5C656+ CISACSSSCE +C3CASSCES6
3

_ S352C5C686 - S3C45452 1+ 1, [S3C454C2 ST + C354C585S? + 5353C5C656
— S3C2CSC6S6~ CICASSCES6 — SICASACE |+ I, [53C45452 — C354CSSS B
+ [Jﬁx [S4C5C6+CaS6E +14, [~ S4C556+ CACEY + I, [Sf s? ﬂ§3

1, Jsacsssc? + casscesels 1, |- s4CsssS? + Cas5CeS6l+ I, [Sacsss|p,

1, [sacscess+ cast ] 1, | sacscess + cact s +11,. 545516,

+[1,,[CICASACECE + C3CIC5CES6 - S3SACSSSCE ~ SICASSC6S6 - CISICSCES6
~(3C48452 ]+ I, [C3C4S4C§Sg _ §384C585S2 + C382C5C686 - C3CIC5C686
+ S3C4S5C686— CICASACE |+ 1. [c3Cas45? + s354C585]6,6,
+r[s3(c? - s2)cic? —as3C484C5C656 + C3CACSSSCE - C35455C656
_83(c? — 52 )52 |+ 1, [s3lc2 - 82 )52 + C3CACSSSS?E +453C4S4C5C6S6
+C38455C656—53(C2 52 )2 |+ 1, Jsalc? - s2)s2 - c3cacsss [,
+ [féx [-283C484C585C% ~ S3C;S5C6S6+ 0334((:52 - S§ )cg +C3C4C5C6S6
+ S3S§SSC6S6]+ I, [~ 253C454C5858; + C384(C52 -S? )sg —S38285C6S6
+ S3C2S5C6S6 - C3CACSC6S6)+ I, [253Ca54C5S5 - Casa{c? - 52 b6
+[[- 253C4S4C2C686 + S3CICS(CE — 52)-2C354C555C656+C3C4SS(CE - S2)
_§382C5(C2 - 52 )~ 253C454C6S6 I, - I, 16
+[21, [(S4C5C6 + C4S6XCACSC6 - S4S56)|— 21, [(- S4C556 + CACEXCAC5C6+ 54C6)]
+21,, [C4S4S2 ]]9 8, +[21,,[(S4C5C6 + CaS6)— S4S5CE)}+ 21, [(~ S4C556 + CACE)S4S556)]
21, [s2c585]p,6, + 214, [(54C5C6 + C4S6)- S4CS 56+ CACH)]
- 21, [(~ S4C556 +CAC6YSACSCE + C4S6)]]9396 [ I, [C4csssc6 S4SSC636]
+ 1, |- CaCsS58? - S455C686]+ I, [CaCsSS|PE +[-1y,[salc? <53 )c? + 5452

+ 1, [ sa{cz - 52 )52 - sac2 |+ 1,.[sa(c? - s2)B.6 + 15, psacssscess - cassic? - 2 )

_1,,[ps4css5C686 - Cass(c? - 52)|- 1. [cass|h.bs - [~ sassces6NL,, - 1, JB2
+[sacslc? - s2)+ 2cacess|iy, - 15, )+ I [s4Cs]sés
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Chapitre 4 Modéle dynamigue

) .
-d-[a ?3] = |- I,.[53CaC585C3 1038 203-535455C686)-1,  [S3CACS S5 14 C35 252453545 5C656]
de\ 86,

+ I [5304C585 - C3C3 ) + [ I sacssscicasscess) -1, |- sacssssicasscess)
+ I [sacsssT, + [1,]s2c2 ]+ 1, [sis2)+ 1, [c2]B, - [isscese)is, - 1, W, + 1. 15T,

+[ g le30a0s55C2-535202-035455C656)- 1, [030 405555253525 2+C35455C6S6]
+ I Jeacacsss + 53026, + - 1, - s3sacsssci-sicasscess]-1, |- s354cssssisacasscese]
~ I, [$354C5S 506, + [, [S3CH(CI-S2 ) H42C3C 55 5C2-5354C5C65S6]

- I [s3calci-st)stac3Cs 5552+ 5358C5C656)+ 1, [s3c4{C2-52)+ 203555 )
+[2s3caCss5C686 + 203520686 + 535455(C2-52 0 - 1., 6

+ |- 1 Jeacsssci-sasscess)- 1, Joacssssirsasscess]r 1, [cacsssié,

L fslci-st)ciecacscsss]« 1, [ salci-stfscacscsse) 1, [salc-s2 e,
+ [asacssscese ~cassici-s2 iy, - 1, Josb, + Cssslcir, +571,, - 1., Joi6,

- [2520686(15, - 15, Jous - [C5C656(14, - 1, N2 - [Is5lC2-52 b, - 1, |+ L 55 s

%@ ';:_ré J = [s3c4c5C6s6+C355C6S6 )14, — I, )- S354(S 21, +C 21, B
3

+[sac5C686(1,, - 15, )+ Cals iy, +C 21y, B, -[s5c6s6(1,, ~ 15, B, +[521,, +C21,, B,
+[lcacacscess - sasscess)1,, - I, )-c3sals i, +ci,, b6,
+[-s3sacscese(t,, - 1., )- s3calsi,, +c21,, é,

+[(- 53¢455C656-+ C3C5C656) 14, - 14, 16 +[IS3C4CS(C2-52 )+ C355(C2-52)
~285354C656) I, ~ 15, JV,65 + s |C4C5CES6 - 452 |+ 1, |- Cacscese - sac [,
~[s455C656(15, - 15, JBs05 + [s4C5(C2-52)+ 2cacsss 1, - 1, JBs6,

~lesceselt, - 1g, .65 - [sslc2-s2 )1, - 1,, JB.66 + 2C6S6l1,, - 1 o <6s

et:

R
‘i 2 ?‘6 =Iﬁ.~és
dt| 86,
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Chapitre 4 Modéle dynamigue

i 1
T, =yl )=+ + )

nous allons dériver terme a terme par rapport a chaque variable sachant que:
v =—(L,C2 + L,S3YS4C5C6 + C4S6)+ L 4[S6(S3CACS + C355)+ 5354C6]p,
+ L[SaC4C5C6 + CaS5C6 - SaS4S61, + [L,(C4CSCE - S486) + Lyg(— S4C556 + C4C6)]93

+[LesS556, +[LesCEPs

ﬂ(%} am

2 | a6, °

-[(L,C2 + L,53XS4C5C6 + C4S6)+ L 4[S6(S3CACS + C385)+ S3S4C6]|x

[,52(S4C5C6 + C436)I}921+[I?2S2[SaC4C5C6 + CaS5C6 —~ SaS4S6)S4C5C6 + C4S6)
~[(L,C2 + L,S3)S4C5C6+ C4S6)+ L ¢[S6(SICACS + C355)+ S354C6]

L[~ CaC4C5C6 + SaS5C6 + CasS4S6 180, + [[L,S2(S4C5C6 + C456)]x

[£,(C4C5C6 - S486)+ L ¢(~ S4C556 +CACE)[B,6; +[L,L,(S2S556(S4C5C6 + C4S6)B0,
+[L,L,¢S2C6(S4C5C6 + C4S6)B, 5

[L§ [SaCAC5CE + CaS5CE ~ SaS4S6]~ CaC4CS5C6 + SaS5C6 + Ca5‘456]]9'§

+[L, |- CaC4C5C6 + SaS5C6 + CaS4S6]L,(CACSCE — $456)+ L 4(~ S4C556 + C4C6)[D, 6,
+[L,1,4S556[- CaC4C5C6 + SaSSC6 + CaS4S6]P,6,

+[L,L . C|- CaCACSC6 + SaS5CE + CaS4S6]6,6s )

m, { O}

35

[(L,C2+ L,S3XS4C5C6 +C4S6)+ L [S6(S3CACS + C385)+ S3S4C6]|x

[— L,C3(S4C5C6 + CaS6)+ L4 [S6(C3C4C5 - S385)+ C354C6 B

+[[(2,C2 + L,S3(S4C5C6 + C486)+ L 4[S6(S3CACS + C355)+ S3S4CE]|x
L,[-CaCaCs5C6 + SaS5C6 + CaS456)+ L, [SaC4C5C6 + CaS5C6 — SasS4S6]x

[ L,C3(S4C5C6 +C4S6)+ L 4[S6(C3CACS - $355)+ C354C6][i6,
+[[L,(CAC5C6 - 5456)+ L 4(~S4C556+ C4C6)[- L,C3(S4C5C6 + C456)

+ L, [S6(C3C4C5-5355)+ C354C6][B 4,
+[L,4S586]- L,C3(S4C5C6 +C4S6)+ L 5[S6(C3CACS - §355)+ CJS4CG]]]9194
+{L,,C6[- L,C3(S4C5C6+ CAS6)+ L 4 [S6(C3CACS — $385)+ C354C6]B,6,
B[ CaCacsce + SaSSC6 + CasaSE]SaCACSCo +CaSSC6 - Sms4ss]]9§
~[L,[- CaC4C5C6 + SaS5C6 + CaS4S6]L,(CACSC6 ~ S4S6)+ L ¢ (- S4C556 + C4C6)[Y, 0,
—[L,L,.,S556[- CaC4C5C6 +SaS5C6+ CasS4S6[,0,
[L,L(C6[- CaC4C5C6 + SaS5CE+ CaS4S6]8,0



Chapitre 4 : Modele dynamigque

M [a"fsl J = mg
2 | 86,
[(L,C2 + L, S3XS4CSC6 + CAS6)+ L,[S6(SICAC5 +C355)+ SISACE ]

[(£,C2+ L, S3XCAC5CE - S456)+ L[~ S354C556+ S3C4C6][B3
+[{(1,C2 + L,$3XS4C5C6 + C456)+ L ([S6(S3CACS + C385)+ S354C6 ]|«
L,[SaS4C5C6 + SaC4S6]-[(1,C2 + L,SINCAC5C6 — S456)+ L[~ S3S4C556 + SICACE]|x

L, [SaC4C5C6 + CaS5C6 - SaS4S6]6,6, +[[L, (S4C5CE + C4S6)+ L ¢ (C4CSS6+ S4C6)]x
[(L,C2 + L,S3XSAC5CE+ C4S6)+ L ([S6(S3CACS + C385)+ S354C6]]

~[(L,C2+ L, S3)C4C5C6 - §456)+ L[~ S354C556 + S3CAC6]|

[2,(C4C5C6 - S486)+ L .4(~ S4C556+CACE)[B,6;

—[£.sS5S6[(L,C2+ L,S3XC4C5C6 —S486)+ L 4| S3S4C556 +S3C4C6]B,6,
~[L.sCE[(1,C2+ L,83(CAC5CE - S486)+ L 5[~ S354C586 + S3CAC6][B, 65

~[2[SaC4C5C6 + CaS5C6 - Sas4S6]SaS4CSCo+ SaCass ]
—[L,[SaC4C5C6 + CaS5C6 - SaS4S6] L, (SAC5CE +CAS6)+ L. (CACSS6 + S4CE))

+ L, [SaS4C5C6 + SaC4S6] L (CAC5CE — S4S6)+ L4 (- S4C556 + C4CE)[P,6;
—[£,L.4S556[SaS4C5C6 + SaCAS6]P,8, - [L,L.sCOlSaSACSCE + SaC4S6]P,05

[, (S4C5C6 + C486)+ L, (C4C5S6+ SA4CO)[L, (CACSCE — S4S6)+ L5 (~ SA4C556 +CACE)[P?
—[L.s5586[L,(S4C5C6 + C4S6)+ L, (C4C556 + S4C6)[B;6,

Lo COIL, (S4C5C6 + C4S6)+ L (C4C556 + S4CE)]B,65 |
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Chapitre 4 Modéle dynamique

2 | a6,

~[(2,C2 + L,S3XS4C5C6+C4S6)+ L 4[S6(S3CACS +C3S5)+5354C6]]x
[S455C6(L,C2 + L,53)+ L.456(S3C455~C3C5)B}

+[L,[SaC4C5C6+ CaS5C6 - SaS4S6[S4S5CE(L,C2 + LS3)+ L,cS6(S3C4S5~C3C5)]
~[(2,C2+ L,83)(S4C5C6+C4S6)+ L 4[SE(SICACS + C385)+ S3S4CE]|

[Z,[- SaC485C6 + CaC5CE[IB,8, + [S4SSCHL,C2 + L,S3)+ L xS6(S3C4S5 - C3C35)]x
[Z,(C4C5C6—5486)+ L 4(~ S4C5S6 + CACE)]- |- L,C455C6 + L ;845556]x

[(L,C2 + L,S3XSAC5C6 +C4S6)+ L, [S6(SICACS + C355)+ S354C6][6,6,
+[[S4S5C6(L,C2 + L, S3)+ L sS6(S3C4SS5 - C3CS)L,S556]—[L,sC556]x
[(L,C2 + L,S3YS4C5C6+C486)+ L 4[S6(S3CACS + C355)+ S354C6][,6,
+[[5485C6(L,C2 + L S3)+ L,sS6(S3C4S5 - C3C5)[L.4C6119,05

+[2[- 5aC455C6 + CaCSCE[SaC4CSCE + CasSC6 - Sasas6lp?

+[[- L,C4S5C6 + L (S4S5S6]L, [SaCAC5C6 + CaS5CE - SaS4S6]]

+ L[~ SaC4S5C6 + CaCSCEL, (CA4CSC6 ~ $486)+ Lo~ SAC556 + CACE)[,6;

ﬁg(avczlezm6{

+[L,.C5S6]L, [SaCACSCE + CaS5C6 — SaSAS6]|+ Ly [- SaC4S5C6 + CaCSC6] L, S5561P,8,

+[L,[- 5aC485C6 + CaCSCE]L 4 C6],65 +[[L,(C4C5C6 - 5456)+ Log (- S4C5S6+ C4C6))x
[ L,C485C6 + L, S48556]2 + [L.sC5S6]L,(C4C5C6 - 5456)+ L g(- SAC556+C4CE)]
+[~ L,CAS5C6 + L 4S485S6]L,sS586190, +[I- L,C4S5C6 + LS4S556]L . C6]1,64 |
[, C5S6]L,(S5S6]B? +[[LsC5S 6 L.sCOTH, s )
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Chapitre 4 Modéle dynamique

3(%] i

2 | 86, 6

[(L,C2+ L,S3)- S4C586 + C4C6)+ Lg [CH(SICACS + C355)— S354S6]|

(1,02 + L, S3)(S4C5C6+C4S6)+ L ¢[S6(S3CACS +C385)+ S354C6 ][}

+J(£,€2+ L,S3XS4CSC6 + C4S6) + L5 [SE(S3CACS + C385)+S354C6 |

L,[SaC4C5S6 + CaS586+ SaSACE]~ L, [SaC4C5C6 + CaSSC6 - SaS4S56]x

[(Z,C2 + L,S3Y~ SAC586+ C4CE)+ L [CE(S3CACS + C3S5)~ 53548616,

+[(2,€2 + L,S3YS4CSC6 + C4S6)+ L g[S6(S3CACS + C3S5)+ S3SACE]|
[Z,(C4CS5S6+S4C6)+ L (S4C5C6 + CSE)]|~{L, (C4C5C6 — S456)+ L5 (- SAC556 + CAC 6)]x
(1,02 + L,S3Y— S4C586+ CAC6)+ L [C6(SICACS + C3S5)- S35456][,6;
L.6SSCON(L,C2 + L,S3NSACSCE + CAS6)+ Log[SE(SICACS + C355)+ S3S4CE]]
+[L,(S5S6](L,C2+ L,S3)- S4C556 + CACE)+ L.s[C6(SICACS +C355)~ $35456]1,4,

L, S6L(L,C2 + L, S3NSACSCE +C4S6)+ L g [SE(SICACS + C385)+ S354C6]]

(L, COJ(L,C2 + Ly S3Y— S4C586 + CACE)+ Lo [C6(SICACS + C355) - $35456][6,65
_[2[SaC4CSC6 + CaS5C6 - SasaS6]SaCACsS6 + CassS6 +SasaCe|p]

—|L,[SaC4C586+ CaS586 + SaSACE] L, (CAC5CE— S4S6)+ Ly (-S4C556 + C4Co)|

+ L, [SaCAC5C6 + CaS5C6 — SaS4S6]L,(CAC5S6+ SACE)+ Los(S4CSC6 +CS6)[B,6;
+[L,L,,S5C6[SaCACSC6 + CaSSC6 —SaSAS6]~ L, L cS5S6[SaC4C5S6 + CaS556 +SaSACE 6,6,
—[£,L,,S6[SaCACSCE + CaSSCE— SaS4S6]+ Ly L CO[SaCAC556 + CaS556 + SaS4C6[p,6;
[[£,{CAC556 + S4C6)+ L 4(SACSCE + CSE)[L,(CAC5CE — S4S6)+ L (- S4C556 + C4CE)[P;
+[L,(S5CE[L,(C4C5CE—S4S6)+ L ¢ (- S4C556+ C4C6)]— L (S556x

[L,(CAC5S6+ S4CE)+ L 4(SACSCE+ CSE)B36, —[LosS6[L, (CACSCE - S4S6)+ Lo (- SAC556+ C4C6)|
+ Ly COL, (CACSS6+ SACE) + Log (SACSCE +CS6)By6; + [ 12653 C6S6 7

+[ss(c? - 52)]6,6, - [12,c6s62
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Chapitre 4 i T Modéle dynamique

Voer = [(L,C2 + LS3NSAC5S6 - CACE)— Lo [CH(S3CACS +C385)- S35456]6,
— L,[SaC4C586 + CaS556 + SaS4C6 B, —[L,(C4C556+54C6)+ L ({S4C5CE+ C4Sé)]H3
+[L,,85C6}9, —[L.s56 85 = B, — B26, — B36, + B4, — BS,

pour ne pas alourdir la suite des calculs, il est util d'utiliser de nouvelles notations comme nous allons

le faire :

ms a"362 -y M6
2 | a6, °7% 56
d'ou:

__a;;& _ —1,S2(S4C556 ~ CACE6)), + L, [CaCaC5S6 — SaS5S6 + CaSACE,

2
= —A16, + A28, =

i

2 | a8,
—(A2B2)62 — (42B3), 6, +(42B4Y,8, —(42B5)6,6

’”6[ 062} mg | (41B1)67 + (41B2+ A2B1)6,6, + (41B3)6,6; - (41B4),6, + (A1B5)9,0;

achZ

3
~ L,[CaC4C556 + -SaS556 + CaSACE Y, = A16, — 420, =

{L2c3(54<3556 CA4C6)- L, [C6(C3C4CS5 - §385)- 3545618,

2
%‘i—[%] = my {(41B1)67 - (4182 + 42B1),, — (41B3)0,6; +(41B4Y,6, — (41B5)9,65
3

+(42B2)62 +(42B3)6,8, — (42B4)0,8, + (428506, }

aVc62

80,
— L,[- SaS4C556 + SaC4C6 Y, — L, (- S4C556 + c4cs) + L, (C4C5C6-5456),
= A16, - A28, - 3= 6, -

={(£,C2+ L,S3XC4C586 + S4C6)+ L4 [S3S4C5CE + S3C456 ],

20, |
+{42B2)02 +(42B3 + A3B2)6,06, - (1«1234)9294 (A”BS)QZQS (4383)47 - (43B4)8,9,
+(43B5)0,6} B

2
ﬁ(g"—i’z—] = m {(Alm)éf —(41B2+ 42B1)9,8, - (A1B3 + A3B1)9;, + (A1B4)9,8, — (41856,
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Chapitre 4 Modéle dynamique

avcﬁZ —

5 ]
+ L, [SaC45556 - CaC5S6 B, +[L,C45556+ L,4S4S5C6; +]L,.C5C6),
= —A10, + A28, + 436, + 446, =
) _ _
1”21(%} = m {— (41B1)7 + (41B2 + A2B1),6, +(41B3 + A3B1)J,6, + (44B1 - A1B4)5,0,
5 ]
+(41B5)8,6, —(42B2)62 - (42B3 + 43B2)6,; +(A2B4 - 44B2)9,8, —(A2B5)9, 0,
—(43B3)67 +(43B4— 44B3)6,6, - (43B5)8,8; +(44B4)0; — (A435)9495}

[S455S6(L,C2+ L,S3)+ L4 [C6(-S3C485+C3C5),

avcﬁz

6
— L,[SaC4C5C6 + CaS5C6 - SaS4S6, —[L,(C4CSCE — S456)+ Lo (- S4C556+ CACE)P,

—[£.65556, —[L.sCOPs = 416, ~ 426, — 436, — 440, — 4565 =

=[(L,C2 + L,S3(S4C5C6 + C4S6)+ L [S6(SICACS + C355)+ S354C6 ],

2
%{%QJ = mg {41812 - (41B2+ A2B1),6, — (A1B3+ 43B1)6,6; +(41B4 - 44B1),6),
3

—(A41B5+ A5B1)9 6, + (42B2)02 + (42B3 + A3B2)9,6; + (44B2 - A2BAY,0,
+(42B5+ 45B2)9, 0 + (43B3)97 +(A44B3 - 43B4)9,0, +(43B5 + A5B3)9,0,
~(44BAY? +(44B5— A5BA), 6, +(45B5)2 )



Chapitre 4 Modeéle dyvnamique

Vo3 = ~[S4S5(L,C2+ L,S3), + L, [SaC4S5 - CaC5P, +[L.C4S5P;
= —B16, + B26, + B30,
avc‘63

2

2 2o - - (0506} 442+ 2500, + (54, (12821 ~(12890.0,
2

=[1,5284558, - L,|CaC4SS + SaCsP, = 410, - 420, =

avcﬁ_’;

3

2
5 2;63 = mo {13062 - (4182 + A2BUBG, - (1834, + (42B2)63 +(42B3)6.6,
3

=—[1,C35485B, + L, [CaC4S5 + SaC5P, = -A16, + 420, =

avc63
26,
= -A16,-A20,-436, =
2
%%l’é@_ = mg{A1BLY? + (42B1 - 41B2)0,6, +(43B1 - A1B3),6, ~ (42B2)6:
4 |

(4285 + 43B2)6,6, - (43B3)92 |

=-{c4s5(1,c2 + L,S3)p, —[L,Sas5455, - [L,5455p,

aVc62u
565
= —A16, + A28, + A30; =
2
%%ﬁl = my {(,41}!31)9'12 —(41B2+ 42B1)9,8, - (41B3 + A3B1)6,4; +(42B2);
5 .

+{42B3+ A3B2)6,0; + (A3B3)§}

= -[54CS(L,C2 + L, S3)P, + L, [SaCAC5 + CaSSP, +[L,CACS,

La demiére étape du calcul concerne la dérivation de ’Ts par rapport aux vitesses
articulaires, nous allons le faire en considérant chaque composante du vecteur vitesse instantanée
Ve A part : :

v,g = —{(L,C2+ L,S3XS4C5CE + C4S6)+ L [S6(S3C4C5+C385)+ 3354061[91
+ L, [SaC4C5C6 + CaS5C6 - SaSaS6 P, +[L(CACSCE - S456)+ L ¢ (- S4C556 + CACE)P;
+[L,:55568, +[L,,C6¥; =—A18, + 426, + A30; + 440, + A50;
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* Chapitre 4 Modéle dynamigque
avec !
o4 _ 1 §2(S4C5C6 +C4S6)
2
0Al

=1,C3(S4C5C6+CaS6)+ L, [S6(C3CACS - $355)+ C354C6)

= (L,C2+ L,S3)CAC5C6 - S4S6)+ L ¢[- SIS4C556 + S3C4C6]
= —§485C6(L,C2 + L,S3)+ L [S6(~ S3C4S5+C3CS5)]

=(L,C2 + 1,53~ S4C586+ C4C6)+ L4 [C6(SICACS + C355)- S35456]
= L,[- CaC4C5C6 + SaS5C6 + CaS4S6]

= L,[CaC4aC5C6 - SaS5C6— CaS4S6)

= —L,[SaS4C5C6 + SaC4S6]

=L,[- SaCd;SSC6 +CaC5C6]

=-L,[SaC4C556 + c&ssss +SaS4C6]

= {1, (S4C5C6 + C4S6)+ L ((C4C556 + S4C6)]
=[-C455C6L, + S4SSS6L ]

=—{1,(C4C556+ S4C6)+ L 4(S4CS5C6 + C4S6)]

o6 08

6 6 -
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Modeéle dynamique

Chapitre 4

A\ m Do |, {(Al B, - (4142)9, — (4143, - (A144)5, - (4145
ar| 2 391
1 [ L.
2056 Lo g, . 2A1% 0, +| 24221 16,6, +| 2122 4,6,
.36, 26, | 80, 89, 86,
_ Azo_fil— 41942 942 B%— A2 ?Al a(d... GA]. 929'3 |4 841 + Al oA2 iy C’Al 6294
86, 06, o6, e, o0, 38, T30,
NP %2, 45284, - Az-a—‘il- Alﬁ‘fi—ﬂeﬁé PR
o0, a0, ee, |7 | o8y a6, | | o6
B PRI SRPR-Y F R LS ST )
o6, 00, 08, 06, ;s 96
P 28 6,6, - ey g2 aa S, 048, 24 4sla 6,
) 26, | a0, 6, ' 26,
aa i 02 g 0 AS% o as L 12106,
86, 08, 86 | 36, 6,
2 T ae - nm
%[% i‘@%} = g (41428, + (42 B, + (424309, + (42496, + (4245,
2
|2, 4282 6,0, — P AI% 0,0; ~ AL, 22 6,6,
|"Ta6, " o6, | o6, T e, 86, 26,
- Azﬁ A1~a‘iz 6,65 — Az—‘z’fﬁ— AliaA—2 6,0, + 2A2-ai43 63+ ZAZ%- 3242 0,6,
e, T 065 T “ee, V|08, T 00,
+ 2A29A—“ 4442 60,6, 2422, 45942 0,05 + 2,4253£ 0,6, + 3942 6%
86, 06, 86; 06, 86 86,
3242, 008, 4a082)5 5 [ p 002, 043 404205
Toee, o8, 36, 06, 65 06|
o 3222, 28 6,0, +| 44922 62| a4 042 , %42 P12 4566,
86, 00, 86, 80, = o6, a4,
| a2, 222215 6, 4| 452\ 45242, 0B N 6, )
s 06 86, 00, 06 .
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Chapitre 4 Modéle dynamique

d[ms Mg mﬁ{—(AlAa)el+(A’>Ag}92 (AZ 9, £ {43440, +(4345)0;
dr\ 2 26,
- ) I
| 4304 6,0, -| 43 ;.04 6,6, - pZA 945 6,6, — a2, 195 g,
ae 30, 86, 86, 20, a6,

_ Aj_aA_l a2

UA2 9§ 0382006, +| 43222 222 06 6,

_ 26, FTET)
- A3i‘g 2645+ aAz 2210 6 4| 243 1.6, + 24398 o 4,
26, 56, 56 26

4 5

. aAJ}Bﬂgﬁ {Adaas] [ 43 8/14 aAJAS}Bz‘BS

2

L 6; 00,
| aa283, A3§é-d—' o 45983 1g2, As@i13 #2064
- 56, 26, 96, 06,

dr\ 2 96,

taa P4 -] a2 919 448166, | 4a 28, %% g6,
86 86 06

; [m6 £ ] mﬁ{_(AlA4)91 +(4244)0, +(A4344)6; + (A4 )9 +(4445);

2 3 4 965 a0
| 4a24L, 4122216, +| 4422 o2 44222 042 |5 6, +| 4a 222166,
36, ~ 06 30, 86, aa

+ A4% AZ@E 0,05 + A4-‘3’4—2 %4 6,6, + | 4498 6,0, + 44283 3044 0,0,

a6, 80, | 26, 26, 86, | 26, 26,
N PPN ) PR P2 P Py d P A | 45244 ]2

706, 86 | 00 26, 86,

1. . '

o as24 L 4a25 o4 )

| 96, a6, |

i[% @j—} o (ALY, + (424565 + (A3As)93 + (4443, + (42 P,

dt\ 2 96,
AS%I— 9192 5241 9193 4524 6,6, - AS oAl 6,05 —| A5—— oAl | %8 0,8,
AS% o3l 45222 16,6, +| 45222 042\ 6, +| 45222 16,6, +| 45222 042, 1228 14,6,
26, 26, a0, 36, 36,
a‘m9394 pric=l 6,65 + as2B 5328 0,0 + | as%44 0,0,
08, | 865 96, 86, 36s

o as2id A4a—A§ 6,0, +| 24522 16.6,) -
36, 2 20,



Chapitre 4 Modéle dynamique

v e, = —A16, + 420, + 436, + 446, + A50;

avec:

Al = [(L,C2 + L,S3(S4C586~ CACE)~ L4 [C6(S3CACS +C385)- 535456]]
A2 = -1, [SaC4C556 + CaS5S6 + SaS4CH)

A3 =—[L,(C4C586+S4C6)+ L4 {S4C5C6+ C4S6)]

A4 =[L,.85C6)

A5 = _[Lcti S6]
avee !
Gl _ 1,52(54C556—C4C6)
a6,
;a;n ~[2,C3(S4C556 - C4C6)- L6 [C6(C;>C4CS $385)-C35456]]
3
%i = —[(Z,C2 + L, SINCACSS6 + S4CE) + L [~ S3SACSCE + S3C4S6]

% - [SASSSé(L C2+ LyS3)+ L,6[C6(- S3C455+C3C5)]

5

2,;1 {(z,c2+1, 53)(S4C5C6 +C4S6)+ L [S6(S3CACS +C355)+ S384C6]]
6
% = _L,|- CaC4C556 + SaS556 - CaS4CH)
2
%2 = _L,[CaCAC5S6 - SaS5S6 + CaS4C6)
3
O o L[ SaS4C5S6+SaC4Cs]
86,
042 1, |- 5aC4§556+ CaCsS6]
20,
Z_ZZ = _L,[SaC4C5C6 +CaS5C6 - SaS4S6]
6
2;3 = L, (- S4C586 + C4C6)+ L 4 (CACSC6 - S4S6)]
4
943 _[1,C45556+ L,4S4S5C6]
5
a3

= ~[,{CAC5C6 - 5456)+ L (- S4C556 +C4C6)]
6

244 _; csce; Mg 5556 945 _1..Cé
26 26

5 6 6
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Chapitre 4 Modéle dynamique
; |
i ms Dy |y 442, — (41426, — (4143, — (4144)6, — (41455
dr\ 2 84,
+ 2A1§£}98 {2,41-‘?&]9 6, .[2,41%]9]9 {m aAl]ee T[zAlﬁ}e 8,
|7 e0 56, | a0 26, 86,
i o
[ a2, AI%}G’% [A” A, g2, oA }9293 [ 2O %42, 4 ]9294
06, 6, a0, o, " 092 . 06, a6,
B, 082 53l | p AL A1§43}9296 [A3%}9§
T A . 06, a6,
PR LIPSO N S R BT OAI]@@
Toee, T os, 06, | 86 g0, o6,
- 43% 43 16,6, { 424 Jez ag 241, 048 oAl As}éﬁj
o0, -6, 86, | *| 06, " o5 o8,
| astr, 0 949'6—[ "A}}éz 45 5‘45}9 65}
"6, T 06, 36, | |7 o6, 8,
dfms g ), (414208, + {42 B, + (42430, + (4244), +(4245)F;
dt\ 2 a6,
- AZ% a4 6,8, - A2@ A1§‘~4—2 6,6, — Aza—‘ﬂ~ Al—= 5A2]91é4
e, 06, | o6, T o6, 06, 86,
~ AZ% Alé‘i—z— 6,6 — A2% ,4_31-‘9-42 6,6 + 2,42‘3—’45‘1}@2 2022, A35A2}é26}3
o0 T o6 o0, T 06 """ 00, g, 96,
+ 2A29A—2 A4 aAz}ezeg [2,42% AS%}BZBS [2/126—‘43 0,8, + {Aﬂﬁ}eg
80, = 86, 265 66, 20, | 00,
o 43842 P4 44 6‘42}939 {A3 A2 | 4943, saAz]ese
oo, “Toe, T o6, a6, o6 26,
+ Aﬁﬁz— 22066, | 4492162 4492, 044 L 942 4sl6,6,
86 a8 38 86 26, | 0
6 6 4 5 5 4
o 4a222, Az-‘?ﬁ}mé [ 5%}8 [As@;2 ‘3‘45}9 96}
T 00, T 06, 86, 50, 9, |
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Chapirtre 4 Modéie dvnamigue

i .
d [ms chszJ mg - (41438, + (4243)0, + {42 B, + (4348)5, + (4545)6;

dr| 2 06,
R ATy 6,6, aA*}é b - 3% 98 g5 | 324, 1 2B g,
| 06, o7 064 08, 00 065
Ry Ll AI?A—3 6,0 +| 43 GAﬂaz #2066+ ;322 p 2 g6,
o6, 26, o6, 06,

+ AJ% a‘d 2, 086, o 6.6, 42322 1.6,

86, 86, 56,
+ 2A3% 0,6 + 6‘43 ?fB + 4322 B sl

o0, o6, " o6,
N aAJ 9 O + 6:43 9§+ 45 0A3 ) JAS 9595}
86, 6,

,41/14)91 +(A2A4)652 +(43.48), +(42 B, + (44450,

d Mg ch62
dt 2 094

| 4a P16, | 4a 8l 6, | 4a 2 V6, -| as Py 192 g0,
s 456, ze, 20; a6,
a2, 02445 o] 4a@2 052 448255 1] 40225,
06, 06 4456, 1| %0, e,
o] 4a 22, 284 6,65 +| 44222 L %% 16 4 aA’ 6,6, +| 4422 L 5% g6,
e 26, " o6, N 06, " 26,
. 4
o] 428 5024 ] 6,65+ 244222 6 o 1244288 15 6 o] s 23 63
08, T 06, | 865 8 o6,
W s, 44285055
o6, T 06, |

i{&a"_f_ﬁz_J = my (- (ALAS), + (42451, +(4345)5, + (4445, -+(A52 ¥,

dr\ 2 86

Jas g6, | as22 10 - 4s P14, -| asPL g0 | as P, 025 154,
|58, 80, 26, 20, a6, o6,

+ AS% o2 452216 6 | 4524210, +| 45942 16,6, +| 45%2 4 4222 lg 0,
e 36, a6, 86, 00, o6,

o] 45283 6,6, +| 4583 16,6, + 4598 4 1398 15 5. 1| 4594215 4,
| “7 56, | 20, %8, %8, 80,

o] as 244, 142455 6, +] 24522 16.6,)
oo, T 06, 26
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Chapitre 4 Modéle dvnamique

Vg3 = A16) + 426, + 436
avec .

Al =-[5485(L,C2+L,S3)]
A2 = 1,[SaC485 - CaCS)

43 =L,C485

donc :

oAl _ ) sasass; P _p,c3s4s5 oAl _cass(L,C2+ L,53)

36, 00, 26,

QA _ _eacs(1,C2+L,83) 5 aAz =—L,[CaC485+SaCs]; % = L,[CaC485 + SaCs]
5 2 . 3

042 _; sasass; 2=, [SaC4C5+ CasSs}; o83 __;,sas5: M _1,cacs

? 6 a6 * 00,

4 5 4 3

d(mg v . . ,

dt( " ae}ﬁJ mo 42 9, + (4240, +(4341)6;

+{241 fjﬂ}al {”Al %l—}a g + {m oAl }919'4 [zm oAl }9 o, + [Al 0A2 | 4o A }92
| 86, 36, 96, 86 86, 36,

a2, 8 s 6 | a2 2.6, +| %2 4 2% 1,6,
00, 66, 06, 26, = 86, 66, o0y

e | 028 5 6, 22 322066,
e, 50, 20, o6, o6;

2
i(f’ié‘ﬁ?ﬁi] = mg {42410, + (42, + (43426,

dar\ 2 86,
+ Alﬁz— aAl 6,0, + Ala—A—z- Azé’il— 0,6, + Al@?— aAl 6,8,
a0, 692 0, 06, 98, q494

| a2 o 6,6, +| 242222 |62 24227 042 | ;3242 15,6, +] 20222 16,6,

REDENR 2 56, 26, 06, 26,

RpyeL. 6,65 +| 43 842 g2 | 228, 13922 1.6, + 222 Aﬁ‘ﬁ 6,6,
B 08, o0, " 06, 865~ o6;
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Chapitre 4 Medéle dynamique

;;[M—LJ me {430, + (53426, + (£,

26,
L] 45041 ] 66, + 328 6.6, +| 22 322 AL s 6, | 12 5 398 164,
%56, | o6 (99, 99 o0 ’
— ﬁ o] Az
+ 3 aAL 9 aAL 9293 aA AJ?— 9’394
a0, 728, REONNED
r 21, . 3055
42 043 + ?‘A“' 9295 + ?AJ -’9394 2AZ— 043 939 }
7 g0, 80, 06, | a8s

Arrivé i ce stade, on peut former le membre de droite des équations de Lagrange donnant Ja
dynamique de la structure, mais il faut compléter en écrivant les termes exprimant Ieffet de la
pesanteur(Energie Potentielle) et qui vont constituer le membre droit desdites équations. Autrement

dit, il faut calculer les {; donnés par :

N oz
) ‘ Gi=) gmn X
; o6

4.9

Ou:

M; = masse de la barre & ;

N =nombre de barres de la SMA ;

G = accélération de la pesanteur ;

Zey= altitude du centre de masse du corps £ dans le repére fixe Ry

Chaque centre de gravité est Iorigine d’un repére ayant la méme orientation que celui lié & la barre
correspondante(cf fig.xx). Zcx est la 3€me composante du vecteur position du centre Cp qui est

déterminé par la multiplication des transformations homogenes :
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Chapitre 4 Modéle dvnamigue

Op Ol 20 . Gr_Oplep 30, Op_Op g3y a
CZT_IT'ZT'CZT ’ C3T-—1T-3T-C3T, caT“lT'BT'a“ caT

ch:gT'cf‘T > ch:gT'ciT; ch:chgT 5 ch:gT'ch

avec,
1 0 0 0 1 0 0 L, 1 0 0 L,
e |01 0 Ly .. |01 0 0 e |01 0 0
c3T= ’CZT_ ;caTz
001 O 0 01 0 0 01 O
0 0 0 1 00 0 1 0 0 0 1
1 0 0 O 1 00 0 100 0
010 -1 010 0 01 0 -L
T = “l5 T = ;T = .
0 01 0 001 L, 001 0
00 0 1 00 0 1 0 00 1
1 0 0 0
e {010 0
c6T= -
0 0 1 Ly
00 0 1

Nous trouvons alors :

ch =—LC1 ; 262 =L0252 ; ZC’3 = LC3C3 ; an =LcaSZ+L3C3 ; ZCL‘ = L2S2—LCCC3 ;
Zos = LyS2~(Ly + Loy JC3 5 Zos = L;S2 - LyC3 + L5 (S3C485 - C3C5)

Z. = 1,82~ L,C3+ L{S3C485-C3C5)

Par suite :

Q1 =0

QZ = [mZLcl + maLca + (mr: + my + mS + mﬁ )LZ }CZ .

O, = [‘ myLlg +my (L4 +Lgy ) +ms (L4 + L CS)— m,Ly+m.L;, ]S3 + [ms L.sCAS 5]C3
gy = [‘S3S4SSI’"5Lc5 + mchs] -

Qs =[s3C4C5+ 355 ms L s + mgLy ]

Qs =0

81



Chapitre 4 Modeéle dynamigue

Arrivant 4 cette étape, nous avons établi tous les termes nécessaires pour écrire le modele

dynamique de la structure et le mettre sous une forme plus exploitable.

4.6 Conclusion :

Le modéle dynamique est d’une trés grande importance pour un robot car ii est utilisé dans
différentes stratégies de commande offrant une meilleure maitrise du mouvement puisqu’elies
donnent accés aux positions, vitesses, accélérations et aux variations des couples au niveau des
articulations. Ce modele fournit égaflement les forces et les couples exercés sur chaque barre, ce qui

est d’une grande utilité pour le dimensionnement de la structure du robot et des actionneurs.

Nous avons dans ce chapitre exploité le formalisme de Lagrange pour déterminer les
équations dynamiques de la structure & chaine plane fermée. Nous avons procédé par €tapes car
expression du lagrangien est trés compliquée (elle contient 32 parametres dynamiques entre
masses et moments d’inertie). Ainsi, par dérivation, nous avons établi tous les termes intervenant

dans la formule(4.4) pour chacune des barres constituant la structure.

Le résultat tel que présenté dans ce chapitre, constitue le modéle dynamique dans son état
brut ; c’est & dire que nous n’avons pas encore déduit les termes constituant les matrices de la
formule(4.8). Ce travail peut &tre fait ultérieurement mais aprés vérifications des équations par une
méthode numérique se basant sur Palgorithme de Newton-Euler par exemple. Un exemple de
vérification pour le tobot paralléle Delta, se trouve dans [21] (voir également|4,5,20]). 11 faut
néanmoins prévoir une certaine tolérance lors de la comparaison, car les approches des deux

méthodes différent.
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Conclusion Générale et Perspectives

Conclusion générale et perspectives :

Les modéles mathématiques des robots manipulateurs sont wtilisés dans les mémoires de
commande des robots industriels modernes. Ces modéles sont engendrés par un grand nombre de
systémes de conception et de fabrication assistées par ordinateur (CFAO) utilisés pour simuler le

comportement de mécanismes complexes ou pour programmer hors ligne les robots industriels.

Dans ce mémoire sont dé{feloppés les modeles mathématiques d’un robot manipulateur
hybride ¢’est & dire comportant une boucle cinématique plane. L’introduction cette boucle
cinématique a pour objectif de ramener le moteur du troisiéme axe 4 la base pour diminuer la
masse en mouvement et rigidifier la structure du robot. Le comportement du porteur
(dit différentiel) est un peu différent de celui d’un porteur série 3R[14] mais n’est pas aussi

complexe que celui d’un robot parallele]6,18].

La structure que nous avons modélisée est présentée dans le premier chapitre. C’est une
version améliorée de la structure existant au LCP. Les avantages qu’elle présente par rapport a
cette derniére sont la symétrie de la structure globale par rapport @ un plan et un poignet

sphérique assurant |’existence d’une solution pour la cinématique inverse{3,9,27].

Dans les deux chapitres suivants (chapitre 2 et 3), nous avons déterminer les modéles
géométriques et cinématiques directs et inverses respectivement (MGD, MGI, MCD et MCI). La
matrices jacobienne et son inverse ont été déduites ce qui a permis I’étude des singularités du
robot. Celles- ci ne sont pas différentes de celles d’un robot 6R série. Les résultats sont vérifies

analytiquement dans les annexes B et C.

Le modéle dynamique est déterminé en exploitant le formalisme de Lagrange dans le
dernier chapitre. Ce modéle est trés utile pour le dimensionnement de la structure et des
actionneurs. Nous avons établi les termes contribuant dans ce modeéle sans toutefois déduire les

matrices de la formule (4. 8).



Conclusion Générale et Perspectives

Ainsi, comme perspective de ce travail nous pouvons citer :

La vérification du modele dynamigue par une méthode numérique en utilisant

" I’algorithme de Newton-Euler par exemple (ou un autre tel que le principe

d’Hamilton[20]). Le modele est alors jugé bon s’il donne & un pourcentage prés,
les mémes couples aux articulations que ceux donnés par le calcul numérique {(on

admet 10% comme écart maximum dans [20]).

Déduire les matrices intervenant dans le modéle en I’écrivant sous une forme
linaire par rapport aux parametres dynamiques. Ceci est avantageux pour

Pidentification des paramétres de la structure apres construction et assembiage.
Optimiser les paramétres dynamiques (longueurs et masses) suivant les exigences
du cahier des charges qui spécifie les contraintes[3,15] de maniére & pouvoir

dimensionner le reste des éléments de la structure (réducteurs et autres).

...etc.
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Annexe A

Al Les Engrenages hélicoidaux irréversibies :

~ Les engrenages hélicoidaux se retrouvent le plus souvent lorsque les arbres sont en
position paralléle. Les engrenages hélicoidaux sont similaires aux engrenages cylindriques droits,
a Yexception que les dents sont taillées & angle par rapport a I'axe de rotation de la roue. L'angle
d'un engrenage hélicoidal est appelé l'angle d'hélice qui dépend des conditions de design et de la
position relative des arbres. Pour’des engrenages montés sur arbfes paralléles, on aboutit 4 un
engrenage hélicoidal irréversible statiquement, si I'angle d’hélice dépasse 84°[livre sur
engrenages]. L’engrenage doit étre dimensionné de maniére a vaincre un certain effort du a Ja

pesanteur par exemple comme dans notre cas.[2,10,12]

LEFV HAMD

AIGHT HAND HELICAL HELIX ANGLE

Engrenage hélicoidal et angle d’hélice

Pour assurer le fonctionnement, on doit avoir entre autre le méme angle d'hélice et les
deux roues doivent étre de mains opposées. Des engrenages de mains opposées vont opérer sur
des arbres parall¢les, tel que montré sur la figure suivante. La main d'un engrenage est
déterminée par le coté d'inclinaison de la dent lorsque I'engrenage et a Thorizontale et l'axe de

l'arbre & la verticale.
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TWQ LEFT HAND
HELICALS, SHAFT
CROSSING CVER

Engrenage a mains opposées Engrenages 4 main.. non opposées.

A2 Stabilisation de la structure par contre poids :
La méthode d’équilibrage par parallélogramume est trés utilisée. Daps le cas d’un porteur
série, on ajoute 2 la structure un parallélogramme articulé ABDO3 comme il est indiqué dans la

figure suivante :

M

o9

les données sont :
02 03 = L2 et sa masse est M2 (centre de masse = G2)
C 03 =L3 et sa masse est M3 (centre de masse = G3)

Les tiges SB BD sont supposées de umasses négligeables devant M2 , M3 et M.
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But:

Trouver AO3 AS et M pour que le systéme soit statiquement stable.

Selution :
En annulant les expressions des couples dus a la pesanteur en O2 et O3 (formule 4. 9),
on trouve que le systéme suivant dgit &tre satisfait {7] :
AO2 = L2(M2+2M3y/ 2M
AO3 = L2(2M+ M2+2M3)/ 2M
AS = L3M3/2M
C’est & dire qu’on peut choisir M puis déduire les bras de levier AO3 ou BD et AS

Dans le cas ol la structure comporte une boucle, 1’équilibrage par parellélogramme

donne la forme représentée sur la figure suivante [14] :

A

et le systéme que doivent vérifier les inconnues M, A’S et OA'est:
M OA' = M2 OG2 + M3 OA

MA'S =M3 AG2

Cette figure montre bien que la complexité de la structure augmente si on adopte la
solution du parallélogramme pour I’équilibrer. L’optimal est donc d’utiliser des engrenages

irréversibles qui joueront en méme temps le role de réducteurs.
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Détermination du MGI pour le porteur

Nous avons trouvé le systéme donné par(2.21)

() S3C2-82C3=R
L,82-1L,C3=2
F: 2 g
o) C:+S8l=1
C:+8;=1

la résolution du sous-systéme (1) par rapport 4 .53 et C3 donne :

)
§3=- -L,R+SAZ-L,S2
b LResaz-1.5)

o
C3= —L—[(Z ~1,52)]

4

le sous systéme (2) devient:
Cl=1-§] (4)

¥z -1,82) +[-L,R+52Z - L,S2)f =1ic];  (5)

en combinant (4) et (5) lon tombe sur I'équation:
(1-52)Z - 1,52 +[- LR+ 52z - L,s2)f =13(1-83)  (6)
qui devient apres simplifications :
(22 + 1% + 2RL,L, )57 - 22(L, + L,R)S2+ Z° + R*L; _I=0 7).

or sachant que: _
(I3 + L2 + 2RL,L, )=p

il suffi de poser dans I'équation (7) S2 =\ pour retrouifer I'équation (2.22) et les résultats qui
en découlent: ,

pa? =221, + LR +[22 + (RP = 1)|=0 (8)
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C1 Vérification du principe de superposition pour le porteur:
Pour vérifier le principe de superposition, on considére I’effet de chacune des articulations
g, 6; 8 séparément. Comme les effets des articulations ne s’exercent pas en le méme endroit, on

doit prendre en considération leur position finale aprés I"application de chaque rotation.

1) Vitesses dues a &; uniquement (&;6; sont nulles ainsi que leurs dérivées).

La configuration dans laquelle se trouve le robot est la suivante :

Yb'\/Xb

P

Et les transformations homogénes correspondantes sont :

C2 -S2 0 0 c2 S2 0 I, c2 -52 0 O
|00 —~10_2T=—SZC20-0_C _[s2 ¢c2 0 L
26, %lgy c2 o0 of7¢% o o 1t o{’"" Jo 0o 1 0

0o 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 -L,

ZTm—OlOO
= 1001 O
000 1
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En appliquant les formules de calcui des vitesses (3.2), on trouve :
°v0/92=°a)o,91=[0 0 O]T 3 1":/32:1""1/02 =o o of
2v2/6’1=[0 0o of; 2“’2/92=£0 0 92}7‘

Vero ~[1,528, 1,026, of ; cw,, =0 0 of

oo, =10 Loy Of 5wy, f[o 0 4]

Varo, =0 0 OF 3 0,0 =0 0 6,

2) vitesses dues 40; uniquement (&,=0 et & Cte. = Dérivées nulles).

Configuration : Yb \Xb/

\ | »»\;2\ X¢

pX0,1

Les transformations sont :-

C3 -83 0 0 Ca Sa 0 0 Ca -Sa 0 0
) 0 ¢ -1 0} -Sa Ca 0 I, Sa Ca 0 0
T = } alre, = s $lre, =
¥ Tls3 3 000 /6, 0 0 1 ¥IHT 0 0 100
0 0 0 1 0o 0 0 1 0 0 0 1
1 00 0O 1 00 LCa
010 —-L 01 0--L,Sa
b 3 3 2
T s e =
/%l 001 0 /%710 0 1 0
0 0 0 1 00 0 1
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D’ot on trouve les vitesses suivantes :

Vo =" @5 =[0 0 0] 5 vy ="my =[0 0 Of
vy =0 0 0F %0y, =l 0 4]
Vs = LCaby —LiSady Of ; @, =[0 0 of
"o =l 1365 0 0 3w =l 0 4]

Ve =l0 0 OF 5 ‘@, = 0 6]

3) vitesses dues 2 &; uniquement (et & sont constants donc & dérivées nulles)

La configuration est la méme que la précédente, et on obtient les transformations

suivantes :

C3 -53 0 O Ca Sa 0 0 Ca -Sa 0 0
13"—0 0—10_3T_—SaCaOL3.a {Sa Ca 00
¥ 70¢3 3 0 017" 0 o0 1 ol7%% o 0 10

0o 0 0 1 0 0 0 1 0 0 01

100 O c2 -S2 0 0 Ca -Sa 0 L,

01 0 -L 0 0 -10 Se Ca 0 0
b 3 1 2
T, = ,T = ;CT =
<1001 0 ¥ Tls2 €2 0 0 71 o 1 0

000 1 0o 0 0 1 0 0 1

P application des formules donne les vitesses :

*Vore, = @o,0 =[0 O of : vyp="@y,, =[0 0 Of
2,0 =10 0 OF; 20y, =[s26, 26, of

vy =10 0 OF ; 3wy, =[s36, €34, off

“org =0 0 L,S36] 5 “wuq =526, C26, of
g =0 0 L;S36,~L,C26,] ; Pwy =[536, €36, of
Ve =0 0 —L,C28] ; ‘o, =[s36, 36, of
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Vérification de lIa vitesse en ¢ par le chemin : (1-2-¢) :

e ¢ 2 2 2
che,_leﬂ,l Vag T @29 % PcJ

Ca -Sa 0
avec : 2Pc=[L2 0 O]T et 2CR/91= Sa Ca 0
0 0 1
“@cs0=1R;q 2502/91
ce qui donne :
Voo =0 0 ~1,C26]
et:
‘@4 =[sin(a+t92)91 cos{a +6, )9, O]T:[S?aél C36, o]T

En effet, on retrouve les mémes vitesses pour les deux chemins : (1,2,c) et (1,3,a,b,c)

Calcul des vitesses résultantes :

A partir du schéma ci-aprés représentant les axes des différents repéres dans la dernicre

configuration on déduit les matrices d’orientation suivantes :

X3, ¢/ final Xb / final Xb /6 Xa/final= Xa /&

s

X35 16; :

(C3 -S3 0 C3 -S3 0
Yap=|53 C3 0|; “%R={S3 C3 O

0o 0 1 0 0 1

[Ca -Sa 0 1 00
YBR=|Sa Ca O0|; “%R=|0 1 0

0 0 1 00 1
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d’ou on calcule les vitesse pour chaque liatson :
Liaison 0 :

Liaison 1 :

y=fo o of ;le =0 0 6]

Liaison 2 :

2y =[0 0 OF ; 2y =v, 470y, =926, C26, 6,]
Liaison 3 :
by =[0 0 O ; dwy=tvyy vy, =[526, €26, 4T

Liaison a ;
vy =vas + (16 RV Varo, + Vase, = [ LsCaby ~LySab, 1,536,]

‘@,=" g '*'(a/afR)a Dayg, +7 @0, =[5291 C26, 92]7

Liaison b :

ba)b=bmb191+(bl€fR)bwb19,+bwb.’93 =[S391 C36, -gar

Liaison ¢ :
V=15, +{e16 R Vera, + Vers, =|LaSaby  LCady —~L,C26,]

‘o, ="w +(c19:R}cwc/92+ca’c193=[S3él C3'91 9-3]1'

¢= Deyg,
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En fin, puisque pour toutes les barres du porteur, nous frouvons les mémes vitesse que
celles que nous avons calculées dans la chapitre 2, nous pouvons dire que le principe de

superposition est vérifier et que le modéle cinématique que nous avons ¢laboré pour la structure

est correcte.

L3

C2 Obtention du MCD par dérivation du MGD
Nous voulons vérifier le MGD. Puisque nous venons de voir que le MCD est correcte,
nous dirons que le MGD est correcte si par dérivation de ce dernier par rapport au temps, nous

retrouvons la vitesse linéaire du (porteur point P) i.e. Ovs="vs

le MGD est donné par (2.14)

X=C1(L,C2+L,S3)
Y=S1(L,C2+L,S3)
Z=1,52-L,C3

d'ott par dérivation:
X=-S1{L,C2+L4 53} ~L,C1526, +14C1C385
P=C1{LyC2+L4S3)8) ~L, 515265 +L4 S1C363

ce systéme se met sous la forme matriciclle suivante:
X ~SWL,C2+L,83) -L,C152 L,C1C37 |6,
¥ =%, c1(L,C2+L,53) —L,S1S2 L,SI1C3|-|6,
Z 0 L,C2 LS3 |6,

qui est identique a la formule 3..0 donc le MGD ainsi que le MCD sont corrects
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Calcul des vitesses des cenires de masses des différcntes barres.

En appliquant successivement la formule (4.7) :
Ve = i + larx 'Py
. ontrouve:

ly, =0

o= 1,6, -L,C26]

ey =|-Loy; 0 L,S36,]

= [-L,Cab; (L6, L,Sab;) (L,53-L1.,C2)6,
v, =|L,Sab, + L6, L,Cab, -(L,C2+L,S3),]

[ SM(L,C2+ (L, +L,,)53)+C4{L,5a6, +(L, +L,)6;)
ty, =|-Ca(L,C2+(L, +L.,)S3)-S4(L,Sab, +(L, +L.,)6,)
L,Cab,

[CSA+S5B+C
v, =| —S5A+C5B

D

avecg

A={{L,SaC4¥, + (L,C4¥, ~SHL,C2+L,53)8,|
B=(L,Ca), ; C=L.,[6, +Ca, -53546,]

D = -{(L,5a54), +(C4(L,C2 + ,53)+ L., (S3C4CS + C355)8,
+(L,S4+L,,84C5), — L.,4,]



Annexe D

. .
Vg = [vcﬁl V.6 vrﬁ:‘:]

avece -
v,g = —{L,C2+ L,S3XS4C5CE + C4S6)+ L4 [S6{S3C4C5 + C355)+ S354C6 [P,

+ L,[SaC4CSC6 + CaS5C6 ~ SaS4S618, +[L,(C4C5CE ~ S486)+ Ly (- S4C556 + CAC6 )6,
+[L,,8556, +[L.,C6 B,

Ve = [(L,C2 + L, S3XS4C586 — C4C6) - L, [C6(SICACS + C355)- 35456 16,

~ L,[SaC4C586 + CaS556 + SaS4C6 P, —[L,(C4C556 +54C6)+ L, (S4C5C6 + C456)ip,
+[L,sS5C68, ~[L.,S6W; = B1§, - B26, — B30, + B49, — B30,

V. = —J5455(1,C2 + L,S3)B, + L,[SaC4S5 - CaCS P, +[L,C485P,

Ces vitesses sont utilisées dans le chapitre 4 pour calculer I'énergie cinétique de

translation de chaque barre afin qu’elle soit utiliser dans la détermination des équations
dynamiques.
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Résumé : .

Pans le cadre d'un projet de conception d’un bras de robot industriel a six degrés de
liberté (rotoide ou pivot), nous déterminons dans c¢e mémoire les différents modéles
mathématiques de la structure méecanique articulée aprés [’introduction de quelques
modifications du point de vue construction. Ces modgles sont : les modéles géométriques
duect et inverse, les modéles cinématiques direct et inverse, et en fin le modéle dynamique.
Nous étudions également les singularités du robot aprés déduction de la matrice Jacobienne.

Mots clés: robot indusiriel, modéles, géométrique, cinématique, direct, inverse,

dynamique.

Abstract:

In this work, we detcrmine the mathematical maodels of an industrial six degrees of
freedom robot arm after making some modifications of the meéhanical structure. These
models are the direct and inverse kinematics, the velocity model and the dynamics. We also,
study the singularities after deduction of the Jacobian matrix.

Key words: industiial robot arm, models, kinematics, velocity, direct, inverse,

dynamics.



