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RESUME :

Le travail présenté dans ce mémoire concerne l'établissement des courbes représentants les
distributions de pressions et d'épaisseurs du film d'huile lubrifiant dans un contact
¢élastohydrodynamigue, pour un couple d'engrenages coniques droits & développante sphérique.
Dans un premier temps, on c'est intéressés a I'étude géométrique détaillée. Puis, on a exposé la
théorie a appliquer, suivie d'une application sur ce type d'engrenage. Les résultats retrouvés
montrent les influences des différents paramétres définissons l'engrénement sur le phénoméne

La confrontation de nos résultats a ceux de la littérature a montré un bon accord enire les deux.

Mots clés : slastohydrodynamique — pression — épaisseur du film.

ABSTRACT:

The work presented in this memory relaies to the establishment of the curves representatives
the  distributions of pressures and  thicknesses of lubricating oil  film in  uan
elastohydrodynamic contact, for a couple of right bevel gear with spherical involutes.
Firstly ,we started with a detailed geometrical study. Then, one exposed the theory 1o be
applied, followed of an application to this type of gears. The found results show the
influences of the various parameters define engaging on the phenomenon

the confrontation of our resulis in those of the literature showed a good agreement between

the two,

Key words: elastohydrodynamic — pressure — thicknesses of lubricating oil film
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NOMENCLATURE

8158
.G,
n.n
R,R,
R.R,

Z,2,

AB

F.G

NOMENCLATURE

rayon de la sphére H [mm]

module normal [mm]

raison du train d’engrenage

demi-angles au sommet des cones primitifs [°]

demi-angles au sommet des cones de base [°]

demi-angles au sommet des cdnes de téte [°]

rayon de base des cercles de base des cones de base [mm]
rayons de téte des cercles de base des cones de téte [mm]
rayons primitifs des cercles de base des cones primitifs [mm]
nombre des dents des engrenages

rapport de conduite

points de tangence du plan d’engrénement et des surfaces de base
premier et dernier points de contact des dentures

point primitif

point courant décrivant I’engrénement

charge par unité de longueur [%]

sommet commun des différents cOnes, centre de la sphére H

grand cercle de la sphére H, ou plan d’engrénement
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ASB angle limitant la zone d’action [°]
FSG angle utile de la zone d’action [°]
P ‘ la pression de HERTZ [Pa]
K une constante dépendant des unités et de la forme du contact
P, la charge par unité de longueur [N/m]
E, module de YOUNG [Pa]
U, (x,.,t) les composants du vecteur vitesse dans les axes X, [m/s]
U la vitesse du fluide [m/s]
f les composants des forces volumétriques [N]
t le temps (5]
k le coefficient de conductibilité thermique [W/m K]
h, I’épaisseur du film d’huile au centre du contact [mm]
u; LU les vitesses de surfaces des deux cylindres suivant la direction x [m/s]
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NOMENCLATURE
Symbole grec
P la masse volumique [kg/m3]
o est la masse volumique a pression ambiante [kg/m’]
y rayon de courbures des surfaces de denture [mm]
a angle de pression réel [°]
@, ,0, vitesse angulaire des deux pignons [rad/s]
H la viscosité dynamique [kg/m.s]
o ' la viscosité dynamique du fluide & pression ambiante [kg/m.s]
> angle des axes des deux roues dentées [°]
é angle de rotation du cone de base du pignon [°]
4 le taux de dilatation cubique
3, symbole de KRONECKER
& I’énergie intemne [J]
v coefficients de POISSON
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INTRODUCTION GENERALE

INTRODUCTION GENERALE

Les engrenages sont des mécanismes qui transmettent un couple entre deux axes
tournants avec un rapport de vitesses angulaires constant. Les axes peuvent avoir des
dispositions quelconques dans I’espace et les rapports de vitesses varient dans un large
domaine. 11 a donc fallu trouver des solutions géométriques pour résoudre les problémes
cinématiques réels. Il existe plusieurs dispositions d’axes et formes de dentures capables de
supporter les efforts mécaniques transmis. On peut classer alors les engrenages en diverses

catégories en fonction de la situation de leurs axes de rotation :

a) Axes paralléles : p

- engrenages cylindriques droits.

- engrenages hélicoidaux drotts.

b) Axes concourants :
- engrenages coniques droits.

- engrenages Spiro—coniques.

¢) Axes perpendiculaires non concourants :
- engrenages hypoides.

- Roues et vis tangentes.

d) Axes quelconques :

- engrenages hélicoidaux gauches.

Pratiquement, dans tout systéme mécanique transmettant une puissance, on trouve un
couple d'engrenages. Dans certains mécanismes, ces éléments s'imposent du fait de leurs
qualités performantes (rigidité, longévité, sécurité de transmission, fiabilité, rendement élevé,

rapport de transmission constant, etc). Ainsi, ils sont particuliérement utilisés dans les boites

de vitesses, les réducteurs, les différentiels des ponts arriéres de véhicules, les machines-

outils, etc, a des puissances faibles ou élevées.

ENP. Septembre 2003 2



INTRODUCTION GENERALE

Ces engrenages transmettent la puissance demandée par contact entre surfaces de
dentures. A la prise de contact, il y a un choc produisant des vibrations, et au cours du
fonctionnement un frottement provoquaﬁt une usure. Le choc est d'autant plus important avec
une géométrie de denture ayant des défauts de formes. Le contact a sec provoque une

détérioration rapide réduisant sensiblement la durée de vie du mécanisme.

Pour assurer un fonctionnement doux et silencieux d'une part, et d'autre part, une
longévité plus élevée du mécanisme, on cherche & améliorer la géométrie de denture pour

réduire les vibrations et la lubrification pour réduire I'usure.

L'amélioration du premier facteur consiste 4 rechercher une géométrie des surfaces de
dentures permettant de réduire les erreurs cinématiques et par conséquent le bruit de
fonctionnement. On peut l'envisager par la possibilité de corriger les défauts géométriques en
agissant sur les parametres de réglage appropriés de la machine de taillage (la denture étant
supposée tailler suivant le principe de génération). En effet, il est maintenant possible de
chiffrer, 4 l'aide de méthode d'analyse mathématique, les corrections a apporter aux
parameétres de réglage considérés en analysant les écarts relevés sur les surfaces de dentures.
Mais cette méthode nécessite au préalable la connaissance d'une modélisation mathématique
ou numérisation de la surface de denture, et la construction de vecteurs d'analyse de défauts

4

de forme.de dentures.

Quant a la lubrification,* elle fait intervenir le film dhuile nécessaire devant
s'interposer entre les surfaces pour éviter le contact direct entre elles. L'étude fait appel a4 des
théories relativement complexes du fait des déformations locales et des conditions sévéres de
fonctionnement (variation de la pression de contact, des conditions cinématiques, des charges
appliquées, des conditions rhéologiques du lubrifiant, etc). Pour les engrenages, leurs surfaces
de dentures étant relativement complexes (courbures variables, zone de contact sous charge
¢galement variable), particuliérement celles des dentures coniques et spiro-coniques, leur

lubrification optimale reste encore & développer.

ENP. Septembre 2003 3
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Notre objectif dans tous ce qui suit, est de modéliser les équations régissants la
lubrification élastohydrodynamique des engrenages coniques droits, afin de retrouver les
distributions de pressions et d’épaisseurs du film d’huile lubrifiant, le long de la génératrice

de contact.

Dans le premier chapitre de ce mémoire, on va définir les différents types des
engrenages coniques, ainsi que leurs domaines d’applications ; vitesses de rotations, efforts

exerces, .....etc.

Puis, on étudicra les engrenages coniques droits & développantes sphériques d’une
maniére plus détaillée : on calculera les différents paramétres géométriques (rayons de
courbures), cinématiques (les vitesses de roulement et de glissement), dynamique ( charges
appliquées sur les dents). On exposera en suite, deux méthodes pratiques de génération de

dentures ( octoides 1™ et 2°™ espéces).

Le chapitre trois sera consacrer 4 la présentation de la théorie élastohydrodynamique et

son application sur les engrenages coniques droits.

En suite, dans le chapitre quatre, on exposera la méthode numérique suivie pour la

résolution des équations obtenues précédemment.

Le chapitre cinq sera consacré au résultats obtenus aprés exécution des programmes,

ainst qu’a leur interprétation.

Enfin, on terminera avec une conclusion générale,

ENP. Septembre 2003 4
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Chapitre I : GENERALITES SUR LES ENGRENAGES CONIQUES

GENERALITES SUR LES ENGRENAGES CONIQUES

1-1) DIFFERENTS TYPES D’ENGRENAGES CONIQUES :

Les surfaces primitives sont des cones d'axes concourants. L'angle que font les deux
axes de rotation permet une transmission du couple dans une direction différente. Les
engrenages coniques, contrairement aux engrenages cylindriques, permettent une transmission
du couple suivant un angle. Ils sont fréquemment rencontrés avec un angle entre les arbres de

90°, mais ne sont pas limités 4 celui-ci.

I-1-a) Les engrenages conigues droits ¢

by

Les engrenages coniques droits sont généralement utilisés pour des applications a
basses vitesses, quand le bruit et les vibrations ne sont pas des facteurs importants de

fonctionnement.

et

LR SR A Ea

Fig.1 : Denture d’un engrenage conique droit

ENP. Septembre 2003 5



Chapitre I : GENERALITES SUR LES ENGRENAGES CONIQUES

Les flancs des dents sont droits et pointent vers le centre géométrique de la roue. On
utilise les engrenages coniques droits dans des applications ol la vitesse de glissement se situe
aux alentours de 5 m/s. Dans des situations ou l'environnement de fonctionnement est trés

favorable, la vitesse de glissement peut s'approcher de 75 m/s.

I-1-b) Les engrenages Zerol :

Les applications pour lesquelles les engrenages zerol sont utilisés sont semblablement
les mémes que celles des engrenages spiro—coniques. La géométrie des dents est une courbe
et la tangente a cette courbe pointe vers le centre géométrique de la roue. La courbure des
dents augmente fa conformité, ce qui améliore les conditions de contacts et de lubrification; la
portée de contact ne couvre pas toute la surface, et il y a sensibilité aux erreurs de montage.

Le minimum de dents suggérées, pour des applications standard, est de 14 dents.

Fig.2 : Denture d’un engrenage Zerol

- ENP. Septembre 2003 6



Chapitre I : GENERALITES SUR LES ENGRENAGES CONIQUES

I-1-c) Les engrenages Spiro—coniques :

Les engrenages spiro—coniques sont généralement utilisés pour des applications a
hautes vitesses. Etant plus rigide pour un méme rapport de vitesse que les zerol, ils peuvent
servirent pour des applications & hauts rapports de vitesses. Ses dents ont une courbure et la
tangente a cette courbe fait un angle avec le rayon de la roue. On utilise les spiro—coniques
dans des applications ou la vitesse de glissement se situe aux alentours de 60 m/s. Dans des
situations ou i'environnement de fonctionnement est trés favorable, la vitesse de glissement
peut s'approcher de 125 m/s. Les relations de comportement en fonctionnement entre les

engrenages cylindriques & denture droite et hélicoidale sont aussi valables pour les engrenages

coniques droits et les spiro—coniques.

¢ l: Ik l:‘%:% = “" ;
o
; o2 )

i _,-'f' i
e

Fig.3 : Denture d’un engrenage spiro—conigue
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Chapitre I : GENERALITES SUR LES ENGRENAGES CONIQUES

I-1-d) Les engrenages Hypoides :

Les engrenages hypoides sont trés similaires aux engrenages spiro—coniques. Ils se
différencient par un déport de ses axes de rotation. Les deux axes de rotation ne se coupe
jamais. Ce déphasage permet aux dents du pignon de prendre une forme courbe dont la
tangente fait un angle important avec le rayon du pignon. Pour un méme rapport de vitesse,
les engrenages hypoides sont plus solide que les spiro—conique. En opération, les hypoides
sont plus doux et silencieux que les autres types d'engrenages coniques présentés
précédemment. Ils sont généralement utilisés pour des applications ol le rapport de vitesse se
trouve entre 3:1 et 6:1. Dans des situations o l'environnement de fonctionnement est trés

favorable, le rapport de vitesse peut prendre une valeur de 20:1.

Fig.4 : Denture d’un engrenage hypoide

Dans ce qui suit, vu la complexité de ces types d’engrenages, que ce soit en leur étude
géométrique, ou encore 1’application des théories régissant la lubrification, on va s’intéresser

uniquement aux engrenages coniques droits a développante sphérique.

ENP. Septembre 2003 8



Chapitre I : GENERALITES SUR LES ENGRENAGES CONIQUES

I-2) TAILLAGE ENGRENAGES CONIQUES :

Les types de procédures de fabrication servant a réaliser des engrenages sont
pratiquement indénombrables. Par contre, il existe seulement trois méthodes de fabrication
servant a réaliser tous les types de dents d'engrenage. Ces trois méthodes sont soit par taillage,
soit par forage ou soit par moulage. Dans l'industrie, des procédures par taillage sont utilisées
pour réaliser les engrenage coniques opérant sous des conditions normales. Selon le type de
dent d'engrenage conique a produire, on utilise une procédure de taillage introduisant un

mouvement relatif entre le support sur lequel est monté le couteau et la pi¢ce en fabrication.

Les procédures de taillage des engrenages coniques les plué utilisées dans l'industrie
sont
- Fraisage par indexation
- Fraisage frontal

Les procédures de taillage par génération et non—génération sont indépendantes du
couteau utilisé lors du taillage. Les présentations ci-dessous des deux procédures utilisent la

procédure de taillage par fraisage par indexation.

1-2-a) Procédure de taillage par non—génération

Le procédé de taillage par non—génération est utilisé lorsque le profil de la dent a
générer se rapproche d'une droite. Pour les roues d'engrenage ayant un rapport de vitesse
supérieur a 3,5 : 1 on taille sans génération et la différence dans la courbure du profil de la
roue est reprise sur la dent du pignon. Ce procédé de taillage réduit la complexité de la
procédure et diminue les cotits de production.

Le taillage par non—génération se fait sans mouvement du support et de la piéce a
tailler, comme représenté sur la figure.5 . Seul le couteau posséde un mouvement de rotation
selon son axe C1, suivant la position angulaire ac. Il existe deux principales procédures de

taillage par non—génération, de marques de commerce Gleason Works: Formate et Helixform.
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Avance du couteau
(H elixform)

—

——

Couteau

Y2
Y1
— Support U

Pidce —/

Fig.5 ;: Taillage d’engrenage par non—génération

La fig.6 représente une dent de roue non—générée. On peut noter le flanc de la dent
trés plat di au procédé de taillage par non—congruence. Il est clair que la lame représentée sur

la figure rentre en contact avec la dent sur tout son flanc.

Fig.6 : profil d’une dent taillée par non—génération
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CHAPITRE II : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A
DEVELOPPENTES SPHERIQUE

II-1) LA DEVELOPPANTE DE CERCLE SPHERIQUE :

Soit un cone de sommet S et d’axe SX, SA une génératrice contenue dans le plan P
tangent au cone et une sphére H de sommet S et rayon SA dont on voit la trace dans le plan P.
Faisons rouler sans glisser le plan P sur le cone. Le point A décrit I’arc OA du petit cercle c,
de rayon 1, de la sphere. Portons sur la trace T, et pour chaque position du plan P, un arc AM
égal 2 AO. Pendant le mouvement du plan, le point M décrit une trajectoire OM, portée par le
sphére H, qui est par définition la développante sphérique issue de o du cercle ¢ sur la sphére
H. Nous verrons que le plan N, tangent 4 OM en M contenant le point S, est perpendiculaire
au plan P. La surface conique SOM est la denture de I’engrenage conique d’axe SX et de cone

de base S,c (cOne de sommet S et de cercle de base ¢) réf [14].

Fig.7 : 1a développante de cercle sphérique
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CHAPITREIT : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

II-1-a)Engrénement de deux engrenages coniques ;

Considérons maintenant la fig-8-, 4 Pintérieur de la sphére H, deux engrenages notés 1
et 2, d’axes SX; et SX, comportant leurs cones de base { S,¢; et S,c; ) tangents suivant leur
geénératrice primitive SI. Ces cdnes découpent respectivement sur la sphére les quatre petits

cercles ¢, ¢z, C1, Cz, de rayons 1y, r2, Ry, Rz avec (11 (R et 1;{(R3).

Les relations géométriques classiques donnent :
R_5n_2Z

R, 1, —Z—lzk (IL1)
Soit T’ le grand cercle de la sphére H contenu dans un plan P” perpendiculaire au plan
des deux axes SX; et SX,, passant par SI. L’angle des deux plans P et P’ est I’angle de
pression du train d’engrenages coniques. Il détermine, comme dans le cas des engrenages
cylindriques droits, le rapport entre les rayons r; des cercles de base des cones de base et les
rayons R; des cercles de base des cones primitifs
r, =R,.cos(ct) (11.2)

Faisons tourner S,c; autour de son axe SX; ; le grand cercle T, qui roule sans glisser
sur S,c; est entrainé en rotation autour de son centre S et entraine a son tour, sans glissement,
le cone S,c; d’axe SX;. Soit M un point du grand cercle T situé entre A et B. Le point M
engendre pendant le mouvement des deux cones et du grand cercle deux développantes de
cercles sphériques D; et D, liées ; I’'une au cone de base S,c; d’axe SX; et I’autre au cone de

base S,c; d’axe SXo.

Les deux surfaces coniques issues de S et s’appliquant respectivement sur les
développantes de cercles D; et D, sont les surfaces de denture. Elles sont toujours
perpendiculaire au plan du grand cercle, et donc conjuguées. Le secteur SAB est la zone
d’action du plan d’engrénement des engrenages. Le contact des deux surfaces conjuguces

s’effectue le long du rayon SM.
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CHAPITRE II : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

Fig.8 :Engrénement de deux engrenages conique

Notons que dans la pratique, la longueur du rayon SM de la sphére est calculée au gros
bout & partir des valeurs de Z;, Z, et M.

II-1-b)} Arc de conduite :
Considérons enfin Fig-9-, les deux cdnes de téte des engrenages 1 et 2, qui coupent la

sphére H suivant les petits cercles de téte C’; et C’; de rayons R’; et R’;, Par définition nous

avons

R/, =R,, +m,.cos(S,,) (IL.3)
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CHAPITRE II : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

Les points G et F sont les intersection des cercles C’; et C*; avec I’arc AB du grand
cercle T. Ils définissent respectivement les dernier et premier points de contact des deux
développantes sphériques. Ainsi, seul P’angle FSG du secteur ASB est utilisé pendant

Pengrénement des deux développantes des deux engrenages coniques.

o]

Fig.9 : Définition de I’arc de conduite
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CHaPITRE I : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

II-1-¢) Interférence primaire :

Si I'un des pomnts F ou G se trouvait a 'extérieur de 'arc AB, ’engrénement ne
pourrait avorr lieu, les surfaces de contact n’étant pas conjuguées. Nous dirons, dans ce cas

limite, qu’il y a interférence primaire réf[14].

1I-1-d) Rapport de conduite :

Le rapport de conduite Rc est lié a I’arc FG par la relation :

R,=— 19 (11.4)

¢ am,.cos(a)

II-2) CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES :

I1-2-a) Rayon de courbure de la surface de denture :

Le calcul des pressions et des vitesses dans les engrenages coniques droits exige la
connaissance des rayons de courbure des surfaces de denture.

On peut calculer la valeur du rayon de courbure de la développante de cercle sphérique
en faisant appel, soit aux théories des surfaces axoides et de la développée des courbes
gauches, soit aux relations plus connues de SERRET-FRENET, et obtenir ensuite la valeur du
rayons de courbure de la surface de denture par le théoréme de MEUSNIER. La théorie des
surfaces axoides n’étant pas couramment utilisée, nous présenterons la deuxieéme méthode.

Nous obtiendrons successivement :

a) Les coordonnées cartésiennes d’un point M de la développante sphérique.

b) Les cosinus directeurs du vecteur tangent et du vecteur normal a la développante
au point M.

¢} La valeur du rayon de courbure de la développante porté par la normale en M.

d) La valeur et la posiﬁon du rayon de courbure de la surface de denture par le
théoréme de MEUSNIER.
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CHAPITRE I : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

Fig.10 : Rayon de courbure de Ia surface de denture

Soit SM=r le rayon déﬁhjssant la position du point M Fig-4-. Nous avons :

o (V7 o ) oo 2 sy 2 )

(IL5)
(r. sin(6). cos(—rﬁj ~L.cos(0) sin[—re—DE
| L L
La tangente Tala développante est donnée par la formule :
= dr_dr d® 1 +12-r%.cos(6)- +L?-r?sin(6)
T=z=—=— =i+ J+ k (1L.6)
ds db ds L L L
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CHAPITRE I : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

o__

ds JL? -2 .sin(gj

(1L7)

car .

Soit N le vecteur unitaire perpendiculaire & T dans le plan osculateur de la

développante sphérique, k la courbe de la développante et p :% son rayon de courbure. Les
relations du triede de SERRET-FRENET donnent :

dar _dT &\ J-o0i-

=— J
ds do ds L. sin(—]e-J L. sin(ﬁj
L _ L

On trouve d’autre part : k= L 11.9)

o{7)
Lsin| —
L

Et I’on obtient pour le rayon de courbure p de développante sphérique :

sin(9) : cos(0) v (11.8)

p= % =L sin[-;—?-) (I1.10)

On remarque le rayon de courbure de la développante sphérique est égal en module et en

direction au segment MQ . En effet :

MQ=L. sin[%) L11)

et les cosinus directeurs de MQ (0, -sin 6, cos9 ) sont identiques a ceux de la normale N ila

développante sphérique qui porte le rayon de courbure réf[12].
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CHAPITRE II ;: CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

II-3) RAYON DE COYURBURE DE LA SURFACE DE DENTURE :

Nous avons vu que la surface de denture est une surface conique de sommet S, le
centre de la sphere, de génératrice SM et de directrice la développante de cercle sphérique.

Soit MT la normale en M 4 la surface de denture contenue dans le plan d’engrénement.
Elle porte, par définition, Ies rayons de courbure de cette surface. La surface étant régiée, un
des rayons de courbure principaux est infini ; ’autre, situé¢ par définition dans un plan

perpendiculaire, est minimal. On calcule sa valeur par le théoréme de MEUSNIER.

Soit ;
MQ
- L1

p [ re) (IL12)

cos| —

L

en remplagant :
p= L.tg[-—?} (IL13)

MT est donc le rayon de courbure principal désiré.

Considérons le grand cercle T qui comprend la zone d’action ASB. Soit M un point de
contact. Nous avons vu que MT; est le rayon de courbure de la surface d’engrénement liée a
SA. Un raisonnement analogue montrerait que MT; est le rayon de courbure de la surface lide
a SB.

Nous avons ainsi ;

p,=MT, = L.tg[%—] (1L.14)

0, = MT, = L.tg[(p —%] (IL15)
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CHAPITRE II ;: CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

I1-4) RELATIONS ANGULAIRE DANS LE PLAN D’ENGRENEMENT :

I1-4-a) Définition de la zone d’action :

Soit la fig.15 , 8y, S; les demi-angles au sommet des cOnes primitifs.
Nous avons :
2=8+85,

ol : X est angle des axes SX; et $X; qui, respectivement, coupent la sphere H de rayon SA

en U; et Us.

on a ausst ;

Z, sin(S,)

ol Bl /Y 4 I1.16
Z, sin(S,) (1L16)

Les deux triangles rectangles sphériques AUl et BU.I sont semblables.

Les relations a Vintérieur des triangles rectangles sphériques donnent :

sin(s, )= sin(S, ) cos(a)

d’autre part : sin(s,) = -% et sin(S,)= %

ou r; et R, sont respectivement les rayons des cercles de base ¢, du cdne de base S,c, et du

cercle de base C, du cone primitif S,C, et ou par définition :
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CHAPITRE 1T : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

_F_ig.il : définition de 1a zone d’action

On pourra écrire :
tg{A81)= tg(§) = sin(o)te(S,) IL17)
tg(BéI) = tg(§) = sin(at) tg(S, ) (11.18)

dont on tire :

ASB = § + & = Arctg(sin{o)tg(S, )+ Arctg(sin{a) tg(S, ) (IL19)

En substituant les valeurs de S’l et §2 , on calcule la valeur de I’angle ASB.
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CHAPITRE 11 : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

H-4-b) Détermination du secteur utile de Ia zone d’action :

Nous savons d’aprés la Fig.9, réf [12], que les points F et G délimitent le secteur utile
FSG de la zone d’action.
C’est en ces points que se calculent les valeurs minimales et maximales des rayons de

courbures des surfaces en contact. Nous avons vu précédemment que :

P, = L.tg[zl?—) (I1.20)
P, = L.tg(d) - %] (11.21)

ol p, et p,sont les rayons de courbures des surfaces en un point M sur AB et :

Adm=" (11.22)
L
et BSM=¢- -r-]?- (IL.23)

Pour connaitre les rayons minimaux et maximaux, il faut donc connaitre les angles :

ASF, ASG, BSG, et BSF.

Les relations de trigonométrie sphérique dans les triangles rectangles nous donnent :

cos(48G )= °°S(U‘§G) _coslG) (I1.24)
cos(UISA) cos(s, )
2 .
avec . C, =8, +-— sin(S,)
Z,
et sin(s, ) = sin(8, ) cos(cr)
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CHAPITRE II : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

dou ASG = Arotg, (S22 (C1)=sin(S Jcos™(a) (I1.25)
cos(C,)
. -2 —a 2 2
aussi : BSF = Arctg |22 (C,) = (8,) cos (o) (11.26)
cos?(C,)
Nous avons finalement : ASF = ASB - BSF et  BSG=ASB-ASG

Les relations ci-dessus permettent donc de calculer les valeurs minimales et maximales des

rayons de courbures.

11-4-¢) Détermination des conditions d’interférence primaire:

Nous avons vu qu'’il y a interférence primaire lorsque les points F ou G se trouve en

dehors de I’arc AB. Cette condition est obtenue quand I’une des deux inégalités suivantes est

satisfaites : ASG > ASB BSF > ASB

11-5) ETUDE CINEMATIQUE :

La détermination des vitesses de roulement et de glissement des surfaces conjuguées
est liée : '
= A ladisposition des axes.
» Aux vitesses angulaires respectives des deux solides.

= A la nature des surfaces en contact.

Rappelons que lors du contact ponctuel de deux solides, il y a en général :

» Rotation relative Q2 des deux solides. Ce vecteur projeté :

- Sur la normale au contact définit QZ,, vecteur rotation de pivotement.

- Sur le plan tangent commun donne ﬁfR , vecteur rotation de roulement.
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CHAPITREIL : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

» (Glissement dans le plan tangent, le vecteur vitesse de glissement \78 est la différence

géométriques des projections sur le plan tangent des vecteurs vitesses absolues VIO M,)
et Vo (M,) des points M, et M, des solides coincidant 4 I’instant t en M. Notons que sur

la normale 7 les projections des vecteurs V(M,) et V(M,) sont égales. Sinon le

contact ne serait plus mécaniquement possible.

Rappelons aussi la définition de 1’axe instantané de rotation (A.LR). C’est ie lieu des
points qui ont une vitesse nulle dans un mouvement relatif donné. Exemple, deux cylindres

paralleles de rayons respectifs R, et R, en contact suivant la génératrice II’ roulent sans
glisser 1’un sur 1’autre. Les vecteurs vitesses angulaires sont 0 et Q. L’AIR sera le

support de ﬁf ici II’. On définirait la vitesse relative en un point M par la relation
vectorielle -

V(M) = Q2AIM (I1.27)

II-5-a) Calcul des vitesses de roulement et de glissement au point de contact :

Vitesse d’un point M de la développante sphérique :

Soit ’axe SX, le petit cercle de rayon r définissant le céne de base (fig.12 :). La courbe
OA est un grand cercle, ainsi que les courbes OM et AM ( intersection de la sphére H avec le
plan d’engrénement P). Le triangle OAM est rectangle sphérique en A. Nous pouvons alors

écrire les relations :

9 cos(c) :
cos[—l:—) = (s) (11.28)
sin(s) = sin(M) sin(c) (11.29)
te(s) = tg(M) sin[L?-J (IL30)
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CHAPITRE II : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

Fig.12 : Vitesse d’un point M de la développante de cercle sphérique

Le pignon tourne autour de SX avec la vitesse angulaire @ . Par définition, la vitesse

du point M vaut :
V,, = ®ASM
Le vecteur V,, est perpendiculaire au plan SOM et au rayon de la sphere SM.

1] est tangent & la sphere H en M.

Il sera toujours possible de projeter ¥, sur les vecteur T,et 7, (fig.13) réff14],
respectivement tangent au cercle contenu dans le plan d’engrénement et 2 la développante de

cercle sphérique. Ces vecteurs appartiennent, ainsi que I7M , au plan tangent en M & la sphere

H.
Considérons le vecteur V,,, sa projection donne : sin{/) sur 7, et cos(M) sur T,.
Ainsi
-V =8ASM
= [Vy| = ©Lsin(c) (IL31)
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CHAPITRE IT : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

Fig.13 : projection du vecteur vitesse \TM.

La projection sur 7, donne :

[V | = o L.sin(c) sin(M) = o (11.32)

La projection sur TZ donne :

sin(s)

Vi, | = @L.si M)=alL. 11.33

lVMTz] oL.sin(c).cos(M) = & ) (11.33)
On aura : .

- . (10

|VMT2| = @.L.cos(s) sm(wi-) (11.34)

La premiére valeur correspond a la vitesse de déplacement du point M le long du
grand cercle du plan d’action. La derniére valeur est la vitesse de roulement au point M du
pignon considéré.

Par définition, la vitesse de glisscment \75 au point M est égale a la valeur absolue de
la différence des deux vitesses de roulement V,mz et \72,% .

Nous avons d’apres ce qui préceéde, pour laroue 1 :

ENP. Septembre 2003 : 25



CHAPITRE Il : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

= . (19
|V1MT2 ' = o, L.cos(s, ). sm[1—J (I1.35)
Et pour la roue 2 :
" ) ©
IVZMTz | =,.L. cos(s2 ) sin| ¢ — T (11.36)
Ainsi, la vitesse de glissement est donnée par 1’expression :
|ng = |, L. cos(s, )sin[—rg) -a,L.cos(s,) sin(d) - %J’ (11.37)
Enfin, on se contentera de rappeler les relations déja établies, soit :
» Relation de conjugaison :
&R, =dIR, (11.38)
* Axe instantané de rotation : SI génératrice commune des deux cones primitifs.
= Vitesse angulaire relative portée par SI :
1
o = [(a)f)z + ((ng)z ~2.0].0. cos(Z])]/2 (IL39)
* Vitesse de roulement (en module) :
0 . (16
Vg = o/ L.cos(s, ) sin T (I1.40)
0 . 1
V,, = ®3.L.cos(s, )sin| ¢ - T (IL41)
»  Vitesse de glissement :
Enmodule: V, =V - Vy|
Vectoriellement : V. = O?ASM
Reprenons la fig. 14 et examinons les rotations de pivotement et de roulement.
Q2. et 2, existent. Nous remarquons que :
- Le long d’une génératrice de contact, 22, et Q2, sont constant.
- Quand SM décrit I’angle ASB, les intensités des rotations varient.
26
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CHAPITRE I : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

Fig.14 : relation entre les rayons de courbure d’un couple d’engrenage

I1-6) LA CHARGE :

Les engrenages transmettent des couples donc des efforts mécanigues se développent
dans les contacts entre les dentures. Pour résoudre ce probléme, il faut tenir compte :
a)- De I’élasticité des matériaux ; il y a flexion et déformation des dents sous la charge.
b)- Du nombre de paires de dents en prise. Pour assurer la continuité de I’engrénement il faut
qu’avant qu’un contact de dentures ne cesse, un autre se forme. Cette aptitude de ’engrenage

est caractéris¢ par le rapport de conduite R. qui doit étre supérieurd 1.

H-6-a) Déflexion des dentures :

Malgré différentes tentatives, aucune ne donne pleinement satisfaction, d’autant plus
que souvent les auteurs effectuent des calculs de statique alors qu’en fonctionnement ¢’est de
dynamique qu’il s’agit. Ce probléme n’étant pas résolu, nous le tiendrons a {’écart, en toute

connaissance, dans les paragraphes suivants.
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Répartition de Ueffort sur les dentures :

Nous trouvons devant un double probléme. Le premier est de dénombrer les contacts

des dentures, le second d’évaluer la répartition, uniforme ou non, le long d’un contact linéaire.

Nombre de contact :

Dans I’hypothése simplificatrice, ou les déflexion des dentures sont négligées, on

détermine géométriquement, en fonction des dimensions des roues dentées qui engrénent les

régions ou le contact est unique et celle ou le contact est double. On remarque qu’au

voisinage du point primitif I le contact est toujours simple.

Répartition de la charge :

Du point de vue théorique, la répartition de la charge unitaire P, est importante

puisque ce facteur intervient :

Ou:

Avec:

Dans la definition de la température éclair.
Dans le calcul des contraintes mécaniques et hydrauliques sur les dentures.
Sa connaissance permet la détermination de la pression de HERTZ dont 1’expression

est sous la forme ;
p=K. /PU.E— (11.42)
p

p : la pression de HERTZ exprimée en Pascals.
K : une constante dépendant des unités et de la forme du contact.

F,, :la charge par unité de longueur.

_ 2 _ 2
E tel que : %=l.(l Ad] +ﬁ] (1L43)
i

E, E,

v, coefficients de POISSON des matériaux en présence.

E, module de YOUNG de ces mémes substances.
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p tel que: i = pl-lnf.)l_ (11.44)
1 2

P, rayons de courbures des surfaces en contact.

Engrenages conigues :
La géométrie de ces engrenages étant connue, donnons ’expression de la courbure
relative ;

% = _lIT[COt g(a8)+ cot g(0 — a0)] (IL45)

dans laquelle L, a, et ¢ sont des caractéristiques des engrenages considérés, £ est le
parametre angulaire décrivant ’engrénement, il varie de 0 @ ¢. On remarque que la courbure

est représentée par une famille de fonction de deux paramétres :

F($,a0) = i (11.46)

Pour la répartition de la charge unitaire F,,, nous ferons deux hypothéses :

1- P, estuniforme :

La valeur de la pression de HERTZ dépend alors uniquement de la variation de 1 . Pour une
p

position donnée ( ¢ et ab fixés) p sera inversement proportionnelle a JL

1
p= K\/; | (11.47)

donc p diminue rapidement quand on s’¢loigne de S.

2- Py n’est pas uniforme :
On peut imaginer de nombreuses lois de variations. Nous choisissons celle ou la
charge est fonction linéaire de la distance / .Posons P, =kL .

Alors :

_ 2P o P 2PL
L, +13)

v (11 ‘12)(11 +12)
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avec : P,1,,1, constantes données.

1
AL

Or: pour une position donnée,

1.6 _
p L

Ainsi :

P= K‘,k—L = K.JE = cons tan te. (1L.48)
AL A

La pression de HERTZ est constante le long de la ligne de contact SM lorsque la

charge varie linéairement.

Ainsi, en négligeant les déflections de denture, il est possible d’avoir une indication

sur la répartition de la charge unitaire P,; dans les contacts d’engrenages.

-7) CALCUL DE LA PRESSION DE HERTZ AU POINT DE CONTACT

Les rayons de courbure obtenue sont calculés pour une sphére de rayon 1
correspondant au gros bout de [I’engrenage. Sur ce profil, la pression est sonné par

Pexpression :

p =198224 ‘/E (11.49)
p

p est le rayon de courbure relatif défini par :

+ LI + L (I1.50)

1
P P, L 9 _m®
tg[L] tg[d’ LJ

et P, la charge par unité¢ de longueur, constante le long d’une génératrice de contact.

I
p
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Pour déterminer la valeur de la pression de HERTZ en un point N d’une génératrice

SM de contact 4 la distance L, du point S, il suffit d’effectuer la correction suivante :

L
=1 | 11,51
Pn=P . ( )

1-8) CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS EN FONCTION DES PARAMETRES

FONDAMENTAUX :

Les relations déduites dans les paragraphes précédents peuvent étre exprimeées en

fonction de sept parameétres: les cinq parameétres géométriques fondamentaux
(Z,,Z,,0,M_,2) qui caractérisent un train d’engrenages coniques droits, la vitesse

angulaires de la roue 1, et la charge par unité de longueur P.

Pour faciliter 1’écriture, nous wiliserons également Ia raison k = %

tg(&)ﬁ%%% (IL52)
tg(S,) = k—f‘é{% (11.53)
tp(Ad1)= k‘lsi“l(ii Z‘(“Z(‘)l) (IL54)
tefBS1)= %Z(L;) (IL55)
ASB = Arctg[ k. 1Sin1£i£zzrlz(?)] + Arctg(izl(a}-—ssé?—)) (11.56)

ENP. Septembre 2003 31



CHAPITRE II : CALCUL DES ENGRENAGES CONIQUES DROITS A DEVELOPPANTES SPHERIQUE

: __k sin(Z).cos(ct) 157
sins) VK2 +2k.cos(T)+1 a7
. _ sin(X) cos(a) .58
sints,) VK2 + 2k cos(T)+1 (129

k.sin(Y) ] 2 k.sin(¥)

C, = Arctg) — =l |y 2 11.59

’ g[l +k.cos(Z) * Z ‘/k" +2k.cos(T)+1 (119)
sin(X) 2 k.sin(Z)

= Arotg) ————— [+ —. 1.60

© °tg(k +cos(z))+ Z, Jk* +2k.cos(3) +1 (110
k.sin(Y) ] 2 k.sin(T)
Arctgl ———— [+ —.
cosaSG)- cos{ ¢ g[l +koos(2)) 2, fi + 2k cos(D) e 1 wen
B k2 (1~ sin(X) cos?(a) + 2.k.cos(T) +1 '
' k? + 2k cos(X)+1
sin(Y) ] 2 k.sin(X)
Ar —.
cos(BéF)— cosl: Ctg(k +cos(Y) ¥ Z ‘/kz +2k cos(T)+1 (IL62)
- k? + 2k cos(X)+1-sin*(X) cos*(ar) '
k? +2k.cos(T)+1
_ mn‘zl 2 - mn‘ZZ 2
= Skanls) Ak +2kcos(T)+1 = ) Ak +2k.cos(T)+1 (11.63)
_Z, 4K +2kcos(T)+1 |, 4 N

= S Teod) {3G + BSF - ASB) (TL64)
32
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I1-8-a) Vitesse de glissement et pression de HERTZ :

La vitesse de glissement et la pression de HERTZ sont définies dans le secteur utile
FSG de la zone d’action ASB.,
Ecrivons :

_®_ ksin(X)cos(a) 1165
P=1 Ji& +2kcos(X)+1 (116%)

Avec: ASF < B< A8G

La vitesse de glissement est donnée par I’expression :

,\78'_ m, .oz, [kz(l—sinz(z)ms?(a))}%

2ksin(T) | + 2k cos(T)+1 sinp)-

(IL66)

h
K kK +2k cos(Z)+ 1 .sin(AQB B
—sin*(X) cos*(ar)

La pression au gros bout est donnée par I’expression :

2k sin(X) sin(AéB)
=1982244/P. _ 1.67
Poo \jmn.Z, K +2k cos(T)+ Lsin(B){ASB - B) (Len

11-9) GENERATION THEORIQUE DE LA DENTURE CONIQUE DROITE PRATIQUE ;

On définit la denture en utilisant le concept de la roue génératrice. La fig.15
correspond & la génération d’une denture conique droite par une roue conigue génératrice

(génération d’une denture octoide de 2éme espéce).

Soit S le sommet des cones primitifs de la roue conique génératrice et de la roue a
tailler, I le centre instantané de rotation, SI ’axe instantané de rotation, (N) le plan de
génération incliné de 'angle de pression « par rapport 4 la normale au plan primitif (P) de la

roue plate génératrice, 0, I’angle de rotation de ce plan autour de I’axe SX, normal a (P), M’
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un point intersection du cercle de base de la roue conique génératrice avec le plan de

genération (N) et M un point du profil de la denture et qui appartient également au plan (N).

II-9-a) Equation du plan de génération :

Soient U un vecteur unitaire porté par la droite SN, V le vecteur qu’on obtient en

dérivant U. Exprimés dans le référentiel (S, Xo, Yo, Zo ), ces deux vecteurs ont pour

composantes :
0 0
U4sin#, V{cos0,
cosf, —sin@,

{Si) : Céne primitif de taillage
‘ du piguon

{Sz) : Cane primitit de la roue
conique génratrice

(PF) : Plan primitif de la roue
plate génératice

{N) : Plan de génération
Y 1 Angle de ereux. du pignon

Fig.15 : Génération d’une denture conique droite pratique.

Soit N(NXO,NYO,NZO) la normale unitaire au plan de génération (N). Elle fait un

angle o avec le vecteur V. Le produit vectoriel NAV est un vecteur colinéaire avec U. On a

alors :
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NAV =AU (11.68)

Cette relation permet d’écrire |7L| =sino . En prenant A =sino et en développant les
produits vectoriel NAV et scalaire N.V, tous calculs faits, on obtient :

N,, =sina
N<N_,=cosa.cos6,

N,, = ~c0sc.sin 6,

L’équation du plan de génération (N) s’écrit donc sous la forme :

X,-sina+ Y. cosa.cos0;, —Z,.cosa.sinf; =0 (11.69)
ou encore : 4
Xotgoe+Y,.c080, - Z,.sin0; =0 (11.70)

HI-9-b) Relation entre 0, et 6, :

Soit O’ la projection du point S sur le cercle de base de la roue conique génératrice.
Dans le repére (S, Xz, Y2, Z3), le point M’ a pour coordonnées :

—R.cosv;.cos0,
SM'sR.cosv;.sin0,

R.sinv;
v, : étant angle de creux du pignon. Il peut étre exprimé par la relation
h;.sind,

R

P

tg(ve) = (I1.71)

h, : la hauteur de creux.
3, : le demi-angle au sommet du cone primitif.
R, :lerayon du cercle de base du cone.

Dans le référentiel (S, Xo, Yo, Zo), les coordonnées du point M’ deviennent :
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R.sinv;.cosv,.(1-co0s0,)
SM' R.cosv;.sin 0,

R.(sin® v; +cos’ v;.cos8,)
Puisque le point M’ appartient au plan (N), il vérifie donc son équation. On a alors :

sin‘v,.cos v;.(1 - cos 0, ).tga + cos v;.sin 6,.cos O, am)
~(sin® v, +cos® v;.c0s8,).sin8, =0 .

I§-9-¢) Calcul de 6, en fonction de O, :

Le roulement sans glissement du cone primitif de la roue conique génératrice sur celui

de la roue taillée permet d’écrire :

[R.sin[g— vfj].ez =(R sin3,)e, (1L73)
D’ou:
sind
) =——"8, (IL74)
COS V;

I1-9-d) Calcul de X; et de Yy :

Soit M(Xo, Yo, Zo) le point générateur du profil de denture. Il appartient donc au plan

(N). Le plan (SI, SM) est perpendiculaire 4 (N), donc, le produit vectoriel SIASM est

perpendiculaire 4 la normale N. On peut alors écrire :

N (SMAS)= 0 1L75)
Sachant que SI s’exprime par ses composantes (0, 0, R) et en développant ce produit mixte,
on obtient :

X,.c050; - Y, tga =0 (I1.76)
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Les équations (11.69) et (I11.76) résolues par rapport 4 Zo donnent :

_ Z,.sin0,.1g0

X, = 1177
° " tg’a +cos’ 0, W77
Y, = Z, .25111 0,. cc:s 6, (IL78)
tg"a+cos 9,

H-9-¢) Calcul de Zy :

Soient : X:ﬁ Y=_Yi 7%

R R R

Avec: X;+Y}+Z;=R? = X+Y*+Z%=1
On aura alors :

(1+tg’0).Z? - (tg’a +cos’ 0,) = 0 (11.79)
D’ou:

Z = \Jsin? o+ cos® o.cos? 0, (11.80)
H-9-f) Coordonnées du point M exprimées dans le référentiel (S, X3, Y1, Z1) :
Rotation de (8. Xo, Yo, Zo) d’angle 8, autour de I’axe Sy

Z,=Z7,.c088, - X,.5ind, (IL.81)

X, =Z,.sind, +X,.cos3, (11.82)
Rotation de (S, X', Yy, Z,) d’angle 0, autour de I’axe SZ; :

Y, = Y,.cos0, - X,.sin®, (11.83)

X, = Y,.sin8, + X,.cos6, (11.84)

37
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Finalement en exprimant dans le référentiel (S, X;, Y1, Z)), les coordonnées du point' M

s’écrivent :

X, = Y,.5in0; +(Z,.sind, +X;.c053,).cos9,
SM Y, = Y,.co80, —(Z,.sind, +X,.cosd ).sin6,
Z,=2Z,.c088,—X,.sind,

11-9-0) Composantes de la normale a la surface de ]la denture :

Comme pour les coordonnées du point M, on détermine la normale unitaire 2 la

surface de denture par changement de repéres. Tous calculs faits, on obtient :

N, =N;.sn0, +(N,;.sind, + N ,.c0s3,).cos0,
N N, =Ny.c050, —(N,,.sind, +N_4.c088,).5in 6,
N,; =N,.cos8, —N,,.8ind,

xl

2éme

La procédure de calcul ainsi décrite pour la denture octoide de espece reste

1%¢ espéce : il suffit de considérer le roulement sans

valable pour la denture octoide de
glissement du plan (P) sur le cone primitif du pignon. Dans ce cas, la roue conique génératrice
devient une roue plate dont ’axe est perpendiculaire ¢ ce plan, ce qui revient a supposer

v, =0.
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|
b
Axe du bercesy
3
!

Roue plats génératrics

L __Pln primitit b
‘ " £t Outil
_ Ny . ,
\ M i
N Ly

Fig.16 : génération d’une denture octoide 1°™ espéce

d) Axe du berceau
'/“

Roue cds;!qi:e] geénsratrice
3
- — ne_ ; e - , Qum
o - - . . : et
\ . 3

Fig.17 : génération d’une denture octoide 2°™ espéce
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1-10) REGIMES DE LUBRIFICATION DANS LES ENGRENAGES .

Comme nous venons de le montrer, le contact dans les engrenages est essentiellement
évolutif. La géométrie, les vitesses et les charges varient constamment.

11 est donc naturel de rencontrer plusieurs régimes de lubrification, soit au cours d’un
engrenement, soit dans les différents domaines d’application. On distingue trois régimes de
fonctionnement :

* La lubrification limite.
* La lubrification mixte.
* La lubrification hydrodynamique.

Un contact lubrifi¢ transmet une charge P d’une surface a I’autre. On peut dire que cet
effort résulte de deux actions :

= Celle des aspérités qui portent la charge P, .
* Celle du film qui porte la charge P, .

Nous avons toujours: P, =P, +P,. Suivant la régime de fonctionnement, les

proportions relatives Py, et P, varient.

11-10-a) Le régime de lubrification limite :

Ce régime est caractérisé par le fait que la part de la charge totale portée par le film
d’huile est soit négligeable, soit nulle. Le matériau agissant en surface se présente sous la
forme d’un film engendré, soit par physisorbtion si les températures sont faibles, soit par
chimisorbtion si les températures sont élevées. Ces films protégent suffisamment les surfaces

pour éviter des avaries graves.

I1-10-b) Le régime de lubrification mixte :

Le film d’huile contribue d’avantage a supporter la charge. Cette proportion varie de

0,1 P(P,(P. La charge P, =P — P, est transmise directement par les aspérités du métal, ce
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qui est rare, ou transmise & une surface métallique recouverte suivant les circonstances d’un

film soit physi, soit chimisorbé.

II-10-c) Le régime hydrodynamique :

C’est le régime souhaitable pour le bon fonctionnement ( P, =P ). On distingue

principalement deux cas :
* Celui de charges faibles.

*  Celui des charges €levees.

a) Premier cas:
Les charges sont faibles, les pressions petites et les surfaces en regard ne sont pas

déformées. L’épaisseur h(x) du film d’huile est pratiquement constante.

b) Second cas :

Sous I’effet des' charges élevées, les surfaces sont largement déformées. Les effets de
piézoviscosité interviennent, ce qui augmente considérablement la capacité de la charge du
film d’huile. Pour les engrenages, ce phénoménes se rencontre au voisinage su cercle primitif.
Il y a film complet, comme 1’a démontré BORSOFF en utilisant un oignon radio-actif et une
roue non activée.

Ce régime de fonctionnement élasto—hydrodynamique comporte une courbe de

pression caractérisée par un pic de pression et une zone de cavitation a la sortie du contact.

CONCLUSION :

Cette étude analytique nous permet de calculer les rayons de courbure, les pressions de
HERTZ et les vitesse en tous points de I’engrénement d’un train d’engrenages coniques droits
a développantes de cercle sphérique. Les conditions d’interférence primaire sont données

ainsi que la valeur du rapport de conduite,
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Chapitre III : LA LUBRIFICATION ELASTOHYDRODYNAMIQUE

LA LUBRIFICATION ELASTOHYDRODINAMIQUE

1H1-1) INTRODUCTION :

Le fonctionnement d’un contact HERTZIEN lubrifié ou « élastohydrodynamique »,
dont les surfaces des massifs peuvent étre rugueuses est un probléme trés large sur le plan
scientifique et trés utile d’un point de vue industriel. Sa modélisation est & la frontiére de
plusieurs divisions traditionnelle de la mécanique : 1’élasticité, la mécanique des fluides, la
mécanique rationnelle, 1a rhéologie, la thermique. Elle fait appel aussi a d’autre disciplines
telles que la physique des matériaux, la chimie des lubrifiants. A ce titre, il s’agit d’une
démarche pluridisciplinaire.

Sur le plan industriel, de nombreux mécanismes comportent ce type de contact,
notamment les roulements a billes ou & rouleaux, les systémes came/poussoir, et bien sur la
quasi totalité des engrenages. Ces contacts constituent des liaisons et il y a interaction entre
leur comportement et celui des mécanismes y compris en dynamique.

Ce domaine de mécanique des contact est relativement récent. Il repose sur la prise en
considération simultanée des trois concepts :

- L’hydrodynamique des fluides minces visqueux.

- Le comportement du lubrifiant.

- La déformation élastiques des solides.

La théorie de la lubrification élastohydodynamique « E.H.D » di essentiellement a
DOWSON et HIGGINSON, présente quelques différences par rapport a4 la théorie
hydrodynamique. Les déformations élastiques des surfaces des solides en contact sont prises
en compte pour la définition de I°épaisseur du film lubrifiant, et la viscosité du fluide est en
fonction de la pression.

L’¢tude du fonctionnement d’un mécanisme lubrifi¢ peut se ramener dans la zone de
contact a I’étude du contact de deux solides soumis & une force normale et séparés par un film
fluide qui est bordé par I’air ambiant. Les deux surfaces des solides sont définies dans le
- voisinage du contact par leurs formes géométriques et leurs cinématique, les matériaux sont

élastiques et le fluide visqueux réf [2].
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IH-2) MODELE GEOMETRIQUE ET CINEMATIQUE :

IIi-2-a) Géométrie générale d’un contact HERTZIEN :

Les surfaces des deux solides 1 et 2 en contact en un seul point. Les rayons de
courbures sont positifs si le centre de courbure est a I’intérieur du solide correspondant et
négatifs dans le cas contraire. Les courbures A et B sont de méme signe, tous les points

correspondant a une distances constante « y;+y, » se trouvent sur une ellipse.

I11-2-b) Modéle géométrique équivalent :

Lorsque les plans principaux de chacune des surfaces du contact sont confondus, fa
forme géométrique des surfaces dans la zone de contact, est définie par les rayons de
courbures principaux Ry, R;,, R,y et R,, situés dans les plans principaux XOY et YOZ.
La geomeétrie tonneau circulaire plan est représentative de ce type de contact.

L’épaisseur du film hx,z) s’écrit dans e voisinage du contact au quatriéme ordre

pres :
h=h,+y +y, (IIL1)
2 2
hahy+ ot (I11.2)
2Ry, 2R,

+

ou: A, est I’épaisseur du film d’huile au centre du contact, R, et R, sont les rayons de

courbures €quivalents du modéle défini par :

x = RixRox (1IL.3)
RIX + R2X

=N (I1L4)
RlZ + RZZ
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III-2-¢) Modéle cinématique :

Dans le systeme d’axe OXYZ, les rayons de courbures principaux qui définissent la
géométrie du contact sont constant, par contre, 1’épaisseur du film peut étre fonction du
temps. Du point de vue cinématique, nous définissons les vecteurs vitesses des points M, et
M, appartenant aux surfaces 1 et 2 par rapport au systéme d’axe OXYZ par leurs composants
(U1 V, W,) et (Uz,Vz,WZ) respectivement suivant OX, OY, OZ.

Ce modéle géométrique et cinématique est représentatif pour les études

hydrodynamiques et élastohydodynamique du fonctionnement d’un contact HERTZIEN tel

qu’il existe entre les dents d’un engrenages réf [17].

111-3) EQUATIONS DES CONTACTS HERTZIENS LUBRIFIES :

111-3-a) Equations des fluides visqueux :

L’écoulement d’un fluide visqueux est décrit par les équations aux dérivées partielles

qui correspondent respectivement & réf [5]:

- Laloi de conservation de la masse :

op 0
X+ 2 (pU)=0 1.5
6t+5i(p y (IIL5)

- La loi fondamentale de la dynamique :

, ou. . 90U,
o Miy & )opg - P01 T 0,120, % (IIL6)
ot %, ox; ox;\ Ox; | o, ox;  0x
- Laloi de conservation de I’¢énergie :
2
: : : . dU.
ol By, B5 |2 B\ ,,[U) _pU | U, Y, (I1.7)
ot ox; ) Ox,\ O %, Ox, ox, | &x; X,
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Ou:
U,(x,,¢) : représentent les composants du vecteur vitesse dans les axes X,
/; 1 les composants dés forces volumétriques
t: le temps
p :la masse volumique
& . I’énergie interne
k : le coefficient de conductibilité thermique
6 : la température

A et u :les deux coefficients de NAVIER caractéristiques de la viscosité du fluide.

L’équations d’état thermodynamique donne une premicre relation supplémentaire

f (P,P,G) =0 et ’hypothése de STOKES la deuxi¢me relation 3.A+2p=0

III-3-b) Equations des films minces visqueux :

Les deux hypothéses fondamentales qui conduisent aux €équations des films minces
visqueux sont

- L’écoulement est laminaire.

- L’écoulement possede une dimension privilégiée.

Suivant 1’épaisseur du film OY (ou OX) de longueur caractéristique h qui est trés
faible devant les autres dimensions de longueur caractéristique 1.

Le nombre de REYNOLDS qui permet de comparer les forces d’inertie aux forces de
viscosité s’écrit dans ée cas :
pUh h

u 1

Re= (IIL8)

Ou:
p : la masse volumique
H :laviscosité dynamigque

U :lavitesse du fluide
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Les équations de NAVIER STOKES appliquées aux films minces lorsque les forces
massiques sont négligeables et le nombre de REYNOLDS tel que Re({1 se réduisent 4 :

@ _ D (u aUIJ

SRR (I1L9)
P 8 au,

ox, ox, | ox,

oP
o TIL.10
ox, (1I1.10)

et I’équation de I’énergie appliquée aux films minces se réduit 4 :

2
od By BN 2 [ BN U) aZ iy L (IL11)
o x| ox, | ox, ax, ot ok,

1

avec i=1 et 3 et j=1,2,3 et ou C est la chaleur spécifique a pression constante et a le coefficient
de dilatation cubique.

- Laloide comportement rhéologique qui pour un fluide NEWTONIEN s’écrit :
o; =(-P+Ay)p, +2us; (IIL.12)

Ou : P est la pression

¥ le taux de dilatation cubique
u et A coefficients de NAVIER
d; symbole de KRONECKER.

ENP. Septembre 2003 46



Chapitre 11 : LA LUBRIFICATION ELASTOHYDRODYNAMIQUE

III-3-c) Equation de REYNOLDS :

L’équation qui gouverne la génération de la pression dans le film lubrifiant est connue

par I’équation de Reynolds. Reynolds (1886) est le premier qui dérivé 1’équation et construit

I’analyse de la lubrification hydrodynamique.

Le rayon de courbure est généralement trés large par rapport au film d’huile. Cette

remarque permet I'analyse de considérer un rayon de courbure équivalent d’une surface

devant un plan. Tout effet due au courbure de film d’huile sera négligé. Une représentation de

la géométrie du film lubrifiant est donnée sur la figure.I-1. Ou les contraintes correspondant a

la direction suivant x réf [17].

V2

U /)

2 d
le

@
dt p—+—| p— |5y [5x.8z
Uy w
EE—
= pBy.8z do 5 = [p + —Sx]ﬁy.ﬁz
e
ou

X

Fig.18: Systéme des coordonnées et forces actives sur un élément du fluide,

1I]-3-c-1) Hypothéses d’études :

Dans notre étude, nous supposons que :

1- Le régime d’équilibre est atteint (la dérivé par rapport au temps est nul)

2- Le milieu est continu.

3~ Le Lubrifiant est un fluide Newtonien.
4
5

L’écoulement est laminaire.

Les forces massiques extérieures sont négligeables.
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6- La viscosité de la contrainte de cisaillement tout le temps et proportionnelle a la valeur de

cisaillement.

7- L’¢paisseur du film d’huile est toujours négligeable devant les autres dimensions.

8- Le régime isotherme.

L’équation de Reynolds est dérivee en appliquant les équations de base de la

dynamique et de la continuité de lubrifiant.

Toutes les équations de la dynamique pour un fluide Newtonien dans les coordonnées
cartésien sont dérivées, par exemple par PAI (1956). Les équations peuvent s’écrivent comme

suit :

p—: —_————— o —— —— e _— B e — _—t

it T 3 \ax 2 x oy oy ox) o \ox oz
dv Yapza v du) 28 [ov ow 3V6W+6 g@ (II1.13)
az axay

du apzaauaw)ggauavJ 6u6vJ66w6uJ
ay

p—=pY-—+Z—p —=—— — Foa L

dtpayaayayaxwyayaz & o
.20 6w8u)26 6w6v)+6 "Q\vméumj_’_a @g}

x\x oz) oy \oy o

33z \ 6z dy

dt_p oz 3o\ oz ox

Les termes du cdté gauche représentent I’effet d’inertie et du coté droite sont les forces

du corps, pression et la viscosité respectivement.

L’équation de continuité représente la conservation de la masse est :

p + 5(9‘3) + alpv) + a(pw) =0 (111.14)
ot  ox dy oz

Pour un film lubnifiant, I’inertie et les forces sont négligeables devant la viscosité et

les forces de pression, donc la premiére équation de la dynamique sera :

% Eiu[%_ﬁéaﬁ)&ip[%*%}rg %Jr%}_% %+%} (I1L.15)
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Les mémes formes d’expression seront obtenues pour les directions y et z.

Aussi, puisque le film lubrifiant et trés mince par rapport aux autres dimensions dans
un contact lubrifié, les dérivées des composantes des vitesses u et w par rapport & y sont
grandes devant les autres gradients de vitesse. En plus si “I” est la longueur de contact, le
gradient de la presston le long du film d’huile (dans la direction y) est de 1’ordre de (h/1) fois
les gradients de pression le long du film. Et comme h <<1 la variation de pression dans le
film est évidemment négligeable.

Ces remarques permettent de négligé 1a deuxiéme équation de la dynamique, d’ou :

w_0 [P
x oy \dy (111.16)

@=i{@q
a n\)

Avec les conditions utilisées en avant, 1’équilibre des eéquations (II-3) peut étre obtenu
directement de 1’équilibre des forces de surfaces actives sur un ¢élément de fluide (Fig.18).

11 faut noter que cette analyse n’est pas limitée d’un fluide isovisqueux. En plus une
équation d’état n’est pas encore introduit. L’équation est appliquée pour un fluide

compressible et incompressible.

L.’équation (I11.16) peut étre intégrée en respectant y du gradient de vitesse produit :
@ _y @ 4 A(x,z)

&y npnéx 1} (IIL.17)
@ _ l@.f B(x,z)
dy oz H

Les expressions générales pour les composantes de vitesse sont obtenues aprés

intégration deuxieéme fois par rapport 4y :

u= %I%dy +A(x, z)j.d:y +C(x,z)
4 (II.18)
W= %I%dy +B(x,z)‘|‘~£—+ D(x,z)
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Dans ce stade, on va supposer que la viscosité est dépend de x et z seulement, st non il
faut considérer dans I'intégral.

Les valeurs limites pour la viscosité :

y=0,u=m,w=w;.

y=h ,u=wm, w=w,.

Avec ces valeurs et supposant que la viscosité ne dépend pas de y on obtient :

=(1__¥_)u LY, _yh-y)op
h 1

h 2  2u & (I11.19)
= [l_y_]wl +lw2 __M_@R
h 2u oz

1.’équation de Reynolds est obtenue on introduisant ces expressions dans 1’équation de
continuité (I11.14) et on intégre par rapport a y, avec les limites y = 0, h , 'intégral de
I’équation (I11.14) devient :

hi [0 b 111.20
!ax DU)dy+£az (pwiy +[pv]; =0 (I11.20)

Cette expression est évaluée en utilisant le résultat général.
by

hy
2ty 2My == !{Ei—f(X,Y,Z)dy—f(x,y,z)%drf(x,y,z)%ii (m21)

hy

Donc
"—I(pu)dy+—- j (pw)dy —( pu)z—-———(pw) [pv]g 0 (111.22)

La densité normalement ne varie pas dans le film d’huile. En combinant les équations

(10.14) et (I11.19) on obtient I’équation de Reynolds généralisée réf [2]:

@ (ph’® op L0 ph’dp}_ (ph(ul+u2)] (ph(wI +w2)j
ox PRuox) oz\l2u oz T ox 2 oz 2

B v, Bop(v,-v,)
ox ’ oz 2

(11L.23)

—pPu,y
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I11-3-c-2) Conditions aux limites des vitesses :

Pour deux cylindres paralléles en rotation, les conditions aux limites des vitesses les

suivantes :
U =u,v,=0,w,=0
U =U,, V3 zuzé;:“’z =0

Ou, u; ,u; sont les vitesses de surfaces des deux cylindres suivant la direction x.

Ces conditions permettent décrire I’équation de Reynolds dans la forme suivante :

o (ph’dp) o(ph*dp) o
—_— |t | = — h
ax[upax oz\ 121 6z 5 Phu) (IIL.24)
po Lt
2

Si maintenant on considére que les deux cylindres sont infiniment long, on peut

éliminer la variation suivant z, donc I’équation de Reynolds prend la dorme suivantes :

a (ph® dp _u

— s =i(phu) avec u=—=
ox\ 12u 0x ) ox 3 (I11.25)

IH-3-¢-3) Conditions aux limites des pressions :

p(A)=0 A : Point d’entrer du contact
pB)=0 B : Point de sortir du contact

2.
axx=B

i) La compressibilité :

La masse volumique p augmente légérement avec la pression suivant la loi réf [2]:

1+ AP
o(P) s

=0.. 11.26
Po 1+BP { )

Ou : p, est la masse volumique a pression ambiante

A et B des constantes
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On choisit en général soit A=B ( pour un fluide incompressible ), soit A = 2.3GPa™ et

B=17GPa™" ( pour les lubrifiants conventionnels ).

I11-4) COMPORTEMENT DU LUBRIFIANT :

La wviscostté et la densité du lubrifiant varient en particulier avec la température et la
pression. Examinons ici I’effet de la pression, car celle-ci intervient directement dans

P’équation de REYNOLDS. L’écoulement est supposé isotherme et le régime permanent.

II-4-a) Comportement piézovisqueux :

La viscosité dynamique est souvent mesurée a la pression atmosphérique, alors que
dans les contacts, le lubrifiant est sollicité a des niveaux de pression de 1’ordre de Gpa. A ces
pressions, la viscosité¢ peut étre par exemple 100000 fois plus €levée qu’a la pression de

reférence. Soit 4, la viscosité dynamique du fluide a pression ambiante, plusieurs lois de

pi€zoviscosité sont couramment utilisées réf[5].

¢ Loisde BARUS:
uP)=p,. exp(a.P) (I11.27)

Ou aest le coefficient de piézoviscosité caractéristique de chaque produit de I'ordre de 1 a

2.107%Pa™.

¢ Loi puissance :
1(P)=p,.(1+CP)" (111.28)

Ou C et m sont des constantes caractéristiques de chaque produit.

e Loide REYNOLDS :
u(P) = o exp|(inps, +9,67) -1+ (1+ 5,1 P )| (I11.29)
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Avec : P exprime en GPa et u, en Poiseuille, Z est une constante.

Un fluide dont la viscosité ne varie pas avec la pression est dit isovisqueux.

111-4-b) Comportement pi¢zo-densimétrique :

Contrairement a I’hypothése traditionnelle, le lubrifiant n’est plus incompressible aux
pression tres élevées auxquelles il est soumis. DOWSON et HIGGINSON en 1959 ont

propos¢ une loi de variation réf [2]:

p(P)=p(P, )[Hi%%_%?;%} (I11.30)

Cet effet est faible devant I’effet de piezoviscosité, par exemple en passant de la

pression atmosphérique a 1GPa, p augmente de 35%, selon les auteurs, I’effet est important

sur le pic de pression a la sortie du contact, mais trés faible sur la forme générale du film et en

particulier sur son &paisseur.

I11-5) PRESSION REDUITE ET COEFFICIENT DE PIEZOVISCOSITE :

Pour un fluide piezovisqueux, I’équation de REYNOLDS est fortement non linéaire en

P. Afin de la linéariser dans le cas d’un fluide incompressible, on introduit la pression réduite

q, telle que :
da _po (11L31)
dP

En effet, ’équation devrait alors, si g, est indépendant de x et de z, ce qui est vrai en régime

1sotherme :

0(.,0q) &(,s0 8 F) oh
—a—x—(hs.&q)-ﬁ- E[h?i} =6, —((U, + U,)h)+ ﬁ.uog((w1 + Wz)h)+—5i- (I11.32)
en posant :
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q= %‘[1 —~exp(- a.P)] (111.33)

Les conditions aux frontiéres sont les mémes en pression réelle et réduite, c’est a dire :

q=0 4 I’entrée du contact.

4 la sortie du contact.

oq _dq
=0=-———=——
9 oz

q représente la pression hydrodynamique générée dans le contact dans sa configuration

actuelle avec le fluide incompressible isovisqueux, de viscosité u,.

On a évidemment (P dés que P)0. On appelle coefficient de piezoviscosité :

1
o =—- pour P oo,
limq

Considérons la loi de BARUS ;

w(P)=p,.exp(oP) (II1.34)

On en déduit :
q =~ fi-exp(-oP)] (IIL35)

o

ITI-6) EQUATION DE L’ELASTICITE :

Lorsque les pressions dans le contact sont suffisamment élevées pour considérer la
déformation entre les deux solides en contact, on procéde comme suit :

Sous l'effet d’une distribution de pression, 1’épaisseur H du film lubrifiant ou
séparateur peut étre écrite sous la forme :

H(x,z)=h, + H*(x,z)+ [Un(x,z)—PEN] (1IL36)
ou:

- h, est la séparation des deux surfaces en x=2=0.

- H(x,z) est la distance entre les deux surfaces avant déformation.
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U, (x,2z) est la différence de déplacement élastique normal entre deux points

homologue de chaque solides.

- PEN = U(0,0) est la pénétration en x=z=0.

U, (x2) == If P(x',2)dx"dz

nE 5] [(x ~x) +(z- z')Z]%'

(IM1.37)

Ou:

z, est la demi longueur du contact en Z.
- x,,x, respectivement les abscisses d’entrée et de sortie du film.

Cette expression concerne les contacts linéaires et ponctuels. Notons qu’on peut écrire aussi :

[U,(x,2z)- PEN]=[H(x,z)-h,]- H’(x, 2) (111.38)

ou le second membre repreésente la différence des déplacements normaux des deux surfaces
pour passer de 1’état non déformé Ho(x,z) a I’état déformé [H(x,z)— h,]. Ainsi, le calcul de
la distribution de pression induite par ce champ de déplacement, c’est & dire correspondant a

une distribution de 1’épaisseur du film lubrifiant, s’€crit alors :

! _E" +j T P, 2)ix'dz _pey_ [H(x,2)-h, ]~ H(x, 2) (I11.39)
T.

1,

2. %, [(x —x'f +(z-z) ]/2

Cette procédure prend tout son intérét dans la solution inverse de 1’équation de REYNOLDS,

II1-7) EQUATION DE L’EQUILIBRE :

La charge appliquée au contact est I’intégrale des pression dans le film, quelque soit le

type de contact, d’ou pour le plan x,z :

W= j TP(x,z)dxdz (LIL40)

—% X
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111-8) FORMATION DU FILM D’HUILE :

La complexit¢é du phénoméne de formation du film d’huile. entre les dentures
conjuguées d’un engrenages est mise en évidence par le nombre des facteurs qui
interviennent, certains de ces facteurs étant de plus généralement variables au cours du
fonctionnement ;

- Géométrie de I’engrenage : rayons de courbures
- Charge sur la denture ;
- Maténaux des dentures ;
- Cinématique de ’engrenage ;
- Vitesse de roulement et de glissement.
- Glissements spécifiques.
- Huile utilisée : Viscosité,
- Influence de la pression.
- Influence de la température.
- Etats de surface.

Dans notre étude nous allons étudier le cas isotherme avec des surfaces lisses.

Le film d’huile h a chaque distance x du centre du contact est la somme du film
d’huile au centre du contact hy et la hauteur de la forme géométrique hg et la déformation

élastique hd.

h(x)=hy + hg + hd (11L41)

III-8-a) Film d’huile minimal H, :

11 est intéressant de connaitre la valeur de 1’épaisseur minimum du film d’huile Hy, car
il assure que les dentures seraient suffisamment écartées pour éviter le contact métal sur
metal.

Nous pouvons d€ja dire qualitativement que le film d’huile sera d’autant plus €pais :
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- que le rayon de courbure relatif sera grand.

- que la charge sera faible.

- que les vitesses de roulement seront importantes (une plus grande quantit¢ d’huile étant

amenée dans la zone du contact).

Pour un contact cylindrique infiniment long, la valeur adimensionnée de 1’épaisseur

du film de séparation Hy au centre du contact est donnée par réf [17]:

Ho=1.131 0% G2 w, o1 Cheng

Et celle adimensionnée de 1’épaisseur minimale Hy, par

Hy = 0.985 U.%7 G.> w01 Dowson-Higginson

Avec U.=po(u + Y(ER), W.=w/(ERL), Gi=aE’

Y- Y
E':l 1 Vl +1 VZ ’Rz i.;_i
2/ E, E, R, R,

R; : Rayon de courbure du solide 1.
R, : Rayon de courbure du solide 2.
E; : Module d’élasticité du solide 1.
E; : Module d’élasticité du solide 2.
vy : coefficient du Poisson du solide 1.

v, . coefficient du Poisson du solide 2.

I1-8-b) La Hauteur Géométrique Hg :

(111.42)

(111.43)

La hauteur géométrique (séparation géométrique entre la surface du pignon et celle de

la roue en engrénement en dehors de contrainte) au niveau d’un point M(x,y,z) arbitrairement

choisi sur le plan tangent au point du contact entre les dents, est défini par I’intersection de la

normale au plan tangent commun passant par ce point et les surfaces respectivement de la

roue et du pignon.

Pour deux cylindres en contact nous avons : hg = x*/(2R) tel que R est le rayon de

courbure équivalent (relatif).
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I11-8-¢) L.a Hauteur de la déformation élastique Hd :

Dans un contact linéaire 1’expression de la déformation- élastique est donnée par

x-x'|,, (I11.44)
Xy — X'
gl/[1-vi 1-v
n E, E,

CONCLUSION :

Pintégral suivant :

2
hdz—-E-Lp(x)ln

La modélisation du probléme qui consiste a 1’établissement des équations régissant ce

dernier maintenant terminé, on passe a la partie numérique
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Chapitre IV : SCHEMA NUMERIQUE

SCHEMA NUMERIQUE

TV-1 FiILM D’HUILE ;

Réécrivant 1”équation (I11.41) sous une forme adimensionnelle, multipliant par R/a2,

D’ou:.
H(x) = Hy + Hg + Hd (IV.1)
h(x)R h,R hg-R hd-R
Hix)= MR g DR g BER g Rd
a a a a

IV-1-a) Film d’huile minimal Hy :

L’expression du film d’huile minimal ou au centre du contact devient :
Ho = 1.131 U.*™ G0 w2 (R/a)? Cheng (IV.2)

Et celle adimensionnée de I’épaisscur minimale Hy, par

H, =0.985 U.>7 G2 W."B(R/a)?  Dowson-Higginson (Iv.3)
Avec U, = po(u; + u)(E’R), W. =w/(E’RL), G.=oF’
oyl Y-
peaff Vi ITVa gy L 1
El EZ Rl RZ

IV-1-b) L.a Hauteur Géométrique Hg :

La hauteur géométrique (séparation géométrique entre la surface du pignon et celle de
la roue en engrénement en dehors de contrainte) au niveau d’un point M(x,y,z) arbitrairement
choisi sur le plan tangent au point du contact entre les dents, est défini par I’intersection de la
normale au plan tangent commun passant par ce point et les surfaces respectivement de la

roue et du pignon,
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Pour deux cylindres en contact on a Hg = X*/(2) tel que R est le rayon de courbure

€quivalent,

1V-1-c¢) La Hauteur de la déformation élastique Hd :
Dans les références, on trouve I’expression analytique de ’équation (IV.1) tel que:
N-2 '

Hd, = > (D, - DO0,)P, (IV.4)
j=1

avec |

Dij = ‘;1; {X,wz -X; X]n|Xj+1/2 “Xi| - 1)"’ (Xj-m - X Xln|xj-l!2 - Xi| - I)}

Doij = _%{Xm/z - Xo Xlanj+1,2 - Xol - l)j(xj-uz - Xo Xlanj_m - Xo| - 1)}

X, : I’abscisse au centre du contact

IV-2) EQUATION DE REYNOLDS :

Réécrivant ’équation de Reynolds utilisant la méthode des différences finies, pour

cela on utilise la forme adimensionelle de cette équation. L’équation (I-8) devient :

& {pH* 8P 8 (- 12uR 2,
—| —=——|=A—IpH avec A=
ax[ u ax] ax(" ) e 27D, (IV.5)
Avec :
H____h%’ P"__L: Xzi: Ezi’ E—_—i
a P, a Po Ky
Donc :

(IV.6)

1) appliquant la différence finie, avec :
AX=X;, =X,

On obtient :

ENP. Septembre 2003 60



Chapitre IV : SCHEMA NUMERIQUE

- 3 - 3
Gi =pz;:—1¢(ﬂ+l ‘“Pi)‘*%—l_z%}_l'iiz‘(f)i-a _Pi)"”g"(iji "Pi-lHi-l):O (IVJ)
i+l/2 i-1/2

Appliquant la méthode de Newton-Ramphson qui sert a :

N-2
Y. 2 (ap )+ G, =0 (IV.8)
™ oP,
On aura le systéme matriciel suivant
[ 8G, oG, G, |
oP, P, Py, [Ap, T [ -G, ]
oG 2 oG 2 ) an AP: -G )
P, P, Py .= : (Iv.9)
8Gy., 0Gy_, 8G ., LAPn2] [~ Gz
| OP, P, Py,
avec |

AP, =(APiN - APiO)
N : la nouvelle valeur

0 : I’ancienne valeur

| aEi o oH, - a_i+ |
_11‘/‘2‘H?+1/2 +3Hi2+1/2pi+l.'2 — 2 Mz — Pi+112H?+1/2 Pisz
oG. an 6Pj 6Pj
L= - (P, -P)+
6P =2 i+l i
i A Wiss
[ aE'—lfz 3 | 2 aH'—Uz N - 3 aﬁ'-uz ]
—==H{,, +3H 5P Miaz ~PiaHiys ——
( an 6P3. 6Pj
+ — (Pi-l —Pi)+
2
Ay,
L d
Pias HE 0. H2
;—12/2_ i-1/2 (Si_u '"Sij)"' 1+12/2_ i+1/2 (8i+l,j _ 85;)"’
AR s A His
—-?-L— gB—‘-I—I +E. oH, *Q_PiiH. __5_ oH,, _
Alep, " Tlep, ap, T T P,
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avee !

H,, +H, oH,
Hiypm= 1:2 - aPi_m =(Ditlj —-D0;y; +D; - DOy )/2

]

- Ei +Ei aai 65-
Pixisz = ﬂZ = a;]'u =(6iﬂj +6ij) J/2

i j

- L.+ ou. ,
l""l:tl +l“ll - “111!2 z(ajﬂj 811) l'I'J 2

Miyy2 = > an

et:

_ C,P,P,  op, C,P,
p; =1+ = =
1+C,PeP; 0P, ({1+C,PP,f

— ap.
p; =exp(a,P,) = —a—P—’— =a, expa,P;) avec a,=0aP,

]

2) appliquant la différence finie, avec :

AX = Xi+1 - Xi

oF F,-F, o’F _F,+F, -2
—=—— ¢t =

oX 2AX X2 AX?

F est une fonction de X, tel que H = H(X), P = P(X)

u=p(x) et p=p(x)

On obtient ;

3H2 H,, -H;, 5+ Pivt ~ Pi H? ai 'b—.H? Hig —Hiy
2AX 2AX 2AX P, —P_

-2
M, 28X

+ pLHl (Pi+l + Pi-—l2 2Pl -2l pi HH-I H:-! + Hi p|+1 pl—l =0
o\ AX 24X 2AX

=+

(1V.10)
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IV-3) ORGANIGRAMME DE RESOLUTION :

Organigramme : (Ravon de courbure.f90)

/ Lecture des donner /

v

Calcul des coefficients

h 4

Calcul de I'angle &;, en appellent la
Subroutine Tita3

l

Calcul des rayons de courbure sphérique et les
vitesses, en appellent la Subroutine ROVI

l

Calcul des rayons de courbure octoide 1°°
espeéce, en appellent la Subroutine ROOCT

l

Calcul des rayons de courbure octoide 27

espece, en appellent la Subroutine ROOCT
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Calcul de la charge, en appellent la Subroutine
CHARGE

l

Calcul de la charge octoide, en appellent la Subroutine
CHARGEO

|

Calcul de la hauteur géométrique et sphérique, en
appellent la Subroutine NEWTON

h 4

Calcul de la hauteur %, en appellent 1a Subroutine hyy,

v

Impression des résultats

i

C o D
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Organigramme : (EHD.f90)

/ Lecture des donner /

\ 4
Calcul des coefficients

h 4

Calcul des déplacements, en appellent la
Subroutine WERNICK

\ 4

Calcul des pressions

\ 4

Subroutine PRESSION

v

Subroutine GAUSS

v

Comparaison entre P hertz et P calculer

h 4

Impression des résultats

h 4

T D
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Chapitre V : RESULTATS ET INTERPRETATIONS

RESULTATS ET INTERPRETATIONS

Dans ce chapitre, on va présenter les résultats obtenus aprés I’exécution des

programmes, ainsi que leurs interprétations :

V-1) Programme de calcul des rayons de courbure :

12

—
E
£ 10
o
@
[ =%
= 8 =
o
[
E
S &+
g R DS
= 44 R 16re azp
g 28me asp
]
14 2

0 . . . T r T v

0,50 0,85 0,60 0,65 0,70

Teta (rad)

Fig.19 : Comparaison entre rayon de courbure théorique et rayon de courbure 1% espéce et
2°"¢ egpéce pour R=20mm

70

E 60 ~
£
Nt
a 504
—
a
‘5 40 -
S R
® 30- RDS
o 1ére asp
c
=3 - 2éme asp
2 20
2o
o
10 <
o r T . T — T -
0,50 0,55 0,60 0,65 0,70

Teta (rad)

Fig.20 : Comparaison entre rayon de courbure théorique et rayon de courbure 1 espéce et
2% espéce pour R =115mm
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OII/T’l’T’T—f-lllfr-l'l-
05 0% 05 05 058 060 062 084 066 068 070

Langle teta(red)

Fig.21 : Comparaison entre les rayons de courbures pour R=20mm et R=115mm
INTERPRETATION :

Les graphes ci-dessus représentent les variations des rayons de courbures : de la
développante sphérique, octoide 1°° espece et 2™ espéce.

Dans les deux premiers, On remarque que le trait en rouge et entre le vert et le bleu, ce
qui signifie que les valeurs du rayon de courbure de la développante sphérique sont toujours
situées entre les deux autres.

Dans le troisi¢me graphe, on constate I’augmentation de la courbure des rayons pour

un changement positif des valeurs du rayon du cercle de base du cone primitif.
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¥V-2) La distribution de pression et I'épaisseur du film d’huile le long du profil ;

12
11-
1,0
0,9

0,8
0,7 -
0.6 -

0,5 1
0,44 —_—H
0,34 . — P

0.2 1

0,1 K
0.0 . . —
8

Pression (MPa) et épaisseur (micron)

5 6 7
Rayon de courbure (mm)

w
A

Fig.22 : Distribution de pression et €paisseur du filme d'huile en fonction du rayon de

courbure pour R=20mm

1,2
1,14
1,0 4
0.9 -
0.8 -
0,7-:
0,6
0,5 -
0.4
0,3
0,2
.o —- L
0,0 - ' - . : : . :

20 30 40 50

Rayon de courbure (mm)

Pression (MPa) et épaisseur {micron)

Fig.23 : Distribution de pression et épaisseur du filme d'huile en fonction du rayon de
courbure pour R =115mm
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INTERPRETATION :

Les deux graphes ci-dessus représentent les variations : de la pression
¢lastohydrodynamique calculée pour les valeurs de R=20mm et R=115mm du rayon du cercle
de base du cone primitif, ainsi que I’épaisseur du film d’huile interposé entre les surfaces des
dentures.

On constate, en premier lieu, I’allure de la distribution de pression qui est caractérisée
par un pic a environ 80% de la valeur du rayon de courbure de 1a développante sphérique.

En dépit de la comparaison entre les deux graphes, on peut conclure qu’une
augmentation du rayon du cercle de base du cone primitif qui engendre automatiquement une
augmentation du rayon de courbure de la surface de denture, fait augmenter I’épaisseur du
film d’huile ce qui diminue 1égérement les valeurs de la pression. Cette diminution est
constatée surtout au niveau de la sortie, ce qui explique la baisse du pic pour R=115mm par
rapport au premier cas. Ainsi que la disparition de la chute de 1’épaisseur du film d’huile dans

le deuxiéme graphe.

V-3) Comparaison entre Ia pression EHD et celle de HERTZ :

11

1,0-:
0,9:
0,8 -
0,7—.
0,6-: —_—pP

HERTZ
0,5 - PEHD

0,4

Pression {(MPa)

0,34
0,2 5

0,14

0.0

r P . T —" . . . '
3 4 5 6 7 8 9 10
Rayon de courbure (mm)

Fig.24 : Comparaison entre pression de hertz et pression EHD pour R=20mm
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1,04 HERTZ
EHD

0,8+

0,6 4

0,4 -

Pression (MPa)

0,2

0,0 —

1 v ¥ v I ! 1 4 I ' 1 !

20 25 30 35 40 45 50 55
Rayon de courbure (mm)

Fig.25 : Comparaison entre pression de HERTZ ET EHD pour R=115mm

INTERPRETATION :

Dans cette partie, on a représenté les variations des pressions EHD, et celles issues de
la théorie de HERTZ en fonction du rayon de courbure, pour deux valeurs du rayon du cercle
de base du ¢cone primitif,

La différence essentielle remarquee et le pic de pression a la sortie, qui caractérise la
pression EHD. Il est dii a I’étranglement dans 1’épaisseur du film d’huile df, 4 son tour, au

effets de la prise en compte des déformations élastiques des surfaces en contacts.

Fig.26 : Variation de L sans changement de R pour le cone primitif
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V-4) Variation de la largeur des dents :

104 —L=10mm
—L=50mm
—— L=300mm
0,8 -
;_‘E ]
s 0,6 -
&
.U_) 0]4 -
H
2
8 524
0,0 \
T T T 1 T T T T T T T T T
3 4 5 6 7 8 9 10
Rayon de courbure (mm)
Fig.27 : Distribution de pression pour différentes largeurs de la denture
INTERPRETATION :

Le graphe représente les variations de la pression EHD en fonction du rayon de
courbure pour les valeurs de : 1.=10, 50 et 300 mm de la longueur de la génératrice du cone
primitif, ce qui représente la largeur de la denture 4 un rapport fixe de 1/3.

On constate que les trois distributions sont quasiment confondues, ce qui signifie
qu’un changement de 1a largeur de la denture, en gardant tous les autres paramétres constants
ne faits pas varier les pressions.

Par ailleurs, on attire I’intention des lecteurs, qu’en pratique, un changement de la

largeur de la denture et toujours accompagner d’une variation d’autre paramétres.
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V-5) Variation de la vitesse linéaire au point de contact :

Ona U=R. @, pour R=115mm on aura :

8 -
7 -
6 -
g -9
% 5- —UJ=10"m/s
S ] ——U=10"mis
£ ——— U=5m/s
S ,]
"
g 4
x 27
1 =
0
-1 T T T T T T T T T T d T T
20 25 30 35 40 45 50 55
Rayon de courbure {(mm)
Fig.28 : Vanation de la pression pour différantes valeurs de U
4,0
3.5
3,0 1
5 254 —— U=10"m/s
a8 o
= — U=10"m/s
=~ 2,0
5 e U=10°m/s
[
§ 1°- ——U=10"m/s
a — U=bm/s
1,0
0,5
0,0

Rayon de courbure (mm)

Fig.29 : Variation de I’épaisseur du film d’huile pour différantes valeurs de U
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INTERPRETATION :

Pour les basses vitesses, la distribution de pression EHD présente un grand pic et
plusieurs perturbations, surtout a I’approche de la sortie. Ces avaries disparaissent au fur et &
mesure que les vitesses augmentent.

Les avaries sont dues essentiellement a la chute de 1’épaisseur du film d’huile pour ces

vitesses (U=10"2 jusqu’a U=10" m/s), qui avoisine le zéro.

¥Y-6) Variation de la charge:

110

Pression (MPa)
&
é

'10 1 T I T 1 T I
2 0 40 0

Rayon de courbure (mm)

Fig.30 : Variation de la pression EHD pour différentes valeurs de W
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50 ——— W=50KN
4,5 —— W=150KN
4,0 — W=250KN
: ~——— W=350KN
3.0 ——— W=500KN

Pression (MPa)
£
i

2.0

0,0 +——r——of——————————————
0o 10 20 30 40 50 60

Rayon de courbure (mm)

Fig.31 : Variation de 1’épaisseur du film d’huile pour différentes valeurs de W
INTERPRETATION :

Dans les deux derniers graphes, on a représenté les distributions de la pression EHD et
de I’épaisseur du film lubrifiant, pour différentes valeurs de la charge appliquée.

On constate que les allures des courbes sont restées les mémes, avec une augmentation
des valeurs maximales des distributions de pressions engendrée par la diminution des valeurs
minimales de I’épaisseur du film d’huile, engendrée 4 son tour, par I’augmentation de la

charge appliquée sur le point de contact des surfaces des dentures.

REMAROUES:

L’absence des résultats de I’application de la théorie EHD sur la lubrification des
engrenages coniques droits dans les ouvrages consultés, nous a amené 4 faire une
comparaison qualitative avec les références bibliographiques ( réf [1] et [5]), ce qui révéle

une conformité totale.

ENP. Septembre 2003 74



/

N

CONCLUSION

GENERALE

-

-




CONCLUSION GENERALE

CONCLUSION GENERALE

Dans ce mémoire, on a commencé par une introduction sur les engrenages coniques

droits 4 développantes sphériques, puis on a étudié d'une maniére assez détaillée leur

géométrie, ainsi que leur cinématique, ce qui nous a permis d'aborder I'étude dynamique de la

maniére la plus simple.

En suite on a exposé la théorie élastohydrodynamique, toute en posant au fur et a

mesure, des conditions qui nous ont permis d'approcher notre cas d'étude.

L'absence de solutions analytiques pour ce genre de probléme, nous a poussé a

€laborer, 4 la suite d'une discretisation des équations retrouvées au par avant :

Dans un premuer lieu, un programme qui calcul les rayons de courbures des surfaces de
denture.

Puis, dans une seconde étape, un autre programme qui calcul la pression et 1'épaisseur du
film d'huile dans un contact EHD.

Les résultats retrouvés se résument comme suit:
Le taillage des roues coniques droites par la méthode de génération donne des résultats
conformes, du fait que les valeurs du rayon de courbure de la développante sphérique

sont assez proches des valeurs des rayons de courbures octoides 1° et 2™

espéce.

La différence essentielle entre la théone classique de HERTZ et la théorie
¢élastohydrodynamiqe et la prise en compte des effets de I'élasticité des surfaces en
contactes, ce qui engendre un pic de pression a environ 2(0% des valeur du rayon de
courbure de la sortie, dii au rétrécissement de la hauteur géométrique entre les surfaces

des dentures, donc une diminution instantanée de I'épaisseur du film d'huile.

La variation des parameétres d'engrénement mfluence d des degrés plus au moins important
les distribution de pression et d'épaisseur du film d'huile 4 travers un contact EHD.
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La majonté des résultats retrouvés sont en accord avee ceux déja existants dans les

références bibliographiques.

Par contre, I’hypothése que I’écoulement du lubrifiant est 1sotherme, reste a débattre,
du faite de influence des changements de températures sur les différents paramétres
régissants la lubrification élastohydrodynamique.

Ce qui nous améne & proposer que le méme probléme soit repris avec la prise en
compte des effets de changement de température sur la viscosité du lubrifiant, la dilatation des

surfaces en contacts, ainsi que le régime d’écoulernent.
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